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LIVEE IV
CHAPITRE VI

DEVELOPPRMENTS TAYLORITNG eize SRALISES

FORMULE SQMMATOIRE D! EULER-MACLAURTH
31, Développements .t&ylorie;ns géﬂém},iséa,
yaomes .

Soit K un corps commitatif caractéristique 0 , K[}{J 11algibre deg poly-

nomes & une indéterminée sur K (Alg.,chap.IV) ; dans tout ce paragraphe,

nous déaiggmroné sous le pom 4! cgémtsuzs dens E[K} ‘toute 3.;
linéaire U de 1'espace vectoriel E{}‘X? {sur ) dans Eu:},»m%me : comne les
monbmes X° (n @) forment uns bese de cet espace, U est déwrmine par
k
la dozmee des polynomes U(Xn) de fagfm pré@:a.se , 81 f(x) jZ, akﬁ;
; : W= 0
aves a,ké K, one U(f)= ; i)’(ﬂ, 3
(=8 o] 2

81 G est une algﬁbr& commutative sur K , ayant un élénment zmizé 1e

G-module G| X} slobtient par extension & & du corps des scalaires K de

, Begp&@% vectoriel Kf}i} : la dornée d@éﬂ(ﬁﬂ ‘}'détemim donc une &pplis

pour j%:aajg élément :g{}?‘;} = gz % X] ' s@, yké G, onag done

Ue) = qg; yk;;{}{? ). B t:a:;uiierg si on pmnd%éahﬁi‘l; on &

(5{};} = KiXﬁ: 4 8% ?G%‘?” tout p@ljmm glx,1) %Z i ,Ak of |
f“ , Ulg) = 13" {“:{} (:g’“‘“ Comme U est linéaire, on voit que

i{ L
g(X,Y) = 5 B, (075 , oo & auset U(g) ““; s, )Y
= - A i

Cette dernidre formnle se généralise de la facag, suivante, Considérons

1tenneas I = ﬁzg Eﬁi?gj des géries f@z*mfa;,;’s,eg en ¥ , & e@aﬁ‘iﬂ-ems dansg -

Z{féx; gggg&, , chap.IV,Appendice), aubtrement iﬁ ltamnneay des aéﬁ% foxr-

nelles g= 7, ﬁsi}i’? , ot les ﬁh sont des polynomes en X & coeffici ents
Mo : -

dans K ., On d6Tinit uno spplication U de E dans lui-pé “r*m: pogant




: -2 .
Bl; } ' Zz uis, }?ﬁ . 11 est clair gue B est un mééaie gur 1faoneau

K E g‘ séries formelles en ¥ & éasffi@isatg dans K ; en raison de
ie iiﬁs&?&té ds U dens Kf?i , on vérifie suss 1t8t gue pour toub élémént‘
ock [[¥]] , ot tout g€B , ona Ul6g) = 0U(g) ; eutrement dit, U est
vne epplication lindaire du moduls B dens lui-méme. '
' 1Peur,taat pélynaae féiK'"E , nous désign@raﬁs par @Yf le pslvacme
P{T4T) de K EX,ET l*a@plzc;tzsa I, ot uno applicabion lindaire ds
k[x] gans njzr]. ’ ‘ . '

DEFIRITION 1,- Op dit gus lfsgéra teur U est tre t?aﬁslauable gl Uﬁgmﬁfﬁ

 En dlautres termes, 81 g(X)=0(£(X)), on doit aveir g(&¥) = U(f {X&i};,:

e S

it permutable avec 1y dérivation D daﬂS'KiX] ;

» gulun opératenr U daps E[X| soit trapslatable, il
S S ? ey | =% 7 5

In effet, avec les notaiions ﬂimd@g&@sg la formule de Taylor monire

.

; ' o &y
wo WL 7, 4, ¥'em) = 2§, YoM ; oomne

o - . 7 o W_E%"‘;‘!ﬁ_ & -«écm,g Ki‘
(Y} = éig~%§ Ygﬁkigéz}}-“.ézz 2 YRD{€§§f{ (})); on a bien ﬁ? ~D“”

2 =0 o X ‘
guel gue s80it EQ@nti@r k , dong DU=UD . Inversement, si c@tte relation
est vérifids, on a ﬁﬂ = %g r tout k , et la formulé de Taylor |
DTOUYS QUe UL, = E%Q . - - k .
B agiag.» 1) Taata eembinaiaoﬁ l$n@&érs j; akﬂ g&;(.K} de puia&anﬁa

f-1

de ls dérivastion D sont a@s @pef&%@aﬂg transistables {ef exsTe, 1)

23} Liopératenm gui, & tgat'yeéyﬁ@m@ #(X), Pait correspondre le yalyaam@
2(%+1)-2(X) est un opérateur translateble. |

%) Tcaﬁe‘cémbiﬁaisan'linéaire 8 coefficients dans'ﬁ d’ﬁpér&ﬁeﬁrs trens-
latable est translateble, ainsi Que'iﬁ cemposé de deux opérateurs trens-
latablies. En dfautres tezmés, lés opératsure translatebles forment une

sous-gigdbre de ¢C?(E) -




<

‘65t uns gpplication de K x| ur lpi-méme, et @'(@} osh i
_ | sur du

Pour toul polynome f£¢€ *’L.ﬁ,': , hous désignerons par ﬁ@éf} le terme
indépondant do X dens U(£) ; en particulier, si £EK[X], U (f) oot
le torme constant de U(£} , ot U est dovc une forme lindaire sur
i%.{ Xj . Avec les notations ci-dessus, on g gg!’:?’}“ﬁs (P(F)) =
e ”‘g 75y ¢ ﬁ%{f{}{}i} ; i1 %lefﬂ?ésa;‘i“t@@ﬁ particulier gue lf@‘d@ﬁfé de

egt au %la@'éfe;i gy Gegrs s £ , ot gus 1o donnde de le forme

U . Par suite, la donnée

lin?aim L @é@@m‘sm complitement 1! @;me ur U .

de la suite des élam@mg U (Zﬁ}c K dé vermine complétement ﬁ@z&a@a@e&r 0.
De fa agon z:&x*écm@ s Supposons i}:ga@ . éam U 7@ , et soit p le plus petit

des entiers m u@lﬂz gue U { }féj nous dirons gque p @st liordre de 0.

. *«ms 28& = m =)}
signifie done que 2,.@ « On a alam 3 d%wc,s ge qgui pfe%@@

: : e ‘ :
(1) uzt) = i pour B 3D .

Y0

2. Polynomes d'Appell a*@ta@hé@ i) emt@urtmﬂslat&bl&

sz

Hous p@sm?@m U ( pour 'i:cu‘témi@r 2D ; 1'hypothése

 PROPOSITION 2.- Toub opérateur ‘tmzzal teble U éﬂamm p dans zs:[;f;j

Y

2

1! @ﬁg@g@bi@ des volynomes de desré . D .

Désignons par L 1'ensemble des polynomes de degré < n ; clest uvn
espace vectoriel de dimension nti sir K i novs al?@m volr gue

U(L }m%mw pour n »p . La proposition Stant vrale pour n=p , démon-

trons-la par récurrence ; comns 3559 :‘;?B s s 8L ) T dfautre
: s ﬂawa‘ w Z}, maw@é@
e G CAN ? sy S S e e
part, la formule (1) et Z'%.?MM wﬁ@% & #0 montre que é:s,aﬁﬁsw a-p et
: g Lie
Befe A o 4 % don sos aep ;
que U(L ) contient un polynome de degré ﬁw}? done est distinet de
L6 8
2 momame o § 4= - e 4 o e
zﬁﬁu,qug g @«um\% Lﬁﬁ”ﬁ“"% @@ a‘é @@g wz._{b,ﬁ,@) -. i&aﬁ@ '[L‘;.Z},@p 5 @ﬁ g:% bézgﬁ




et ogl identigue au noyeu de la rostriction de U 8 L : comme nous

2 g 2

venons de voir que cette restriction est de rang n-p+1, son noyau est

-

ok
de dimension p , donc identigque & L_ , . Par suite, on a bien U(0)=L 4

i 3

fovs allons déterminer une suite particuliére de polynomes u, (X) ;

de degrs égal & 3 leur indice, ; ot eati sfaigmz gux relations

<
e ol e . »
(2) UWu () =+F= % pour nyp

5"’ " (n-p)t f
. " k
Z = i = E =T
11l en résultera gue pour tout polynome f£(I) = {;‘L ’“{%”’"“}7‘%” T
W 3 o Er&'
: = 1
le polynome g(X) = 2> Bk (X) satisfera 1'éguetion
A poign el } = c; “{‘T"W _{zw?z’»% {(%) g S 3G
Ulz)=f ; en d'autres tormes, nous surons sinsi defiﬂi une application
lindaire ¥ de giiz; dans lui-méms telle cue UoV = I (application

identicue).

Considérons pour csla = série fam@lia 2 =1 Z dans llenrnean
K{?Z : nous la d;ém@nemn% {par abus 4o mm‘,’zﬁ%} par exp(Z) ou @Z.'
On

i

w@t e@z?’ag dans l'snneau K LFZ = zj

7P o o n n .40, 0-1 . _;;,{a}m
(exp 2)(exp T) = 2 wﬁﬁ%a > - ot

g % £ @' Rz

= oxplZ

ce gui justifie la notation introduit
=5

& ! / Yo%y o i % STl

Yormelle g;‘X?Z}q@A{@xp«k}M}; = 0 ﬁi‘i

: Hzo 3L

o yines LR o e B RN 2

on 8 g(XY,7 )=Ulezp{ (1+7)2 ) }=U({exp(

o _ 4
T D e ¥ 23%21
{ég‘} &%Z;eﬂf%gv:m.z_? = ‘@‘é;’ ggét‘%”gy. i
Commo par hypothése a.39 , la séri
P sy i
dane K| {z’f | ; or, en remplagent Y g




g m ea) ﬁ
e &) @ & b
o = B : : X
e O o= m& o @ @ =
: = B el < ©
b m @ O of e 2y
2 e ) & 5 B ®] i
& il © B3 e : @
a0 4 Hal ¥ &8 2 ..% ®
exa o] .m i >
= ek &3 (D) b | i & \
&3 & e a3 j ] (@] @® i
g e S : @m 2l e e B
»=3 kg L0 Il o ) = £ il
250 =) O fem s @ 5
oty 4 e &3 loe e &3 4 49
W o [y i U _ s ®
1 0 D ot wom = ém &
@S i : & i (5] & & L
e @ e o foe] & ) J
Bt e ks ﬁﬂw J/,?f%\ Loy ey (@) S
£ el opef ¥ s i o &
=i £ £} —~
O e @ D o @ e
el iND ] 3l e ) B =
2 ngo b S my s D -
&3 ) Of el Lo RN b o
B et @ al [ L & N i)
2N [43] G et .hsuW ) B e Rrtey =4
b RS e 42 e == fd o0
St ) & wa ol .m‘ﬁ oy cvoraned S £
&6 & aS i i) oYy e -4
e € i &4 3 O M o S o
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& 2 : : ¢ B3 e Soat? & S S
=) HO L B i e , 42 S5 S s e e 5
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42 e e ® @ O @~ g e 2o
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D el =] Gy =R e e S8
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&
gur lui-meme, on
o Aapdd

g@(fiz}}mfia) » p=0 , a =1 et o =0 pour m 21 ;: 1e @lgﬂ@ﬂ@ﬁ?&f regpondan

iL-.%“,:

& s - & r
Exemples.- 1) 84 U @ub lvagplaﬁatlaﬁ identique de K/ X

@m(X} nlest autre que ¥ , ot le développoment (9) se réduit & la

fomule @e‘Tayl@rc

2) Prenons U(£(X))=£(X1)-£(X) ;: c’est évidemment un opérateur trans-
% 2 4 L 7
latable. On a U (£(X))=£(1)-£(0), p=1 , a,=1 , @mg.ﬁ’ pour m 21 ; le

£0

L
Y

polynoms d'Appell correspondant se note BQ{X} et @st ap@aiélaalgn@me de

Bernoudli de despé n : on a slors B.{%+@}cE (X) = QX@?? ot u(Z}z@Zwi :
SETnous Lo & $ : 1=

les coefficients deo En(x),scnt done des pomb r@s ?&ﬁl@ﬁﬁ@lﬂa 3i on pose.

Bn(ﬁ}zbn , la Pormule (8) montre en particulier guion 2

: e -
: = e
(10) B,(X) = g@% 1

Les n@mbxga b gont liés @1mg£@m@@5 auzx ﬂ@ﬂbr@g rationnels connus

gous le nom de ncmbr@s.ggwﬁarp@lei ! DOUS f@r@ﬂg une étude plus détail-

lée de ces nombres et des poelyromes de Bernoulll su 2 .

B

Opérateurs transletables sur les Topchions diuns veriable réelle.

]
2

2oit & urn espace vec ﬁax lel sur

St s 524
TROLLE, 8, 44&&53‘21"“’" @"Engg CRes, Coiil

43 = - = s
5 . pour tout A conmpl e%6. Nous appe
e s : ;

%2 s G B S st e
application lincaire U de B dons 1%

notation




¥ & s

1

§ étant donc vne verisble lidg dens lo symbole fonctionnel du
second membrs (ef. chap.II, 81,n%).

g

 DEFINITION 2.- Op dit gue 1'opérateur U dans E est trensiatable si

pour & >0, il est pormuteble avec l'opérateur qui, & toute fouction

i

f¢B , agsocie la vestriction & I de la fonetion = — f(xta)

TSI : ==

Avec 1s notation introduite ci-dessus, cette définition se traduit

par 1liidentité en x et 2 [(x€l , s e R
(@‘?3 mx+a( (%)) = {§

Dans cetto identité, on peut é@h&ﬁ ar les vbles dc x et de & , &t
; , 5 & : L

~

faire x=0 81 0¢I , ce gul donme pour xeI(R,

(12) B (f(§ ))=U (£(§ +x))

;QQ gtant la farmeliném,m sur B qui, & taa@s fonetion f€ E fait
gorrespondre la valeur gw} de g=U( .gv} .

51 £ est un polynome, on & f(?«%uw)xyz T fﬁ{}(

},, , et la formule
(12) montre donc gue U(£) est vn polynome ; restreint & iaéne@m”blé
des polynomes en x , & ccefficients daovs € (gqu'on peut identifier &

e 7 - 5 ‘ . - I = : S
€ 1 x]) , L'opérateur U est donc un opérateur trenslatable au sens

b=
5 5 0n a S S - 5 2
de la déf.1, et tous les réml‘tms ém n 2 lul eont donc applicebles,
' - Ax
elle e
U 868
i - Ziys o it # X ' o o Aom i d
menbre 6tant convergente pour tout A complexs (ce qui dépend de la
- e
A g 17t ntatie 13 aid Lo g i e (?«é"k N
ature do 1llopérateur translatable U considéré), on sure U (6 - ) =
Z i n =
. DN @ § L 3 = o £ £ o B h oy =N -
=AY 2, =ro /4 , la série du second membre étant convergente pour
fizo T :
e g o Tan Y. ks S Tmse s A 3 mmermer s 1 PO T
tout nombre complexe A , Par gbus de lapgage , méme lorsque la relation
7 ] 3 gv 2 S B o o 5 2 £ ’> A o o e A o= 52 o et Koo i }‘_’%
précédente n'a pas lisu, nous désignerons encore le nombre U (8- )




par 1a notation u(l) s et nous dirons que la fonction @(A}; définie
dans € , est 1'indieatrice de Ue:;pemtmr srenalateble U {ef.exerc.3).

An déveleppenent tagfl@men généralisé d?un polynome (f@rmle_ {(9)
correspond, pour des fonctions plus générales, le ‘zf;éﬁal‘é;a% fondamental
suivant (ot on suppose que 1> 8 ) ’

) 2 : P s ; G B Pra s 2
- THEDREME 1. - Soit £ vne fonoction & valeurs dens £ , définie dans T

et sdmottant une dérivée W‘“ J-gme _continue. Pour 20 8t h >0

" ,?fe" Jf‘,, e - -w..,;.., i
(14) fép)(z'&h)n Emﬁ n (3’;}?{3 (f’w}{ ¥ }}ag %{ «2-;% @ﬁ{zﬁm}f{m ?Ei‘%ﬁ’g}@?}}
; =0 L : -
o

s

lorsgue toutes les déz*ivé@s gl (0 nsn) 2008z ticnnent 8 B (dévelop-

g

w@}é@ , G8%inie 6%

olnt g < 14013
i L e
et appliguons-1ul la formule dlintégration

par parties dlordre m (chep.il, o1 ,formule {12)) en tenant compte des

e

(g; }wﬁ{mmu.,(nwpﬁ}% - déauites par récurrence do {? ) : il vient

76 : .
{% \ if«kuz A b (t :;f{l@'ﬁ“’i }g <
5/ f TRE ;‘éﬁ vy -
7 o i)
o £ - g 3

= 7 = U (XL xth
Gl mni i_;,'ﬂ } Ao s
a0

SUDDOscne e tont los Tonections il iy

apposons que toutes les Tonctions ent
& E , et appliguons aux deux membres de (15 (consideres coumme fonctbiong
de § ) llopbrateur U , puis prenoms la veleur de ls fonction obtenus
pour la valeur h de la variable ; en rvemarquant gue dlg Em
Vereur 4 de .a VaXigo.e Ch Tenerguenc Gue G apieg .8
5 o)
formule (2) , on a : !
: - ( 0 vour @=D
< ) A e e R o 5 &5
B (t-0))=0(ul(5))= (<
on obtient finalement la formule (14) . -

AT A

A Y
wlA J#0 , on &

5 3
GOROLL AIRE.- Pour toute veleur de AeC {




e - , - - : = > . B
: Emmgiaa,» 1) 51 U est liapplication ‘%d@nmwezg on a p=0 et %{x}aﬁrﬁx z

- :
. e ot »g»;é Al g i)
e %ﬁ% [T Lo (e Van )

LA s
O <P
Il suf fit d'appliquer lm formule (14) & f(x}s@"’\’“’" et & h=0 , en

f{m}{}}aﬁ.m@}j , dloh gg@(fim} £ )=A Ta(A ),

’t@mmt cnmg}t@ de ce qwzz

@

en posant "m £E-n , 1a formule (14) _devient
iﬁ‘fﬁ,

- ' ol n+ (xth-t)°

£(xkn) zjéi .;? 9@@)2@ - plo)igy ééi%%?”&* at
cfest-a-dirs ls formule de T&}fl@f démontrée eu chap.Il, £1, n%.
72) Prenong pour U 190pé'z*a‘teur translatable gui, & toute fonction £
définie dans R oo Talb sorrespondre la fonction g telle que
_ U (£(% V={x+1)-£(x) ; on a
vu que p=1 , et ul A }x@“}“"d . Bn sppliqusnt la formule (14) & une

g(x)=f(x+1)-£(x) ; on d'autres termes

pr.z,mim,m de © , 3.,1 vient \ .
(17)  2(xh) = j f{b)ﬁﬁ% i3 ax}(f(m'”@}(h«%-‘i} f(&” J(n) 143, (%,0)
’%‘ a :

&V@ @ : 5 - p i“?‘: '{3 > } ;
| Pp\EF) o (n)
=T L 2 ()

(1) At RTU e g B
& JG :1» ‘jg Kg

e T : :
"~ 3) soit E 1'espace vectoriel des fonctions f définies et continues

: . L 00 ‘ o :
dens B et telles que l'intésrale | flzrfle * daf solt
Converse ‘t@ ‘:«3@ vr tout x 2 O . Liopérateur U défini par

= £4-02 e
U (e 3y = 4 pler Tla 6
.“”‘K{f{% ) = V5 i@a s E e

. = o
toutes les exponentieclles L }k complexs quelcongue), st on &

IO {}3& e ¢ 2
i bep - & s 5t fo f Y4
S 52 { @%%aﬂg . 52@"%“ / .9{?,.‘3_3522”&;“’ e e
A )ey= 1 6 < deeys - 8 = = 3% me?

13 ) J o e

& e % 2 A o ; e ,C, : . SeatiEs N3
(¢f.chap. 11T I, 81,exerc.24, et chap.VII, g1, formule ( J).

Y oo e e B s ; =5 R e
In oulrs, pour tout entier n , on peut éorirs
Ay 5 2 ;’) o g o 5
= Bed s e L E e
= AT i v g Loty 33; -
; rleldec 2 e d:
i A > Nl g 4
i G0 ; r é/ =




i

. : e - s
 étant aba@lument e@zwez?g@n‘taa pour tout = e K et tout AcC , il

: 00 g c =
: {::M? : “’“«-‘Q_‘, s‘fn}!} ‘(' Py o 2 2 2 o A
donc la série £, © * ==&~ peul 8tre intégréc terme & tezme
- %ro > v B
dans R , ce qui montre que p=0 et que la sbrie 2, 'izia:? e
Hag o
converse sbsolument pour tout A ¢ ® et a une somme égale &
_ - ,
; 8 gﬁ 3 O

e

3 g; za’,g ﬁé 2 & L 3 =,
exp(/=/2) = /, =“— , d'oh on déduit aussitdt (chep.I, §3,n 2,
h-0 & ali : : '

&

T Y ,% % ; s » s
Hemarque 2) que @, = 58 1 opey =0 .
e '

< :
9; e 0 2n = o B 3

Lee ﬂéﬁ@a oxp(- =) = 2. ““” —L ot @}z‘@{ Ax)= p, =i
2 5. Ty nie B

em ‘est de mdme de leur pmdmt dlgprés (6), on voit donc que la série

’ ‘o
5" -)L (3] (x} est absolument mm?@%g@nw pour tout AeC et tout

'?‘30
ZER u%ﬁ qulon a

v 2 - 2
@ % un(;z:} = exp(ww%*mx} = g %‘IT}%@(& %ﬁ =) 3

M=o
En appliquent ls formulie de T&ylw ls fonction @&?ga m§ on wm@m

5‘{?& n ;;4}_2"
n = -
u(X} (=1) 83%;@5{% % )

HoB p@lm@m@ est apg:;elr—s 16 ggl_,gmm@ @s?‘ﬂmmim @@ m@z% n @'ﬁ; se note

_le plus scuvent ﬁﬁix)ﬁa Les formules (7), ie:z} et (2) donnent iei
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L53 % iém"fn P ":? 2 g g (3% Ve m@ 1% <R ﬂ.'hl'a,fg e Q . TE AR T -27;.6. gw o - s o o s e %; AL S
VEJ \¢agp.V, Appendlice.n 4, 0 0X0Ye Per TeDDOrG & 8 § 2ULTSNSnt Gl
‘ e { +4 } ; {}}
] 3 T S Sl e ) T ; =
on & 1la relation g' // g ; Gs cette relation, on Géduit g g
= Nk b s
b
Lg%
e 1 gt £ #”ﬁj e 7 1
tous @ E > 0 tel qu stioums { des dériveés g' / dlordre h < X




b

appliquée pour x=0 donne

, - 22 -
S0it p un entier tel qwaaém@ des dérivées g(h} dfordre h g 2p ne
goit éq;uimlan‘be & ‘tmé constante. Supposons d?&bgm que la périe de
terme gbnérs al gln) a,g,.t upe somme infinle, et distinguons plzzsie@m@ ces @

01 £(20=1)(0)| tond wers + 00  avec m ; il en est de méme en vertu

§ i
! = ] 2 - v : >
de 1thypothése, de gg.(g‘g {%}éﬁm}? pour 1< k<p ; en outre, comme
a5 ; - - = '
gig '/ ept monotone av voisinage de + ¢ , la formule (5) donme
T (0,n) = g{gid?}(m@ }}@;@,(g(g?a%}{;ﬁ%}} ; 1a formule d'muler-ilaclanrin,
. |

/’ B+l . 2% : 1‘2{"’@

. g 5 L . {2k-1)
- 2l gl) = | gledat- Jateridr > e Bt i) 4

W=0

S

chacun des termes de cette somme étent néslisesble devent le précédent ;
2 - 2 o . L3 ﬁo
en &e‘fml@p@mﬁ chacun dteux par rapport & une échelle de comparaison £

on g done un w%mp;mmnt agymptotique de s .

2” uf § | % ;f 'x‘:gv 7
gg‘gq H(n)] tende vers + oo - avec 3, mais que g =) tende
, .

vers 0 pour E§> g . Comme g 2ptt) est m@mmm au voisinsge de + o2

- 80 { 5 %
& o 3 o g 2 i : ] 3 = g {
1tintéprale jé %m‘* P J(u) | du est ¢ converpant te, ot oa peut alors éerire

; |
%?‘i Yo i : i =y & q““ g{ }
o = o & £ i L g‘ L
=2 gl = Z%(@}@tmz%m« LT /;;L ey B.g nd-1 MG+
X ¥ g2 3
= og o 0 A B LeSgl
i o - 2
= (1) ok 4 (z2p-1)
"%’ ARl é’:»j;wiyw g‘;? "f\""a‘}h'm = jf'!ﬁpé-'ﬁ %'m"-. oy gﬁé’ . /"{wz,—f»_.ﬁ }
e 5 Tl BoSat a} L4 i
-0 i Je £ ZhE
R=9+% :
5 % £ o i i BB o o
P8 U 887 B8 CUNBeLNte {01 8 @l 9iieY
5 L {2071 ). AL 2D I 1) - {2p-1 3
; e Dl g, - s ' ek ooy Y N EE AN
| 1e=" ‘(u)idn=0(g " /(ntt)) = olg AnH)) .
Yhid g :
2 LD e s e 9 (st i e o
Lo nméme formule est valsble lorsgus gln) elle-méme tend wers 0 .
T S fons =y 22 = s o
Infin, lorsque ls série des terme général g(n) est convergente, on a,
- &
T Y F 7 5”%"‘*6'”5 P wh 7o qx ¢ fpz‘ “ 1{,3’ y’?‘és | TSy (}\
YU LG SO0 U :bﬁ e gk i 3 85 i3 J\:ﬁ.:awy’:t {ticxs b
& aitad




= bt

o oo ' &
< En 4 g g@,i aka‘ﬁ : ;’3‘%’ }
= /2, glm)= | glt)at +zglntt)e 2, -— Be " (nh)
Phamh Vp g : : ?«2.‘.:‘3., (ak}g

- 4 . 1 .- '
Excrcices.- 1) Hontrer que, si f(ZF’ >{&} est monohone dens

1'intervalle §¢X3xa§+%? le roste T (x,n) de la formuie dgﬁ&l@W=

fv.-» g@

Haclaurin (farﬁule {ﬁ)} a le méue signe que le ternme

D
el 5, 2P (tni)-2(29H () ot & uno valeur

absolue au plus écale & celle de ce terme.

51 on su@pose seulement que f(“p+2> @st b@ntigu@ montrer |

gw‘an a :
] 1p020H ) gy o(2DH )i
}gjp(xﬁﬁ)gé ‘gp_%,g i‘BP%Q(g%X%%'% (K 3 }g) & ixjg%
v |2PP)m)lan ) .
d §

2) Démontrer 1z formule




sl

e o

CHAPITRE VII
1A TFONCTIOE GAMMA

g 1. Ly £ ezwi;mn gomna, dans le domaine réel.

i Défmltlan_ﬁelafcnetwnm

(s

Nous avong défini (Ens.,chap.III) la fonotion n! pour tout entier np 0,

COmIs ég;a@ au produit _;%:Z (n<k) ; on 2 done Ot=1 , (mHi)i=(ni1).nl
pour n » 0 . Nous poserons I’ (n)=(n-1)! pour tout entier n 31 ; mous
nous proposons de définir, dans 1° ensexble des nombres réels x >0,
une fonction continue [ (x) , Drolongsant la fonction [ définie sur
l’ens@mble é;es entiers } - |

11 est clair qutil exiata une infinité de ‘t@lles f@mticm ; comme

on @& 1s relation T7(n+i)=n T'n) pour tout entier n » 1 , nous nous

bornerons & considérer, parmi les fonctions contizuss gul prolongent B

gelles qui pour tout x > 0 satisfont & l?équé,ti@ﬂ
) £(x+1) = x(x) . - _

Pour qu'une solution de cette équation soit un prolongement de T (m),
il faut et il suffit quion eit e ocutre £(1)=1 . '

81 f sa,tz,@fal‘t 8 (1) s pour mm o entier > 1, on a, par ré@um@me
sora . '
(2) . i"’(z‘m} x{xﬂ)(ﬁa}“, xta- ’%)f*{zf}
paaz? tout x >0 . Cette relation montre en part cul“‘% er gue lgg valeurs
~ de £ dans un intervalle }n,m@} (n entier 2 1) sont déterminées ?ar

s A

ses valeurs dans l'intervslle '} 0, ’2 . inversement, soit ¢ ume fometion

x»'f)

c@mm@.@ dens ’i@ '3} ; satmfamam a,w seules conditicns ofl1)=1 ,
1im w(x)=t ; dafmisgms £ per la relation »

= f(zf,)z:(xa‘é Jx-2)..(z-n)9(x-n)
dans 1lintervalle ‘ga vﬁvﬂ ; pour tout en

est conbinue dens ?0,1 @o§ ; satisfalt & 1'équation (1) et prolonge 2

ntler o p1 ; il est clair que £




=
51 £ est une solulion continue de (1) et prend des valeurs > O dane
}G *?3 glle prend des valeum >0 acmgjﬁd*m( i'a prés (2) ; 1a fonction

=
glx)=log £(x) est donc éefwie et cwmmze Q&EEEQQ oo | ot setisfait

a

dans aat m“temalle 8 1'équation

v g(x%‘i}wg(x) log x _
2 :}g

31 g g o8 5t une seewée solution @aﬁtjﬁ&@ de i}} dans | 0,+ et 8l

2

hag,;ng ,0na h(yM} n(z)=0 pour tout = >0 ; au - dit, h est

une foncﬁ;m:e. continue périodique ds péricde 1, délinie dans 3@ ' @:;E/

inversement, pour toute fonetion h de cetle nature, gth est une

solutmn continue ds (3).

}?BOPGSI”LOK 4.= 31 auu‘teunefenctmn convexe et vne goule g , définie

dans }Oﬁ'@@[ , satisfaissnt & 1'6oustion (3) ef pronant la velou: O
- pour =z=1
Nontrons dtabord que s1il ezifate une fonction g @aig%ﬁ‘g; ant aux

conditions de 1'énoncé, elle est bisn détes minge dsns 1'intervalls

%@ "3} , 6t par f"m‘se dans tout l'intsrvelle }Cﬁ,, wg . Bn sffet, pour
& By 3
tout entier n ;1 la pente de 1a droite wiﬁm le polat (n,z(n))

su point (x,s(x)) est fonction @mi%&a@ de x , vulsgue g est convexe

{chep.1, 5 %p'wz} 5) xg 1
?@steawdim, d'aprés ( 3) | ‘
(@) - x l@g (n-1) < g(x«m) h(zﬁ} < x logn
or, d"ap:feg (3), on a . '
 glzm)-gln)=gz)tlos 5 + 2, (log(x+k)-logk)
Dfautre part, on p@u‘b écmr@ log za‘j: }iﬁ le _; f{{“m 3

dom %’mmalité (4) stéerit » |
=i : g %

% Z, log & g{y)ﬂ@g x + 2, (loo{xtk-1)-1os(k -1)1<x S log =

= (5] W | {/,i,“% } )l ,é;; & z’gm;




Posons, pour tout n > 2

(5) u,(x) = x log &, - log(xn-1)+log(n-1)

et gn(,}:) le% xt Z,g vy (x)
Pour OLx <1 ,0n8 d,eme
(6) ga(x)wx log ma%w Lelx) €8 ,(x} |
Comme log m’? tend vers O lorsque n Tend vers + 0o | on deduit de
(6) que si la solution g existe, elle est gafe@gsaiz-@meméga:&.@ , Gans
Jo,1] , & 1e Linite de g (z) . |
Or, on tire a,ussitot de la rela;th} (5) que, pour t@u‘t x fixe et
70, on a _ .
u () =-x log(1- -=-) 1og(1+ m«)ﬂ@ (1- m} f‘%\j K"
loi'sque n tend vers + o0, 6 qui pmwe gue la géz*i@ @;@ t@me général
un(x) com'erge pour tout x >0 . Chacune des fonctions un(x) &tant
convexe dans }O +oo£ , ainsi que -log x , la fometion
g(x)=-log x+ 2, u (x) est convexe dans cet mt@rmu@ (chap.1,% 4,
PToD.2 et 4) e::ifm, on g8 u (1).,_0 , dlob g(1)=0 , et
~§°‘3 )

T (x—i—? J=u o (x)+x(log 2~ =2y - log 222

-7
o0
alot g(xM J=-log(xti}t xlog 2 + > u

— (%) = log x +gl{z) ;
w”am&n‘t dit, g satisfait & 1'égustion (3) . ,

: {35« Qe Fei@c
DEFINITION 1.- On désicne par [7(x) la fomction >0 d&finie dems 1'in-

bervalle )Qﬁa@{ ’ satigfaﬁ,gmt & 1l'éoustion (1), telle gue T7(1)=1

= : > ; £
et que log T'(x) soit convexe dane §>;*~ ol .

2. Propri6tés de la fonction pamma.

ST,

PHOPOSITION 2.- Pour tout x >0 , ona

e
‘ 1

{5
2 W Al 4

e

(7) P -

¢

&
apd wmiodh
‘{Z'{ 2 4

‘V
o
L}

3

{o

L ek

>4

(formule de Gauss),




. =~
e iz} . . 1 & - >
o ?ff“g"x e ?’?Z»a ‘5 =)

et = » =

. » o AYS 4% -
(10) Bk{mg Tx))-2 L) powr ko

e

£ AR 2 e
(40} étant absolu-

fo g
Compace 1o

coptenant sucun enticr <O . A
In effet, ls démonstrat on dz la prop.i montre g

1) = 2" {(n-1)!
2 “?QQ ?;{"'@“‘?} Axkn-1)

if@ﬂ lg formule de Gauss, pulsgue === tond vers | lorsque n fend veors
z L7 > e s 5 ’§: 5 Z‘ <k e

+ oo . On peut ousei éorire log -2 = ;mm=%{1@g~§§? - 53,} , done

% B i 5 S LAP§

{avee les notations de ls prop.i)

ot la gérie de temme ginéral

o

2T

8 OUT BOMMS =Y bl y desicne la constante d'Buler
3 i >

dot 1a formuie de Welsrstress.

r ‘ '# . % : 1 xg ki : a = L
Po y% & a ,0na | = . .
. , g 4 = 2l 2
2 SR - 2o "&..a g o~ t %
i{xtn) 1| (p-p)

s6rie du

3 ‘-.‘




,x,
b
B O

Al e
quel que soit llentler k » 2 ; le méme raisonnement s'appligus & la
- . ~ ' -
1 d membre de zzia Ve | = - ge:: ouyY
série du secen (9), puisg iy T mf}? o
'gxé < aetn >a . Gomme ces aéfi@% afiobtisnnent en @éfi ont terme 4

torme la géris

S 5 : Big : =
log P (x) ==y-logx+ 2 (£-1og (1t =)

i
o
§n

M=4
gui converge pour tout x >0 , E;a série do

st absolumont ot vniformément Q@?’ﬁ?@,’iﬁ“ rente ans tout intervalle compset
contenu dans EO,JM@E , @5 on a bisn les relations (‘, et (10) ?@m?
tout x> 0 (chap.1I, 31,th.1). D'ailleurs, pour tout x € K ,
% ;mg(é«z-%) o5t défini dds que n est a&,s‘@?&f@ai; donc le th.1 du chep
fﬁ 1 montre encore gue le produit infini du %é@@a@ membre de (10) ast
abgolument et uniformément eenmrg@nt dam u@a‘; :s,tf;z“all@ compact ne
contenant avcun entier <0 , ,

La fonction T (x), d.éfime pour = > o “f ut se zsml@za,séf 3 toub
1'ensemble d@s points x distincts des @muem £ 0 de facon & satisfeire

4 1'6guation (1) dans cet enmsemble : il suffit, pour -(nti)< x< 1

- 1 -7 x . -
de poser f(x) = x\x?-’i Y. ==z v [ ‘(xmi1). D'aprés 1s prop.2 , les

formules (7), (8),'({5}) ot (10) sont @M@;,z; valsbles dans cst emsemble.

("3

A

la formule (8) montre que T' (x)~v = lorscue x tend vers 0, d'od,
dlaprés (1), , .
: : =i
{44 ’ : wUE
g' X f“hj @:1@?&:!;@33&@
(11) , . }_- _ nilxm) ,
lorsque % tend vers -n (n entier »0). La fonction @%T peut 4o
- | ' UAX

FA T as g Ay i
en lvi donnant |

8tre prolongée par comtinuité 3 B tout entier,

0 gux enticrs €0 ; on & &},ﬁm , bour %

(12) 1 lim x=1)...(xfm)
P<X§ 0> :Eguﬁg
. et

.13




 formale (10) montre qus, pour k=2 , 1

% 8 ) ; = 2 bl
donc que cette fonction est logarithmiguement convexe deme [O,to0] .

- - 2y - ;
: el X
1% 4 = ”‘{a& e e X = %
{ 9) W e i, {?g;@ﬁ (1 + ﬂ) (5

et on montre comme dans la prop.2 que le produit infini du second uerbre

Ems

de (13) est absolument et uniformément convergent dens tout intervalle
compact de R . _ |

Comme ['(x) >0 pour x> 0, lléguation i%} montre que 1l'on &
T'(z) < 0 pour -(2n-1)<x{-(2n-2) et )

=20l % £ -(2n-1) (n entier 31) ; T'(x) = pour limite & droite +oo

aux points -2n, = @ aux points fizm%ﬁ§g pour limite & zoueche - oo
aux poiéﬁalwzn - 0 onx points -(2nt1) (pour tout n @ 4 ). la
e second membre est toujours 20
lorsqu'il est défini, donme ‘zﬁQQX} Tx)-(T'(x)) >0
Z7ﬁ€x) s lesizneds J’(x) ; T’ est donc gonvexe pour x >0 ef
{

n
on en déduit que, dans les intervalles oh [ est conveze, T =x)

A #. & 51,'

croit de -o00 & too0 @t dens les 1ﬁf@rvai§@g ot |' esl concave,

@??(x) decrelt de +oo & - oo , en remarquant que G'aprés (10)

est une fonclion crolsgsanle de X .

Dlok la c@uyb@ rapreseﬂtativ@ de T (rip1)

B

Les intéprales sulériennes.

o

¥ous dirons p@mr abréger guiune fonetion £ définie dans un intervalle

ICc KB st S0 dans cet intervalle, est logarithnmiguenent conveze
= / &

deng I sl log £ est convexe dans I . La d6finition de é{z} nontre

11 est clair que le produit de deux fonctions logsrithmiguement

convexes dans I est lozarithmiguement convexe dans I . Bn outre :




4

 Lemms 1.-Solent £ et g &@ fonctions >0 gf deux foig dérivebles daps

o

3

f+g est loggrithmiquenent convexe dens I .

| : | - - 2 : - : -‘ : 2
En effet, la relation Deil@g; #(x)) 20 sgléerit f(x)en(=z)-(2'(x)) >0

Nous sommes ramenés 4 monirer gque les relations & 20, a! > 0,

a@»'@gg 0, a?c?*ﬁ?‘?‘g 0 emraiaenﬁ (ats %}ﬁg%@’f} {brb )2 2 0 ; or,

les relations a >0 , ac- -b° > O équivalent au falt que la forme gua-

dratique ax -§°’3'bxy+cy2 est }0 dans K , &t i1 est clair que si
axg%?;'bxymya 7 0 ot alx 2 1ob xytoly” > 0 dans K , o;:s a apssi
(s+at )x2+2(bi! JxyH(cte! )y° 5 0 dens R .

lemme 2.- Soit £ une fonoction numérigus finie et > 0 , définie el

continue dans le groduit IxJ de deux intervallss ouvarts dens ° 8t

telle aque, pour tout t€J , la fometion =x -» #(x,%) soit logarithmigus-

o

ment convexe et deux fois dériveble dons I . Dans ces conditionms, si

pour tout xel , llintéersle gl(x)= Lf{xﬁ}éﬁ  est convercente,

g est loparithmiquement convexe dane I ,

Hontrons dlabord que@ pour tout intervalle compact E{e;;: J , la fonction

(X}m j f(x,t)at est lgﬁamtm guement convexe. En effet, si K= ga b ; ;

fsd

g suite des Tonctions

go(x) = 228 5 r(apk 228

&
0
G

converge simplement vers gK(x} dens I (ehap.II, §1,prep.5), donc log g
converge smpl@ment vers log g i dlaprés le lemme 1, log g, est convexe
dans T , Gonc (chep.I, $4,prop.4) il en est de mbume de log g

Digutre pert, g est l:‘é.mite simgﬁa deg g

limite simple des log Sy ; ces derniéres fonctions étant convexes dens I,

o
il en est de m@m@ de log g (c"im 1,%4, prop.4) .

un I .95ifetgsont lograrithmiquement convexe dans I,




&)

Lenme 3.~ Soit 9 vne fonc

S

On montre facilement que les lemmes 1 et 2 sont encore valables
_lorsgue l'on n'y 5UppOse 3;1@@ les f@n@ tions deux fois dériva-

bles {exerc. &‘é«}

stion cont! imfea @t >0 dans un intervalle

o

ouvert J ec}n’s@m dans i() + wé/ Si I est un intervalle cuvert tel

5,

que llintéerale g(x)—~ f (‘“}e:h goi '%‘%: @M:{?@m%t pour tout %€,

el
s

J
g esb lymmthm%gu@mem conveze démg 1.

En effet, 1@@ tX JL—{xm’% Jlog t est une fonetion de }i.q&i est_@ozzmm
et deux fois dériveble pour tout % > @ done le lemue 2 est applicable
PROPOSITION .- Pour tout x>0 , ong
(14) (x) ..f s . .}

kn effet, la fonction g(x)= j %X”'Edf@ est définie pour tout x>0

(chep.IV, 93, n é) le lenme 3 montre done guﬁea ile est logarithuigue-

ment convexe dans }Oﬁ' a@é Dlautre pert, en int @{mm, par parties,

on &
iw | Mﬁi} X- | 2
g{zﬂ)zj bt%at = “‘E;Xg +X‘j@ t cs*swxuz),
Autrement dit, g est une solution d@ 1'éguation (1) ; enfin,
e m -
e(1)= Jgf e ‘”d’i:;z‘é : 1a proposition r Eﬁe gzme donc de la prop.l .
L

- Pop e aaansemem de variable o ey ;. on é;,pé. it d@ (%) iz

formule - .
(15) T mjfii@g %EX‘”'“@»%
De néne, par i@@@@ﬁ@ﬂ@i* de ?“3”1;:51% u=t> , i1 vient
x 1 [(z) mj;fz% I a
ou encore, en tenent compte de (1)
s T é%‘jwf% at
et en particulier, p@@f X=2 . %
r 2
(19) ' T {%} = “gj x,, 'z.jj o vat




)
S
W'

PROPOSITION 4.- Pour x>0 gt 3 >0 , llintégrale
B (z,7) = f“"x"‘”(‘i t)@’“ at

valenr
(18) Blzy) =~

En mf’m, 1?imtégz*&1@ st @am@&g@m@ pour x>0 ot ¥>0 (chep.1V,

premiére intéprale eulérienne) g pour

23,0 93). Dlaprds le lemme 3, la fonetion x —> B {x,y) est loparith-
miguement convexe pour x > é”% = /3 sutre part, on 2
{" Xy +
E (X'Mg}f} = -1 {2e) 4t
d¥ch, en intégrant par par‘é;ies .
: . -~
%'}‘%" i ,’j" X538 st ‘:L
}é = ‘{ Gl 5 z (},bg; - K Co
‘ _ - (-t " Z ! (4.% t ) = u{x.7
By so =G tan ) bGx Gay 3
9 =3 n/:}lr;;

11 en résulte que f£(x) =B{x,y)T (xty) satisfeit & 1'identité (1).
DY outre vart cette fonction est logarithmiguement convexs, comme produit
: % 5 &

de deux fonetions logarithmiquemenl convexes. Eni in, on 2

1 |
i & ?:?31 e )’g iy o3
2(1)= B(1,y) Plyr), et B (1,7 f 1-t)" dt == , d'oh

@ e : . .
£(1) = “§ I (y+1)= [' (y). La fonction %%% o5t donc ésale & T (x)

d'aprds la prop.1 , ce qui démontre (18).

&n_»@s
9
o

A=)

: : ' U
Par le changement de varisble % = —> , la formule (18

- txw’e

é (1+% =y

et par le changement de varishie

(19)

- -
<22) | % at=2 [T .




[ha

- :‘;3 =
Digprés la velation (1), on a, pour T’ (x) au voisinage de O, le
développenent ssymptotigue | , -
(23) T'(x)= '§?€ T ()= 4 +T'01 )+ Ar TV (1)xh.. ot T Mt o)

De méme , pour tout y fize eﬁ‘yﬁ ; on peut écrire

1 1

au voisinagce d,aé x=0

FE ?’iy} (‘T’T}?& 7 immf‘“??}‘& o Bﬁ(m@% Q’é(x J

et 1g fermla {‘%8) donne donc, pour y fixe, le développement asymptoti-
gue au voisinage de x=0 ' ' _

(24) B (x,7)= ;% I (1)- LTy o -ﬁ-’”"L,,Z TO) Tiy)

y (y)

Diantre part, pour x>0 et y>o oR &

, .
(25) B(z,;7) f 5t “"t) Lyt = 4 + !{‘3X (1- ‘t) =1 at
; (?

La fomction a;)(t) = “"t)
go 1} ; comme

eet con‘cizme dansg l'intervalle compact

5

%= Xlgﬁtzﬂ-xl@gt-&-g! (log t)“ﬂh. +X (1og "5)—%-2' (x )

©

nti
avec gr (z, ‘t){{%zl@g ti (puisque log t < 0O ot x >0),

1a formle (25) donne pour B (5{33) le développenent asympbotiqus

1 n % '
Baéh,y)« +j{i@(tm i yfcp(“?@}"af £ dt +..+ ﬁ o(t){log t}ﬁ dt @ w -
%g :

(2]
Pour n=1 , 1'identification de ce dgve&mpwmt & (24) donne en

: - .
?’(@} i ?f ?;;;_%f} [ ('3 “L) @i’t

particulier




_croissante de 1'équation u(xH1 Yeu(z)=elx) . Ei@mr@r que pour toute

- pour 0<x<{y . Quelle est llenveloppe supérieure (resp. inféricure)

de 1'engemble des solutions croissantes de 1'éguation a{.ﬁ‘i }ou(x)sg(x'}

.
E .
a) bg%@mt u et ¥ deux fonctions croissantes dam jQ ?: telles
que ulzkt)-ulx)=v(xtt)-v(x)=s(z) pour tout x é,,ﬂ‘ , lonbtrer que 8l
. _ : p
W=n-v , 0D 8 2UD gw{ }””‘?(ﬁ*}g < iof g(x) (vemarquer gue pour
. O<xeyet -
agx<y<atl, ona uly)ulz)g gla)). n particuliecr, si inf glx)=0
‘ x>0
il existe ov plus une solubiocn croissante de 1°cqustion ulzrt)-ulz) =
=z(z) prenant une valeur donnée en un point domné.
- : 2 ./- < SRl e 2 £ _,~% [ s g ey
b) On suppose gue g @f“t déeroissanie daps 0,7 . Hontrer gue
i = 5

le série olzx)=-glx}+ ? (gln)-glztn)) est ebsolunent et unlformément
: -u&

@@merg@me dans tout intervalle cmp&@t contenn dans | G, @mgﬁ :
/,

7

gi A= lim o(x) , la Ponetion ulx)=elx)tix est une solution
x>+ 00 :

solution crolssame v de cette éyustion, on & f%‘}uvgx} o(y)-a(x)

pronant une valeur donnés en un point donné ? Montrer que, pour gue
cet ensemble se réduise & un seul élément, 1l faut ot il suffif

e A=0. | 7 _ ,

¢) ﬁ%@mmz’ que si g(x) est @réisg&ﬁt@ dans 3 0,4+ o

i&@ﬂﬁgﬁ@%% molle , i1 exigte une infip wé“ de sclutions croigsantes

m,

& 1'6guation wlxH )= ulx)=g(x) oui premment une valour donnde en

yn point é,@zmé .

< : 7 : :
d) Soit Wiz la mmt* on d4finle dane | 0.+t oo par les conditione
et i $ i o

2 > % X i S 2 VR k % S e
w(x)=0 pour 0<x<1 , VY (x)=t powr 1<x<2 , lxjen pour
A S fs> ; 2 ‘

4 Sl 1 7 R £ et i L
-t —rLx{nt= (0> 2} : soit glz)=9lzt)-(x) . Hontrer que
2 S e am e o e e Sl 3\ =N een
~ st la seu ule solution croissante de iféguation ulzi)-ulx)=glx)
(3
S Ee e e R saf doa
telle que ullj=1.
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ot considérons le produit infini de terme général (1+ m}e = , pour z

N

m—.w:'n
‘Efiw

complexe quelconque. On peut écrire o 1- & "rhiz} , BYeC

5 |z
éf%m 5 g (chap. IZT ¢2,fornule x%}}g dfol
ﬁ -

(1+ n}e o= A v,(z)

HIE o]
avec -

b3 :
i 2 7 = a 8 = 2
v (z)é < ,hg%w(% Wie. (1t+iz }‘ : le prodult infinl considéré est
done ebsolunent ey uniformément @@ﬂff@xmm dans toute partie compacte

STTrpETRTe

de C : en outre, sa valeur nlest nuile que pour les |
'9 & 5

»én. ,chap,.IX,App. ,c0T. ﬁ.u th.2). En ralson de 1z formule (1) on

poge, pour tout 2 complem

) - = Y% "§ Zy . 7
ze deee= ] 8

(2) m ,E (’E &)

Le fene‘t.;on T'(z) est ainsi éém&iﬁ pour tout point

des points -n (ne N ) ; elle est continue dans cet snsenble, et au voi-

&
n
3 mpf} F £ . 2 o
sinage de -n , on & (ztn)T'(z) v = (91, ,foroule (11)) puisque

nt
&4
2

est contimue dans € tout entier. la formle (2) montre gue lione

(z) - :
T'(Z) = T'(z) pour tout z distinct d'um entier négebif.
Le raisonnement qui permet de passer de la fommule de (Gsuss (21,

formule (7)) & la formule de Veierstrass s’applique aussi bien pour z

complexe, et montre que, pour tout zf-n (n€ 5

(3) 1iz) = plal “‘%g«éﬂsmz

en convensnt de poser n” = o” iog o

z+1 . m
o .ol - 7 n%  ni

; LA % - o G Lo B S e ,g.v.ﬁ,i'v .a‘ A
{(z+1)(2+2)...(z+0M nr 7 glztl .. (zim
% : &

on @ encore, en passant & la limite, 1'éguation fonctionnelle
Tondementale
(4) | T (z#1) =2 T (2)

pour tout z#-n (ne N )
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Soit p un sntier } O guelcongue, et Kp le disgue ouvert |zl < D ;

pour tout z€ K et tout entier n >p , fﬁ«%«% n'est pas un nombre réel

négatif, donc 1og(’3+ £) est défini, et il résulte de ce gui précéde

gue la gérie d,e terme général log(i+ w)m c {(n >p) est normslement

conyergente cians K ; i1 on est de mamc des sérios obtemues en déri-

van"c un nombre g_uelconque de fois le terme g@fwml puisquion a
{ T (k> 1) pour z£K et

%.,.., "ofn i<5(%:7 g(z,g.ﬁ)kx(ma?}“ P

n>p . On voit done (ef. chap 11,9 jygzv@maz‘gﬁ@ 2 suivent la prop.3) que

T (z) est indéfiniment dérivuble en tous },es points 2 € @ d,astin i8
des poinils -n , et on a en ces points

I’I 4 = b”ax
(5) «fﬁ%z gt 2 €f§:_° )

%‘.‘L

IS e naa,

h=0 (z«%—n}‘g’

les séries des seconds membres de (5) et (6) &tant normalement

sentes dans tout ensemble c@mga@t contenn dang et ne contenant

convere

gucun entier ¢ O . Un peut ecrim en outre , .
(7) logT'(z)= -yz-log z . é; {w - log(14 %}}, (mod. 2xi)
tie

en convenant que lorsqu’un 1@;?&1*&@%&;;1@ , daps cetie formule, porte sur

@]

xm'nombr@ réel négatif, il a l'une ou l'asutre des deux valeurs llmites
(41 rférant de 2ni) d.e log z en ce point ; la série du second membre

de (7) est alors mmalemem convergente daeng tout ensemble compaet

_contenu dans ( et ne contenant aucun entier €0 .

2. La rela‘i‘ion des @@T”zﬁﬁ énente ot la Formple do multi ‘t‘,wf;x@& ref'a
Le ;@n@ram(}wss -

on L:a.'m aussitbt d.e 1a f@zﬂmw {2} gue, pour tout % £

L

éé — >
Plz)it=2)




=
Qr, le dév@leppemani @&laT&@ﬂ de gin z thab Vlsg 2,th.2) montre qus
gg (?e amd ﬁin nz ; tenant cgmp%@ de l'équation fonctionnelle (4),
on vei% @gns ga@ :

PROPOSIT ”IO% 1.= ?aur t@uﬁ % H@ugla 0, on a

(8) - '
, Tlz)Tli-2)
(relation des compléments).

<o

&
= - 8in nz
=

COROLLAIRE.- Pour fout + zéel, on &

& (ruakla

(1)  |T G+ F

T? T '"~ i — i
En effet on déduit de (8) gque [’ (it)T(-it) T

Fn
st

(7,.‘“§'L~.
63)

St

etona [ i) ['(it) ; de mbue , (B) domme
4 ’ :
T (zrit) T (F-1t)= —L

Fis ' 7 2
& % = 5 7 6&) @n a

e 3 h oo 2

6111 (‘ﬁ“+ ‘iil't) o8 #LV en 7 .

TG -it)=T (5% ity

Soit maintenant p un snti@r > 0 guelcongue, et considérons le prodult

~

1 +0 7D+
fa)- TS RER
D'aprés (3), @@nr t@at zﬁmn (ﬁééﬁf}5 f(z) est limite Gu produis
741 4 '
P g : &
: a - AR e
(ZEhrztl 40 z+l (232\[2i2
5 ?‘f‘% b9 "sg;““ﬁg’ vﬁ"’ﬁ.} Ejj“g}
L.:
2+ P (n+t)
= 1 D

2*2 (o) -

e A 7 & %L
B~ D (ni)
{ (ot 1 )pJi :

d'ot résulte que £(z)/ £(0) est limif

2% ((p+1)p)!
QZN?)(?+é)Q@QZ*(ﬁ*@)§}




= 9y =
ce qui, dfaprég (3), donne
(11) £(z)=£(0)zp I‘(ZD

dais on peu:t; écrire

r
-4 - .
2(0) = TTT‘( TE’ u»;%} i// HiGglha o

£0
&g
o
g;;
feto
o
oD

' puisque f%O) >0 1a ralatian des conpléments denne pa

-1 :
f(O)“\/ p’/ e gin%’%
o1

et comme le produit du second membre est épal & ‘“”“""‘?fm?‘ (chap.Vi, &2

cor.1 de la prop.1), on voit finalement que :

FROPOBITICN 2.- Pour tout nombre complexe distinct dium entier (O

P >0 ,0nsg

pt =+ o
ey T@TED FEEy G 7 T

gformule de multiplication de Leﬁeum@ Gauss ),

PROPOSITION 3,2 Your tout nombre réel =x >0 , 0pD g

%3 : z

{13) ; f log [ (t1dt - x(mg ~1) + = log 2n
A

: x = vy A 5 4
Démonirons d'abord la formule (43) pour x=0 , Comme logT(x) s log :}
lorsque x tend vers 0 , l'intégrale ;| log T'(x)dx est convergente.
. - = ; ,
En outre, dans j(}ﬁ‘% Ja la fonction log 7' (x) est décroissanie
{ 9—‘2 IQGQ} ; pour tout 4« >0 , on a d | log [U=zjaz
g tant Is plus grand entier tel que T (z)ax
;. &
tend vers O avec ¢ et que o ,} >
j log T'(=x)dx 1@1”5@%};@ n t@‘,ﬁ vers + ¢ > {ehap,11,8 1,prop.5), on &
L
= 1in
Jf 10&) ’? (K}d& n iﬁ;@
laig, dlaprée {’93}5 16 second membre ; limite de

n-1 T 1 g
%1@@2@»3@%&3 dlot ,
(14) f log ['(z)dx = 5} log 2n .

{4

|




=3 e

Remarquons meintenant que, de 1'identité
log T(xH) = log'(x)tlog x
on ﬁéduit; en intégrant, pour z >0 [x :
j log Ti(t#1)dt = j(?wg 1itar ) os bl .

liols 1*intégxale dn pramief membre est aussi égale & | log ['(%)dt .

@

On a donc, dtaprés (14)
Al

lag}?(s)dﬁ ;a{ log t 4% + §=1@g72ﬁ = z(log x-1)+ 5 log 27 .
g
a2 L@Mdével ‘

doient % et y deux nowbres @omﬁlgﬁ@ non situds our le deml-aze rées

pégatif ; d‘aprés la fornule (3}3 ot svee les conventioms du n-1 concer-

¢

nant les logerithmes, log T'(x)-leg T'(y) est congru modulo oni & ls

iimite de llexpreesion

, " \
(l5) (xny)leg n +'%§ (log(y+k)-log{xntk))
Posons f(t)«le&(y+t) leg(xwt} . nous alloms appliquer & la Ponction £
1a Pormule sommatoire d QEﬁler?£%@1a@%%n (chep.VI, $3,0%1)
rht .

f(O}*f(1}+a.s+1<ﬁ) m!j £(t)at- Lie(pr)-£(0)
4 A
S J

7

- 4 (9.4, (5 4 )
+ 2 .Q”z@;%?ﬁf B, (2025 (n) £ 25 (0 i ()
i oo ?

: .%;
avec | g%: . w
3 x E ;op g” § Ras
(16) [2,m)| < < }Egh J |2 e

Comne f&m}iﬁ) - wi}m=2gmae}g< V?%§@,'

oo

ere O larsqu% n tend vers +00 I

d'ailleurs de méme de £(p+1 J=log{ 1+ ==
n T :

on & 5; log{xtt Jat m(jim**%' M 1los{ztnt! j-4)-zllos z-41) ; lorsque 2
Jg : .
tend vers + %@ , ona le développenent o

{x+n)(log{xtn)-1)=n log b -1

Portant dens l?exp%@amxam (45) on voit finnleme tend

vers + oo , T (n) & vne limite ? (x,3) ot que 1%

z?fzﬁwi@ = log 1 f’;ww* & ?(f»s-ﬁ




en pogant
1
(17) g(x) = x log x-x- 5 log x T g:; mLH“g’?ke"iT gg,

Nous allons meintenant évsluer une bomss supérieure de R {zz v) &

1'aide de l‘inégali‘té (16), en supposant gue x et y solent ‘%:@@.s deux

la partie HA de C définie par la relation 7 @ {(z)> A ou

55 (z) i > A" , of A est un pumbre >0 arbitrsire (fig.2), R@mamu@m

R
/////ﬁ i, |
/// pour tout u >0 et par suite
A/

L o '
- _dn _ dn -
‘ f | 2pt éﬁ f Graiergm o e
4 P G D

pour csla que sl x=stit avec s >4, ona jxﬂag > M

(]

v - - -
= De m@me 8i 't! > A on o g Sany) g§£+§ﬁ,§7t3%a ‘é‘?@%h st 2
///él/f/‘;?/ ! g } 4 - ; e |7 : }
- pour tout v réel, dlod :
ﬁ éi' 2 (2 $oo o ﬁw
= . - - | a5
.Pﬁ"u C'P_}‘ - I (ﬁa, md}ﬁ@ 3? J T }&» 7

On volt done que, lorsque x et y sont dass H_, on o
£1 :
&

. (X”}I ' f

2D
ol % ne dépend gue de p. Soit alors f:?j ls Piltre ayant pour base
les ensembles g, ; 1o critére de Caushy montrs que ; Buivant le filire
o . o -
% , ia fon iction loz T (z)-glz) = ¢ (modulo 2xi)
et quo, &8l on pose wlz)=max(
(18) log [(z)-g(z)- 0
] = fom ' dEEL NG S e réal . dene on pant
Pour xréel et >0 , ona ['(x) > 0 et g(x) est réel, donec on peut

/ g
supposer o réel, et on a

70D.5, on a en offet

x(log x-1) + Llog 27 = & +




e “e:f. =
Hais comme g'(x)=log x 40 (X, ; rﬁizz =0 (3%} s 1a formle de Taylor
K-a“

nontre anssitbt que gl t}d‘t [ glxt u)dng(x}-é« %@{z%ﬁﬁ{%) =
A :
= x(log z-1)+ 0 ««g,(x) , ce qui mamsm que O = %lag 2 . Un s done

fin&l@mem le résultet suivant

PROPOSITION 4,»“5@,5,%11%, le filtre F , on s (pour tout enmtier p >1)

(,éiag hqa""% E
g“&“ﬂgﬁi o 2% o 2 im{é}}. 'z{
5 =NMe il W 2, TSeeasismeaes e
= = ;’2& i ﬁz@.i“i\»w’ﬁ J ggﬁ’é’.”(@
e 3 y
3
}-} R RN Y GO BTN TR # R
F O G (mod.2ni
b3 43 j =
léveloppenent de Stirlins).
COROLLAIRE.- Suivent le £iltwe 5 , on =

& '-lne‘%zmm‘s'é : e

(20> F (Z) S [2?5 @X}j(m 08 Z = 2= % :i@g Z{’j

En particulier, pour x ré@l et >0, la formuls (20) s'éorit
. 4

. X-7 -x

(1) TEloenx “e

On déduit de 14 de nombreuses formules utiles. Par exemple, pour

tout nombre complem g et tout 8&" tier n

vers -+ 0
: Tj? [ : o f‘rga fn
(22) S (= 6% +08 By
@ & iaeih 2 S : ] ’ o
De méme, pour tout nombre somplexs s distinet C'un eatier < 0,
on &
: ;o \ . " ol -521«/:‘ g
(23) alat1)(at2)..(atn)= ?;“?3" =

L

’ . % 2 @ 5
a) (. L1 FPlne), (1) 51
~~  a Tla) Finrl)] = T)




(k) _ T(knt1) [ = v
(25) Q n}“ ot )7 ((k=1)nF1) My 23:(%@?,}3:1 g (k-1) k-1
Le méme raisonnement ccmimt & la proposition s.wiiaga@ suivante :

B

PROPOSITION b, - tre i@” , o8 g (pour tout entier p > 1

&

le dém’!@ppam@nt a8y, '*ytotlg :
‘ "j’{{at{g :ES : >

¢ Z 1 s : (c/g} Z{Q I 5

- %"%’5’% = 1og - 2 b oy 10

4 i § ‘% ~7:>%A){F o
b1 z (8(z))2Lr!
d

fu lieu de l'intégrale ei@ Raabe, on utilise pour ls déternination de ls

iu’u»
constante la formile f 1 ém‘ at = 3;. T (xt1)-1log Tix)=l0

1oL L0 X
Excrcices.- 1) a) wﬁi‘t g une ITonction numéricus continue pour Fiu

Xy 0 . lontrer que sl g vérific les deux identités
b- :

g2 -+ -
S G G
: ﬁ:a k’%“’
ollo vérifie aussi 1'identité 2, gl 7}%} =olx) .
: 420 &

b) En déduire que si uns fonction £ &8 uns d6rivée continus pour
20 et véiifie liidentité
)
g(ZE) = g(x)

elle est de la forme &(}tm -»»} o a es

o

vne constantie & Tenerl qm@: °5

 que g vérifie une identité anslogue of p est remplacé par p°

2
faire tendre n vers + 00 , et en dbduire que g'(x) | gt(t)at) .
c) {,om},w'e de b) que 1g fonction [ o opnction g

ayant une dérivée continus pour x >0
la formule de multiplication (12) pour un
2} Pour tout m@m‘bm k>1 onopose s

_pour 1< %<1 ,ma

,ws:?'

, 'Z-Gg?(%x} =-yX %g; = wgm x
5 % 2} i

la gérie du second membre étant uniforwément conversents dans tout

54

intervalle compact contenu dans }? 11 s @t absolument convergente

: %
pour x| 1.
) § i




%) Soit s un nombre réel fixe ; montrer gue,

vers +Q0 ouvers - , one

;.‘iﬁcgﬁw’w@ ot

3 ’-ﬂ"%
= |
=

et
4) Soit t un mmbr@ résl fize et 70 ; montrer gue lors
tond vers + 9% , ona - |
: i3
§ F(asﬂ,t)gm - L
8 e j ah® ’f?i:ié—;i in=ns

§) Soit x, la racine de Eﬁéa

1tintervalle }un,anﬂg . fontrer o

y f ﬂ+ ammra;f »:Im 4
n log n

En déduire que
T‘F(}{ ) QJ wizm\lsn g«"'}’fﬁ? ,Avp’”/g:gqg o)

¥ 2
6) Soit V le @étaf‘mmm’a de

(ale. c;h&p 111,36,n 4» 1

372? l@é—zmmi%m H=

i

,&,@é Ei'

oh k @gi’. une @@usmm&

e R

lorsgue t tend

o




