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1. Développosents tayloriens généralisés.

1. Opératcurs de compositicn cans un anncau de polynomes.

Soit K un corps commtatif de carcetéristique O , K[X] 1'algdbre des
polynomes & une indéterminée sur K (Alg;,ehap 1V) ; dans tout ce paragra-
pho, nous désirnerons sous le non d'opérateur dans “[M] toute appulsa«

de 1'vspace vectoriel K[ﬂj (sur K) Gans lui-méue :
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comrc 1os monbnos X2 (n‘}:O) fornment vne basse de cet espace , U est

rp e ey - B ALy : s s :
détermint por la donmée dos polynbmes U(X) ; de fagon prieise, si

£(X) :""\:a ‘”.L*Xk avee jn.t €K , ona U(f)= > j%.,k;g(:{ﬁ} .
S énesﬁ une Lliébre conmutative sur K | agézi un &lément unité, le
dalé GEX} S b tient par extauslsﬂ &-G du cofps des scaluires K de
ligspace vectoriel K{XE : dn dcnhéé des “3} stamm$nc don¢ une zppli-

cation lincaire de ce module dans lui-néze, gue nous noterons encore U ;

=
W
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5 7 Fe . : ‘:‘::
pour tout élément g(X) = @Q Xt , oh y, €CG, on & done Ule)= 2; Y1 u(x®.
:‘ x -‘&30 5-
En partienlicr, si on prend G»K[ , ona Gl #jm X;X Y gg ot pour tout
, 5 = -
2 . 7 Sk : .5{ ‘k
polynone c(,Y) = = Y (e o ygik}ca?ii? ,onaliic)s Elg} Yus ).
LS 3 A 3 =2 z

>

%20 «1‘%’-; RaD o
Y ~ 5 74 - 24 52 ol 2 s P S g 5%
Comme U est linéaire, on voit gque si on derit g(X,Y) = 2, ‘h{¢ = on 3
L : : Jﬁ:g :
2 <t :h
aussl Ulg) = 2, U(B )Y
e b “m h
158 ¢]
Cette derniere formule se génniylzs@ de lz facon suivante. Considérons
¢ a9y k ;“rjrr{r?? 3 = v 7 2 P03 0d A1 3
ltanneay B = K|X{{|Y{| des séries formelles en ¥ , a coefficienis dens
Kix| (alc., chap,IV, appendice}, autrement dit, 1'annesu dcs séries
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forselles g = E% ﬁ.(X)Yn ; O les B sont des polynomes on X 4 coef-
ficieuts dans K i Un définit vne application U de I dans lni-méme on
posant U(g) 23 U{g Y2 . Il est clair quo B est un wodule sur 1'anneay
F[EY}j des serza formelles en ¥ & éoefficients daﬂs K ; 2n raison de
ls linéarité de U dans K[ﬁ] , on vérifie aussitdt que pour tout élémend
4 :;:KT[ ] et tout gek , ona U(6g) = U(g) ; autrement dif, U est
ane application linéaire du module E dans lui-méme. '

Pour tout polynoume *ﬁ?éK[ﬁ} , nous désignerons par L. I le polynome

Y
PIXFY) do {{'Yl 1tapplication gy» est une application lindaire

H’ dane K[i i

D&FIELiEO; - On dit ou'un opérateur U dans K[Xj est un opératsur

de ca;paslﬁlsn giona UL, = gyg .
fn d'autres tﬂrmess gl pour tout nalyﬂam@ feK X] , On poss
g(X) = U(£(X)) , on doit avoir g(XT?) Ulriay)) .
@xemml@ﬂgi ﬁ) Pour tout .Aezﬁ liopérateur qui, & tout polynome
£(x) fazt cofwcsvondre le polynome £(+ A) est un opérateur
de eompositicﬁ,

> 7,

g 6Crivetion D dans ;;

(3%

| eat vn opirateur de composition

%.,.._.,.y;

i

b
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11 oot clair cue toute combinaison linéaire d'opérateurs de composi-
N4 25

{.h

tion, 5 coefficients dans ¥ est un opérateur de composition ; il en est
de méne du composé de deux opérateurs de composition‘ in dfautres termeg

les opérateurs de composition forment une gous-alsébre [' de 1'alzdbre

aQ#{KEXl} des endomorphismes du K-module K[X] -

PROPOSITION 1.-Pour au?un opérateur U dans ﬁ soit un opérateur ¢

composition, il xaut ot il suffit quw'il soit ncrﬂutabla avee lao dériva-

..vc,
Loerd
L

O ot > |
tion: D -daas {
St s
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in *ffet ia formule de Tavlor wontré que, pouvr tout polynome

rex[x], on o BEHTNA Y, L oke(r)) = 3 b vOM 0

i a0 "f@:a %
gi on pose g(X) =UlEt)) ~ on a g(f+¥)z 23 %T Ykﬁk(g(x)) =
oo ; }%.‘:0 ;

=2 ;s VkD&(g(f( X))) ; pour que U soit un opirateur de composition,

- k] ' . : .
on dozt donc avoir gp‘:ﬁ?g pour tout entier k 21 , et en particulier
UD = DU . Inversement, si cette relation est vérifide, c¢lle entraine
Qﬁk = B%ﬁ pour tout entier k > 1 , par récurrence sur k ; la formule

de Tayior montrec alors gue g(XFY) = U(£(x+Y))

Baiyx Pour tout polynome fEK|Y,Y aoug désignerons par U (£) 1le
s:] » & ,

k:"ﬂ

terms indépondant de X dans lc polynome U(f) ; en particulier,

k7

fe K[X] s 5,(f) est le terme constant de U(f), et U est donc une

forme lindaire sur KEX] . Pour uout polynome iéiKL&j , on pout éerire

o
UEOHT)) = B2 L o)) = 3 L uet ey
o = e : %o ke
_Dsns cebte formule, remplacons X par O : en nouan g(X)=0(r(x)) ,

<

%‘K*

on obtient a finsi, on vertu de la d4éf.1, g(Y}m Zi — (K“}E“f{g‘ .

g ;.. =0 &t
S0it . =U (i ") ; on voit done qulon g
K" : o0
SR - 3 %
(1] - UEx) = 20 Loed p°2(x)
. %0 kz

72y b8 S Rl b e .£ B E TR (P 2o = =5 Jm
ette forimle montre gue la donnie des e dotermine conpldtonn

7% TSNS ey iy BF 4 e = FAZAYY 5 A £ 3 %Y 5 < et 5 ANTAK o ‘
1toncrateur U ; lnversement, si {5£ } est une suite arbitrsire d'4léznents]

S0n S o B e | £ AN f“m_-;' 353 : TR B P AT A ) e
de K , la Tormule (1) définit un opérateur U qui ezt évide pernutabl
4 2 2 SR 4 5 g 3 3 5 = 7 3 A
avec D , et par culite (prop.1) un opérateur de composition. Par abus de
e gy i £ By A < 0 3 {4 % X PR
lanrape, nous Gerirons décormais la formule (1) souvs la forme
D L
=
A S 1 BAY
53 T {1
4 B j &F - - 4‘( & % {“L? r‘g}
% A, ot i g L1
R=a S5
o, AW L 12 e 21 o R S 3 Y ] A5e e ) 5 B
Cette formle pout s'interpriter en langage topolo=icue de la
Sacon suivante : ol on considire sur KX 1le teopolo-ie dicorato
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p 7 3 V2 ~ L 2 2 Ja. 5
{?opeggg,g chap.X, éﬁgﬂcgés la séric de lerme général ??kaj
est conmut tiveﬂcat converrente dans %f{K}XT} ct a8 pour

sonnc U (Top.gén.,chap.1il, 94,n%7).

LT ~ = - P 3 \—:«" —k
La formulc (2) montre ﬂu*“ toute sérig formmlle u(8) = 2, a1 8
: %0

i -
{dens 1'anncau ﬁ L ] deos siries formelles 8 vne indéterminée sur K
(il ,chap.1V, Aﬁuuf’iCG)}, on peut faire corrcspondre 1lopérsbeur de

&
comyesition 1 - 0 D" , quo nous noterons d&sormais ul(B). Ceite

remarque peut etre yr ‘cisée de 1z facon suivante :
k

k

ﬁg

i o g 2 se . £ » 2 a3
THEORESE 1. - L?applicatlon qui, & toute géric formelle ui(s) = gzayo

correspondre 1'opératsur de composition u(D)= é: a, D
e, g2 %‘ “o
dang K K] , cst un isomorphisme de 1'alpébre K{[ Jz sur_1'alsébre

des opdrateurs de composition.

t que cetbe application est une reprisentation.
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£,

voir quicllc cst biunivogue, sutreacnt dit cue la
- o k ‘
relation zz myD‘zG entruine @ =0 pour tout k . Doss 1s cas

4 .
contraire, il existerait un plus petit entier h tol gue o #0 ; mais

: ® : ~
comse lc trunsformé par llopdraieur 25 akﬁk da nontng Xh_ est %?an 2
= = _ :
) i ' = > % ~ : oy oo A
1%hyrothe 2, 0 07=0 entraine o,=0, sontrairement & 1'hypothése.
C 7 15

~ 4»--,- o “ »; s A8 o 1A 'a-?
COROLLAIKE.- 1L'alcebre T des Qperaﬁeu s de ccmyoezzlaﬁ dens KiX|

gsl commutativs.
BX “2336; 31 B ost 1'opérateur qui, & tout polynome £(X), fait corres-
= : = 2 .GC’K :
pondre T(X+A) (Aeck), on o g@’ﬁk}zgia , ot tar sulte g@-EE; gﬁ{;ifj
= ?5':.0 e
Par abus Ge langerc, nous désicnerons par exp(8) ou e® la série formell
7 %? 5° cons 1tanncan K LESE? ; on peut done éerire Uss . Remar-
Hzo sec Z -
quons diailleurs que, dans l'anneau de séries fomwelles K ;fﬁ,f§? a
L]

deux indéterninéss, on a




'\pnq : o2 : ;
; o R = 1 n ﬁn =1 LD Dy
gexp 5){exp )= 2 pﬁq!r'°%%£ Eﬁ{(ﬂ 8 (g/ ) T+ee»T(ﬁ}i ) =

= exp (5+71)

¢o qui justifie 1a notation introduite.

2. folynomeg dfhpell stiachés & un opérateur de coaposition.

..\.,

oo
Etant donné un oporateur e compogition U= >

%.k

-}

viug petit dce onliers n tels que' @m=0 ; pous dirons gque p est 1l'ordre

s0it D 16

ce i’opvr»teur U,
50i% Q:un cnératenr de compocition #0 , diordre p ; dlapris le th.1,
: = : : :
‘ o : &3 : k Y g
on pout éerire g;ﬁ?g% , o U= f§1&kD . est d?erar 0, autrenent dit,
# 20
tel que QOJO . «sis alors la série formelle Ei ml ‘cot ipversible
ik ,

i

1 réoulte

fouto

dang 17annean Kéhi *f} ‘(Q;&,goaapoivgﬁpgundlc Epﬂgp,

dore du th.1 que dons 1'alsébre 77 dos opirateurs de eonposition, g1

._...

1z propogition cuivanic

O]

o LG ey
Y e déouit tont ¢ 'ehor:

o
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o
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PROPGSITION 2 - Tout opérateur de composition U g!ordre ? dens K[Kj

2 = 2 mi : i %
¢sb une application ée Ki}ﬁ gur lui-méme, ol Ulu) est i&&fblﬂ&u g

1tangemble des polynomes de da?rw <D

~
7 oy

@ﬁ'@flega E@ ei&at un duocueryhisle du K-miodule KX

g,
h ISy
X <
e
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oed
b
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¥/x! sur 1'cncemble des dérivées p-Caes des polynomes de K X] : nmais
. s

£)
i 5 S { - - o e s 3 § §5
comims, pour tout entier k 20 , ¥~ est lu dérivés p-ime de qu 5 .

vout polynome est une dérivée péémag ce gui ddmontre la premiére n rhie

-4
- % B o - 2 $ . 2 v 0 ~m SRR T i £3
dc 1a proposition. Dlawnire part, oi U(2)=0, on a sussi U (U(F))=0
Ly 3 e =) - £

= = - ‘ -
ot comne gagﬁbi , DP(£(X))=0 , ce qui prouve gus T est nul ou a un

p ; la réciprogue est éfldeate, ce qui acheve 1¢ démonsiration.

oy ’\ s
fib,uzz’{; <

On notera c'auntre Fd$t dtaprés 1z definition de liordre d'un opérateur
Ge composition, que si U est clordre p , pour tout polynome 30 de deprd

n5p, U(f) estun nolynome #0 de degrd n-p .
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DEFL HI”IOH 2.= Soiﬁ Q?D?Qi un opGrateur de compogition dfordre p

dons KZ?] On anpellc polyneﬁ@ dfappell d'indice n ablisché & 1'opéra-
teur U lc polynome u.(X)~U (X ) '
a4 = <* a d
51 Q% ié%; §§-Bk (5078) , on a douc
et Vw
. a=k
(3) u (%) = 7, ()6 %
: ";4.:.0

co qui nmontre cntre sutres que u est un polynone de deshd n ; on

outre, on a

{4) E;(O} = @n

PROPUSLITICE He- s pol-momes A'ippell attochés 4 U satisfont anx

relations

GU
(53 ax - . =
/ | . o n
(6) 0, (%4Y) = g:( Ju, (Or"

(7 Ulu (%)) TE“E?Q £

A
- % ot , 5 : <-4
La relation (5) est une consiquence immédiate du fuil que U, oot
permuetoble avee la dérivation D . Do (5) on déduit, par réourrence
: e e - - o .
sar k , que D mnmn(na%),,(n=k+1junzk , ot la relation (6) résulte

alors de l'epplication 4 u de lu formulo de Taylor. fmfin, (7) résulte
: i : A E

o i Fa ”ai P

de la déf.2 et de 1a relation Q@ﬁ =D .

PROPOSITION 4.+ Pour tout volmnome fPeikii

: . £y e 2 !‘i“ ; .
(8) £ Pl (x1y) = 31 4 U ) Dy (1)

4 & oy e i ”
(dévelovpenent tavioricn réndrs

En effst, le dévelc

=

 Glaprés la définition des poly zcﬁod d'Appell v, . dais comms ‘§4 est

: : <1
un opirateur de cozposition, §ﬁ (£(XFY)) est un polynoze syzéirigue

en X et Y ; on a par suil




=7 - -
k
<f(X+'x)) sﬁz o (1) D°2(X)
%=0 -
8i on applique aux deux mexbres de cette relatlon 1fopérateur U et

gqu'on se rappelle gue ngq = P ; on obtient la relation (8)

PROPOSITLON 5.~ Soit U = D°U, = u(D) un opérateur de composition

d'ordre p dans K[X}', u(S) étant une série formelle dlordre p dans
K[[S]] . Un a alors lcs formules ,

v Ulexp(x8)) = u<s> exp(Xb)

10) g @ﬁb{iuz/h(“) = U, (X)b

'}’ Il'
u_ £tant le po YVﬂOQﬁ a'ippell g?lua?cc n attache & U .

G
@ x % - - & o “_" {‘1 4 _‘Z‘}S
onsidérons la série Tormells e(X,5)=0(exp(X8)) = 2, %T Uit s
: : : N0 >
comae U est un opirateur de composition, om a
g(3+Y, 8 )=U{exp( (3 ¥¥}S}} J({vxp(%ﬁ?;s exp(¥s) ) )=(exp(¥s))elX,8) ;

substituant O & X dans cetbe ideatiié, et remarqusnt quion a
) X )8 = u(s8) dlaprés leﬁ'formales (1) ot (2], il

L]
vient g(Y¥,8) = u(s).exp(¥8), co qui n'est autre que la formule (9)

xyyliqu@ns maintenant la foraule (9) & l'opsratour de caxp sition
'A TT:; 5 = 3 s w
U —ﬂf;u(@} ; Q'ordre C ; comme on a par dofinitien

1 = 1 o
U (exp(X5)) = > Ao n (1)5 on obtisnt aussitdt (10).
P : : 2

On notera que 1a formule (10) stobtient susci par muitiplication

Semer i ooy -'x. f“ wrn g § .g o cra "!3'- f’ ey 4- svy"“,f Xi," ‘i s o w-v}- Yy TN
008 series lornelies p Juln) el 8XpiXy) g S0 VChant COUPLEe
§ o ST £ 3. )

des forimules (3) et (4)

A A by e 2 LEA e 3 >
Exzemple.- Considérons liopérateur de counposition U paz
s =
m s
F oo txe y NSy s ol oy 4 e e S = ot ¢ A
UiE(x)) = £01) ) on pept Licerite H=o0 =1 (n i
I =
-4 7
= . 2 4 1 1 o LA
un operateur e deeyrs ] - onma iel Q) = e
D4
= e
= o = o i SRS % ree 3 =T 2 5
dfindice n corrcspondant sfappelle polynome de Bernoulli de degrd n s
e - " "yf"l 2 - 3 St ~ % 5 3 7 5 e ] “
¢t se note B (X) ; si on pose b,=B (C) , on a los formules
12 -~ ——




%

(11) E(x%Z(}..»nk‘

(12) g ;2: = bs”

S =0 e

f

o3 formules (5) et (7) uenﬂent, pour les polynomes de Bernoulli, les
relations  ’

{A_, éBn > AL

! wE s

(14) B_(X+1)-B (%) = o

fin particulier; on a B (1)-B (0)=0 pour n >1 , ce qui, coapte-tenu
de (11), donne 1ls elatxon ae rncarraaca : = )

(157 ‘ z ( )b - (1)
mzo ,
- qui permet de caleulcr de proehe en vroche leo bn . Ces nombres sont

évidenzent rationncls ; coume on zuut éerire
5 = . e ~~1
= - ? ‘%'.g‘
ﬁb‘”‘@ - (= Gb=‘%

et quo l'on g

2 g . =

on voit que, dabs 1a sﬂrie formeolle e X1 tous les tormes de

=5

S
ev=1
.

degrd inpair ont un coefficient nul : on a done

e

z 7 S S
{461 L o= gsmL - = : - oS

(16) b, b=5, b 0 Tour 10 > 1 7

Oz DoSC B =(- 3}“ 2 zour n >1 ; lec agmzf 5 rationnels Eﬂ sont

> : > . e :
appelos nembres ge¢ Bezx a@ullz : nous verrons auw 82 gu'ils conb tous >0 .

La Torzule (45) donne, pour les prenkureﬂ valeurs de n
, .

, - 4 4 _ - -
g’ Bgs %3 ) B = 2>, B,= = 1=, 5 - E%fé ,
nous poursuivrons l'étude des nombres et les polynomes de Bernoulll
au. o7
3. Opérsteurs de cgmnosiﬁion sur les fonections dfune variable réelle.
Soit I un intervalle de TR contenant l'intervalle '?i%s gbg+-azi 5

e T 72 :
soit B un csuace vectoriel sur le corpe © dep nombres Q’“?i@?@

‘omm¢ de fonctions d'une variable réelle, & valcurs complexcs ,




=9 . . :
définies dans I . lous supposerons gue pour tout a > 0 ot touls fonc-
*e;iovn' fe b.g , la fonection x ~§ f(xta) apportient & £ ; en outre, nous
supposcrons que E conticnt les restirictions 4 1 dos polynones (& coef-
Ticients complexes) et des exponeﬂtielles 9'}“}{ - pour tout A coaplexe.
.ous appellerons opérateur dans B toute application iinéaire U de E ‘
dang _1‘? wpaée de to*' toc les applications do I c’ims C ; si f‘é.é's et

=b(e) . il sern comode df u,:z.lz.uor 1a nobation

olx) = EJ (£(E))

§ étant donc unc variasble licze dana le syzbole fonctionnel du second

nenbre (ef.chap.II, $1,n%).

DLFILITICH 5.- On dit que 1'opéruteur U dans B est un ewémtevr de

z

composition si, pour tout & >0 , il est pormutable avec llopdrateur

qui, & toutc fonection f ek , associc la restiriction & T de la fonetion
s _ £

x —>f(xa) .

fLvee lo z;omum introcuite ei-lissus, cetie définition se trodul

par 1lidentité sn x ol a (xel , a > U)
= s
(17) Uialf(%)) = U (£(5+a)) .
ians ectto identité, on peut cehanser 1ss rbles de x et & (si x30),

puie foire x=0 , ce om donno, ponr %2 0
(18) L) = U )
U c6tant 12 foruc linc;;e;zx'e sur B qui, 4 toute fonction f€E , fait

0
correspondre la valeur £(0) de g=U(f) .

Q0 - 7o
bl £ eetv un polynone, on a I‘(} ) = Z % f(“”‘>("§}xk_ ; ot 1a
Toraule (18) nontre done qﬁe U(f; cst un polynome ; restreint & llensem-
ble des polynomes en x , & coefficionts dans € (ensemble qu'on peut |
identifier 4 1l'algebre (j,[){] )}, liopérateur U est donc un opérateur de

v et 233 - 3 < 13 2 L Lerira e (5] 3
composition zu sens de la déf.1, el tous las vésultats ‘du n¥2 lui sont




- A0
Boﬁs désignerons encore par un leé polynomes d'ﬁppel; attachés &
l*cpérdﬁéur 0 développemént,taylorien généralisé'd'un polynone
(fornm ule (8)) corzres pond,'pour deé/fonctions plus rénérales, le résultat

aunivant

,,_.? 2 j. ; .‘. S : : s ; s N aiiiite 2 l < .
T .Ohkak 2,- Boit T vne fonction admettant une dorivee (nt+1 )-Sme

{m)

cortinue dans I et spportepant & B ainsi gue toules ses dérivées £

pour dsmsn . 51 U cst v opératcur de compocition d'ordre p}g:n
dans B , ona, wour =20 et h >0
*
() 2 @) = 3 1w Gap’e® s - f
()

’1'»s,=~~L
(g evelcppegent taylorien ;énaralzse).

§~x -£ 1
- (X*n)f(“m ) § =7)dy) |

! < Aok )
Considérons ltintéczrale -jqf % u (x+n)f(n+'}(§ -7)dn , définie
— )
pour tout ‘52:(),»et appliquons»lu¢ la fornule d*intégration par .

parties d'ordre n (char.ll, §1,foraule (12)) en tenant compte des

relations u( }~n(n },;(n«k+ﬁ)uq¢k déduites de (5) par réecurrence ;
il yicac € = (
> Sntkd
(20) Jo L u (et B njan =
g 5 @y = 1 e )
= ?Tu( x)f ( )= 2, = U {5;‘3};‘ {xth

Pz Mee

Appliguons aux deux membres de (2 Q;i congidérés comne fonctione de § .
l'opérateur U , puis prerons ls veleur de 1: fonction obtenus pour la
valeur h de la variable ; cn rexarguant qus, diaprés les fornulos (18)

et (7) , ona

g ¢ £ pour m#p
Up(u (§-n)) =0 (u( %
=h =0 i { B! pour m=p
on obticut finzlcoent 1a formmle f?“}
Par hopothdse, U cot ¢ofini powr toutc exroucaiicllc ¢~ (4 com-
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(o4} .,,,;(“ é)UE(‘)@A%) Mﬁiﬁu=*(u
on pcwnt u{ A )~U (9‘)"§). zmrxiz.quons 1a fomale (19) & 1z fonetion

f(x)za“}*‘x , avee h=0 ; comme f(m)( §)=2 2e A% , on 8 U ’f(‘“}f %)) =

=1 ) : i1 v;;;nt denciﬂf)ow tiii;t At Eg{e u( A A0,
- D LR I % }L‘n d % i’ ( } 5«»)
-ie - a x ST Q = % £ =
(o) Ay =2 %D By - S B () Ly wyGatm)e S an)
et on particuli org pour x=0 : : -
%x e : L
A > f 1 oy A % -n)
(23) WT”}?‘ Z By © T 2 ( T plnle dn) .

2 -

La mnctlon u()L) cet dite 1'indicatrice de Nopomtem U ; on noters

que si la res Lrlcuozz dc U & 1tamneaun € {2&} des polynomes est ézale .

5 1a eérie DP Z a,nz} , 1a série & termes complexes dont le temme
N=0 : :

: . n+ - : : < : : : : :
général est cx,nJK. P n'est pas néceggnirement convercente p@ur,}x#o ’

et que, méne sl elle converge, sa somme n'est pas nécessairement égmale

2 u(r ) (exerc.3). Hovs dirons que l'opérateur § ost régulier si la

série de temme ggnéral %Ai&p est absolument convergente dans un

- voisinage de O dans ( , et @ unc somme éeale 3 u( X ) dans co voi-
éinage, | _

8i U au’f: un 'opiratev.r T*é’;ulier, pour ‘bm‘%ﬁ A tel que les séries
u(.}%_ )= L, }f"’ P ot g u{;‘-g soient absolument convercentes (%‘}
= n 2 :

- it rés % te de 1a forsule (10) et de la formule donnent le produit de
deux séries absolument convercentes (Top.pén.,chap. VIII, 3 3,prop.1)

gue 1l'on a-

&P “n
: D e
(}l‘q‘} ey = S b
al A J T e ET
(%) 11 résulte de la théorie dos séries entifres (sérics de torme
‘érndral }n} ue tout w)& goein 3 fpe 5
general c gue tou - Conveny amns un volisinagge convenable de
.

l'orizine posséde celte propridts.
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ans c6 cas les développenents (22) et (23).
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o

D

tion de U & ﬁ’[h? cot m;@lu & o -1 . Comme dtavntre kLz% ul A J=s
lfopbrateur U est_ré-ulicr ; nous vorrons an { 2 comment on peut dé
miner les C{)f"ffl(}lé“ﬂtu b, en calculant un développencnt en série entidre

e‘\ 2
: cemverg;eme de w%im . £n applicusnt la formmle (19) 3 unne priaitive

e 1
de 1a Tfonetion £ , il vient
“ﬁ«' L (n-1) . (m-1)
(26) f(}{%l} £(t)atr 2 2= B ()2 " t)-2 " (n) R (2,0)
‘ﬂ’k“'i m- m :
a"ea:; A ~%
B .(xtn) (.3 [.d {(xtn) s
. s, TN < ?.E % P 2/& e
(27) R (x,h)== | = £ (il n)dnt mmwz?m“’f‘ﬁﬁihwﬂ}ﬁw a
o Yo - = :
f'f- o 8 - 3 & - 5 7y {5 =} {3 s &
3) soit B llospace vectoriel des Tonetions T définics o continues
oo s
£ 1 Z3 (o 1 7n & mr!;"« L )
dans R , telles en outro gue 1l'intégrale | f(xrtle *d 5 soit
el
converzente pour tout x > 0 . L'opérgteur U défini par
: rx-m—» U2 2
rAs Sy Q E_@ G %
g{xifi %}} = ‘%i’«g j 9~% Tlxk § ) f?
nnm. »
est done défini dans £ ef est ¢videnient un opérateur de compos ition.
o . . ' Jx.é
- L'ccpace B contient toutes los exponentielles e {.ﬁ;ﬁampiaxe

5 :% ;%’ Vo v

e, {‘J‘mw 43 4 /} J_}‘_ {’ L e g sq}k’ﬁ;g o A

a(\!)‘L }: g% j & -.T‘%&:bg d§ e n;;’z, & 3, ’q» ‘. o ( > 'g “' } a2 é R
D Y =0 ;

€ 1,exerc.24, et 5§2p3¥¢£ 21,formule (22)).
rf‘ik?§

: o chx o 2 c 8
Un 8 nlg =l T )=is = de Pour toul enti
L U ) = N\@ % s our tout entier n ,
on niut uzizc'w Z}Sa ‘ £ i% i %z If r
= <L 5 2 a¢ < 2 (= 3 . i’
Lt } 21 = —F = ejl - j"‘%
%: 3 5 ""ﬁw e § <

2) Yrenong pour U liopérateur de coaposition qui, & toute fonctiOﬁ £
inie dans ’?3%, fuit correspondre la fonction x — £(xH ) tiy) -

(ix‘i}}xf(x%é}%fix} ; noug avons vu (°2) que 1 restrie-




a

obtient donc llexpression ﬂulvg 1ite des rgl nomes Ux.r{X;

, . . . '
La série >, & % 57— Dpeut donc Gire intésrée teriie & terme dans
/}l:o =
R f(ewsp.1i, 63,c0m.1 do 1z vrop.5), ce qui prouve gue la séric
je
7 y 1 ‘ /
= an;ﬁ;, converse absoluszent vour tout A€ & , et 2 une somme égale
i % o =
5 3 =73 21
a W A)=ed - -, "“%I%;‘ ; lloporateur U est donec xépulier. L'ap-
7 f}ﬂ';Q = £ o -
=~ = s 7 - e zat 2
plication du lemze &énoncd ci-dessus montre donec gue a4, =
: ; ra 6! i
. -, 2
o, ,=U pour tout n 20 ; l'optrateur U est donec dordre 0 .

21t Rf’
ona | ju{ﬁ, =0 & =
n=

]

(m);_ﬂsm 1a série étant absolument

M

(}L

convercenie pour tout reC ; une n@wellc« application du lemme montre

: n,n - =0
y A ) 7 A E S % < 23 i R =
que f;xm:( =1) / > B - "3:& ; op ontre, 13 série 2 %w lﬁ{X} est
+. e e 2 = b3
Z 2 2 !'u m ‘ =2 e, L 2
absoluzent convergente pouvr tout A€ ef tout 2z eR , st on a8
oo n 5 > . -
< }g /\g 3 Ty = T 24
o Q(X) GKP(*’“’“"?‘iX): oxp(5-) exp(-5{h -x) )
Yza &

T 3

Ln appliquant lg for u,lc de Parylor 4 la fonetion exr (-

Pofsd
S

3

- A
&n z

e
un(x}s(e’é)ne - e s ) .

L

- Ce polynome est appeld po@;nom dHermite de degré n , et se note

le plus souvent ﬁﬁ(z} . Les ulau (?,g (6) et ?} donnent ici
ﬁ}l = g8 {=x) |
e n=1""

2 '%:G
n*?-’-”ﬁ_‘:
g | ©? B (xr%)d%=x
i Yo B
et 1la foraule fﬁ;} c};v.:,c,ut,zpoux h=0
- ¢y En(x)
f”fm}a. <1 (| o3 f‘m}(@dj{} =
! APCE ,wr o V.w a3 7
‘7’ hoi : ) ”~ 3
- é’ a %{iﬁi‘{%ﬁi‘m) o~ F1x)7/ 2.(n i}{;ﬁ‘{? -n)dn
-/ Sfi Nt B *
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4. Lo forzule souzatoire d'Eulor-uaclaurin,

Dans la forimle (26), reiplugons x par O, et h par x ; comme

Sm(g):bﬁ , il réoulte des relalions f@é) et de 1z définition des nombre

‘Qe
de Ee,nouliig qu on peut éerire, pour tout eutzar p >0
x-*-‘f

- (r) ¢ ~¢, fgt}ﬁtc<%(f(x+1) £(x)) +

>

N

| } ‘?j 2 E‘Ga
+ 2; (“2) %k (7 (““
£=4 : :
.4

- . (2ptt) -
= e 2w+1(t}f (14 t)as

4
(41225 e
avec ’ |

2 1 (x)
=~ P

Lang cette formuleg'?emplag@ns,suc&essivamenﬁ,x per xbl, 2 . i

ot &Jﬁutﬁ-u los formules obtenues me=bre & e ibre ; il vient

-.a«’ ?
pRtatd
o 7 p £ 5 8
(30) £(zH Pz )+ LA (xn)= | P{t)dt- %(f(:’r;*i“;’z”i"’zfﬁcffzj I
- ~ = "j'{' =
;‘3 % “§=/ﬁ h V
< (1) B  (2k-1)
. Ci‘_,,""% po A5 4,;32..“‘) e § £ oegmmpe
- A:Zg (?KE? {7 Axzintl )27 ‘(5 }ﬁm{%{};zﬁ;
o f L &J <

LAv)
2
&
€D

o
A
S
S
L)
IR
o
g
o
S
il
0

La formul
\

& T o

Eied s LTI

Vet om0 -
= 4

BT W S My o

Nous verrene

D I IO AN &S ROy ek .




