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-8 1. Taéerdmes d'existence.

& Bl 3T 0 Th )0

_ ile. Beient E gt ¥ deux sepetes normés
gur 1¢ corps des m:‘s's}m& réole cu le corps des ﬁt}sﬂbl‘@sb@ﬁ;}lém ;'
LOGS8 aésig;mrens dazg ¢e qud sult par K le corpe des scalaires de ¥
et do ¥ (oun s dene K= R ou X = C), voit 4 un ensesble mwart-
dans K si K = R , un enseauble ouvert daus .R ga dane C sl 5= @
B el € devx ensesbies cuverts dans E , T une aggz,-liéati,{;ja de A xBx({
dsse F ., Cu éit gu'une foaction #; Géficie dans un volsloage VcC 4
d'un point xoeé ; ot dérivabie dans ¥V , est seiution {ou intéerale)
deus V de 1'égustion différe:tielle du
(1} ' - fx,y,7")=0
m, pour tout xeV ,on s z(x) B, g' (x) ¢, é*:;_
£{x,u(x) () )=0

A cetle potlon se ratische en presier liev celle de gysténe ¢'douation'}

srenier orire

gifférertislice du uremi rére. 8o0it iﬁi), fi“,; ) Geex fazilles Pivies

£

Glempeces normés sur K (1si<zm , 1 gs‘s) 5 & Be opeezble owert depe

X , B <t C, Coux supenples ouveris dang i (isi<n), £ ; une spplice~
: Z &

i & am e :
tion e & x | l B, x i I €. fonp Py . Un ¢it cue » fonetions z, ,
(-4 C-1 ES 3 ; 2 ke
géfipies daug vn volsinge VA 4'unm point *zb €4, et dérivsbiesn

deus ¥ , Toraent un syntése de solutions (cu ¢Vintéorelen)d s ¥

gu _pyetine d'Govatione diffdrenticlles du wrenisr orive

e i

{1 <j<n)
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8i, pour tout xcV , on & gi(x)eﬁi . gi(x) eci

3(1081(1), .,g&(x),g’(x),...,&'(x)) = O

{(i1gi<z) et

pour 1<J<n . 51 on pose na\\ 1,?::\\ ,B-H 1t°””°1

ls fenction f-(fj) est une a;zpueation de AxBx ¢ dws P, et sl
ga(gi) » 1a fonetion g est sclution de 1'unigue éguation différentielie
(1), qui eat done équivelente su systize (2) . .

Une seconde extension est la nmoticn d'gouastion dgz_‘é rectielle dlordre n
Bi A est um ouvert daus K 'B (U (pgn) Bt+i ensenbles ouverts dams & ,
£ ane application e A x | ). \ Bp dene P , om dit gu'uns fenction g ,

définie cians un voisinaze V C A d'un point X, chA , et & fols dérivable
dans V , est golution (ou intéprale)dens V de 1'éoustion différentielle
(3) Hegn'y,.. g% e
i, pour tout xcV , on a P(X)CB g(P)(x)GBD pour ispgn , ;§
£(x,5(x);8' (x);e «(x),..,g‘ )(x))=0 .
Eﬁais cette notion se rezdue 4 celle de systdze d'éguations du premier
ordre (et par suite & une seuls égustion du premicr ordre) .

u effet, sl on pose gpsgv(p) dans V pour 1 <p<n-1 s dee n Tonections
g,g}} (1{p§n~1) satisfont au systéme d' ég-:_mtions difforentielles du
premier ordre ,
5 g f(31¥°:¥1s--:¥ Y 1)

' = 2
. p =Ty (v@@ 2)

(4)

 Béelproquenent, sl g ,8.9..,8, , 68t un systéme de sclulions de ce
systdne d'équsticns cans V | on voit per récurrence cue g, est u fols
dérivebie dans V et s&tisfait & l'6quetion (3) .

Enfin, ces deux extensions sout des ces particuliers de ls notion de

rstéme d'ée ng différentielles ¢'orire n : on ¥y comsiddre deux
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deux familha finies (xi) - (?J) d'espaces rornés sur K (1<1i¢p ,
1 (j<q), an epsenble A ouvert dams £ , nti enseubles ouveris Byy
(u'<k'<n) dens chacun des E, , et ¢ applications fJ de A X‘T:[-Bik
dans ?J p fonctions & o définiee daas un voisinage V <4 da.x chA a
el u foie dérivebles dens V , formeni ua systime de solutione dans ¥
du sysiéme d'éguations différemielles dlorire n
(“)u-.?; =0

(3) fd(xoyiv « 93 3313- -171')93:)' typ!"’y

(i<d<e) ‘
k
gi, pour tout xcV , on a g,_(x)e s gi )(x)csik (1<isp,
i1 Lk <n) et
£ (2,8, (%), - 18, ()6} (), - 181D, 84 2)(z),.. .8 (x)) = 0
(1<3 <)
ici, encore, un tel sysiéne est éguivalent au systémm d'équations
du prezier ordre ‘ '

. § L]
(b) J(XIy sresd,., 0?11)""131' .'y‘i ,0= 1)"3yp 11-1’?’1’3-1""3?,%-1)‘0

ik = ¥y, ke
{1<3<q, 188<p, u<k<n-2)
et fmales aent & une geulg éqaation du ,,remier ordre, dout la solution
prend ses valeurs Jsns ui espace norwé converable.
U syetéae (5) est dit seslaire lorsque bous los espaces noraés B
et F sopt ldentigues eu corps des sca}.airee K § 1% a’yﬁtéﬁes scalsires §
{0t on perticulier les fgustions 8 gg;' sireg) sout ceux gui intervienuent §

3

le plas scuvent daoe les appliaauons. |

LB {%3_)1 Cisyp
4fun pystéce scalaire (b) s iz partie de Laspace gP gepinie var ies

et (fi&ﬁﬁ le voisinese ¥) w gy téme é'i}:tékxe}.

relatios xeV , 7,8, (), ygzgg(x),.”,ypagpix) est mpelés une
éexale du systéze (5) . | ‘ -
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Bxemples. 1) La fonection x° gst (deans K) wne 1ntégrale de
chacune des éguations aifférautiellaa
yr=2x , V=2 , yM'=0 , Wy'-2ysl , XyP-y'=0 r"-ﬁr-ﬂ
x?y’-zxy'+ayu0 D 4 " . eyy®
2) wuelle que soit la fomction £ , dérivable dans un ensezble |
ouvert ¥ , et pour tout ceuple de nombres a,b , le systdme des
fonctions af(x), bZ(x) est solution dans V de 1'éguation

différentielle
yzl=-zy!' =0 .

| 2; Prepeformstion d'une équation gifférentielle. Considérons une éguation
différentielle du premier ordre (1). soit B, un second espace normé eur
ie corps K , &, ua ensemble ouvert dsus £ , B, un ensenble ouvert dans
B, , st soit (x%,y1)-1>(u(x1,y1),v(x1,y1)) une spplication différentia-
ble de A, xB, dans AXB . Supposons gu'on remplace, daus u(x157‘),
¥, per une application dérivable de A1 6333‘31 ; oun obtient slors une
applieation vy de A1 dans A , dont la dérivée esi donude par 1a‘formule(
28
: ? 11
i on aappoaeAqne celte dérivée ne s'annule pas dans A, et que u

v 7 1
goit une application bhunivoque de A, dans 4 , elle adzet une applica-

${w - P
\11 (31) = ¥ dan(x‘i ;’117,‘.)

tion rééiyrogue , (appliguaat sur 4, une purtie cuverte 4, de A) dont
is dérivée est i/u'(u (x)) ; remplageat, daus v(x,,y,) , v, per
yi(u {x)) et 3 par u_ (x) , on obtient wne spplicaticn y de A daue B
dont la.dérivée est donnée ar ‘

(7) ¥ = (--1 + a,9(x, 5,37} ))/(..... +a n(x,,y 371))
% *1 _

‘aa.lxq

Gels Gtent, supposons gue la fopeticn ¥, soit telle que les valours

esl remplecé ?arﬁqut par ug(x) .

ds y' données garila fornule ) sppartiesnent & ¢ lorsgue X parcourt Azi




61 en outre y, satisfeit & 1'éoustion différentielle

a? 3 &
5%, 7 4.v(x,5,; ¥ )

(3) : f(u(x“c}"t)a 7(1 :Y')) ‘Tz e ) = U
. . - 5%, T 02xay)

ia fonetion y(x)=v(u (x),yi(n {x)) esera une solution de 1'é&guaticn(1).

On ¢it oue 1l'égustion différentislle (8) est ME@-@ de 1'é&guation
| | (1} par Y'appiicetion (u,v) . -
 3s Euatzcns répsolues du yremier ordre. Hous allons éludier dans ce qui suit
les éguatione du premler ordre dites "résolues parv_ rapport Sy

ce sont les équmticns {1) dont le premier mezbre eost de ls forue
y'-g(x,5) , ot g eot une application de AxEB dans B ; uae telle
égneticn ='derit plus geiavaat gous la forme
(9) | r'=g(x,y)

vene le cae perticulier ol g est une fonctiou ne dépeudant pas Ce ¥ ,.
ctect-a~dire une application de A dans E , 1'équation différectielle
y'=z(x) & pour soluticms dans 2 toutas-les prinitives de la fonetion g;
on sait (Livre 1V) que s'il existe su moins une primitive de g , toutes
ies autres n'en éifférent gue var une constante ; il revisnt asu ndme
de dive gue dane @9 ces, pour tout point (xg,yo) de AxB , il existe

uoe solution et une genle de 1l'éguatiocn telle qus y(xo)sra .
sous allens gépéraliser ce résultat i certaines équatiocns (y) .

Hous nous recireindrons d'abord sm cas a*‘ 4 o8t une vertie ouverte de
R (k étent indifféremsent K ou C ) ; uous supposercas qus g est une
epplieation ...EELEEQ et M de A B dang E ; 8l T est une solution |
-de 1'équation (9) dangs un voimzz%e ¥ é'uz point E €5 , f esi contizue }
dans ¥ e‘s y adzet une m,rivw coutinue ézale & &lx,2(x)}) ; on peut l
par sui’ae acrire {

| | ' x
et f@)sﬂ%)+fd%ﬂﬂmt
P i : ' - o v :




de (10) dans V signifie que £ est un élément de H' imvariant pour

- |ua)-ilw) | < k. [|u-v ]|, Pour sseurer cette dernidws comdition, nous

- bﬁ “

Inversenent, suppescns que f soit une spplication gontinue de V
dens B , satisfuisant & la relation (10) dens V ; le second zsezébre de
(410y adnet slers pour dérivée g(x,f(x)) pour teut point x ¥ s €t par
aaita f est sne soluticn de 1'éguation (9). ‘ ‘

‘8i on se propose de rechorcher seuloment les aslutiens do (9) dans Vv
pour lescuelles f(:gg) prend une vealeur dennée 7, ¢B , on voit done gu’c
ce :robldme écuivaut & trouver les fonetions continues gui ssilsfont
identiguenent & 1= relgtian L
(14) ; | £(x) = 7, +fg(t f(t))at

£s dernier ;wmbléae reut s rorwuler er teraes ﬁifférents 3 considérom
1'ecpece vectoriel K des- s;pl;catim continues et borndes de V daus E ,
noraé per la norse |ul= sup [=(=x)] . soit B' le sous-csyace do B
forzé des applicetions cantl.m;eset borzées de V dens B ; 1l'application

| Sl A +£og(t.,u(t))¢t = E‘(u) |

est upne spplication de E' dans H ; dire gu'une fonction £ est solution

i'applicatice L ., Hous sllons chercier & applisuer & L le "théordue du
voint fize® (Esp. veet, %op., chep.V, §3, sxop.1) ; il faut d'sbord
pour csle que H soit gomplet, ce cul éguivaut 4 la condition ue E est
cpuplet ; il faut emsuite gu'il existe un nowbre k<1 tel gue, dans

une partie ouverts de ¥' (gui est un encesble cuvert dans H) , on ait

allons faire sur le fcnctiezi 4 l'hypathém guivente ;
(%) wsw upe boule onvgrta 8 B de contrs Ty s gt ng fonetion

] ,x,' [ contenu dm@ A,

i : '.

de peinte y,es ’ ggew-,“m ait

\<x L5 ai'. fout
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(12) | el=,v, )»g(x,ya)" ¢ Blx H x-xel)‘.»" e A I
Supposcns en vutre gue V socit contenn dens un intervalle ssseg petit
] J&,x +fL tel que /€<x ~%_ ; ot soit U la pertie ouverte do 8
formée des applications conilinues de v dend 8 ; pour w€evl , vel ,
83 on pose w=L{e)-k(v) , on sura peur tout x ¢V,

x(z} / Celt,alt) J-5(t,v(8)))at

d'ohk, en vertu de (12)

%+ | % - %

{13)

el <

2 ” u-v] .

n(t)at = 8(x) | u-v|

Comse par aypothése K(x) tagd vers U lorsgue x lend vers

% 4, 0B

peut trouver f assez petii pour gue la relation [x—xo l < f entraine
k(x) < % (rar sxemple), d'ol
| stw)-0) || <

d'aprés ls définition de la norme dans H .

Z o=

v'autre part, si V est pris assez petit, la bome supérleure ée
n L(u)-u “ éang U est arbitrairement petite, u déstnaat la fooetion

consiante égale & ¥, i em effet, oi ¥ est la bcx‘ne suyérieare de

| &¢x,3) | pour | x-x|< %,-%, , ot 78 , on a, en posant vai(u)-u
v(x) = | glt,u(t))at
@t |vte)] <"ut

pour tout zev s clest-i-dire “ L(u)-no H gﬁg .

Ltapplicaticn du thécrdse da peint Tixe donne alors le résulist

suivant :
“’éyéogémg , B4 la fonction g

;guem’y._l_ v ==] %z =f ,x +4 [ esi assoz get,g,t, il existe uns
s lubi £ g 1*'6guation

. ’ b pne senle ¢ {9) géfinie ﬁm cet ixztervalle, |
gt _telle gue u(x )ax‘

. L'existence de u est en offet une couséguence du théqrém du peint

£ixe, d'aprés les rezarques gui jrécddent ; usis 1'upicité de la
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solution de (9) daus V re ‘découle pae immédistesent de ce théordne,
¢ar il n'est pas certein a priori qu'une solntion de (91 dens V prenne
ses valeure dense § . On peut tomtefole rajisouner conme suit : si v est
nee solution de (9) définie dans V et telle cue vzxo)nyo » ¥ est conti-~
pue gu point xc , donc 11 existe un voistnaze WV de x, {dépendant
& priori de ls solution v) dont 1'1&5@,3 rer v est conteaus dans § ;
d'aprés ls théordne du polnt fixe, on & v(z)=u(x) dsus ¥ . Supposons
que V ait 6ié pris assez petit pour que WV) — 8 , 86 soit x, la
berue supéricure de itensenble des x<V tels que ulg)=v(z) pour .
x,<85% jona ulx)sv(x) par contizuits, done, au volsinage de X =

¥ prend eos valeurs dane 5 ; s raisounant an veislnage de e

précédenment su volsinege de X, on voit qutil existe un veisinaze
de =, dens loguel wu(x)=v(x) , et cels entraine nécessairement z= X °+f

De la mére naniére, on voit que la borne inférieure de 1'eunsenmble
des xe¥V tele gue ulz)sv(z) pour x<z<x ) 08 X wt , €6 qui
achéve la dénonsiration.
Bemarue. Scit &' le complémentairs de ixo}vdans A ; oion
suppose soulescnt g défisie et continue dang A" <X B toute fonction
£ solution de (9) dens V (1A' , et continue su point x, , satisfe-
ra encore 4 1l'éguation (10) (et réciproguenent) si, dens A' <XB ,
on & ”g(x,y)” <rz) , r ét,antxzme fonction aeala-iie définie dans
A' et telle gue 1'intéprais | r{t)it soib convergzente. Bi
v = Lin)-u, , Ilv(x) ][ eurs eizzere dans V uns bemap%zr risure
arbitraireseat petite sveo 1 , puiscue “ v(x)" ) r(L)at ,
et que 1'intésrzic du pecond membre tend vers U avee par

byvoibize., Lo'th.1 s'applicue done onucre daus cos conditions.




gags B ; on guppose gue la fgncgig g, gnt;nae gt _berade mg A B
isfei ; ndition (L) zn g;gmgga de chague poin
(z,7)c & xB (le voisinage V , la boule § ot ie fonction sealaire h
gui Tizurent dare cetie cendition dépepdant éventuellenent du point |

(x,7) considéré).

eguel il existe ntézraie v 8¢ y'=g(x,7) , prenant ges valeurs
dsug B et telle gue u(x )=y, . Cette intésrale est usigue ; si 1'origine
o (resp. llesiwéaité §) de 1 est finle, 1o limite & droite (resp. & gau-
che) de u au poiut « (reep. B) existe ; en gutre, si a (resp. §) nlest
» ) ﬁ. , gette linite appartient & lu fromtiove de B . |

vout ¢'ebord, si J,J' sont deux intervslles cuverls contenus dauvs a ,

contenant x5 0 u et v doux intézrales de y'=g(x,y) définies respective-
ment daps J et 4' 4 valeurs dans B , ot prement toules deux la valeur
¥, au poizzi x' le mlme reiscnnenent que deus le th.1 prouve que usv
dans JNJ' . Il en résulis quo si I désigne le rézmmn de tous les
mtervwln d —4i dans lesguels existe une intégralie de y'zg{XJ) é
valeurs dans B et yronsnt la valeur 3 aun paint X, 5 Co8 mtégrales
sont toutes les restrictions ('use wlue intégrale u définie dams 1 .
fupoosons nainlenant por exemple § <+ o2 ; sl ¥ ‘ast 1a borne supérieu-
e de ”g(x,y)“ dans AxB , on 8 )|u'(x)]|<éé pour x ciI done, ‘
d'aprés lo th. des sceroissenents finis, I u{t)-a{t')“ < H|t-4!|  pour
< t! <6 ls ¢piiére de Cauchy {sreuve par puiis que u g une limite &
geuche z au peint 8 . 31 Be A , mammﬁé gue i'on me peut avolir 'zc—B ;
sipon, &5 prolys wm&t o per continuité an point 8 ’ u sdsetirait ou e¢8
point uvne dérivés & gt}%.} che. satzai‘aimm & a'(ﬁ)sg( ,u{8))=s(s,2)
{?ggﬁt. var,réslle, chap.l, 51, prop. ) ; or, comme (8,2)cAxB ,
13 existerait un iulervalle ouvert V contensnt § , conienu dane 4 »
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et une intégrale v_de'y’zg(x,y) définie dens V , & valcurs daas B', et
telle que w(B)=z. Dn surait u=v daug ifW , et la fonction égale & u
dens I , & v dans V , serait une intépgrale de y'=g(x,y), & valeurs dans
B , prenant la valeur T au'point X, et définie dans_un intervalle
iUV econtenant I et distinet de I , ce qui contredit la définition de I,

Bemgroue. Ls conﬁition'(h) n'est pas nécessaire pour qu'il existe |
une intégrsie et uue seule de y'sg(x,y) définie dane un voisinage V
de x, ot ;;reaant le valeur y, eu ce point (ef. exerc. 9). Lais si
on ! lmnose & la fonetion g aucune sutre condition gque d'8tre
coutinue et bornée dags AxB , il peut 86 falre qu'il existe
une infinité d'intéoreles de y'=2(x,y) srenant la néue valeur en
un point domné, Par exemple, 1'équation différentielle scalaire
y'= 2 \/ |y| admet pour intégrales prenant la valeur O pour x=0
toutes les fonctions définies per

u(x) =0 pour -a (X <@

u(x) = ~(x+a)® pour x g - a

alz) = {x-sus.):a peur Xx > @

guel gue soit 97/0. ‘

Tout ce qui précdde se généralise auseitdi eu cas ob on consldére au liet
de 1'éguation (9), 1'éguation différentieclle "& droite® '
(14) _ - ¥y = &lxy)
clezi-é-dire oh on recherche uns fanctwu £, coutinue dass un imervalle
( ) éerlyable & droite Gans cet intervalls, satisfaisant a
.f(vc ):ay , ot & 1'identité f’(x)ag(x,f(x)) ; dans l'équaticm (14),
la fonction g est supposée telle que pour toute applwatwn continue n
de & dsve B, g(x,h(x)) soit rdglée dans A (Livre IV, chap.l, s2) .
Alore toule solutiom I du probilme précédent satisfali avssl & la rela-

tmn (11 }, ést leg raisonnemente qui eonduisent i th.1 restent valablea

(en se boraant ﬁ an.- 'tervalle seni-cuvert d'erzgine %) . e




i¢ résuliet du th.1 en faisant sur la fonction g une hypotihdse plus

resirietive gue lz condition (L), hypothise qui es8% dite gondition de

& 2
s Pe
-

(L) 11 gggtg gne bouls ouverie & CB de oentg -7 3 gt &

k}ﬁ is OB6 7

ke

(13) | &(xs3, J-elx,5,) | € k. | P |

lorsque cetie condition ost remplis, cm dit-que g est lipschitziennse

{pour ls constente k) dass VY x8 . ‘
“Tounie fonction g adusliient une différestielle par 'x'épport a 'y s
dang ¥ X § , cetie différostielle étant bornde dene VY x§ . s.;at.ia-
fail 4 une condition de :ipschiiz dans Vx5 , k 6tast le borme
supérieure de la norse de ls différentiells ds g par Tapport & y
daens cei euspenble.

Sous cetie hypothdse, mous alloas d'sbord éiablir la proposition
suivanis i |
Proposi tiom 1. B i A
pies fons V , 4 valeurs dans 8 , et satisfaisent da
' | eE-stxu=)) | cep 5, | v'(x)-ﬂ(zz,?(x)) l]

Dans ces ecm,iti.e;m, 8lg W‘vrii’ia l’ilxwtﬂéﬂ (5,), o8 a, pour fout eV

(i6) “ n{z)-'v{x}ﬂ Q“ u(xg)-v(%)u Gk‘xbxa\?(gqv{—gg}!ﬁ k|x f':e|-,¥n

BEr effet, on doécuit d'abord des hyvothéses, jar cpplicaticn du th.

dos agcroisserents fiuis, u;aﬂ
\\ (z)-ulx )= ng(%,a(t))at N <
\\ wv(x }..J ﬁ;t,?(t})é \\ stﬂ\ﬁ«;«'ﬁl

Yo




o B =
itod | '
[{ u(x,-v(x) ”(“u(x J=v(x )” +n /(g(t(n(t))-@;(t,v(t)))dt I‘H'Ei o) %z \

Oz, on 8, ¢'apres (h ), en sugyoaant x> %,

I f (el 8,u(6))=e(t,96)))as | / I g(t,u(zn-g(s,v(t))ll at g
. {uu)-v(+>l at
ou, oo possnt w(z)= |u(x)-v(x)| , a= ”n(zg}«v(x ) ” bee, 4,
{17) W(') a+bh |x—x l + k/xw(t)d‘&
81 #x) = s:(t)dt , cotie relstion g6orit aussi
o g (z)-kf(x) at-b(x-xo)
ou enccye, 8i L;{*z) = f{x)e'k(x'x’“)

Bi(x) ¢ (atd(z-z ))emklx-%;) ' .
appliquant le théorése des sceroisssacnts flnis & cette inégalité
il vient, par un caleul élimentaire
b(x—xo)

k

() @) (e"(5%0) q) -
et, en portant daps (17)
alz) a.ek(x %o) & B (HME%).y)
ce qui ntest autre cue (16). Désoustrabtion anslopue powr = < X, -
fious alions eu Géduire le thiéerdue suivant :

it v W@ e ER 4 8 une boule cuverie

gong B ; g ww fopotion livac)

conplante Q'&Qlcwf’ﬁﬁ’} dong Vx8 tells cue, dareg VX8 , en gil

" nixfy}"f’sixsg)” BN EE SRS B
de y'=ilz,y) & voleurs dese & telle cue 'a..(xgi = ¥, - Dang egs
: #lx) = & (ek\x'xal-q'} , - ‘

; : ; ' eunlend danp . @Q&tezz x gl dans
}[ aﬁx)c H ,-;{zs) < _existe ¢eps I_une intécrale et
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une geule v de y'=h(x,7) , |

W(x )=y, , etong | u(x)-v(z)| ¢ @(x) m_m__, =cl .
P'oprés le cor. du th.1, il existe wn ylus grand mtervalle puvert 4

éanﬁenant X s tel que, dens J , il exisie une intézrale ot une seule v
Ge y'=h(x,y) , satisfeisant & v(x )=y, ot prensnt ses valeurs daus § ;
nous allens prouver que J4 OI .,

'szs le cae ¢contraire, l'extréuiié x, de 4 , par exemple, avpurtien-
drait &4 1 ; sontrome gue cette hypothése est sbourde. On 8, d'apris
1'hypathéae,||v'(x)~g(x,v(z))” < & dans J , done, d'aprés la prop.1,

on & |
(18) o) wtx)ewlx) | ¢ o(x)
dsns J . Un sait (cor. cu th.?j que v(x) aune limite & gauche s,
au point e passent & la liﬁite dans (18) , i1 vient
|| ulx,)-2 1& w(x,,) » ot conze on a supposé X, €1 , oo a 2168 , €8 qui
contredit le cor. du th.1 . , :
Proposition 2. Les notaticns étant les mémes gue dams le t:.2, on
guipoge gu'il exigte daus V une fomction dériveble v , & valeurs dans 8 ,
ellg gue v(x,)=y, , st [{v'(x)-g(x,v(x))l,<:s daps V . Daus ces

S50 ne, il exis pe intésrale (et une seule) u de y =g(x,y)
dege 1, elle qus w(x )=y, , et ena fu(x)-v(x) | w(x) deug I .

Houg lalssons au lecteur la démonmiratios, gul est tout 4 fait :
snalogue & ceile du th. 2 . »

Le théordme 2, lu prop.2 et leurs déuousirations s'étendent immédiate-

ment =u cazs of on congiddre deux Ggusiicng différentielles & dro;te

¥4 = elz,¥) _?é-* h(x,y) ; il faul y supposer g lipschitzienns pour

la constente k , h lipechiizienue pour une consiante quelcongue, 6t |
ﬂ g et n teilass gue g(x,f{(z)) 'at‘_h(z,f(x)) solent des fonctione réglées

pour toute foncticn conbinue f & valecurs dave § .




P |

' Un peut déduire des
propositions précéiestes une méthode a'upproxinsiion d'ume intdgrele u '
d'unewéqua&ian‘ y'=2(x,7¥). Bous supposercne gue £ est uniforuément

suge pour la constaste k dene VxB8 , V étant un

vgiainaé;e de x o 8 une boule cuverte de centrve J, § BULpOBOSS que u sol
une intégrale ds y'=g(x,y) , définie dsns V , presant ses valeurs -
dans 8 et telle que ul(x )-;vé. seit 1 = [u,%] un intervaile compect
conteru dans ¥V ; pour toul € ) 0 assez petit, noue allons montrer
ga'on peut calealer uze fonction continue v ’ définie dans I E et telle
que ” u(x)-v(x)” € pour tout xcI .

Définissous d'sberd v dess l'muervalle [ ,BJ ou raisounera de
abre ensuite dans o.,x) . Prenons € assez petit powr que la diatwoo
de 1l'ensenbles compact u(i) & la frontidre do S aoit SE ; eoit o un
nOEbre 76 assez petit pour gue, davs 1 , on ait T (ek[x Zo| . 1) /
poit ensuite [ um mombre Y0 et ef2 tel que lw mlauona
3% | (1 o || 3177, | < p emtratuent | 5(""31)'5(‘3”2)” \

Cola étent, soll (xl)t:( fon , .
[ G,ﬁ] telle que X =5 , el que l"ia-i'xi\ /(mj), ol & oot la
borne supéricure h&e lg,(x,y)_" dans V X8 . Bous slloms wolr gu'on peut

une sulie crolssanie de n polmis de

définir v per réeurrence sur i de la fagon suivente : pour X CESCE
v(x)sy +elx, ,yo)(x x ) ; pour x ’x<xi+1 s vix)= vz, Malx,,v(x,))
(x-3.) . En effet, dane ( ,xi] y on & | v(x}-g, |\ = ng( 007 )| (=2 )<,
done w(x)¢s ; conne 'e'(:;‘i})--:};0 et n v'(x)-g(x,v(x)) llzn g(x,v(x)) -
~g(x ,yg)“ d'aprés le choix de i , la prop.2 prouve ‘cue, dans

[ o'x’i} ; GB 8 “ ulx)-v{z) \\ < % . Bupposons Ezai&téz;az’lt prowrd gus la

définition de vw(x) osl pessible dans [xﬁ,xi] , 8t gue, dans cst
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intervalla, on & “u(x)-v(x) “ < 5 ; el, dans (1,31“] on définit v
comno ci-s,esa...e, on o | w(x)-v(x)] = |eleg,vix )| (- -x;)< |  done,
pulsgue U ( =, “ v(z)-u(x )“( e , ¢o qui prouve que v(z) prend ses
valeurs dsme S . B outre, dane {‘10"1-9»1] , on @ ][v'(x)-g(x,v(x))“ -
= g.(z,v(x))-—g(xi,v(xi))“ <3 , donc le prop.2 preuve qus, dans
(xa"'&{) , on & encore | u(x)-v(z) \ < £ .
‘ Ezeaple. vousidérons i'écustion scalzire jy'=y , ol preuons
x =0 ¥, =1 , ot pour tout $> 0 , x= i 3 L'application de la
méthode précédente demne, dans 1 :I.utervalle [ 1,xm]
v(z) = {1 % 3) (1+x-x,)
gomne on le yoit par récurrence ; la propositbon précédente
prouve domc que cetie fonciion tend uniformément vers @ daus
itintervalle (0,81 lorsgue n croft indéfininent.

851 inverseuent, pour ¢t assez petit, la congtrauetion pricédente eet
posesible (clest-i-dire que les v(xi) appartionnent tous & $), la prop.2
prouve 1'existeace d'une intégraie u de y'=g(x,y) dene un intervalle
({;,y} dont 1! extrémité diffire de B &'aussi pen que 1l'cm veut. Or, la
consiruction de vipera certalnewent pusm.ale si B < L , r étent le
rayon de 8 , Car on voit msément par récurrence gu'oza a
‘“v(x )-7, |l E(xi-x ). En résumé :

Proposition 5. SHelent V un voislsage do X, c K . B @e bouie gwertg
ge gemra 4 gt_de _g_y_g_ r dang B ; g use f‘onction ligschitg;enne

dsge Vx# , iells gue “ g(x,y)“ (R dans VxB . jais ces ecna.reio
il exigte une intdésrale ot une seule u de y_‘sg-,{x,y) , d6finie davs

i,

1Yintersecilon de V ¢b de 1'intervaile ) - £, o z [ et lLell
= g

40 u(xﬁ}zyb ;




I1 est remarguable gus 1'intervelle ainsi d6terainé ne dépende pas de
is comstanie k gui fisure dam la condition de bipechitz & lsquelle

sstisfait £ .

, 6t prencns
':;eaO » T2 . Dang 1'intervelle -r,ﬂ?}‘ s OB & )‘H-yg\ gﬁ-ra .

-%asiﬂéws It éguation sealsive 3'-1ﬁ2

done your tout P50 , 11 existera wne inté:rale ot une senle @
' de l'équation, telle gue u(U)=0 , dane l’intervails B 1<

&
ir

i+ r°

prenan* ds valewr r=1 pour 1aquallo |
sexisus, on voit qus u ot coutinus pour | x \<% . bar

gilleurs, on a u(x')atg X , done on szit gue u est conlinue pour

| % | < § . et exemple monire en passsnt que la fenciion g peut &tre
définie ot continus dens foutl 1'espace R xB saus gqu'il existe

des intésrales de l'éguation y'=g(x,y) contimues dans K tout
eutler. ' ' ‘
On peut acpiyey an cutre gu'il n'est pas possible d'sméliorer la

gai intervient dsma ls grop.3, sans faire d'hymthéses

V&leur 3
B
puppléreninires sur le fonction g (exere.1) .

Le i.h. 2 perast

'éz,mier ¢e fagon plus précise ls fugf}h dont 1! intégmle u(x,z) de

y'=g(x,5) qui presd use veleur z (assez voisine de yc) au peint x

dépend Ge 2 . Posops en effet u(x,2)=z4v(x,2) ;

v est 1'intégrale de

iVécuatica differentielles

:,,sgg(x,zw) gui presd la veleur O au point

X=U , .%it r le myon de 1g boule 5

&(z,y) est lipschitzienns ;

aous supposeroms Caus ce qui suit que ” 2=y, “< L ; slore 1 foxzctmn
B (?,3)&5(3,3&@) est lipsenitzieune your ls mmm'ante k dang VXS' .
ok 8! est 1a boule |7 “ <= 5 - Dounons & z deux valeurs %y




. 6+ | ,
on a, dang Vx&' o || b, (x,y)-h (x,y) ” < k "z -2, |- %tspplication
du th.2 sux deux équa‘aions y'sh (x,y) » ¥'=b, (x,y) dozne 1'exietence

de v(x,z,‘) ot v(x,z,) ot l'inéganté”v(x, )-v(x,z M < | 24218

(ek |x-xol_,,) ‘deng un intervelle I gue acus allone préeciser. Dlaprés
le th.2, 1'inégelits précédente aura lisu pour '
| v(=,2, )| + l[z,-za | (ek\x'xol;1_)<r , ot a fortiori pour

| (=2, ) | || + r(e®|*%ol1)(r . uais on a de ubue

ﬂ\ir(x,':.:1 )-v(x,yo)“ £ (e E|x-x ol 1) gans l'intarv&lla ob

“ v(x,z )“ + 5— (ekix‘x"\ -1) < r ; donc, dane eet lntervslle

HV(x,z )l < “v(x,y )]l - 3 (eklx %ol .1) . Knnlamnt, ei I est le plus

k|x-x,

grsud istervells ouvert of | v(x,yo)u © 1 r{e -1) < r, on aurd

] k
(19) I (%2, vix,2,) | ¢ | 2,-2, | (e ez 1)

guels gue soient 21',22 dacs la ba'ule “ e “é s et gusl gue soit

x dans 1 . Bn outre, quels gue soient x,x' dans 1 et g dacs la baule ‘
” z-yo u <3'- , 008 “ v(x?,2)-v(x,2) “ < alx'-x‘ , 8t en particulier

{20) ‘ n vix,z) “§ 8| x-x |
o% # eost ls borns supérieure de “ _ﬁ,(x_,y)u dsus V xS .,
Cela étant, le théordme du pelnt fixe est sppliceble & i'spplication
z —f>z+v;(x,z) = uix,z) ei‘ \x—.xo \ eet a,ss'ez(pe’cit ,r;ar suite :
fft';fééréme i. Solent V uu volslusge de x dang K » & zae bouls ouverte
e _genire 8 dozs £ , g une fopetien ligsﬁziﬁgiame gspse VX8 . .
il exigle un mwmna ouvert J coglepunt x, of une bog;e T de genire
¥, » tels gu ar_ % ; s
£23lg u(x,&) Y'zg(x,y), prepart pes ve _dsay
al{x ,ﬁ)ﬂz . B outre il sxiste une 'b% ¢ U ds_gentre y‘;, al gue

pour tout x&d et i ch ii exinte vun zcT ol un peul sl g

sns 2 st telle cue




@ ?2 o
y = u(x,s) ; cion poge % = w(x,y), ™ egt une_sppliestion continue
de JxU dame T . |
ion suxz fonotions d'ume variable complexs. Supposons maintansnt gue

K seitl le corpe deg aoz;bres nomz;lazea C ; si £ est upe solution de

1'6gustion (¥), on & oncore dazzs ¥ la relation (10), en convenand que
1 R=X ﬁ'rej' l'mté&,ra,e / gls,0(8))at sigpifie
j g(xo-% se*? » Bx, mw))ew{m . mzis izverssment, il n'eet plus
évient qu'une solution de (iC) matisfacse susel B 1'éguation 4iffé-
rertisile (v) dene V . lous verrcme plus tard (hivre 1X) qu'il em
st bien sinsi si g est fonction "apnelyticue® de (x,y) dens AxB ,
et gulon peut alors généreliser les th.1,2 el 3 el lg prby.} en
renplegant partout les intervalles par fisa'éiaquea de gentrs X .
Exereices. 1) Eteat donnés deux mosbres >0, Pet i , et un
sonbre arbitreire £)0 , donver un exenple dtune équation Girfé-
restielle scalairve y'=z(y) telle gre |g(y)’ (B pour |¥| ¢ b,
et gul admot une intég,rale y=u(x) continue dens 1'istervalle

("B: “'b] ma. 8 n'aye.nt pasdelmw fiaioanpointx--::-ts

5
(ésfinir g do sorte gue 1'imtégrale en quesiion ait uns dérivée

contlinue dans ) - 2 £ , %4- € [ , cette dérivée &lact égalo g
AE ws] 39- +2[)

2) Seit v:] o—a,xm[ un volsinege 4o X d&m R, & use boul
guverte de cenire Vg et de rayeh T dans E , g me fonetion
lipaemtziem deng ¥V xS . goit n(t,z) use fometion H O des
verisbles réelles t,s , définle jour O(t(s et 0B (¥,
tells gue pour tout t s 2 ﬂz(t,z) solt crolssente, 8t aw«yasms
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25
- ‘f,f} -

acit o une fouction nuzérique définile dane un intervelle [0 a.]

of a<a , & valeurs dexs [G, [, telle cue t?&(t)/n(t,e(t))

pour O (P<e @t que gli)=l . Honirer qae 1%éguaiion diifaren~

tislle y*ag(k.?) sanet, dans l'intervelle ]xo-é;, xoﬂ[

ane intégr&@ st une seule u(z) talle que u(xg)-yo , et que _
I alx)=y || ¢ 4 |z=x,|) ; e outze, les fonctions @éfinies per les
approzinations successives i
ulx)ey, wlx)=y + / glt,u,, ,(t))dt
gont telies que || an(x)-y ]I v;z([x:-x P oot convergent uniforaéament
vers ulx) dass cet imtervaells {pour Prouver cetle CouVergerce,
najorer " - 1" gr recarquant Gue ” a.(x)=u (x)“ < Blxxg l ;
o i est 1z bornme supérisure de ” g(z,y)“ dans ¥ X8 & ;
En déculrs er partioculler gue lee a&,prax*mtions guccesslives By
convergenl miiuméaent vers une intégrale Co y'=g(x,y) presant
iz valeur y ou peint % 3 dang 1'imtervalle [ x=-f , % %ﬁ)
ot p = ain(s, ﬁ) :

' 3) soit ¥ us velsinage de x dans R , 8 une boule de centre y,

deus § , g une fonoiion costinue dazg Vx5 . Soit v, use fonmetion
définie ducs un intervelle 1 cv , & valeure dene & | OB BULDOSS
gue leéo tmtim ‘
o x) =y, ¢ f PO
pouvent mm aéfinies par réew snoe dene 1 , c'aat—u-dire que u,
prené ses valsurs ﬁarzs § pour tout B > y . ' '
a) Montrer gue 8i is sulte (u ) converge ginplezent éaxze e

- pertie partout decse ge I , elie converge uniforaésent dens 1 vers

une intégrale de y'=g(x,y) presant ls valﬁw ¥, eu ycmt‘xo

(resarquer que l'ensezble des u, esi &y icontinm daus $
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b) Hontrer que, gtil eﬁ&te‘ma m&t’ante‘ k<1 telle gus, eiam
¥ x8 , oo aifé " g(x,y“ )-g(x,;a)n < T;E-;-\ . n y;yz ”, le suite
(u,) eonverge uniforsézent daus 1 (~qu§er ga'on s

: ” n),{x)-az(x) " ’g 24 Ix-xe \ , B étest lz borne supéricure de

| x5} || ésme ¥ x8).
¢) Us suppose gue B = K , V le voisiuege |xl<- de 0, 8 o
=K, ot on prend g(x,5)=0 pour x (€, gx,y) = = 1 (1 + -'-1-3--
pour |y| (—Fem ot x50

\los z|
= - 1 + 1 3 ' S e
glx,7) | |log, G s 3|2) pour X>6, ¥ Tiog "l
1 : 4 | =
&lx,y) = T +|?°5 "\3 pour x>0 , ¥< |log Py

¥ontrer gu'on & ,g(x,a )-g(z,ya)K% {1t + -I-l-f;g-;l) \3'1'12]

mais gue 8l on prend u1(x)=0 pour XU, u#x)z oz = pour

x)0 , la suite (un) ne converje simplezent Ceus aucun Voisinuge :
de 0 . -

d) Etendre le résultat de i'oxere.2 su cus c!x s 8u lieu de £1UDPOBET
g lipschitzienns dans 'an , OB suppese gu'elile satisfelt & is
gondition de b) . , |

4)3@1&?&: voisipage do x dens K , 8 use boule de centve §_
desns £ , § 1'espace normé des grylications borndes de V X8 dans &
(avee & {= sup | alx,y) | ) . Soit L le partie de G forsds des
ap;zlie%mns iipsehitziennos de ¥ X5 ¢Cans E ; pour toule rometicn
g¢k , il exinte une inté;rale et une ssule wsli{g) do llégustion

y'=glz,y), définie dans us intervalle iy cmtezazx deas V , st telle

=
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et telle gus u(x )ay ; 8i Va]x a,xﬁ-a[ ot 54 gee ,o&&
est 1'ensemble des epplicetions de V x$ dans B telles que ”g | <% »
on peut prendre pour 1 g itintervalle 1 s)xé-u,xam( ok

a = ¥in(s, i) (r reyon de 8) .

&) 81 vse sulle (g;n) de fonctions sppartenent & LN&, converge
unifornézent vers urs fonction £ , toute vslewr d'sfhérerce de la
sulie @ xﬁ( } dane 1'sspsce nornb # des sppliostions continues de I
dane ¥ set ume ipidgrele de y'=f(x,y) yrensnt ia valeur y au roint
- X (uiiliser le fait cue 1'ezsonble des 8 est équicontinu).féel-
procuczent, si v est use intégrale e y'=f(x,y) telle que v{x )=y, »
v est susel intécrale d'une Sguation }'sg(an). od g est lipschit-
glerne et a«rbitrsirerent wisiﬁe de £ deps € = {coneidérer 1'4gualion
y'=vt () (%,7)-g,(x,v(x))).

b) I;waim de a) gue, si B est de dimension finie, ot £ une sppli-
ca’(j.wn continus €6 ¥V x8 Gaue B , tells que £ <# , 1'équation
y=f(x,y) edust en soins uwe intégrale dems I prenant la valeur y,
su point x_ (atilicer le th. ¢'ejproxinstion de Telerstrass).

o) Dans les mémes kypothéees, montrer que, pour tout =c¢i, 1Y enpene
bieo des veleurs eu X dos intégrales déy'zf(x,y) gui m*ehnsnt ia
valepr 7, e yolot x , eci un epsecble coppagt ot compexe (pour volr
qa'il est fermd, utiliser le th. G'irzels ; pour voir gu'il est
cbmzexe, utiliser o) : si y ,¥, sont deux 6lésente de l'eusecble |
consiiérd, pour wut £ si) , momtrer gqutili existe un ezsaemm emmexe
@ de foneticns g spperiensat & L NG, , telles que \£=g <= poar
teute £ O , o6 gue lteusesble Ges valeurs des fonctioue Blg) au
;sain‘t x soit conuexe et conilennue ¥, et 7, - Conclure en passanl -

4 1z limite sulvast un ultrafilive plus £in oue le filirs deo

yoiginages Ge 0 dans R, ) .




5) m&t g une fonction continue dans le pavé ]x-x I <8 4|77, ,
e R . lontrer gue 1'enveloppe imfériecure et l'enveloppe supérieu-
e de 1'memble @ des intézreles u de y'=e(x,y) tellos que
u(xo')my. o » Gaus llintervalle I -u') "o'“”"a‘h”( , 04 usiin(a, ﬁ )

{E Ams'xi"mwa de \g(x,y)l ), sont encore des intésrsles de y'=zl(x,y)
dana } s gia'or sppelle resgectivenent intégrale ninimale et
intégrele mexinsle correspondant su peint (x Zo1¥, )} {remarguer que
1'engesbla @ dsstéq:zicanﬁnu gt fernd pour ls topologle de la
ecnverzence uniforme Gans I). -

Pour tout ?«EI ; 80At 7 le valeur de l'inté vsle minimale
(ccrmspoédazz_t au point (xa,yo)) su point § . Hootrer gue 1'inté-
graie minimele correspondant @ point (%,?i) est identigue & 1'in-

 tégrale nirluale correspondent aw poiat (xo,yo) daus un intervelle

( - %ﬂz( ol §> %, dats un- intervalle ]&n ; ; ) ol .

g <E, - ' : '

BEr déduire cue 1'mt6yala mim,male u correepon.iwt eu point
("o ,;,*o) peut Stre prolongée par continuité dens un mterv.alle :

]x1 5 [cwtanu dane ]:o--a, ;o*-a[, de sorte gu'en tout peint x
de cet intervalle, u =oit identigue & l'intégrale minimale corres-
pondant & (:;,zz(x)) dans 0n mﬁervalla [x,xa‘-h ( 8l % >x-g 2 dage
u intervaile ))x—h, x) 8l x= <xe ; b gue 1'on ait, s0it
xz,=x -a (resp. % =x_ta) , soit }:.3%1 u(x)=y_ T

{resp. lifa a(x)zg + b} .
—>%, .

5} a) pans lo pavé | x-x \ e, |37, l(b » soient g et h deux
fonctions continses telles que :;(3,3) < m%,3). Beit u (resn. v)

une intégrsle de ¥'=2(z,7) .{rsesv. 7'=h(x,7)) telle a;ue alx }z;;a '
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(resp. v(x )=y ), définie dans un intervalle [xé ,.xéé»c [ ; montrer gue,
pour X, (X<Xge onm a u(x)v(x) (comsidérer la borue supérieure
' ; dez x tels que cette indgalité ait liem).

b) Soit u 1'intécrale sgxiuale de y'zg(x.y) su point (x 07)
d’fihi& dans 1l'intervelle [x s E e ( ‘#ontrer gue, pour tout inter-
valle compact ( X 4&[ contenu dans [xc,x :-c( 1tintégrele nini-

male st 1'intéprele maximele au point (x ,y, ) ée 1'éguation
7'=g(x,57)+e sont défir ies rour £>C assez petit, et converpent
unifornément vers u loreque £ tend vers U per veleurs >0 .

e) Oz suppose gue z(x,y) < h{x,y) dans le pavé \x-xu\ {8,

\y'}'o\ Q b . Dans ur intervslle (xc ,x0+c [, on suppoee C&fini une

tégrale v de y'=g(x,y) telle gue a(x, )=y, , ot 1'intégrale maxima-
le v de y'=h(x,y) au poiat (x ,y ). Zontrer gue, daue cet intsrvalle,
on &2 u{x) (v(x) (se rmener eu cag &) & 1'zide de b)). :

7) O coneiddrs dens le plan ‘K 1'ensemble défini per les rela-
tions xogxgzo-z»c,’, (x) ¥ QL (x) , o o et N1 sont eentimues
et dérivables pour % (XX tc ; onm suppose que la fonction g(x,}')
-gsl définie et continve dans cet anse*lblé et gu'on a pour
x (xgx 0, of(x) Calx,0(x)) ot Q(x) ) slx, Q (x)) . Hontrer
gu'il existe une intégrals w de y'=g(x,y) définie pour x (X(ZXgte,
telle wuo u(xﬁ)-:yc et que o(x) (u(x) ¢ SL(x). (Prolonger la fonction
g pour X (X (Xgte et y guelconcue en posant g(x,y)=g(x,e(x))
ei 3 <olx) et glx,y)=e(x,0(x)) si y>S)L (x) ; montrer ensuite
que toute intégrale u de 1° éauation y'zg(x,y), telle que u(x )syé Z

est telle gue e(z) { w(z) { o (x). rour cela, raiecmner pay 1!absur-

de, on remarguant gue si on avalt e{x) > u(x) jpour use valeur de x
il existerait un o >0 essez petit el un x >x, %ol gue

ui{x)=al{x)-e(z-%,), ot en conclure une contradiciion).

i
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5) a) Soit w(z,2) uue fonetion continue définie pour X, SESE e ,
Z2¢R ,e8t >0 dans cet anaemble. Bgit g uwme applieation défiaie
dons 1 X8 , 0% 1= ['Q,X +e] , et 8 est une boule de centre 3 daaa
Bh espece aumnlet E ; g prend ses valeours dans E , ot on puppose que,
guels ¢ve solent xcl , ¥4 et Vs daxa 8 , on &

]‘g(x,yi)-g(x,ya)\\ g olx, |7,-7, “). Solent u ot v deux intésrales
de y'=u(x,y) , définies duns L , velles que u(x.a)a;v1 ,‘v(x¢)syé ;
soit w 1l'intégrale Baxivele de gz'=w(x,z) correspondant au point

(%, ny‘-ya “) ; montrer que, dans I , OB “ ” ulx)-v{x) ” ¢u(x) .
fvoit w(z,s) 1'inidgrale naxinale de . z'=w(x,2)is correspondaut
sa point (x ,ny,‘ %5 ”) pour €3G asses petit. Nontrer que
“a(x)-v(x) “ gw(x,s) pour tout = > G, en raisonnsnt par 1'absurde ;
on resarguers que, el £ est une epplicetion de I daus E , on &
ﬂiiziﬁll&:JLﬁLzlﬂ é;ﬂiﬁ!iﬁléiﬁilﬂv )

b) Dens lce hgpothésgs de a), on remplece l'intarialle 1 pex
1'iptervalle '1'=]xo~é,xo].< Yontrer que, si w est, dane cet inter-
welle, 1'intégrele minimele de 2z'=u(x,z) correspondant au point
(%, || 7,5 [ s o0 &, dape 1* , | u(x)-v(x) ]| > w(x) (ndee rré'tiwde).

g) 8cit el(x,z) vne forcticn continue et )>0 ¢éfinie pour
U(xde et 20 , On suppose gue 2=V eet la seule intégrale e
zi=e(x,s) d.éﬁ'sie paur 0<(x<a et tells que lim z{x) =0 et
i%fﬁ -Z§»l =C. Soit g ane application ccﬁt;nue deixi , ol
L= ( c’sza‘[ dang 7 ; on au&yase 4ue, yuels gue poient ¥y el Vs
gene £ , on @ jlg(x,yi)-g(x,yz)" g ol |x=x el 7, yzl\)ﬁbntrer aue
dens 1'jntervelie I , itéguation ¥ u@(z,y) poseide une seule

intégrale u teile gue u(xg)a% . {Haisonmer par 1'sbsurde ;
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gi v est une seconde intégrale de yr=g(x,y) telle que v(x =y
wivorer | v(x)-u(x) | deus un intervelle (xo,xo«t—c[ & 1'gide cie
1'exere. 8b) , st aﬁtemr singi wne contradiction).
1) Soit e(x,z) uwme fonction contioue et ) 0 déficie pour
0<x<e et 230, telle mue o(x,0)=0 . Un suppose gu'il exisie une
intégrals z, de z'=u(x,z) d6finic pour 0<x (& , telle que 3 (x))O

dans cet intervalle et gue lim z {%)=0 ., Boit g vme fonction numéri—

que continus ¢éfinie pour x )2x<; ta , \y Y |<b ; on suppose qn'il
existe une imtégrale u de y'=glx,y) définie powr x <X Xgta , telle
que ulx )=y, , et telle gue, pour tout y tel que ‘y-yo\ (b ;on
sit | glx,y)-a(x,0(x)) ) ¢ olamx,, |7-ulz)|). |

Scit %, un point quelconque tel gue xo< x1<x°+a , T un pozbre
>0 tel que r(z,(x-x). L’zcntfer qu'il existe une intégrale v de
y'=z(x,y) , d5finie pour x, (X (X, , telle que v(x )=y, ot que
lv(x.i )-u(x,i)‘zr {considérer 1'intégrale uininmale de 1'écuation
y'zg(x,y-m(x))-g(r,u(x)) correspondsut su poiat (x,,r), st montrer
gue pour x (X, OB a w(x){z (x-x ) , en wtilisant 1l'exerc. 6¢)).

14) sSoit V = [x -8, X +a] m voisinage de X, dang R ; S5 une boule i
“do cenirs ¥, 2t de rayon r éans B 4, g une fonction continue définie i
dens VX3 , & veleurs dens B, tells que | s(x,y) | <% dams Vx8.
Soit I ltintezvalle (xo'-a., x0+a} , o8 a = sin(a, % ) ;' on Suppose
qus 1'éaustion @ifférentielle y'=e(x,y) admet une seuls intégrale u
définié dans 1 st telle gue u(xo)zyo » BOLE (sﬁ) uns soite de |
noubres >C tendant vers U ; pour casjue jndice r , soit
(Js:.t )4 <i g"% une sulte croissantie de poinis de [x " *’a] telle

cue X = X to = at £ ur tont 1 .
Pyl o ! Xi,n o’ \1?,,;~x1n\< o to j‘
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Bolt 3 is fﬁl‘lﬁvlvﬂ définie dans llintervalle (z ok m] pED
pplmeu e ia métim&e e bauahy-z.ipsehi.tz & partir de ls

suite des Xep i montrer que ls sulte v, converge unifomémnt
vers B dens [ n,x@!»a.] {(utiliser lo fait que la suite (vn)
sl éguiceniinue daze cot intervalls).

1. Exietepge ot WM #o0it E un @space uorné comrlet

gor le voxpe R oa le corps (C , 1 up intervelle de K . Oz dit ou'une
 équation différentislle y'=g(x,y) o&g ost d6finie dacs I xE y o8t
ane 6quation linfeire £i la fonetion g est de la forme g(x,y)=h (y)+b(x),
of pour tout x<cE , A est use spplication linéaire de E dess lui-z8me,
et ok b eat une spplicetion de I dens E ; 1'6guetiocn linéalre ect dite
bozgadee ol b . 4
- . Lovscee BE=R ; OB peut iéentiﬁer A & sa mirice (a (x))
lorsgn' ¢n repporte esite spplicaticn é. une basze de E ; i,
gonse d'ordicaire, on idontifie ur vecteur :cE & la matrice
& une ecloane’ (yj) de ses conposantes, 1'6quation linésire
yi=a, .3+B(x) est quivelente au eystime scaleire
7 = az e (307,10 (3) (1gign)

fous CORELA0EIOLE DAY dluctier los égustione linGeires 103059mes8.

ficue supposerons que la fonotion e{z,7)=a (5) est gontinug dans ¥ <B ,
ok V est un mwwalle ouvert contenu dm 1 ot contesant zm point | |
E. el . U eait (idvre ¥I) gque, pour ¢u'il en s0it aiasi, il eulfTit que,
jour tost XeV , A soit une splicetion linéeire contimme de I dane

lui-nlne, et gue, poar tout ycB y 2> J‘;k(;:} soit continue dene V ,




u‘%f{‘i'

En oatw,' dans tout intervslle comysot % contenu dens ¥V , oo &

” {# oo {on raggelw gue ||.s‘ “ » LoTas de A dass 1'ospece :
x&l ;

(E) des ay;}.maum lindaires continuss éc B dane lui-cfne, est

égale & ﬁiﬁ*‘ 4, (i)

I1 feut soler gue lep conditions yréeécentes sont entralndes par
18 ¢oatinuite 80 1'aiplication x ;)&x de ¥V daus VOK(E), a@e‘s i
08 ltentraloont psa sl E est de dimensics iofinie {iivred! et
. oxere. %). » '
501t K un Iatervslls compact quelcongue contenu dsus V , ot auguel X
ost intérieur ; soit k = g‘é}ﬁ " A ", guels gue solent xR , v, ot ¥,
dane B , on s done | Ax(yﬂ-ax(yz)“ = "ax(yi'?a”l'('k "71'72 “, autre~
zent 4it, dene K XE , g est lipschitzienne pour is consiante ¥ ., Or,
1z fornction O set intéorals de y'zﬁx(y) dang ¥ et presd la valour O
asu point %, - 20t - 5% guelcongue deng E ; sppliquone le th2 £ 1'Squation
;e"zax(y) ot & 1'4qustion y’aﬁx(?ﬁ'a) ; oo voit gue cetle dernisre
sdmet dace £ wee intézrale of uno seuls v prensst la vsleur O su point

X, et comse " A (3+y Yot (;’)“ kg, I dans % xB , on @, dans K ,

. " w(x) u “Y “ (9 ’ "‘3) Par suite

Toatoroue 1. L
{z,7) —4.(y)

aoe ¥ ol suguel x, est iunterienr, sl on .:::é_fg_@

i o= é“&xn,z)ﬁabauz‘tag}, xci

klxx|

() Latsrgzg] <z, el 1)




pe aline, pour tout scaleire A , on a u(x, Ay) = A uix,y) identique-

¥ ~>C_ st dériveble dans Vet on g

p AR

v 1908 aleg. Soleat ¥, ,y deux polints quelcon~
ques de B ; on & i.umigameat, pour xeV , u(x,y‘)m(z,yz)m(z,y’ﬁz),
es effet, il est lamédiat qus u(x,y, yru(x,y,) est une intégrale de |
y'=h (y) défisle dens V et prenent ls valeur y 4y, su point x ..

sent dane V xB , par le a8ns reiccupezent ; autrement dit, on peut
éorize ulz,y )=0.(y,) , ot €, est une application lingaire de &

tzne lulea@ne.

topolosione do_ 2 ; los applications x —>G_ et X —>G, sout des’

eopliostions continues dg V geme 1'espaco mormé < (B) ; ea outve,
st Meupliostion x —>A_ dg V gane o (E) gt conthnue dans ¥ ,

(2) ' Loy =ap0,
¥z prenise llsu, powr tout xc<V , cx est une syplication ilndsire
blunivoyns de B dans lul-nBue ; en effet, si- Bx(yo)-% , cola signifie
qus 1Lliniograle e 'y.';gfsl(y) gui preud la valour ¥, au ?oin't'xb
a'aopule ou polut X ; or, le th.1 sppiiqué 4 V , voisinage de x ,
provwve qu'il exlste une seuls intégrals de y'zﬁx(y} définie dana ¥
et prenanl la valeur © an X , sevolr la fouetivn U ; om & par =uite g =0
dontrope snsulie que € est wie applicalion de 2 gur E; en effet, =
solt s:f: 'w:, igint C}té%i’faﬂﬂaﬁ de B ; a'aprée 1o th.1, 11 exinte donp ¥

de

sae intéarale ot uhe sevle ﬁ\/g':zié. () , telle gue u(x)=y, ; sl

oz poee ¥ Lau{x } , o5 surs donc nécesssiresent ﬁ(X}uﬁx{yg)*f% %
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gnfin, anonirons ¢ue 0 et c gsont cgotinues dans B . Soll E ua inter-
valle compsct contenu dans V , et auguel x et X solent intérieurs, ot

5 sxagg “A |; ataprde (1), on a ||€C (S )“ l "xo\"y | pour teut

y €E , et le a8ne ralsormnent appliqué en intervertisseantl les 8len
de x et X, montrent que \\c {y) “ |x-xe\ “ Y][ pour touig ¥k,
Sk 1a sakies e ¢_et - ¢ =

sontrons uaintensnt que 1'&,;;11032.1@ x »¢_de V dans « (1) ent
| coptinue. Dane le volisinege coupact £ de x , on a, pour tout
xtek , “ u' (x',yo)]\ <k “ u{x' ,ya) \\ < kek\x'.x"l “yo“ , ou en poeant
iK' = :uéax keklx.x"\, \\ﬁ'(x',yo)\\ < k| ’o“ ; d'aprés le théordue des
_gccroieceusnts fials, on & dono ]\ u(x',y, )-u(x,yo)“<k' “y “.‘x'-xl
guel cue solt To ¢ B , clest-i=dire, 4'apros la définiticn de la nporse
dans a(’(h.) : " €4°C_ “ <k x'-x(, co qui groave 1z continuité de
b 4 > au point x . Le eontinuité de x —> c résulte de ls continuité
de 1! application nou -1 Gans le groupe des autozzorpaiamae de E
(61énente inversibles de 1 (E) ). |

Bnfin, montrons gue, =i X '7&# est continue dans V , X —90x admet
une dérivée domnée par la formule (2) (ef. ezere.). D'aprés le th.

des sccroissenents finls, on e, Guns le voisinaya conpact K

(3) | wtarh,g, )-uleyy,)-hut (5,5, || < lhlxsgg o (BT ) (a3 )\I

yr, om pout Gorive u'(z,y )-w'(x,7/ )=A.((3 (v _))-Ax(ex(‘xe));
é,cnc, dtaprée la définition de ls smorae daxm OC (E)
: ' - o 1 - o] ‘
xlgz "u (2,5,)-u (x,yo)“ “30“ rx B0 oom | \l”"s 6 -8 -C
Par hypothdse, 1! application % -9 A gt continue, el nous venons
de yfﬁuiﬁél’ gu'll en set de zCne de X )0 2 3l azmlieatwﬁ £ m vb

gst por mita. continue, donc il exicte o >0 tel que ]hl < 5

entraine [[ g B Qx “ L E DPOUr X s@{¥th . Daus ces cezzmmwa, la
» famnle (})4 ;ymuva {ma

“‘ ‘I- || . - = PO




.“04-

4 (i >
“ B O Ox)-a5°C “ <
pour X<z <*th , ce qui achive la démonstration.
Corolleire. Scit G un ecpace topolos
(x,8) >h, . S¢ VrG dans a(’(b) est contime, st ol ©, (v,) out
s 5%
1'iptégraie de y'zAx a(y) prenunt lg val Ty ist x_, 1tappli-
: prenunt lg veicur ¥ 84 POIRY
gatin (x,e) 2C, et contimuo dors VX6 .
Il sxiste per hypothése un voisinage Kédex,, un visinaze U de s et

o

H L catic

up nombre k tal gue "A , ﬁ"(k pour (x',p)éK «U . be raisermesent
du th.2 moutre a;abord que pour x'c K , onaC,, 875, | ¢ k*|=t-x],
o k' = gup ke ‘," \ 2 u'autro part, poar tout € >0 , il existe un

Z ek
volsinage W ds a , eontezsu dans U , et tel que “ Ax,ﬁ-ﬁx < \\ (& pour
2 :

tout Bc¥® . Soit & un majorant de Ilez.u | pour z daus un veisinage
" econpact H de x‘; contonant x ; si on pose u(x) = 6y {30) »
3%

v(x)scx a(yo) , on a “ n(x)“ {8 “ ¥o “, ot

farm, (e = [e  (atx)-e, (“(x”\l\‘\\“(x’llé”"’ I

dtapree la prop.1 du %1, en a dono

“ u(x)-V\X)“ 4 5 (e vz '1) 7o “

ch b est un msjorant de “A 3 h pour zcH ot B eW (il exiate taujaurs
pn tel a&g@l’ﬁﬂt car on paut reeouvrir H par us noubre ﬁni. ar wi:er-
mllee Ik , & chacun desquelse corresgcm un volslnage wk de a , de
ewrte 4ue pour {z,8)¢ Ikxﬁk Z ﬂ gn soit ‘bomés ; on prendra W
coniona dane 1tintersection des ay ) wYinBgalité pricédente signifie
encore gue “ gx,u; ¢ \< e % (e? %2514 |, eo qui aohéva ée

%6l &
dézontrer lo coroilaire.




tion non bomogime y'=A (y)ﬁ)(x) s8¢ ranéne & celle de l'équatiem

komozdne cerrespondante y'-Ax(y) z ot su caloul d'une prizitive

lorsque X — A  est continuc dass V . Bu effet, eoit w(x)=t (y )

it intégrale de 1'Squation honogéne premant la valeur ¥, 8o po;nt xo ~

Bi y est une intégrale de y'a-ax(y)i%(x) . 5-6;1(7) est une intézrale
%;(cx(z)) = Ax(cx(z))ﬁ-‘n(x) ; conme (v,w) —>viw) est une spplica-

tion bilinésive continue de % (B)xE dans B , on &

5 (Cx(z)) = 01"(2}*03(3’) | (ehnp.l,§ i ), et d'uprds 1'équation (2),

on a c'(s)an (c {(z)) ; done 1'équation e 7 se réduit & C (z' J=b(x) ,
cu encore z'sU ‘(b(x)) Le second nembre de cette équation ost une
fosetion eotztixme daus V , donc on en iire z(x)-s(x )= / 67 (B())as §

la relation y(x)uc (z({x)) dunnera ensuite toutes le nté.grales de
'éguation y'=a {y)idlx) .

U8 notera que, lorsgu'on comuslt une iatéprsle v de l'équatim aon
hosogdne, v(x)ﬂ‘:x(yo) domne 1'intégrele predent la valeur yow(xa)
au point x ', Conc on obtient aind Youles les intégrales de
i'éguation non homogéme.

3. Boustion séjoisnte. 'sou. B! 1'aspece dusl (Esp. vect. top., chep.Iill) de
1'espae@ sorsé B a itapplication lindairve de B' dans lai-zaﬁme,

w_@_ de A - i ¢on suppose 1'applicastion x >A de V dane

o() (E) continue, i1 er:z oot dg z28ne ae ilgpplication x —>A de ¥V dane

of { (£'), en vert: de la rslation " s " "a ok " .Dms cette
Zih

=

vatlon adjointe de l’éﬂuatwn he@@g%ae y’aia (y),,

hypothdss, on appelle
ﬁéqaatien h@megém zi=m=j iz) 2 oa 2z est une application dériveble

(imomae) de ¥ dans B' .
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sy 2m§cagt;cm s B a est une intéerele de y’sA (y) , v upe intéiraie
de z'=-a x(2) daus V , la fonotion scelnire <u(x).v(x)> ezt

su effot, comme (y,8) — <{y,z > est uae spplicstion bilindaire
coutinue de & xE' dans C ,o0n @ -g—; <ulx),vlx) > =<ut(x),v(x)> +

+ulx), v (x) >=Ca (u),v >~ <u,ai(v)> ; or, cetie dernidre fouction
est identiquenent mulle, d'eprds la définition de la tremsposée d'une
_ applioétion linfaire. = s
5. gygtines diffémtiels seglaires. 7Toul ce qui préc&ﬁe g'applique en
pariiéulisr au cas ob B ot de dimension finie n sur le corps X
ou le corps C ; ‘ayant rapporié E A& use bagse, ot identifié tout
vecteur do B & ls matrice & une colonue de ses couposanies, toube
az;ylicatien' lmé&.iré do B dens lui-u@ze & la natrice carrie d'orirs n
gui lui correspond, le continuité de x —aaxu(ai_ J(x)) est ici
équivalente & ls continuitéd de chacune des n° fouctions ecalaires

&8

1 j , 33 ies &y § gont continucs dans un intervalie ouvert ¥V cantenant’

, les th.1 et 2 montrent gue, pour tout ¥y ss(yi Jeg , 11 existe
sue latégrale et uae seule u de y'zA .y dans V , prensnt la Valeur
¥, e peint x ., ot qu’an peut Gerirve u(x);ecx.y , of © w(c (x))
est uns matriece carrée iunvercible, dars ieguelle lss ci 3 scmt déri-
vables Gane V o satisfont & la reistion i}i = ilxex .

Jang lo eme particulier of m=l , le systime se réduit & une seule
écumtion scelelre yt=a(x)y , dent 1'intégrals prenant ls valeur
- Jalt)as
7, @ yoint z_ o8t donnée par la f&fmle y(x)uy 8 %

denteos si pour

n 41t ©ae v i&s&%r&l%% d.i LI . S :
tout xeV les p vectours ui(x) forment un systéme libre ;
COTEe “1(1)"";;'}“1(%) , i1 feut et il suffit, pour qu'il en suit

siusl, gué les T vecleurs ui{xﬁ} forment un systdme libre,




misque Ctx as% une nalrice inversible pour fout x ¢V . En particuller,

‘on 4it gue B intégraies linmdairement indépendantes forment un gysidme

fonianantel d'intégrales du syetime damné ; ei (e,) est une Dase de B :
les 1(")"" 8y foraent un syp lime fondanental u'ix.téﬁra.ies ; 1'inté-
grzle prensct au point x, wie valeur qualeonrgu P Z A.e 1 A est
alors €..3, = ,_S_;, j\i{’x‘ei A 421; 1*&1(3)

-84 ui(x) 3(“3i(x))' nous appellercns déterainent du systdne fonda-
nental (ui) (rapporté & la base cholsie dans E), le déternineut

Atx) = \a, (=) |
W. i@ détermiaant d'w

est donpé par la for-ule /
() A (2) = A (s ok FlALIIE

%n offet, on &, G'apris la définiticn de A {(x)

u,,(x) u (®) ... 8w (x)

T rE e e T RS RN R R RS R R R RS

A(X) - E}i ui‘i(x) u;..&?(x) sene !zj"n(x)

PR e R T R R

\ 8 (x) uw,(x) ... w (x)

}

#ais coune u:j (z) = Zaak(x)v.ki(x) (1< § <n), on & aussi

ug,z(x) uw(x) i um(x)l \ e, (x) e um(x)
u;ﬂ(x) aiz(x) u;n(x) = u(x)u“(x)ﬁ-Zaik(x)nk,‘(x)......
ccaocvno"ot-00iqoootoo - 311(3)ﬁm(1)’5‘2¥6 §,(l;
- k A x
uaf-i(x)' uﬁz(x) ol um;(x) : u (%) i B XY kn

s ; 1 - S : Frred : ¢ L




S
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n”(x) vess B LX)
-Ocq'ooo.totuq..aoau

-gu(x) By %) ..enn um(x)

A2 R FDHBIEDIBREE IS

g .(%) ..ooo @ (x)

&i développant sulvant 1a ue,,zza d'indiee $ ; d'ol

%; Ax) = 2 au(x)) Az) = tr(n ). A=)

¢e gui Gonne (4) .

-

5i on resporte 1'ecpace dual E' de B & le bese gusls (Alg.,chap.il)
de scile de E , ie gystcne sealcire fguivalent & 1'éguation adjolnte de
g'm‘sx.y est z'-f-.:.z y ok / A: est la matirice tracsposée de ax'.
Plaprés ls prop. et la Géfinition des basse dusles, si u(x)=(n j(x))
est uge intéfmlg do ¥'=4..7 viz)=(y 3(1;)) wne intégrale de i'éguation
s joicte, § ag(x)v,(z) est congtapte dans V .

be vetie roprifté, oo déduit que ls coonaissance ¢'un gyptiue
(v ) de 1'égustiocn sl jointe perzet d'obilenir
Louteg les mwbralw de l'ég..ai-«.,zz gocnés. Bz effet, toute intégrals m
de y'sh .y sstisfell & o relatioss igenmque&: <u(x),vi(x)> = a

{i1<i<n) , of loe &y sont dos cenetastes ; or, cees n éguationg lindalret
es u(x) oot wne solution et woe seule, qu'on obtient par exemple par
ise fovresuleg de Crauer.

Plus pénéralenent, sl on connelt 7 intéure

vy, £ < 5.<;;} de i'4gaation aﬁ,;azma, i'intégrauw dn systize donpé pux

,,,sezzt g8 Yamenor 4 celle ¢'un zyotéss non bouostoe de nep égoations

iindsires ; en é;nffet , des » $yustions lin»seima <a(x),vi(x)> = o,
£ <1 <Pp), o8 tiw p des mﬁmmt% de wulx), per mpla a (x},.,%(x)




=

.9 -
e fonction dse n-p sutres 3 B (z)-oi(x)-%' ok(x)ak(ﬂ (1< <I$) ;
portast dess les oep deruibree équatm uh(x) = ahk(x)uk(x)

{pti h¢m), 12 vieat ah(x)ﬂ ’Yh(x}? nk(a'.)ka(x), clept-tedire uo

syotdse de pep éguaticns ilinésives nom ngm

on copolut de 18 que 21 oo eopueit p intésrales lindsirvement indipen~
aantea u {1<34<p) do 2'qusticn y'ua F 4 1'istégration (e oo sgat&m
es r@éﬁe & celle d'un systine non honogine de nep Squaticus ; o effet,
E est 1ol 1o dusl de B' , done y’ua .y est 1'4&;3&% de sor Sgustion

sdjocinte ; d'aprds ve gal rréeide, 1'1!:%;;1‘8%1% dy cyotdme adjoint est

razené & colle d'un oystise Bob homogdae de n-p éguastions j ot on 8 VU
slus heut cue lorsqulon comneft les intégrales u syotdme eézaint; on
on 46Guit celles du systime donné sams nouvelis inmtégration.
ur peupt yrocéder sutroment [OUT TRISLST le gystisme & um syst 7e s
sep éguations. #a effet, pour tout x eV, les 1 vecteurs ui(x)
(11 (p) formsnt un systi=e libre ; oi (e, ) <1<n est la base
e ¥ , i1 7 & done nep dep vecteurs o, qui forment avec les u,‘(x)
naa bsee de E ; suppceone Lar excupls gue cs silent ew_‘ PR
pour X=X 11 existe dano ane netrice inversible B dont les
élézents sonil fonotione dérivables ds x Gace un wicinago Rdo % ,
telle que B .eiaai(x)pmrﬂg;gy s B_.u;=0, pour pricin . |
Yooons yd z ; = eatiefait & 1'équation B' .38 .z“tAxBx.s » OB
z'sﬁ"(& 5 -‘3’) z=D.2, ok D a(& {x}) eat une =eirice 4
' mfﬂmata continas m ¥ ; a'a;;m 1s définition de B_, cette
équstio: sdmnt les 7 veoteurs conplants €, {1 <3 (2) oomme iﬁtégm-
ies ; o& o oonclut anssiilt ouon a ﬁéwsasimat 4 (x}sﬁ pony
’3<§ ; 408 ccsz;msaﬁm ﬁiﬁ'wﬁm 3)9&1 aatiafwt éem 8os
- gyetdos lindanire honozdue de Giep éoueticre ; sl on peut m&@w
oo sysiine, op sa 4ic ait FEC aeﬁpamws zj a*imdm <P ”ar

¥ qmﬁf aturec wulecus 1es 2% ¢'indice §<p sont i‘amtzm liﬁéﬁim
P ‘4%3@_ % 721 . _ T




