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LIVRE IV ﬁﬂmﬁwgwﬂ
FONCTIONS D'JNE VARIABLE REELLE e
CHA'ITRZ IV (EBtat 4)
ETUDE LOCALE DES TONCTIONS.
§ 4. Comparaison des Ffonctions dans un spsemble £iltré.

Soit E un ensenble, filtré par un £iltre €§f ; dans ce chapitre, nous
considérerons des fonctions dont l'ensemble de deflnltlon est une partie
de‘E,appartenant 8 Q; (partie dépendant de la fonction considérée),
et qui prenmrent leurs valeurs, soit dans R , soit plus généralement
dans un espace vectoriel normé sur R .

Dans les applications, E sera’le plus souvent une partie diun .

o

copace numérigue RP , ou de la droite achevée R , et &

la trace sur E du filtre des Voisinages d'un point adhérent & E ,
o encore le filtre des comp éuentaires des ensembles relativement
compacte dans E ("voisinases du point & 1finfini®),

I1 ne suffiré pas en générol de savoir gutune telle fonction teﬁd
vers une limite donnée suivgrt %ﬁ pour pouvoir traiter tous les
problémes de "passage & la lgmité suivant QF:" o& interviennent
des expressions formées avec cette fonction.

Par exenple, lorsque la variable réelle x tend vers +<© |
les trois fonctions x;xg ot g?? tendent toutes trois vers
+ % , mais, des exprossions

s (3+.}%y - ixit yox o g%i? -
la prenicre tend vers + ¢o = | la seconde vers
vers O . ‘

11 importe donc de connait’e, non seulement la valeur limlté d'une
fanatiahg meis encore la "maniére” dont elle tend vers cette linite ;
en dtautres termes, on cst anené & opérer une classification dans

ltensenble des fonctiong gui tendent wers une méme linite.
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1. Belations de comparaison : I. Relaticns faibles.

Hous désigsnerons dans ce cui suii par & un espace vectoriel sur R,
par 3@ ( ﬁ ,G) 1'ensemble des fonctions & valeurs dans G , et -dont
“echacune est définie dans une partie de E appartenant & @7 . oo rela-
‘tions gue nous allons définir entre fonctions de % ( C<.'S: ,6) ont un
caractére i.ggg}: relatif au filtre %T : nous a2llons préciser ce qu'il
faut enteﬂdrﬁpar 1a. Si f et ¢ sont deux fonctions de 6 ( e

la relation "il existe un ernsemble Z € ‘3{ “tel gue £ et o soient défi-

niecs et éoales dans 2% est vne relation diéguivalence H dans
= o0

5%” (% ,G} : en effet, elle est évidezment. réflexive et syméirique, et
peur voir qu'elle est transitive, il suffit de remarquér cue 81 f et g
sont définics ot épales dane X € S , £ et h d6finics et érales
dans Y €S , £ et h sort définies et égales dans XN Y , qui

oppartient & § . Cela étant, toutes les relations que nous définirons

entre fonctions de 76 (%7» ,G) seront compatibles avec la relation

d'éguivalence R ,, ; si on désizne par ; la classe moduloc H

diune fonction f£& I6 (F ,G), définir une telic relation entrs deux
fonction f,q de (T .G) reviendra & définir une relation
guelconque entre leurs classes ¥.5 dans %w( F ,G) ~-FF ,,G).;’Rw

a3 valeurs

Pour toute fonction ¢ définie dans G4X Gk ...x G
dans un espace vecloriel H , il esl clalir que si £, ot g4 sont
des fonctions de %} (%f ,G) définies et égales dans Zifgll
(1€i<n), off,,1,, .1 ot G .- 38,,) sont aéfinies
et égalevs dans Z,gﬂ z;zﬂ,uf‘gzﬁe 8?’ ; par passace au quotient
suivant R, , la fouction g définit domc une application de
%m(@? )X K‘%@a (% ,6,) dans Eﬁfw (S B)  Fn

perticulier, en prenint pour ¢ les applications (x,7) — %ty

P

et x—>h x [ A reel quelcongue) on déPinit ains

e

J




- x e

pour deux 6lémenis quelconques £,g de %M( 58 ,6), les éléments

N Ao A

ftz et AT , et on vérifie aussitdt que les lois de composition
A AP AS AL ~d

(£,8) —» ftz et (A , £) —>Af définissent sur @, ( F,0)

une structure d'espace vectoriel sur le corps w ; dans cet

espace, '6’ est la clusse des fonctions nulles dans un ense:sble de

CZ&; et pour toute fonction f & % ( c5,(}) - -;?( est ls classe
deg fonctions épales § -uf dans un ensexnbla de ZC“ . Do 180, 51 G
est une algtbre sur R, on définit dans %;, (% ,G) une seconde
loi de composition interne (?,2{) — ’{'g en prenant 9(x,y)=xy ;
svec les priécédentes, elle définit sur # i ( C&:,G) une structure
dtalpibre par rapport 4 W ; si G admet un é1lément unité e

%’fm (F ,3) ad.ettry pcur éléient unité la classe % des fonclions

e 2 z
écales 4 o dans un enserble de “j ; pour que T soit inversible

dang gfgw (? ,6), il faut et il suffit que, pour une fonction
feg , il existe 7 € T tel gue P(t) soit inversible duns G
pour tout t€ Z (auguel cas, cette condition est vérifide pour
toute fonction de la clesse Af) . Ces considérations s'applijueront
surtout lorsque G=R ou G=C .

Reiuiargue.- our tout ccuple (f,gz) de fomctions de dd@ (“3: :6),
on désignera par ft+g la fonction égale a P(t)Heg(t) en tout point
de l'snserble de % oh T ot g sont toutes deux définies.; il com-

vient d'observer cue (f,g) —> Ptz n'est pas une loi de groupe,

car si ¥ n'est pas défirie dans B tout entier, il n'existe pas de

fonction ge¢ 5‘% (@‘J ,6) telle que £+z=0 , o néme, si G est uvne
alrébre s.x R , fg désignera la fonction égale & f(t)g(t) auz
points od £ ot g sont tcutes deux définies ; enfin, gi G admetl un

» - s 2 2 o % ? A o 5 : P 5 f;.,
élérent unité et si £/t) esl inversible dans un ensembls de ¢

R




A
1/FAcésignera la foneciion érale & 1/f(t) sux points ol (%) est
inversible.

Dane tout ce qui suit, nous supposerons que G est un espace normé sur

le corps R . Nous allons faire jouer le rble dc "fonctions de¢ comparsi-

son® aux fonctions numnériques Ffinies défipies dans un enseible de g 5

Lienserible des classes modulo B, de ces fonctions est ideatique

- d C/ - rs .
& ll'anneau a‘gw( & ,"R) unc partie stable pour les deux lois
g Nag
o eb &~
-"%‘r”ﬁ'r'r'rr-rr fT 4 3 X Lk : RS A T ‘:}’jﬁ T e F PR
DEFIIITION 1.- Etant donnée vne fonction g’g J6( %S ,G) et une fonction
e D Ch T e + Srce ot o o o
nunérigue £s96 (9 ., R) , ondit que ¢ esi dominée par 5 , ou cus
= = : 7 2
£ Goming g} (suivent & ), ot on derit ;5.“4{% g ou g ot stil

i3

€% el un nombre k> 0 tels que

) g dans X .

D

La relation ¢ £ est dcne égquivalente & éi g | fg i . Par définition
) i P2

H

£
si £ ot ¢ sont deux fonctions de %{ F ,6), la relation fo{gg
e V3 % “’3 .

(on % & ? _') ost Squivalente & \%;E “e,ga{ ﬂ% ﬁ . :
Com.e on 1'a vu plus _r.aut, l'ensenble - { CS‘ , ®R) est un annesu

et & partir de l'application (A , 2 ) — A% de ®x6 dans G
on peut définir sur 55@( %‘f ;%) une structure de module per

3 % £ - N
rapport & 1'anneau df@g ( %i ;, R ). Cela étant, l'ensenmble 3}

des classes modulo R . des fonctions gé: FE {ég ,6) qui

sont bornées dans un enseuble de %( est évidemment un zsous-

espace vectoriel de (6., (F ,0) ; la relation f < g peut

' . ' P
sncors s'éoerirve sous la forme équivelente F eg E& .

Un notera gue

7

: 2 £ ,> %
, pour tout A #£0, 1a relation AL <L g Bst

e S T e =
éouivalente & T ﬁ’g, £ .

‘L
il existe un cnsemble X € © tel gue pour tout peint

T it g’y 7 3
v
= ety ; e i 7 %
oh g(x)j=0 , on ait avesi ¢ (x)=0 .
v % & i 1
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On sura soin de ne pas confondre la relation fo g avec £ g

lorsque £ ot g sont ‘d.e:u:x fonctions numérigues.
xemplos.- 1) La relation Fg%""i signific gue gj est bornée dans un
enser:ﬁ)le de {? : |

2) Pour toute fonction nméri}que f et pour toute cbnétan*i:é k ;

ona £ kf '

3) Lorsque x tend vers +o2 , on a sin®x 4 s8in x .

4) Lorsque (x,y) tend vers (0,0) dans R? , o a

xy £ X+ §°

Les propositions suivantes sont des conséquences imnmédiates de la déf.1:
PROPGHITION 1.- Bi f,e,h sont troig fonetions de %( & ,R ), les
relations £ « et ’g -;;; h entraiment £4h

FROPOSITION 2.- Bolent E g deux fonections de % { Cg ,6) , g une

m

3

!
s
. - s . E g :
fonction de # (5, R) . Les relations é; 48 8t |, %
2 : iy o
entrainenty E} i 2 gé g

En outre :

PROPOSITION 3.- Solent G,,6,,6 +trois espaces rormis sur i ,

(% ;j) —> [ﬁy} une application bilinéaire continue o 6,40, dens G .

1
o= 2 i s = s A 3
81 53,3 gt |, sont des fonckions de Fe ( 5 6.} et b (F 585)

respectivenenst, 8q 155 goux fonetions de %( g’: , 8 ) telles que

& ; ; . oo ¢ 1 ‘
b, %8 o8 fF,468 ,0238 &iv%jgg@gg

1}59@
f’;%fé fs% £
-~ |

Nad

sth.1), il existe un noibre & >0
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La prop.?2 éguivaut aa fait que B G est un gous-groupe additif

%@( C:Si .G), ot lelcor. de la prop.3 au fait gque cet ensenm-

ble est unc gous-algcbre lorsque G est une algibre nornéde.

4 relation F c.‘{ % entre fonctions do b ( %’ ,&) est transitive
d'aprés la prop.1 ; comme ells est réflexive, la relation 7 Fﬁg et
gga;’g § % est une yelation d'éguivalence dans %( F ,6) (Bps. R,

§6, n%).
@é?ﬁélﬁuﬁ 2.- Ltant données deux fonctions f g de &@ ( 5";

s

on dit gque ? et g sont sexbla ables {syivant %‘f } et on éerit §q>;;@é

sions [dg ot g .

Bl s J - 1 é’j%,!a\.} Sy Looin
Lo relation % eat équivalente PR % pour tout A 0 .
£

Liexistence eiwm ensemble X € %T’ tel que, dang X |

b
R
fiosd
O
A
o)
ot
&3
£
=5
1)
)
fet

lea rolations ?(x)aﬁ et 9 (x)=0 soient &quivalentes.

Exemples.- 1) Pour une foncti.on numérique £ é€ 5@ (% ,R), la zola-
tion f % 1 signifie qu'il existe deux nombres a > 0 , b > 0 iels
Quo 3 < l £(x) gg b dans un ensemble de X ; om dit qus f est

multiplicativement bornée dans un enseable de &

2) 31 £ est un polynoue é'coefficients réels (resp. cumplexss)
 d'unc variable réelle (resp. complexe) x , dc degré n , on a
£(x) ¢ = lorsque 1 tend vers T oo (resp. vers ce ).
3) Nous avons vu qu'on a sinax g_g sin x "lorsqv;e xz tend vers
+ oo , mais on n'a ';ggﬁ" sin x sin‘?x , bien que 1lcs deux
fonctions s'annulent m,x mémes points. | «
'4) Oiz 8 xg+xy+y2 4 2+y2 lorsque (x,y) tend vers (0,C)
dans R° , mais pon  xy 2 24y |
11 résulte aussitdt de la prop.3 que si £4+55,24,8, sont des func-
tions de *’g,( x , R ) ou de & ( & , (5, les relations

‘o)
1/~ P e

et £, g, ntrainent ¥ fgm 8185 -




, = ‘
:;, On notera par contre gue, méme dans ce cas, les relations

£, ;:i gy s 5 R & n'entrainent pas £,4f, X g,8, , comne
le montre l'sxeuple cd f,;(x):gq(x)zxe : fg(x)zn(xzﬂ) .
g2(’x)=-(x2+1), x tendant vers + oo . = '

Les relations de compargiscn F g)< g f__‘( 5 : F}-‘( % sont dites
relations faibles. On dit que deux fonctions [ » 9 de FLF ,6)
sont faiblement comparables si elles vérifient 1'une (au moins) des
1o i | i
deux relations E;ﬁ g, g 4 i

Deux fonctions de &6 ( & , R ) ne sont pas nécessairement

faiblencnt comparables, comme le montre 1'exemple des foactions
1 et z sin x lorsgue x tend vers + ©°
Désignons par R la relation g-’}*{% dans g0 (% &), ot par

,%@Q( % ,8) 1'enseptle quotient 70 ( % ,G)[BG ; on notera
que la relation R entraine Ro . Par passage au quotient,
la relation F4 g9 donné, c'aprés la prop.1, uue relation

_d'ordffe dans 6‘50( @’ , G) ; l'exerple qui préecéde montre gue

g@o( 9. ,G) n'est yas totalement ordomné par cette relation.

2. Belations de comparaison : II. Relations fortes.

§
DOFILIPION 3.- Etant donnée vne fonction écé ﬁ@( g ,5) ct npe Torction

punérique g ¢ 46 (F [R), on dit gue f est néslieablo devant g ,

ou gue g est prépondérante sir ? (suivant S ) el on écrit f 4e

o g }.}gf , 81, pour tout & >0 , il existe un ensenble % ¢ %
|

%g(z)g < S%g(:&)g dans X . 4
La relation g é«{ g eost éguivalente & g} g? gg 4{ ggé ; par déefini-

tion, i [ et g sont deus fonctions de H (T ,8), la relation
(4 q (ou g ¢ ) ost squivalento 3 [ 43 [ -
Y« : -




oy

: ' -8 = ; :
Liensesble O ¢ des classes moduld R oo 4es fonctions f"%( & .6)

qui tendent vers O guivint 37 est un sous-espace vectoriel de
c <’ : X ’ ’ :
6 (3 ,6) contenu dars M ¢ ; la relation %'- {4 & pout

encore s'écrire g £ g (7; . Un notera Que ﬁ(} est un sodule

par rapport & llanneaun )J_R , 8t 0; un sous-module; de c¢o
nodule. 5i ¢ est une algdbre mormée, U, est un idGal de
1algdbre M, .
La relation ?4{5 entraire F“{s"{ g , mais ne lui est naturellenent
pas Gquivelente. Pour tout ...‘*Lg,é(} , 1a relation: A §,<z £ est Cjuiva-

lonte 2 g: A4 & -

Orn. aura soin de ne pas confondre les relations f.;;% goel o p
lorsque £ ot g sont derx fonections nunériquss.

SR T 05 A4 1, e Y

vant 1o filtre C§ ;

, : r i e
BExcmnles.~ 1) La relation 5 44 1 signific que £ tend vers O sui-

2} Lorsgue a ot B8 sonf ceux nombres réels tels que oL B ‘, on u
xc“f«%{ XB lorsque x terd vers + oo . De méme, lorsque_m et n
sont deux‘ entiers raticnnels tels gue m < n, on a zm.{@{ z
lorsgue le nombre complexe z tend vers oo . :
3) Lorsque x tend vers + 0o , ona x << of ' pour tout
entier 1 O (chap.111,§ 2,2%1).
4) Dans RZ , on a, av voisinags de (0,0)
5 L4 x| +|7] - |
Les propositions suivantes se déduisent immdciatenent de la déf.2 :

PROPOSITION 4.~ 31 f.5.,h sort trois fonctions de gff%? (F ,R) , leso

oz

rolations £ g ot gLh (resp. £ LLg ot g gi{ h) entrairent

2 %,
A5 —vé{ ﬁ £
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PROPOSITION 5.- Soient f, [, deux fonctiomsce db( F ,6) , 5 une
fonction de gg (% ,R) . Les relations .g'i <4 g et Fg 2lB
entreinont [, + Fa <4 & - | ‘

‘avire port, le méme raisoxmement que pour la prop.3 xontre que :

PHOPOSITION 6.- Soient G,,(,,G trois espaces mormés sur R , (%, y)
— {)% _y] une application bilinéaire continue de 61:«& G2 dans G .
Soient ?U F?_ des fonctions de %’ (i}f ,G,g) ot I e ,GQ) respec

tivement, g, 8p  doux fonct: ons de ;% { c‘:}f,"@) ; les relations

£ ) = i e
F a2 53;,g ey ggvﬁ% g2 {resp. ?ﬁ% &, et ?2 f§ gg) entrainent 4
{ ;

};‘

e :-q“g .4 54&)2 -
La prop.1 montre que le relation E—r«f{ qa i fonctions de

2
%)

o

"l,,

(%% ,G) est transiiive ; mais elle nlest pas réflexive, et de

S

facon précise, la relaiion F << ? entraine que ? st nulle

dans un onsetble de S5 ; en effet, pour un € tel que 0<Le <1 | :

il existe un X €D tel gue !ﬂ f(x) ” £ e gg £ (x)g pour

Fad

tout x€X , ce qui n'est possible que si | (x)=0 dans X .

PHOPOSITION 7. -81 et sont deux fometions de F( F ,G) ,
la relation E g <4 F esrt equlvalente & g %-{{ g et entrains
£

>

EG foet, F -9 << f «©ignifie, guec pour tout € > 0 , il existe
XES tel gue }AF(X)n q (x)%g £ € ﬂ § (;5;)%3l pour tout =xeX.
On en tire (’1-.2) “ gf (x) )g < !%%{x) ﬂ , et par suite f “‘é@é .
dtofi (prop.4) gf'a g«({ 9
COROLLAIRE, - La relatign : E - % «{v{ ? est une relation d'éguiva-
lence dans &g ( EF

En effet, si on a §» g%{? ot %°§1{é% ,ona b-959
i &5 % 5
et %5;@? , dlot {prop.5) ? et par suite (prop.4)
0 4 V% A .
P~ b 4L , ce qul montre que la wlamm 0@%%@?‘%‘“ est transitive
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-0 -
elle est symétrique d'aprés la prop.7 et est trivialement réflexive,

doli 1le corollaire.

' v Lol ~
DRFLEITION 4.- Ztapt données doux fonctions f,9 de B F .6),

on dit gue ? et g sont équivalentes (suivant & ) et on écrit

i»/vg siona f«g»{{f ;

Exemples. - 1) Pour une fonction nunérique P € gf ( ﬁi R ), la 7‘91&,1;103.1

f ~ 1 sipnifie quec f tené vers 1 suivant le filtre S .

23595 f(x):aoxnh.ﬁan est un polynome de degré n par rapport & ls

s 3 ¥ o 5 B
variable réelle (resp. complexe) x , oh a f(x)fv a % lorsque x

tend vers + ¢ (resp. vers oo ) dlaprds la prop.5
2} Lorsque X tend vers +¢° , (1 =)sin x s sin x .

43 Lax—squé la varisble complexe z tend vers O , e2-Anlz
Piug généralenent, si ‘? est une fonction d'ume variable réelle
(resp. 'scmplexe) définie dans un voisinage de x, , et ayani une
dérivée #0 au point x, , oD a ? (x)- ?(XG) fvg’?(xo}(x«xg}
lorsque X tend vers x_ .
5) Lorsque (z,y) tend vers (0,0) , on a

J 8in°x + sin?y ) \f x2+y2

6) Soil £(x,y) un polyncme & coefficients réels et sans ferme

constant par rapport sux deux variables réelles x,y . Si, lorsque X
tend vers U en restant >0 , il existe ume fonction o(x) conti-
mue dsne vn intervalle gﬁ,a} et telle que f(x,9(x))=0 dans

% s . s 4 : :
g(,ag , on pent montrer qu'il existe un noabrs rationnsl r et un

@

- - ; .
nombre véel A £0 telo gue o(x) nJ Ax exerc. 5.
73 Pour tout x >0, so.t 'Z'S{:f;} 16 nombre dcs nombres premiers £ I

o0 2 pu Gémontrer gue, ..0rsque X tend vers + ©° on e




Hemarque.- On notera gue la relation f£~Jg ne sipgnifie nullemeunt
que la différence f-g tende vers 0 ; cette différence peut néie

- 3 O 5
. Z étre non bornée, comme le montre l'exemple x2+x nJ x- , x tendant

vers + <0

PROPOSITION 8.- Soiemt f,,f,,g,5, Quatre fonctions de (T, R)
(ou de 5@ ( %‘J ’ @ )) ; les relations fovg et f2 N g, entrainent

B4f, MV eye, -
Br effet, on a f‘lfz_‘gggg:fi(fg"g2)+gg(f'§ -g,) ; comme £, <8, »
£ 44 g, ©of fgvg,g«-{ﬂ g , on a bien f£,f,-g,8, 44 8485 {prop.4 et 5

rar contre, nous avons donné plus haut un exenple ol on avait
P g . P rUg % atio: : g +c  nlétait
£,78, , oI, , mals ob la relation £,47, = g,%e, 2
méme pag vraie (ni a fortiori f?+f2wg,?+g2) 5

Les relations de comparaisor. F << & , F{«{ g et ?f‘u 9 sont

dites relations fortes. Deux fonctions f ,g  gde % (.‘;”)ff ,G) scnt

dites comparasbles (ou fortement comparables lorsqu'on veut éviter toute

confusion) si elles vérifient 1'une (au moins) des trois relations

?«? 5 ? ~J k3 ’ g <4 F (k constante #0).
beux fonctions peuvent 8tre faiblement comparables sang &tre
fortercnt comparablesg Dar exemple sin x et 1 lorsque x tend
vers + oo
- Désignons par R, la relation 7il existe k’éo tel que ,? S }Zg #
dans 5{6( 8{ ,G) : il est immédiat que c'est une relation dféqui-
valence, qui entraine R, et est entrainbe par R o, ; so0it
3{’%{%{,@) l'ersenble cuotient I ( %‘f ’G)/B'i . Par passaze au

-quotient, 1la relation 7 E“{’{% , ou il exisie kfO tel que

. - < ‘ ,
?m} }f{é 7 donnc une relation d'ordre dans 6"5,1(@ ,6) ; llesxenple

o Pl i ¢ 2 C? &3 e ]
gui préccdc i.ontre que Gf ,.g{ E}: ,G) n'est pas totalement oxdonné

3

par cetie relation.




—‘n\n
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Soit 7 nne application d'un ensemble E' dans E , telle que '3( ¥ )
soit une base de filtre sur 3'. Il est clair que si F g sont deux
fonctions de S (F 6, 53 cg et g o9 sont deux fonctions de
%(-Q(@:-.),G), et que la relation f.g 3 (resp. F;{g : F{o{g -
fryg) est éguivalente & gocp £ 929 (rgsp,; foe) ,‘:"\tgc@ -
Foa 43 9eo, for n Geo ).

’ ,_ comparaison onire Ponctions strictement _positives.

Soit g une fonction de dé ('CJ’: = ) , strictement positive dans un

onsemble de B . lLes relations de comparaison ot figure g peuvent alors

se fnrmler‘d}une autre manidre : la relation ? £ g é&quivaut ébgjz:iZe
gue la fonection F / g (aui est définie dens un ensenble de F Yesr
dens un ensemble de & ; 1la relation F,{.{ & ‘équivaut a4 dire que

f /& tend vers O suivant % . Si £ est une fonctionde F (FK ,R)

la relation £ g signifie que £/g est multiplicativecent bornce dans

un ensexblc de ‘5: , et 1la relation f'rvg, s gue f/g tend vers 1

cuivast & . I1 en résvlte aussitbt que si £ruk.g (k constaite £0)

? a le sirne de k dans un ensemble de &
Dans % ( ?St , ), l'ensemble T' des fonctions strictement
positives dans un ensesble de ' est telque [ / R_ estun

groupe maltiplicatif :f’w ‘dansg _'%gw( F ; R ). De méne, T/IP‘{)

et ?/ B‘i son‘; des groaipes, quotientis de Tw par le sous-groupe
des classes de fonctions de || multiplicativement bornées et le
S0VS=£Toupse des: classes de fonctions ds P ‘ten&amt vers 1 suivant
C{}; , Tespectivenent. Cela résulté apssl des prépésitians plus v
générales sniventes : |

= . T =
PROPOSITION 9.- Soient £ ot g doux fonctions de F( & , R ) strict

nent pocitives dans un enseble de %% pour tout a réel et



™

..; ’ij -
la relation £ ¥ g (resp. £,ug) est éguivalente & £* < g% (resp.
f*~sg”) ; 88 o 70, la relation f A g (resp. £ << g) est équiva-
lente & %< g* (reep. £ 4 %) ; si a <0, elle est &quivalente &
a a @
fo’}fg (resp. £ £ g7).

les déionstrations sont immédiates.

Cn notera, d'aprés les prop. 3 et 6, gue sur P/’RO (resp. f‘;/ R, ),
la relation d'ordre déduite de la relation f L g (resp. "f L g

ou il existe une constanté kié() telle que £ rUkg ") est compatible

avec la structure de sroupe de P/RO {resp. T/ R‘i>’ et en fait
done des groupes ordonnés {mais non totalement ordonnés, comme nous
ltavons wu).

PROPOSITION 1u.- S0it g ure fonetion de 7 ( =% , R) telle gue

limg g =10 ; la relation f &« g eniraine of A e ; la relation
frJg entraine log £njlog g .
En effet, si £ Kg , -2

—

LT o5
g(g -1) tend vers - oo  suivant ot . De

log g + log L , done log f-log g tend

vers O , et il en est de méme de _%%?‘lé_ -1 = loﬂlgg“gmﬁ B
_ % ,

I'ar contre, on notera guc la relation fAaJg n'entraine pas

2 . efg , come le montrs l'exemple ofh £(x)=x" , g(x)=x%+x -

i

zé.e, si frug , ona log £

. x terdant vers + @ ; ds méme, la relation f <X g n'entraine pas

log £ <4 log g , comme le montre llexemple f(x)=x , g(x)=x° ,

% tendant encors wvers + <° :

DEFINITIOL 5.- Soit g une fonction de S ( F , R ), stricteiont positive

dang un ensemble de %{ , et telle gue lim(,}- g=0 ou lim%; g=+oo |

On dit qu'upe fonction £€ H (F , R) est dlordre p (fini ouw infini)

M:—*Q,

par rapport & 5 g8i on a lim%‘




Tecrac ot

A {}

e
On notera que si T est d'ordre p par rapport &g , elle est d'ordrs
-p par rapport & 1/g, ; on pout donc se limiter au cas oh g(x) tend
vers + o7 suivant ‘?y

PROPOSLTION 11.- Soit g une ronctionde o8 (F ,R) telle que

ling g =+ ; soit £ ane fonctionde #( F, R)

a) Pour que f soit d'ordre - 02 par rapport 4 & , il faut et il

suffit aue £ 45 g pour tout « >0

b) Pour gue f goit d'ordre - o0 par rapport 4 g , il faut et il suffit
que £ K g * pour tout « > 0.

c) Pour gque T goit dlordre Iini et 6sal & p par rapport & g , 3.1 faub
et il suffit que pour touwt & >0 , on ait 2P KPP

Démontrons par exemple ¢). Si llordre de £ par rappert & g est o ;-
pour tout €& >0 , il existe un ensemble M ¢ F tel que, dans H ,
on ait (o— £)log g(x)( log £(x) € (o + 52—) log g(x) , ou encore
(~>(x)} ?(x) (g(x))g+ ; comme lim g = + o0 , ona donc

e 4L £ K g pour tout e > 0 ; la réeiproque est immédiate. Les
démonstrations de a) et b) sont analcgues. '

On notera que si f est u’orare fini p par rapport 4 g , fg"p est
d'ordire O par rapport 4 g , ot réciproquenment ; si f,; (resp. fz) est
dlordre 0, {resp. 92) par rapport & g , et sl e, T, est défini f1f2 est
d'ordre p,g—l-pg par rapport & g .

Remarques.- 1) On observers gue lorsque £ est d'ordre fini p par
éfapport 8 g , 1s rappors; f/gp ne tend pas néeéssairemexat vers une

-~ > 2 e;J :
limite suivant & ; par exemple, toute foneti Lon mpitiplicstivenent

C’O

o A ] s 2 7 “ o i Faey 2 et &5 % CIEL £ 3 YT p
E%E@_g st dfordre 0 pa: rapport & g , mals n'a pas nécessairement

de limite suivant &
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2) Une fonction £ définie dans un ensemble de EF n'a pas néces-
sairement un ordre détermminé (fini ou non) par rapport & g , car
cetie propriété implique en particulier gue f est comparable &
toutes les pulssances da'g,, sauf une au plus. Or il n'en est pas
nécessairement ainsi, comme le montre l'exemple ot g(x)=x ,
f(x)=1+xgsin2x (x tendant vers + ©® ). Dans cet exempls, f est
conparable & g% pour a <0 et a > 2 ; si on prenait au contrzire
f(x):exsin2x+e'xcoszx , T ne serait comparable & aucune puissance
(positive ou négative) e g .

4, Notations.

Etant donnée une fonctiorn aumérique f’eyﬁe( 7 , R ), il est souvent
coni.ode de noter 01(f),02(f),..., les diverses fonctions qui intervien-

nent dans une démonstration st qui sont toutes dominées par f ; on notera

de mére 01(f),02(f),..., les fonctions qui sont néglizeables devent T,
Bion cntendu, s'il n'intervient qu'une seule fonction dominés
par f (resp. négliceable devant £) on la notera O(f) (resp. o(f)).
Beaucoup d'auteurs, par abus de langage, notent O(f) (resp. o(f))
toutes les fonctions d'une démonstration (distinctes ou non) qui
sont dominées par f (rosp. négliceables devant £). Dans ce Trailé,
nous éviteroms toujours cet abus de langage, qui n'est pas sans
créer des risques de confusion.

Avec ces notations, les prop.1,2,3 se traduisent comme suit :
si g=0(f) ot h=g5g) , alors h=0(f} ; on peut écrire

(1) ‘_% )Lioi(f:: = n+1(f) (‘A'.i constantes)
(2) o(£)o(g) = o(£s)

De méme, la prop.4 prouve cue si g=0(f) et h=o(g) (resp. g=o(f) et
w=0{g}}, on = h=o€§} , et les prop.5 et 6 permettent dtéerirs

- X =t PR
(3) 2 410,(2) = 0,,4(2)
(4) o(f,0(g) = olfg) .




