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§ 1. Linéarité et convexité.

Dans ce chapitre, il est gquestion d'epsembles Vectoriels (&lgdbre
linéaire, ch. ¢ ) dont la structure vectorielle a pour corps
dtopérateurs K 1le corps des nombres résls R , on de corps ® (i)
des mombres complexes. Lorsque K = R (1), 11 y 2 une seconde
structure vectorielle sur 1'ensemble considéré, & savoir cslle
dont 1le corps d'opérateurs est %2 ; on les eppslle respectivement
structure vectorielle éomglexe et structure wvectorielle réells. -

Les 6léments d'un ensemble vectoriel M ( K ) sont sppelés
indifféremment, suivent les cas; vectours ou pointg (par abus de
langage).

Rappelons les principales propriétés des ensembles vectoriels
dont nous aurons 4 faire usage : |

: ﬁo) Oue combinaison iinéaire de n points aq,ag,;..o,gn est un
point de la forme 2{, iai ; 08 les &, sont des nombres de %i 0
S étant une partie quelconqua de }%1 ( %{ ), llensenble de toutes
les combinaisons linéaires de_ses points forme un soug-ensemble
vectoriel, le plus petit contenant S ; on dit»qus cet eﬂsemblé esh
engendré par S. Un ensenble S est dit formé de poiats linéairement
indépendantg s'il nlexiste sucune combinaison lindaire de ses pointe

qui soit nulle sans que les ti correspondants soient tous anls. Si

un sous-ensemble B de M ( K;) engendre M ( ki) et est formé de

points linéairement indépendants, on 4it qué‘c'est une bage de ﬁﬁ,(K;)
Il existe toujours une bace d'un engemble vectoriel quelcongus, et

toutes les bases somt éguipotentes. Si lg puissance de la bese est




- m&me corpe d'opérateurs, une application lindaire (ou homomorphisme )

Sin

un nombre fini xi, on dit que M (K ) a n dimensions, et sinon, que

clost un ensemble & une infinité de dimensions.

2°) 8i G est un sous-ensemble vectoriel de M (K ), et B ume
base de G, on peut trouver dans M-6 un ensemble de points C tel
que BU C Pforme une base de M (K ). On appelle ensemble guotient
de M par G 1'ensemble guotient de A par la relation x-y € G ;
c'est un ensemble véctoriel isomorphe au sous-ensemble vectoriel H
engerdré par C. M est gomme dirscte de G et B , cfest-a-dire gue
chacun de ses points x se met dfune manisre et d”ﬁne seule sous la

forme x=y+z o FEG otz €B . Un sous-ensemble vectorisl

G sst appelé un hyperplen homogéme lorsque C n'a quiun seul 8lément ;

B est dit elors droite homogéne.
3°) M (K ) et M’ ( K ) 6tant deux ensembles vectoriels ayant

de M dens Mﬁ (ou encors une fonction linéaire cléfiziie dars M, 3
5 veleurs dans M' ) est ume application £ de M dans ﬁ/ﬂg telle
aque Plxty) = £(x) + £(y) et £(tx) = tf(x) guels gue soient X,y
dans M , b€ K . Une applica‘i;ionlinéaire est‘ déterminée par
ses valours sur une base de M . Une application linéaire' binnivo-
gue 'd.e ﬁfi surT Mﬁ est un isomorphisme des structurss vectorielles |
de M et M[/ .

Une forms linéairé est par dé6finition une epplication lincaire de
M ( K ) dens son corps ci?_opém,teum K . L'ongenmble des formes
linésires sur ﬁft\, est eppelé ensemble dual de /&4\, 1orsqu?on le
munit de la structurs vectorielle o 0 est le forme identiguement

nulle, £tz la forme ayant pour valeurs f(x)g(x) , tf 1la forme

ayent pour valewrs %8(x).
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49) A tout hyperplan homogéne H dans M  correspond une forme
linéaire £ non identiquement nulle telle que H soit identique &
l'ensemble des points x od f£(x) = 0 ; si £ ot g ont toutes deux
cette propriété, ona £ = tg , t € K . Réciproguement, si £ est
une forme linéaire non identiquement nulle, l'ensemble des points x
tels que f£(x) = O est un hyperplan homogéne, dont £(x) = 0 est
dite l'équation.

Pius générelement, si G est un sous-ensenble vecicriels és M
tel qﬁe j@@,/& s0it un ensemble & n dimensions, les formes 1liné-
gires nullés sur G forment un sous-ensemble vectoriel & n dimsngions
de l'ensemble dual, é?o 51 H est un sous-eunsemble vectorisl & n
dimensions de M téliqu@ J@i soit somme directe de G et H , on
peut trouver ume base (x,;) de H ot une base (£,) de &' (A=1,2,.... 1)
telles que fiixj)aO i 1 % J,=1%18ii=j. Réciproguement, si G!
est un sous-emsemble vectoriel & n dimensions du dusl, 1'ensemble
G des pointe de j@E ot toutgs 1es'formes de §' s'apnnvlent est tel
que j%”/G soit & n dimensione, et om peut trouver dams G' et danms
H (tel que M s@if gonme @irecte de G et H) deux bases ayent les
propriétés précédentes.

On en déduit en particulier que, si g, (i=1,2..... 1) sont. n
fgzmes linc¢aires indépendantes, et a, n nombres quelconquee de %(, P
lag_équati@ns gi(x) = a; ont tonjours une solution au moiné ; 81 x
et y sont deux de ces solutlions; x-y sprartient au sous-ensemble
vectoriel de M ot tous les gy g'eannulent. '

fgéanslationso Homothéticg. xq étant un vecteur fixe de jvi ; llapplication
biunivogue ¥y = x#xo de l@i sur ﬁV& est appelée trausletion de

vectour x, . les tranglations forment unm groupe de transformatiions
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simplement transitif, isomorphe & jﬂ_ congldéré comme groupe additif
)\ 6tant un nombre Lode K , v = A x est un isomorphisme |

de ﬁﬁ sur JW[ gufon appelle homothétie de rapport j& ; les
honothéties forment un groupe (intransitif) qui laisse invariant

l'origine, et est isomorphe au groupe multiplicatif des nombres

d
£0 as K
Droites. Demi-droites. Segments. On appelle droite passant par (ou joi-
Variétés lindaires. gnant) deux points distincts x, y de M i

l'cnsenble des points tx+(1-t)y, ok t parcourt le corps §< : |

on vérifie immédiatement que la droite qul passs par deux points
distincts quelconques d'une droite D est identique & D .

Lorsque K = R (1), les droites dont nous venons de dommer
le définition Serﬁnt appélées draitesvcamplSXes, pour 1les distin-
guer des droites dans ls sitructure vectorielle réelle de l@& ) |
gui seront dites droiies reelleso '

x et § étent deux points distincts quslconqu@a d'une droite
D, tous les vecteurs y-x sont deux & deux homothétiques ; on
dit que D a pour direction un quelcongue de ces vecteurs, ou encorse
que D est paralldle & ces vecteurs, ou paralldle & la droite
homogéne que forment tous les points y-x. ¥y étanv un vecteur
donné % G, 11 pasee par un point guelcongue X uns droite et une
gseule paralléleva Yy , & savoir l'ensemble des points x + %ty , ol
t parcourt K .

On sppelle demi-droite (resp. demi-droite ouverte) d'origine x|
orientée par le vecteur ¥y f 0 , l'ensenble des points x + ty , of

- t parcourt l'ensenble des nombres pogitifs (resp. sirictement posi-
tifa)
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On appelle segment (resp. segment ouvert) joignent les points dis-
tincts x,y, l'ensemble des points tx +(1-t)y , ok t parcourt 1l'inter-
valle fermé [0,1] (resp. 1l'intervalle ouvert (0,1)) sur R .

Toute translation, et toute application linéaire de M aaps un
autre ensemble vectoriel , transforme une droite (resp. droite réelles,
demi-droite, segment) en une droite (resp. droite réelle, demi-droite,

segment ).
Si uwne translation transforme un point dfune droits en un autre

point de cette drcite, (clest-a-dire si le vecteur de cotie transla-
tion est paralildle & la droite), elle transforme la droite enm elle-
méme ; toute droite homogdne est tramsformée en elle-méme par une
homothétie (une droite homogéne réelle par une homothétie de rapport
réel). | .

Une partie V de _,M, est dite' valriété linésire si ello contient

la droite joignant deux guelconguss de ses points (distinects) ; toute
intersection de variétés linéaires est donc uwme varidté linsaire

{(en considérant l'enseunble vide et l'ensemble réduit & un point

comme des varidétés lindaires). S étant uns partie guslcongue 43 J@i ,?
il existe toujours an- moins une vVariété lindaire contenant S ,
& savoir ‘ﬁ@ lui-m8me ; l'intersection de toutes les variétés
linéaires contenant 8 est appelée ls variété linéaire V(S) engendrée
par 8 .

Toute trenslation, et touts application lindalre de M dens wmn

sutre cusenmble vectoricl, transforme ume variéié lindsire en variéteé
lipéaire ; on peut done toujours transformer, par uns tranglation,

une variété iindaire en variété lindaire homogene, c'est-a-dire
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Passant par l'origine. Or, il résulte de la définition des waristés
linéaires que les variétés linéaires homogdnes ne sont sutres Qne
les gous-ensembles vectoriels de M ; 81 on appelle paralléles
deux variétés lindaires déduites l'une de l'autre par translstion,
on voit que toute variété lindaire est paralldle & un sous-ensemble
vectoriel.

On en déduit sans peine que la variété V(S) engendrée par un
ensemble S quelconque est l'ensemble de toutes les combinaisons
lindaires 213 tixi de points de 8, qui satisfcnﬁ‘a la conditionv
i

1 Toute veriété lindaire paral;éle & un soum-gngemble vecioriel
& b dimepsions est dite yariété linéeire & m dimeneions ; elle st
engenérée par ntt guelconques de ses points, pourvu quiile n'sppar-

tiennent pag & une variété linéaire de dimension < n .

Toute variété linéaire paralldle 2 un hypsrplen hamogégg ost dite 5
byperplen ; tout hyperplan est donc identique & 1l'ensemble des
points qui vérifient £(x)=a , ok £ est une forme lindaire non
identiquement nulle, et a un nombre de.%ﬁ ; et réeipzoqu@ﬁemt,'

» hyperplans linéairement indépendants (clest-a-dire dont les

formes linééiree correspondantes sont linfairement indépendantes)
ont toujours des poinis communs, qui forment ume variéts linéaire
peralléle & un gous-ensemble vectoriel G tel que ﬁﬁnjfﬁ ait o
dimensions.

Lorsgue F{ = ?&(iig les variétée lindasires précédentes seront
dites variétés lindaires complexes ; ocelles gul corrsspondent & 1ls

structure vectorielle réelle, variétés lindaires réelles.
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Poecmbles 6tollés ot ensembles convezes. Soit X, un point de M ; on it
gu'un ensemble B ,ﬁ@ est 6toilé par rapport 8 xb si, gquel que soit

x€E , tout point du segment jolgnant x, et X appertient suesi

& E ; toute intersection dtensembles étoilés per repport & X, est

encore un ensemble 6toilé paer rapport & x, -

Considérons une deni-droite quelconque d'origine X, orientée
par le vacteur y , ot soit ty ls borne supéricure des valeurs (e |
t 20 telles que X +ty € B ; il est immédiat, em vertu de le @
définition, gue l‘ensemble des valeuxs de t telles gue x<+tyg£ E
est, soit 1l'intervalle 0 <t < ty , Boit 1'intervalle 0=t < ty |

(on est tonjours dans ce dernier c¢as sl ty + ©2),

On dit qufume partie C de jﬁ, est comveze si, quels gue soient

les points distincts x,y de C , tout point du segnent joigpnant x |
et y appartient & C : cela éguivant & dire que C est 6toilé par
 Toute variété liméaire, toute

variété lindaire réelle, toute demi-éroite, est convexse ; lt'inter-
séction d'une famille d'ensembles convexes est un engemble BOnvexe.
Bn particulier, l'intarsection d'un ensemble convexe et d'une
droite réelle est un ensemble convexe, donc soit l'ensemble vide,
goit un point, soit vn segment ouwvert, augmenté ou non dfune seule
de ses @xtrémitégg ou des deux, soit ume demi-droite ouverte ou |

fermée, soit enfin la droite toul entiére.

Soient X, ;X5;.000%, B points d'vn ensemble convexs ¢ ; le point

Ffr

x = Ezz £, 1 0 o les t sont des nombres de liintervalle §08{T
=&
tels gue §£L I = 4 5 eppartient aussi & C . On le démonire aigew

=1,
- ment par recurrence Sur n ¢ en supposant tng 1 (3 ans quoi la

proposition est évidente), on peut serire x=(1-t,) 7 + t.%, ,
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oh y= Z tixj./ (1=t ) , at o& la proposition, y appartenant par
hypothés; séf C .

Considérons slors un ensemble guslcongue S ; l'in’cgrsection G¢(s)
de tous les ensembles convexss contenant. S est appelé l'ensenble con-
vexe engendré par S ; on a &videument ¢(8) c v(s). si x, est une
application biunivogue sur S d'un ensemble d'indices , C(8) est
identique & l'ensemble des points =x = Z, t_x_, ohles % éont
des anombres de [0 1] - xmls & l'exception d'un pombre f£ipni dfentre

eux et tels que 7, L ; en effet, C(S) doit contenir l'ensemble
tel :

de ces points, d'aprés ce qiz,i précdde, et on vérifie immédiatement que
cet ensemble est convexe. _
‘Toute translation, st toute agplicatioa lindéaire de ﬁ’%. dans un
. autre ensemble vectoriel : braugf’oma un enseable 6toilé par rapport &
0
convexe en un eunsemble convexe
Considérons maintenaut un produit M (K ) = M ( K ) dten-
sembles vectoriels ayant le méme corps d'oper&‘teurgéK(K & ou
K =R(1) ) : on rappelle que la structure dlensemble vectoriel y
ost définie par (x_ )+(y ) =(x, .y ) , ot, Bl A e K,
A (x, )= (A x_). On voit immédiatement que, si V, est ume variete
linéaire dans M TT vV est uno varisté lindaire dsns M ;
de m@me, gl Gzy est un ensemble convexe dans M ;, 1e produit
71 ©_ est un emsemble convexe dans M .
: Exercice. Appelons gurface d‘un ensenble convexe C 1'ensemble
G des points éé M pasaéde,nt la propriété suivante : & tout
x_eé correspond un y € G tel gue tous les points yrt(z-y)

X, en un ensemble étoilc par ranport 2 l'ima,ge de x4, ot tout engemble |
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appartiennent & C pour 0 <t < 1 ; ot au complémentaire de C
pour t>1 (x pouvant ou non appartenir & C). Montrer que
l'engemble C!' = C U é est'convexa.

HYontrer sur l'exemple suivant que la surface des C! peut
comprendre des points n'appartenant pas & C! : on prend pour ﬁ@
un ensemble vectoriel ayant une base dénombrable (e,) (2=0,1,
.++s) ; pour chaque n >0, on considdre 1'epsemble &, des
points t e +(1-1/n)ue, , ot tte <1, 6, otu éfgm
positifs et tn % O ; on appelle C l'ensemble convexe engendrs
per la réunion des A (p=1,2,....) ; montrer que le point &,

gppertient & le surface de G'ls'mais non & lz surface de C .,

Fp@pﬁigﬂgm;;gégigggwgﬁ Dans cette section, nous sppelons Lonctions
fonctions convexzes. linéaires les formes linéairés de la structures
vectorielle réelle (ce sont les formss lindsires tout court gi
K =R@) ) esar M ; on aéfinit do mBne les fonctions linésires sur
un soue=ensemble vectoriel réel de ,ﬁﬁ s
Tout hyperplaﬁ réel est l'eonsemble des points x tels gue £(x)=a :
of £ est une fonction linéeire définie sur M , 8t a un nombre réel;

et réciproguement, uns telle équation définit un hyperplan réel.

Deux points x,y, de jV@ sont dits d'un méme ¢8té de 1l'hyperplen

f(x)=a2 si f£(z)-a et £(y)-a2 sont tous deux pQSitifB ou tous deux

négatifs ; l'ensemble des points situés d'vn méme cté d'un hyperplan

est convexe , comme on le vérific immédiatement. |
Une fonction réelle p{(x) définie dans j@@ s, est appelée fonction:i

convexe homogene, si, quels que spient x,y, p(xty) < p(x)+ ply) ,

et si, quel que soit x € M et quel gue socit t positif :
p(tx) = tp(x) (ce qui entrains en particulier p(0)= 0 Y



e 6étant un nombre réel quelcongue » Ll'onsemble C des points x= tels
que p(x) < & , et l'ensemble C des points x tels que p(x)< a
sont des ensembles convexes, comme il résulte immédiatement de :
1%inégalité p(tx+(1-t)y) < tp(x) +(1-t)p(y) , valable quels que
solent x ot y , et quol que soit t dans EO,‘E] « 81 &8>0, ces
ensembles contiennent l'origime ; en écartant le cas ob p(x) est
identiguemsnt nulle, si, en un point x# 0 , p(x) <0 , 1a demi -
droite issue de l'origine ‘et passant par x est contenue tout entidre

dens G ; 8i, au contraire p(x) > 0 , l'ensemble des points d'inter-

section de C (resp. C) avec la demi-droite issue de O et passant
par x , se compose des points tx ;08 Ogt Qa/pﬁx) (resp.
05 ¢ < afp(z) ).

Réciproqusmentg soit C un engemble couvexe contenant 1'origine
et tel gue l'intersection de ‘@’.avec_ une denl-droite gusleongue
issue de l'origine soit un segment Joigpent ce point 4 un auntre
point, ov la demi-droite tout entidre , posons p(zx) = Borme 1/% ,
oft t parcourt l’eﬁsemble‘&es vé.leum posii;ives telles que tx €T .
Il est clair que € est l'ensemble des points oh px)< 1, ot qae
p{tx) = tp(z) quel que soit ¢ > 0 ; reste & montrer gue
plxty) < p(x)Hp(y). Or, si a >p(x) ; b >p(y) 1les points z / a,
v / b appartiennent & T , donec aussi le point (x%*'y)/(a%‘b} 5 dfoh
p(x*’y)g ath , et a et b éon‘t eussi voisinag qu'on veut de »nl{x) et
p(y). On démontre de la n8me manidre la réciprogue relative a
1énsemble C. ' |

. HNous arrivpns naintenant & un théoréme fondemental dlexistence

ées fonctions lindaires :
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Théoréme 41 (Hahn-Benach). Eta _
p(x), et une fonction lindaire f(x) définie eurunsous-ensemble -

vectoriel réel G C M , ot telle gue £(x) € plx)
xXeG,

M tout entier, et qui est telle que T(x) £ p(x)
Soit o{ le famille de toutes les fonctions linéaires F qui pro-

il existe unc fonction lindaire T gui grologe £ & l'onsemble

5@@lmaugwgglt X,

longent £ & un sous-ensemble vectori_el réel do M ; et setisfont
& 1'inégalité F(x) £ p(x) en tout point ohk elles sont définies.
A toute fonction F de cetie famille, faisons correspondére son

ensemble représentetif F?\% dans le-nroduit M x R ; on obtient donec

: une famille @{) de parties d.e M % R qui contiennent toutes f%’ .

Or, on voit immédiatemnent que si m est une partie totalaman’c
ordonnée (pa,r inclusi@n) de 9{,0 % ; la réunion dee @nsemblea do %@
est encore un ensemble d.e a{g A @n peut dorec appliqu@r & @{4 %

théoréme cie Zom : il existe un :- maz:im.l £ . qui est

linéaire sur un seus ens@rable vectoriel z-éel H de c,/\/%,, : 6 ¥ gatiaa
felt & (x) < p(x) Reste & démontrer que H = M .

Or, supposons que X % H, et goit H! le sous»@nsembl@ vactoriel
réel engendré par H et X, ¢ tom_‘: point x éH? se met d'une ’m&niére
et d"‘u.ne seule gous la f@Z’E@ x=s3y+ tx, , o ¢ est réel et ¥ @ H .
S“ﬁ on montre Qu' il existe wne fonction lindaire g, prolongeant T
dans B! et telle que g(x) < p(x) dans B' , on eboutira & une
contradiction, ¥ étant un prolonﬁement ma.ximal et le _théof&w sera
donc établi. : : _ : '

. Or, 81 g(x )=a , 11 faut montrer Qv.’on pem; tr@u:ver ¢ tel gue
f(y) + te < p(y + tx;) quel gue goit ye€H et t £ 0, ou encore,
en posent z = v/t aue (1) =p(-x,-z) < Tz}t = < p(x;+a)
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quel gue sgoit 2z € H. Or, quels gue soient z! , z" dans H
FT(z® )-£(2" )=2(2'-2" )} < p(2'-2") = p{(xo-i'z')'fr(ax;z“)l <
< = tzf I+ p(-x,-2")
ce qui sléerit encore
-p(-x,-2")-T(2") < p(x +z9)=f(z')
et montre par suite que les nombres

m = Bo.me [p(x +z)=?(z}] et 20&@ {p(wz ez)a'f(z)}

sont finis, et que B <M ; on prenant o tel que B <K < U ,
1'inégalité (1) sera donc vérifiée pour tout z € H .
' C.Q.E.D.

Corollaire 1. Suels que solept la fonction convexs homopéme p(x)

et le point x, ;4: © , 11 exziste une fomctiop lindsire £(x) telle
gue f(x,) = p(xo) g;k, £(z) g p(x)
- Prenons en effet pour sous-epsemble vectoriel G la droite réells

guel gque soit x .

pessent per x, et 'lforj.gir;e ;- en posant g(txo)ss tp(xo) guel que
. Boit t réel, or d&6finit uwne fonction linéaire sur G telle gue
glz) g p(x) ; aéa.r gl t >0 , cette inégalité est vérifibe par
dsfinition, et s <0, on & 0=p(0)< pltx Hp(~-txy)=p(tz,)-tp(x,).
Il suffit alors vd’appiiquér :le théoréme pré@é@ent & 1& fonétion E
pour en dédulre le corollairs. |
Etent donné un ensemble convexe C, un hyperplesn réel E est dit

hyperplen d'sppui de G i tous les points de C somt d'un méme cCié

de H , ot 81 de plus E contient au moins un p@'mt de C . Le corcl-
la.ire-"%‘ peut alors s'énoncer encore de le fagor suivante :
Corollaire 2. p(x) étant wme fonction convexe homogdne, soit G
l'engenble convexe des points x tels que p(x)<a (a>0) ; par
tout point x, %el gue p(x,)=a, i pa

passe au noins un hyperpler d'appui
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8i, pour chagmne hyperplan d'appui de C » On considdre l'ensemble
convexe formé des points situés par rapport & cet hyperplen du méne
coté que lforigine s on peut encore dire que C est l'intersection

de tous ces enserbles convexes.
$ 2. Zspaces linéaires.

Hous ne considérerons tout d'abord dans ce Paregraphe, que des
ensembles vectoriels dont le corps des opérateara est le coz@,g @ag
nombres réels ; en terminant, nous indiquerons comment les résultats
obtenus se généralisent lorsque R (1) est le'corps dee ocpérsteurs.

Soit donec M tm sngemble vectoriel dont le corps des opératenrs
est R ; on sait gue, si on considdre M, comme groupe abélien
edditif, wne structure uniforme séparde sur M définit M comme
gue (ech. III, § ) 8% elle vwérifie le conditicn

suivante :
a) La fonetion =x-y est continme dans MM .

Hous dirons de plus gue M » muni de cette strueture uniforne,
¢st un espace lindaire (ou espace vectoriel) si, en outrs, la

conGition suivante est remplie :

b) La fonction Ax est contimue dans M x R.

Conformément eux définitions générales, si M ot M’ sont deux

espaces lindalres, nous diroms qu'ums application biunivogne £ de M
sur M/’ est un isomorphisme si c'est & la fois un isomorphisme pour
les structures vectorielles de M et Mi et un igomorphieme pour
leurs structures uniformes.

Dfaprés un résultet général du eh. IIT (¢ ), x-y est vniformé-

ment continue dans M x M 81 a) est vérifide ; de méme 2 Quel que




=43 -

so0it .I\ ,/l x est une fonction uniformément continue de x, en

vertu de b) et de la relation ./\ (z-x!)= A X~ }Lx' ; enfin, de 1la
méme maniere, on voit que pour um X, fixe guelconque, A x, est

fonection unif‘omé_ggent continue de ./L - De ces remargues on déﬁuit

en particulier que les translations et homothéties sont des isomor-
phismes d'un espace linésire sur lui-méme. -

Onsait que la structure uniforme d'un groupe topologigue est
déterminée par la comnaissance des voisinages de 1!'élément tmité

(ch. III) : nous allons chercher les conditions que doit renplir le

filtre des voisineges de l'origine pour qu'il détermine sur M
wne structure dlegpasce lindaire. Fous utiliserons les notations
suivantes ¢ 4 et B étant deux parties guelconques de M , A+B
sere l'ensemble des points. x-rﬁy , 08 xz € A, Fe B ; A 4 l'spnsemble
des points 4 =z s O X E L ; 5 enfin, noue déaignerons par ax 1l'en-
semble 4+ §x} . ‘ ‘ | .

On remarquers qu'en général om n's pas A + A = 24 .

Exerciee. Hontrer que, si A est étoilé par m,pport & l'ori-

gine et si toute demi.fdroite coupe 4L guivant un ensemble de

la forme y = tx » O gt <,tx ', une condition nécessaire et

suffisante pour qgu'il sovit convexe est que A + 4 = 24 ,

Pour 1'étude ces voismagea de 1lforigine, on sait (ch.III) qu'on
peut se limiter a ceux gui sont synétrigues, clest-a- dire tels que |
V=7, puisqu"ile forment un systime fondamental @ » Lag condi-
tion 8) se truduit slors - 4 par la condition équivalente sur les |

ensembles de @
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a') Quel auo goit V& G , il existe WE (5 tel que W + W V.

Pour obtenir de méme des conditions équivalentes & b), observons
d'abord gque, guel que soit le poimt ( J\.o ,xo) € R xM, on peut
éerire
Az - A, x, = (A - Az (z-x, YA HCA - Jga) (z-=z,)

et, par suite, si a) est remplie y 1o conditiczz b) est équivalente
' & la conjonction des trois conditions
' by) GQuel. gue goit x €M )L X, ©st une fonction continmue de A
gu point j& =0 .
bs) M&L )L e R, ﬁ. X est wne fonction contimus de x
an point x=0. ; :
bs) Ax est continue au point 0,0) do R xM.

Q.r lae traduction de ces trois CQnditions en conditions portant sur

les ensembles de @ résulte immediatement de la définition d'ane

fonction continue ; elles deviennent respectivement :

;. quel gue soit V€ & , il existe

bj ) GQuel gue soit x, € f?
<>0 telaye A x &7V pour tout A tel que E)ﬁ%g o .
b') Guel gue soit ){,96 R s 8t guel gus goit ¥ & @ » il existe
e@  telaque AWCV. |
bi) Quel gue goit V€ (B , il existe WE (B ot «<>0 tels
' que A.WC,VE towt A tel que Bigégﬁ. '

~ Les deux dernilres conditions peuvent s?exprimer autrement : bé)
signifie gue, si V & @ ja,‘? & @ quel gue soit JL >0 ; 81
alors, damns b'), on pose V! = %{a{ﬁ W , on voit que V' est wn
voisinege symetrique £toilé contenn dans V. On gboutit donec em

théoréme suivant :

e
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Théoréme 1. Si M/ est un espace lindaire, il existe un systime fonda-
mental de voisinases de 1'origing (G formé df ‘
et vérifiant les trois conditions :

By . L'intersection d'un ensemble guelcongue de (& et d'une groite
'orig;ne ot la droite tcut entidre - (d' oh résulte en particulier gue

les ensembles de @ sont toilés).

Byr. SQuel que goit V £ @ et guel gue soit )é.}@ AV 6@
mel que soit V€ (B, 1l exigte € (S tel que WW < T.

mmée d'vnsembles sym étri»

ques vérifient ces trois copditions et dont 1'intersection est 1'origime

elle defig‘j. sur M mne structure d'esgace linésire dang lag
' 18208 de l'oricine.

velle slle

Bemarques. 1 ) On peut munir un enaembla vectoriel quelcongue
M d'une structure d'espaee linsaire. Soit en eﬁ’et B une
bese vasctorislle (Algébre dinéaire, ch, ) ae M ; ot o
uwne application bixmivoque sur B d'un e,nsembl@ av indices E :
‘tout poiat ‘x € M se met done dlune nanidre et d'une soule A
'sous lg forme x = >, X, ie@' ; ot les x_ sont des nombres
réels nuls é'l’.exeep;iond‘un‘nombre fini d'entre eux. Si om
pose plx) = ing.x Exb E : p(x) est vne fonction convexe ‘homogéne;
~ en désignant par V l'ensemble p(z <a) (a nombre strictement
positif queleonque), on vérifie immediatement que la famille
des ensembles V, satisfait aux conditions By, By, et E‘III :
et définit donc sur M uze structure d'espace linéaire (clest

méme ¢e gue nous appellerons un peu plus loin une structure

d'espace linéeire normé) ; oum aurait un résultset analogue en

S 3
uiilisant. la. fooedion. ~cozeor. (w), = Gz s




uniforme de la comvergemce simple (voir ch. ViI ,© ). Uals

espace complété ; montrons que M
En effet, comme M est vn groupe additif abélien, J/WA est suesi

un grovpe additif ebélien guand la somme de deux éléments est par

définition le prolongement de la fomction x + y (ch.III, % ). Il

nous suffira d'éteblir aue la fonetion _j\g x peut &tre prolongée par

1R
o

=17 .
2) Soitﬁﬁ un espace linéaire, | umn ensenmble guelcongue ;
sur le produit M cn peut définir une stmcf.ure d'espace
linéaire en y prenant la structure uniforme produit des struc-
tures uniformes des espaces facteurs ; si M=R 5 on obtien
einsi un espace linéaire qui n'est eutre que 1'espace F; (R)

des fonctions réslles définies dang L » avec la structure

on peut f_&,ussi,' comne on le vérifie immédiatement, définir sur
ce peirt une structure uniforme d'espace linéaire plus fine -
de la menidére suivante : V &tant un entourage quslcongus de M
on considére l?@asembl@ v des couples (z,7) de poimts x -(.'K, )
-(3’ ) de ﬁ’/ﬁ tele que (x )7, YEV guel gus soit LE€L,
Lorsqgue M = R , om retrouve einsi l'espace F@@ (R ) des

fonctions numérigues définies dans | , avec la structure de la

convergence uniforme (ch. VII, $ ).

Bxercicen Généraliser & l'egpace F’@ (R ) Q@ étent une
famille de parties de [ du type daérini eu ch. VII, 3?1 . .

8
linéaire. Soit M un esgpace linéaire, M son

esgt encore vn espace linéaire.

continuité dams [ x /\/\ ; on vérifie immédiastement gu'elle d@finira

7

i dans M

une multiplication scalsire satisfaisant 2ux axiomes des

ensembles vectoriela et d'autre part, ce prolongement &tant continu

dans R 4 M M sers un oesgpace linéairs.
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Pour montrer que le prolongement est possible, nous établirons

que 1l'image par la fonctiom Ax de tout filtre de Cauchy @ sur
R b3 M est un filtre do Cauchy sur M : on appliquera ensuite
ls prop. 7 du §3 au ch. II, j\_x étant considérée comme définia sur

une partie de Q X M et prenent ses valeurs dans M

Les projections @ @ . g sur M ot R sont dec
filtres de Cauchy ; @ converge done vers un point JQ‘%, de R .
Donnons-nous arbitrairement un voisinege V de la famille C
nous suffira de montrer qu'on peut tromrer un ensemble A & @7 et
¥R ensemble B & @ tels gue, guelis gue soient x?, x® daus A,

A A i , Afzr A'x' appartient & v.

On peut écrire P J%,Bx* = (A" - )@f )xt + «M (x"-x') ; s0it W
ur voiginage tel que W + W V , B,ﬁ un engemble de @ 2 contenu
dans 1l'intervalle (-2 %j\, % 42 gﬁ. g ); &4 un ensemble a@,@? tel
gue, pour deux points x',zcﬁ de Ay , x7-x' € %/a é ;’} ; ces ensenbles
existent d'aprés l*hypothése sur %ﬁ . S0it ensuite W' un vaism&g@
tel gune W'HH'¢ W ; on peut trouver um ensemble A & (3{ contenu
dens A’i et tel -qu.e-A xﬁ%x“ @, %' opour t;out couple de' poinis de A .
Soit alors x, an point de A& ; il existe un nombre >0 tel que
gix € %' (et on peut supposez‘ g‘ﬁ«é?) : dét@rmiwons a,l@rs un
engemble B de @ contenu dans 1'intersection de B’ﬁ et de llinter-
valle (_J‘*\;G =%, Ji@'%'{g- ) : quels gue soient )‘f 7 /V dang B et x!
deng A , on aura i
(A= Kt = (A e Az e A" A yarex )
et d"aprég les choix précédents, (j“ GM 6 B, (/%,” )a,
(xiazo) € W' parce gue zj%,us ._A. §< 1 d.onc (ﬁ.ﬂm .)x X' € W ;
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comme d'sutre part ]A”,< 2 "J\a‘ , A(xr-z)em , €2 gui démon-
tre la proposition.

' - La démonstration serait beaucoup plus simple si J\.x était
A ;.ma.is

ce n'est pas le cas en général. Soit en effet Vo vn voiginage
fixe de 1l'origine ; pour que A\ x soit uniformément continue
dans V xI , ok I_ est un certain voisinage de 1l'origime |
dans R, il ‘faudrait en particulier gu'a tout voisinage V
corresponde un nombre € >0 tel gqus, si i ‘Af£< e et
‘j\”!<e ,omait (A -Aixev quel que soit =x eV, ;
or cela ne signifie pas gutre chose gue le fait que la

femille des ensembles A V,

voigsine rine, ce qui n'a pas lieun en général.

Exercice. Montrer que, sl cette condition est satisfalte,
J‘L x est bien uniformément continue dens tout voisinage

de l'origine.

Propogition 1.

linéaires et des ensembles convexes. = lindaire, 1'edhérence d'une variéts

E

En effet, goit V une vai'iété linéa.ire ’ ‘Xo et y, deux points adhé-
rents & V. » © un nombre réel quelcongus ; montrons gue zogtz;@ﬂ'i»tv)yg
est gussl adhérent & V. Pour cels, soit U un voiginage guelcongue
du systéme @ , Uzo le voisinage corfgspondant és Z, ; choislssons
éans @ le voisinage W tel que W C U , puis, 81 X ﬁax(ftg,
|1-t[) , posons Wt = 2 ¥ . Par hypothdse, 11 existe ua point x €V
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dens le volisinage W' s ©0 un point y € V dans W! ; on a dlautre

pert =z =[ﬁx&(1~t);} =t(x -x)+(1- t)(y -y) ; ce pozgt se trouve donec
@Gans U , et par suite - tx+(1-t)y€U zo' ce qui montre bien que z, eV .
Le raisonnement est tout & fait analogue pour un ensemble convexe.
S étant une partis guelcomque d'un espace 1inéair@.ﬁﬁ

apypelle variéténlinéaire fermée engendrée par S l'adhérence de la
variété linéaire V(8) engendrée par S. Om dit que 5 est un ensemble
total e1 V(8) = M . Tout ensemble ouvert (I est _total : cap si

x, € £l , et 81 x est un point quelconque de M xo—%u)L (:ccxo)é;fi

pour une valeur comvengble de Jk‘ dfaprés Er , ot par sulte ?(gz,)

contient x, done V(L1) = M. 11 eu résulte qu'une variété linéaire
~ distincte de.ﬂﬁ, ne peut contenir: de peint intérieur ; uns variété

linéaire fermée distincte de M est donc Sparse, ot 11 an cot an
- ménme par suite de toute variete lineaire‘non tot&la.f i
On zura soin 4e ne pas confbndra les notions de bage et

d'engenble total ; une base est tonjours un eunsemble

total,.maig un ensemble total n'est pas une base en
' général, peisque 1l'ensemble vectofiel gu'il engendre est
seulenent partbat dense; et non identique & l’espase‘ﬁﬁ ,5
11 résulte de la définition dfune structure d'espace linéaire gue |
1la structure uniforme induite d'une variété linéaire homogéne diun
espace linéaire j@i est, sur cette variete, une gtructure dfesgpace
linéaire ; il en est de mem@ pour une variété linéalire guslconque,
au'on peut considérer comme emsemble vectoriel en ¥y prenant ume
origine arbitraire, dorsqae nous parlerons d'une variété lln&aire
de ﬁ% s congidérée en tant gu'espace linéaire, ce sera toujours de

cette structure induite qu'il slagira,
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Proposgition 2. Dans uvn espace linésire, toutse variété lindaire & n

Il nous suffirg de considérer les varlétes homogénes ; 8i x%,xg,,.,

coo X, sont n pointﬁﬁllneairement indépendants d'une telle varigté,

& tout point x = 25; tizi de la variété correspondé biuvnivoguenent 19'
Y]

point (ti) e @2 , et cette correspondance est linéaire. La proposi-

tion sera démontrée si nous établissons que, sur ?232, il n'existe

! fig N
Supposons done donnée sur ?% vne structure d'espace 1lindsire,

définie par un systeme fondamental (%5' de voisinages synétrigques ds
liorigine satisfaisent aux axiomes E., Brgy Bpzz 5 il nous faut
montrer que ¢

1° Tout ensemble V‘€.§§; contient un interveile cuveri contensnt

L]

lioriging | A
20 Teutmintervaileﬂouvert centegant l9ori“

e G

1° La propriété est une comséquence immédiate de Bygg ¢ 11 existe en

ine contient un ensemble

effet un ensemble ¥ € (S tel que J¥t...#W CV ; W contient los
pointe 8 38,5000;8, situés resnectivemen% fu%gles n exes de @@ordono

nées et # G ; done V contiert l'ensenble des points Zi: ti 4 ot les

b=4
ti parcourent (-1,+1), c’est-aadire un intervalle ouvert contenant

liorigine.

2° En vertu de E;;, il suffit de montrer qu'il existe daus (E; un

ensemble borné. A cheque ¥V éL(ES faisons correspondre lfensembls Vé

des points x de ls périsphdre 52 ' tels quo, dans tout voisinege de x

n-14

gur ©§ » 1l existe des points y tels que la droile passant par O et

¥ coupe V suiveni un segment arbiirairement grand ; om voit imunédiatement
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que V_ est fermé (la topologie qui imtervient ici est la topologle
ordinaire de FZfl). L'intersection des ensembles V_ , lorsque V
percourt 6 , est vide:ear, dans le cas contraire, il existeralt
X, commun & tous les Va ; V étant quelconque dans @ , Boit W & @ ]
tel que WE(C V ; W contient un intervelle ouvert A contenant 1fori-
gine ; quel gue s0it A_;»O ; l'ensemble des droites issues de O

et de direction ,A_xoax , o& X parcourt 4 , coupe ﬁnf1 suivant un
voisinege de X, i comme x, £ WB » 11 existerait donc un y & W tel
gue X s.ﬁ,xbay soit dans A, ce qui entraime J%,xb € V ; par suite
la droite passant per O et x, appartiendrelt tout entiére & V ; quel
aus goit V é}@@; , ce qui est gbsurde, puisque la structure
uniforme d'un espace lindaire est géparde. Comme gh-1 est compect,

il existe alors un nombre fin;'d?ensemblss.V'é;ig;_ tels qﬁ@ 1iin-

tersection des V correspondanis soit wide ;‘mais alors l'inter-

section des V appartient & (5 et est bormée. _
C.Q.F.D.

ace linésirs, toute vari6té lipéaire & n

Corollaire 1.

e

mé8 .

. In effet, c'est un sous-espace complet.

Corcllaire 2. Zout ensewble CONVEXS
CONNexe. ._

En effet, deux poimts guelcongues peuvent étre,joints par un
segment, gui est homéomorphe & vn intervalle fermé sur la droite
nunérigue, cfest°é=dire 4 un ensemble connexe.

L'hypetkése de la continmité de J& X per repport &

l'engenble des deux arguments _&, et = f(ou,ce qui revient %

au méme, lfexistence d'un systéme fondamental de vaiginag@B;
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étoilés de l'origine) intervient de fagon essenticlle dans lea
proposition 2. On peut en effet construire, surAle groupe
additif des nombres réels, une structure uniforme de groupe
topologique, pour laguells la fonction J& X est continue par

rapport & chacun des arguments dk., X, mais non per rapport &

l'ensemble des deuxz arguments ; ot cette structure est digtincte

do celle de R (voir Appendice).
emb;qmgggzgxemcontenantﬁunmb

&‘M_z» S0it C un ensemb
v_guelcongue de C , tout point de la fcrms

point intérieur

X +t(x~x ) oh O @:t <1 , est intériecur a C

En effet, C contient par hypothése un Voisinege J ; donec, quel gue
s80it 2z €;V = £ contient gussi le point z+t(x#z) 2 mais 81 on pose
1
=% 4 =X =
y=X t(x,xo) et W = —
autre que W? » ©@ qui montre que y est intérieur 3 C.

V , llensemble des points zit(x-z) nlest

Corollaire. 8i C est un,ensamble convexe fermé contenant _on point inté-

Iieur Zys tcutewdami4droite”;ssue de %, et non contenuve daens C coupe €

sulvent un seement d'extrémités x, et x#x, ; 1'ensenble des points x |

ogt identigue & le frontidre de C .

En effet, x ne peut 8tre intérieur a C, puisqu'il existe une droite

X nlest pes intérieur ; dfautre part, si y est un point frontidre guel-
conque, la dami -@rocite issue de %, et pessant par y ne peut coupsr €
que suivent le segment Jjoigpant x, et y, en vertu de la proposition
précédente.

Uz ensemble comvexe fermé et contenant un point intérieur est

appelé corps convexe. .
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n
Dans 1'espace numérigue K , la structure des ensemble convexzes
formés est particulidrement simple ; on a en effet la proposi-

gl vn ensemble convexe ni1 points

tion suivante

pour le voir de faire une transformation linéaire non dégénérée
qui améne les nt{i points considérés respectivement en 0 et en n
points & ,8y,...,8 situés chacun sur un des demi-axes de
coordonnées : 1l'engenble convexse transformé contient alors 1!in-
tervalle H?mTw [b aifn] » donc contient un point intérisur, et
il on est par suits de méme de l'ocnsemble imitiel. De cetts

proposition résulte 1mmediaoement que, si un ensemble fermé
convexe dans E% : engenare une variété linéaire a §¢) dimenalonsa
c'eat un COTrpS COnVvexs dena cette varié té (e@rps convex& & p

dimensicns) .
On voit aussi gue, dans F% ; an point intérieur & un ensemble |

convexe est carsctérisé par le fait que, sur toute demi-droite

Dans un espace linésire quelconque, cette d@rniére proposition;
| est inexacte : on peut donmer des exemples d’ens@mbles CONVEXes
sans point intéricur et tels que toute d@mi droite issue &?un
quelconque de leurs points contienne au moims un autre point de |
l'eneemble (voir Appan&ice) ; la variét@ 1iné aire engendrée pa» |
- un tel emsemble convexe est alore identique & l'egpaees tout

entier.

Fonctions linéaires continues. Une Ffonction lindaire £, définie dans un

. : {
espace linéaire J@@ » Prenant ses valeurs dans un espace linéaire.ﬂ@ .
est en particulier un homomorphisme du groupe additif fyk dans le groups |
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additif M’ ; on sait donc que pour gue f solt continue dans M , il

faut ot il suffit gu'elle soit continue en un point ; de plus, si

T est continue, clle est aussi uniformément continue.

J
Inversement, tout homomorphisme continue £ de M gans jV% est
une fonction linédairs : car de la relation 2(xty)= e{zxHe(y) , on
déduit immédiatement que £(rx)=rf(x) quel que soit le nombre

raetiopnnel r ; si raintenant t sst wn nombre réel quelconque, clest
la limite d'une suite (gn) de nombres ratiommels, donc
f(tx)a lim K x) = lim r f(x) = t£(x) , en vertn de la continuité
de f(x) et de l’axiome BZ°

. :

Si £ est un isamogghisms‘d@_jvi eux'j@@_g c'est une fonetion

linéaire et continue, ainsi gue sa fonction réciprogue ; et inverse-
ment sl £ vérifie css conditions, c’eat un isomorphisme.

idais bien entendu, £ peut &tre une application lindsire biuni-

vogue et continue dej%i sur‘ﬂﬁ, sang 8tre blcontinue.
Nous porterons notrs attention plus espécialement, dans les pare-
graphes suivanis, sur les fonctions linéaires continues réelles,
c'est-4-dire, puisque 1le corps des opérateurs est < s Bur les formeah

linéaires continues. mais il est bon de remarquer qu'il peut

: n'exxster_aucunemfoxmewlinealre continue“non,identifuam@ntmnalleo
Exemple. OConsidérons 1l'ensemble vectorielgﬂ@, formé de toutes
les fonctions réelles et bornées sur 1'intervalle ? 0, 1) et
munissons-le de la sgtructure aﬁespace liﬂealre emlvgat@ 2 B
tout couple ( SA, €) de nombres strictement positifs, faisonsg
correSyondre 1'ensemble Vo - des fonctions bornées x(t)
telles que {x{t)j<< g' sauf';;r_un ensenble formé d'vm nombre

; W4 :
fini d'intervalles de longueur totale & . Si ( ) s €') est
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un second couple de nombres strictement positifis tels que

8/ 5, e' <&, il est clair que 78:&, c: V‘Sié- ; donec les
3 é forment une base de filtre (§5 - D'autre part, on véri~v

fie immédiatement gue les VS sont symétrigues, et setis-

font aux axiomes B, EII'EIII 3 ils forment domc un systdme

fondemental de voisinages de llorigine d'un espace lineaire
ayant M COmNe support.

S0it alors £ une forme linésire continue dana'j@@ ; &
tout o> 0 correspond un voisiﬁaga Vg' ¢ tel gue, pour
tout =x ¢ VS’ g 9 5 £(x) ! < « . Prenons n entier tel gus
ifn <& , ot considérons une fomction % (t) de M , oulle
dens le complémentaire de 1l'intervalle [(k 1)/n, kfn)
(k=1,2,....,n). Quel que soit A >0, Ax appertient &
V«S . » dome gf’( A xk)! Al f(xk)g < ¢ ce qui entraine
f(xk)zo . Op, =i z est une fonction guelconque de jwi , on

peut éerire X = x,, ; ot :xk(t) x(t) dans 1'intervalle
[(ka‘é )z, kjn) ot xk(t) O ailleurs ; par suite

- #(x) = z £(x,) = 0
autrement dit, £ est identiquement nulle,

Exercice. Trouver la foma générale des formes lindaires

continues dans l'espace Q » o T o8t un ensemble infini
guelcorngue (la structurse lingaire de cet espace étasmf@elle
de la convergence simple). _
Nous avons vu que, dans un eusemble vectoriel /M (R ), tout hyper-
plan homogéne éta:!.t identique & l'ensenble des points oh £(x)=C , ¢

étant une forme lindaire mon identiguement nulle déterminde & umn fecteur

prés. Dans un espece lindaire. ; OB & de plus la propriété suivante :




La réciproque est triviale ; démontrons la proposition directe.

Soi% donc H un hyperplan homogdne fermé ; si xbgéiﬂ , tout point
b 4 €Lﬁ@ se met d'une nenidre et d'uns seuls sous lg forme % = y+txb 2
oh yEH et t est réel, ot la forme lindeire £(x) essociée & H est
par définition #£(x) = t. Pour établir que £(x) est éontinuag 11
suffit de montrer qu'elle‘l‘est en un point tel gque £(x) % ¢ . Or
un tel poinﬁ est dans g;ﬁ , et H est fermé ; 1l existe domc un voil-
sinege V de l'origims tel que. Vg o g H . S8it z' =3! + t'x, uwn
point quelconque de V. ; le point x + A (x'-x) eppertient susei & v,
pour tout A compris dans [wﬁg +ﬁ} , ce qui entrains %%Q%(tﬁot)% 0
pour =14§‘Amg;‘+1, ou encore, kt'=t E < %t% . Soit alors € >0 ar-
bitraire, et W = §§ V ; quel que soit x' € W , on aure
gf(x?)of(x)g<<_e , ¢e gui montre la comtinuité de £.

L@ fait qu'il n'existe pes de forme linéaire non identique-

ment nulle danes certains espaces llindaires p@utldonc encore
s'exprimer en disent que, dans un tel espacs, il n'existe
pas d'hyperplens fermés : l'adhérence d'un hyperplan est
donc toujours 1lespace tout entier, dans ce cas.

Hontrens que ll'espace guotient diun
espace lindaire M par une variété
linéaire homogéne fermée G eét gg_esggggw;;gégigg; On seit (ck. III)

sigue, autrement dit gque x-y est

groupe topolo

gue cet espace est un
uniformément continuwe. D'asutre part, la relation dtéguivalence

x-y € G est telle gque l'ensemble des points équival@ntg eux points

d'un ensemble ouvert est ouvert ; les voisinages de l'origine dans
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M /G-seront donc les images cenoniques des ensembles VG , od
¥ parcourt (g;’ ;3 11 guffit donc de vérifier gque ces ensemblee;
satisfont & By et Ery (Brpy est vérifié puisque x-y est unifor-
mément continue ; on le vérifierait d'ailleurs directement sens
difficulté). Pour Byy, clest immédiat, car A (W6) = AT+ 6 ;
dfautre part, comme AV C V pour gi&§<; 1 , on voit que B est
gussi vérifié.‘ ' :
En tant qu'ensemble vectoriel, on sait que JA /G est
isomorphe & une variété linéesirs homogine H de JWQ';'mais.

en générsl cstte variéié pe sers vas fermée dans jvﬁ 5
et M / G ne lui sers pas lisomorphe em tant

gulespace linéaire,

Exercice. Jonurar aue si H est fernée dans 4@@ ﬁﬂj’&

et H sont des espaces linéaires isomorphes.

Les esg&cea pseudo-normés. Dans tous les exemples d*@spacés linéaires

donnés ci»&essus, comme dans toue ceux qui se sont présentés jus~
Agu‘ici en &ualyse, on paut-trouve: v systém@ fondamental d@ wol-
sineges de lforigmms (g; satisfaisant:& 5y, EII,EIII ; 8t formé-
@?anaembles convexes. Gependant on peut construire dea @@p&ces ,.
linéeires gui ne possedent_pas_cstte prgpriété (voir Appandiee),>
augsl les-espacés goi la §osséﬁent for@ent un@ catégori@ particu} 
lidre d'espaces liméaireé, qu'on'aypelle eépace Eséuacwncgggg-

. _pour la raisgn sulvante : & tcutvvoisiﬁage convexe aymétriqu@ v
de l?origin@ correspond une fonction convexs homogéne plx),
positive ot symétrigue (c'astoa=dire tella gue p(-x)= p(x)),
telle que V goit idenuique & 1'ensemble des points o& p(»)@i.ﬁ
(% 1) . I1 est clair que p(x-y) est une pseudo-méiriaue ;
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8i on considére la sous-famille 6 /de @ formée des voisinages
de 6 tels que deux d'entre eux ne goient pas homothétiques, il
résulte immédistement de la définition de le structure uniforme de
M. que cette atmcture' est attachée & la famille des pseudo-métri-
ques p(x«»y) , 0% D parcourt la famille des fonctions convexes corress
pondant eux voisineges de @! ; on dit que cette famille de fone-
tions eet une fwnillé de pseudo-normes & leguelle est altachés la

stmc‘ﬁure de l'espace M

Inversamenﬁ, toute femille ’

ng;méw§§;fgamgg@@ﬁb;@_¥§gtggiel 1@1 ,,aggzigwmuiellamsatisfassa
fonction P € (_jg ‘tolle gue p(x) # 0 . En effet, soit (& 1la
famille des ensembles ; (t+ <a) ob p parcourt g@ , 6t & 1l'en-

semble des nombres > G ; on voit sans peine gue (;j vérifie les

guel ¢

Jla condition sulvante : 0us ¢ soit x f’ G, il existe ung

exiomes Ep,Byy,Eyyy : ce dernier résulte de ce gue, pour um
engenble convexe V contenamt l*origine, VHV¥ = 2V . Enfin 1llinter-
section des ensembles de @ ge réduirs & vlﬁgrigin@ en vertu de
1s condition imposée aux fonctions de @ .

1 est clair.gue J;a structure uniforme définie par la femille @
est la moins fié.e gui rende uniformément continues dans j%, ém leg
foi;ctions p(x-y) {eh. VI, & 1).

En ce gui 'concerne las pmpriétés étaeblies dans co paragraphe,
les especes pseudo-normés ne se distinguent pes des espaces lingaires
généreux : 1ls jouent par contre un r6le particulier dans le théorie

de 1'Intégration.




n_8UX espac LD E loxse Soit M un ensemble vectoriel
dont le corps des opérateurs est R (1) ; on dirs qu’on y & d6fini
mplexe 8l z-y est continue dans

ung structure d'espace lin 8_Gc¢
1@& M et A x continue dans R (1) x M ; 1l en résulte gue tout
espace linéeire complexe 6st aussi un espace lindeire réel. La carec-
térisation d'un espece lindairs complexe par lss voisinages de 1lfori-
gine se feit suivant la méme mércha gque ci-dessus : il existe un
 gystéme fondamental (Ef de voisinages de lforigine fermé d'ensembles
qui vérifient les conditions : ‘ ' '

;. de plus, g1 ze ¥V,
|Al< .

és et cerclés)

(@n p@ut dire que 193 @nssmbleg de qgg sont gtoil
By1 et EXII 2 memes énon@és gue pour l@s espaces linéesiresg réels.

~ Celg étant, tous les énoncés Tormulés ci-dessus pour les variétés
liné&ireu a'un espace linéaire réel s'étendent &u@gitct aux veriétés
linealrea d'un espace linéeire complexe, les demoﬁs&raiions étant
tout & falt am@lcguea.; iss encncés sur les eneeables convexsa raa».
tent inchanges. B ce Qmi conc@rme les fomctions 1inéaireg, on dbaere 
vera qu'un homgmgrphisma @@ntimn d?an espa@@ lineair@ c@mpl@xe Bur
un espaece linealre camplexe a”esﬁ pas-nec@ssair@men@_liﬁeair@ 212
feut de plus guppcs@r que f{ix} ig(x). Eﬂfimg 1z proposition 4
~ s'étend sans diffieult@ 2ux hyp@rplang (cgmplez@a) dtun espsce '
linéaire aomplexs, |

§ 3. Les espaces linbaires normés.
Dens tout ce paragraphe et le suivant, nous ne considérons que

dee espaces lindaires réels.
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On it gutun espace lingdaire M est normé lorsgue sa structure

df'espece linéaire peut 8ire attachée & une seuls psevudo-nOIME

cette fonction, qui prend slors le nom de moime, est donc une
fonction convexe, homosdne, symétrigue, positive, et telle gue -

p(x) % G pour x # 0 ; autrement dit, elle satisfait eux conditions :
F, - p(xty) £ p(xko(y)

5 .. p(tx) = |¢] o(x)

Hy;p- 2(x) >0 pour x7 0.

Inversement, toute fonction définie sur un ensemble vectoriel M

pour tout mombre réel t ; en particulier p(0)=0.

ot satisfaisant & ces trois conditions y définit une structure

d'espace linéaire normé.

Etent donné un g . M , il est facile de voir &

Yoisinages )\ V forment un systéme fondementel de voisineges 10

A

effet que V ne peut contenir une d,roite tout enticérse passant par

D arcourt l'engemble des

nonbres > 0 ; cette condition impligus en

ltorigine ; &l p(x) est la fonction convexe homogéne tells gue V
soit idénfbiq,u@ & l'ensemble des points p(x) <1 , le structure de M
est bien attachée & vla,_zzom@ p(z). |

Deux normes distinctes p(x), q(x) peuvent définir la méme structe-

re d'espace lipéairs normé :; il faut et il suffit @vi&emment pour
cela qu's tout a>0 correspond,@ un. b >0 tel que q,(te< b) soit
contenu dans p(t La), et p(t < b} dans q,(t < a) ; en vertu de
lthomogénéité de ;p_,at a; cel& p@m_; encore slexprimer de la manidre
sui?ante : 11 faut et il suffit qu'il oxiste un pombre o1 tel
gue, pour tout x f 0 '1/@{@ p(x)/q(x):§ e¢ . Lorsgu'il em est
einsi, on dit gue p{x) et g(x) sont deux normes éguivalentes.
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Exercice . liontrer que, dans un espace mormé, l'adhérence d*une
sphdre ouverte est la sphdre fermée de méme centre et de néne -
rayon, que sa frontidre est la périsphére de méme centre et de
méme rayon, que son diamétre est égal au double de son reyon.
Exemples. 1) Fan est un espace normé, ot dl'aprds la prop. 2
du §.2, toutes les normes dans ?{ﬂ'sont éguivalentes, et tout
espace lindaire & n dimensions est normé. Au % 2, nous avons

donné deux exemples de normes sur un ensemble vectoriel guelcongue

2% e 2
M , 2 savoir plx) = 2 %%% et a(x) = / Z: %, , ot les

X, aont les composentes de x par rapport & une base de lvi H

mais .cos deux normes me sont pas Sguivelentes.

2§ Bous avons donné au §:2 des exemples d'espaces linéaires
pon normés. Tout dlebord, un espace livnésire qui n'est pes
psendo-normé ne peut évi&emment étre normé - 1l'est‘a noter
cependant gu'un tel espace peut avoir une structure uniforme
métriseble (voir Agpendice) seccnd lieu, aucun ecpace ?{K
ot E: est infini, ne peut etre normé bien qu'll 801i% paeudo»normé
(et gue sa structure uniforme @Qit'métrisabl@ guand | est dénom-
breble) : en effet tout voisinage de l'origine contient des
droites touz entidres passant paer ce point. Enlin, l?eapace

linéaire o& toute forme linéaire continue est identiguement nulle,

que nous avons donné en exemple cli-dessus, ne peut 6tre normé :

on peut le voir sans peine dirsctement, et cela résulie sussi de
ce gue sur tout espace mormé, il existe des formes linéaires non
identiquement gull@s (voir ci-dessous). _

3) Voiei encore_quelgaes examplestimportants dfespaces normés i

E étent un fondsmental guelconqgue, 1'espace B (E ) aes |




P
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' fonctions numériques bornées sur E ; avec la structure de la com-

vergence uniforme (ctest-a-dire comme eous=espace de F“ ( R E) )
est un espace linéairs normé, ol on peut pmmire COMme nOIMS
p(x) = gozné !x(u)ﬂ . 81 E est un espace topologique, le sous-
espace (. ( E) m2x n smmaes de B ( E ) formé des fonctions

continues bornées, est eussl uy espace lindaire normé ; il en est

de méme du sous-espece .C’o de Cb , formé des fonctions continues
plics an dehors atun ensemble compact.

En particulier, si E est l'ensemble N des entiers positifs,
g (N ) est l'espace des suites borndes (xﬂ) avec la norme
p(x) = Borne ézag - Fous aurons & considérer le sous-espace 5 de
B (f ) dont les points sont les suites convergentes (z,) ; 11 §
& aussl lieu perfols de faire intervenir le sous-&space @gg de 5
formé des suites (x,) de limite ©

Enfin, considérons l°@naambla L ( M ) (notation c}.gnt nous ver-
rons l'origine dams la theoriig de l'Intégretion) des suites (zn)
de nombres réels telles que Z@ % n% soit finie. On voit immédie-
tement que c'est un ensemble vectoriel, et gue la fonction
a(x) = Z !xng est une porme sur cet ensam’b.la ; nous désigneroms
encore par L (N ) 1l'espace linéeirs normé qui lui eorrespond.
Exercice. L'ensemble L (N ) est une partie de l'ensemble S@ s
montrer gue sur cet emem‘ble des normes p(x) et g(x) ne sont pas
équivalentes. _ | |

KNous remcontrerons plus ‘x;ard bien d'eutres exemples d%spaces

linéaires normés ; ils interviemnent dans presque toutes les

- branches de 1l'Analyse.
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11 set cleir gque toute variété lindsire aomoglme (et toute variété
linéaire, en y prenant une origine arbitraire) d'un espace normé est
un espece linéeire nomé avec la structure induite. De méme, tout
produit d'un nombre finl d'espaccs normés est un espace normé : car
8i M S ML gesey M sont ces espaces, Vy; un voisinaga de 1l'origine |

o
dans M 4 » l'engemble V = B Vi est, dans E E , un voisipage

de l'origine convexs, symetrique ; et tel que lé:;cisinages )@. v
( A > 0) formert un systime fondamental. S8i pi(xi) est une norme
dans Mi , et 81 V.= ;;(t L4),ona V= f:lé(t{%)g ot
p(x) = Wax pi(xi) ; p{x) est donc une norme pour le produit.
Au. contra.:.re, l?aspace produit d”una infinité d'espaces li-
ﬁéaire normé me peut étm aomé car tout voiainag@ de 1'ori-
: é;iﬂe coxzti.en‘&; une droite. ‘bout antléra pa,mcmt par 1t orirrixz.e.
Hels s8i M swna, les esgaa,ceg linea,imrs només @@ngiderés,
B, (x ) une norme pour M , on peut, & l?aié.e de cos
fonctigns 5 _&efmiz’ des scm@tams d’ = Toyel-Telor ) normés gur
eertalins seuseengmblea vec%omels ée l’ens@mme veetorﬁ.@l
produit M = T [ M&, par exemple, Ltensemble M aes

2

points x = (x,.b} tels gue plx) = @;m@ p&(xk} soit finie,

forme un sous-ensemble vectoriel, sur lsquel p(x) est une
norme ; il en est de mfme de l'ensemble ML des points of
g(x) = Z P, ‘_(Xé}}. est_finia at'q(x) est aussi une norme sur
e sous=-e:nsemb;@° On mgomait 18 la généralisation dee.
@éfinitions des espaces normés B (E ) et L, ( /) donnses
ci-degsus. _ . | e

Eziﬂns il résulte de ce guon a vu pour les espaces lindaires guelcon-

gues, et de ls eondition pour qufun espace soit normé, que 1l'espace

guotiont d'un espace noxmé par une veriété lindaire fermée est encore
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bn _espece normé. On vwoit immédiatement qu'on peut prendre comme
norme pour cot espace gquotient llexpression P(x) = Q%g p(x)
(x classe d'égquivalence de x). i
mplete. Séries. Nous evons vu ( § 2) que le complété dlun
espace linéaire est un espece lindaire ; de plus, si l'espace ini-
tizal eost pormé, il en ost de méme de son complété : on le voit, soit
directement en congidérent les voisineges de l'origine c};é ltegpece
complété, soit en remarquant qxi@ lg norme est uniforméuent conti-
nue et se pmlbnge' en une norae de l'espece complété. ‘
Un espace linéaire normé et complet est eucore appelé espace.
de Bana,eh, : . -
Pami les exemples domél ci dassuss nous sevons 46J8 a
Rn est complet ; il en est de méme ds B (&), comme parti
~ fermée de 1l'espace complet F (R, E), et de @‘b( E)
comme pa.rti@ fornée de G ( &), lorsque E, oot un espace
topolocique ; bar een‘tm lorsque E nlest pas compact,
@ ( E ) n'est pas fermé dens G (E ), done n'est pas
complet.
' G est un sous-espace fermé de B (A ), comze on le
voit aisément ; donc c'est un espace complet ; il en est
‘de méme de §_ . Hontrons enfin que L, (A ) est complet :
solt domec (X(m)) = (( (m))) une suite de Cauchy dans L (A );

& tout € > O correspon& donc un entier p, tel qu,@ ; bour

P2D, 5237, ngép) xig)ﬁ\@of}n@ndeduit

d'ebord que, pour chaque veleur de n, la suite (xé )) est

une sulte de Cauchy dens R done converge vers une valeur i




(&D)
J? A

- 36 -

d.e plus, quel gue soit i} lyn (p)} = lim 2} (Q)ex(p){
—-aco u=4! B

d.' ot résulte que Z ‘y l est finie sutrement dit gue

y=(y.) € L(N ), et enfin que !yn (p)g lim

? =0 %=1
\Xn Ia l £ & pour p > P, » autrement dit gue y est limite

de 1le suite (x(®)) aans L (A ).

Exercice. HMontrer que l'espace normé d.éfini sur un ensemble
vectoriel de base infinie, en prenent comme norme p(x):ﬂgx B &E
(ot les x, sont les composaentes de x par rapport & la base )
n'sast pas complet.

Lorsqgue nous envisagerons par la suite un sspace linéaire normé, nous
y choisirons une fois pour toutes une norme, que nous désignercns par
lg notatlion gg x gé .

‘Btant donnée une suite (zﬂ) de points d'un espace linéaire mx@z;xgé M :
s général X%, le suite (s ), oh s, = 2. x.

Azt P
On dit que la série est aomableac 8l (s ) e une limite 5 ; 8 est

on appelle gérie de terme ;

eppelée la C, ,~S00Ie (ou simplensnt la, sc,ma) d@ la, série, et s6 note
o

g@xﬁ, on & les propriétés élémentaires suiventes :

19 wSi ime série est somabl@mG‘ s Bon terme général tend vers O.

2¢ 81 on. permute un nombre £ini de termes d%me séz*ia sommable- CO s 48
série obbenus eg‘L somnable-C et a néme somme. '

30 5i les séries de teme général zn et ¥ respectivement sont sommg-

bles-C, et i =z = éxn S vo g—’g y, le série de terme général

A X, + 1 ¥ est sommsble-C - et a pour somme Ax+ Kby .

4¢ B8i la série de terme général x est gma‘bleaco , oD 2

DIEN P A EN |

"= -
gxn g% =+ o2 ; dsps le cas contrzire

m:Mgg,

&8
CGlest en effat évident si Z
gusl que Soit ¢ >0, i1 emét ar hypothdse un entier ng tel que,
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U2

— o
sl on pose =x = an, Hx== an§£§ & poarm;, n, ; on en tire

l=l<lE lve < Sliml+e < Slalee
ot comme & est arbitreire, le ” §§‘;§§ ﬁxhgg-

Une série ds terme général x, est édite absolument sammable si la

OD
sonme lgz j est finle.
%_'

Proposition 1.
suffit gue toute série ebsolument sommeble soit sommsble-G,

Pourhqu?unﬂesaace,norméwecit*comaletp il faut et k1

Clest en effet suffisant, cer si nne séri@ de terme général En

est ebsolvment sommeble, om &, 8L 8 = 22 x

rw, & Mfﬁ& B
gé m @ ﬁé : g 4313L43-4 %) é%(@%_? g E% (n <B}

done (gn)_@st une suite de Gau@hy, aui est convergente puisgue l'sspace
est complet paf hypothése. Réciproguement, supposons que toute série
absolument sommable soit ﬁ@mmablemcg, et considérons ume suite de
Cauchy quelconque {y ) ; on peut en extraire ume suite {yﬁk) tolle
qu@n § Toy o” yﬁk}! <2°F pour k=1,2,.... Le séric de terms générsl
x, = yﬂk+1 ayﬁk ‘est @gn@“ab@olmmeﬁt'8@&@@@1@5 et par suite euesi
g@m@ablenﬁo.y ce qui signifie q@a iz guite (yﬁk} est convergenie ;
la suite (gn) dont le filtre associé est plus fir gus le filtre assoccié
3 (?ﬁk) , @5t donc aussl convergente - (ch.II,cor. de la prop. 4
du %3 ). o < C.Q.F.D
Bien entendu, une série peut &tre somueble-C sans 8tre
absclunent sgmm&blg : nous ne donnons pas @gsxempl@,ds ce
fait, car on en reuncontrera & chague pas dans toute 1{inalyse
81 une série est absolument sommeble, toute série partielle
(ctest-i-dize mne série dont les termes f@rmantvuné‘suite

paﬁtielle de la suité des termes.de la séric domnés) est
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sussi absolument sommable ; cette precposition est inexs,c-{:e
guard on y remplasce les mots "absolument sommable" par
"sommable-coﬂ - Enfin, lorsque l'espace est complet, 6a peut .
changer arbitrairement l'ordre des termes d'une séris asbsolu-
_ment sommeble sans chenper sa somme : en effet, soit x, le
toermne général 4t une série sbsolument sommable y OL so:&

Y = %s(n

- semble #/ sur lui-méme. Quel que soit & > O, on peut trouver

) , o8 9(n) est wne application biunivogue ci@ lien-

S0 ; :
un entier n, tel gue %%0 5; X, €g< € pear hypothése ; solt n,

le plus graend des nombres ¢(2) pour 1 <=n <m, ; on eurs

B ]
done, (en pogent s, = Z;%xp ) By = 2.Tp s Z,ﬂ Xy s

2 yn) g;ael que soit 2 >n,
Bzl T =20
oanlen alsl <
: = £
ce qul entrafpe 8 = s’ . Iet ezfcore, le m@@rem@ est inemct
pour les séries monm absglument sonmables. |
Soient M s ,,1‘%@ doux espaeces lipéaires

normés, u une application linédaire des M

Pour que u golt coptipue, il faut eb 43 suffit gu'il
exicte up nombre positif = tel ave fu(x)f| < &. |[=f auel gue
goit x € M. o o

En @ff@t éerivons que u est comtinuse au point x = ¢ ; & toutb
e >0 correspond un §> ¢ tel gue, pour EE x ﬁg £ by ) ﬁa(x}f} < € ;
en particulie-r, pour g;x{g = ; y @ u(x) é % M x %iy et par suits

cetto inégalité & licu quel que so0it x en vertu de 1°? Lenog@m@i té de

glzl ends ﬁxﬁ e te iodn n of é"@('??} {3 = §§ }ﬁ quel que soit
X , on gura [imx)/f € pour f@ 7 f?f" < % ~
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Considérons l'ensemble [) (M, M ) des applications linéaires contie‘
nues de M dans M’ ; clest un ensemble vectoriel, gi on désligne

par j u + i v l'application linéaire continus dont la valeur em X

est Julx) + e v(z). Pour tout u€ D (M ,M), soit H uﬁ la
borne infériecure des nombres & > O tels que BE w(x) !j £ @ gﬁ x ;i

guel gue soit x ; on e aussi

(1) =l ;ﬁaﬁzghxxﬂj

f= | =t v
comme il résulte immédiatement de la définition. Le fonction ||u |
est une nozme dems [ (M , M'), car elle est convexs dtaprds (1),
elle est évidemment positive et homogéne ; enfin, si u nfest paes
identiquenment nulls, éé u ;5 > G E l'espace normé gufon e alnsi _d.éfini
M

dgans M’ . On voit sans peins que, si on remplace, Gans M et Mﬁ',

sera appelé llespace des spplicatioms linésires continues de

les normes pai' atautres normes Sguivalentes, la norme correspondante
dans D (M ; M) est équivalente & la précédemte. |

Proposition 2. Si M est complet, D (M , M ) est_complet.
En effet, soit (u ) une suite de Cauchy dans D (M, M : quel
que soit € >0 , 11 exisgte donc un entier n, tel que }E O, =0y, EE <.8
pour m >n, et n >n, , c.“astaé.adire_ ggum(x)mﬂ(x} EE@; £ |l x}| quer
que soit x €& M . Domuone & x une valeur rize : la relation pré-
cédente montre que (u,(x)) est une suite de Camchy danms M/ , donc,
puisgue cet espace éat complet, elle cemrergé vers une valeur u(x)
telle que lgu(x)eun(x)!g’ = e ﬂxé! pour n >ﬁoo On & évidemment
wWhztpy)=limu (Ax+py)=Alin w = plin uly) =
:ﬁ_u(x) + 1 u(y) ; d'autre part Egu(x) ]g < !éun(x)gg + € ngg <

< (i? w, }§~§° €). gé X ég quel que soit x, ce qui mgn'ti'@ gue v est

uns applicetion linéaire continus de M dans M‘y , et comme
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” u-u “ <€ pour n>n,, uest la limite de la suite (u,).
L'espace D (M, R ) joue un réle important dans la théorie
des espaces normés, comme noue le verrons au §> 4 ; on 1l'gppelle
espace guel de M s @t on le désigne par la notation ebrégée M%,
la proposition 2 montre qu'il est complet.
Exercice. Uontrer gue l'espace [ ( B s M ) est iso-
morphe at produit de n espaces identigues & ./@/i , €% que
toute fonction lindaire dens Rn est continue.
Remerquons encors gue, 81 u est une epplication linésire continue

. ’ | e :
as M gans M\ ; 8t si Z, est le terme général diune série

sonabie-C - (resp. absplument sommeble) dans M ,u(xn) est le

terme général d'ume série sommable-C (resp. absolument sommable)
=

s ;<= . =3 ;
dang M’ , et opa u{ 3 x,) = éﬁm(x&).

=1
501t G une variété linéaire homogdne dans un

espace normé ; 81 u est une forme linéaire conti-

nue définie dans G , on déeigpera par Eiu E% ¢ Se norme dens le

seus-espace & , c'est-a-dire, d'eprds (1)
Il ¢ = BEEElata) |

£i w est définie sur un gous-espace linéasire homogéne H contenent

G, on a donc. %ulé(} < ﬁu&}a .
Lhéorcme 2. wu étant upe forme linéaire continue définie dars un

goug-espace lindaire homogdne G d'un espace normé 'M. » 11 existe

une forme linéaire continue v d&finie dens M

vl =l=l¢ -




)

Cl'est une oonsécjuence du théoréme de prolongement de Hahn»Banach
(§1): 11 suf‘fit de poser p(x) = ” IG ”x ” pour voir que les
conditions 4! application de ce théoréme aon'b remplies ; comme on &
alors ’v(x)l ”n “G l guel que soit X , on voit que v est
continue et gque ”v l £ “ u " ; mais comme v prolonge u , on &

o ll = fal], -

Ce théoréme permet tout d'ebord de montrer gue, dans un espacs

normé, il lindéaires continues non identiguement

gulle s de fecon plus préciae:
28..88 ; gon :

Quel gue soit x, e M ii existe une forme linéaire

continu@udefiniedans M et telle gue u(x ) = !; x, éf et §!a Bg = 1. 1:

Prenons en effet c@mme variété linédaire hemogém G le @mjﬁ-é passant
par liorigine et x , et cc:xz.sid.ez:'gm,sp en tou‘t point x = tz, ds cette
droite, la fonction u J(x) = ! ; c'est ume forme linéasire con-
tinue, et “ “ G = 1 ; 11 suffit aloz's de prolonger le fonctiocn u, |
& tout l'espace en appliquant le théoréme 2. _

Cotte dernidre proposition e,d.meﬁ l?;ntémrétation fgéomdtrique”

suivante : en tgb;t point de la sphére‘_ H b4 ” < !! x, ﬁ , OB &
alx) < w(x,) ; autrement dit, en tout point de la fromtidre d'une

Supposons er effet que l'origine soit un poimt intérieur eu éor;os
convexe : celui-ci est alors identigue & l'ensemble des points od
(x) L1, p(x) 6tant une fonection convexe homogére, positive, et

telle que p(x) < lg 9; , o k est une constante >0 (puisque le corps|




contient une sphdre de centre 0). : Si %, est un point guelcongue de
la frontidre du corps, il existe une forme linéaire f(x) telle que
£2(x,) = p(z,) , et £(x) < p(x) < k. “x | quel que soit x, ce gqui
entraine gue £ est continue, ot par suite que l'hyperplan d'eppul
£f(x) = f(xo) qui passe par X, est fermé. '
_Il peut nmaturellement passer plusieurs hyperplans d'asppul
fermés (ou une infinits) paer un point de la Prontiére d'un
corps convexe ; c'es‘b. ce gue montre déjé l'exemple df un
intervelle fermé ,‘ dansg Rm" . Cela peut méme se produire pour
une "ephére®? et ce fait dépend au choix Ge la norme dans

l'espace considéré, comme le montre encore lfexemple de R

Du théoréme 2 on déduit oncore la conséguence suivaente :

' ;ngﬂgqitign 5. & é4tant nne wg:i.été E,i:néai.ré h@mg@éna'_d% 1R €8Dacse
nomé M , et x, un point 3 ume distance 4 >0 de G, il existe une
forme linéaire continwe wu(x) définie dans /M et telle gue u(x )=t ,
et |all =4/a . |

En effet, soit H la variété liné&im homcgén@ amgendrée per G et '

le point z, 3 tout poin‘t cle H: ge met d“me manidre et d'unec seule
sous la forme x = yitx, , ok ¥ €6 ot t est réel. ?esom, dans H |
ﬁo(x}st ; 8l .’t% 0O, onzsg }g xﬁﬁzggﬁtta gg @ﬂtgo éﬂxg’ryftﬁg %,Ma;
d*aprde 1'hypothdse ; 6.»0319; guel que soit x , gag(x)izétggggx §5§ ‘i/d ,
dtoh gé %fﬁ g € 'ﬁ/d. Par allleurs, guel que solt & >0 , 11 existe

vy &G el Qu@ Eg ¥-x, fg < ate , d'od guo(grwig)g = 1< g% %%Ho(d-‘rs} .
autrement dit 1 f (é¢ts) < ;g L ﬁﬁ , ot comme & est arbitrairs,

Jo - e -

o : .
En prolongeant alors u & tout l'espace, on obtient bien umne

«

forme linésire uw qul aa,u.agai‘t aux cond.:.‘tz.oas ds l énonecé .
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Cette proposition peut aussi stinterprdter Rgéomdtrigquement® :
pa,r le méme raisopmement que dans la démomstration précédente, on
montre gue la distance d'un point Z, 8 un hyperplen fermé d4'égua-
tion u(x)=0 & pour valeur lu(xe) } / “u" . La proposition 5
g'énonce alors de la manidre suivante : gi un point x, egt & une

distence d @'une variété linéeire G , il passe par & un hyperplan

En effet; si G est une veriété linéaire fermée, l!intersection

des hyperplans fermés passant par G @stme variété linédsire for-
mée G' ) G ; mais, 8l X, ¢ 6, 11 ost & ume distence positive |
de & (puisq_u@ G ost fermé) dome il existe un hgnerplzm fermé conte- ‘
ﬁant G et ne p&ssam: pas per X ee gui montre gque €' = G .

11 existe des espaces lineaires nop normés o& ce corollalm

est encore vrai. _

Bxercice. Démontrer gpﬁil en est ainsi dans tout produi® RE
o [ est un ensenble d'indices quelconque.

Ge corollaim montre encors que, gl 8 est ums pertie guelconguse

dtun espace normé M. , la iételmeairefemee V(8) engendrée

per S est l'intersection des hyper rplens fermés contenant S.

A titre dtexemple, et sussi pour des

o8 ..; et L ( M ) applications ultéricures, pous ellons dé-

terminer explicit@ment les formes linéalires continues éans les
deux espaces € ot L ( N) aéfinis ci-dessuse.
A. BEspace § . Lontroms 4! abord que tout point de § - est égal

& la somme d'une série gcmmablewco Pormées de la menidre suivante ¢




\
(G2

_ 44 -

posons eg =0 s8i m;é 2 , =% 81 m=n (m et n entiecrs >0), et comsi-
dérons les points G =(e§) et en(e;) qui sppartiennent évidemment
a § ; s0it alors x = (xn) un point de 8 et soit =< =1lim x ,

<0 Yo~ Go n
qui existe par hypothdse : on a x = e, Z (xzf e ) @n s

%nim
il suffit en effet de remarquer gue nx@- X ey > (x,- <)o U
Azt o

Bome Pln ! d'eprss la définition de la norme dans J s 6%
par suite tend vers O guend r croit indéfinifment. Si ul(x) est
une forme linéasire contimnme dens S » on & donc, en posent

u(e,) = a , ule,)=a, o
(2) wx) = Xa+ 2, (x,-<¢<) &,

(RN E

t étant un nombreréel, poscns sig t=0 i %=0 , =+ 81 ¢ >0,

=-1 81 t<{0 . 80it elors x=(x ) avec x = sig e, POUT R ST ,
et x,=0 pour n > Tz € S,z =1, =liz x =0 , ot

@v%prée (2) u(x)= 2 g i é ; comme u(zg')\‘ ééuggo !jx ffg on &
| Z_gané < '!!uﬁ, co qui montre que % )%é . aﬁt'.fini@ ; done

Romd Teo. : hzi
la série ), s est sommeble-C,. En pogent a = a- 2 &, »
sl 2 ai
la forzule (2) s'écrit done encore
T
j=alimx + > ax
3 w(z) = alim x 2 %%,

Prenons malntenant xn=ait, & pour ngr, et x wsig a, pour n > 4
xa(xﬂ)ég,gg 5331 ; limx =giga ,sii
. ' :
u(x) = ang-:’ > !an%i* (sig 8,). 2. &, < I u@§
: ©O £ i

Wzd : %
d'oh , comme r est arbitraire et que . 5" & tend vers 0 avec

iz 0 ENES ;Zi | & g?ﬁtﬁg

iais d'autre part, d“apr@e (3) et 1a %gﬁmtion de la norme dans § |
[a=)] < ool 30 [ah. I=]l

"=

dlol 176galité
(4) Hu;g :;ga,oé'%“
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B. Bspece | ( N ). Les points e, définis ci-dessus appartiennent

évidemment é. L (W ) pour n > 0 ; montrons que s\%c (x Ye L (N ), |

one xs= Z e, g effet, dlaprés la définition de le norme
=4

dens L (W) ”xaz en”— ' ! quitend.vers@

avec 1 /r. 8i u est une fozma linea.ire Sontinue dans L (N ), on &

donc, en posant u(en) =g

o oo
(5) w(x) = 2:,; 8%, (
o) étant un entier guelcongue, prenons xp sig % ; 8t xn=0 pour

n;« p ; salors u(z)s{ap! < ua” D'autre part, d'aprés (5), on &
gu(x)g < i lxng) Borne g&ﬂgzgxﬂ. m%

dlod
6 all = 9
(6) I || = Borms gam "
Ces résultete montrent immédistement que l'espace duasl de o est

isomorphe 8 L (N ), ot que llespace dual de L (N ) est

isomorphe & B (N ).
Les démonstrations précé&éntea montrent en passant gue

l'ensenble des e (n=0,1,2,...), Tesp. des en(ns‘ipa,o..)

est total dams S , resp. | (AN ) ; comme ces engembles

sont Génombrables, il en résulte immédiatement gue les

especes § et L (N ) adwettent une base topoloz:

dénembreble : ecar les points > Te, (n 20 pour § ,
n21 pour L (N ) ), oh les r, sont ratiomnmels,et nuls
seuf un nombre fipni d'entre eux s forment un ensenble partout
dense dens S on L (N ) respectivement.

Exercices. 1) Montrer que, dans B (N ), 11 n'existe pas
d'ensemble dénombrable partout densse.

2) ilontrer {avec les Aéfinitions précédentes d@s normes )




(L%

. 4E

que sur la frontidre d'une sphdre de § oude L ( N ), i1 |
existe des points par leequeis passent plusisurs hyperplansll

d'appul fermés ; caractériser ces points.

Il suffit én effet de remarqguer gu'om peut recouvrir C par un
nombres fini d'sngenbles de dismeitre < & ; en prenant un point
dans chacun de ces ensembles, le variété lindaire V engendrée per
ces polmte répond Svidemment & la question. ' '
Proposition 7. Si. daue un espace linéaire mormé, tout emsemble -

dimensions (et est dome isomorphe & un g;a;“), |
- I1 suffit de montrer que, si M. est wmn espace & vne infinité de

dimensions , il n'exigte pas de variété lindaire hcm@géné & un
nombre £ini dé diemersions telle que tout point de la sphére

gx gg < 1 soit distent de moins de € de cette variété. Clest ce
gui résulte du lemme suivant :

Dens un espace linéaive mormé M , goit & mne werists

ée distincte d¢ M ; guel oue soit & >0,
_point x, de M tel aque | z, | =1 etaue la distance

&

Lemme.

de x A6 pgoif supérieure & 1-e . _
Bn offet, soit z € [ 6, ot soit 4 >0 sa distancs 3 G ; il
existe mpemt v € & tel que 4 séi X=F 5%%&/(1«»@) :
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Posons x =(z-y) / M x=y“; Bl z2¢6G, yr ”zay ” .z est aussi
dans G , d'oh :
| %075 = fo-tot x5 ]l 3] / | 53 |5 affeer]| 2
ce gui Stablit le lemms.
On peut encore dire que, dans un espace linéasive normd & uvne infi-
il

nité de dimersions, n'existe pes

cempact, ou bien gu'un espace ! L1inéaire normé 4 uwne

dimensions n'sst jemais lgcalemant ccmpacto

§4& L'espace dual et les siructures faibles.

5 que l'espece dusl d'un espace

lipnésire normé M est toujours ¢ glet tn g d,@ plus le proposition
suivante 3

81 M

est lisomor:

-__}_;s, . 16 dual de e llespsce eomglec
ohe au dual de M -
En effet, en considérant M Comne mas@@saace linéeire partout

f*J

dense de M , toute forme linmaire continue sur M est uniformément

continue, done se prolomge en un@ fLorme ;izzea,;f@ e@uat‘_%/nu@ sur M
et réeiproguement toute forme linédaire continve sur ﬁf& est le pro
longement d'une forme lindaire continus gur M ; 11 vy a done cor-
~ respoandance bimivoeu.e (et évidemment linéaire) entre les espaces
dusls de M et M\L ; 46 plus, cette corrsspondance est un isomor-
phigme, car si X est le prolongenent & /%, de ls forms linésire
contvinue L sur M s OB &
. ﬁ X ;g = Borng g K(x)é Borne %I(:zﬂ X E%
: X € X EM
=i =1 x| =1
en v@z'tu ée 1ls eom;lnait@ de X ot d.a fait gue M eet partout demse

dans M
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ique dénombrable, il

polog

¥
Provogition 2. Si M possdde une base

en ost de mbme de M .
¥ ; _
M et M 6tant nétrisables s 11 suffit de montrer que s'il existe

vn ensemble dénombrable (X,) partout demnse dans M , 11 oxiste aussi
un ensemble d.énombrable partout dense dans M, . Tout dlebord, il
ot das M ensenble dénombrable (T,) de formes 1insaires

continues, de norme :i\ sur 1lg périsphére “X!ﬁs 1 ¢ Pour cheque n,
so0it x un point de M a1 que [!xnéé= 1 et Ei’n(xn)§> = 5041
nlexigteit pas d'ensemble dénombrable partout dense dans M , la
variété linéaire fermée V engendréde par'l'ensemble des xn seralt
distincte de M , donc ( % 3, prop. 5), il existerait une forme
linéaire continue X telle gue ﬁ ﬁ;“ 4 et Ji.(x )=0 pour n=1,2,....

81 on pose zn..:!n«x ; on gurait donc ‘ Zn(xn)g = gYn(xn)g % , et
comne “x ” =1, !Zn HE”Yzf-A ,?,-15 guel gue soit n, ce qui

est absurds puisqué X est sur la périsphére unité, oh (Ym) forme

un ensenmble dense.

| Le réeiprogque és cette propositicn est 1nezacte, conme

le montre l'exemple de lf'espace L (W ).
srthogopalits. Un point x € M. et wn point X €M sont dits orthogonaux

si on a ZX(x)=0. Ca n'est donc gu'vne autre manidre dlexprirmer gue
l'hyperplan d'équation X(x)=0 passe par le point x. Par exemple,
comme; par définitiong un emsexble 8 C M. est total si le varidts
linéairs formée qutil engendre est i&en.tique & M » C'sast-d-dire
Qd'_aprés la prop. 5 dn §§) s'il ne passe pas d'hyperplan fermé par

tous les points de S, on peut exprimer cette propriété en disant gus,

nour gutun ensemble & goit total, il faut et il euffit ou'il n'y ait
gucun point de M

& tous les points
d,e 5.
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S04t G une variété linéaire homogdne fermée dans M ; 1'ensemble
des points X € M% orthogonavx & tous les points de G forme une
veriété lindaire homogdme G', qul est appelée la variété orthogonale
a4 6. G est fermée, car si X, est adhérent & G', quel que soit
€ >0 , 11 existe X € &' tel que lgxo-axlg £ € ; on sura donc, pour
tout x £ G tel qus !x =1 gx (x)§ < €, ot comme & esl -
arbitraire, X,(x)=0 , sutrement dit, o & G'. .
 De méme , B éta.nt ume variété linéeire femee dans f% , on appelo

l'eneembl@ H‘a des points de M ortho-

gon&ﬁx 2 tous les points de H ; on vei’c de lg méme maniére que
H, est formée Gans M . |

Soit G' la variété orthomnale 8 une variété fermée G de M ; %
Gf la variété orthogomsle & G' ; on & Gf = G. En effet, 11 est |
évident que - G ; ot s'il existeit =z, E G? et n' &pmart@ﬁgnt
pas & G , 11 exigter&it eussi (G étant femée) wn X & M orthogo-
nal & G meis non & z (prop. 5 du @3) , ¢e qui est contradictoire
d’.aprés 1a définition de G% : :

Par contre, si H, est la variété orthogonsle & une variété lindaire
fermée H de MF | et H! la vari6té orthogonale & B, , i1 peut ge |
faire que H et H% solont distincts (naturellement E H%) ; autre-
ment dit, le relation 4! orthogonalité des variétés fermées n'est

; pous reviendrons li-dessus

en général réciprogue gue dens uUn sens

un peu plus loin.

Soit G une variété linéaire homogene
fermée dans /M ; cherchons son espace
dual, lorsqu'on lle, congiddre comme un sous-espace normé. Toute forme

linéaire continue dans & se prolonge ( %3 . thaz)d&ns M , 6t
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inversement, toute forme linéaire continue dans M et un prolon-
gement dfune -fome linéaire continue dans G ; de plus deux formes _
linéairees sur M. prolongent la méme forme sur G si, et seulemenf si,
leur différence est nulle sur G ; enfin, si X est une forme linéaire
continue sur G , F&?ﬁ?ﬁf!éa’ Xﬁ lorsque X parcourt tous les prolon-

gements de X ( §3, th. 2). Donc lleepa
¥
pal

Cherchons de méme 1'espece dual de llespece guotient M/ G : toute
forme lindaire continue sur cet espace eorreapon& & une forme linéaire
continuve sur M , et constante sur chaque clesse d'équivalence ;

1l faut et 11 suffit pour cele qu‘ellé'soit nulle éur_ G. Il ga

donc correspondance biunivegue et linéaire enire les formes _linéaires |
continnes sur M/ ¢ et les points de G i de plui.s', si & la.:f’ome'h '
linéaire contixme X gur M / G correspond le point X & 6! ;- ls
nom@ de X e8t égale' & Borme. §X(x)§ , lomque x parcourt l?ensemble
des pcintg tels que _,g_m,”x%-y Bé ; dlod résuliec d'ebord que
: (é X “ ff gé ’ puisqu.g élgfensembl@ de ces points comprend svi&emment
lg sphére unité ; dlautre part, si Boma a%ixﬁyggnz‘é,j il existe un
'y EG tel gue gtx-i-y 53 <t+te, d.ong ZX(z;ésgﬁm,)g < (1+€). Eg gg ;
et comme € est arbitraire, éé X ié g”x 55 . :
On voit donc que Ll'espsce dusl de 1'espace guotient M /6 est
onale & G. ' '

Exercice. Montrer que liespace duael du procmi‘c dfun nombre

iaomoghe & la variété orthog

fini d'espaces normés est isomorphe au prodult des espaces
duales de ces espaeces. o |
Li'gspace dusl M‘% de 1'espace dual M d‘un e8space nomé M
est eppelé l'espace bidual de M | soit z u.n poim: guelcongue de M

-
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faisons lui correspondre , la forme linéeire L définis sur M%par
la condition u (X) = X(x). On & Bux(x)i a!xu)g ” gg = S% ;
done u, eet contixme et par suite eppartient & M ; eutrement dit,
on & défini une a,pplica.tion lineaire ée M dopns M , Que nous .

appellerons applieation canonigus ; elle est biunivo ue, car on na

peut avoir ZX(x)=0 quel que soit X que si x=0 ( § %, PTOD. 3) ;
enfin elle est biconiinue, car, quel que soit x € M , 1l existe
X € M* telle gue §§X !!zs 1 et X(x) = Bﬁxﬁ , ce gui montre gue

Iu ” “ !{ ; 6t comme par ailleurs Eg“x ’B £ ” x gé, on &

” u f . Antmment dit, on & un ieomoghisme de M sur un

gous-espece lineaire homogéne de son bidual .M

Lorsque M. = R , le dual M est isomorphe 8 R ainsi gue
le bidual M% donc l‘isgm@rphiame caxzozliqa@ précédent est ici un
isomorphisme de M gur M ; mais 11 n'en est pes ainsi em général,
comne le montre l'exemple de l'espace S .

Remarquons emncore que le cas ol M est un espace & n Gimensionsg
est le geul ces od le dual M% est sussi un espace & n Gimensions :
car g'il en est aingit Mﬁg est un espace & n dinensions, et comme
M est ;somorpxle & une partie de M , c'est un espace & n dimsn-
éion au plus, et par suite 31 dimensions exactement, pulsgus scn
duel & n dimensions. '

Les structures faibles. La notion df'espace dual peraet de d.éfx.m,rg gsur les

ensembles supports d?m espace lindaire normé M et e sonm éusl M
de nouvelles structures uniformes d'espaces lindeires, Ge la
meniére suivante : :
- .
guel que soit X € M, 1a fonection BX(x)g est une pseudo-norme
sur M ; s1 @ est la fanille de ces fonctioms, et x £ 0 ,




S\
s

. _ho
il existe un X € M% tel que X(x):#0 ( § 3,prop.5); donc é définit
sur M une structure dlespace pseundo-normé, gue nous appellerons
structure faible sur M .
8i on répdte cette définition en'remplagant.ﬁﬁ,par J@i% et ka%
par‘J@{*-* P on obtient la définition d'une structure d'espace pseudo-

norné sur JWQ ; Que mous eppellsrons structure“faibl@¢sucerieure.

Yais on peut sussi définir ume autrs structure pseudo-normée sur. jvi i

de la fagon suivante : quel que soit x € M~ , la fonction

gux(X)lz!X(x)i est une -noIme suz.ﬁ@%‘; et 81 @?i est ls
famille de ces fonctions, et X &£ 0, 11 existe un x € M el que
XZ(x)£0 . La structure d'espace pseudo-normé d4finie par cette famille |
sera dite giructure faible ;nférieﬁfe sur 4@&%5:11 est immédiat que

pseudo

le gtructure faible inférioure est moins fins gue le giructure faible

sugerie
Par opposition, les etructures définiea par les mormes sur M

et j%@ sont dites gtructures £ fortes. G@mme les fonctiong-EX(X)E

sont continues en X (relatxvement la structure foru@) il est

clair que lgwspgncpg;emkgiblavd@,jvk @st roins fine oue la a%rueture

igggg : de plus, elle est gtrictemen’ moins fine si jVi a une
infipité de dimonsiops : ocar Gans ce ces, il exisie toujours des
points x40 qui ennulent simultenément un nombre fini de formes
lindaires. ‘

La structure faible sur M . Dans cette section, chague fols gulune locutioné
topologigue se rapportera & ls siructure faible de j@ﬁ . bous lg
ferons précéder de l'adverbe "faiblement® : on dirs par exemple
éens@mbl@ faiblenent forme® ou "filire faiblement convergent® pour

e  ensemble fermé, om filtm@ convergent, zelézivemant & la struecture
feible.
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L'abgence du terme "faiblement? signifiera qu'il s'agit d'vne pro-
priétd relative & la structure forte : ensemble formé? signifiere,
par exemple, ensemble fermé relativement & la structure 'for‘i;@.
Pour définir la structure faible de M , on pea.t ge borner &
prendre une famille '\F de pseudo-normes iKk (x) 5 { e I ) corree-

o
£

linéairement indép

pondant & un ensemble de points Xb de M :
(par exemple une base vectorielle) : en offet, el L, (i=1,2,....,n) |
53?,'5 8 points q,uelcengu@s ae M p 0% ai n nombres 5-5@ y OB aﬁr& ‘
‘;Z;ﬁ %ai Li(X)i £ 4 gi on a simnltanément \Xi(x)g < ’éfzz.ﬁ@,ig gusl |
gue soit i. En particulisr, om pourra tounjours supposer g; X . gg =1,
Les voisinages faibles de lforigine peuvent &tre définis de la

mam.ér_e suivante : X étant une queicongue des pseudo-normes telle

L
gue 1[,}2!, /f =4 et £ un n_@mbm > 0 , appelons tramche d&'épaelsseur
2 mlativa 4 X, l'eusezble des points de M\ tels gue
E}%é{x) % £ £ : clest 1'ensemble des pointe "compris entre” les deux
hyperplens X, (x)= - * et X (x) = o« . Un voisinage faible de
li'origine sera lfintersection dfun nombre fini de tranche (ou tout
ensenble contenant vmne telle intersection), gu'on peut appeler, si
on veut, un prismatoide. '

Cette défimition permet de démontrer aisément la proposition sulvente

enent fermé.

Proposition 3. Tout ensenble convexe fexmé est faibl

Montrons-le d'abord pour wn corps convexe O ; nous pouvons sSupPOSEr.

que l'origine en est um point intérieur. Soit X, v2 point n'epperte-
n@t peas ‘é, C, et x4 le point od lg demi-droite issue ds C et passant
par %, rencontre la frontidre de C ; 1l passe par x,g.'zm hyperplen |
d'appui fermé X(x) = X(x,) de C , et on a done X,(xo)a};i(x,l} du m8me

signe que Z(x@} ; par suite, la trenche EX(K}=}2(10)§§ %zz(;;a)a.‘zz(x%)é /2
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ne contiendra aucun point de C, ce qui montre que z, nlest pas faible-
ment adhérent & C. ‘Comme d'autre part tout point adhérent &4 C est
aussi faiblement adhérent , 1la proposition est démontrée dans ce cas.
Posgons maintenant au cas général ; nous pouvons supposer cette
fois que llorigine est un point frontidre de 1l'ensemble convexe fermé
C. Soit X, un point n'eppartenant pas & C, @ > 0 sa distance & C ;, et
r le minimom des nombres ”xo f’ et d . Soit C' l'ensemble convexe :
engendré par C et une sphére de centres 0 et de rayon r/ 2 ; tout point
£C' est done sur un segment Joignant un point y de la sphére & un

point z ¢e G , sutrement dit =x = tyr{i-t)z avee 0Lt L 1 .

Done || z .-z || = [[x, -(1-t)z-ty Il 2 [ x,-(1-t)2 gé' - §§ ¥ jf ; comme
(1-t)s appartient & 6, ||xo-(1-t)s [ a7, ot come |5 < zf2,

on & ggx -X Eé r/Z . L1 en résulte que z, n'est pes adhérent & C7 ;

(¥
comme GV est un cor,pa convexs ’ .xo n'est pas non pl'sm faiblement
aéhérent é Ct, ni é. C par cozzseqmnt - C.Q.F, D.

Il est facile de domner des exgmples é'ensembles fermés
bornés non convexes gui ne sont pas faiblement femés ‘par
. exempie 1d'adhérence falble d'une périsphére est lo sphére
fermée de méme rayom. | '
pointe Paiblement adhérents 3 mn witra-

Piltre est identique & 1l'intersection des engembles fermés convexes

Supposons en oifet qulun pgint x, de cette intersection ne soit pes
adhérent & l?ultrafiitm iﬁ, conéidéré ; 11 existe glors n tranches
E_Iiiimxo) é < @%’; contenant x_ , et dont l'intersection n'eppartient

(¢]
pas & Uv . Or, cette intersection peut aussi &tre considérée comme
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l'intersection de 2n demi-especes de le forme Xx) < =< ; un en

moins de ces demi-espsces n'lappartient pas 3 m , Gone son complé-

menteire est dens 1,'{, ; Bais ce complémenteire est um corps convexe

ne contensnt pas X, » c@ gqul est coniredictolirs.

Cn peut retitacher & cette proposition s ou Gémoutrer directe-
ment de la méme meniire, la suilvante
2our gulup point x, soit limite feible d'ume suite (x,) ,

il fout ot i1 =uffit ou'il soit 1 tintorsecticn des ensembles |

femésconmmsemendr@s

structure J.Gl”u.ﬂ @@. dansg le Er‘b.?zcﬁzme i;ai 19,

MR

22@

'&3

_ v@m@ a@@u@ Tax '*ic,t: linzeize ﬁ.‘@mee @s% lﬁz;n &@Tss dﬁigng&wlwﬁ
femé-, lg prcposi’“&im 5 ?:ae:ziz awsi 'é piir en sontrent gm%li@
es Trale pour les byperplans ; or, elle résulis szlors de ls
proposition suivente
Proposition 6. M et M/
M Gane M’ est sussi feiblement comiinue

étant doux espaces normds, touts mﬂic&"ai@n

éaire continue de

(clest-a-dire continue relativememy aux structurss faldles de M
/
et M
= P P S & /‘%/YL a3 /
501t en effet £ une epplication linsSaire comiinme dc M dans M
et solent i des f@mea linéaires c@m;z,nues en a@mbm fini, d.a.m
Mi . Comme les fonctions composées Zi ¢ £ sont aes formes lméa.ires
continues dans M , 1%inage reciproqne per £ d'un prismstoide

relatif aux z;i sers un prismatoids, dof la proposition.
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Lg structure faible est ia structure uniforme lg moing fine qui
rende uvniformément continves les pseudo-normes X . («.€L) qui la

~ définissent ; par suite (ch.1I, §5) M. muni de sa structure
i Ma2is nous

allone voir gus ce sous-espace ne peut 8tre fermé dans RE' que
g1 M estuwn espace & un nombre fini de dimensions ; eutrement dit

Propogition 7. Se dimensions n'est

Hows slloms en offet construire wr f£iltre de Cauchy non conver-
gent, an seng de la structure faible. Prenons pour les X, une

bees veoctorislle du @val M bege infinié par hypothése,; et
suppusong ds plus que ggzbgéa 1 . Soit {A } une zuite dénombreble

extreite de 1l'snsembls des X, , et, pour @ha,,q,ue valeur de n, soit

Xn un point tel que gg xa ﬁé =9 g&. uzn) % m . Considérons,

pour @hgqu@ n, les ti’amghag g Xn(x)}mzﬁ(nxn)ég o , of prenant

toutes les valsurs > O ; en chague point dfun de ces ensembles, on
a done é X (x)g m}g -e{ , donc la distance de llorigine & '
l'ensemble est eu moins égale & nf2 - . Pour les autres X _

nous considérerons pour chacun dloux les tramches contenant 1forigine
et relative & cet X .
Congidérons alore la famille @ de tous les emsembles que

aous venons de définir : elle g @ndm uzn filtm car an nombre

£ini quelcongue de ces ansembles a une interssction non vide, les

X, 6&tent lindeirement indépendante. Diautre part, pour chague X
il sxiste uwme tranche relative 4 X . et d"épaiséeuz* augsi faible
gu'on veut dans le famills @ » Qonc le filtre gufelle engendre

eat de Cauchy pour la structurs faible. Or, il ne peut avoir
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de point adhérent, car les ensembles de @, sont convexes et
fermés, donc faiblement fermés, et il en existe dont la distence
& llorigine est arbitrairement grande. | C.0.7.D.

Il se peut par contre que les sphéres fermées de Jvi soient
des sous-espaces faiblement complets ; nous reviendrons sur Cce
point important un peu plus loin.

Bxercice. lontrer gue toute sphére de J®@ est un sous-
egpace précompact pour la structure falble.

# :
La structure faible de /VK o Il n'y a rien & ajouter & ce qui précede en |
: %
au aunel M. Aussi, -

ce qui concerne la giructure faible supériecure

deng cotte section, étudions-nous exclusivement la gtructure faible

inférieurs, et guend nous parlens ds“atructﬁr@ faible® de jvg%, il
doit 8tre entendu que cfest de celle-1a qu'il sfagit ; l'adverbe
n1Paiblenent® se rapportera & toutes les notions relatives & csette
structure. | 4

On voit tout dfabord que, pour 4éfinir la structure falible sur
ka% on peut se borner 4 comsidérer une famille '§%4 de pseudo-
noImes Bz(xi)g.’ les x_ forment un ensemble de points linéalrement
indépendants de j@% A gﬂ'peut toujours supposer en particulier gus

fﬁxyﬂ =1 . :

Une femille de voisinages engendrent le filtre des voisinsges

faibles de 1l'origine est encore formée des engsenbles de la forme
}X(x@} ggg,@{ , au'on peut encore appeler ftranchel, bien que ce
terme n'évogue ici auvcune représentation intuitive.

81 on comserve, pour défimir la structure faible de j&ﬁ%‘, toutes
les pseudo-normes de la famille ¢ ' , on voit que ﬁ?ﬂf , muni de

pa structure feible, peut &tre considéré comme un sous-espace de




Ici encore, cs _sous-espace
n'est pas fermé, car on a l'analogus de la prop. 7 :

Provosition 8. 8i M & ume infinité de dimensions, son espace

La démonstration se fait de la méme menidre : on prend pour les
X, une base vectorielle de M , telle gue r 5 =1, 06t onen
extra,it tme suite dénembrable (xn) Pour cheque n, on prend vn point
X, de M tel que ,é s 1, et Xn(x n)= {ce gul est possible
d'eprds le prop. 3 du § 3), et on comsiddre les tranches '
ﬁx‘w%(%) % £ K ;81X eppartiont & un tel ensemble, on &
X(Xn) > n ‘ n-< , donc, comme fgxngg =1, g%ﬂﬁ » n-°% . Pour les
gutres x_ , on coneidére les tranches contenent 19 origine qai leur
sont relatives, Le fe.mill@ @ d*enaem‘bles ainsi obtemu@ engendr
un filtre, s Car en vertu du théoréme 2 du %ﬂ 5, i1 est tqajmws
possible, les %5 étant un rombre fini de points iﬁdépandantag de
trouver un X é, M_ tel que X(xi )“"a‘i » quele gue soient les G
dgméa. La fin du reisonnement est analogue.

Maie ici on e 1'importent théorime suivamt
Théoréme 1; |

I1 suffii, de le montrer pour la sphére unité 8 ; pour cele, nous
allons établir que 8 est un ensemble formé dans QM ; 868 p@ojeqa
tions sur les ©8paces ‘facteurs étant bornées, donc compactes, S sera
compacte. - ‘

Or, s0it X un point de R adhérent & S ;5 quels gue soient
Xqs%ppecee X, dens M et quel que soit = >0, i1 e:é_iste un X dans
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8 tel gue 'Xo(xi)ux(xl)l< e (i=1,2,...,n) ; si on appliqus cela
en particulier aux trois polnts x,y,xty , on a
| %o(x) 5, (2)-E,(3) | < 3 @
et comme € est arbitraire, on voit que X, est additive, et de le
méme manidre, on montre qu'elle est homogéne ; @éf entre part, om &
encore !Xo(x)}ggx(x) };Ir e < )!x”%— e , ot comme @‘est erbitraire,

._Xo(x)! £ “ x{{quel que soit x, ce qui monmtre gue X est une forme

linéaire continus , et que B2 norme est < 1 , antrement dit que X, € 8.
Hemergue . M* n'sst pas localement compaect pour lg structure
feible, car uvn voisinege quelconque d'un point arbitrairs |
contient toujours ume droite tout entiére, et ne peut dome
étzfe compact : cependant le théordme 1 mozitre que M%’ est
réunion dénombrable d'engsembles ccmpacts,' les sphéres de
rayon n(n=1,2,...) ; ces ensembles sont dfailleurs épars ,
puisqu'aucun voisinagé faible n'est borné ; sinsi, pour la

e catégorie.

. structure faible, M% est un ensemble de 1

Les sphéres fermées dans M% sont dong eussi faiblement fermées ;
mgia ce résultat me s'étend pes en général aux snsembles convexes -
fermés quelconques, contrairement & ce gui se passe dans f% ; en

particulier, il peut exister des varisétés linésires fermées, mais mon

faibleuwont fermées, comme nous allons le voir um peu plus loim.

Nous commencerons par @oz_mer ; CGans le cas oh M est un espace de
Banach (normé et complet) un résultat fondemental, qui permet de
caractériser autrezient les variétés linédeires (homogéres) faiblement
formées dans Mﬁ :

Théordme 2. Si M est un espace de Banach, et V une variété linéaire
homozdne dans M* , distincte de M , 11 v a équivalence entre les

trois

propositions suivantes




- H0 =

a) Y est faiblement fermée.

b)

Lt section de V ot d'une sphers esgt un ensenble

faiblement compact.
¢) ¥V eet le variétsd orthos
Diaprds le théoréme 1, il est immédiat gue a) entraine b) (que M

onalec & wme variété lindsire Gde

soit complet ou non). Df aatre part, c) entraine a) : soit en offet
V l'ensemble des X E.M tels que X(x)=0 en tout point d'ume variété
linéaire nomogéne fermée G M ; si Xo est faiblement asdhérent

&V, &d tout x € G et € >0 correspond un X €V %ol gue
XO(X)“X(I) g < & clegt-d-dire i}i (x}§ <& , ot comme & @gg arbi-
traire, X, (x)=0 en tout point de G, c%st«-épmm que X, € %f’ {ici

eneore l?hypathésa que M est camplat n‘ intorvient pa.a)

Bseste & démontrer que b) en’traine c) Lmntrom togﬁ* @t ab@rd que,
‘ Bi la varieté lineaz.re v verifz.e b) - ella es‘c f’emée. }m effet, sl
X, est aﬁhérent é, v, i1 est aahérent 1' interuecsi@zz cle ¥ et d.* une

snhera fermés de ce:atre "’-a mais cet'ae intersecticn e&t f‘ai‘clement.-

compac‘be‘, done ralblemant femé@ s done fermée, ce qui montre que
X L, EV .

La proposition résultersz alors du lemme suivan‘%; :

& la dop D), et soit X wun poimt dont lg distence &

V est >k >Q .1 a@te wm x €M tel que = ll< 1/k , que

Xg(xﬁ)_a’& et gue X{xo)zg
En effet, ce lemme étant supposé dénontrs, si on désigns per G

l%intersection des hyperplans X(x)=0 pour tout X € ¥ , G est une
variété lindaire fexmée dans M ; 51 X £ V , il existe d'aprds

le lemme un point x, de M orthogonal & tous };_es X &V , donc dans €,




et tel que X (x )% 0 ; per sulte les sewles Formes lindsires
com,imzes gui s'annvient sur & sont les points de V, ce gul démon-
tre e). ' '
Démontrons meintenent le lemme. A chague partie finie ? de M .
faisons caz'resgondm 1tonsenble Hp des points X € V tels que
EEX—X gg £ 2k : E‘X(x)ox (x)g ' ggxgé pour tout x &€ ? . 81
gucur des Ep nféteit vide, il est clair que ces ensembles f@rmemiem
ig bese d'un filtre g sur lfintarseecicm é‘;@ ‘92’ par la, sphere de |
centre 3{ ‘ot do rayon 2k ; comme ce tte imeme@ti@n @st faibl @mam‘,_? |
compects, @’ aure,a,t un p@int faiblemem: e&h@f’@zm Yex Guel
que soit © >@ , 8t X @M :3,1. @xia"samit donc un. XET tel |
gulon ai% é, 1a f@ig @K{x)wi (x}g € k éfx i 9 ot szh{?}wﬂz}? £e,
dtoh %a. (x)«ﬂx) <k f + & , et come & @m arbi traire ,
|%y(z)-7x)| €

ré@ult@mﬁw a@@ §

cua:

zgg . ﬁ@mz@.a = est @1@@3@% dons M ; 11 en

R

E,-¥ §§ < k » @@%mimm@m é, ﬂmp hese que
:,@ est éiat@,m de: plue de k de V . .

I1 @Aime done ume pertie ﬁni@ Q M telle gu'il niexiste
aucun point X € ¥ sauisfaism@ aux. @Qﬁﬁi 1@35 ﬁ;;,@azz%% < 2k ,
et EX@@%X(X}% =4 %éxﬁﬁ -@n..@uﬂc poing .@é?ﬁ . .

Procédons meintensnt per récurrenmce ; on définire successivement
des ;@ari;iesﬁm@g 2.(5=1,2,....) telles qu'il nlexiste sucua
point X & ¥ satisfaisent gimalt&mem@nt 8U% @gnﬂimmp

: gg f‘@‘:z < (oti)k
%E@{K)t'X(XJ < k ||=x Eg en tout point de P,

‘F;o(x}ezf;x) < nk %ﬁxgé en tout point de ‘E?g
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Il suffit pour cele de consgidérer 1' ensemble des points X gui satis-»
font eux n premidres de ces conditions, et de plus & ‘ X (x)ex(x)i
< nk “ x| l en tout point d'une partie finie P ; en supposant ces
ensembles non vides, ids formeraient une base de filtre, qui suralt
un point adhérent ¥ , et Y satisforait asux n premidres conditions |
précédentes, (ohk on 8 remplacé o+t par n .&ansf_'la; premiére )}, contrai-
rement & 1'hypothése. | o | . .

En vemu_de.'l'vhomogézzéité des X ot de 'la, norme, on peut gzz:gﬁposer_ -'

gue tous les pcinfcs‘ de Ezz ont une noxme égale 2 !zf‘z%a ; on voit doumc
gue nous avone démontré 1'existence aVuzze guite (xﬁ} de pointe de AM.

telle gue Eéxn | <t quel que s0it 2 ; que Jim x =0, et eafiz
que, si X est v@glpoi@tdﬂ M el que é @(sgn)w K%} % < k qusl que
soit n, X pleppertienne pes &
Considérons aelors, dans 1'espace S , 1! engemble G des sultes
(Z(x,)) pour tous les I €V ; 1l est linésire, ot la daéfinition
de la suite (x,) si@ifie.g;ae ,d&m S » le distence. én point
gle ",vk";: Dlaprde la prap. 5 du %3 ot

les résul‘te;bs 8ur 1@8 formes lindeires continues dens § , 11 existe
une suite (&n) (n&@a’i,%, .o ) d8 n@m’bm& réels, tells qus
8 A Xo(zn)*ma —~ a‘ay" (x;) = 4
a, lim X(xn) + i aﬁ:;(zu)ﬂz s pour tout X €V
Sl it o o

Comme [g x, 554 %, 1&%52;1@ de terme genéra.l %zzn &gt absgémem
sommeble, d,@moia pulsgue M est E%Ql@i @3.18 est ﬁomm@m@« o 5 o2
posem;_ z. = Z &%, , 008 done (en se rmpela,nt que .‘;‘Zﬁ et les

9 =2 2R
X sont des formes linéeires comtinues.)
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Xo(xo')ﬂ 5 X(xo)--o guel que soit X E€ V¥
o0
”xo < é‘anl. ”xn ”$ Ez aan l < 1’!’1‘

C.Q.F.D,
Remergue. Lorsgue M n'est pas complet, on peut cependant montrer
que &) entraime c¢), et par suite que ces deux propositions sont

éoguivalentes : en supposant V faiblement fermée, et en désignent

'par G lg variété fermée dans M » intersection des hyperplens

he2ed

X {x)=0 , o% X parcourt V , on montre que, si X, est une forme
linéeire eentimz.e telle gque X (x);O en tout point de G , et &i
XipeoesXy sont n points quelconq,uea de M , on peut trouver X & V
tel gue X(x )= X (xi) (i=1,2,....,m), ce qui montre gue X, est
faiblement adhérent & V , et per suite dans V. |
Exercice. Dével opper la démonstration (on pourra pmceder
par i'écurreme sur n}._ .

On pout montrer em contraire, par um exemple (voir Appendice
gue, si M n'est pas complet, la proposition b) peut etre
vraie sans que ¢) le soit .

. Le théordme 2 permet de déterminer les formes lindsires foiblement

' %
continues dans M

Proposition § 5 Porme linéaire Faiblement continue dams M%'

est do la fomme u_ (l}—X(x),oﬁ x €M .

¥*
Soit £ ume forme nnéa.ire faiblement continue dams M. ; si elle

nfesgt pas identiguement nulle, elle définit un hyperplen faiblement

- gk %
formé H d'6guation £(X)=0 dans M . Soit X un point de M 1non

gitué dans H ; on peut supposer que f(}{o)zﬁ s d'aprés le th. 2 ,
il existe un x € M\ tel que }Zg(ze)z'i et X(xe)zc} pour tout X € H .
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Posons Y = x-xor(x) pour tout X € M* on a £(Y)= f(X.)»f(X)f(K )=0,
donc YEH , et par suite ¥(x )=0 , ce qui donne, quel que soit
TEM, 2(X)=x(x) .

On remarquera que la proposition utilise seulement liéquivalence
des propositions &) et ¢) du th.2, donc ne suppose pas M. cemplet.
Nous pouvons maintenant énoncer le résultet |
fondemental de ce peragraphe : }

Théoréme 3 ('théorémed.eréciroclté M_ étant un espace lindsire

e
(<]

noxrmé, il v e 6guivalence entre les propositions suivantes

La structure faible suerieure et lg stmcturef&ibl@éieum

gont identiguos . .
d) TPoute forme linseire continue dans M est sussi faiblement

contxnue (au sens ﬁe la stmc’sura izxferieure)

: M est fai’blem@nfa f@m.ee
(au gens de la structure inferienre) '
%,
) 5 M eat lgv&riéteorthcomle

> M, est _complet.

1¢ a) et b) sont équivalentes. Soit @ 1l'image canonique de M

dans M ; il résulte immédiatement des définitions des siructures

‘ feibles gue l'application de M sgur G nfest paé éeulezizezzt un iso- |
m@rphigme des stmc_fsures fortes V'(Qavevc consematioﬁ de la norme), zéais,
aussi un igomorphisme de la structure faible de M sur ls structure
induite sur & par la structure fa,ible inférieure ds M% ¥ Cela &tant :

si a) est vrale, G est, dans M une variété linésire dont
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lt'intersection evec une splidre Permée est faiblement oconpacte.
81 on avait G 4 = *ﬁ; on pourralt eppliguer é, G le th. 2, puisgue
M* est complet. Il exisiersi’% done dans M* un point X, 5‘9 0 et
orthogonel & G, clest-a-dire tel qgue Zo(x)a@ quel que =oit x € M
ce gul est ebsurde, et montre donc que & = 2@1 f Réciproguement,
81 b) est vraie, toute sphére feraée dens € est falblement compacte,
dlaprés le th. 4 eppliqué a jW1 » Gonc &) est veale.

Gomme_@'autre part 4 %*ést‘tgujgurg oomplet, i1 est clsir
gue b) entraine gue y@ﬁ. est complet.
26 b),c) et @) sozt éguiva lente Dfaprds 1a PEOR. 2 ii ogt &vi-
dent qus h) et é) wcﬁf eaaévglamses.. Dﬁaa trg pafﬁg b%:@n@r&ﬁn@=>g)
d'aprés 1& Q@fiﬁsﬁi@ﬂ des atrucrnr@s faib&@s SUT /@% ; et @}i
@ﬂté&iﬂ@ que g@uie forme line&;re ﬁur j@% @@ﬁv&ﬁ@@ e gene de le
stxue@ura xgrtsp.@@ne (gray.é) cemtinae &ﬁ sens é@ 1g ﬁ@f@@tﬁr@
f&ibl@_gmgééisare,‘sst’aQSsi'g@agimue_au sens de la strueture
falble inférisure, clest-a-dire d), |
20 @), @) et £) sont éqaiualeﬁteg; Diaprés le th. 2, e) et 7)
sont égui?alantes, Dlautre part e) ést équivalents & le mém@vgr@p@a
gition Tormulée pour les L mgpaggaggag' puisgue toube verisété lindaire
fermée est une intergsection d'hyperplans fernés ; mels pour les .

hyperplans e) et 4) sont Sguivelentes en vertu de la PTOD. 4 du §529

‘ ColdaPoDs
Nous eppelierons espaces inmvolutifs ceux pour uyr lesgu sle los six
propositions éguivalentes énoncées dans le th. 3 sont vrales.

L
7
Les R sont &vicerment Ges especes involutifs ; le plus

_im%@rtanﬁ des espacesg nozmée 3 une infinité de dimensionsg,

l'espace de Hilbort, dont nous ferons pius loin une Stude
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approfondie, est involutif. On renconirera encore d'autres
aspaces involutifs (géneralisant 1t espace de Hilbert) dans
1e théorie de 1'Intésration. »

Dtantre part, nous avons rencontré des especes non

involutife par exemple l'espace S A

oéne fermée d'un espace

Remarguo gus toute variété linéeire homo,

involutif est un cspace imvolutif. BEn effet, la structure faible

sur VR sous-espace linésire fermé V d'un sspace normé M est iden-

tigue & la structure induite sur V per la structure faible de M :
puiggue toute forme linéaire continue sur V est la restriction d'ume

fcma lizzéaire comimz.s sur M . 11l en résulue que, 8l l/% est invo-
iutif, toute sphere feme@ dans V ; étan‘t la trace d'un ensemble
felblement o@ga@a, est feiblement compecte, autroment dit ¥ eest un
sous-eepece involutif. . o |

Ceci monirs en ; ﬁ”’izic:alier gue, giames CRCS cml@twesﬁ* :

>,.300 dual ne peut 8tre in mlm;ii” cer dans
ie ces contmi,r@ ’ l'eafoace bid.u.&l M s@mu aussi |
 involutif ; or, comme ﬁﬁ% est complet, son ir;age @e&@niqa@
G dens M% est une veriété lindeire formée, gul seraif
donc un sspece ;mrehﬁ;if; @@ntrairam@nt & 1'bypothése.
Il en résulte que, &1 un espace nlest p@,s im;clutiﬁ’,
ses espaces duals succeesifs sont ftous distincts, en ce
sene gu'un s@m@mhig 12 @a&oniczze trangforme un dual
dlordre n en une partie du duel dlordre nit2k , partie n@xi
identigue é, ce dernier ; de plug, tous ces '@gp&cga sont

nen Invelutlifs.
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Par exemple, les deux premiers duals de l'espace S
sevoir L( N ) et B (N ) ne sont pas involutifs.

Propriétés dos suites dénombrebles. Lorsque M est complet, les suites
dénombrables de points de.zis M et dans M* poseddent des prepriétés '
particulidres dont llorigine réside dans lss propriétés des espaces
métriques complets relstivement & le notion de catésorie (de Baire),
et plus ;érécisément dans le théordme suivaent, Gont nous reppeions
1'6noncé (cb.VII, $ 5, th.2) :

e point 1im £ (x) soit Pinie, il existe ume

Yub oo &

Hous en déduirons d'abord la proposition suivente :

»aitiocn 10. M &tant un espace de Banach, M’

un espace linésire

spplications lindaires comtinuwes de M dans
1gue soit = e M , la

normé, (£,) vne suite 4!

M’ telle gue lm BEr (=) BE
suite ( gé gg ) éles ncmes des £, est bomae.

goit finie guel

 Zn effet, si on applique aux fonctions numériques ngﬁ(x)ﬁ le
théorénme gue mous vencns de rappeler, on voit qu'lil exiete uns
sphdre ngax@£§§ r , ot un nombre K> O tels gue gg £,(x) 55 .:é X
p@u: ?ﬁ,&% g?_%r quel que soit n ; on en déduit, p@ur les mémes
veleurs de x , que |2 (x-z)[ < 28 , aton Iz, Efé&a%/r
L?hypgthése de cetvte p_ropa_sii;ion est en particulier remplie si la
suite (f#) converte gsimplement dans M, et sussi dens le cas ot

/
la suite (£,(x)) est nme guite de Cauchy dans M, quel que soit

x &€ M (les doux cas coincidant lorsque Mg est coemplet). on a einsi

vne ;:onditien nécessalire pour gue cotte dernidrs propriété ait lieu ;




elle n'est pas suffisante, bien entendu, mais on a le exﬁtére suivant,

fréguemment utile :
Propogition 11. Soient M P M’ deux espaces liﬁg’aimg nornés, (fn)

En effet » Bupposons que ééfn gg K guel que soit n. Qu@l gue s8oit
€>0, 6t xe M , 11 existe y<E tel qaa}by«»x < e, et

d'autre part, om peut trouver un entier n, tel gue, pour B > n, 8t

g 2o ey % 3 ; 2 G & e
B 3 B, s ggrm&y) fa(y; M < & ; on en déduit immédistement gue

)-8, || < || a5, | + gg%mew | +ll@-2,@ |
o T <36 , L
d'o% la proposition. On peut rempla@@r % par un @m@m‘bl@ totel,
ou par '_'cm. ensemble dense dans une sphére, en raison de le linbarité
é@a fa" _
4 ; ]

Proposition 12. M étant un espece de Banach, M un egpace linésire
moxmé, gi la suite (f,) u M

/
. @&ti@nlineaim continue de M dans Mi

En effet, la suite des nommes ( gg nﬁf )} 2 une borne finie K

d'aprés la prop. 10 ; d'autre part, si x et ¥y sont deux voints guel-
conques’ de M , 11 existe n tel que lfon eit gimalt&némaﬂt

§§ £(x)-£_(x) 53 <e , gg £(y)-£_(¥) E; <€ et !g’f{m}”%(x’{dﬂ Ef; <&
atoh Eéf(xﬂ"y)af{x)af(y) gg < 53 & et comms e est arbitraire, on voit

dans f est edditive, et de lg méme fagon on montre cu'elle est

linéeire ; enfin, quel gus soit xz, il existe n tTel gue
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“ £(x) “ 4"1‘ (x.) “ £EKE _nz “ + ¢ , ot comme € est arbiirairve,
I 2(x) || < X ||=|| » ce qui montre gue £ est contimme.

bppliguone ces résultets eux suites dénombrebles dens le dual
d'un espé.ce complet M ; on voit gue o
Toute sulte de Cauchy (Z,) de points de Mé’ {eu sens de la
gtructure faible inférieure)

¥ :
XO g.;g M 2 ..,,.EZ'M

gi le suite des mozmes des X,

gonverge faiblerzent vers vn point

suite des gorames (X,) est bornde. |

pornée, et si 1s g

COonverge pour tout x d'un ensenble & u@‘ta}. éam j( %L , Ui W,}} @50

une suite : f&mwﬁ&;@ _convergents dans _ﬂ*‘a -

Bien ent @zzda ce résultat- zzﬂe@u pas en con ntradiction @,wc;
le prop. §, d.‘? aprés laguelle M pag _fs;ziblem@m;
complet il gignifie simplemelt quﬁ il v & toujours des |
Piltres de Cmuchy non @@Q”@@gama rlrms ig gtru ovz’@ faivie
(inferieaxe) de M‘}{? » M&ir g,ms ucmt guits do Caa@hg; @w -
faiblem@nt converg@ntee . ' -
ﬁ@mama@n@ @&c@r@ que, at ag:ar 58 l@ th. _ ’ﬁ,,‘ toute s‘ﬁ.w {m} ge Qoigm

de M_ dont lee nome _gont bornd ses &&a@‘t up point fsiblement

gdhérent X & M ; meis il ne Pou poe @zt c@wslzz re gulon peut

en général gxtraire ds {Z. )} une gm.i 22 @@m‘_—_- 2t Po i;é@m@nu vers .
X o » car lz struciure gm.bl@ é,@ ff\& ntest pee néirisable.
i@asﬁemm , cette proposition est vrasle g£'il sxiste un 1 gnsenble

dénonbrable Z total dang M {oe gui revient & dire jue Zﬂi’/ﬂ, edinet
{pour ge structure forie) une base topologigue dénombrable) : en
effet, dlaprés le prop. i1, pour gutvme guite bornée de points de
7 sost conversente vers X, , 11 euffit slovs que le filtre

essocié soit plus fin quiun £ilire eyent pour bese une Infinits
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denombrablg de voisinages de X, , ce qui permet immédiatenent 4dtéta-
blir la proposition. , '
Btudions maintenant la convergence des suites de p’oints de M
(complet ow mon) dans lz structure faible de M . S on renargue
que l'isomorphisme canonigue de M dans M, fa2it correspan@re &
la structure feible de !%. la strueture induite sur son imsge cenoni-

32

e ;
gue G par ls structure faible infériesure de M K; on voit qulon est

ramené & étudier les suites de points de G relativement & cette
structure, clest-8-dire la convergence faibl@ de certaines suites

‘)

de formes linéaires continues définies dans le dual M.

(xn) de points de
pour toute forme liméaire continue }Léﬂ@,.

On voit d,one (prop. m) que si, pour la suite
M, @3&%@ X(x,) est finie

{ i!xn Qé) est bornée. Il en est ainsi en parti-

1la suit‘e _des pormes

ers efa,i‘blement vers un point X éZM s OU

culier quand (xn) converse
DOUTD . lastmcmrefaible de M

quend (x ) est une guite de Cauchy j

y dans | n'est pes
s cela tient & ce que G :i’@gt pes

liais ici, par contre,

touourefai‘blementcenver rente

une va,riéte lindaire f&lblementfemée (pour la structure inférieure)
dang M (elle pne peut 1'8tre gue si/% est involutif) : & toute
suite fai."sble de Gauchy dans M correepond. une suite faible de

Canch.y dans M » Qui est convergenie, meis dont la li:mite peu.t

ns pa@ étre dans G. Lorsque M est inmlu@ifg ¢e fait ne se

pr@d,uit pes, puiscg_u@ Mﬁﬁ &, e't at a:a.llw,rs la convergesnce falble
dans M 86 rendne 2 1& convergence faible (pour la structure

inféricure) dans M , qui a 6t6 c,tudioe p;u,s haut. Geﬁandam




il y 2 sussi des especes pom-invol
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ubifs pour lesguele toute suite

L2ible de Gauchy est faiblement convergente.

Zxzeroice. ilontrer gufil en est ainsi pour 1llespace [ ( N )
(avec la structure supérieure) et que, de plus, toute suite
faiblement convergente est sussi éonyergen;e,peur lg struc-
ture forte (ce gui ne veut naturellement pes dire gue le
structure faible et la structure forte soient identiques).
On voit par cet exemple que la c@nsi@ératior @zc&usive
des auites dénombrebles mesque cgmplét@m@nb les prooriétés

vénéral@g deg gtz gcunreg faibles szgggés cl-dessus.

oD DD o e o

ha r@ste du ¢ “ﬁgia re, @amn&ez@w& uz per &gravbe gur la

eéamxe&igatim d@s résma. ats -g».@s %%’-‘j et 4 aux especes normés
Re i 2 ies, ot un persgraphe sur éi?@fﬁ@ﬂ r@nfi@tés des appli-
eaiianyalineaires, en Tue dee kvli@&t&@ﬁ@ & le théorie des

équatlione linéelres, sers rédigé ultérieurement.




