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ETUDE LOCALE D! INTEGRALES DEPENDANT D'UN PARAMETRE (Etat 1)

1. Position du probléme. Soit £ une fonction numérigue continue, définie

dang lo produit I xE , of I est un intervalle de R ;s E un ensenmble

£i1tré par un filtre & . Sujposons que : 4°

pour chague valeur de X e# ,
1'intégrale J; £(t,x)dt solt définie ; 2° pour chaque valeur de t €I

la fonction f(%,x) admetite une partie principale (dépendant en général

de t) relstivement & une échelle de comparaison £ (les limites &tant
prises suivant le filtre €§ ). Dans ces conditions, la fonction

-

g(x)= J£(t,x)dt admet-elle une pertie primcipale relative 2 1!

A

échells
"é ; 8t comment peut-on obienir cette partis principales % 7

Hous n'aborderons gue des cas particulisrs ds~ce probléme.,

Soit o(t,x) la partie principsle de £(%,x) pour une valeur donnée

de t ; supposons d'abord que,'pour tout x appartenant & un ensenble du

fiitre & , ia fonection de t , 9(t,x) soil positive et continue dans
1 , et que 1'intégrale I@(t,x)dt existe ; dens ces conditions,
1t'intécrale f
/ Z , , ]
g{x) » Par hypothése, on peut éerire f£(t,x)=9(t,x)(1+e(t,z)), et pour

g(t,x)dt _est-elle éguivalente &4 L'intégrals donnée

chague valeur de t€I , e(t,x) tend vers 0 suivant 9. Si I est

cormpact et si e(t,x) tend vers U suivant iﬁ', uniforméusent pour t

varisnt dane I , pour tout 3.>{}, oxiste un epnsemble ¥ du filtre §§
% J
|

S Adeuis
- ggy ; 0 en décduiv
0 ;,w{ﬁ,z}dt ¢e gul prouve gue, dsng ce cas,

el onait Es{t,x}
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‘mgis uniformément convergentes lorsque x varie dans un ensemble du

filtre % , si e(t,x) tend vers O suivant 3 , uniformément pour t
v%;iant dans tout intervalle compact contenu dans I , et enfin gi
Ji¢(t;x)dt ne tend pas vers 0 suivant % . #n effet, pour tout 3:}(3
il existe par hypothese un intervalle compact J contenu dang 1 , tel que-
H £(%,x)dt- ff(t x)dt i<§” ot }J o(t,x)dt- j@(t,x)dt) < " pour,
tout x d'un ensemble ¥ du filtre & ; Glautre part, il existe un
ensenble H — 8 du Filtre % tel que, pour ’cout ted ;_isit,x) Ig‘,S

et par suite XIf(t x)dt- ffcp(t x)at )<8 /@(t x)at £ 3 !;@(t,x}dt :

on en déduit E‘[%fﬁt,x)d*= } o(t, x)dt <‘5 fl@(t X)dt + a2 ; 81 5

g été pris assezapetit 11 exisze un eﬂsemble P de 25 tel que, pour

XeP , on ait J/@(‘t x)at p o , donc, pour X é€P , on aura

Hf £(t,x)at- f@(‘?« z)dt l £ 39 f 9{t,x)dt , ce gui démontre la

proposition.
kzemple.- mvaluons la partie principale de la fonction
2K 4
glx) =) f+ dt lorsque x tend vers + ©© ; on peut éecrire

° -t
xz(x) = / y-ﬁugi et 1'intégrale du second membre est uniformé-
ment convergen’ceﬁpoar X >1 ; 1'application de la proposition
précédente montre que cette intégrale tend vers 1 lorsque x tend

vers + oo , done g(x)~< ; on verrait sigément gu'on a pour g

X
le développement asympiotique
: - n-1
glx) =4 °52+2;“‘- (-1) ..,.S.,.,__.,.l_,n" +0(
& X
&~  HOUSB allcﬁs nous liniter dans ece qui suit au cas of 5’ eat la

trace sur ’R du filtre des voisipages de + oo dans R , et ob

e de comparaiscn foran
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= principsle de g(x)= jif(t,x)dt, la fonction g (x)/; a{t)dt & condition

qu'on puisse appliguer les propositions démontrées ci-dessus : l'évaiua—
tion de la partie ;rincipale de -J;¢(t,x) ne presente donc dans ce cas .
aucune difficulté. _. “

Il en est autremant lorsque la partie prinecipale de f(t,x) n'est pas
la méne (é un sisple facteur prés, dépendant de t) péur_tqutes lss valemrs
ds © ;=on~renc03trera déjs cette difficulté lorsque, pour chague t ,

894 (X)t. Fa 9 (x)
1] £k of les @i(z) gont des fonec-

(t,x) est de le forme bDe

tions de l'échelle ‘~€O (loc. cit.), meis ob b et les a; Gépendent de t..

Nous allons nous borper @ans ce gui suit av cas le plus simple, celui

ol ﬁ(%,x):h{t)ea(ﬁ}“ ;, o0& h(%t)>0 daus I ; nous allons voir gque, suivent

1z pature des fonctions a(t) et h{t)} , la pariie prineipale ds
0 v .
£ E {a g 3 N - ol
giz)=,0(t,x)dt a des formes irds différentes.

s
A

(
- (7 o
2. Comportement de l'iniézrale ‘jag“ h(t)dt pour x temdant vers +oe (h{(i)30)
dous ccormencerons par examiper le cas particulier od a(t)=t ; on peut
toujours SuLposer que l'intervalle 1 est la droite K tout entidre, en

enplagant h(t) par 0 aux points oh cetie fonction n'est pass défini
p-4 S B

(0]
LT

+

nous nous bormerons en outre au cas oft k(i) est réglés dens tout inter-

£

valle ¢

L)

wpact de R . -

5

Cela dtant, nous 2llons voir que le coanportement de g(x331/ g ni{tiat

50N
o

1

-G

o

ne ceépend g

ue du conmporitement de h{t) zu voisipage d'un esriain point.
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: : [ *n(t)at mf’ (x-x_ )t x t ¢ e®l®%,)
(Eﬂ. c?e la noyenns), J;me‘ e _ooe X=X )83, n(t)at ge 0
/ o®o®n(t)at , autrement dit, e**n(t)at 4 e . D'sutre part, suppo-
-l ~on - :
sons que, pour un nombre P >a , on ait h(B-)>0 ; il existe donc un
nombre ¢ >U et un intervalle gy,ﬁl contenu dans (aﬁ— oogi , tel
: : ‘ ‘90 ' S
que h{t) 2 ¢ dans cel intervalle ; d'od J exth(t)dt > cj!f exhd't. =
ot ¢ -

= C '(@Qx_eyx) S g** , €6 gui 6tablit (1) .

¥

Soit A (k) le plus petit des nombres (¢ tels que h(%-) soit identi- |
guenment nul dans 1'intervalle } (L, + <>0£ (s'il n'existe aucun nombre
fini ayant cette propriété, nous prendrons A(h)=+ oo ), Avec ceite
notation ; .

Gorollsire 1. 88 A (b)) g A(h,) et si h,(t) < hy(t) pour & tepdent

vers A= A {h.,} & sauche, on a
CATLITI IR 2 a

4024 +°°t : '
-fe h,(t)at < | e*"h,(t)at
- GO ~-co

kn effet, pour tout € >0, il existe par hypothése un nombre a £ A

(2]

tel que h (t) € eh,(t) pour a {t < A ; on en déduit gue pour
1 : &
tout x > 0 | '

R co

D'gutre part, comme hz(tn) n'est identiquement nul dans sucun inier- }

[ & o0 + '1'9;*
X _ P vy .
,jx 6" "h, (t)at ¢ s/‘(e. b, (%)t < s/e h,(t)dt

valle dlextrémité A , on a, d'aprés la démonstration de la prop.i :
fa]

A - { 5
J{/ e“‘”h,i(t)dt 4 o™ | et '/0( aXch('t)dt % ™ : donc pour x assez grand,

- <o 2 oo .
[ e*n, ()t g_ef e*th (t)at , d'ot

j z o ~
ohom o co . fer iy Sria o ang ke
xt -
[@ h (t)at £ &‘j e hz(t)dt
: Y s t s

ce gui établit le corclizire.
Corollaire 2. 8i A (h_,é )::}L{hg)z A , 8L 8l h, rv h&: pour % tendent &
gauche vers A ., on 3 o ' e

£k
G f zt ; T :
(3} | e "h (t)dtrv e 'h (t)dt

LJ“M ¢ j,(_yj ,/:
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C'est une conséquence immédiate du cerollaire 1, appligu:’ aux fonetions|

| By-by | et by .

81 on se lizite sux fonctions h aj'ant une partie prinei;als, lorsgue t |
tend vers A(h) 4 pgauche, relutive.ent & 1'échelle de coiparaison (25
(correspondant au point A(h)) , on voit gque 1'évzluaiion de la partie

principale de g(x) est ramenée au cas o b est uns fonction de 1'échellel)

é . Bous dislinguerons deux cae, suivant gue le nombre A (h) est fini
ou égal & + o0 » '
Hemargue.- un peut parfois obtenir ume partie ‘pfincipale de glz)
méne lorsque h n 2 pas de pariie “rincipale su voisinage (& gauche)
4 {(a). L'intégrale f Kt):c(t)(it &tant comvergente pour tout x

par hypothése, et en pa:;lculier pour z-U posons h, (t)=- j hiunléu |
nous allons voir que 1'intégrale [ Xth (t)dt est converg;nte pour
tout x, et quse : w-% :
(4) _ gz} = -x f e"th1(t)dt,

sn effet, on peut écrire, d' apré: la formule d'vintégration par
parties, pour >y ~

. f e**n(t)at = x“h (3)-e""h (v)-xj ‘th (t)dt

Lorsque vv tend vers - oo, b, (v) tend par hypothése vers une limite
finie ; donc l'mtégrale f xth (t)it est convergente et on a .
(5) [ Fncras, = o, (a)-x / o*%n, (£)at

rosons (u)-e axth (t)dt la fonction Y admet une dérigée
égale & —xe”mf e® h (t)d't+h (1) , ctest-u-dive & o Jm[e n{t)at

O

8isbros (0) blane te l’hypothése on a donc Y'(u) ~es xu, en posant
&= [ o**n(t)at , aton v (@)~ - % ae ~" et en multipliant cette B
. T GO : ; 2

relation par e~ , on en déduit (4) .

On voit done que l'on obtiendra une partie principsle de glx) i
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si h, (t) adme‘c une partie principele, ce qui psut fort bien

avoir lieu néme lorsque h{t) nlen admet pas (ef.chap.III, ¢3,
n’2). le roeédé peut 86 repéter el on aura une partie principalg
de g(x) lorsqu une prminve dtordre quelcomgue de h(t) admemra,
une partze principale.

3, L'intégrale f “2ln(t)dt pour th (an voie___gge de U). Lcrsqua

]\. (h).-t est fini, comme hf t)-o pour % )t , le cnangement de varisbld
u=t -t raméne 1'intégrale Ji &e h(‘t;‘a’c ma la fome &0 X,} Bmh(t a)dgg
&1 auffit done d'étudier 11i mtegrale f mh(“}dt pour les différented
-fozlctions h ds 1ltéchelle % (.correspgndan't 8 t tendant vers { par
valeurs > 0) . - | |

Proposition 2. Si h(t}maﬁa (a >-1) pour t tendant vyers U , gn g

: (é} : S(x) 3[ ?bv (t}g}t o8 Mmg&i::%l

‘ (e : 20
pour x tendent vers + o2 . _ ,

in effet, d.a.ns l’mtég,mie j{ e m‘b at - noscms Xt=u. ; il vient

-xt.a [”w° i _,TT(G.%‘{Z
L £t dt = 4_1 J uudﬁ"" 3:,;.1

%
un en déduit ‘la propeosition auiVant@ :

Proposition 3. ﬁoit 9{t) une fonction rdzlés défmia &ans un inter-

vaile {a b{ , et nosaédam les propriétés suivantes :

1Y il existe un imewails ja aﬁ-)tg‘ dans leguel ¢ est striclement

. . : : 28 .
crojssente, dérivable, et telle gus qﬁ{'ﬁc}w gﬁ.{_tma; (avee o > -1)

pour t tendant vers g & droite ;

29 pour 't jyat) , 0%& o(t) ;}zm(a&}e&, }.

goit Y (%) une fonction réglée » O dsns
§ %

¥

tendent vers a , on ait ¥ () k(t-a)

: A9 e o s ‘,4.'. 2
'i/{t;é.i acil copvergenie pour tout x sssez grand.
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Dans ces condltlons, on a, pour x tend%PE vers  + oo

T -
(7) jw m(t)f\r(t)d‘c ~ E(at1) T (Q;T) g 70t m-rm:
: : 2+
kn mettant en facteur e ;w(a)_dans 1'intégrale, on peut se ramener

G:H

au cas oh o9(a)=0 , domc o(t)r m+1 (t-a)

“{ xcv(t)ﬂ{,(t)cn st convergente pour X > X, on
o (2-%5)e(t) -x,9(t). +(t)at ; comme

81 l'intégrale
peut lfécrire
o= (x-x )cp(t)< : (X "Xy )o(at A) pour tyati , ona

(8) Q i ZQ( )Y(t)dt = 49(6 X@(&; )‘-))

Dlautre parb;'dans l*intégrale ja X@‘t)ﬁ{(t}dt posons g(t)=u .

[ g{a -uﬁ-)
l?intégrale devient du , o# i1 fau: ramp&a@%r 1t par

9! Q
le foncticn réeiproque “de 9 fverlfiant done un=¢(t) ). Comme, pour t

a+1 : ,
tendant vers a, on a B~ m {t-a) , OB aura, pcux 2 tendant Fo
. s~ (BT T (& k e 1543

?era g, t-g ~ 7 n , donc :i?T%T V (5~ a} “gy\fﬂ )

Lz formule ’7) résulte par suite de l’awp&zca»ion de (6), en

-tenant cgmpte de (b) ‘
‘ La prop.3 permetirs en général d'avoir la partie prznclpaia d'une

intégrale de la forme .{ x¢(t)~f(t)dt lorsque, dans 1'intervalle

: & -
] a,b[; s N (i) est une fonction réglée v , et o(t) une aenct;on

réglée atteignant son minimun sbsolu en un nombrs fini de points, de

sorte guse ‘]a b[ soit ume juxtaﬁoéiticn d'un nombre fini d'intervalles
dans chacun desguels ¢(t) et “f(c) (ou o(-1) et VY(-t)) satisfessent §
sux BOﬂd&t10ﬂ§ de la prop.3 . ‘

lous ellons meintenant, &4 l'aide de la prop.2, étudier 1l'intégrale

i Y
& ‘y"ﬂ's{t)i* lomq&e h est ‘tme fonmwn gueleongue ds (eg ; Dous

éw«

distingusrons deux gas “@l?&nt que b st a?@rdre fini Qu dlordrs infini

- par rapport a t .

A . hest dlordrs fini o > =1 par rapport & t
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Un peut alors écrire h( t)zt“h (t) , ot h, est dtordre 0 par rapport

8 t (autrement dit, tlog b, l,.{ log :E) Dang ces conditions :

Progosition' 4 S 51

amasay

a(t)=t"n,(t), ok b, est d'ordre U par rapport & & ,
et a7-1,0n_a | |
o0
: Frs ~Z% - {at1 1
() &) = | o= n(a)es v Lot n
pour x tendant vers + co
avec le changement de variables zxt=u , on s

: o2
3 R 1 o=
e(x) = —;W»ga J/ ] u“‘h,‘ (%,du

g

Posons log h, (e “}=9(z) ; par hypothdse, on & ¢{z) < z lorsque z
tend vers + oo , dtot <p'(z)‘4(\ 1 .

Le nombre £ >0 étant donné arbitrairement, décompesons ltintervalle
w(3.'5.:(1‘ceg1:"aau’r.itm en deux mtewalles [0, ;—L} et [ L, oo E s W Gtant
'u.n nombre 1ndépendant de z gui sera choisi plus loin. |

¢(¢.=v) ; on peut écrire

Posons x=6% , u=e’ , on peut écrirse h, (%)-
9(z-v)=9(2)-vo'(2-6v) avec 08 1 ; dés qué Z séra assez grsnd on
aura !cp'(z-ev)s <s pour tout v dans 1l'intervalle } - o2, log H]

. done 1'intérrale j ) uu."'n (-)du gera comprise entre

b, (2 )/“ My fia et h,(z )f “Bp0TEqy
et les deux intégrales qui figurent daus ces expresqmns différent
d'aussi peu qu”on veut de ['(a+1) si & 2 6té pris asseez petit et w
_sssez grand. ‘ - _ '

Dtauntre part, on mui;. remplaée;é: w{%t) par 1 dans »un int’ervalle :
gfa,,i- ca[ (a>0) sans changer la partis principale de g(x). ‘

?’Eomme o'(z) tend vers O lorsqus z tend vers + oo cpf-{z') est borpés
daus tout llintorvalie }., co ,4-00{ : i1 existe dome une constante

° St s v 2 ' - 74 § i
p >0, indépendante de K , telle que E:g}‘\z-»v)afp{z)g $-BY quels que
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= L (g-v}-9(z
soient z et v >U , ot par suite on a ge@i -9 >!é

On aura donc
bt ¥ § a%ﬁ

68, 13 & n'(x)
pour u>1 . Par su:tizoe, on & pour y.>'i roo
-ua
[ e %uh, (B < )j “%,% By
et le facteur de hﬁég) esi aussi yetlt qu’on veut pourvu qbfon ait
pris . asesez grand, ce gui achéve de démomirer la proposition.
‘Bemsrgue.- Ls prop.4 permet aussi ¢iélucider le cas of h est

17

dlordre -1 par rapport & t , 17intégrale ‘/ h(t)dt étant naturelle-
| ‘0, (e

ment suppasée convergenie. Posops en effet H(t)= | h{u)du

en 1&-ag¢¢nt par parties, on a

car on peut toujours sappgaer h nul, el par Lﬁ?u@ 3 bozaéﬁ & partir
d'une certaina valeur de t . On est donc ramens au néne probléms

o4 h est remplacé par B ; comme H est diordre 0 par rapport art -
tout revient, d'aprés la prop.4, 4 trouver la partie principsle de
B lorsque t tend vers 0 , ce qufon sait toujours faire (Appendice 1)

B. h est d'oydre - ¢o© par rapport.a .

On peut écrire h(t)zeaw(t) , o o{(t) tend vers + oo lorsgue 1
tend vers 0 , et o(%) }-1og¢% . Dens ces conditions

Proposition 5. 0On a

R L

7z

lorscue £ ten d vers + oo , ¥ étant déterming n fonction de x D X
7 i [

&

(11) . 93

En effet, faiscns dans g(x) le changement de variable t=y(i4v) et

Ci

= Sl sl s Jir R
renplacons par ailleurs x par ss valeur tirée de (11) ; il vient




. ° 48y
g{x)_yf T (¥)(14v)-9(F+yv) 4o

- ye oot (@) [ Lela et (TIv-elrryn)y,
-4

Seit o une fonction de y tendant vers 0 avec y , et gue nous déter-
ninerons plus loin de facon plus précise .; nous décomposerons 1'inté-
grale en trois intégrales prises dans les intervalles

[‘%«»a? 3., +aj [a+w} : - ‘
(" o(z)tye' (3)7-9(3Hyv) ~

Btudions d'sbord 1'intégrale j . s’y ﬂ'@ v v . (n peut
éerire e(ytyv)-9(yl)-yvoi(y)= % 3‘272@”(37%'@3'?) avec 06 <1 . Pssouns

z=ify et Y(z)=-¢'(y) ; 1l'hypothdse @(1/2} & log z donne, en dérivant |

Ji

Y(z} >z, cone ~y'(z) »1 ; d'autre part, on a ip?’(y)zzawgﬁ(z}

b

com. "“intégra;e étudide peut s'éerire

. /e 72 i -

(12) : ' e 2\’+9V)2' Y 1+§ ,dv
: .

) est coupris entre ~ !(z- g‘fa‘}' et Y‘(zﬁ- s ) par

(B
Y Vifov

i

o f -
hypethése, on 2 1»’0’ <1 ; 81 en outre, on & az «{ -'%—%% on sn
déduire (Appendice 1) que pour z assez grand (c‘esteaedlre X assez

grand) le rapport de «i/'( ) & ny'(z) est aussi voisin de 4

Z
4+6v
qufon veut lorsque v verie de -a & o . Autreument dit, le nombre s)O
étant dornné arbitrairement, G&s que x 3st assez gramd, l'intégrale (12)
. est COL‘}I;? se entre les intégrales « | ' . -

o+ E, g 2 2 - -(7~8) ‘i-é.gl v
!;[ -(1te) dv et f @ av
o '

X ,
SuLposSons @Ilfiﬂ que o .soit tel que «a «g»*"(z) tende vers + <2 aveg

Z ; les i ;v,mles précédentes s'écrivant respectivenent .
T )y 2 a [Cioe )yt
rra-—"‘ef::w..zcm “'P’ ? J 4 iy '\al 3
.? cy»‘mv:i%n :-{ . d.W et t‘£ "g s & QW
y Lide "‘{ rmmww Z’i.~€5~§" —
: 145 ) f i BT
2 - ' 4y 2
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on voit finalsament que dés que z esl assez grand, le rapport de

1tintéegrale (12) & V}mﬁ? =§ ¢§?y) " est aussi voisin de 1 que
lion veut. : ' S

Pour que cette conclusion soit rigoursuse, il faut encore prouver
qu'on peut trouver une fonction a(z) satisfaisant aux trois conditions
imposées Or, on satisfera &4 ces conditioms en premani par ezerple

“Y’“

alz) = , avec 0 {H(\? o il suffz,t en offet de vérifier la rela-

‘tion gza { ;UL# , ¢lest-d-dire = < s OoT: cett.e relation g'ob-

N

tient par dérivation de

Aijm <log , gui est év;.dente puisgus T/ (z}
tend vers + 00 ‘

Btudions meintenant 1'intégrale étendue 4 1'intervalle E&’+ 00} .
¥ous pouvons toujours suppcser {en i'emplagant au beséin 9 par uge cons-
tente & partir d'une certaine valeur de t) que q:(f ) est convexe dans
1"interva3;le i0,+c§£ tout entier. Euui' Y 4, cz; a donc '

o(7+yv) y 9(Fray)iye’ (yay)(v-a)
On en déduit l’inégaiité

+ o2
fw 9(7)ty9* (y)v-o(ytyv) q:(y)-w(ymy)mw'(yw;r_)fy[rp'(-y)-q»'(ﬁm%f
e dv L e - e |
; | _ |

= é
. @(v"r%@"(ﬂ«p(yhy}
w[w’(yﬂy)-@'iy)] |
' : 42'52 "
¢s qu'en peau encore écrire .o g (y+6ay)
j ~o(y )+ye! (y)v-oly+yv) av ¢ —2
- | aydqp”(wa'my)

%
avec 4;4,34: , ¥<81 . D'aprés ls choiz de o , pour z assez grand,

0l aure ﬁudﬁuﬁ v r,(“' % e
o tr" 2 a e %{‘? ;
: ; ﬁ}(%}f’f“?‘if{’? f?"}@’ ({z 'r:g??f) 4 é:‘i } 97AT)
/ | v %
7 - ‘ (ﬁ‘»éz}&y fp“’ézyf}

2

C

HN\
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Or, le second membre est néglléeable devant : cela revient en
: - ~(1-8 ..i_ o (y) v\ e"(y)
effet & voir que g (1-€) tend vers U ; or, ¥ \f@"(Y)
oy J@“(y)

tend vers +'oo ; 8t la fonection e - e)w est négligeable devant w

lorsque w tend vers + g0 .

On montrs de la méme manidres que~1'intégralé étendue &4 ltintervalle
fei -a} esl néglizeable devant 19 ntégrale étendue & &:a,a} , €8 qui
acheve de démontrer la prop.hH .

4, L'intégrale j[ eXth(t)dt pour h e % (2u ¥oisinage de + o0). Hous pos- |

{1
rons hxt‘~e = ) ; pour qus l'intégrale soit convergente pour toute
valeur de x , il faut et il suffit que ¢(t) >t . Alors :

froposition 6. 0On a

Xz = (v} [
o e . o(yHyetly) [ -
{13} glx) =) b a(t)dt ~v e e

4= oo
lorsgue x itend vers + oz , y étan. déterminé en fonction de x par
(14) 9! (y)=x .

Faisons le changement de varisble t=y(i+v) , et remplagons x par

9'(y) ; i1 vient |
(1259 (y)(i+v)-9(ytyv) -@(y)+vw (7) @(y)“vw (y)v-mé+3”
g(x)=y | e dv = ye
Voco
Soit o une fonetioa )v@ de y tsndanv vers U =zveec 1/y : d’compﬁsoma

~ ," 2

; 2 , . :
=~ 757 ¢"(y+8yv) avec 04841 . Ls fonciion 9"(y+97v) est comprise
A
; = ; LEE S
entre o"(y-ay) et o"(ytay) ; si o est prise de sorte gue o < —2— h%i?
_ S

o ’)

le rapport de ¢ {(y+9yv} 2 o%(v) esi ause i voizin de 1 gulon veut

L)

B s - DL R e = 2 . o 3 A q R e
lorsque v warie de -o & +a 488 que y est sssez grand. Us facon préciss,




9 -
: ~(1+€) .ugill v2 ~ -(1-¢) L%LLL ve
. 8 av et . 2] :
dés que x (et par suite y) est assez grand. Si on suppose que a est

telle que ay ‘I o"(v) tend vers + o0 avec § , le méme rax.sonnemen‘t que

dans la prop.%$ prouve que » bour x assez grand, le rapporu de lfintegrale
(T Hyve! (y)-0(y+yv) . 1 [ on . -

. dv - i 4

[ . 2 3 -_‘3-’?(3’7 est aussi voisin des 1 que

l'on veut. Il faut toutsfois vérifier que le choix de o est possible.

De o¢(y)loy omdéduit ¢'(y) %1% , cone o%(y) }?0/32 ; en prenant

1 : 1 3 4 s \
- avec 0 ud < , on aurs bien o<1 et yo J " (3} >1; |
Gram)y @ e | s

- - ﬁ - = 4
reste & montrer qu'on sura aussi ya < %‘-’-‘ , clegt-a-dire .,&W 2y
3 x ﬁ 3 -

a(y) =

or, cette relation s'obtient par dérivation de \?;g& { ¥4 qui est
vérifide par hypothéss. . ,
Etudions maintenant 1'intégrale étendus 2 La,i— o0 [ en procédant tou-
Jjours come dans la prop.5, la fonction ¢ étant supposée corvexe dans
tout llintervalle }# o0 ,,-&-00[ (ce qu'on peut toujours faire en la
remplagant au besoin par ume constante pour les valeurs de t inférieures

& une certaine valeur). Pour v e , on a cp(ym),}'@(y-!*&y}%—y@?(;ﬁ*@y)(%q}é

P4
et le raisomnement se poursuit comne dans la prop.5, sans sucuns modifi-
5 5 h,i
cation. On majore de méme 1'intégrale étendue & l'intervalle /’%5—» oo ,em} .
et on arrive ainei & la prop. 6 .

Exemples. 1) 81 ot }' . en 8 27+ %, fé,t 1s formule (1%) donne

g(x) = j Gial ' o
o2

lei 1'iatégrale g(x) est non seulement ouivalente, maiz égale

au gecond membfg car .fm geu* l’egm ,

'}6‘4’ 7 f‘tm&‘{‘i & du
/00

W =50 2
2) 88 ¢(t)=e” , on a y=log x , d'on
e ;‘a : - 10 r— &=
jf Xt-6 o, f_%g ,-Xtxlog x -2 x

4
v

dof=

Cette formule redoune ls formule de Stirling, car var le chansement

" 5 W / 7
Ce varlable & =u , l'intégrals devient
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A / v e du =T (x)
La méthode suivie dans les démonstrations des propSet & est dite

méthode de Laplace ou méthode du col ; elle consiste, comme on a pu le

voir, & étudier l'intégrale étendue & un intervalle partiel, de lom-
gusur convensble, ayant pour nilisu le point ol la fonction intégrés

atteint son maximum. Cetle méthode est susceptible de s'appliguer &

beaucoup d'autres intégrales dépendsnt dfun paraméire ; nous allons en |

voir un exemple dans le n’ suivant (voir aussi exerc. 3

g 24 |
5. L'intésrale yjﬁ a”Xtﬁ(t} dt pour x tendant vers O . Dans tout ce gui précede)
— ,

lt*intégrale iée était balla gue, p@a: la partie prin-
cipale o(t,x) de £(% ﬁ}, 1tintégraie ez@{t,x)dt était convercente.

11 se pose d'autres problémes lorsque cette intégrale est divergente.

Nous allons sncore nous borner & un cas particulier, celul od

P ,
1= LO;fcwl , ol f{x,t)se”Xth(t) , h étant uns fonction réglés et

_positive dans I , et x tendant veras O par vsleurs >0 . Aors, pour

tout teI , la partie principale de f(t x) est la constante {par
rapport & x) h{t) ; si lfintégrals j kﬂt)dt est convergente, le
ralsonnement du no? prouve gue la partie principale de jr Xth’t}dt
est da constante ‘& h{t)dt . Hougs nous proposons dfcbt enzr une partie

oo
principale de 1l'intégrale ‘/" % h(t)dt lorsque lfintégrale / h{t)at

est divergente ; ii faut naiurellament smapeser que, pour tout zx >0

1¥intégrale Qj- Kth{ﬁ)dt est convergents.
4 ; ;
Bn preaier lieu, oo 2 la proposition smalogue av gor.t de ls
prop.} :

) 4 h,(t ) ’QET % tendent vers + co , 00 &

o5

Yropogibion 7 . Bi

ﬁw = ,
(15) - ;‘ (t)at {i e Tt ,(t)at

s 0
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ﬁemarquons d'abord que, lorsque x tend vers o, l*lntegra7e

e

Xth(t)dt tend vers + oo ; en effet, pour tout nombre k>0, i1

existe par hypothése un intervalle {Q a] tel que f h(t)at > k

8l x

0
est assez petit pour que%(dans ltintervalle [@,al y On ait e’thziws .
o0
_on aura f Xth(t)dt { °Xth"(t)d.‘t 7 . a‘@%ﬁm > (1-g)k , quantits

4
qui est arbitrairement grande.

Cela étant, si hf<= , bour tout €30 , il existe un 8 tel que,

pour ty 78 ; b (t)<en (t) ; on a doncﬁ

o go e
f o~ *% (t)at £€ [e'Xth,(t)dt + [e-'ﬁ(h_ (t)-gh, (%) )ds
- 1 ) 2 > [ a :
Yo ,4

o *'n, (t)at 5 e *(n, (t)-en,(t))at
w X% et f@ -%t,
j e ﬂ (‘t au : j =] Vli(t}da

& ) ' Vo

dfol [

e,

oy

°‘-\—u\’

Lorasque x tend vers O , ] Xgn (t)dt et j ngz\t tendent vers
o

des limites finies, st [ “e=ily (t)dt tend vers + « ; donc o
o ; :

essez petit, on aurs - :
j( e %', (t)at  2¢ / o™ n, (t)at
¢e qui démonire la propos;tion. <

Corollaire. bi h 4Vb, , on 2

(16) - f e™*tn, (t)at m/ e %, ,(B)at
L1 suffit d'appliquer i prop. 7 & ih =h E et b, .

ur

81 on se limite sux fonctions h ayant une Qa”tie prlnciyals relative-

ment & 1'6chells de comparaison f% (relative au point + c2), on

oo
% - t o a . S 2 > ol iﬁ
la rechierche de la partie 1rincipals ds }[ Ebn{t)at lorsque

)

vers U , 838l ramenés zu cas oh h appartieﬁt g £

L)

o : T
ﬁ‘f@éégé;{; pe.~- ic3

g{x) lorsque lz f@d ion h > 0 n'a pas de partie princip
& 7 _

4 Ere Ay & S i %
nCore, On peut zvolir ure peartie principalc

701t que

%z tend

mais que sa prlm tive h,(t) =/ h(ujdu enb une . En effst, on

en intégrant par partiss
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(17) ‘fvefx”h(u)du = ¢ Xy (t)+x.j’ o, (u)du

On tire dfabord de cette relation, compte tenu @ ce que h et h
sont 20 , que
“Xth (t) j) h(u)du

Comme l‘lntégrale du second membre est convergente lorsqus t tend

vers + oo , on voit qu'il existe une constante g (dépendant de x)
telle que h,(t) élant

assez petit, om voit que hf(t)@”Xt tend vers U pour tout x>0 ,

. Comme cette relation & lieu pour tout x

lorsque t tend vers + oo . Faiscns alors tendre t vers + ¢o dans

3 s f =zt ;
(17), om voit que l'intégrale j @ " h,{t)dt est convergente, et que

f!ﬁ
(i8) | b(ximxuj e ﬁ?(t>ﬁt
d'oli le résultat annoncé. . ‘
Lo i : 2

Four éiudier l’intégral@ j e *"n(t)dt lorsque he & , nous distingue-
rons deux cas suivant gue B est dfordre fini ou d'ordre infini par rapport
at.

A . hest d'ordre fini g par rapport & ¢ .

+ G2

comme l'integrale J( n(t)dt est par h'pcthése divergenie, on a nécessai-

rement a » -1 . Nousosupposerons d'abord que o >-1 . On peut alors
écrire h(t):tahg(t) , ol h, est d'ordre O par rapport & © . Dans ces
conditions : ' .
kroposition 8. 8i h(t):t“h@{t) » 90 h, est d'ordre U par rapport & t

e

et & >-1 , 0on a

mcg

(19) a(x) = | o

!! 2 dn

“Eo(t)dt A i%%m—l n, (1)
X

povr x tendant vers O .

changemsnt de variable zt=2 , on a
[> 1 :

Ay 1 gl Ty,
S\l = oo | ° uh,(Z)du
"’{o

sn effet, avec le

?A
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Posons h1(t)=aq(t) i Poar hypothésé, ona 9. logt , donc si on pose
log t=v et ¢(e’)= (v}, on sura Vv ./ v , d'oti en dérivant “1"4 1
Cela étant, le nombre e >0 étant donné arbitrairement, nous sllons
décomposer l'intervalle d'intégration en deux intervalles {0,]&} et
[ A ,-+c>0{ , A étant un pombre indépendant de x qui sera choisi plus
loin, & |
ASi on pose v:«‘zlog-}% s W=log u , on &, dans l'intervalle gleg 2~ ,+00£

: ( 3 . '
hﬁ}(%):@%ﬁw% et ¥ (yiw)=Y(y)im ' (y+6w) avec 0 £ 6 <1 . Dds que
y est assez zrand, on asura i”f’(y—!-ew ! £ & pour tout w dans liintervallg

3
74
= 3 ' ( g e > = » pr% : 2
iog A ,+ 00} donc llintégrale A @ ‘*u“h?(-ﬁ)du sera comprise entre

Ry,
¢

les intégrales o

<4 f‘:‘? - - 4 ,,{ 2 c edm
h4(§}j o an et h(2)] e Yo% Fau
4 )‘ : A

et les deux intégraies qui figurent dans ces expressions différent

d'ausei peu qu'on veut de ['(a#1) si € et A ont 616 pris asses petits.

On a d'autre part i L
' T a @, cu o+t [ 7 '
j e u“'h,‘ (-}-{-)dug u'h, (E)du =x h(t)dt
¢ 0 /3
Comme h est d'ordre a#-1 , on a (apperdice 1)
Y
g 4
1
[ h(t)dt ~ —==— yi(y)
lorsque y tend vers +oo , ldcnc, lorsqug :i tend vers 0
+

S B VI S

Or, pour A fize, le rappgrt h,‘ (%)/h's (-%) tend vers 1 lorsqgue x tend

- = S 4 £ LR T Il SAas = & 2iA
vers v ; on peut done prendre A assez petit, puls x assez petit pour
4 { % eu & ’u "1 \
Lot o 24 * ot A ety B e % e e e
que le rspport de | e u h;{«;}da a 0, =) scit arbitrsirement petin,
L v - o & 4 5
3 ¥ >
5 g dérontre ] e R op
T L«;‘L‘Ll‘, »;A?JﬁzQﬁ:wflﬁ La £J<= ’-)_g:-l’»";-#é»@-—.’»}u Tt
5 B0 g i it e A o e R A i e S Y o P 8 g s e L S R S S Vo s
lei e RQre, C6 Tedllied DOINST dtélucider ausesi de cas ol L esl
oo '
/
i g ” o PRSP 2 = g ko e I Sty i - Ry 4 B G
dfordre -1 par zapport &4 © , 1'intégrals | h(t)dt étant toujovr
393 n fe oo S T et G - IR
suppocce Givergente, 11 suflit 4t
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en remerquant que dans ce cas la primitive f h{u)du est
: 0
dfordre U-par rapport & t , et qu'on sait trouver sa partie
principale d'aprés l'Aprendice 1 .

' B. b _est d'ordre + oo par rapport & t .

Ecrivons h(t)=e®(t) , o(t) tendant vers + oo avec t. Par hypothése,
: oo :
on a ¢(t) »>1log t ; d'autre part, comse l'intégralef e *n(t)dt est
0
supposée convergente pour tout x50 ; on & nécessairement o(t) £ %
Dans ces conditions :
Yroposition 9. On g
s f/-iw-xt :
(20} gl(x) =J hit)dt ~v e

9{y)-79'(7) 21
: -¢%(y)
lorsgus x tend vers O , § étant déterniné en f‘cmctwn de x par

(21) 9'(y) = x .
Hotons dfabord qu'en vertu de o{(t){t , ona ¢'<1 , donc y tend vers
+ oo lorsque x tend vers 0 . Paisons le changement de variables

t»y(‘i-i-v) , et remp agons x par ¢'(y) ; 1l vient /fwf

g(x)zy] o(ytyv)-y9! (y)(14v) <P(¥) -¥9 (y»J o(ytyv)-0(y)-yvous

".b

Cela étandf, on procédere comme dars la prop.6 en décomposent 1l'inter-

- 7
valle d'intégration en trois autres : (ﬂ,ac&] ,[«a,+a;g ,[+a,,+ c:o{ :
« étant une fonction ds y tendant vers.O avec 1/y . Dans le second

422

mteavalle, on éerit o(y+yv)-¢(y)-yve'(y)=73 ¢" (y+eyv) avec

046 <1 ; on notera qus @' tend vers O lorsgue t tend wers + ¢2 , done

¢ est négative pour % assez grand ; d'autre part, de la relstion
9(t) » log t on tire 9'(t) y1/t , dloh 9"(t) $1/t2 . On voit alors

comne Gans la prop.b que le rapport de l'intégrale
. e s

7

/ fritiass { 8 o0 / ;

| ol ).., vi-vvor{y) , 1 o e ,
g, @*)' Sl 7ol @zd} :} 3 37} ,i?;» ‘é:-‘z m o mamuﬁ( } sussl voisin 49 4 %u@@ﬂ

4. o= i 7 v
g Y 2
Sl g S et 2 ST
veut dés que y est sssez grand, pourvu guion all pn cheisir g 06 s07Le
e st <

e iy i e s Ty . 70 = S
gue oy «sg;"f{;;} o Lende vers j%’ (::%P ; 20 gue y«\.,-g“:;m ; 050 Veriilis gans

- f

veine gue ce choix est %*&,sssa.b};@g en prenant par e it Ple g =~
- \ r:—::y)‘ {5}?{? ;;E
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avec U(ﬁ(

Pour étudier 1'intégrale étendue a 1l'intervalle [a,+<u>f ; il faut
remarquer qu'iui la fonction ¢ est concave pour t essez grand, et peut
per suite étre supposée concave pour tout t , dlaprés le cor. de la
prop.7 . Un aura dome, pour vya , o(yiyv){ely+ay)i(v-alye’ (yiay) ;
cela étant, on termine le raisoﬁnement coxme dams la prop.9 , el on
traite de méme 1l'intégrale étendue & {-?,-a] , achevant ainsi la
~démonstration de ls Coraule (20) .

Exemple. Cherchons la partie principale de

£(x) ___fweez(log t)2 -
lorsgue x tend vers g . En posant (log t)zzd , 1'intégrale
sléerit -

2(x) = % [ o 2 ‘r"’“jg, VB gy

et ‘on oot donc ramené & la forme (20), avec o¢(u)= Ju-log Ju
La relation ¢!'(y)=x donne er développant au voisinage de =x=0
§f§? %E -4+,. les termes non écrits étant d'ordre 1 gu moins.
D'autTe part, on a ¢(y)-yo'(y)=*+ 5 \7-108 {§'+‘1 -»+ —- , €
gui donne le développement en fonctlon de x |

9(y)-y0' (3)= 2= + log 2x +...

les termes non éerits tendant vers 0 avec x. Comme dfautre part,

ona o'yl= - 2/5 + ;yz ~J »ZXB , 1a formule (20) donne
finzlement ‘

(22) - £(x) v i “‘"
Cn peut ici obtenir plus rapidement le résalust par upe zutre

voie. Posons log 1=v dans 1'intégrale, 11 vient .
4 fqo 4 x
-XV2 = ( 2V -F=)
£(x) = [ +vdv = e**} e /x 9% av
. i _

0
'_ & O & “; o o =
ou, en posant W = V= V- 5s
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A 2 =
£(x) = dwru-—- CR R e dw =\i-e”‘
i N5 P X
Exercices.- 1) ooit a un nombre fixe >0 , h(t) une fonction 0
dans [a +oo| , telle que l'intégrale / h(t)dt soit divergente, mais
ol
gue l'intégrale f 16 dt soit convergente. On considére la fonc-

tion de x > 0

lorsque x tend vers O .
a) Montrer que si h1< h, (resp. hynvh,) lorsque t tend vers + oo ,

on a f1 (x)i\fz(x) (resp. f1(x)mf2(x)) lofsque x tend vers O .

b) Un suppose gue h appartient & 1{échelle é relative au voisinage

de x= oo ; b est donc d'ordrs -a par rapport &2 t , avec 0La d 1 ;
’ P 7 <

. montrer gue l'on a h(i)
fx) v s Z
(x) sin a n x
{déconposer 1'1nterv:ule d'intéegration en deux autres par le point

A
=1 ot A est indépendant de x , mais arbitrairement petit, et

%
rsisonner comme dans la prop. 8).

2) 8o0it ¢(t) une fonetion >0 de 1ltéchelle 15 au voisinege de + oo,
telle gque ¢(t) »t . Si {+ est un nombre réel guelconque < 1 , montrer
gue, lorsqgus x tend vers + co ‘

” xt-xo(t) x* (791 (3)-0(3)) o
Plz)=| o7~ % Ylatnve R
| ) | xt on(y)
-l ; 1-1 9\
ol y est donné par la relation o¢'(y)=x : :
3) studier de méme, pour K< 1 - l'intégralé
(v 2]
- ol
£(x) =-f otz iy
_ 0 o
ot x tend vers + @ , ¢(t) étant une fonction)() de 17échells ﬁ
au voisinage de t=0 ; étudisr la méme intégrale lorsgue x tend vers
0 , o(t) étant cette Pois une fonction >U de l'échelle % gu voisi-
nage de +o2 , tells que o(t)< t .
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