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fohou~ CHAPITRE IV.
CORPS DE HARDY. FONCTIONS (H). ¥ L

Le but de ce chapitre est essentiellement 1'étude d'un ensemble

de fonctions élémentaires, dont l'in"cérét est de servir en guelgue

des fonctions de varigble réelle gul se présentent_ dens les é.iverses
parties de 1ltAnalyse (voir ch.V). Cet ensemble est un cas particu-

lier d'ensembles de fonctions de variable réelle gue nous désigne-

rons sous le nom de corps ds Hardy, et dont nous commencerons par
donner ls définition et les principasles yr@priéiés.

| § 1. Corps de Hardy.
Définition 1. Un ensemble ‘% de fonctions réelles finiles, dcnt

chacune est définie dans un voiginage de + oo point non compris)

et éventuellement dans d'autres partises de R , est dit congtituer
un corps de Hardy, s'il satisfait sux conditions suivantes : '
(QBI) Toute fonction de k
de + os (_c'esteé.-»dire gue, pour tout f &€ 5?{ , i1 existe un volsi-

garde un signe constant au Voisinage

nage Vde + oo , tel que £(x) > O en tout point de V N R
£(x) < O en tout point de ¥ N R , ou £(x)=0 en tout point de

Vv R ).
(CHII) Toute fonction de f{ est continue et dérivable dans un

voisinage de + 0o , et sa dérivée appartient & é%

wﬁuz) ﬁ , les fonctions Mg , f-g ,

fe fjg , définies su voisinage de + o2 (la dernidre en supposent

que g n'est pas nulle dans un voisinage de + <2 ) appartiennent &

7z .
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D'aprés (CHHI) , un corps de Hardy contient toujours les conms-

tentes rationnelles, dont l'ensemble constitue évidemment le plus

petit corps de Hardy. Les constantes réelles forment aussl un corps

de Hardy ; un exemple' plus important est formé par le corps des

fonctions rationnmelles de x & coefficients réels : cet ensemble

de fonctions satisfait évidemment & (CHII) et (CEI,II) - d?autre. part,
si P(x) et Q(x) sont deux polynomes & coefficients réels uon
identiquement nuls, et si a est le maximum des racines réelles

de P(x) et Q(x), P/Q garde un signe comstant pour x >a& , d'oh (CH;).

lfontrons mainterant comment, par adjonction de foncticms conve-

nables & un corps de Hardy donné, on peut obtenir encore un nouveau

corps de Hardy.

Lemme 1. Soient a(x), b(x) des fonctions continues et gardant un
signe constant au voisinase de + oo . 81 y(x) satisfait. au

voisinage de + o= , & 1f
(1) yi=ay+Dh

équation différentielle

elle garde gussi un signe constent su voisinape de + oo,

Suppos ns a et b définies et continues pour x Z X, , el posons
y.e

o
- ,gg a{t)dt

z = o ; on a

: x
z! = b.en”{;@ alyjot

I1 existe par hypothsse un nombre Zy tel que, pour x >x% ; D garde
un signe comstant ; si b(x)=0 pour x Z s B est. constaﬁte pour

x >2‘3 , donc y garde un signe constant pour x >x, ; si b(x)#£0
pour x > x, : ,: z' garde un signe ccnstzm‘i: pour x> X, , donc z est
fonction monotone pour x >z, ; il existe donc un nmombre x,% X
tel que, pour X > x_, z garde un signe constant, donc sussi y.

3

1
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Bemarg»ue. Cette propriété si élémentaire ne s'étend pas aux
éguations différentielles linéaires d'ordre supérieur & un ;
. par exemple la fonction ¥y = sin x satisfait & 3"+ y =0,
e.'t,, ne garde pas un signe constant au voisinage de + <= .,

Lemme 2. Soient a(x) et b(x) deux fonctions appartenant & un méme

corps de Hardy ﬁ: , ¥ une fonction satisfaisant & (1) su voisinage

de + o0, P(u) un polyndme par rapport & une varisble u , donb

les coefficients appartiennent & k . La fonction P(y) garde un

signe constant gu voisinage de + <o .

La proposition est évidente si le degré n de P(u) est 0. Comme
P(u) peut se metire sous le forme

n n-1 o
+ ¢ o e O
co(u c,u + ¢ u 4 - cn)

o ¢, €4,...,¢, sont des foncticns de k , il suffit de démon-
trer le lemme pour les polynomes dont le coefficient de la plus

haute puissance de u est 1. Supposous le lemme Gémontré pour tous

les polynomes de degré n-1 ; on g
(2(7))" = (ey+d)(ay® ! +(n-1 )fg,{yz"”“?%n,.,,,4-311»;g )“‘G,'i
= na.P(yH Q(y)

ot O(u) est un polynome de degré n-4 au plus, & coefficients dans f7 .

-1
;Vn +...Fe!
n

Les fonctions na et Q{y) gardent un signe constant au voisinage de
+ ©© ; il en est donc de méme de P(y), d'eprés le lemme 1.

Proposition 1. 8i 2 et b sont deux fonctions appartenant & un corps

de Hardy fy,( , gj; y une fonction satisfaisant & (1) su voisinage de

+ 0o , llensemble des fonchions R(y), of R(u) désigne une fraction

rationnelle en u , & coefficients dans %{ , forme uvn pouveau €OIrDS

de Hardy, gu'on désigne par §z(y), et qufon dit obtenu par adjonction

e v & fr .
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En effet, fy (y) satisfait bien & (CH;;;), ot & (CH_) d'eprés lo
lomme 2 ; d'autre part, la dérivée de R(y) est, on vertu de (1),

de la forme S8(y), o% 8(u) est une nouvelle fraction rationnelle

en u , & coefficients dans 5{' ; done Vk (y) vérifie (CHII)’
Corollaire 1. Si y est une fonction de _&: gui est >0 au voisinage

de + Co & (log y) est un corps de Hardy.
En effet, (log y)' = y'/y, qui appertient & _ﬁz; -

Corollaire 2. 8i ¥ est une fonction guelcongue de i‘k’ . ‘%(ey)
est un corps de Hardy.

: ral
En offet, (e¥)! = o'.y' , ot y' eppartient a ¥ .

La proposition 1 et ses corollaires montrent en particulier gus,
si T et g appartiennent & un néme cérps de Hardy k , toutes les
fonctions f;g,ef,ag,legf,log g, éfg a,; Qgga’ (@ quelcongue),

Jif ; j; g (a guelconqgue dans un voisinage de + &2 o8& T 6t g
sont définies) appartiennent encore & un méme corps de Hardy,
obtenu par extensions successives du corps de Hardy ﬁ :

Comparsison fonctions dfun Progosition 2. Toute fonction appartenant

corps de Hardy. 4 un corps de Hardy tend vers une limite

(finie ou infinie) lorsque x tend vers + o2 ,
En effet, si £ appartient & un corps de Hardy k 5 £ £ k -

donc garde un signe counstant su voisingge de + ©© ; il en résulte
que T est moncione au voiginage de + 62 , d'od la proposition,
d'aprés le théordme de la limite ‘monotone.

Appliquons en particulier cette proposition au guotient f/g
de deux fonctions d'un corps de Hardy (g supposée non identiquement
nulle dans un voisinage de + ©© ); ce quotient tend vers une limite,

. qui peut &ire un nombre réel quelcongue, fini ou infini.
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Définition 2. Soient £ et g deux fonctions d'un corps de Hardy.

On dit gue £ est négligeable par rapport & g , ou que g est prépon-

dérante sur £, et on écrit £<<g (ou g >»f), si le rapport f/g

tend vers O lorsgue x tend vers + oo ; on dit gue f est équivelente

& v AT
& g et on écrit f~uz si lo rapport f/g tend vers 1 va;g x tend
vergs + &9,
On peut donc énoncer la proposition éuivan’ce 2

Proposition 3. 8Si f et g sont deux foncltions asppartenent & un

méme corps de Hardy, ou bien £« g , oubien £ g , oubien il

exigbe un nombre k fini et #0 tel que f “vkg.

Enongons un certain nombre de propriétés élémentaires des signes
i < " et " ~As" , dont nous laisserons la plupart des démonsirations

au lecteur

{(2) f ~g entralne g~ f ;
(3) £ ~vg ot g ~vh entrainent f£Ash ;
(4) t<get g<Lh {(ou gvkh ohh k sst une constante #0)

entrainent £<h ;
Cette propriété montre que la relation "f< g ou il existe
une constante kfO telle que £ ~v kg est transitive et
réflexive ; on peut donc, en passant & l'ensemble quotisnt
du corps de Hardy par la relailion d'éguivalence il existe

k#0 tel que £ ~kg" , en déduire une relation dlordre sur

cet ensemble quotient ; em outre, la proposition 3 montre

alors gue cet ensemble quotient est totalemeni ordonné.

(5) f £ g est équivalente & f <kg quelle gue soit la

constante k £ 0 ;
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Dans le corps des rationnels, on a par exemple x(ax‘?‘, 8i
petit que soit e £ 0 ; une relation telle que £<g ne peut
donc permetitre sucune conclusion sur la grandeur reiative de

£(x) et g{x) pour une valeur donnée de X.

(6) si gy et g, sont de méme signe au voisinage de + oo | f,rdg,i
et £,rug, entrainent £, +f,~igtg, ; f1<g1 et £,<8, ;
fg+f2<- gy tey- _
En effet, si par exemple ifi(x)g <L gé&(x)s et
: )| e ;
%i‘é.&)é{ ¢ ggg(x)é pour X >X , on eura aussi, puisque
i e e : -
&) + [e2] =leyt &2
%fﬁfz%'( g‘!g{i‘gg%
Ces propositions sont insxactes lorsguse g,i et gg sont de
signes contraires ; pé.r exemple, si g . xgﬁ ) 8= -x

===x2, on a firug% , P. g , mais

fz}:a‘%“z, g 58,

4 2
f,i-:-fzz x>1= g4t g5
Toutefois, lorsque g,=%g , g2=Bg , o a et B sont des
congtantes de signe quelcongue, les relations :E'1 ~ Qg ,
£, ~Bg entrainent f%+fgw(a+ﬁ)g , et £ 0 , et
f1+fg< g s5iaff = 0.
Comme cas particulier de (6), on voit gque si f1’<~g,: £,<g , on &

£+, < g ; autrement dit, ls somme d'un nombre f£ini de fonctions

négligeables par rapport & une fonclion g , est encore négligesble

par rapport & g ;
(7) t >»g entraine ftg~Ff ; £ ug est équivalente & f-g<f ;

En particulier, si g« f , ftg a2 le signme de £ au voisinage de
+ oo .,

(8) £, vg et T, g, entrainent f,£, Vg8, ;
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(9) f,«8y ot f¢g, (ouf, fv};ga, o k est une constante £0)
entrainent £,85 L8485 5
(10) 8i a >0, £ g entraine !flg"(gg‘“ ; £~ g entraine
ifl Y !g’a’ .
(11) £ ~g entraine ‘iifr\.: ‘i/g ; £ < g entraine 'i/gs{’d/f -
(12) Soit ¢(x) une fonction continue tendant vers + S© savec x ;
sl £ et g sont deux fonctions d'un corps de Hardy telles que foe
et go@ soient encore des fonctions d'un méme corps de Hardy, la
rdlation £ ~ug entrafne feo9 Anugeo ; la velation feC g
entraine foo <ge°9 . _
Ces propriétés de la composition & droite sont inexactes
en général pour la composition & gauche : par exemple,
on a X< = , mais log x‘?‘leog x ; de méme z% Ay z'g*%'x -
meis exz =< x| Citons seulement les résultats suivants :
(13) 5i g tend vers + ©© avec x , la relation £ < & entraine
of £ 68 ; 1a relation f ~sg entratne log £ ~slog g .
Soient £ et g deux fonctions d'un méms corps de Hardy, et suppo-

sons que g fLende vers +©© gvec x . On sppelle ordre de £ par

rapport & g la borne inférieurs p de l'ensemble des nombres finis a
tels que £ < gq’ (et + oo si cet ensemble est vide). Il peut se
produire plusieurs cas :

19. p=-00 ; on aalors £« g* quel que soit a fini.

29- p=+02 ; on aalors £ >g” quel gue soit o fini ; danms le
cas contraire, ozi aursit T~ kgq’ pour une certaine valsur de a ,
k étant vne constante 5%0 ; par suite, pour 8 >4 , £.£ gﬁ , con-

trairement & l'hypothéss.
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39. - oo < p<t+oo ; posons f1=f/gp ; i1 est cleair qu'on a f1a< g‘/\
quel que soit A)O ; dfgutre part, on a aussi g £, aquel
gue soit J\,> 0 , sans quoi on aurait pour une de ces valeurs
:f,!fukg”‘)" , avec k constante 7’-—0, et pour -A < - <0, f{a< g |
dtoli £« gpsg

Lorsque p =+ 02 ou p=-0° , on a 1log gfé > log g. En effet,

, contrairement & l'hypothése.

si par exemple p=+oo , ona, quel que soita , T i}@g@ , donc
& tout @ > 0 correspond un nombre x, tel que, pour x > Xx, ,
loggfg > a log g , ce qui montre que log Efg i’log g tend vers + O
avec x ; raisonnement analogue si p = - o=,
Lorsque p est fini ot $0 , on a loggfg@ap log g ; en effet,
log éf’%s p log g + log §f1§5 pour tout A >0 , 1l existe x| tel que,
pour Xy x ,8 < §f1§<gi‘& , d'ol Eloggfﬁﬁ%ﬁ,leg g , ce
gui entrains log gf1§ & log g .
‘Le méme raisonnement montre que, si p=0, log %f% {log g .

érivation et intégration des relations de comparsison. Lemme 3. Soient £

et g deux fonctions strictement positives et continues par morcesux
$ oo

{aﬁ'@@{ ; BL j g(t)d:t <+@@ ; oD 8

.

lim. lim.sup.f
X-%iugo / Blt)at = $ x@?;ué% zljes)

Wi al® 4

si jg(t)d‘tm‘k‘cc , on &
{7 P

xX
L. £t )dt
lim.sup. .:Zz.i.,i_, < lim.sup. f(z)/g(z}
X -+ @ f g(t)dt X2+ o0

x
En effet, sapposons dl'abord j g(t)at <+ o° ; d"aprgs ie tnqueme
+ : o2
de la moyemne, f£(x) < kg(x) pour x 3 x, entraine {f(t)at <k /;!g(t)dig
r/_}v :

pour x > %y dfoh la premiém partie de la proposition.
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+o0

En second lieu, supposons g(t)at = + o0 , et £(x) < ka(x)
@
pour x » X, ; oD &

x x x % 4
j £(t)dt =f f(t)dt+/f(t)dt éjf(t)dt + kl/;g(t)dt -
[77 [/ % px & 3 °
- kj;g(t)dt +fn[f(t)=kg(t%lt

Or, quel qus soit € > 0 on psut trouver X, tel que, pour =x ?”x*i 3

j’% z
7%

£(t)-ke(t)ldt L& ]f g(t)at
: i
d'od;, pour xz » x

G

1 x z
ff(t}d‘t < (k+@)jg(t)d‘t
= 2

et comme € est arbitraire, on en déduit la secconde partie du lemme

Propogition 4. Soient £ et z deux Ffonctions appartenant & un méme

corps de Hardy et définies pour =x »a ; si [ ?EZ(‘C) it = + oo Y

ls relation £ g (_ggg., £ yg, £ rugl entra?nej f{t)dt@éj, {t)at
(zesp. ffft)car }-j v(*c)d.t f £(4)dt wjg(t)a@ ). si

f §g§t)§d‘t <~£;:0 . 1a relatlin f-{g {resp. £ ~g) entraine

f(t)dt,ﬁ{j glt)at (r@spj f(t)atwfg(t}@t)

Il suffit digppliquer le lemms 3, en remarquant dans le premier

Yx

cfs que £ =g (ou frug) ety,i g(t)|at = + o , entraine }

f(t)% dt = + o0 (car ;f(x); w%g(x)% dans les deux cas, dans
un voisinage ‘convenable de t 9o ) ; de m8me, dans le second cas,
les relations £ ug et f lg(t)gd‘t £+ oo entraipent
j?f(t) dt {+ o0 ,

On peut donc passer dans tous les cas de relations de comparaison
entre fonctions d'un méme corps de Hardy, aux relations de comparai-
son de méme nature enire des primitives convensblement choisies
de ces fonciions.

Dlaprés llaxiome (Gﬁm} , on en tire la proposition suivante :
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Proposition 5. Scient £ et g deux fonctions d'un méme corps de Hardy;
sauf lorsgue g~k (k constante #0), la relation f g (reep.
£~Jg) entraine f£'« g' (resp. £' AU g').

En effet, suppbsons £t gt : 81 g1, on en déduit, dlapres
la prop.4 , £ »»g; 81 g« 1, onasoit £~uk! (k' constante £0),
soit £ 51 soit £ L 1

on a encore f g . On voit de méme que £' ~ug' entraine, lorsqu'on

dans les trois cas, d'aprés la prop. 4,

@We

suppose que l'on n'a pas gruk , que £nUg. Comme une des trois
relations f'.( g' , £'rukg'! , £ 5= g! , existe entre £' et g' ,
on voit que la ssule relation entre T' et g' compatible avec la

relation £« g, dans lo cas ok on n'a pas grsk , est ' g’

Démonstration enelogue lorsque £ NJg.
Lorsqu'on est dans le cas d'exception g ~Jk , on ne peut
rien conclure ,' pour les dérivées f' et g', d'une relation
telle que £ g ou £AJg. Par exemple, on a 1fx 1+ 1/x ,
bien gue les dérivées des deux membres soient équivelentes ; |
de mme 1/x £ 1+ /2% , nmals -1/=* % «2/};}. .
Dans les deux propositions gui suivent, on suppose que f est une
fonction gsppartenant & un corps de Hardy qui contient x et les
constantes réelles. On peut alors gvoir dans la plupart des cas,
des expressions éqﬁivalentes gux dérivées d'ordre guelconqus et

gux primitives de £ , et qui ne contiennent gue f,T! et x :

Proposition 6. 1° 8i £ est d'ordre infini par rapport 4 X , on a
(14) £(2) o, p12)e21
2° 8i f est diordrs >

positif, on a
(15) £8) A ala1).... (anH) 2/5

par repport & x, of si ¢ nlest pes enmtier
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3° 8i £ est d'ordre entier pogitif p par rapport & x , on a
(16) £8) o, p(p-1).. . (p-u+1 )2 /22
pour n< p. Si on pose f=x9r1, et si on n'a pas £, k (k cons-

tante #0), on a2, pour n>p ,
. —p-1 .
an @), p!fgn P) (1) P pt(a-p-1)12} [P !

. (B
Enfin, si f1 nJk , en posant f = kxp-%'i'a, on a f,(n); f(z) pour

5

n >»p, et il faut recommencer 4 distimguer les divers cas précédents

pour la fonction fg, _ _
1° 5i £ est d'ordre infini par rapport & x , on a lgggfg rlog x ,
done (prop.%), i”ff} 1/x ; posons t=f'/f ; on a ‘Eb,/‘i;g( X , donc
£/t < 1, ot psr suite t'/t <t = £1/f ou emcore ft!< tf' .
De la relation f! = £t , on déduit en dérivant

7 = £t + £1¢ ULt
ou encore f7 /f' ~JE! /f ; on démontre sinsi de proche en.pmche
qus f(n)/f(nd)fw g1/e , atot (14).
>0 Soit £ = x&fll : f‘! étant d'ordre O par rapport & x ; on a donc
log Ef’ﬁé £ log x , afot f{’/f‘e < 1]x , ou encore xf) < £ . Or

= xf’i’i(xfgq-’ t€f1)ru g&foﬁ =t /x
et on démontre sinsi (15) de proche en proche, tant que le coeffi-
cient numérique gqui figure au second membre est f@ , ot il ne peut
glannuler gue pour H’ entier 7 0 .
3° On peut se borner, d'aprds ce qui précéde, au cas ot W= 0,
f,gafa Alors, si on n'ea pas frvk , de xf' L £ , on déduit en
dériveant xf? + £t L £1
- ce qui entraine =xf%As-f'. Remarquons maintenant qu'on a certaine-
ment £! dfordre < -1 par rapport & x ; supposons démontré que

(1" a‘“ i £=3
(48) 220 s (1) et/
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Le second menmbre est d'ordre & -n per rapport & x , donc on peut
dériver, ce qui donne immédistement la formule (18) pour 1'indice

nti, compte tenu de £" AU -£! /x.'
+o0

- _
Proposition 7. On pose F(x):aj £(t)at si d/Qf(t)dt est knfini,
e (R

o
et F(x) = | £(t)dt dans le eas conmtraire.
z

19 81 £ est d'ordre infini par ropport &4 x , on 8

(19) Frut? /el
2% 81 £ est dlordre | par rapport & x , et p#1,0na
(20) Fruxe/( Y +1)

D'aprés le lemme 3, il suffit de vérifier que les relations obtenues

en dérivant (19) et (20) respectivement sont bien satisfaites.

Or, en dérivant (19), on obtient

' £y 22-gPpn/ 12

ce qui est bien vérifié, puisque f"f\;f'z/f en vertu de (14).

En dérivant (20), on obtient de méme

£ ~AJ(erxe )f (at1)

Or, si W 0, xf1ry pt,et, el =0, xf' L, d'ot la

proposition.
Pour obtenir une expression équivalente & F lorsque K ==1,
il faut enviseger l'ordre de f1zxf , Par rapport & log x.
En offet, F(e) est alors la primitive de f%(et)=g(t) et
on est ramené au wéme probléme gue précédamment, pour la
fonction g , dont 1'ordre par rappott & x est 6gal & celui
de‘fa par rapport & log x (on suppose naturellement gue

g(t) appertient encore & un corps de Hardy contenant ).
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B
Exemple. Soit f£(x)=x"e* s OWB >0 ,; onaflrux
donc f'/ffuﬁxﬁ""}‘l/x , cé qui montre que log!fa >log x ,
et par suite que f est d'ordre infini par rapport & x ;

+B-1 B
atp 1ex

on en déduit que

(n)mgn atn( 8- 1) xP

5
- P(x) = f % Pat n x“fg“”?ex /B (a >0).

§2. Fonctions (H).

Définition 1. On dit gu'une fonction £ est une fonction (H) s'il
existe un nombre fini de corps de Hard Ceeia, Ba-
csate m ombre Sk do corm to Brts f7, O, vorei 7,

tisfaisant aux conditions suivantes :

&) ﬁ"o est le corps des frections rationnelles en x ,

b) pour 0 i <n, k , B déduit de % par adjonction d'une
viad meET e

fonction W .4 o Qui est égele, soit & loge lg, soit & e % ) 24

étant une fonct:.on appartenant & 5{ et non ideuntiguement nulle

(1)
au Voisinage de + 00 .
e) &%contient L.

Les fonctions Ury Unyecee ,un sont dites former une suite de

définition de £ ; il n'est paturellement pas execlu que f posséde

plusieurs suites de définition.

Proposition 1. Les fonctions (H) forment un corps de Hardy.
11 est clair en effet que, si £ est une fonction (H), £' est

encore une fonction (H), et admet d'allleurs la m8me suite de
définition que f. Il suffit done d'établir que les fonctions (H)
forment un corps. Or, soient £ et g deux fonctions (H) guelcongues,
Uylpyeoe B UDS suite de définition de f , V4s¥psc 00,7, UBE
sulte de définition de g ; posonsg




| - 97 -
Tl Go) R o 0 e, e e

-4

X 0 ﬁ{mz: &'micv,))..,, ﬁmw: ﬁmu.%)

Lg suite de corps ainsi formée satisfait évidemment aux conditions
a) et b) de la définition 1, et km+- goontient £ et g , done il
contient aussi ft+g , f-g , £z et f/g (si g n'est pas identiguement
nulle au voisinage de + ©2 ); ces fonctions sont donc aussi des
fonctions (H).

D'aprés la définition 1 , si £ ést une fonction (H), log ifg et

of sont aussi des fonctions (H). Il en résulte que, parmi tous les

corps de Hardy f{ contenant le corps des fractions ratiomnelles ;
et tels que, 8i f € k et n'est pas identiquement nulle au voisif

nage de + ©° , on ait aussi ‘log%fﬁ ék et'efé, ﬁi , le corps

des fonctions (E) est le plus Q etit. : -
b 4 @
Ezpouentielles of logarithmes it6rés. On pose e,(x)=e® |, e5(x)=e® , ot,

2z 642’1 x
en général, en(x)se

i o,(x) est dite exponentielle d'ordre n.
De méme, on pose 1,(x)=loglog X et, en général 1n(x)=log(1n_1(x)) :
1.(x) est dite logarithme dlordre n. Ces fonctions sont évidemment
des fonctions (H) ; eiles jouent un réle important dsns la théorie
générale de ces fbnctions. De la relation 1/x (1, on déduit en
intégrant log x (x , d'ok , en remplagant x par zg& ’, oh WL est
une constante > 0 qtielconque, log x= =" . D log x«< x , on
déduit ausei, en remplagant x par % ;) Que x £ &> ; buis, en rempla-
gant X par x / i dans cette relation, et élevant & la puissance e

(p> 0, F<ex,
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Ces relations de comparaison entre les fonctions x"" , log X

et o* sont fondementales. On en déduit aussitbt
(1) 1,(x) °<.(1 (x))i" quel que soit W>0
(2) o (x) (s 1(::))*‘

En outre, on a vu gue, si f et g sont deux fonctions (H)
telles que g »1etf.{g, ona ef < ef ; bar récurrence, on
en déduit en(f’) < en(g) ; en particulier

(3) e, (ax) en(xwﬁ)

quelles gque soient lee constantes striotemeht posi’ciires oot B ;

de méme

(4) eng,g(xg'&) oL ea(x)‘ guel gque soit = >0

Notouns aussi que, pour n >1 , on a |

(5) (ea(x))“s‘( e ((1+8)x) quels que solent o >0

et B >0 . |

on e (ep (x‘u))' = }pr 1ex“a‘,.{(x}")..., n‘_,‘(x‘x)en(x}()
(1n(x))! = 1/x,;og x. 12(2{).,. 1114(]()

comme on le voit par récurreunce. On en tire
(e, =ty A ® (x"\) pour tout A > K >0
et, d'aprés la proposition 7 , pour n > 0
j o (t1)at ve (xi‘")/m KA T, (x1). . 0,y (xF) o (21

fxdt/en(t%)m 1/;@; & ea(_xi‘"). - oen_,i(z“)en(x") Yo ’i/’en(x)”)
pour A S

Les fonctione en(x) (n=1,2,...) forment une échelle de

comparaison valable pour toutes les fonctions (H) ; autrement dit,

il n'existe pas de fonction (H) telle que ¢ ,‘;«en(x) quel gue soit n.

Clest ce gui résulte de la propositign plus précise suivante :
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Proposition 2. S8i f est une fonction (H) possédent une suite de

définition formée de n fonctions au plus, il existe un nombre }4>0

tel que £ &en(x H) (en posant eo(x)sx - e1(x)r==ex).
Remarquons d'abord que, si a et b sont deux fonctions (BE) telles
que 1/en(x\*) <8 -(en(x"L) , ’i/en(xr) b en(xiﬁ) on &
. :
1/(en(xh) < ab £ (em(zﬁ:ii))2

et, par suite, pour }‘m > 2P,
1/en(x‘)\) £ ab < eﬁ(x'A') ‘

. s a
Démontrons la proposition par récurrence sur n. Comme ;‘:P =< x

pour p < g , bout polyndme est équivalent & son terme de plus haut

degré, toute fresction rationnelle & une fonction de la forme axl -

ol h est un entier positif ou négatif, d'oh la proposition pour n=0.
Supposons-18 démontrée pour les valeurs de n jusqu's m-1, et démon-
trons-1a pour n=m. Une fonction possédant une suife de définition
fermée de m fonctlons est de ia, forme HR(u) o R est une fraction

raetionnelle dont les coefficients appsrtiennent &4 un corps de Hardy

J‘% dont toutes les fonctions ont une suite de définition formée
de m~1 fonctions au plus, et u=log M ou. u=p? , o z est une
fonction de k ; D'a,prés_ ig remafque du début, on peut sé borner
& montrer gue pour tou‘bpolyméﬁné P(u)=c°+, ; o-l-c_pup & coefficients
dans ‘f{ ; on a, pour un P > O convenable

1/e (x*) L P(a) L e (=)
en supposent bien entendu que P(u) ne £0it pas identiquement nul
av voisinage de + ©o° .,

Rais‘émona par récurrence sur p ; 'la, proposition est évidente si

p=0 ; supposons-léa démontrée pour les polynomes de degré < p-1.
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Nous distinguerons deux caé , sulvant la forme de u.
12 u—-:log‘zs . D'apréds la remarque du début, on peut, en divisant
par une fonction de k , supposer que cp=1. Alors, comnme u'::z'/ 4
appartient & ﬁ( , (P{u))' est un polyndme en u & coefficients dans
5% , de degré 4 p-1 ; donec
1/6,(x¥) < (B(w))1 ¢ o (z1)
et, en intégrant, on en 'tire," pour une valeur A > K
5 11/am(x)") < P(u) < em(xi)
20 u=e? ; comme ‘i/emc,i(x}t)( z .(em_,i(x?), on a
1/em(xp) Lu < em(xY)

En divisant au besoin par upe fonction de 52: , on psut supposer
gue co=o ou co=1 ; alors

(P(u))i= c{u-i-céu‘g%n : °+c;up+(c1+202u+. ; .+pcpv.pa1 Ju?l
et comme u'l=uz' , (P(n))! est de la forme uQ{u), od G est un
polynéme de degré < p-1 en u , & coefficients dans k ; on a
donc encore :
1fe (") X (B(n))! < o (x)
d'aprés la remarque initisle, et on conclut comme dans le
premier cas. : | C.Q.7.D.

Exercices. 1) Comparer entre elles les fonctions

ep(‘iq(x))l‘L suivent les valeurs des entiers p,q et du

nombre réel ¢ >0 et %1.

2) dontrer que toute fonction (H) dont la suite de
définition se coupose d'une seule fonction est éguivalente

& une fonection de lg forme

(1) = (log x)qe‘?(x)
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oh p et g sont des entiers positifs ou négatifs, P(x) un
polynome en x. (Se ramener & un polynome Q(u), oh ﬁsez
on u = log|z| , z étant rationnells, puis ragisomuer
par récurrence sur leAdegré de Q , de manidre asnslogue
& la démonstration de la prop. 2).

3) Déduire de l'exercice 2 que toute fonction (H)
de la forme R(u1,u2,.,,,uk), ot R est une fraction
ratioanelle en k variables, & coefficients fonctions
rationnelles de z , et u,, u2’°‘°9ﬁk des fonctions (H)
dont la suite de définition se compose diune sesule
fonction, est encore éguivalente & une fonction de ia
forme (1). (Se ramener & un polynome, raisonner par
récurrence sur k , puis sur le degré du polyndme
en uk).

e am Em D €2 0D €B D B o O @B D @)
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s CHAPTTRE Vit
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De trés nombreux problémes, dans la plupert des théories mathéma-
. tiques se présentent sous la forme suivante : étant donnée une
fonction numérigue £ , définic dans une partie A d'un espace %opo-
logique E , comment "se comporte-i-elie™ au voisinage diun poiﬁt
domné aclh % Ce sont ces problémes que nous a.pz)ellons d'une manisére
générale problémes d'étude locale d'une fonction.

11 faut d'abord les poser de fagon précise. On a ¢éfini, au

point & , les expressions lim.inf £(x) et lim.sup £(x) . On peut
X-sa8,Xeh X—»8,X€ A .

donc penser que le probldme dont nous vemons de parler comporte
uniguement la détermination de ces deux nombres (et éventusllement
de toutes leé valeurs d'adhérence de £ au point a , relativement
& A). ¥ais on s'apergoit vite que les remseignementis obtenus ainsi
sont insufficants ; par exemple, lorsque x tend vers + <o , les
trois fonctions X, x2 et J/x tendent toutes trois vers + <2 ;
mais, des expressions

(xHt1)-x -, {zﬁﬁ)gax? - Jﬁ;:” - f?:
la premiére tend vers 1 , le seconde vers + o2 , la troisiéme vers
0. La valeur limite d'uns fcﬁction n'est donc pas seule importante,
mais encore la manidrs dont cetie fonction tend vers ss limite.
Tout le probléme consiste & distinguer & cet égard les diverses
fonctions ayant au point a mémes limites inférieure et supérieurs,

sutrement dit, 4 les comparer entre elles.




Comment faire cette comparaison ? On est guidé par le fait que,
dans la plupart des questlons, il n'y o pas lieu de considérer
comme trés différentes l”una de llautre, au point de vue de leur’

comportement en un point, deux fonctions gui ne différent que par

un factour constant. Ceci conduit tout naturellement & comparer
une fonction f & une fonction g en étudiant le rapport £/g (supposé
exister) dans un Voisinage de a ; suivant les valeurs des limites
inférieure et supérieure de cette fonction en 8 , on est amenéd &
considérer l'allure de f au voisinage de a comne trds différente
'ou au contrsire semblable & celle de g - Hous commencerons par

énumérer les différents cas possibles, en indiquant les notations

gui permettent de les désigner de fagon abré gée ; nous considérerons

ensulte‘plus particulisdremsnt les'fon¢tiqg§ d'une varisble réelle,
ol la cémparaison aux fonctions (H) permet de pousser bsaucoup plus
loin la notion d'étude locale ; enfin, nous exposerons des néthodes
générales d'étude locale de fonctions définies par certains
pfécééés qulon rencontre trés fréguemment en Analyse.

§ 1. Définitions et notations,

Parmi les fonctions numériques définies sur 4 s on est arené &
distinguer les deux classes suivantes :

19 Les fonctions bornées dans un voisinags du point aeaﬁ'° dans

tétude locale des fonctions an Voisinage de a , on les des;vnera
par ia notation B(x) lg lettre B étant affectée d'indices 10230&9
plusieurs fonctions de cetts nature figurent dans les ra;somneﬁents.

2% Les fonctions tendant vers O lorsque x tend vers a en restant

dans 4 ; on les désigners par la notation e(x), la letire & &tant
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affectée d'indices pour distinguer les différentes fonctions de
cette nature dans un raisonnemeﬁt.
'Enfin, on désignera par la lettre K , affectée d'indices, les

constantes %Q intervenant dang les raisonnenents.
Pour éviter tout malentendu, il y aurs lieu de rappeler
‘bridvement ces conventions chague fois gu'on les utilisera
dans une gquestion de maniére systématigue.

Cela posé, exaninons les différents cas qui peuvent se produire

quand on compare, asu sens défini ci-dessus, une fonction L & une

fonction g au voisinage de a . Nous supposons une fois pour toutes,

dans ce chapitre, gue les fonctions g gqui servent de termes de

comparaison, sont finies et stricterent positives dans un voisinage

de a ; le rapport f/g est alors défini daus un voisinage de a .
Posons a = lim.inf %f(x)g /elx) , B = lim.sup Ef{x)% /e(x)
X»a,X €A X-28,X €A

on a 0 £a €8 £+ oo ., Nous distinguerons les cas suivanis :

1° B <+ oo, a quelconque ; on a alors f(x) = B(x)g(x) , et

on dit (par un abus de langage) que f eroit moins vite que g au
voisinage de a . '
2° a-0 , B quelcongue ; on a f(x)zg(x}fﬁ(x) aux points ol T

est finie, et on dit que f croit plus vite que g au voisinage de

. , ’ _
3° 0<a gB<t+oo ; ona f(x) = B@(z}g(z), et f(x)zg(x)/Bg(x)

aux points oh £ est finie ; on dit gue f croit sussi vilte gue g

au voisinage de a .

40 o =8=0; ona f£(x) = e(x)g(x) ; on dit que f est négligea-

ble par rapport & (ou devant) z su voisinage de & .
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5° o =p8=+ 0o ¢ alors f(x) = g(x)//s(x) aux points od f est
finie ; on dit que f egt prépondérante sur g au voisinage de a .

X
6° 0<a=B<+oo;aMm}ﬂﬂqu%ﬁQﬁ;ouﬁt@ekl
est éguivalente & ag au voisinsge de a . Ce cas est surtout in-

téressant lorsque f garde un signe constant au voisinsge de & ;

elors, si f >0 , T est équivalente &4 ag ; si £ O , on dit

gque f est éguivalente & -ag .

| Plus généralement, on dit encore que deux fonctions T et g
sont équivalentes au voisinasge de a (méme si g ne satis-
fait pas aux hypothéses énoncées ci- deqsus}, lorsque on a
2(x) = (1+e(x))glz) . |

Le cas 4° (resp. 2°) peut encore s'exprimer comis suit : il existe

une constante K telle que 0K K £+ @c et un voisinage V de a

tels que, dans V/V4A , on ait %f(x) E Kg(x) (resp,éf(x)g Kg(x)).

~ 11 peut se faire qu'aucun de ces deux cas ne soit réalisé,
mais qu'il éxiste cependant une constante K et un voisinage V
de a tels que f(x) L Kg(x) (ou £(x) > kﬂ(x)) dans vNa; il

y a parfois lisu, dans certaines questions, de considérer ces cas.

Enfin, on peut avoir lim.inf £(x)/g(x) = - c0 , et
X>8,X €L
lim.sup f(x)[g(x) + o2 ; on dit alors que f et g ne sont pas
Z=>8,5€4
comparables.

Or observera que les relations entre ¥ et g correspondant
aux cas 4935036@ généralisent les relations entre fonctions
dtun corps de Har&y; gue nous avoasvrespectivamant désignées
de lg méme manidre. On pourrait donc les noter également
par les mémes signes, dans le cas général, que dans le cas

de fonctions d'un corps de Hardy ; et, en fait, lorsque A
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est une partie de la droite numérigue R , nous écrirons

souvent
r<g , Tre g
au lieu de
£(x)= e(x)g(x) , £(x)= gx)fe(x) , £(x)=(1+e(x))a(x)

respectivement ; dans ce méme cas, nous écrirons aussi

fL£¢ ) £ #¢&
au lieu de
#(x) = B(x)s(z) £(x)= g(x)/B{x)
regpectivenent.

Par contre, lorsqu'il s'agira de fonctions de plusieurs
varisbles, nous nous abstieﬁdrons sirictenegt alutiliser
ces notations, ou d'autres notations aussi condensées ;
elles ne permetiert pas, en effet, dlexprimer de facon
adéguate les divers cas gul peuvent s¢ produire, st risguen
par suite dlentralner de graves erresurs. Considdrouns, par
exemple, deux fonctions f,g , d&finies dans un volsinage
du point (G,Q) do E%z ; 11 se peut gue, pour toule valeur
fizxe de x , f(x,y)/g(x,y) tende vers O avec y , et, de
méme, gue ce rapport tende vers O avec x pour toute valeur
fixe de y ; mais ce serait une conclusion erronée d'en
déduire f(x,y) = 8{x,y)e(x,y) auv voisinage de (0,0)

(et ctest pouriant ce qufon serait tenté de faire si on
écrivait chacune des relstions existant entre £ et g sous
une forme telle que £ c<_g} ; les relations indiguées se
traduiront par exemple, aveé les notations sdopiées, de

la maniére suivante :
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ox,y) = 6'§x)(y)g(x,y) = s;g}(x)g(x,y)
étant entendu que l'on ne préjuge en rien, de cette manidre,
sur la limite du rapport ;/g lorsque le couple (x,y) tend
vers (0,0).
Les propriétés suivantes des fonctions de type B ou € sont im-
nédiates, et correspondent d'ailleurs en partie & celles des Signes
de comparaison des fonctions d'un corps de Hardy, données au |

ch. IV ; nous laissons au lecteur le soinde les vérifier :

(1) B1t32=33 - Bj:a:B,i - 8,53;52‘:63_
(2) B@B2 = B} , Be=¢g, . ageg = &5

(3) Si ¢ est ure fonction numérique, définie dans R , et bornée
dans toute partie bornée de R ;) on a ¢eB =B,.
(4) Bi Ny' est une fonction numérique définie dans un voisinage
de 0 sur R , et tendent vers O en ce point, on a Yoee = ¢,.
éla Etude locale des fonctions de variable réelle.
Léveloppements asymptotigues.

ﬁgus allons maintensnt néus ettacher plus particuliérement au

cas oh A est une partie de ia droite numérigue R , & étant un

point de R adhérent & 4 ; c'est ce que nous Gésignons bridvement

sous le nom d?étgde locale des fonctions de varisble réelle.
Lorsgue e est fini, il y a lieu, en général, de distinguer,

dans liétuds locale des fonctioﬁs aéfinies sur & , au voisinags

de g , l'6tude & droite et 1'6tuds & gouche de a (clest-a-dire

'raSPectivament 1'étude, an voisim&ga.da a , de la restriction de

la fonction envisagée}é llensemble 4 f%} &’¢;@@§; ou & l'ensemble

Aﬁ}ie-@éﬁ{L
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Or, 1'étude d'une fonchion £(x), & droite (resp. & gauche) de a |,
se raméne évidesment & celle de ls fonction f(1/(Xwa)) (resp. de
f(ei/(Xsa)) ) au voisinage de-% oo (cette fonction étant définie
sur l'image réciproque de & par llapplication x —%»1/Kx=a) , resp.
xS a1/(x=a) ) ; de méme 1'étude d'une foncition P{x) au voisinage
de - 0c ge raméne 4 celle de £(-x} au voisinasge de + oo .

Aussi sﬁpposons=nous désormais, dans les définitions 6t proposi-
tions ultérieures de ce chapitre, que 1'étude des fonctions envisas
gées se fait au voisinage de + 9o (ces fonctions étant done géfi-

nies sur une partie A de [¥ nom bornée supdrisurement) ; cnague foil

que ce sera utile, nous indiguerons les résultats correspondants

qu'on en déduit (au moyen des changements de variables précédents)

o

pour l'étude locale au voiginage d'un autre point de E% -

Position du probléme. Comme termes de comparaison pour 1l'éiude locale des

fonctions au voisinage de + ©2 , nous prendrons les Ffonctions {(H)

positives (et éventﬁellament des fonctions appartenant & des corps
de Hardy obtenus én adjoignant au corps des fonctions (H) des
primitives de certaines fonctions () ). Ces fonctions (la cons-
tante O mise & part) resteut bien strictement positives au voisi-
ngge de + O

Quels renseignements peut-on alors se proposer Qggﬁtenir_sur le
comportement d'une fonction £ au veisinege de + ©° , en la compa-

rant sux fonctions (H)} ¢ Clest ce gus nous sllons d'aboré indiquer,

en faisant abstraction; pour le moment; de la possibilité d'obtenir

xax pour une fonction guelcongue, des reunseignements de cette

nature, (probléme sur lequel nous revenons plus loin}, et en procé-

dans par ordre de précision croissante.
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1° Le minimun qu'on puisse demander est dé trouver une fonction
de comparaison g telle gque f£(x) < Kg(x) , ou £{x) » Kgl(x)

(avec une constante K convenable) au voisinage de + &0,

2% Un résultat déjs meilleur sera 1'obtention d'une fonction de
comparaison g telle gque £ % g , autrement dit, ce qu'on appelle
encore une linitation supériscure (6u majoration) de la croissance
de T .

Le meilleur résultat Gans ce ssns sera obtenu si on déteraine

une fonction de comparaison g, telle que £ % &g » mais que, pour

toute fonction g« g, » la relation £ £ g n'ait plus lieu.
39 ¢n peut ensuite se proposer dlopérer de méme sur la fonction
‘fo clest-a-dire de trouver une fonction de comparaison h telle

que £ »>h (limitation inférieure ou minoration de la croissance

de £ ),
Le meilleur résultat de cette sorte sera atteint si on déter-

mine une fonction de comparaison ho telle que £ 2 ho , mais

qu'on n'ait £ » h pour aucune fonction h telle que h > h .

&

Si on & en outre h, " Z{go , on peut en déduire que f croit

gussi vite qu.e' g,
4° Ce résultat étant supposé atteint, on peut chercher ensuite
s'il existe une constante K telle que £ ~v Kga ; dans ce cas,

on dit que Kg, est une partie principale de T (on remarquers

que cette notion est relalive au systéme de fonctions de
conparaison choisi). | v

5° 8i on veut azller plus loin, on est amené & considérer la dif-
férence f£,= £-Eg, qui est g ; les n8mes problémes qui se sont

posés pour f se posent de nouveau, dans le méme ordre, pour £4¢
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Procédant ainsi de proche en proche, on est finalement anené &
la notion de développement asymptotigue de f au voisinage de -+ ©o :
Définition 1. On dit gu'on a obtenu un développenent asyuptotigue
d'ordre n d'une fonction £ au voisinage de + ©0 (relafivement 3

un systéme donné de fonctions de comparaison), si on a détermind n

fonctions de comparaison g@,ga,.,.,gn telles que g1}ag2‘>w.. »~&,
et que, si on poge T = gi+g2+'°°+5n+ﬁn , on ait Bn“< g, - ies g;

sont dits les termes du développement, R en est dit le reste.

Le premier terme &, n'est autre gqu'une partie principale de [ ,
et, de fagon générale, 8y est une partie principale de fe(g%+..,+gis13§
Une fonction peut zdnetire plusieurs développenents asyﬁgtotiques
distincts (de »8me ordre) par rapport & un néne systéme de fonctions
de comparaison ; par exemple,A(xg+z)+1 , 6t xg+(x+ﬁ) sont deux
développements asymptotiques d'ordre 2 , en fonctions (H), de la
fonction xg+x+1 . Aﬂssi‘eétnbn anené & restreindre l'ensemble des
fonctions de comparaisoﬁ par regpport suxguelles on cherche des

développements asymptotiques. Nous dirons gu'un ensemble ?Ej de

fonctions de comparaison est un ensemble de fonctions-types, s'il

satisfait & la condition suivante :

(T) 5i £ et g sont deux fonctions de fzj; la condition £ ~ug

entraine f =g .
Un tel emsemble n'est autre qu'une partie d'un corps de

Hardy totalement ordonnée par la relagtion "f<g ou il

_ existe kg1 telle que frukg " .
D'gprés la Géfinition des termes d'un développezent asyuptotique,
il est immédiat qu'une fonction ne peut avoir gu'un seul développe-

ment asymitotigue d'ordre donné, relativement & un ensenble de
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fonctions-types donné.

Citons, comme ensembles de fonctions-types les plus employés,
l'ensemble des fonctions kx~° (a réel quelconque k constante), et
l'enseable des fon_tions x@ilog x)BeP(x) (e, B nombres réels quel-
congues, P(x) polyndme & éoefficients réels quelcongues) ; on
vérifie aussitét la propriété (T) pour ces deux ensembles.

Un développenent relatif & l'ensemble des fbnctiong types kx

est dit développement asymphotigue ordinsire.
Pogsibilités de comparaison sux fonctions (H). Exemples. Nous avons lsissé

eu suspens la question de savoir si le processus décerit ci-dessus

peut ou non se poursuivre pour une fonction £ arbitrsirement donnée.
Un instant de réflexion suffit & montrer que la réponse est néga-
tive, méme si on impose & T des}reétrictions telles que la conti-
nuité ou la monotonie su voisinage de + ©o ,

Tout d'abord, il est évicesnt qu'on ne pourra obtenir de rajora-
tion de la croissance de £ , si £ devient infini dans tout voisi-
nege de + O° ; de m8ue, on ne pourra en avoir de minoration,
si f s'annule dans tout voicinage de + oo ,

Une fonction est dite oscillante au voisinage d'un point
8i elle change de cigne dans tout vVoisinage de ce point ;
d'aprés le théordme de Weierstrass (Top. géné., ch.IV,

9 5, th. ), toute fonction continus oscillants au
Voisinage de + ©2 s'annule dans tout voisinage de ce
point ; elle ne peut donc admettre de minoration de sa
croigsance par une fonction (H). Par exeuwple sin x
aduet une majoration, mais pas de minoration ; 1/sin x

adnet une minoraticn, mais pas de majoration : enfin tg x

s e
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ntadmet ni majoration ni minoration au voisinage de + O° .
Hontrons maintenant comment on peut définir une Ponction £ } r_ngg_g_e
tone et continue au voisinage de + 00 , et qui croit plus vite gué
toute fonction (H). 1l suffit de premdre pour f une juxtaposition
des fonctions lincaires fn , la fonction fn étant définie dans
1tintervalle [n,n-H par la condition

£ (n) = e (n) £ (n+i) = o,y (nt+1)

D'aprds la prop.2 du §2 du ch.IV, il ne saurait exister de
fonction (H) croissant plus vite que £ . '

Le méme raisonnement, légérement modifié, conduit au

résultat plus général comnu sous le nom de théoréme de

Du Bois Reymond :

Btant donnée une suite (£ ) de fonctions continues
. n A

croissantes, définies dans un voisinage de + ©2, et

telles gue fy4q »>f queloue soitn , il existe upe

fonction @ continue et croissante dans un voisinasge de

+ 0z ot telle gue ¢ > fn quel gus soit n .

On commence par remplacer la suite (%) par une suite
(g,) ayant les némes propriétés, mais telle que, de plus,
S+ ?,gn qugl que soit u , e’g que g = fn & partir d'une
certaine valeur_xn de X . Pour construire une pareille
suite, on procéde par récurrence ; g, étaut définie, on a
i‘#ﬂ > 8, ,_d.qnc S }gn pour X > X4 ; on prendra
alors g4 = f,,, pour x Z X s vet gn_éa,imﬁﬁax(fnﬂ,gn)
pour X X .- Cela étant, on posera

9(n) = gy(n)
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et, pour n < x Lol , en posant z=(nt1)t+(1-t)n (Ogt 1)
o(x) = (1-t)g (x)+ tg . (x)
On vérifie aussitdt que ¢ est croissante ; conme ¢ ?;,gn pour
X>n ,ona cp/gn gn+1/g pour x >ntt, d'od ¢ >’gnn"'fn'
S5i on définissail £ par les conditionms £ (n) (-1)% (n) .
£ (n+4)-( 1) +1 (n+1) . f tant en outre linbaire dans (? n+{}

la Jjuxtaposition des :n serait une fonciion qui ne sersit compara-

ble & aucune fonction (H). |

Toutefois l'existence des‘fonctions de la nature précédents
présente un intérét surtout ihéorigue, car, pour 1'inmense msjorité
des fonctions (monotones et continues au voisinage de + ©o) qui
se présentent dans les parties les plus diverses de 1'Analyse,

il s'est trouvé jusgu'ici gu'on pouvait toujours obtenir une limi-
tation inféricure et une limitation supérieure de lsur croissance
4 1l'aide de fonctions (H). '

On peut wméme dire gue, lorsqu'on a affaire & une fonction f ne
devenant pas infinie en valsur absolue dans tout voisinage de + oo ,
la détermination d'une majoration de la croissance de f au moyen
d'une fonction (H) n'est pas en général un probléme difficile ;

il en est tout autrement en ce gui concerne la détermination d'une
meilloure majoration de cette espéce, ou néme sealeﬁenﬁ la démons-
tration de llexistence d'une meilleure majoration.
Dans des cas simples, cette meilleure uajoration g est
évidente ; par exemple, pour £(x)=sin x‘, on & go(x)s1
- Boit 6(x) le nombre des couples (p,q) d'entiers iels qus

2; 2 > 4 ; 3 P
pig £ x; on démontire fort aisément gue G(x)fxzzx 3
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mais, si on pose R(x)=6(x)- nx , on sait seulement que
R(x) < L27/e2

et que, dans cette formule, l'exposant de x ne peut pas
étre remplacé par 1!4 (i1 faut d'ailleurs des noyeuns
techniques trdés puiscants et trés complexes pour arriver
& ces résultats ; quant au probléme de l'existence et de
ls détermination d'une meilleure majoration pour R(x),
il reste en suspens).

On peut enfin construire des fonctions qui n'admettent pasi

de meilleure majoration par des fonctions (H) ; si £ croit
plus vite que toute fonction (H), 1/f posseéde évidemment
cotte propriété. iais on peut aussi oblenir une tells

fonction croissant indéfiniment : par un procédé analogue

& celui emnployé dans le thééréme de Du Bois Reynond, on
peut former une fonction T croissénte, continue et tendant
vers + ©0© , telle que £ < 1n(x), quel gue soit n ; il -
résulte alors d'un théoréme sur les fonctions (H) (1), gue
£ pe peut admetire une meilleure iajoration par uﬁe telle
fonction. '
Il peut 8tre tout sussi difficile de déterminer si une fonction =
admet une minoration de sa croissance par une fonction (H) (et m%mg
déje de savoir si une fonction est ou non oscillante au voisinage
de + o2 ). -
Par exemple, on saii gﬁe lé fonction B(x) définie ci-dessus
est oscillanta; mai$ {comne elle n'est pas'ecﬁtinus) on
ignore si sa croissgmce peut &tre limitée infériéurement

par upe fonction (HJ,
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Lorsqu'on a obtenu une meilleure majoration g, et une meilleure
minoration h.o pour la croissance d'une fonction £ , il se peut, bien
entendu, gue l'on ait h0-< g, ; 5'il en est ainsi, 1'étude locale
de f ne peut se prolonger au-dels de ce stede.
Par exemple, si f£(x) = x+x°sin’z yona g= xg, h = z.
Dans cet exemple, £ n'est pas monotone au voisinage de + oo,
mais on peut aisément former des exemples analogues & l'aide
de fonctions élémentaires monotones : cfest ainsi que
2 o 5 = .
£(x)=(x cos xtein“xz)e* est mgnotone, comme on le vérifie
aisément, mais on a g = zgex , et hbz ot
Si les remarques et exemples qui précédent montrent clairement'qu'il
ne sgurait étre guestion de chercher une partie princiyale (ni a
fortiori un développeusnt asymptotigue) d'une fonction quelconque,
il n'en reste pas moins vrai que les fonctions pour lesguelles ces
recherches ont un sens se présentent trés frégquemment et'jouent
un r8le prépondérant en Analyse. En premier lieu, si £(1/x) est

continue ainsi gue ses ntl1 premiéres dérivées dans un voisinage de O,

le développement de Taylor d'ordre n de f(%/x), dans lequel on

remplace X par 1/x , est un développement asymptotigue ordinsire
dlordre n de f(x), comme il résulte de la limitstion du reste de

la formule de Taylor (ch.I, $4). En dehors de ce cas, gu'on peut
considérer comme trivial, il existe de nombreux cas o oa_ﬁeut
obtenir un développement asymptotique d'une fonction de fagon éldémen-
taire, &4 savoir ceux ok la fonction est déduite par des opérations
algébriques, ou des gpérations de composition, ou des opérations du
Calcul infinitésimal, de Ffonctions dont on connait déja des

développerents agymptotiques ; ces cas seront exaninés dans les
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paragraphes qui suivent. Enfin, on trouvera d'autres exemples de
. recherche de parties principales et de développements asyaptotigues,
nécessitani une technigue plus poussée, dans la partie de cet
ouvrage consacrée sux Intégrales & noyaux.
Parni les résultats les plus remarguables obtenus dans ce
genre de questions, il faut citer particuliére:nent ceux de

Théorie analytigue des nombres, oh on étudie au voisinags

de + oo des fonctions définies arithmétiquement, et qui ont

en général des valeurs gntidres (et par suite sont discontinues)
: : : é
lem techniques utilisdes dans ces recherches sont parmi les

plus délicates et les plus complexes de toute 1l'Analyse.
Par exempls, si «(x) désigne le nombre des nozbre premiers
<z, et p{n) le nounbre des psriitions d'un ensemble de n

éléunents,; on démonire gue pour X (resp. n) voisin de + oo ,

x
E‘(x)fvf ~dbe
A log t

- 128
pln) ~v Z._.l_._. e Eg

m

Les méthodes employées permetient sn oulre d'avoir ua dévelop-

o &

penent asymptotique d'ordre aussi grand qufon veut de p(n) ;
au contraire, par suite de difficultés analytiques, jusqu'ici
insurmontées, on ne connalt méme pas la meilleure majoration
: & :
de la fonction f(x) = w(x)-jug’fw» (& supposer qu'il en
A log ©

existe une ; on a seulexmeni pu dézontrer que

-4 Jla. % log log x
f(x) xe & =

, (4 constante numérique) et

VX log log feax
log x

gu'on ne peut pas remplacer le second meabre par
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Q 3. Calcul de développezents ssymptotiques :
A, Opérations alglbriques, fonctions de fonctions,
fonctions réciprogues. .
Somme et produit. Dans tout ce parasgraphe, nous supposerons que les déve-

loppements asymptotiques donnés sont relatifs & un ensemble Cf
de fonctiongs-types, contenant le corps des cunstantes réellés,
et tel que le produit et le guotient de deux fonctions de T
appartiennent encore & f ; il en est aingi par exeaple, de
l'ensemble des fonctions kx® , correspondant aux développeuents

asynplotiques ordinsires.

Soient f et g deux fonctions définies sur un méme ensexble,

au voisinage de + &2 , et soient

£ = f1+f2+o_”+fm+s1fm

g=g 1+g2-§’0 o .+gn+gzgn
(e p et €, fonctions de x tendant vers O avec ’éjx) des développe-
ments asymptotiques de £ et g relatifs & z . Entre deux teraes
£5 8; existe par hypotheése une des relations ;< g j !
£ ‘;»gj , £, = Kg 5 En groupant, dans la somme P+g , les termes
des deux développements gui ne différent gue par un facteur
constant, et en faisant pour un nmoment sbstraction des restes,
on obtient une sounme

u‘i+ 112+, st up
de fonctions de & , telles que v, U, )wu; S M,o}»up . Pour
obienir un développement asymptotique de ftg , il suffira de ne
garder dans cette somme gue les termes u, tels que llon ait & la

3 ~ 5 3 P 3 <? - A % s
fois wu, }»qum et u, 6,8 ; 1l se peut dlallleurs qu'il n'y
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ait aucun terme u.. ayant cetle propriété ; clest le cas o, en
supposant par exeaple m < n , les m premiers termes du développement
de g sont opposés sux termes de m8me indice du développement de f ;
or peut seuleuent zlors dirs, en général, que f+g~g;fﬁ. Si on me
se trouve pas dans ce cas, soit ¢ le plus grand indice r aysnt
la propriété précédente ; on peut alors écrire

g = w,tust.. p‘i‘up'f‘ sjup

et on a sinsi le développement asymptotique (relatif & C,Ef ) d'ordre
le plus élevé de f+g , qus permetient d'obienir les développements
donnés de f et g .

Il se peut gu'on n'ait gj >s1fm pour aucune valsur de

ltipndice j ; le développement de ft+g obienu de la maniérs

précédente est alors le méme (au reste prés) que celui ds f£.
-X

Par exemple, si £ = xf(x+1) , g = e™* , on a les développe-

ments
- ‘i.-‘l/x-%‘*'i/;:gs...,, +( =1 )n/xn-)‘-%-s@/x -
g=e~ |
( CS;’ &tant ici formé des fonctions x*(log x}ge}‘) (X)). Comme
e > < 1 /xn quel que soit n , ftg et £ ont les mémes déve-
loppemnents. '
Formons maintenant le produit fg ; er ne considérant d'abord gue les
produits fig;; , on peut (d'zprés 1'hypothdse sur & ), en groupant
ceux de ces termes qui ne différent que par un Ffacteur constant,
les ranger en vne somme '
v,i—ﬁ*v2+, e vq A
de fonctions de T , telles que v, }:vg P .e}.v@ ; on obtiendra

un développement asymptotique de fg , relatif & <, , en ne gardant
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que les termes v, tels que vs‘>-s1g1fh et v, >”$2f15n' Ici 11

existe toujours de pareils termes, car on a Vv

- f’,ig1 ; 81 0 est¥

le plus grand indice s ayant_cette propriété, on peutl écrire ‘
fg = v1+ Voteoot vd+ €4V, ;

et on a ainsi le développement dlordre le plug élevé de fg , rela- »

tivement & Q{ , que l'on puisse obtenir & l'aide des développe-

ments donnés de £ et g . |

On peut ainsi obtenir de proche en proche un dévéloppement asymp-

totique d'une somme ou d'un produit d'un nombre guslcongue de

fonctions dont on connait les développements, et en particulier,

celui d'une puissance entidre >0 quelconque de T.

Fonctions de fonctioms. Comznengons par examiner un cas particulier :

soit f une fonction tendant vers O avec 1/x , et dont on connaisse

un développenent
- {41) f=f1+f2+”.,+fm+e1fm

relatif & fz’ ; 80it d'autre part ¢ une fonction continue ainsi gque

ses nti premidres dérivées dans un voisinage de U ; on peut alors
écrire, d'aprés la formule ds Taylor
Lo, o :
(2) @of = ao+ a1f7 aaf +oeea + anfn 42 6’2fn
les 8, étant les coefficisents du développement de Taylor de ¢ au
: a
t ... atf

1 n
par son développement asymptotigue obtenu & partir de (1) par

point x=0. Remplagons dans (2) le polynbme at a

application des procédés décrits ci-dessus ; en ne gardant gue les
ternes de ce développenment gui sont >=£2f§ , on surs le dévelop-
pement dfordre le plus élevé gufon puisse déduire de ceux de f

et @ .
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Passons & d'autres cas. Supposons d'abord gue toute puigsance
d'une fonection (positive) de €§: appartienne aussi & ?Ef. Alors,
du développement (1) d'une fonction positive f , relatif a QST .
on peut déduire un développement relatif & €I: de toute puissance
£% ; il suffit d'écrire f£=£,(1+g) avec g=f,/f,+f; /f1 ¥ . F
+ :m/ff+ s1f’m/f1 , & tend donc vers O avec 1/%;; dfautre part, on a
des développements de Taylor d'ordre guelcongue de @(x)=(1+x)“ au
voisinage de O ; comme £ = f?.(1+g)a , on appliquera le procédé
précédent pour développer (@+g)“ , et en multiplisnt chacun des
termes de ce développexnent par f? , on aura un développement de £*
relatif & %Ej . -

Montrons maintenant comment on peut obtenir de méﬁe vn dévelop-
pement de log £ (£ >0) & ?artir d'un déﬁeloppement (1) de £ ; on
on aura, avec les mémes notetions

log £ = log f,+ log (1+g)
ét on connait des développements de Taylor dfordre guelconque ds
log (1+x) au voisinage de O ; on en déduira donc un développement
de log f relatif & @Z pourvu qulon sache former un développement
de log f,i relatif & ce méme ensenble de fonctions-iypes.
Bxsmple. Soit & cheréher, au voisinage de x = 0O, un dévelopaz

pesent asymptorigue de log(1-x*). On a
= = exlog x

donc, comme xlog x tend vers O avec X , on a, en appli-

guant la forrule de Taylor d'ordre 3 , par exemple

22 = 2 5 5
x* = 4+x.log x + = I;gg x) . x %‘-’g—*-ﬁl #s(x). x2(log X)5

et par suite
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log(1~x;)=log(x.log(t/x))+log(1+-ZL;%g-E + lf!l%ggéli.+
+ e(x) x?(log x)a).
Or, en appliquant les méthodes préeédentes, on trouve
log(1+ -’-‘—-3-'-35—2‘- + ——g-—a-—)-xg 12 =)° + e(x)x>(log x)?’) -
oz 1gg X zggéog x22+ 81(x)xg(log x)2
dfol - 5
log(1-x*) = log x + log log(‘f/x) + l‘-—-]-'—gg X+ X (lg.%_’ﬂ. +

+ e, (x) xa(log x)g

Clest un développesent relatif & ll'ensecuble des fonctions
de la fofmg xg(log(1/x))§(log log (1/x))" qui est bien

un eusemble de fonctioms-types. On remarq@era guton ne
déterrine cet ensemble de fonctio.s-types qu'a posteriori ;
c'est toujours de cette manidre qu'on procdde en pratigque,
car on ne peut savoir quel ensenble €ZI conviendra avant
d'entreprendre le calcul ; pour conduire ce dernier, on se
laisse guider par le principe suivant : décomposer le plus
possible les fonctions (H)zqui interviennent en sommes

de fonctions plus simples, ordonnées pour la relation " ».".

Cherchons maintenant & oblenir un développenent de e:

, connaissent
le développement (1) de £ . 11 faut ici distinguer plusieurs cas :

1° Supposons d'abord gue £ g1 (:f‘m bornée), et soit k le plus petit
; on peut alors écrire

55 £
ef-: e'L ae efkeg

indice n t%el que £, <1

avec g = fy +....+f de, £ ; comme g tend vers O avec 1/x , et que
1'on connait des développements de Taylor d'ordre quelcongue de e* 5

on pourra développer e® suivant la méthode générale donnde ci-dessus.
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D'autre part nous supposerons gu'en adjoigpant & CI" tous les |

h'i h2 bk E
produits de la forme he ‘e “...e 2, oh b,b,,...,h sont des

fonctions de ‘:{ telles que h >h }-.... }»h },1 , on obtienne |
encore un ensemnble 5: de fonctioms-types ; le produit de deux
fonctiois de ?I appartiendra encore évideiument & ffl dans ce

cas renire par exemple celui od 5: est li'ensemble des puissan;es
£ +
1 =k I

x*) ; slors, en multipliant le développement de % par e
on obtient un développement de ef relatif & ‘f’ 5

2° Supposons en second lieu fm > 1 ; alors le développement (1)

i : £
ne donnera méne pas, en général, la partie prlnclpale de ¢ rela- |

f’l oao+f ‘

tivement & % ; on peut seulenent dire que e j & n est

d'ordre O par rapport & efm (en étendant ici upe notion qui =
été définie pour les fonctions d'un corps de Hardy).

Exenples. 1) Cherchons un developpement de xx au

vomina,ge de x=C ; on a
xxx . elog x.e%.10g X
et log x. g log 2 =log m(logx) + LQE&-Q +e(x)x (logx)E
en prenant, par exemple, un developpement 5 terass ;
le premier seul de ces termes est non borné, les autres

tendent vers 0 ; d o&
X x(log x) 4+ ._,__(_.,5..,_” log 2)"+ 8(X)X (log X)}

x
X = Zx.e

=x+x(logx)+ 3(lc:;gx.)-i‘--=-x§(.’k.0g1r)~}=

+ € (x) (log x)

dlaprés la néthode gdéuérale.
- : : e sin(1 /x) =

2) Considérons la fonction e au voisinage
de + ©o ., Comms on pesul avoir un développement asyupto-

tigue ordinaire d'ordre quelcongue de sin(1/x) par
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la formule de Taylor, on en déduit un développement dlordre
guelconque de exsin(1/k) relatif & 1l'ensemble des fonctions
x“eP(x) (P(x) polynbdre). iaié tous les termes de ce déve-

loppenent sont de la forme k ex/xg , donc tendant vers 1 oo H

on ne peut donc pas avoir de partie principale de la fonction

donnée, qui soit de la forme
©

& (X)Q( 1/x)

P ét € étant des polyndumes.

Hemargue. Ce dernier exemple montre gu'on peut avoir un
développenent asymptotique d'ordre quelconque du logarithme
d'une fonction sans en pouvoir déduirs de»développément de
cette fonction elle-méne ; un dévelowpement de log f est donec
un renéeignement beaucoup moins précis sur £ gu'un développe-
ment de £ , et il en est de m8me, & fortiori, d'un développe-
aent de 1.(f) , pour n » 1 .

Toutefois, de tels développeuenis peuvent rendrs de graﬁds
services dans beaucoup de questions d'Analyse ; et il importe
lorsqufon calcule sur des fonclions dont on connait des déve-
loppenments de ceriains logarithumes, de se rendre comnpite de
la nature de l'approximatiop des expressions gue llon calcule
& 1'aide de ces fonctions ; pour cela, il n'y a qu'a essayer
de former successiveuent des développements des logarithmes
itérés de l'expression considérée, jusqu'a ce qu'on puisse
¥y parvenir, & l'aide des développements donnés.

Par exemple, si on sait que f ~ux” , et log g~ ux
(o et B >>0), que peut-on dire de fg 7 On aura

log fg = log £ + log g = x@+ e{x) xg puisque log x 4§x§ 2
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on a donc 1log fg~ulog g , autrement dit, le fait que

£ soit connu avec plus de précision que g ne présente

aucun intérét pour la connaissance du produit fg ; il

en serait de méme pour la somme f*g , comie on le voit

sans peine.
De ce qui précéde, et de la définition des fonctions (H), on
déduit la possibilité, dans certains cas, d'avoir un développement
asyanptotique de la fonction composée ¢of , lorsqu'on connait un

développement de £ , et que ¢ est une fonction (B). 11 en sera

toujours ainsi, en particulier, guand aucune exponentielle n'entre-

ra dans la formation de ¢ .

réciproques. Lorsque f est monotone au voisinasge de + ©o 1ls
a8 ’

relation x = £(y) est biunivoque pour y voisin de + oo , et
définit donc y en fonction monotone de x au voisinage du point
a=1lim £(y) ; c'est cetie fonction que, par sbus de langage,

y->te ‘
nous désignerons sous le nom de fonction réciprogue de f dans ce

gui suit.
Par un changement de variable sur x , on peut toujours supposer
gue & = + 02 ; le probléme que nous allons»examiner est de

trouver un développenent asymptotigue de la Tonction réciprogue

de f au voisinage de + ©ce , connaissant un développenent asympto-

tigue de f au voisinage de ce point.

Nous n'aborderons ce probléms que lorsque £ est une fonction

(H) ; il serait facile de généraliser les résultals qui vont

suivre moyennenant des hypoithéses moins restrictives sur T .
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Nous oxaminerons d'abord le cas od £(y) = y-g(y), g 6tant wme
fonction (H) telle gué gy) < 7 . Formons la suite de fonctions
. ;o _
y, ==t ely) =x+glx)
y,=xtely)=xt glxte(x))
,=xtaly )

09000.0.’.'.!...0.000‘0

Nous allons montrer que la différence y-y, tend vers O avec 1/x ,

et trouver une fonction (H) équivalente & cette différence ; il em
résultera qu'un développezent asymptotique de §, , 1imité & un
nombre convenable de térmes, donners immédistenent un développement
de y , ce qui, vu la forme de y, , raudne le probléme & un dévelop-
penent de fonctions composées.

Pour &établir ce résultat, nous aurons besoin du lemse suivant,
relatif aux fonctions (H) : '

Lemme. Soient p et g deux fonctions (H) non identiquement nulles

et telles gue q(x) > O au voisinage de + ©o .
1° 81 g L pfp' , ona plzta(x))~ plx).
20 Sionadlafois a<p/o' et a<x ,ene plx-q(x)) ~up(x).
1° Les deux propositions sont évidentes si pJyk {constante fO) .
on peut donc supposer p =X 1 (sans quoi on raisonnerait sur 1/p) -
onen tire p'< 1 . 0n a o

p(xt+a(x)) = p(x)a(x)p' (x+6q(x)) avec 0< 81
Comme gp’é tend vers O , elle décroit podr X assez grend, donc on
aurs gp‘(x+eth))2<;éjp’(x) ; comme gp'< P , on en déduit aussitdt

la proposition.
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2° La condition q < x assure que x-g(x) tend vers + oo avec x .
On a encore
p(x-q(x)) = p(x)-q(x)p*(x-6q(x)) avec 0 <8 <1
On a ici 'p’(x—eq(x)) ‘ < ‘p'(x-'q(x))} ; la proposition sera
démontrée si on établit que l'expression Q(x)p'(x«aq(x))jp(x-»q(x))
tend vers O avec 1/x . Or, cela est immédiat si p'/ p $1, car

alors lp'/p 3 est croissante pour x assez graud, et

| a(xdp! (r-at2)) fota-a(a)) | < atm)fp! ()/p(x) |
la proposition est tout aussi évidente si pf/*'p ~JK (constante 790),
car alors 4p'(x~q(x))/p(x=q(x)) rup'(x)/p(x). Reste uniguement
& examiner le caes o p'/p £ 1 . .
Supposons d'abord p'/p £ 1/x . Alors
p'(x-q(x))/p(x-a(x)) = B(x)/(x-q(x)), donc
a(x)p! (z-a(x))/p(x-q(x)) = B(x) (a(x)/x)/(1-a(x)/x)
et comme g « x par hypothése, on en déduit bien la.proposition. '
On remarquera qu'on a démontré ainsi, d'aprés la prop. 6 du § 4
du ch. IV, que, pour toute fonction p« 1 d'ordre fini par
rapport & x , et non équivalente & une constante, ét toute
fonction q < x" , on a p(x-q(x)) v p(x). ‘
Supposons naintenant que 1 /x «gp'/p £ 1 ; la fonction tr-p'/p
est alors d.'ord:e fini par rapport 4 x , et ona g x; en
lui appliquant la proposition précédente, on é '
p!(x-q(x)) /p(x-q(x)) ~vp'(x)/p(x)
ce qui permet de comclure encore dans ce dermier cas. _
C.Q.E.D.

|




—127 -

Remargue. Les conditions imposées & g ne Leuvent étre

améliorées, comme le montrent les exemples suivants :

a) p(x)=e* , a(x)=1=p(x)/p'(x) , p(xtq(x)) = e.p(x) ;
b) p(x)=log x , a(x)=x-log(z)< p(x)/p'(x)= xlog x ,
p(x-g(x)) = loglog x< p(x).

Le leume étant démontré, revenons & 1l'étude de la suite (yn). De la
définition de y , on tire x/y = 1-g(y)/y ; quand x tend vers + ©° ,
il en est de méme de y , done g(y)/y tend vers 0 , ce gui montre
que y X =y, On & en outre ‘

. Ty yx - gly) = glx)re(ylg'(z) ob z est compris
eatre x et y ; quand x tend vers + oo , 11 en est donc de méme de 2 .

donc, comme g'< 1 , g'(z) tend vers 0 , autrement dit
y-x-g(x) = e(x)gly) = e(x)(y-x)

ce gui donne

(3) y-zuglx) ( x
Hontrons maintenant que, lorsque x tend vers + Oo ¥, tend vers
+ % , et que 1'on a

(4) T-Tp R TV, 4
En effet, on a y-y, = &(y)-8(y,) = &'(3,)(7-7,)
ot z, est conmpris entre y et ¥y » done tend vers + ©2 avec x ;
donc g'(zo) tend vers O avec ﬁ/i s ‘ce qui montre gque ;;r-y1«< 1, Ny,
et entraine par suite Iy VT 5 le reisonnementi se poursuit de la
néme znaniére, par récurrence. v '

De (4), on déduit, de proche en broche, =¥, < y-y@w glx), d'ot

(yox)-(yﬁ-x)sﬁ y-% , ce qui entraine y, -xry-x nglx).
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Limitons-nous maintenant au cas ol g(x) n'est pas équivalent
& une constante K # O ; on peut toujours le faire, car si on
avait g vK , on pourrait écrire l'équation x = y-g(y) sous la
forme

x = y-K-g, (y)
avec g1(y)~( 1 , et le changement de variable u = y-K ramdmerait
au cas que nous considérons. Hous allons alors, & l'aide du lemms,
trouver une fonction (H) éguivalente & Y, -

Pour cela, montrons que, si une fonction z est telle que
z-x v g(x), on a g'(z) v g'(x). En effet, pour x assez graund,
comme g' est monotone, g'(z) est comprise entre g'(z+(1+e)g(x)) ot
g'(x+(1-e)g(x)). Pour appliquer le lemme, il nous suffit de voir
que g < g'/g" ; or, 8i g est dlordre infini par rapport & x ,
on a (ch.IV, §1, prop.6) g"/s' v g'/fs , et comme g'L 1, g L&/
si au contraire, g est dfordre fini par rapport & x , comme g n'est
pas équivalent & uvne constante, on a g"/g’rx;@/i , et on a d'autre
part g<£x .

On a alors §-y, = g'(zn,1)(y~yn“1), ol z#e1 est conpris entre

y et 3, 4 , et par suite tel que 2z, -X v g(z) ; done

1
g‘(zn“1)fhig'(x) et yeyﬁf\)g'(x)(yeyheﬁ) ; de proche en proche,
cn en tire _

(9) y-y, ~ g(x)(g"(x))" \
On aura donc un développement asymptotigue de ¥y , en prenant un
développenent ésymptotiqae de ¥, et en lui ajoutént.le dévelop=
pement (& 1 terme),de y-y, , donné ﬁér (9), suivant la régle donnant

la somme de dsux développenents.
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Le cas que nous venons d'examiner parait bien particulier ;
meis il permet d'aborder des cas beaucoup plus généraux dans lfétude
des fonctionms réciprogues des fonctions (H). Supposons en effet
que, si £ est la fomction (H) considérée, on puisse écrire, pour

un indice r convenable, en prenant le logarithme dlordre r de la

it

relation x = £(y) , 1 x=1y-gy) avec g(y)<ty

ou - Ax= e£y=g(y) avec g(y) < e.y

(s et t entiers positifs, e y = 1,9=y) ; en posant x,=1x,

r
I4= 1sy ou .= eF suivant les cas, on est ramené & une relation

entre x, et y1 du type étudié. On reviendra emsuite & l'expression

1
de y en prenant des logarithmes oun exponentiellss successifs du

(6
ot

développenent trouvé, ce qui ramdne & des problénes déja traiiés.
Exemples. 1) Soit & trouver un développement de la fonction
réciprogue de f£(y) = yflog y ; on tire de x = y/logy ,
log x = logy - loglog ¥
ou, en posant X, =logx , ¥, =logy
X, = ¥q" log T4 '
Prenons l'approximation d'ordre 3, soit
g = x1+log(x@+log(x{+lbg(x1)))
dlaprés (5), on a
¥,- 2 vlog x1/x€

diot, en développant z , on obtient

log'z§' 1 Jlogxy 2 logxy 4 logx s
. - S i b el ' ’ SN
V= x1+'log x, * %, 5 == P ««E?mw +e ( z, i
2 log X 1
,%,élogm),&m c ez ot
T, -

puis, en revenaut & y ,




Sl
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74 x1[ log X 1 log X2 log x,
=¢ =6 '|x+tlog x + - = ( 1y + + e, (x
y 1 = % 2 % x% 14%4)
log x4
s
1

Il suffit ensuite de remplacer x, par log x dans ce dévelop-

1
pement pour avoir un développement de y , relatif & 1l'ensemble
3
des fonctions-types x (log x)‘(loglog x)Y.
//’2) Cherchons un développenment de la fonction réeciprogue de
e? : ot .
f( y) = ye ; la relation x = ye s'éerit
loglog x = y+lcg(1+e°ylog y)
Posons X,= loglog x ; en prenant 1l'approximation z d'ordre 1,
: °«2X1 2
on trouve ¥y - zngg! u-e (log z,)

3

et on a d'autre part

=X 1 2;« e
z = x -log(1+e llog x, )= x1-e log z,t3e ‘(log ) 4
2
+ e(x)e xﬁ(log xq)

dfoh, en revenant & la variasble x ,

2
log logz 1 1 (log log 1 ,
v = loglog x - _QﬁLigg_Egg_E - ﬁ.(_QE-ngaggg_E;v(ﬁ + &(x))

Remarque. On généralisera aisément les résultats précédents
lorsque g(y) n'est pas une fonction (H), mais satisfait aux
diverses conditions relatives & ses dérivées que nous avons
utilisées. Toutefois, il faut se garder de simplifier incon-
sidérément des problézes de cet ordre ; clest ainsi gu'on

aboutirait & des résultats errcnés si, en recherchant un

développenent de la fonction réciproque d'une fonetion £(y),

on remplagait £ par une fonction gguivalente ; clest ce que

montre l'exemple des fonctions éguivalentes fﬁ(y)zlcg y et

fa(y)zlog y-1 , dont les fonctions réciproques sont
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1
respectivement e* et GX# , et ne sont donc pas équiva-

lentes.

§ 4, Calcul de développements asymptotiqﬁes :
- B. Développenent d'une primitive.
Le probléme gue nous nous posons dans ce paragraphe est le
suivant : soit £ une fonction continue par morcesux et positive dans
un intervalle ]a,-l- OO[ , ot admettant une primitive dans cet inter-

valle (ce qui sera le cas si f est continue et bornée par morceaux

dans )a,'i" oo E) ; que peut-on dire de 1l'allure d'une primitive
J;f (b >a) au voisinage de + oo , selon les renseiznements qu'on
posséde sur l'allure de laz fonction f elle-méme ?
Bier entendu, tous les résultats qui vont suivre s'appli-
guent zussl & une fonction pégative dans un voisinage de'
+ ©¢ en changeant simplement les signes ; par contre, nous
n'aborderons pas ici 1'étude des primitives des fonctions

oscillantes ; cette question est en effet d'une tout autre

nature que celle dont nous allons nous occuper, tant au
point de vue des résultats que des moyens employés ; elle
se rattache & des problémes plué généraux, que nous étudie-
rous dens la parties de cot ouvriage consacrée aux Intégrales
& _noyaux.

il est immédiat, tout d'abord, que ‘}bf est gcroissante au voisinage

P

+ o0

de + ©© , et par suite gque zf; £(t)dt existe, et est finie ou
égale & + oo , Une premidre question consiste a4 déterminer dans
lequel de ces deux cas on se trouve : 4 cet effet, le théorsme de

la moyenne fournit immuédiaterent le critére de comparaison suivant,

gui est fondamental :
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Si f et g sont deux fonclions positives dans un voisinsge de + O
+ oo j+°°
gt telles que £ <g, ona / £f(t)at € g(t)at ; par suite :
+ bt P -
o) z . i
1Y .81 ’jb g(t)dt est finie, fb £(t) est finie.

©co +O0
29 38i jb+ £(t)dt est infinie,fb g(t)at est infinie.

On en déduit gue, si f et g sont deux fonctions positives au
voisinage de + o0 , telles que 1lim.sup. £(x)/g(x) <+ oo ,
>+ 00
(ce que nous notons encore f£(x) = B(x)g(x) ou f£<g), et si

+ 00 + .
j; g{t)it est finie, il en est de méue de '[o wf(t)dt ; de méme,

si lim.inf. f(x)/g(x) > 0. L f(x):g(x)/B(x), ou f£rg), et si
X2+ oo

+ 00 + 02
‘/;) g(t)it =+ ©2 , on a e/(; £(t)dt = + o2 ,
Comme nous alloms le voir, les fonctions de comparaison qu'on

utilise surtout sont les fonctions (H) ; toutefois, il ne faut pas

perdre de vue gu'une fouction peut Port bien ne pas admettre de

majoration par une fonction (H) de primitive fipie, et méme

brendre la valeur + ©°2 dans tout voiginsse de + ©o , et admetire

cependant une primitive finie dans un voisinage de + ©o .,
Considérons par exemple la fonction 7 deflm,e dans EO + 00[

par les conditions : f‘(n) + o0 pour tout entier

n >0, et
, x|
(zx) == T =0 pour n<x<n+t (n=0,1,2,..)
e {xe(n.}.g)]

On a f0+ f(x)dx lin f £(x)ax = 2(2=f)

comme on le vérifie aisément.
Pour utiliser les fonctions (H) dans l'application du criidre de
comparaison, il faut d'sbord savoir quelles founctions (H) ont

une intégrale finie ; c'est ce qu'on détermine aisément, grice & la
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connaissance des primitives des fonctions (B) les plus simples. En
premier lieu, . /(1) est une primitive de x!* pour o1,
et log x une primitive de 1/x ; donec :f: “Fax (a > 0) est finie
pour W<-1 , infinie pour (2 -1 . Le critdre de comparaison
pernet donc de conclure chague fois qulon a £ £ z! avec p < -1
ou £ %> zF avec W -1 : dans le premier cas, ja+°° £(t)dt
est finie, dans le second elle est infinie. | |
1l y a doute lorsqu'on connait seulement une majoration de f
dlordre » -1 par rapport & x , et une minoration d'ordre < -1 .
Lorsqu'on ne connait pas de partie principale de £ , il nlexiste pas
de procé@é général pour déterminer la nature de 1tintégrales de T,
3i au contraire f est équivalente & une fonction (I), soit g , il
ne peut y avoir doute q_ué lorsque g < 1/3 et g % xH' pour
tout exposent W < -1 ; c'est le cas par exemple si
glx) = 1/x(log x)F'. ( iﬁ,)@),
ais (log x.)- H/(-}A;M) est une primitive de 1/(x(log‘ x)i‘i)
si+ 1, et 1,
/a dx/(x.(log z)") est finie pour f>+1 , infipie pour KL+ .
On pourras donc de nouveau conclure lorsqu'on aura 41 /(xe(log X)H' )
avee >+ ou f },1/(3;(1@3 x)ﬁl) avec WU +1 : dans le

v oo
premier cas «[a £(t)dt est finie, dans le second elle est infinie.

x est une primitive de 1% /(x log x) ; donc

2 2 c%‘é.ﬁ 5, 3
Plus généralement, (1 _x) /(-p+1) est une primitive de
e - ' |
1/(x.1og x.12x...1n_1x.(1nx) ) si (L £+, et 1 .4x est une
primitive de 1/(xolog x.1,5%. uinx) : on en déduit que, si on &
. P j%am
f g 1/(x.log x.’iax...‘lno?x.(?n}:) ) avec W>1, . £(t)dt est
finie ; cette intégrale est au contraire infinie lorsqu'on &

i ~ . ‘
£ %1 [(x.log x,.,'ina,‘x.(’%nx) ) avec (<1 . Ce critére est dit
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p

est dit, par extension, critdre logarithmique d'ordre 0O).

Il est rare, en pratique, qu'on ait 4 utiliser un critére
logarithmique d'ordre > 3 ; mais on r)eut aisément définir
des fonctions continues par morceaux, pour lesquelles agucun §
critére logarithmique (d'ordre si élevé soit-il) ne permet

de dire si leur intégrale est finie ou non au voisinage

de + o0 . Il suffit de former une fonction £ telle gu'on

ait & la fois £ £ 1/(x.log x....1,%) et
f ;»1/(x.log x....(1ux)H) pour tout entier n et tout

exposant W > 1 ; nous allons montrer qu'on peut le

fsire de sorte que l'intégrale de f soit finie ou infinie.

Déterninons d'abord par récurrence une suite (an) telle
que a =1 , et 1 48,04 =1 8T 1 pour mn >0 ; cette
suite tend évidemment vers + ©2 ; sl on pose

£,(x)=1/(x.10g x.15%...1 x) pour & £ x<La,,,
on sura J; & fn(t)dt =1 , donc, si £ est une juxtapo-

. s o2 : . ; .
sition des’f, , f‘l £(t)dt = + ©@ , et f satisfait bien
aux conditions précédentes. La fonction ainsi formés n'est
pas continue, mais il serait aisé de la modifier légérement
au voisinage des points &y de maniére qu'elle soit continue
et décroissante dans (‘i ,+@a£ , @t jouisse des méues
prppriétés que ci-dsssus.

Déterminons maintenant une suite (bn) telle que

- a .. : Ny o
1!/?nba = 1f2 clest-a-dire b, e (27) ; cette suite
tend encore vers + <° .

S5i on pose
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2
Zeooly 4% (1%)%) pour b <x D

g,(x)=1/(x.1og x.1 o

2
on aura

| ‘/;:nﬂ 5 (e <1l
el par suite, si g est une juxtaeposition des g, »
f2+ oog(t)dt est finie, et aucun critére logerithmique
n'est applicable & g . On modifierait aisément g de maniére
& la rendre continue, tout en conservant ses sutres
propriétés. |

On peut toutefois montrer gue, pour une fonction (H),

il existe toujours un entier n » 0 tel que le critére

logarithmique d'ordre n lul soit applicabls(1).
I1 est utile de forauler les critlres correspondant sux criteres
logarithmiques précédents, et relatifs aux primitives d'une fonction,
continue et bornée par morceaux et positive dans un intervalle
ouvert borné I , mais non bornde au voisinage de lforigine ou de
l'extrémitfé de I . On peut se liniter au cas d‘'ume fonction positive £,
définie dans un intervalle JO,aE » mais non bornée au voisinage
de 0 ; le changement de verisble u = 1 /t , ramdne slors 1¥6tude de
la primitive de £(t) au voisinage de O & celle de la prizitive de
i‘(’l,lt.'z.),/u.~2 eu voisinage de + oo , d'oh les critéres suivants :
49 21, au voisinage de 0 , T xl", avec W 72 =1 foa £(t)dt est

| >

finie ; cette intégrale est au contraire infinie si £ 7% - avec

<1 |
2° 8i, au voisinage de 0 , on a f‘.§1/(x,10g(1/x).12(1/x),...,.,

' , o N : o
,..,1n4(’i/x).(‘in(ﬁ/x)) ') ’ avag p>1, j(; P(t)dt est finie ;
cette intégrale est au contraire infinie»loraque

£ ?;'1/()(010@(%;/3{}.‘38(?/1;}.0,.,?ﬁa,g(ﬁ/z'),(13(1/};))%} avec ?ﬂvg'l
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On notera que, pour les critéres logarithaiques d'ordre > 1
les conditions pour 1'exposant 78 sont les mémes au voisinage
de + ©2 et au voisinage dé 0 ; elles sont inversées au
contraire pour le critére d'ordre O .

Bxemples. %) Si or conmsidére l'intégrale

O1tp(1-t)th

l'gpplication du critére d'ordre O aux voisinages dee points
0 et 1 montre que la condition nécessaire et suffisante pour

que cette intégrale soit finie est qu'on ait p > -1 et g >-1.

Cette intégrsle est dite intégrale eulérienne de premidre
espdce, et se note B(pHl, qt1).
2) On eppelle de méme intégrale eulérienne de seconde espéce

ot on note [ (x), 1'intégrale
-
f+wtx . it
-t 0 -t o
Comme e ° est finie au point t=0, et que e <t  quel que
soit >0 , au voisinage de + ©2 , l'arplication des
critéres d'ordre O montre que la condition nécessaire et
suffisante pour que cette intégrale soit finie est x > 0.

Lorsqu'une fonction f possdide un développement ssymptotigue au voisi-

nage de + ©© , relatif & un ensemble de fonctions-types qu , ia
seule connsissance de sa partie principale permet, par application des
critéres 1ogarithmiques, de voir si J2+09f(t)dt est finie ou infinie.
L'application du lemme 3 et de la prop.4 du- 1 du ch.IV permet d'aller
plus loin, et d'obtenir un développemnent asynptotigue de la primitive
Plx)= J;K £(t)dt au voisinage de + ©0 .

Soit en effet

(1) £ e v ot R
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le développement asymptotique de f ; distinguons deux cas ¢

0 e Lt +
1 . fn(t)dt =2 ©2 ; alors, on a (lenue 3 du §1 du ch.IV)

faxf1(t)dt >fo2(t)dt & s },/axfn(t)dt}w/axﬁn(t)dt

done ol é £+ j; Br [,_fn"‘ faRn

est un développement asyaptotique de F relatif au corps de Hardy
Porsé en sdjoignant au corps des fonctions (H) celles des primitives
de f1,f2,...,fn qui ne sont pas des fonctions (H).

20 /;+°°fn(t)dt finie ; soit alors k (1 K k Sn) le premier

+ o0
indice tel que J£ fk(t)dt soit finie ; si on pose
e + 2
k= S T(e(6)-2,(8)-. .02, (1))at

K est finie, puisgue la fonctior intdgrée est équivalente & £ ;

et on peut écrire
(2) F fxf(t) - +fxf + K f+o°()
= o 1 dt o0& e k"1(t)dt s x fk 't dt"’o.o
J/”foa oo
=] fh(t)dt =) Bn(t)dt
Si K£0 , (2) est un développeizcnt asyuptotique de F relatif au
corps de Hardy obtenu en adjoignant au corps des fonctions (H)
celles des prinitives de f1,f2,...,fﬁ gui ne sont pas des fonc-
tions (H) , car on & (lemme 3 du &1 du ch.IV)
[Ze (t)at &) Fe NG R TIARNT)
o 1‘5 }a 2(t)dt }.....ima £ 4(%)d ig@}x k(t dt &,
>—j}; £ (t)at }j; R (t)at
5i K=0, on aurs encore un dévelorpement asyaptotique de F en
supprinant le terme K du second membre de (2).
+ o2
Lorsque k=1, on a K = j; £(t)at, et le développement
de F s'éerit simplenment

4 o2

Jf - Jf*'@@ . jﬁﬁ-ﬁa
F=K- J_ f,i(t)dtau..w - fn\t)dtv_,x Rn(t)d.t
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En général, les primitives qui figurent dens le développenent de F

n'appartiennent pas & l'ensemble ‘3: ; pour avoir un développenent
de F relgtif & €£: , i1 suffira d'avoir un développement, relatif -

& % , de chacunc des primitives qui n'appartiennent pus & E{' .

et de faire ensuite la somue de ces développezents suivaut la régle

~

donnée au §.3. On est donc ramend & un probléme gui est résolu en

principe par la prop. 7 du §1 du ch.IV : trouver un développeuent
asymptotigue d'une primitive d'ume fonction (H). Supposons par

+ 02
exemple que g soit une fonction (H) telle que g}; g(t)at soit
infinie ; la proposition reppelée doane une partie principale de

x .
fa, g(t)at , soit g, ; on a donc g,z(g; , dlot g»g%{gé :

gegilm—gl ; comme g-g! est une fonction (H), on pourra

7 . z
obtenir une partie principele de j; (g*g;)dt , so0it g en
supposant que cetie primitive croisse indéfiniment avec x , et
on aura'g2a< & ; et ainsi de suite, jusqu'a ce qu'on parvienne
iy ; ; : L st iy g
éventuellenent & une fonction 8, ﬁelle que h =g (g1+g2+.o.+gn)
ait une intégrale bornés au voisinage de + ©2 ; on cherchera
+ o2

alors une partie principale g?+1 de j; n(t)at , puis une

. el Do 4 o . !
partie principale B de Q}; (h gn+1)dt , et ainsi de suite :
on aboutirs finalenent & un développerent de la forme

jﬂx
a+go(at)dt = gotg te . g tReg o8 o oyt R

avec k =j; n(t)at (K est & supprimer gu'il est nul, et il peut
gse faire naturellement que, si loin gu'on pousse le développémentx
on ne rencontre jemais de termes tendant vers 0).

I"-{-c@ /

On aursit de méze un développesent de ;_ g{t)at , si cette

intégrale est finie ; mais ici, tous les termes du développement
tendent vers O .
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Bien entendu, en procédant comme nous venons de l'indiquer,
on n'obtiendra pas nécessairement un développement relatif
& un ensemble %, de fonctions-types donné & 1'avance, en
général ; l'ensemble des fonctions-types auquel est relatif
le développement se détermine en réalité a posteriori, comme
nous l'avons déj&a signalé.
Exemples. 1) Soit f(x):’i/log x {(x>1); comme log x< =¥
pour tout exposant H’>0 s f: °ocu;/log t=+02 , £ étant
diordre O par rapport & x , on a , d'aprés la prop. 7 du
g1 du ch.IV ,

j;x d.x/log erx/log b4
puis 1/log x -(x/log x)! = 1/(log x)g
fonction qui est de nouvesu d'ordre O par rapport & x ,donc

/;x d.x/(log x)aru x/(log x)2
De proche en proche, on obitient ainsi le développeuent
,Lxdt/log t = x/log Xk x/(log x)a-i-.. A(n-1)! x/(log z)2+ R
On voit gque, si loin gqu'on pousse le développement, tous
les termes tendent vers + oo .
2) Soit f(x):e-x2 ; ona f(x) e*(zt"L quel que soit | , donec
/; me,xgdx est finie. P est d'ordre - oo par rapport & x ,
donc on a8 ;

[3: We”t‘2 at v e”x%//.ax
puis _ A
| e’xg +(eﬁx2/2x)” = eeox‘?;/axg
fonction qui est de nouveau d?ordré - oo par rapport & x ,

d'ot
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te e, o -x°
/x et /2t? atrue™*/ax
et ainsi de suite, ce qui donne le développenent

/Ha vt —(ex/ax) (1.-1/.:zx+—i,1Ez e ._zﬁ;é-?_n:_))
=

Remargue foundamentale. Si on peut, comme nous venons de le voir, n

déduire, de renseignements sur l'allure d'une fonction £ >0 au
voisinage de + ©2 , des reuseignements sur l'allure de ses primi-

tives, cela est di au fait que, d'aprds le lemme 3 du gs‘i du ch.1V,

on peut intégrer des relations de comparaison telles gquse £ -gsg -

f { g, fvg, pourvu que g soit strictement positive et qu'on
choisisse convenablement les primitives des deux membres. Pour les
fonctions (H), (ou plus généralement des fonctions appartenant & un
corps de Hardy), nous svons vu au ch.IV qu'on pouvait aussi en
sénéral dériver ces relations de cumparaison. Il en est tout autre-

ment lorsqu'il s'agit de fonctions guslcongues (dérivables au voisi-

nage de + 0@ ) : de la seule existence dfune relation de comparaison

entre deux de ces fonctions, il est impossible de déduire l'existence

d'une relation de comparaison entre leurs dérivées ; plus briévement,

on ne peut pas dérivar des relations de comparaison, lorsgue les

fonctions gui y figurent n'appartiennent pas & un néme corps de
Hardy.

Des exemples fort simples suffisent & le montrer :

49 On & sin xa@( x , mais non 2x cos z%{ 1 s

2° 0na xg’/z + %.2in x + cos x rvx>/2 , nais non

x({1+cos x) VX .
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Exercices. 1) Soit ¢(x) une fonction définie dans un voisi-
nage de +O°..croissan‘ce , adnettant uneA dérivée continue et
bornée par morceavx, et telle qﬁe 9(x) > x . Soit £ une
fonction positive, continue et bornée par morceaux dans un
?oisinage de + oo ; montrer que :
a) 8'il existe un nombre strictement positif 6 <1 tel que
¢'(x)f(o(x)) £ ¢ £(z)
dans un voisinage de + 00, /;+ “2(t)dt est finle ;

b) si
9'(x) £(o(z)) > £(x)

A & + o2
dans un voisinags de + ©9 , »/;

£{t)dt est infinie (critdre
d'EBrmakoff). (Dans le cas a), on montrera gu'on a, pour

X 2 X, avec X_ assez grand

o(x)° | a(x,)
(1~e)j £(t)at < 6 jr £(t)dt
o X

x5) o)
Démonstration analogue dans le cas b)).

2) Soient £,g deux fonctious strictement positives, conti-
nues et bornées par morceaux Gans un voisinage de + oo,
idontrer gue les intégrales, dans un intervalle j-aﬁ» @o( :
des fonctions £/(1+£g) et .iin(£,1/s) sont simultanément
finies ou infinies.

' §5. Séries & termes positifs.

Sommabilité des séries & termes positifs. Dans tout ce paragraphe, nous
o ST ot

entendons par série & termes positifs une série % u, telle que
@wami

uy 2 0 & partir d'une certaine valeur de n. Bien entendu, tout ce

qui sera dit relativement & ces séries s'étend imnédistement aux

géries dont les termes sont <« 0 & partir d'une certaine valeur

de n , en changeant sizplemnent les signes.
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On sait gqu'une série 4 termes positifs est toujours gsommable
au sens large ; dans les questions od interviennent de telles
séries, le premier probléme gui se pose & leur sujet est de savoir
si elles sont ou non sommables (clest-ii~-dire si leur somme est
finie ou infinie).

La méthode ls plus simple et la plus fég@onde pour aborder ce
probléne consiste & associer & la série %34 u, une fonction f ,

positive au voisinage de + ©© , continue el bornée par morceaux,

définie dans }0,#— w[, et telle que, pour tout entier n >0 ,

W j’aﬂ
5 ;g% u, = Jy r(t)at ‘
ok (an) est une suite tendant vers + ©° ; la somme de li g&iérie
sera finie ou infinie en méme tenps que l'intégrale ji:) £(t)dt,
ce gui raméne le probléae & celul traité au §4 :
Cette association peut se faire de bien des maniéres ; nous

en utiliserons dsux. ggn appellera pour abréger fonction gauche

associde & la série §£ u, , ot on désignera par u_(x), la
z <
fonction définie par
u_(x) = u pour n-1<x €n (n=1,2,...)

& % :
On appellera de méme fonction droite associée & la série, la

fonction ud(x) telle que
ud(x)a() pour 0<x<t , ud(x);un pour n £ x <ol (n=1,2,..)
Il est immédiat que l'on a
n jzﬁ“‘i : fnﬂ
8,= j; ug(t)dt = ud(*i,)o.t = ud(t)dt
et par suite, on est ramené & laz considération des intégrales

+o0 + oo
0 ugit)dt ou 5 ad(t}dt -




Y

Si S u et v, sont deux séries & termes positifs, il est
w1t

,3,.nxnedlat que la relation UK < vn pour a > n, est équivalente a

(x) v (x) (et aussi & ud(x) vd(x)) pour x >n -1 (resp.
X > n,) ; il en résulte que les relations un”\{vn S um{ V.
u vv, (n tendant vers + oo dans N ) sont respectivement éguiva-
n
lentes &8 u Av u £V ,u UV ou aux analogues pour les
e i e -
fonctions droites), x tendant vers + ©2 dans [X.

On en déduit le critére de comparaison fondamental ;

oo
Soient 5 w, st g v, deux séries & termes positifs, telles

#wsi o %=1 %
u, £V, ; 88 >, v, est finie, il on est do mfue de > B
<0 %=d co MB=4
gi Z u est infinie, il en est de méme de >, v, -
N=24

Pour appliquer ce critére, il nous faut donc des séries de

compasraison ; les plus simples sont celles o& u =f{n) , £ étant

une fonetion (H). I1 n'y a lieu, naturellezent, ds consz.derer

que des fonctions f tendant vers O avec 1/n , car pour tout autre

cas, la somme de la série est infinie. Si mainterant £ ost une
fonction (H) positive tendant vers O , elle est décroissaute ;

on en conclut les inégalités

ug(x) £ f(x) <u {z) (la seconde pour x >1)
d'oh, en vertu du critére de comparaison pour les intégrales , on
o8 : 4 o5
déduit que la somme Z f(n) et 1'intésrale j; £(t)dt sont
=880008 ~., egoar

finies ou infinies simultandment.

D'ok les critéres logarithmiques pour les séries & termes posi-

tifs

: oo =

1° Si une série & termes positifs 6 u, est telle que u nt ,
%=1 =

avee M < -1 , sa somme est finmie ; 8a somme est au contrsire

i

infinie si u 7 0 avec L >-1 {(critére d'ordre 0).




)
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2° Si une série & termes positifs S u, est telle que
4

; L1
£ 1/(n.10g n.1 n...1p n.(1 n)P') avec U >1 , sa somme est

2
finie ; sa somzme est au co_x_lrtrage infinie si on g

w7 1/(n.1og n.1

2
Bien entendu, on peut former des séries & termes positifs

n.....1p;1n.(1pn)§") avec 1 (critére d'ordre .

et décroissants pour lesquelles aucun critére logarithmique
ne peruet de déterminer si leur somme est finie ou non ;
il suffit de considérer la série RLS f(n) , T étant une
fonction telle que les critéres logaritimigues pour les

intégrales ne lui soient pas applicables (voir § 4). ilais
en pratigue, on z rarement & appliquer des critéres
logarithmiQues dfordre élevé.
Comme qn‘< 1/‘2131; guel gue soit w> @ si O < g <1, l'applica-
tion du critére dlordre O nous reconne le fait connu que la somme
de la série géométrique % q est finie pour 0<Lqg <1 . En
prenant cetie série comme terme de comparaison, on obtient un

critdre qui peut se metire sous la forme suivante (critére de Cauchy,

: B
Lo somme d'une série & termes posgitifs v, est finie si
A 11
lim.sup (u )‘E/n<,§ ; elle est infinie si lim.sup. (v ) iz >1 .

n->eo /n zk"“%éﬁ‘
En effet, si l%lm_.és%g (un} =gl ,ma u q , quel que

so0it le nombre g' tel que ¢ <Q' 1 ; i au contraireg

= n_
lﬁ%%p (un)/ qg>1,o0na, pour tout g’ tel que 1 <¢g' <q,

’un Z q,n >1 pour une mfm;te de valeurs de.n , et par suite la

somme de la série S u, ne peut étre finie.
Gﬁe critére est surtout utile dans la théorie des géries
entidres, dont nous parlerons plus tard ; maig il ne donne

aucun rensei:nenent pour les séries g u, telies que

®e4

v o5
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log u, £ n , qu'on rencontre tout aussi fréguemment.

Application & l'étude de certaines intégrales. Dans ce qui

précéde, nous avons ramené l'étude des séries & termes posi-
tifs & celle des intégrales de fonctions positives ; mais
dans certains cas, il peut au contraire &tre utile de ramener
1'étude d'une intégrale & celle d'une série. Par exemple soit

9{x) une fonction positive et périodigque de périocde a

(continue et bornée par morceaux dans tout intervalle de
longueur a , et d'intégrale finie dans un tel intervalle).
Soit d'autre part £(x) une fonetion positive, continue et
bornée par morceaux dans un voisinage de + ©2 . Proposons=-nous
de chercher si 1ltintégrale Jg+€”f(t)@(t)dt est finie ou
infinie. On a

f 4 00 bina .
Sy Bl)e(t)at = lim 4 f(tleltlat =

~>oz

o2
bina
= 2 £(t)e(t)at
2 [P aace)
donc on est ramené & l'étude de la série de terme général
el |

n - Jb +{n-1)a
Or, si m et i, sont la borne inférieure et la Dorne supé-

rieure de f dans l'intervalle bH(n-1)a,bina , on auras, en
bt+a
posant K = B o(t)at
< £
K,mn “‘uﬁ,“K°Mh
relations qui permettrons dans la plupart des cas, de voir

co -
si u  est finie ou non. Par exemple, si f est déerois-
i gecrois

=24
gsante na n=1%4 donc la série u n omme
Banse, O - Sntt 2 o 8 %{ﬁonﬁues
finie ou infinie en méme temps que la série %% m&l;
%=4

d'autre part, on a




= i - < bina
8.. +,1 e aomn \

5 £(t)dt §§a,Mh

b+(n-1)a
+
ce qui montre encore gue les intégrales £(t)e(t)dt

4o =
et j; £(t)dt sont finies ou infinies en méme tenps.

Bvalustion des sommes partielles d'une série & termes positifs. La connais-

sance d'une partie principale du terme général u, d'une série &

termes positifs permet aussitdi, par application des critdres

logarithmiques, de voir si cetie série est sommable ou non ;

mais on peut en outre, comme nous allons le voir, en déduire une
o

partie principale de la somme partielle 8, = Z U - lorsque

la somme de la série est infinie, et du reste r, ZJE U
o i{z*”é"v
lorsque la série est sommable.

Tout d'abord, si tiﬂ"v £(n) , oﬁ f est une fonction (H) ,
Gl
ona s, Vv Zz (i) (resp. r, M;Zi%f(p)) d'aprés le lenme 3
du %’i du ch, IV aprligué auvx fo%gt:«.ons gauches (ou droites)
5 e

associées sux séries & u_ ot % f(n). On est donc ramené
o ¢} 4
=t L
u

examiner le cas o# = £(n) , £ étant une fomction (H).

0

&
Proposition 1. Soit £ une fonction (H) telle gue la somme
s ,

£(n) soit infinie (resp. finie) :

=4
Sl f est d'ordre infini par rapport & o> ., on a

3:3
Mg

(]
Ma

o
sn—z £f(i) v £(n) (resp. r ;% £{p) v f(n)).
£=1

2° 81 £ est dde ordre fini o par rapport & e , on a

7 #o f+QO
g g2 jf{t)dt {resp. oS § £(t)at)
B a.¢% /g e

e
12 54 é;iZ; f(n) =+ o2 et gi P est d'ordre infini par rappor

ol : :
& 6= ;, T est eroissante au voisinage de + o= , done




P ‘s

s, = f1n £a(t)at \{f;’l £(t)at m(f(n))e/f'(n)

n-1
dlaprés la prop.7 du §1 du ch.IV. #ais comae f»< £l on g
8,44 f(n) , dlot s, = flaks  ~1(n).

=

o
Démonstration analogue si 2 f(n) est finie, en utilisant
M=21
la fonction gauche associde & la série.
2° 80it £(x) = e™*g(x), of g est dlordre O par rapport & &> , et

~

o0
supposons dfabord que Z f(n) = + co ., Comparons £(n) a
B e(t)at : onan net

-1 '
> R op(t)at = j ) )
f(n)- n-% n=1%

n n

= g(n)[k?(em%@)dt + jl;a1 **(g(n)-g(%))at
Or g(n)-g(t)=(n-t)g'(z) , avec % <z <n , donc n-z <1 . D'apris
1'hypothése sur g , on a g'<£ g , donc, si g n'est pas équivalente
& une constante #0 , on 2 aussi gf £ g' , ce qui, d'aprds le lemme
du §3 , montre que .(nwt)g’(z)ﬁgg%n)a{ g(n) , d'ot

Jaor® Haln)-e())et < 6Pgln) = £(a)

et on aurait la a8upe relation si g était éguivalente & une
constante, comme on le voit airectement. On peut done éerire

n : =G =&
S 1+ = A 1-e g wjl’e = i
£(n)- L-1f(t)at = f(n)(1- —=2— +e(n)) (=f—=1 si
a=0)

dloh fn
. = £(t)at
f(n)m1ee_a’ 4.1 5C8)

et, d'aprés le lemme 3 du §1 du ch.IV ,
n
8 v =& jﬂ £(t)ds
1

I 1o

. oo
Raisonnement tout & fait analogue si Z f(n) est finie.
: B=1
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Par application répétée des raisonnements précédents on peut

non seulement avoir une partie principale, mais un développement

agymptotique de s/ (resp. rh). Si f est d'ordre infini par

X

rapport & e” , on pourra en effet écrire, dans le cas od

o2
> f(n) =+ oo , et pour toute valeur fixe de p

Tk = P(n)+ fln-1 )Hr(n-2)1...+2(a-p}+ Rp

avec f(n) > f(n-1) - £(n-2) % .... $2(n-p) > Rp
On pourra en outre développer f(n-1), f£(n-2), etc...,
relativement & un enseable de fonctions types ‘55', si

elles ne fent pas partie de cet ensenble.

- n nlog n e
Bxemple. Soit no—n -»o , Qlordre infini par
rapport a e>. On a, d'aprés ce gui préceéds

4

n n-1 .-
n Hn-1) +...+(n-p) b Rp

i

8

n

Or, on a, d'aprés les procédés du gga
r 4 3
(n-k)log(n-k)=n.log n-k.log n-k + = k -+.,¢= §c1 —(1+€¢y

n
ce qui permet d'avoir par exemple, comme aevslcppement

& 4 termes de 8, ,
s =1 \11+8 Hi il el b 55 1 ) Sl (E))J

&————— 51 maintenant f est d'ordre a par rapport a e* ;oo a

vu que =
» £(a) v B f £(t)at

Comme on peut développer une primitive de £ , on saura

n
aussi développer - f(t)dt , 6t par suite avoir une partie

principale g(n) de la Qifﬁerence f(n)- ; a”& aj" £(t)at ;

s © o ° o &
partie principale de Z; g(i) (en supposant >* g(n) infinie),
égﬂ =1
obtenue par application de la prop. 1 , donnera donc un second

terme d'un développenent asymptotique de 8, - On détermine ainsi
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de proche en proche les termes }:L,l ,h2 S oo ,hIJ du développenent
asyaptotique de Sy » qui tendent vers + ©= , la différence
sn=(h1+h2+,. .+hk) epparaissant toujours comme la somme partielle
G'une série de somue infinie. 11 se peut qu'on aboutisse ainsi &
un terme hp tel que sn=(h1+h2+...+hp} soit la somme particlle
d'une série sommeble. Si K est la somse de cette série, on en
développera le reste suivant les mézues rrincipes, et on aura
finalenent un développement de la forme

B, = h1+ h2+...,+ hp+ K-hp+aw...=hq+ Bq
les termes hp+2 - 'ho tendant vers O (bien entendu, ces termes
peuvent ne jamais se presénter, et il se peut aussi que K = 0).
Procédés tout & fait analogues lorsgu'il s'agit de développer
le reste d'une série sommable,

Bxenple. Soit u, = nV‘ , avee L > -1 ., Surposons

dfabord 7 -1 ; comme u, est d'ordre 0 par rapport & e" -

on a

B = w/ i d‘bfun /(fA—H;
puis
ot efnitpdt = n*"v(ny’Hv(nﬂ )FH )/(§A~M v 11%{“1/2
S5i on suppose M?O , on aura donc
/(y.ﬂ) + = n‘i—r R,
si au contraz.re =1 <i£<o ;, ona

+1
sn::nil /(}&H) + K =%ntk+ R, , ol K est une
constante.

On 2 en outrse

4 B+t
n&" (W‘ (n=1) )/(gi—H)o (n (nm’i)%)wﬂw -

Donc, si M.}i , on aurs

/(y: %}4-”31 + f; zﬁ(»ﬁ-e(nn
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; et on examinerait de méme les cas oh -1 <1, ot U
non entier .

Le cas ot ft est entier se raméne & celui ot &L = =1 ,

On a alors
w n
Snzﬁg‘t ’i/prvfl dt/t = log n
puis '

n
1/n - Jf 1dt/t = 1/n + log(1~1/n)ru »1/2 n2

nea
I1 en résulte gue l'expression snslog n est éguivalente
& une constante y ; cette constanie joue un r8le important

en Analyse , et se nomme constante d'Buler. Sa valeur

approéhég &, 1/109 prés par défaut est

0,577215064
Remarque. Dans le cas général ol f est d'ordre fini par
rapport & ex , on pourrait, en suivant la voie indiquée
ciwdeséus, arriver & un développezent asymptotique de 8
ot les ternes successifs s'exprimeraient en fonction des
dérivées de £ . Dans le cas ol f est d'ordre O par rapport
& e , la formule & laguelle on parviendrail ainsi sera
donnée dans une partie ultérieure de cet ouvrage, comne

application des forsmules dites sommatoires.

Produits infinis. iious considérerons surtout les procduiis infinis dont les

terzmes (& partir d'%§>certain rang) sont supérieurs & 1 , c'est-a-
¢ire de la forne P (1+un) avec u %7 O ; on y ramcépne les

%=1
produits dont tous les facteurs (& partir d'un certain rang) sont

inféricurs 4 1 en considérant les inverses de ces produits ; nous

s signalerons comment se transforment pour ces produits les proposi-
tions les plus izportantes relatives aux produits 4 termes

supérieurs & 1 .
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On sait quton a, par définition

log-IT(H‘u ) = 2 log(1+un)

d'oli' résulte auasnot cue | ! (1run) ne peut &tre fini que si u,
n=1

tend vers O avec 1 /n ; comane en outre, lorscu'on est dans ce cas,

on a log(1+u )~ v, , onala propos;Ltlon suivante :

Propogition 2. Pour gue le produit H (14u,), ot u z 0 a

partir d'un certain rang, soit fini, ll faut et £1 suffit gue la

somne gi 153 goit fipie.
®=4 n

La proposwlon corresponaante pour les produits

l E (1~u ), od O <u <1 4& partir dfunm certain rang,
%a
est la suivante : pour gue g E (1=u ) ne soit pas nul,
7% 8
" il faut et il suffit que g U, soit ﬁme.
%

Ligvaluation asymptotique des produits partiels E (s-ru )
o6
dfun produit infini P (‘H=u ) (u =2 0) se raméne & cel}.e des

%ed
sommes partielles de la série § lOg(‘i—f»un), suivie d'une exponen-

tiation (voir § 5.

BExemple : formule de Stirling, Cherchons une évaluation

asymptotique de n!, produit partiel du produit infini
de terme général n ; on est ramené & 1l'évaluation de
2 :
S = lo - °
- % gD
D'aprés la prop.1, comme log x est d'ordre O par
rapport a e® , On a

s = Z_log, mjlogtut v nlogn -1

log n- 110g t dt = log n-(n.log n-(n-1)log(n=-1) -1)
, ﬁjZn +(1+£(n)}/b ne

i
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conne on le vérifie aisément, d'ol

s,-n.logn +n /vé- log n

puis n

log n - £ log t dt - -{log n-log(n-i)) 1/n
d’o&ﬂyésulte gue llexpression

logp -n.logn+n - %'log n

=1
est équivalente & une constante K . Hous démontrerons plus

tard que cetie constanie est égale & % log{2 =) ; il en

résulte la formule de Stirling, d'une grande utilité en

Analyse. - 4
p! ~v\J2n n +§é°n

Comme log(nta) = logn + afn - agjén;(i?@(n))
on voit aussi, compte tenu de l!'évaluation asyaptotique

o gyipiwe o b,

Z log(p+a)=n.log n-n +(a.+-)log n+ K(a)(% {n))
ot K(a) est une constante dépendant de a , & (n) vne
fonction de n et a gui, pour chague valeur fixe de g ,
tend vers u avec 1/n ; on a donc ‘ '

) RACHE n+a%? -n

224
pour toute valeur fixe de a ; nous déterminercns plus tard
1'expression de K(a).

Application : critére de seconde esplce pour les séries & teraes positifs.

On reuncontre souvent, en pratique, des séries 4 termes positifs

o

fé u pour lesquelles le rapport u ?/un & une expression simple
whzi

en fonction de n , ou un développenent asymxptotigue Ffacile 4

:é$

< former. 5i on pose u fo. =v n+t 2 €0 V=1

/9y ;o0 8 us= v

1 ’1"“5?" p

b




= 153

el pour avoir un développesent de u. 4 on est ramené & développer
o

un procuit partiel du produit infini ];) v ..

n
n=1
Toutefois, lorsqu'il s'agit seulement de savoir si ls série

XD

3

%} u & une somue . finie ou infinie, il est commode dlavoir des
=1

critéres permettant de répondre i cette question d'aprés le seul

aspect du rabport o, q/ﬁ . Un tel critére est le suivant (critirs

de Ragbe)

La somme d'une série i termes positifs Sg u, esgt finle si ses
%55-

termes vérifient la relation u +4/u Li-afn avec o >1 &

partir d'un certain rang ; elle est infinie si ses termes vérifient

iz relation u +,/u i- 1/& & partir d'un certain rang.

En effet, si on a u, /ﬁ. < 1-afn & partir ¢'un certain rang,
on en tire i T&F(iaq/k} Or 1log(1- a/n) &cjnwa%/ZBQ
(1+e{n}}, d'od log = e& logat K{1+¢ (n)), et ﬁfx/egfng :
comne « >1 , le critére logarithni igue dordre O permet de
conclure,

De m@me, si +,,i/u z/n & partir d'up certsin rang, on en

déduit u, (1 4 ?)/L'e d'aprés le méme calcul, d'ot
2 7

la pr OpO&lthﬁa

On démontrerait de la m8ue maniére, en utilisant les critdres
oo

logs 1th41ques d'ordre >0, que la somme 22 v, est finie si on 2
=1

= 1 =0 ¢ 8 ¢ = g‘
ua+€/¥m~§ = n n logn n log n.ébn,.,é;ain nelggnoéén,oéﬁn

& partir d'un certain rang, infinie si on a wee o > 1
4 1 1

s

¥ b S S » @ 2 0 :
an+€ﬁ312?‘ n nlogn : n log n,égn,,céin
>3

& partir dlun certain rang.
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Comme cas particulier du critére de Raasbe, on voit que si on a

liz,sup. (u .1/h ) <1, Zi u, est finie ; elle est au contraire
1nf1nle si lim inf (u +1/u ) >1 (critére de D'Alembert).

Ces divers crltores sont dits critéres de geconde espéce (les

criicres logarithmiques, et plus généralenent le criiére de compa-

raison, étunt dits de presidre espice).

Bxemples. Considérons la série hypergéomndirigue, de terme

général

o = ola#t)...(atn-1).8(8+1). .. (B+n-1)
n 1.2.. .0 yiyrl)s iyim-1)

oh a,8,y sont des nombres réels guelconques, différents
des entiers négatifs ; il est clair que u gards un signe

constant & partir d'une certaine valeur de n. (n 2

]

[ °1
_ Aown = QT
un+1/ua' ; Y (1+__E+...§)(1+.L,_+ 2)

otB-y-1 08-(at8) (Y44 Py 2ry+1)
Le critéere de Raasbe montre donc gue la série s une somme

finie si aiB < v , iufinie si &t >y ; dans le cas oh
otf = vy la série a encore une somme infinie, comme le monta
le critére logarithmigue d'ordre 1.

I1 est important dfobserver que les critéres de seconds
espéce ne peuvent s?abpliquer_qu?é des séries dont le
terme général se comporte de facon trés régulidre au
voisinage de + 02 ; autrement dit, leur champ d'spplica-
tion est bien plus restreint gue ceiui des critéres de

premiére espéce, et ce serait une maladresse de vouloir




- 155 -
les utiliser en dehors des cas spéciaux auxquels ils sont
partlculieremen‘c adaptés. Par exenple , pour la séris S v,

telle que Uyy, = 1/2 , 8t u = 1/3® (p=0, 1,...), on a

2p+i
4w =(2fz) o i =)
2pti/ “2p 2 2ptr2’ 2pti
le premier de ces rapport tend donc vers O , le second vers
+ 00 , antrement dit lzmolnf(un+q/un)-0 llﬂ.sup(unrqjh )=
+ 00 : gucun critére de seconde espice n'est applicable, et
cependant, comze un=§ 2 e , la série a évidenment une
somne finie.
4 ternes positifs g

- :
n : oo
xe de la série S ‘!u u :
ot n -+t

<ontrer que la réciproque est inexacte en général ; ells

Exercices. 1) Si une série

;.;,me

%
une somue fianie, il en est de e

$>

est vraie si la suite (u ) est d¢écroissante.
2) 8i la série & termes positifs g u, & uge soame finie
=
il en est de mBme de la série . /n* pour o > 1
: ﬂgggé";/ P > >
3) si Z,u =+oe (u »0), 5 u/(tt)=+o=.
=1 4 - h=1
4) Soit (Pn) une suite croissante de noabres positifs,
tendant vers + ©° ¢

a) Hontrer gue la série S (pna )/pn a une somme
n=t

n-1
infinie (théorime d'Abel»Bigg).
s cAri = P <s-{4
b) Montrer que la série néi (p, Pneﬁ)/énpn,q & une somue
finie, quel que soit p >C (théorime de Pringshein)
(comparer & la série de terme général (‘%l/pp eﬁjb Y )

c) Si pn/pm,z tend vers 1 , montrer gue

_&é (-2, )P, v1log D
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5) A toute série S u_ do somme finie on peut faire

B=1 Be
Borrespondre une série S v de somme infinie, dont
=4

le terme général tend vers O , de sorte que

lim.inf (v /u)—O
n —> oo

6) Soit (an) une suite guelconque de nombres > 0. $i unse

(e
série S u, est telle gu'on ait, & partir d'un certain
A S

el

anurz & t1%nm Z ¢ un
ot p est un nombre flxe > 0 , sa somme est finie (critére
de Kummer).
7)) Soit (u.n) une suite décroissante de nombres positifs ;
s'il existe un entier k tel que ku?m g,nn guel que soit n
& partir d'un certain rang, la série u_ 2 une somme

infinie.




