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 filtre 5 ), cu enfin g \fl {m]i | 5 &

3° iﬁ}?ﬁ‘ﬁ”"ﬁaﬁ‘i ’g?a is fois $ I*i"! }sﬁ' {s*wz«a-mr@ gnti
eris te ua ensen ‘}1@ e 5/‘— et dou ux nombres a,b 45%3-:« gue v(& , %
- azlx) < f{&}l < b2 w)  dans 1), on déerit :f,}(g;; {=1 a‘mﬂm mufmmn

ne peut en re*sm ter).

{avso szz;,zysa%“*“ fweniue 3.@ de la mention & ;th@ : } : pu enfin
£ {gjom ais ;w"&: is que f est nézliseable ¢ ?&a‘e & (?‘famtwew:«,ﬁt
~ au Tiltre CJ: } que g @ et t;z’gfm;ﬂé vxtv gur £ . La z*a.aath‘z r=o{g)

: %3:,5”&16 mﬂz, terment  £=0i g} ' ’ -

lﬁdz%ﬁ}}l’ﬁ fm filtve &, on e{zfi%; g_‘a,silfﬁ o g(x)w,{]f{ﬁ){) ;

, - s -

On est m&m@s & imreé{am ﬁ@s aﬂ%ﬁi cns %é@i&l@s pour serim @a '
L&QG& ab?@ff%% les z;riﬁ wal% z*ma%mm fg%:é. ?‘2@3@?@?2‘5 awir lwa '
l@mqa* 2 um wefhes - . -
4% wx*.:‘mze 3im. Sup \:i?, / E ¥ <>0 , (a*@a‘%m‘fﬁaﬁi’a ésﬁii eﬁ%% m |

_wmmﬁ%:a}.e B 55/“ et zm nombre .”‘im. kE >€§ L2l gue !f{.&)l kff(,e:} '
| dans @Té}» , on ferit fzﬁqisf} ; OB f@,}wﬁcﬁég{x}) ; 80 gmw.wm%

wi*(%) *'ﬂ;z; d‘) i(.&}})ﬁ ou %ﬂn, :i‘a( X, 81 am:mi@ mﬁmzs&_-

aten rvésulte.

2% Lorsque lim.iﬁf,g \f‘ /% >%J {e‘@m-aaaim czzﬂifi. existe un e::;.%@-» _5
blie B e 5” et uz nowbre fini k>0 tol gue | {;{;[ ?u{z;} e B '
f(y}1>€? dsos ¥ ), éerit g;@g{[f{},

eg{‘ﬁ}z{?%{‘f{:@}-!r} {en supprimant éventuellenent "a*;ze}fzﬁézaza an

4° Torsque ;m f/gj.d.} 5 on éerit fééég{g) ‘,_ cu *’*{:s.{'!;-s@ (’ﬁgggx;)
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(g; gwmmt an ’g,xa:fﬁimier s'apuvier ﬁms T4 TEE mw’@le ds 5/ J s‘il

~existe une fopetion z{x} tendant Wm 4, telle gu'on aii; l&a’i}ﬁ gmsnt

f(xknia?&(s;)%fx} dsne un ensesbls de % .
ia&raw@ : est one pertie dlun ew;:m t@?ﬁlé@&f}%’ 55/3.@ triw& sur B
du fii'sm des voisineges ¢'un g@iﬁ“ 36? et qutil y  lies Go
;gréaiasa ls filtre 51 dans ls zwtai;ifm gréeé%mt@, on gorirs

= {glx)) ez lien ge f}/{g{x); ; 81 ex ouirs B sst zm.jmzsi-

seze 868 8 , on Serirs s&u}_%@m’. - 2 {g(x}} gi B est iz conplé-

men%mm &8s ia’; gar ragport & un v&iaimg;e de a , on ée*‘it '
& -
< xge (EC2))-

soiations scalogues bcmr iz synbols a(g)

ivus éirvons cue £ est cgmparsble & g sl 1tune (a1 moing) des relcticus

‘{ g, {£] c % & = lieu ; nous ;ﬁrenﬁ gue L est sirietement gomparsble
de ai uwne des relaticas £« g, T fmag; (;—x constant e} #8
a iien. ' :

Zzenp l%, 1} iiga'raliaﬁaﬁ, £=0{1) écuivent & dire gue f est bornde
_&ur un ensentic de % ; 1a m},&éﬁm f:ae{’i} 'égﬁiw% 2 'z.mg =0,
2) leracue % f%.e, tend vors + oo, la x*@lmmz% &< 8 %tf%izw
= .<z "
3} Dansz 19@&@%@ éwéiﬁiﬁmi, m;& w(&h&g_,zi,é = '_:»;:sz“réy,. 3
gufon & xﬁﬁ & pear fout %ﬁui%’ﬂ’ 8 6. ' |
4% a8 :J pt )ﬁ:a sz - “%ﬂﬁ oot un z«alm@:% de degré p de zg ariable
réelle x , on & g{.,,,} fva x‘a z.&f%w@ % tond vers + oo : ig zane '
"z*%:%&rﬁf o iii%ii ioragus ma ‘%3. aa‘i: x sont %ﬂzﬁiamg, ﬁ%% qaa A\,z [ :
"'%;az;é; ?@E’a ¥ - , . A
5;13 mw&%@ .é.s:' *mziahie f’&*‘“fﬁlﬁm % i&ﬁ. vam %;,, o & ..'ﬁﬁ”%i'/\/‘af
(“%E%;Ii, % ,2° ?.},:'* - - -
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@'6quivelence B dans | ; par pessege su quotient, la relation £ {g
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6) bans le pian ’Rav » 8@ Voiginage du point {B,Q), on &
Piyfeo( |zt y]). . -
7) veux fonotions domndus £ si g ne soni pas nécesssirenent
comperebles, Yer eoxespls, le foncilon x sis % u'est pas consarable
4 la constanle 1 lorsgue x iend vers + o0 . pe méme, deux fonctions
 peuvent 8trs z:em,m'abl% gsus 1'Sire sirictemsnt. Par exeaplo, on &
.gia x=0{1) lorsoue % tend vers + o ; Bals sin 3: ntest pes stricie~
sent comparsble & 1s constante 1 . , 4’ =
7 . ?mgagmi&a 1. Les r&iama&s z _< B,840 entrafnont f(h
s T4A8,84% sotrefnent £<b ; il en est Go zBuwe des
reiations T «4 £ , g{h . beg yolations f~g 8t E~B entroinent

Les éémc«ss%miizms scnb immédisies & p z*‘i:a.r ées wfmitwm.
e cetie ,;m;agit on on déduit a'a&am gue, si [! est 1'gnzesble des
fonctions {'%éfi;siea dang un 8o '%&b}.ﬁ a;spar tensnt & ES: {d6pendant da la

fonetion), & valeurs dane K . s ia velation £ g est ume relation

d,:’nﬁ une relation dlordre dass itenssibie I‘ / F .

ue A‘;%:,:f,, in velstion il exisie un nonbre a?éu i;el gua T A/af’“ ﬁmt
une relation d'Gguivalence R, dans I' ; var pmesage su quotient, la
ral ion *”“A( g , oa il ezisw , a;éﬁ _%él s;gues»fr\)ag“, donce BaoorT
’.ﬁﬁ o ﬁ'ﬁiuwx 'm b&‘»: & dzmng &’% . T/ﬁ‘? i A -

ii eat & mwzf Gue lss engesblios mﬁmméa 2 / ‘2% @t i / %@ amzzi

bbflﬁ.&g e sent pag w@ala@a&t @t&m on K@kw?‘@.}. e
~ Cels résulie de es que, deze 1*&%@ hi@ T s 11 existe des e::ngzlss
f%eti@&& f,g: non éaw&t&% s ; par mmé&, 1@:%&@ fié tond
",_wm *C 4 2a fzmei:w;a Xzﬁiﬁ % . 2 f:'d ﬁx a;ﬁpazmieﬁa a '

’%ﬁ% Das efmw'a%ia 4 is m%mﬂw 1 . 0p J%at :ﬁ&&@ ﬁﬂm’z 5 4 @%




- ’gﬁ '
s des o aglwz, 4 ﬁmyma de famtims aizr:i@m@m% ew&mmﬁw ciam

op voisinege de + <0 , oi zon conpara bles {exere.1). ,
srent les nmuum}

A f&ﬂ: ori, (et "aﬁ.lgz’?é«, izs a:»a}.@ ms, gue suz

5 }g dare 1'enpeuble T ; de

m&?e, is zelastion § ;\\/ £ n'est uas Sculveispie 6 is veiation

; comme le menire llszenpls f{x)ﬁx“gm":mﬁ -

3t cpérations sle t:hz*igaes, Fropusiticn 2. 1g8

.«rgia‘%‘;iazzg £z 8t f-g g amzzt, éouivel esten.

 Une sutre Torms de cstie proposition st ia éuimzfé@ : iss velaticns
: £<L8 et g -vg Bont Snuivaientes. 5o rertieuliesr, si £
is fomction f4ag {a cosstente 7&.} e le gizpe d6 & dasd un sasenble

£6

pites ci-deesue, la velation T/g

gtéerit dorc sncore fegiols)

;zé;@;ii:ﬁ&tzia gsyant g .,

goat }%3 da g zm gnserble de 31 5 e f@l&té@

£ 2 X8 oubrsivent £ ¥ g te, ; les Telations T (g
238, » fa§f*g «f nent :?,z f&, 3 Bty ; 168 e aiau&» i‘% < 2, s
- i’2§g i..mi sent f’iﬂfgﬁ é?’”ﬁ;g - f.‘ea rolsticns f%/\/ ,g.% . ,fg ey

§ g ; ‘*@z’ sﬁmf;z,,. i

n%"‘““

& effet t, 088 £ (B tE e, et e ﬁ?ﬁ;ﬁs
f{g 8t £, { 8y » 98 a'ﬁ' 4g et fgég d"ele& amﬁ?m
wmbre do %&9‘:&, et is

partie ¢u core i aive ; ls o

»im%a agft» We g«: mg%ﬁm de ia seconde ',;z; ées ro }.aﬁmw f &5 }{gﬁl,;

. é,g.




‘ On noters per conitre qué, dans les m@znes conditions, les relations

| 4, Relations de sraison et fonetiong éo;noaées.’ Scit ¢ vne application

85 a)@, 1§ rgigi;iag f_< g (resp. £4g) amtrame }f[‘l" 4 2 (mgp.

flfl <gﬂ) ; g1 a,<c,:m wlat.z,aﬁ f{g (resp. f{g) @ﬁtf’m
lfl ? g (resp. \f[ }g ). ’
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t,ng, ot £, w8, n‘entrai‘:&en% peg en général £,-L,~ /g8, -
, : , Par exenmple, pour X Yendant vers + oo ; on a x‘g%-x /VXQM g "

. 2 2
x’?/\/, %= - neis x ﬁaxg b4 }‘i = KQM-KQ .

Propositiocn 4-. ies relations f' 5 & s fg 5 &> entrainent f‘ifg < 8,8, i
les relstions T, <g,§ 5 f«?\{ga ezxtraiﬂent f‘ifa <& ga ; les relatisng

f zvg s f Ngﬁ entralnent f,ifa/vg,‘gz .

c:»mllaim. Lep relztione fg et £ ( ag (re‘asp. £<g et ¢ < ag)
sont éguivalentes pour toute constsnte a # O .

é'un ensemble F dans E , telle que @( %) eoit une base de filtre

sur F . 8i £ et £ sont ¢eux fonctions définies dans E (ou seulenent dans
un epsemble & de S ), larelation £xg (resp. £ < g, £~ g) relative
au filtre Q;» entrafne de fagon evidem:e la relation £ # Zo @

(resp. f£.9<g.9, £-9vg.9) relative su filtre de base ?( <) .

- Ces propriélés de la composition & droite sont en général
inexsctes pour la composition & geuche :de fagon précise, sl 9 -
est une fonct.on numérigue définie dans Ry » 4 valeurs positi-
ves, la relstion £ —( g (resp. 2 g, f A g) entre fonctions
& valeurs positives, nlentralne pas em générel ls relation

Z ’@ofﬂga -8 (resp. d‘{@ 28 3 92 Vgo g) faremapl@,

larsqu@ x tend vers -+ o0 , ona XL xz , mais Xog

log log x ~log log xa ; de m8ue, on 8 x“?f\/ 224x , Bais

e¥ *)\ e '® , 11 n'y & de résultats de cette nature que pour
des fonctions g particulidres :

rggagitmn 5. Pour tout o réel, la réletion fog er;t:min@ ]f‘] ]g)ﬁ
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Proposition 6. 81 1lim s &= + o2 , lg relation f<g entraine ef< e® ;‘
la reletion f~v g enmiraine log f ~log g . | ,

En effet, f-g = (-— - 1) tend vers - oo el £{g.De méme, gi frug,
onea logf =1log g =I-.- log-g , donc log f-log g tead vers O . et il en

est de méme de 108 %L _4 _ log f-log g
log E log g

‘ On notera par contre gue la relation £ 4 g n'entraine pas
Z— nécessairenent ef-< e8 ; par exemple, on a x* £ lorsque x

tend vers + oo , mais e > ex/a

- Définition 2. Soit g une foncltion strictement positive dans un ensemble

~de zﬁ/\ ; et telle gue limﬁg‘ g=0 ou lim,,;g=+ oo , On dit gu'une

fonction £ est d'ordre (fini ou infini) p per rapport & g si

limc< —]ﬁ-gl;lzp,
%) logg.

On peut exprimer autrement lfexistence de l(ordre de £ par rapport
& g ; nous nous limiterons eu cas oh limcg\ g =+ c , on passe de 1&
au cas lim ¢ % g=0 en remplagant g par 1 /g et p par -p .

S8i p =+ oo pour tout a« > 0 , il existe un ensemble M de 5‘* tel
gue log ]f(x)[ > e log gl(x) pour tout x el , c'est-a-dire
{f(x)l>(g(x)) ; & fortiori, comme lim . g=+° ,one £} g
pour tout B { o , et par suite pour tout noubre réel g > O . i p=- o0 .
i'ordre de 1/f par rapport & g est + o , donc on a f <g'§ pour tout
nombre § > 0 . 5i p=0 (c'est-a-dire log |£] < log g), pour tout >0,
il exigte un ensemble H de ?? tel que =€ log g(x) < 1og[f(x)l -

e log g{x) pour tout xcH ; ou éncore (g(x))-s < lf(x)i o (g(x))é" :

comme lim,gtg + oo ,0onadonc g -<‘f\<\g pour tout & > 0 .

',Lea réeiprogues de ces Dmposrtmns sont imﬁédz.ates. Enfin, i p est

‘un nombre fini ot #0 , on peut écrire |f| = gpf‘1 ;o8 £, est d'ordre

0 par repport & g .
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1) On cbservera que, l@mz;,w £ est dforire fini pfU

: , @ar m;;gzez*’é, adg, 3_@ rapport f/g ne tend pes néeem&ir@mﬁt
Z vers une linite auivsmt % ; mr exenple, si iia - g=+ o
toute i’@zm‘zim £ telle cue 11&,1&3?;05‘ £ }6‘ et lim.sup F<{# oo
eat ﬁ't;rc’irs g par mg&gar% & g ; 1= fonction £z ost dene d'ordre
i zaax* mg;z;art & g , sans gque lin 6 éxiata nsews,airaﬁezxt | :
2) Une fonction £ définmie sur um ensezble de :S‘ z's pes néces~
seiremont un erdre aétqmin@ par rayport & g , car cette hype-
thdee impligue en pariticulier que £ est stz’ietwat comperable
é tmtss‘ les pauissances eié £ , seuf ume eu plus. Or, il n'en ést
i ‘ pas néeessalrement ainsi, me le mentre 1'exemple of

(x tendant vers + oo ), e(x)=x et f’(x)sﬁﬂ‘?sinax . bans oot

exeuple, £ ost strictement cosparable & g pour a < O ot 6>2 ;

mais i on premait £(x)=e singz%e ws‘ax , £ ne serait siricte-
’ ment comparable & sucune puissence (pesitive ou ﬁég;,ativa) de g .

_Bzercices. 1) msmmr gue pour x tendent vers + oo , la fometiecn

- x)=(x cos°x + ein x)ez est monotone, meis n'est pas stricte-

ment mpara’sle & e"z 0l comparsbis & zie . :
, 2) soit ¢ une fonction positive définie ot croissante ésms ?
~ - a) si 1la foncticn %%‘%& est @maaam@, ia mia%;im £< g
_entre fometions >U eniraive ¢ -£ <% -8 . ,
. B) B 1e fonetion —;-%géﬁ et éémaiamw, 1a reletion
f~Ag entralne 2.f Ve .g .
_ 24. %‘?éiﬁy};@ﬁ%@%&% @3@@%&1@%3;
siles (8 ol Goit B un sopemble filtxé par un f’il@m c5" T ‘
i'ensemble des fmmtwm £ V&iws B 5 d6finies dane un @ﬁﬁ@@ma
mﬁa?taam% a CS/ (@% éégz@nﬁmt de :m fonction envisazée). Eam:s zﬂammbla
I‘ , la relation *’f{g s Ou fP=g¥ oot m:a% reistl

(zm’mz wa s;mzi ds ne pas @mf@m@ maa 1'4 g }. 1

_*1 2 v.i ’. 3_“1




Be d'sutves m?ﬁ%, =i f et g sont doux fmetim de é » OB a m-

jam am {et use %me) des troic rolstions : f.( g :’ S® . tssg .
Un zaaut dire encore gue ém ﬁ is m:{atiaa £z (et = i‘cﬂ:wn |
£ ~Veg , o8 a ‘est upe constante #0) m f=z .

- Poute yartz.e dtane échelle de comparaison e;st évidenment une Gchelle

de mgearaiw

Exassies. 1) Pour 2 t@amx vers ¥ oo "l*m@mbie des foncticus ==

ol & 85% un noabre réel erbitraire, esi une écisile de mparaisan.

2) 81 S est ia trace sur ls eczplémentairs du ,,camﬁ {u,0) de ’K
@u fiitre des volsinsces de ce point, les foncticms (x°4y~)* , ob

% @.s'f, Ui BoBbIs ré@i arbitraire, sammt une eﬁi wlle de coupsreison

il en zsi de z;:*,.f,

4o ces dsux éehelles de cozparaiscn a’egt pius une éehelle de

comparaiscn.

3) rour x tendaunt vers + o0 = i'%mhlﬁ des fonctions ds 1@ farm

: @33(3) , ot p(x) pereourt 1'ensesble des poiynones duse veriable

i;@ma Lonptant, est une &chelle de eei:agaramag s 41 '

' M.ffi%; Ge rauarguer que le guotieet de W fonctiong digtinetes de

¢el @gm@amﬁ azpartisnt grnoore & 1’%%&1@ s 8% giz’zma. fonction de

des Tometious (|x|+| ¥/) ; per contre, la réunion

sy

1z forse & #ix) terd aé%s*&a%r%m*& vers 6 ou + oo ei p#0 ; en sffet,

ca & elors ﬁx)/\/mﬁ , & D50, o ; si a)ﬁ, on ag(x))-@z

pour X ssseg grPand ; aigz<u,§(x)<‘3ax’3 _
~ dens le premier ces, oPix) teszﬁ dene vers + oo ot vers © dens

i gmﬁz!

sour % ssser grend ;
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=

gue £ ~8g , on dit cus sg et pariis pz .~

| - 331 =
4) Pour = iendant fm + o0 Z*Wbla des f@mmm ﬁa is forme
x*(ieg x)‘;“ (dafmi@s pour X )‘i i, ot a et & sont dos xm@%raa réols
arbitraires esz une éemlle de conper sison. ®n af‘fm, ici emeore, le
guotient de d@ux fme%iws ae aa% cnserble as% une fonction de ifensen-

bis ; il wfﬁt zmne de mt@ar gue, gi 1% mza‘bms & eﬁ 8 ne Ba&t pas

tous deux xmls, *(10g z)* tend ﬁéﬁ%s&im;@ﬁt vers U ou + oo ; efest

évident sl a=U , 3—760 ou si s#ﬁ 5 gsnt: sl a 6t § sont teus deux #0,

ot el ﬁ)ﬂ, oo & (log %) g< =* , et 83 §<ﬂ ; (log x)g £ % guel gue

eoll ai%: ; d'ot la proposition. o =

’ ¢z observers aue cette dernildre éemlla de eamp&mimn est vn
epsezble totalemeni ordonné dont la structare d'ovdre est $ somorphe
& 1s strugture dlordre lezi @MMQM Gang 'Rg {on anwne cus
dane cetie siructure, la ralatian («.,§)<(?, ) sis:alﬁe :a<B,
ssa=pget v 5 y . '

Ie ndze, 1' sehelle formés des o (=) & une structure alorare
mcmerghe & eslle de 1'ersemble des Sz@lynaﬁw o{x) sans terme cons-
tant; o& la velation p(x) < (x) signifie que le teme do plus
lispi dezré dsss la dif fémgee q(x)-@{x) 5 ug aaaf@ieiexz% > 4
{ef. éhw, chep. Vi, 3 , excze. 3.

Soit ¢ une ap@liﬁa»iﬁg é*am easenble F dare E t@il@ 48o @( : ) Eéi-t '
une ‘ba% ge film sur ¥ . *ﬁ. é est une bchells de mpwaimn sur B
(pour le filtre ), les “fonctions fa9 L, 088 ?wmart Lé foruent

- one échelle de mpara.mw sur ¥ {zmm’ le filtre de base @( { 1)

Sppements l%e #oit E une éeemelle .

G %M&@WW; f use ?ma%i%: nwrérﬁ, 3u6 fizzm s aié:fiﬁi@ dane mn @mmia

do § 8141 ﬁzimw %mﬁf wmmm z eé 2 Bt une censisnte gL %@11&8»
lg é@ : 4 ?@1&%&?&%@&% 4 :

f;f_é%@;;@ ‘é Mapris le c%éfmmim i £ e p@zﬂz aveir m‘w@g
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; yézﬂia grit,eig@ie mlat:iv& B “é s Car Bi &3 ,g sont deux foncthons éa
é tellee que 2.8, ~ agga s a& a,; at &, sont ﬁes eaﬁstantm fu ; 00 &8

8

2 N--- 8 » zieam ggsgﬁ » ¢t la relation a.g, r\/aggg entraine alors

Ag=ag . m £ edmet une ,amw srincipsle relativenesnt & 1*échalle E =
il sgimel é?iﬁﬁ@#a@ﬁt la 28ze @az"tie ’%rim y&l@ pour toute e,ehelle “é’

conienatt £ . » , | ;
Bxemples. 1) 8 y(ﬁ.}%ﬁ. %, .é—aa est un polyuome de degré n &

coefficierts riels, » OB & Tu que, Pour % Sendant vers + o0 , p(z) 8

vour partie priceized - 22 per vepport & 1l'échelle formée Ges X
Par suite, ei p{x)/qlx) est une fraction ra}‘:iemel}.e , avec

gix)—*b ToE, , o ., s ©lle a pour partie ﬁrimipaie ’E’ exr - par
rag;g;er‘t & 1z =8ns deiells. : :

tolle gaaf;(ﬁ)s:ﬁ, et &6&‘1‘?@&% & drpite su i:a.u;zts x=0 , Lorsgue % . teond

#em C en vestont >C , £(zx) = pour pertie principale fé(%)z . :

per reprort & 1'6chells des 3* , sl "’(.,s)iézs '

'A 3} Ure ;@ii%%ﬁi&ﬁ pout 8ire stristerent comparsble é. toutes les
.’feaemor@a dlune dehelle de amgarms&a puns adunctire é@ gaartie
ﬁti&@i?&l@ rels;zim & cetiec Schells. Per ezemple, pour X tendmat ‘
vers + o0 , \/E nta pas ge ?ar‘éia z:r’meigalﬁ pelative & E'éez;seilé
deg x* , ¢h m &%ﬁmier z'*a“éimmai : log % n'e pes de psrtic prinei-
 pale ﬂﬁ;&ﬁé & ltcchelle des x {a vial ,ﬁaa&z;zmﬁas} g /495 X |
et 2 = gHOE X zngz"\ pas 46 i wti@ fz'ﬁmipa}.% na7 ra@ywt &
. 1%sgh @3.1@ des x&(leg xﬁ s BL par ra; @@% & 1téchelle dos Mx‘}
Apiz)} *’?elg,m% gaus terme sonsbent. _ »
*é}f Pour tout x 7 G, soit &{x) is nombre dos %m’&ms prezders <X ;
op & pu démoptrer gus. @{x} a une pmw grmi;;al@ éusle & x/lag %
ff@m m@mﬁ & 1%@?2@11@ den = (1:;@@ x)g x |




. =139 =~ .
La potisc: de ;;ar%i.e ;;rimigmle eat m&aytim@ dYune géﬁém}maﬁiw
&tendus. Bupposous en affet zgw*m fonction £ a2it une periise mimipals
~ &,8, par vapport & use Sehelle G ; la relation £~ 8,8, Squivent &
 f- aﬂ%'( gi ; pour étudier ds fagen plus p’z'éﬁise 1s fonetion £ ;, on est
donc smend & msi&ar@r iz fouetion i’-sig,, 81 elle e une mriic winei-
paise 3252 par raz;;mrt & f ; OB aurs ﬁécasgaimmt 52,4 g s et
f-a,ig"'a.gg ,{ & - Blune fagon gésérale, ﬁm;“caeﬁa qmv 'éokells ‘E
scit Gerite parsmdiriguecent svue la fome {ga), of & parcourt um ensen-
ble d'indices muni ﬁ'vw structure d'ordre isomorphs & celle de ‘é
 {ctestei=dire gque a { B eat zuiva}azzt i %4 gﬁ) Dans ces amﬁiﬁm .
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;.« k indices s, e tels gﬁs m 7& Dese >l 4 ot k nou m '
Léé.g 8, #0 .1 k)____g_g_g £ Z %{g

EH pzaﬁi«;r ierme a,iga eat done partia rimi.z;ala de £ ; piuvs g;ézzér&?
lenent, 8, Wi@ prizeipale de f- Z 18, pour bk ;
les termes € ’*z,u aéwlm;sa&@zzt ssyn g}*&s‘hma& de £ soni done i‘é@tﬁfﬁiﬁé@ ée
- menibre unigue o'ils cxistent, A
' ios «:ze?@,ia %m@s &a%zz;%uqus 3,@5 piue iﬁk@mmﬁa = ,,ra%z.kdm sont
Veionpene: tazioriens ; oo @;,;;aaia snel les @é‘?@l@?y@a@ﬁu@
a@gaywti{gm relatife & i’écg%lia Ges 13,5 (}3 &ﬁﬁ%r Wsi%if on

ré;&atif} Z.@ma;me x ?:%fsﬁ vers + © ou -, ou & 1'Genelile deo ]mm[af f
sreove X tond vers a 2 dycils ou 2 Wi}ej Un 8 vE aE m&p.i (%}) |
58 %@%& %ﬁﬁ%i@. aéyicus f 2 *“aiﬁ *"{rim}ﬁm £ Ex{?iﬁi &. éR eiBot f

zn ce poirt un ziwamfzm went ey i&m&:ﬂ 4 expozanies S0 ’ - doal w

noudbre ie termes est émz. sn msﬁ:&% ﬁ@a ’?;armz% f{n){a} ron zule (z, < h k)




, e
3 Hous nous proposons de ﬁm‘kmx_ dans ©¢ gul suit cozment on peut

ebmﬁir dee ﬁ@?&l@?@@m 5

vka é@yﬁzzp&etig&&a pour des élmmﬁ étenduss

ée fonctions.

ues. solent £ ot g

a@&ﬁfﬁncﬁim admsttant ziss &walappwsme gsgmymtiqaes y&r mg@mr&
i une mlse éehsile € 3 = .

{2} . ? s %gﬁf 8.8, f."«&- %8s +® r, < &

- = B - ¥ - ,',«_}w : , : _ =

@ » Dt Pty h&gga =5 *2 < 8,

On peut om géoéral en @éduirs un développement asymplotique do le

.

=

e sgEng f¥g es procédast de 1o msnilre suivente : soit (75.’ ia suite
dep Gléments distincts Ge ls réunion 4es ensembles {&1 i ﬁg_

Wy

ot iﬁi"“ » 75 s rangée pay ereir@ déoroissant ; c¢'est une suite de
termes, oh Hex(z,n){p (Bt . Pour chanue 7& , DoBons ciaag gi
- / Y 2 o -
7= 3 meis %1l plexiate sucun Iniice 3 ﬁk Sial A ¥y 3 .isgk el
¥ wﬁk mais 5'il n'existe svown indice J tel que ag=v, ; enfin,
eizaf%k Bl yy=xg=B, ; soit (i ) 1a suite formée des indices 5.
- poux iéagwﬁlﬁ eifﬁ : 3% poafms &hsei : S?f’”i ; o6 &
i*%gz %%g_ %r%r ; 21 g est le phzs gram m@.iee B tel qu@
. gga}-rﬁé et g }2’ . la@m Zé}zgga est un éévele;agem?nt

%3%%@@1&% ge g i;a mpe 4o £4E .

sgroue.- 1l se peut gu'il n'existe aveun indice b w}. qae

4550

£, at rg soiant Lous é@a z,gg,»i:eaﬁw dgvant g s e ‘
v *e‘%}tm&t Las alefg de bé%wg;;@mﬁﬁ 88y ﬁg’t@eigﬁa ;awr fiy ,
et on peut mu};mm% gerire gue fw{ 8 8, , ob ./\. sat is
plus J&@ des ié%%:{ indices ag et 6, ‘ :
ze fe:a%; mﬁm Gue gg ’ seil 4@;’11 *’@ame «:zevaﬁ% ? .ﬁimr‘s 1@ f

'_ ﬁé?&i&i"w& ss;ssa? %&»%%ﬁ{;&& tw ﬁ"’f‘:ﬁ ' @W@ﬁ&ﬁ nar 1a @ét&aﬁe




o s 1

| {56,) 1s iﬁgwhiﬁ’ dn &E’E‘Z fon

clynoae pax reoport & L un pembre quelconque de i’anetieaa mﬁ; ent, des

‘ éia?d@.ég z@z:ts sgyuptotignes jf*a,.?tzfa & ‘é
ée 4¢vslorpy; mzts s;&gmtsﬁiuﬁ, veposcns que T sdnetic un

88 6 @it}w +¢
_m&ﬁ'&i@ e@mmmhla ﬁa %S

. a%a r(f}( & m z ?éﬁﬁ@ (8¢ ), on Wa‘t i‘amax ] ﬁ@?ﬁl@g@mmt
- wymg&%%iﬂw Z d&g; ézz gmlyme Z a* fk ai q es?; 1& zzhm grm

. = 449 =
gr{%@éﬁéﬁ@m@ sl formé &% M wmg gue le dbveloppenent de £
€l{az& restes £tent peturellen nent &ffér@m;s)
:ﬁm@m mﬁz&%w‘t Gue z’éehsile ‘é patisfases & la ems;timz

solvante : . e : o e :

Four touvt eouple aindives (i,ﬁ}, 239.,,3!23 g, g g&iggj' . ei: soit {.)Lk)
iz suite forate des terres s 53 distinets, rangés par e:rzim éemiww‘t
PoOur chegue -/Lk s Soit ez - > ai’a‘ = le somme &tant étendue eux couples
Gtindiees tels que v, Sg .i% : soit (khg) ia iuite Ges imicsﬁ k pour
lesguels ¢, %0 , ¢t posous é:—e o ; on g

fg = Z 4, &: > xﬁg%«r fe rirﬁ 3 sikg est }; ﬂi.ashgraﬁé indice h tel gue

g;; 7 > 325% ; s somme Z éhgs éa% un aévews,;@:a@at

myw‘azqm; ds g tam% da **mdnit. fg On notera qu'ici om & tea;cm:z
'71 , €ar ls gmm priscipsale de £g est a{%g gg e a.ib%gyﬂ;

Lorsgue ls conditicn (FGI) ent vémﬁaﬁe , on pout done en g;éﬁe:ral
chtenir un développen eﬁi’@:gyw totioue velatif & l*é&@il@ 44 LOUY wut

ﬁé?ea-eg%% it 88y z?g%ozmm (1), et it pour limite © suivent &

{autreoment éi‘t, gue g .< 1), :&ﬁt é’wtm part o  ue fes.w‘i;mn nwéri@aaf

g _fols GiTi a9 ?&&ﬁiﬁ&_ﬁ 4 point © ; on 2 &m@, dans %m %wim@s

1%3 % —eam.é’e t“w{%) , o r(t} -< tﬁ d%08, davs un

:rofae%gf“’“ ea_gd},‘..%fﬁ fif}




éwvgiﬁﬁﬁﬁmifﬁv asymoiotious de 1o {1 %h} e

indies tel que g }r(f), ]

- est un développenent

ssymptotigue de q terzes de 1o f%eﬁigﬁ couposée 9-L£ .

En wcazaé. li@a, wz@%ms gue 1%échelle % satisleases & (bﬁ ) ot & ia

wzx&itisﬁ : o
A

Oz en décuit d'abord que le guotlent de deux fosctious de €
a@g@thﬁ. & £ (en foisant A =-1 éeme (Eﬁx 1}). Dans ces gondiiions,
du développesent aeg*fzg%etiaue (1)de £ , on gxemz dsduire un 46 *@}.ema-

ment asysploticus (1) de f eza g.;eat déduire un développenent de lfl
on & en effet }f‘[ ]a,l g (1 h) , avee |

(3') b=eh, +...+~e b +rx
: sy Gy z
o on 8 ;wsé B ay = gz;% /gm 2 ‘;i”e'i/a? y Ty= x*_g/a.,igﬂ_‘3 ; oome loe

b spparticuneat & ‘é ; £3) eet un dsveleppement asyrototigue do B ,
s S

ot ona B <%.0 peut done déduire de (3) ua développesent ssyaptoti-

gque de (1#h)" , d'spris ee yul ;ricide, el cr o» lire auseiill un

asvsloppeuent de |£ l'k

e nlue, su ,,«aw% gus illécnelle % satisfasse, & plus des gxiomes

(Ebi) st (G I}, A_ "axie}:?f.a

on paul gi@ra tirer ga {%&éqéﬁkéyﬁdmb (3"* an éé%'ﬁl%wﬁeﬂ mg@%ﬁi@%
de lez \fl jona on effet . |
)y a:«, |2| = 202°¢ . logla, | + zég{ﬁh}

ot eomze b edmst lo a,,a;mmya@ ent (3) r% %5% -( 4. oz c&ztim» B

caze i1 s 66 ait plus beat ;

w.;m g;egz- bypoiides, Z.agg g %m st un dev mﬁ,& p% er %}’Qﬁfiﬁﬂ%i{gﬁ z«eisﬁif

' é% é s OB %t m%aé f@i}?& 1% uﬁw% zﬁ@ &aw: ;,aweicfﬁ;;@ mﬁa.; :




{zesp. lag gﬁﬁ é‘%‘: é%ai/g% ) eppertiens

U\IL“; o

;é«as“

m.-_ On éésigm pay 1 Xpour & > 1 1ls fonetion ﬁéfigw par
‘récurrence par lo relation 1 ok = ies(l, Qx) ; on dit gae 1 1 x est

le n-éme loaritime itévé ﬁ@ z {of, ﬁg@@ﬁﬁi@% 1) ; quels cue

soient les nombres striciszent %ﬁﬁitifﬁ gset § ,ona

(1 x)“-( (1 },2;’; ﬁ. On on d66uit aizdment ouo =i € est 1's mbie
des produlls ‘9{1@? x) o (lgx) g...(i x)g"? oh 2 est arbiirairve,
aissi cee leos noobres réels Gs 5 ‘é ent une éeheils de eamgj&raim

satisfaisant sux ﬁmﬁiti@a ,(@I)'(%iki) et (iv:ﬁmz) s POUT X

tepdant vers + o0 ,

Chorehons par exeaple an dévalorpe vzezz% ssynptoticue ralsiif &
% , G8 la foneotiom (14x)’ /x lorpoue x tend vers + oo . o a
4 logltix) '
(‘wa}1 /= e” gl1ix) , ot les{i+x)=log x+loz(i+ %) = log X '%f% -
4 : g - 4 : = - : : .
~—atz ,08 B = z’farwzfa dn déveioppensnt

3 A iorx 1 . 1 =1
- ioglidz) = - . ¥ ;@: —_3.23{_ -
aingi obteru pour % logl{i+x), et du déveleoppenent toylorien
© u2 9’ -3
@ a?*%"a"é“é-'#'é“i' > » r{.u

On cbtient, yﬁr les &éumées ma%ic@yé% ez-wsm, is c:,@?f, ag;;;e»

ment asysploticue

Liix 3%.&:.5 L%_L+”§.,LM s B E 1 .o
7 » 62’ » 2t ﬂ’!, -

suargue. Four up &aml@g}m&m ymtmam? (1), les @éﬁwﬁ%
I“%@é&%ﬂtﬁg—* mzmzmt enoore amar 'sm éév@lewmz& de \f\
(mﬁg. l@g\f{ zlne s& % ne sats sfait pes aux Exicmes (?ézé } et

, A
(. 3},) ; AL ﬁi}ffi% gue les fonstices £ et g /gm

i
end é, ‘é
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&mmﬁems nzlutenant & a‘i}mﬁir un mwlapmnt de ef » mai%aw an

' ﬂévewp;;amma {1) de f ii ne se pose ds pouvean probléme Que“ loregue '

}rl &4 . Hous supposerons que é satisfalt eux conditiems (4C, };
ﬁgan) &L & ha. nouvelie G@Zﬁl&& : .

‘(E«i ) Four Lont %‘1 fenciion & }‘F %g&l‘@&!’iw& E s ege ‘é

zﬁa‘ acnirerons, dase l’é@?@ﬂdl&& : 5 gu8, pour x tandani vmzfs-
¥ oo , on peut &e’fiﬁiz‘ ane éﬂbede do mzaamiams satisf&ieuxt &
(ge‘*}s {k‘i’iz)a {JTE’I‘) 3‘2} (ﬁclv}

Bela ftent, nowe povrrons aafmire én Gévsloppen m (1) un d%wawﬁzgmt

de er ; BE sdsettant gee g —< 1 . Boit elors k > 1 1e ‘f*lzm t%it indice

&
pour lec-t:el 5 3 ei on p@ga Lz =e ‘pour 14 <:§. $E=1 ezz reub
g“k a3 '

f : :
éerire € = h h as .h : ok Foootlr : GonEs
- %y & “k-i y kg“ T,

£ f ;
f— .< 1 , on obtiert un éevemzs;pezzent gz @ i & partir du ééveloppauent

ge £, et'“’uzz éevaw;}yﬁmm; de e poRr n teaéam vers © , sinsi - %Jil a

£ gat le ?wéuiﬁ de afi et c'une

fonction de € P d'od un dam},e :pes}.%t is af

été 41t cli~-deoseus ;_ sar hypotnese, e

$i aun cc;z.ﬁram g&m S 1, o8 a6 ge&rm ya&: en générel ﬁédszim au
éme}.amm {1) un ﬁévaia*ggaaezxt aamrzwtizm ée sf ni o822 uns sartia
i,mzmimla ds cetie :‘:‘ezwiia:ﬁ on veut saalmfm% &i’r@ gue eg est dlopire

1 par rappori & la fwetifm ?& h 3...3&22 és “é iee gui ne g@g&ifie

- s %2
ﬁ&ll@ﬁ@ﬂt gt *’%116 seit z»,,uiva.@ﬁte 4 seits f‘am%m&/&)
1
E:s: 11548 a, @gﬁmﬂ-ﬁaﬁ zm fi V@Eaggm%ﬁ‘é é@ = DOuT x texdunt

vez:-s 4"00‘ maf. - = i
S c 2 /E . - &
" :xx' / = 3’%’ e




»Tﬁgﬁzz)

—\gg@nnmle aé\@ ﬁen@aqm f«ag{g,w&img%ag%tmﬁ‘

* 45 = »
dass lequel tous les termes & gux*%ir dn seeond $onkest vami}
& pariir w@ o &a’ml ym&:,;‘ &t du. &wa%l&jg}:gm&m teyiorien

sg‘ai%+§~~rr s r{a ; ou tire

4 £ & o ; ; -
xx = x ¥llog x,)%;, é{. L@%—&L & _;;, &1 ; r:x. - rj’ | 2}{_3&; 52

Un notera gu'icl encere, on sta pos uﬁligé itaxione 1§75 ﬁ‘g} nais

sizpleneat le fait gue 1a fa*asi:iem a a” ® g X =X azapmmm & é

Henergue., ies aétheies ;,ré.c%cieﬁwa donnent encore des &é%m;;fgm i 8

ﬂssgmptatmaes de fg 5 ]1" 2t & of lﬁ"'&ﬁu'aie hau de smapposer les

axiones (ﬁ& ), (56453 ot (Eﬁw} verifiés, on admet seulenent gus pour

deux foncticus qmlew}ssﬁs &s0 Go € 3 48 ymm;t gh ot 198 v :;cf.;ms

“ar‘aia srineipsls obt ceile de uavelm% ent ssys t@izv‘ue relatif &

ane sehelle de coampersiscn é , de 1z 3anidrs suivente. Soit € um
eém&%ﬁl% ds fonetiovas dous emxzﬁe est définie sur un emsemble do &
(éépendent de la foncllon comsidérée), ot gui saticfont sux conditions
suivantes 3 » l - : '
(Gﬁz) o a(x) <1 . .
- une fonotion alx) ¢ % snirsine

288 a{x;

on mﬁez*

epsesble d@ 03‘

w}.& étant, étent am&é& e fﬁﬁeﬁsﬁ nmézﬁgm ffmie £, &éfmie sur

S

'ém ensenble de 65‘ » 8%i1 misﬁa wno i‘ozaeti on gct et mw fz:smﬁim

@a f‘ ; w&a‘i}iv@ & }.*éei:é,le d& eaz@miwm -
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. 81 uns tells partie principels

éxiatfs ; eille esut ¥ ﬁ@@%mm» unisue ; w sszm, wwmﬁs gutil
sxiste €egx telies :;af‘i:iesa rrincipeles a* - et azg, ; on e peut
ayeir gﬁﬁ g, » %ar on &n %mlzz.mxt 8.8, <%, et P- eﬁ,:g.g -{ giﬁqz s
done £ 8 mais slors on sarsit 8,8, < By St par %t& 8, <1,
"I) 8n 2
done méoeeseirensnt g =z, ; ¢os relations f-2,8; < gﬁ\,,f ;aggi < &

contrairsuent & l'hyved ndse #G et & la condition (€O

o= tire (a,-&,i )gf.;;‘,{{“g;1 . ?‘e&‘&_aﬁ#ﬁif& 33',31< 1. é@n@‘ a,=a,
1taprés (6o;,) et (CC...) . :

zezples. 1) Soit 5 1a trace du Tiltre deo wisinages de (9,0)

aEE 'R‘;‘E gur le complénentaire de ¢s yairﬁ, é iVgenells do
coaparaison forade des fonctions T ™ok r= zg%yg s 1fesponble &
des polynones par ragport & o008 8 = X/r et sin 8 = y/r ssils-
fail sus senditions (ea, 3, (3@3) st (€0, ). Toute fomotion £
ée la varis %af coaplexe z , ::iéri*ea’ale i ,,32.:3‘3: z={, & pour gmw
primcipale gimfralisfe, reialive & ‘é ot € , £1{0} ‘
(eos & + isie8)re£70)z , si £7(0)50 . |

2) Pour x yisl tecdant vers + o , les fon eﬁeﬁs

boTnbss sur R , zyent une ulze zél’i@d% T , satisfopt sz cﬁmdié-.
tiens {’Lw 7 {wr,} at €£;§:¢£EI} ; en Bff fot, sﬁ, im a(%g'}:z{?, pour ‘
tont >0 , 11 «@;;:mte x, tel gue x; emmiﬁ.a laklx)) <2 3
_31 2T >x, , o8 & done augel sour © ke ’\@(X}\ $ s

pulegus ﬁ{;"‘;}#&(x%@ ) ; come £ est exbitreire, a(x)=0 ‘dums

- - [ ’C) done partout. 7
;.’2 o it ek g _é T - St 2 : 7 = v
21 ssintenant i g,al.,ate i&lﬁ.fﬁﬁ ﬁi i:e;".?., oo %) a,‘. v >$'§; ,%ﬁ 4 -
fone izzz non ;mziaw & - tell«% pe = Z ai .< g s OB divse
’ mt%.m:@ '}twé‘raﬁ firpu é&‘s k uezﬂﬁmz

u&faé%tm gove ﬁbvﬁ g;

,mwuf & a’ée%llﬁfé et 8 o wama ée amfﬁczmw C@




i ?J’%
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a‘i&{a

/

e gette faé*‘*mﬁm% euty afmz aussitlt que ak&‘ah eat partie 3:3,33%9&19 -

géwmlisé& de f=- Z By8,, POUF tout b <k ; lee termes d'un
é développenent asymp mtzgm gézséralma mzz*.: dong e,tz%z‘e w%@rminés de
fav,ea snigge zﬁ:ilﬁ sxistent. |

Par &ﬁ%&gi@ ’ toate fsm%wa ¢ a‘ia 1z aria‘am 9#3‘*333}1616 2, é’iﬁuia

dans m ?&i&iﬁ’s&_,ﬁ ée é, ot gal peut se metire scus la Porme

£2(z)= Z eiz“i*%r(v} , ofi (I‘ii) est xmsa suite croissente de k
amier& mﬁiem.ala, {e. } une smta de % unonbres amz}lexea nosn mzla,
gt r{z)< ]zl : pemr z tenﬁaﬁt vers ©, eﬁmet un développescnt -
a&y@mtimza wanewalisé do k termes rei stif & 1téchelle de em;:a~
reizon des [z] ; et an “:‘ﬂﬁiﬁé dee 2osfficien s formé des poly~-

' nmeafmr rapport 2 cos 9 = x/\zl 234 sﬁ.zs = g/\z\ {g=x+iv).

. Up @it engore gue ios @évs},epgeﬁaa%s asymplotigues de celle ualure '
*3 -~ pont les dévsloppenents _iavnlarimg eu voisinssce de z=U. 0n d5finit |
‘de mbms les développenentis tayloriens au volsinape d'un poist
xzzza}.éamas de 'Réa C , ou =u voisimece du soint & 1%infivi. _
Ls méthode domnée em n° 4 pour former un ¢éveloppement a&ymgmatié;ae'
dz la somze de ﬁeui fonetions égat‘ on connait des éé?a;’icgt@sms :
&gmﬁ%mkwa relstife & ane mgne ‘écholle & = B'gagiiqae pane ’f&giﬁ- -
-~ esiien {en mrm ds ({»@” ?}) lorequien ¥ raffzzlsm«:» les éé?a},ug,p@zezsog
ymtiw@% per daa %éwe.,aﬁysﬁﬁat@ %;ﬂ;}t@tﬁ;mﬁ ,zi%”’“!‘migéﬁg 1 sa*'

@5t 48 m&% pour le formeiion & *w é,évma@mmt aw&rﬁa&i% we&%&l&&é

.  on ;:rm:zt f,g = lﬂmw*m sa;paaa que l*é&ﬁgﬁe ‘é aa%mfam & (ﬁ{i )

’ '{mz ;;1% 5@&@"&1@%@@% Gue is gm%t g dovm 2@&&%&2@% de é mﬁé‘ﬁ

e ;@m&ait do z:iazm fezmiiﬁw é@ 8

|
o é&valﬁ;m%‘t Wy%@t que. per z‘a‘i"paz*t 8 £ ), etam ue, &'matre M, I;
= éaz’aliaé mzemf a ‘é ot 6 |

H . Bn ﬁé@amwﬂwt aﬁmgﬁﬁ%:ima lj




" | | b e

'Miﬁ, o surzit "msi, s;m ies ulnes néthodes ; &és développencntbs
de [ [ - (r@agn de wglf[) o gaﬁzs%u», oo plus dos iﬁya‘%&%@%ﬂ pré
denter, ¢us wéu) {zesp. {wzﬁ}} est Vérific, et que 1/a, ot )aﬂ
ir@sg. : / &, et log |2, ‘) apparticnoent & c {ou plus géndralesent, sdset-

=tent av. advelospensnt esy ‘fr*mm&w Bar z’awurt -] g ot Z 1.

g,‘ 5. ,Eévai«:zz@@mte asysptotioues éea xmtiegg
4tuns varisble réelle.

Lans ce ﬂararmpﬁe, vous allons nous restreindve au cas ob 1'zrsemble
E e8% un gatgrva.u@ guvert dsus ls droite astevée K, et Ie rilsve =
ia trace sur B du ﬁ};tm des voisinsges ée i*arz.g;me oa 8o llexirenité
a ds B . B ntilissnt su besecin 1'en des erzaagam@ﬁts éz variables
Xizex , X‘ﬁﬁ = 2 = '“E}:{' , op peut toujours se rangner 2w ges
ok B est do 1z forme )a, oo [ ot & le filire engendré par ies
intsrvalles [tﬁ' 00[ s o8 % . & . Zous ot indiquerens commsnt £0 -

raduisent duns les auliez cas les msaltafts g:;‘tz'i:enuz BOUP e cas
particulier (su ma&ez& ﬁas changements éé vafiahlmg ' gréeééaﬁ’zﬁ) w p@ur »
isa provositions les ~1 us i sporbantes, st Zaia%mns az lscteur le soln

de traﬁ z&w les entres de la mlme nsaldye.

nié=ratiop dos relations de econpargison. Les Ponptions smériqwr Gus
cons considsrons sonl deme d6fisies chacune dans W iﬁt@wmle ]:g, F oo(
{aspendant d2 ls fonctlon concidérée). Hous SUDZOSErons en ouirs vme

-fois peour tmx%w gue, im isur mwwﬁls ﬁa géfinition, la@ fmmtwnﬁ ‘

 conpidbriss pont Pbolés fﬁﬁﬁ?°iv % 2)

Lg mlaﬁiem
g(%}ét -

5
=
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in effet, il existe b > a 8t v porbre k>%} tel gus Kf{x)]<kg(x)
gzmg' x>b 4 c*s&l/ﬁ%)ﬁ* <k /g, =(t)ds ; comme a’wtm part,
f gle)it >0 , 1l exiels un »*0’3’::?&* kv t2l @w / ﬁt)&t l< K‘
/é(t)ﬁ* ; 23 k“ﬁ%&yw,w}, ¢n 8 usac pour tout x}b
/ £{t)as ‘ g k* é{’&}ﬁ“& , G'ch 1s proposition.
wz‘s,s.iaira. ;_L f) v ept lellecue T ?g ; M /g{t}w 0o 5

itgws iogerithnicuss de copverzengee deg inldsreice

ey un choix convensbie ¢e la fonction g , oz psul gédulre
¢e is prop.i et de son cerdilsire Ces oviteres perezeitenl dtefiirper

gae 1tintégraie inzropre / #(s)6t ¢o ie fonction £ > U esi conver-
“ : ; : 2

zente ou iufinie : il suffit ee choisir pour g use fometicn dost on
6‘.

conualt la primitive. For exesple, comme X & pour primitive
= 4 :
= i gi ¢ 7é -t , loz ¥ dsps 1o cas Conirairs, oB 2 1o

critére muivent (eritsre leosarithmicue glorere ©)
; L2L080 s ies -3 -

s ¢ P e E o8 = Salot
si f4 x‘ et (=1, 1 ' A zg‘a}a‘fz_ gat
punverseate ; gi T © xt et «y -1, lfmw@a‘s fa f(t)&t gzt infinie.

e eritive ne porpet yss 4 Conciurs lorsqus %{ f<':'§ oour

4
_ z{’;asz )t :
2 gmmﬁ pricitive , ilag :33? F oo

tout saposant o > O , par exemple si I(zx) =

"” ¢
R
x

™




-:-3 Do S ; : i v & . PR 3
Ao \x\.:\ %@: 5l x 1= =) me suiiee

ks

: J;&u@fﬁia*&u ]f&,ﬂ} 2
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Pe fagon gémérsle, 1 -7 {1 :rz;)1 s eet ume prinitive de

‘ 1 ei 1 et '6 b4 ea’t une pri,,,imve de
E.i@g; 3{.1239.;& x'(i x) IL‘-# - nM 2 |

33
“© B

en): 8t T .o . SR . 8t

s %.102 z.lzx...anx.(l x)"
"‘{c}&,‘i esk igfl..}.iﬁ. -

ithniose &

3{3

£

Foiv 2
J.- s 57 Fu

{hague oriifre logeriihiiqus esi douc sppiicable & des fﬁ;’z&tima&_
posy lesquellss les eritéres d'ordre i;zfériew ne peuvent domner de
cenclugion.

fe raison de de: ur wiilité s BOUB trzduirens lee criléres logari uuiquee

our lee inbégreiss M}?J};Z‘&ﬁ /f{t}&t , o T est razzaé& et )u dans

gvee K <%, 3tined e»rala

avee (1 , 1'inlésrele
rire 0) . '

B — rr — 82 pw>1 , 1tinté :ralg
,  ales s eee 4 (o ,;,‘K ulzm))
; ; G rea B i
A : . (x-a)i08 -G ered {x-@'{ (z-amm

giee <1, A%

i&’ﬁz‘ﬁl‘@ o } ﬁ}f. ‘
btapplication des critéres logarithsiques est immédlate el on eaid

] #(t)dt est iafinle. (ﬁritém loserithaigue

Q%}wm ve uri & pringinale de ¥ par mz’%wrt & une ée%salle de

z:i;{zam.am cw‘am@; lag; f’ew%ims s e%}}az‘aisen qai iﬁﬁawi,@wﬂt

,a.ze:« ces oritéres 3 i i‘.z wz% cotte zsari;i@ prmeiyﬁw, ;'iatégfaia

f ”(t‘:.%:ﬁ; sot cﬁﬂ?pz‘gﬁﬂ%@ ou infinie o6 méfsm m;.;a qae f {%}u‘i’» :
re

/=
. %’a; pour w%ﬁa &&I‘ﬁi@«l’@, i *m‘g:l em;riaﬁ ém arit.&r@s lﬁgmri%mmw s est

iméﬁiﬁt«@ .
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L M 1) L'intégrale / F (*3~%)Q&$ est une im;égrale inpropre
| | loregue p < i‘:v on g <0 ; é'apréa les eritéree dlordre O eppliqués
= ?eisinagz% Ges points 0 et 1, pour que cett@ mtégmls mnvex-ge,

: | 31 feut ot 31 ouffit gue p> -1 ot ¢ > -1 . lorsgutil en est
einsl, 1'intégrale est dite intsers
&% notée Bi{pH ,qﬂ)

- 2) Gonsidérons L {atinrste tin ropre tx Aot Gomme &~ “r 1

an veisinegze de U , pour gue cetie Lmégmia eanvsrge, il faz:t; gue
%50 ; cette condition est aussi mffisame, car sn voismwa de

*oo ,oms ot guel gue soit 1>0 . borsque x > 0, 1'inté-
Gexsle sulérismne de ssconde espdoe et motée I (x)

grale est dite jnt

(veir appendice 2).

H Lo propositics 1 se pricise de ls facon suivante ;

15 regiée

Fropopiticn ¢. goleni § % g deux foneil

> U dgss un inter-

, e
i ¥gile [g.,' [ 23 i'intéeraie g{t)dt est eouverzente, on a
a 2
< et =
(1) lim. sup .-..T._...........,j"‘e,, lim.eup ZLi=
x>+ o0 f gffjas = % o7 £
+0
f zlt)as &8st dofinis, on g
.y
: oo 4 £it)dt : ooy
{2) lim.eup 1 § lim.eup ._Tf%%
X+ f glt)ar ~ x—F- &z

.e',v 2

gueis gus scient b st e & 1'interyails (a,%— oo(
a prenidre paﬁsiﬁ» est une cunsbousnce immédiale du 'b%arém@ ge la

G Y eNae ,~ 0BT “"ifaﬂ a #(x)¢ kg{z} nour = >/ - , on en %tire
+00 _ '
/ ”"i:}&i: k g{t}ét Pour x5z
;(

+o0 ©

- En wmﬁ lieu, supposons | g{%)éﬁ =+ o0 8 f{z) kg{x) pour

X 7/.& ; %m(b,a) 2 Be - ‘
/f{i;)m a/f‘(t)sﬁ 4»/ fe)ar ¢ | #(v)at fk/g(i;)éz -
= k/ﬁi('ﬁ}ﬁ% P (f w}fm - k g{%)ﬁ%’. )}




-gf;g..

.Gr, guel gve so0it e >0 , on gm% trouver %, %2l gue powr % % '

ff{%)éh ~k /ggt}at

ad )
ua&,mr x;, 1

/ s(t)at

ff(t}df {k‘&ﬁ*)/a(t)@t

ee gul démontre (2}, puisoue & est arbitrairs.

Proposition %. Zolent T g goux fongtions réfflgee gdave [a,*i* 00(
g ftant )ﬁ daps oot iriervslie. : :

?Gg_ j {t)dt ezt copverzente, ls reistion £z (ms;} fg)

entiraive /f{t)ét —</ {t)é‘%; —{reasp. /f{t)ﬁt /\// gl{t)at ).
2° g1 g(t} dt est infiris, in relatz{m f-< £ (ms*a. T g)

en traiga /f{t)dﬁa { fﬁ{t}ﬁ% {resp. /f(t}ut (\/f"(t)dt } suels

SM bete dans [%,%‘oo[

En ce gul concerne la relation f‘{ & , la rroposition sst un a:aze::%o

AF

quence imméaiaw de is ﬁrep._, ; on pesse de 14 3 ls partie de 1z
sroposition gul concerne 1z relstion £ /g en reoms guant gue esile
derniére Sguivautl 2 i‘-g{ Z .

&n d'sutres termes, on peut iatégg,ger igs deux meozbres de 1'upe des
relatione £ g , £~/ ssme gue la relation cesse ~""amiz 11%5;1- ntre

iez primitives &‘%}tﬁa nuce, pourve qu'en iatésre de x & »=£= o gl z{%)és
a

eonverge, de b & x (b gusleongue dsns [a,+oo( } dann e cas Co %m:iz'eﬁ
sxemples. 1) Bu égiz%m*&, la prop.’ & ia rolation = '( 1 |
@ >0 , on relrouve l= velation log = < =* pour twt } i}

déuontrée aﬁzéz‘ieazﬂéwm‘t.' = -
' s x

2)n e («3 ""% {:* ;}m@ ; conme f‘ tend vers + oo  aveo
‘G «x Z
z,eﬂﬁmm%d@la}}m@igue‘/gétwﬁ Sy




LEBEL0E Coe rolaticna de oyl 11 sst essentiel de reaamrguer que
wa Propogiticns 1 et 3 n‘u@m@w%t bge de réeiprogue : 1'@3:1&%&%
d'une relation de ngwaisoﬁ f’-< £ , i‘.< g oafrug m‘&w deux

de + oo , nlentrefne pag

nécessairescnt 1'existenes de la 283¢ relation de cempuraison estrs

fonctions >i§ el dérivebles au volsinage

leurs dérivées, méns Bi £ ot g sont supposdes monctones. | _
Par exeuple, ls fonction x%/x sin x + cos x est monotone ot
éguivalente & x* , mais sa dérivée x(2+ cos x) n'est pas
éguxvalw:&& 8 2% .

Par conlre, on peut éérzvar deg m&atmna déo eamparaisaﬁ lorsqu'on
suppoee g priord que les dorivées des fonctitms ewsidéreas sont sirictee
ment comperables. De fagon générale, nous dirons gue deux fenctions r,g
goaperables

définice et >-© au volsinage de + oo , sout girictement
: dlorére k el eliee sont k fols éériw‘ables et i les &éﬁvées f(k) et
(x) gaxdent un sizae em&tam au vaieinagge ée + oo st eont des , valeurs
sbsclues gtrictement o | '

ote ,49 -

Bn effet, comme f* et g’ gar&sat un signe eanstaat Gesnp un voisinsge
\: ,«é»oo[ de + o , £ ot & sont monctones &am cet intewalls éone
tecdent vers ume limite finie aaa,infmiglemgus %z tend vers + o° ,

11 est évidest qu'elles sont striotezent comparsbles ei 1'une do oes

limites est finis ot #ﬁ, ou #i 1l'ume est zmlle et 1'&%:‘@ inﬁnm.

88 £ et 8 teadent tmtw deux vers 0, en peut éerire f’(x)a— f’(t)aﬁ -
glx)=-| g’(t)ﬂt , ot 1'hypothdse que | £5] =2t ot |&? | ==g" sont

| aﬁriemmmt eaaﬁmblw entrefos gu'il en est de nmlze de £ et g ;

'é,f ag&r@s ia pmg,ﬁ ; en mzt;re, is wz,atiexz ﬁa emﬁmism wtm f ot g
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est 'n;éeéossaim?asm la néme gue celle qui existe eantre |£' et Ig’[ ._
De u8me, aitetgt&n&nﬁtmﬁe&ﬁ@mversd-oo,ana |

. f‘(x)zf(x W f f’(t)at . g{x)ag(z ¥ / g'(t)at , ot la proy.} aontre

ezcore que £ 6t g sont strictement wmgarablas, et que ls relation de
comparsison entre £ eb g est la nlze gue celle entre 12| et |&*| -

Pour achever de ﬁéamtr@r is proposition, il reste & comsidérer ie cas

el g tend vers + oo et { vers une constante aqée alars on e peut

 avoir [f'( }/ g' , car on aédnira.tt de ls prop.1 gue l'istégrale

/ g'{(t)at serait ﬁ&!l?ﬁ?&,@ﬁt@ ; comue |£7] ot | g'| sont supposées stric-

temeant mparablsa » 08 & nécseseirsuent \f’[ L g .

Qllaiﬁ W f.z sont siric tsmmt argbles d'ordre
k , elles sont strictement gompsrables d'orire ppour 0<pgk;

£ g (resp. £ ag) entralse It(k)|< ,g(k){

(mg f(k) rva,g(k) ) sauf 101‘84511@ 1'&116 des dérivées g(P) (0<p<k-1 )/'

Es af‘fet sl f(k) et g(k) gmnﬁ un signe constent dang un volisinege

e + o© , f(k -1) et (k 1) sount nonotones dapns ce voisinage, done

g;ardéut un signe constant dens un veisinsse de + oo ; la prop.:@ p¥ouve
aslovs gue lf(k ”l et ‘g‘k ﬂl sont strictement comparsbles, donc om

" peul raisonner per récurrence, oL on veit gue f(p) et g(w gardent un

signe coostant eu veisinege de + <o et mﬁ; des valeurs sbsolues strie- ’

_tement cma%}.ﬁ@ pony '@ <B<k ; le seconde partie du corollaire es‘i:

une emﬁéawzw& im@é@i&t@ de ls rrop. 4, sppliguée par récurreccs.
‘ﬁamrgwg. 1) Ls vestriction de ,1* émea ée la prop.4 concernant g

Z_ -~ e8t sesenticlle. Par axe:@zﬁl@, ona + < 1+ -- - bien que les aérivéaa ‘

des deux membres scient éqaiva}aﬁt@s _, Ge ﬁ%ﬂ"e i +4 rv% 3 4 ma.is»

| xz}ﬁ . x&
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») i ot g wwi, aaﬁriei:%@m mym*amm @?erﬁm k ’ une fweti:}a

: Z £, éguimi@gﬁ%& & f ntost pas gua&%@aﬁ,mﬁﬁmt aﬁriatm& mzmmﬁm

dlordre k & T n faut noier sussi gme nf et by o poot pae |
ﬁémsai ms%e&t pirictenent mgsamhlw dforare & g}@m' wne femr@m
b menetone, méze pour ume fonction aupsl sizple gue hja)ax {ezxere. 5)
- de mles, T ot g peavent Stre strictossnt m:apar%les é'eréra k sans
'wtil en goit de a?é&@ do /f et *!/g (sxere.%) '
i ' tigs. 81 £ sst une fonction ré&”‘é@ gﬁmt an

glsne wa&tmt dans m voisinsss [a,i- 00( ge + o0 la ppopesiticn

guivante gmme dans eerta}xéa gces d'ocbbenir une pariie ;rimi,ﬁal@ ée 1a

gzi&&iva f f{%)éﬁ 8i £{tldt est emvsrgwte, de la gria&tiw

/ #(tlit =i / £(t)ét aat infinie :

gpogiticn 5. Up pose ?{x)s/f(t)dt 8i f{t)ﬁt @ﬁ mgg&veﬁts,

+oo

F{z) / f(t}d‘t g}, f{t)&t est infinle. 5o szw cue 3.0&*]2’{

£ , et (41,808

(=) - mwmx;} /\fvm\ ,
On Boters gue l’hym%mm entreloe Q;Jﬁ f{x) & un ordve déterminé

- zz.,,r %Wsﬁ &= (51, asr.2).

81 f ost ﬁa'ﬂ?’bﬂm _ p¥0 per TSppOTL B X , 0L & l@g,}flwwiegx .

-{?—:ﬂﬁ@ cﬁgﬁw iz T ' et leg. % sout sirictement w&m&*&’%&% glordze 1 , -

on a, iﬁ’%”&r%% is wEap. £ *v/z?rv[»/x ou =t N KP . ,;3, p> =1 ,
; ‘ 40
on a 2’ } x e ?@ﬁr %m' , = > & , dong l'm%gf&lé / #leiat %"fr

, .,,zaﬁma. f.fz?zg pont éerive Fix) = f f{%}&t = xf{z)»&f(a}» / %f*{’é}&%
@ﬁ %{EW% f{f@}%f’{%}}é’&%ﬂx}-ﬁf{ﬁﬁ : WE 4*',»& -5

l""?“‘%:
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f%nxf" eV § (LM ):E‘ ﬁme {prop. 3) / (f’(ﬁ)%i”(%))ﬁtrv(#ﬂ Y#(z}, eo
qui démoptre dans ce ces la relation (3). 61 (=0, on & de nue
£ < f done @m?ie £+ xf' VL . Baleoimenent asalogue lorsque
¢ < -1 , ces ok | £(%)at est cosvergents.
2 81 £ sat ﬁ'a;:sre + o2 par rapport &  x , ona log|f| } ieg %,
done {prop.4) f*/f i/2 , ou encere g~£’/i‘*—< % ; en ouire, comie ‘

\i’\ }xi" z:mzr taut m}fz f(t)ét eat infinis. Cn peut éorive

F(x)= | 2{t)at ] g(t)i"(ﬂfit = g(x)ﬂx}-g(a)f(a)‘ / 2(s)e*(v)as ; or
de la %ei&%ma g« X o abduit a'xspms; iz progp.4, ]g" <1 , done
\fg‘l—ﬂf - ot par suite {prep.3) /i‘(i)g’{t)&t < ¥(z) , ¢s qui démon-
$re ia relsticn (4) &mewamﬁw& analogue lorsque ¥ es% dtordre = oo
par rapport & % , cas ok / £{t)at est convergentes.

un pourra doue oblenir la ﬁﬁ?‘ii@ griacigale fzs ?{x) relativensat &

pne conelle de mgaraiaaa Lé contemant ls forction x @b mziafmaaat

aux sxioses {EC;) et (zs&ﬁ) , 81 T gatisfait aux hypothbses de la
prop.5 et si on comuelt la pariie prineipels ds T ot (gvmtwllwmnt)
eslie de £%. Plus gbénéralenent, gi f est la partie priceipele £ r@la-
tivezent & % s of sl fi satisfall sux hypethéaez? de la Prop.7 ,
sura ls pertie principalie de f £, {t)ét (om ds f £, ()it suivant is
ess) per cetbe propesition, si on connait (évaam@llmant) la pariiec
principaie ds f* reiativeasnt & “% ; Glapris la pm;g %, celte gaar’sie
priscipale sers suesi wna de ¥{x) . :
W 1) La f@mﬁaﬂ 'i/i@g % st d'ordre O par ra,zsafb g X, '
et m“wfait SUE @mézamm G8 3,a @faap 5 &aﬁe

o veh
| 2} m féﬁﬁﬁi&;& ega est élordre + oo par I‘%:Wl‘ﬁ 4 % et za%;ia- "

fait sux emii&i&m g@ 31s wopn.h, :&émc -
-f%as;/\./" s
e

£
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'~ Dans I'm pendice x » wous @éﬂmm ur enserble de faaatiaaa
suzguelles les @mg.@ eta 5 oont toujours a;plicsbles.
Benargue. Les foxmules de la prop.5 pe zont plus spplicebles
Em@szé £ est d'ordze ~i Iyar m‘g}gart & X ; on peut slors éorirs
f=1, /=, ot &, ee‘é: &'smm ¢ per repport A4 X swzp@sona par
- exeaple gus / f(t)dt soit infinie ; on a slore ‘
F(x) /f(t}{it =f % f (t)ﬁt = /&jx% )du |
51 ls faﬁeticzz z, (%) satisfalt aﬁ conditions de la Prop. 5 ot
a un ordre #-1 par rarport & ¥ (etegt-t-dive =i £, (x) e s ordre
#-1 per rappert & log %), les formules (3) et (4) pemettmnt
63’3&'21’& dtobteniy 1s partie principals de F(x) . Par exempie,

J/log x ,/Ias
soit f(x) X Tor E ; comme i as% é ezﬁ;e 0 par
rappost & x , £ est dordre -1 ; on & doi £, (V) = 2e ,

b4
et cette fonoticn est d'ordrs infm;}_pa. x‘appcvt & 7 ; iz prop.H

lui est applicabls, ot domne «-—-—-a--‘ éu ~2/ye° ; en zeve-

% & ls veriabi on (ie:;cf gllog ét v =8 \E;/
napt 8 is vari 8 X @ —m >
' ,\llagx

4'une prinitive. Soit ¥ ume éenelle de compa-

rzison &u ?cisinage de + oo , et soit -féa,ga'-h..fa 3&;'1' un 4dévelop-
pessnt ssyaptoticue dvune fonetion vizlée £ définle au volsinsge ﬁe '
4 oo rmamwmem 1*amslle ‘é ?mmsmq.@m de cherchor un
. gévsloppement aﬁyﬁpzmzqu«a go Fiz)= f f‘{t)&t relativement & \é o

n

matm&mss deux cas 3 ,,
/ g%a(t)&t est izzﬁni@ ; alors (?1‘@13.3), on &

| &, }f

,,w:@eutéarim fsafgg *..,%*akfg +/ -
st sl on copuali un ;:f mm%%iqw ﬁﬁ ehaem des gz'iﬁiti'esa
i /7 gﬁ s OB en déduire ( 2} un .f‘ww ent de ¥ , en ne ammmt

R
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dams ie ﬁévelowamxzt de ls soameo 5” ak f k gue les termes qui ne
sont gas nézlipesbles ﬁevant / g
2“ / (%)ﬁt est ecuversente ; sait glors k 1@ pins gatu; iz;ﬁiee

tel que f 8, (t)ét sai’e wmergeﬁw le whre -
ect donc fimi, &t on paut écrim

1 % z
, F(x)n:’s1 fk,gaq(ﬁ)ﬁt‘?‘..o*‘&k*i L 4 _ (t)m * c-a.k f g (t)at -

"% 1‘ %(t)dt - /X r(t)dt

(+ 02
em a on outrs j #{tdas < f ga (t)at . On senrs dounc de pouvesi avoir
an développenent de ¥ si o2 csﬁnsit un développement de chacune des |

iatégrales fga {t)at pour 3k, fg {(t)at pour ik , ou ne

coneervant dens le dévelepmt ebtemz per la méthode du 2 que les
terags pon négligevsbles devent %{t)ét .

{m est dome yrasené & Lrouver wz’( éévoloepponent asf&gteﬁqua 'relaﬁf
é’, ‘f d'une primitive c'une fonciion £c é . La prop.5 permet daus
certains cas 4'sveir is partie priccipsle d%uns ielle primitive, en
rezenant la question & la déﬁsmi&étieﬁ ie la partis prisecipale éu
<osond mesbre @ (3) ou (4). Ea outrs, ls déscnstraticn de la prop.5
demne 1'ezpreseics de le différence ﬁéaa deux mezbres ds (3) (i‘éﬁ?ﬁ.(4})

‘ i ,9. (pE - =8t
{resp. L' avec g=f/f') ; #i on sait gbtenir 1& pertie primipﬁ@ de
‘esite nouvells pmztiw, aingi qu'us aévazewem soynptotique du
sevond %am;, ﬁ@ {3) (zesp. (4)) ralmwmzﬁ & % Ia aétm@ ﬁ:a /

soue Torse <'une prizitive de la f‘s;;ctmﬁ

52, %3 dopnere sn générale le second terme du éémlems%m
a@gzagmﬁqaa ﬁe iz gl’i._sit.t?@ é.e f de ;n‘aehe en gmei:;e ; B0 g;mzrm
aingi dans @ar@wm oas gbi;@air ls é.émleppewt cherehé (veﬁ.r

ﬁ%aam% 31




= 1§$ o
gxemvles. 1) tsoit f(z) = —-1--- Cx >‘i) ; on & va gue

x -
/ £(%)at rv....é....... , et 1a éiffémaee At - Ee pst une
/8

log /| log 5 iog x
prizitive de —-—1—--5- ; dene, comme eette fonetion est encove
. {leg x)*
dlorivre © p*—u' repport & x , 6% qu'cm g@u‘t iul spplicuer la prop. 5,
X
ona | ....._..E 2

Par reeurme@, on obt‘i ant aizzsz le dévaleppwwt

at g x {82 (8-}t £ |
/ 208 363 \é) 5 - {Toz x)° ’ T2

{iez x.}
GQuel gue soit B , Sous les termes de ¢e développement tendesnt vers

T OC BVeC X

- xE x =
"*) Soit f(x) = ; on pout derive f£(x) z.gcg-gz+3g+ ri{x)
- xg.g. : : x> X b 4
avee r(x) . La prop.9 dopne les dévéloppemenis
%

© * 24 o* &*

/&étzg‘ _ﬁx _%.4. : 4.-—‘;—-—@.3(26)

2 x> % z b <
(B -

x i z x
/ yOt =8 480 %ssu.ﬁg(.._)

r & = x
/%é;ﬁ%é-ﬂfﬁg)

o % x X i
ok az*:u iitice , | 1
/ eg s = ax v‘«*i? 93. 494 8 | gf :

= & 4 At ¢ 4o "5'3’—:?-‘-*%—-“6& LS. + of .)
g 2
' 'z-ﬁ - 4 xj % » - x

Ese; g@ . 1) Définir wne fonetion errﬂissaﬁta z{x), admettant une
dérivée coutimus dans un volsinage de + oo , telle que g et fi/x

soient strwtemem; k%?&?ﬁ&l&ﬁ dtordre 1, mais gue % ot 1/g ne |
seient pas strictement conprables dlordre 4 {m‘eﬁdm gt (x}m seuf
dons Gss intervalles suffissmment potits, ayani powr ;@iliemz 1@;@
points é;ztieam; et dane lesgusle £'(x) orovd des vegleurs tris




= 00 -
28 :&’ et & gont doux fohetions >0, tendant vers + oo avee x 5
8% atrietmw smz:mableg d'ordre 1, hff et hg sont sﬁz‘ieﬁw@m
- @oaparables étordre 1 pour toute fonetion h zsmii;ive et ez'cmeame
pourxtema&tvera*oo; :
ﬁéemﬁlg@maa
3) Donner un WI@ de deux fwe‘aim £.g, positives,et %;enﬁ.mt
vers U lerague x temd vers + o2 , strictement emammmes d*erdm 1,
et telles gue xf ot Xg ue solient pas strictement eas:e;;arables |

d'erdre 1 (preuire £ et g Sguivelentes ot tallas Gus ; %« . et :

g’ + 1 Be scient pss strictement conperables).

s =
$4. Applicetion sux séries & temmes pozitifs.

Pansg tout ece zmra-

une eérie (a ) telle gue w 0 : : 5 :
Toui ce culi sera dit sur ces sfriss ﬂ'étand atasssi%ét aux sé.riea ﬁant
lee termes sont < O & partir d'ume certeine valeur de B , en changeant
simplenent les signes. | ' -
A toute sgérie (a;'a) é,‘ tamg z'éelé, nouz fercns correspondire ane |
fonetion en eseslier u 46finie daus '[(},4- oo [ par les conditbons suivan-
tes 3 uw(z)=0 pouwr © <'x<‘i . a(:z:)su BOUY n(#(&ﬂ { >1) ; nous
dirons gue u est 13 fonetion ageocide > & la série (nn) Cela étant,
11 est immédist gue l'on & 8= ZJ e = f w{t)dt ; ot nous svons wu

, 4
(e%xap.z,ﬁ ,5°6) que : »Pﬁ - - —

soit comvergzente., ‘
21 (g ) et (v ) sont éezzx ﬁéﬁ% & terzes zmsitif’a, u et v lee

i’axzetims @ﬁ@ﬁ@iéﬁﬂ, 11 sst clalir qus 1a mlatim {¥, pour n N0,

Sgninens & u(x}év{x)?mr z)B, . Par sm%, ei;zacms des mlatiazzaf/'
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i W 5 ‘zz . {v , B rvvn efxt wa;sw‘tiv@mt éaai.m}.mm & n(x){ v(x),!
a(z)v(x) , ulx) vv(z) ; de cette remargue ot des prop.1 et 3 du 33,

@Iz déduit cue :

m (9- ) &% (V ) doux ad

BT, e . 95
verzenie da série (u ) egt converperts ; 8i un}/vn et gl le

Z’?‘ﬁ#‘é’oo', gZu e

n=4A

Froposition 3. seient (uw,) et (v,) deux
‘5‘3 gi ls série W } aat %ﬂ gzonte, 1is relgtien 8,.< ¥y {resp.

(resp. 3‘ % > T ).
=
‘ » 1 relation vV, (resp. u, ¥ )
B S g (fes - 5‘ B v, )
% ® - % ® . -1 {; ¥

. Britires logmasrithal g o Ge convergence deg geries & Lermes
positife. Ut o %f* eriteres cmmcéﬁss 4¢ converseucs en »rfmam pouy

3 em ;w_ & tems voeitifs.

série de compareison (? dans ls pTop.2 unc série dont les termes sont
¢e 1s forme v =f(n), ok 2 est use fonction > O , dSfinle pour tout

pombre véel X X, s et popotons dars 1'intervelle (xe,é— OO[ ii n'y
a lieu de congidérer, pour obicnir une siris t’: } convergente gus io cas

ok v tezxé yors ¢ , dopc o4 £ est déere gg@ te st tawi varg O lorssue X

|

tend vers + oo . Dans ces cond iitions : , ‘
- Proposition 4 (eritdre de Canchy -&aeiaamﬁ} ?mér- 'gnfm is 5{33'&& (v 3 .
ob '9 sf(zz} 5

f{t)ﬁi so0it %ﬁ%rg%ta.

En effet, i ¥ a5t 1a fonetion en escalier agsareiés a3 is %ti@ { ¥ ) -

poit converseznte, i1 faul et ;1 sulffit aue i’imégram

" ona ulz#t) < f(x) a(x) pour tout x > %  » paiscue f est dfc cigs-
gante i o ia myasimeﬁ, en vertn de is ﬁrap. -




- 0 lorsque x tend vers +o° itgpplication des prop.2 et 4 donne les

'(un) g une gomme infinie (c_ritére logerithmicue d'ordre p).

- 462 -
Comzme les fonctiome gui figurent dans les critéres logarithmiques 48

convergencs des intégrales ( Cg},n"‘i} éc»nt déeroiesantes et tendent vers

eritdres suivents 3

5 w,gaf et p<-1, lassme (a) ect conversente ; gL u,sn’
et (y-1 , ls série (u,) g voe somse infivie (critdre logarithmigue
d'ordre U) . ’ ' - ‘

g »n g ] ' et i , la série (u
Y p log n.lan...lp_,‘n,(lpn}ﬁ et > , la série (w ) est

convergente ; si  u 1 - ot U<t . 1s série
ﬁ% n.log n.lgn,..lp_,‘n(lpn)fk =

81 0 gt ,ons qa{ n - qr_o.el gque soit (>0 ; itgpplication
du critére logarithmigue 4 ordreooo prouve done & pouveau la couver-
gence de la série géométrigue éo g® pour )q\ <1 (Zop.gén.,
chap.1V, 5 7). 5i on prend vnzqn dang le prop.2, on obtient un
critdre qui peut se metire scus la forme suivente (critére de

Cauchy) : La séris (un) est convergenis gi 1lim.sup (un)i/ » <1

p —o°

sa somme oct infinie gi lim.sup (nn)'i/ e >1 . BEn effet, gi

: s -8
iim.gup {uﬁ)‘l/n = a {1 pour tout nombre g tel gue 2 @ 1,
B>

on 2 u© { g2 . 81 au contraire 1lim.sup (u )1/31 =a>1, pour
n s B

tout ¢ tel gue 1<a(e , on g “37 qn>‘% pour une infinité de
velours de 0 ; B 1e tendent pee vers 0, la série (v ) & une sonle
infinie. . | , -
Ge critére est fort utile dans la t!;éaria des géries entibres,
gque nous &Studierons plus tard ; mals 41 ne prret déja pas do
déeider de lm convergence des séries de terme ;général, 1/n% , eu-
trement dit son champ d'application aé't beaucoup plus restfe.int

qus celui des critéres logarithmigues.




éﬁmeﬁ& de awpwaiwn, les foancticue de % étant chacune ﬁérnm dase
[ X ,%— oo[ {déperdant de ls fonetion considérde).

soit (a ) une eérie & termes positifs, of nous supposons que u, posséde
un développesent ssymplotigue relatif a

zaig (n) + 858 {a) E P a}?g%(n) + hin)

svec nin) < g&?(n) t ?mwwnsvwm de chercher un développenent

asymptotique de g, = >—' >, u_ relativement & £ . Nous distinguerons
=1

mam&snxm:
12 7‘5%{3)154'00 . On & alors Zh(m}< ?za_p(m)

n=A4

d'sprés la ;;arﬂp 3 . Comne on peut éorirve

By, = - Zu n&, Zg“ (=) +...~i'a Zg (m) + Zh(m)
%p
oD aurs, par i a Procédés du @ 2, un développenent aaysaptetique de Bn

ai on connaft un dévmop;ezwm de chacune des SonmES Z ga {n) ,

M=
pe pardant, dsepes ces démiogpwaaxxw, que les termes nob négligesbles
devent 2 g“p{a)
e g.ap(xs) {# oo , geit alers k le plus petit indice tel gue la |
Mmzq
série do terme géniral ,ga {n} soit convergonte ; le nombre

o= Z (nnaag (B)-...~s, .8 g {n))
egt done m, et on pent écrire

5, e8 ° . &, {m) “"”"”akg Z g@ (m)wmak Zgamn)*

k) i fe Vnzmid
-8 %ng (m)-_ Z h(m)

Ou & en ouire ﬁ(m) {m) (,ymp*}}; tn saura done de
s nt Mma M+1gﬂ'p

neuveas aveir un développesent de s, =i on connalt un développenent
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 de chacune des soumes Z &, (m) pour i <k , des soumes 2 g, (= )

: W=l
!‘ pour i 7k , on pe eonsaz*vaat daus ceon tiéwmg;‘;e aente que lee temss

zon néglizf@ame“ aevant 2 g, {(m).
= B+l ?

Up est ainsi remené au ces pm.iculier of anaf(za) ; 08 £ appartient
& é . Bous allons voir mm@ﬁt é&r&a esrtains cas on peut tout d'abord
O

obtenir wns pertis priseivele de s = Z/ £(m) lorsgue m_Zi fn)=t oo ,

de ¥ = Z £() dans le cas contyrsire.

44 Men+1
i Fropesiticn 3. Loil f uue fonction >0 1telle que log £ et x soient
girictenent compsrables d'ordre 1 - ‘
1° 81 £ est dlovdrs infini par rapvort 4 ¢ , on a
645 (o)
(1) s = Z f(m)ve(n) @i Z f{n) =+ oo ;
(2) r, sMZ Ha) u(n) si S #(a) <#* oo .,
=W . 11, 5
&% B2 ,
£3) > Hn) =+ oo ;
: ,M n=4
: 2 (*‘- 0 Sc_lo -
(%) T, mzzwa s ff’(t}&i. g fn] <3~
=2 n
(iz nombre -=-—fL;-—7z- @a’mz:t S8tre remp placé par 1 dsns ces foraule
-8
isrggue F =0 ).
1% 81 F oot G'ordre # o per razport 2 z , on e log £ Sz , dono £
: (o =4

est crolssente au volslssse de + co et tend vers + oo , et _g}i #{a)st o~
Dlaprés 1'hypothice, on a £ £ ; oomme P est croissante, on o mzz‘ '
ia fonetisa en esealier u Wwaﬁi»fsﬁ & la série, ulx) ¢ flx) & .pﬂ’%ir
d'use certaine velour de x y Cone v { £, et : '
8.3 lu{%;ét-{ ff('%)uf} < j f*{z}atr\/f{m ; copue e =8, .4 +£(n) ,

on & bien 8 f{n) . zm@eﬂaizmﬁwa mw@ lorsgue £ est d'orirs

- 0 par mggport 4 ¢* ; on a alors I forsule (2) .
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2° 84 £ est merwa ¢ par rapport & a® ,’:m‘ peut écrire f’(x}-—:e“xg(i;) 5
ob g est d'ordre © par rapport & ex-“; én outre par hygathége
leog ffv(Lx (1ﬁs’f-<x i ftasﬁ} entrafne . ‘
que Z fln)=t oo (oo qui impligue (70, ot réciprogusment ect toujours

=1
Vérifié si w > G, car alors £ tend vers + oo ) ; évsiuons pme pertie
5 :

spposone fabord

principale do L £(t)at ; om veut Serire , .
f {1 )8 z/ 8 b(t)ét z=gin)| o tdi %-/ (wft)-@;(n))dt
e @

h-L 1 - M

= "2 / - o' Y glt)-ata) et

M-4

izr, ia relestion gtf ,< g signifie f:gne pour tout e >0, il exisie B,

tel gue ls relation z > B emmiﬁe ,-g—’%i—% l <& ; on en déduit, pour

n=1 g t{E , gue -2 < }.Gg }:i'a&

. \a(t‘-g(a)‘ < -1)g(a)
ot par suite | o' “(g(t)-g(n))at < (6°-1)¢"5(n) = (6°-1)2(n)
zmiz;z;zxe e 'm;st croissanie., Coumze @ e esi arbitrairesent petit
avee & , on veil ca‘c& peut égmre ’ '

fﬂ
j #(e)ay = 28— 2(a)ro(2(s))
m.4

{ -3-3- etant 1@91&3«3 per § 19?56‘&8 (4=€}). La xzrepasitmn esl alars >

usie ear;&égwan@e do iz prop.? . On Peiponne de ndme loreque é £in)
est finis, | ’ '
' Pour tonte série {a ) telle qae u r\/f(a) ; o4 7 est une
. Poretion J@Z‘Lle gue 1& BTOp. & .wi ﬁﬁi’*’ a@%lzc&bm, Eéé formules
{1) 2 (4} &mm‘& é@m une partie principsle de Z .

Weog i 7
{recp. Z % )} en vert: de is z:mp.,e . ‘

e E

 Par epplication répétie e‘zgs iz gmp y, zm vent azfx oulre :am:i,r V?z’fﬁia

SVEI0prerony totigue de e - Sig&:;«smﬁs ﬁ*gfmr& que f-&{}it,.
afarére + oo m m&,};sa% é a 3 pour toute mi&w’ggg@ de p , on peut

écz .w@, d¥apréeg la gmy. ::




@ ng o
f{n)ﬁ’(n«-? }'«v. - .+f(&~g}~i~a(£{z;~zs}}

et i1 sulfire ¢o ww’m@ymr {mmyivm_m & ﬁ ) chsoune des *"o:wtmns
£{n-k) {(0<k ¢p) en ne gardant que les ‘termes nos ; négligeablos devest
“(n-;@) , pour syoir um éoéveloppouent s 5, . |

Exenzle. Boil f(x)mxx—»ax log x “ {z’arﬁrs + o0 par Tepport & e .

In prepept par exemple p=2, o ., per les proeédds du g2,

(n=1)logln-1} ={a-1)log & -1 + -3; + s(w} , d'ch

(=1 =Ll a®! 4 é—; " Zio(a” %)

8
(n-gjﬂ'z cdan = + oln® )

=

8
g'ed
8 zn 4 dgB™? + (‘* 4—-3)::‘3" +ol{n" "2)
; &
. procéde de més;raa {pour rﬂ) ‘larsqua £ ezt élorire - par rapport
3 o | :

i miataﬁaat £ est d'ordre fini (* par rapport & e* , ot sl par

exesple </r'f(rz) =+ O o oxx peat éerira

m=4 " ‘
g, = “'--:-p‘- f f(‘%)‘i’i" + pzi &(p)
ot gln)=t{uj)- - f t}s:"h { £{n) d'agzwa la prap 9 . 81 on jg:eutv
m-14
&ﬁynﬁﬁe? de nouveas la prop.5 & la Zonction g (ou & use fonction '

ii@:uiv:al%% & g), on abzwuﬁm une z,ria,ztiva equivmanw & Z é,(y)
e«i ? gla)s+ > L & 2 glp) éaﬁs ie ess contraire . PAV

m‘h ém&m e proche, u’.ﬁ gbticnt asinsi a?%tu@llw@m une axg;m@gwu
i s BOuS f@fm d'une soune a‘ un mﬁ;mzz nonbrs de primitsivasa dont
Coacuns est noglizechbie devany la wwé&ma ; G'un terse négligesble
devart la senk a@rmém primitive éovite, et e‘;svcmm@llm% d'une
émsﬁmﬁa {&a& eﬂz is %rm msmaﬁ tend ’wm g). 1:. reste mit@ &
ﬁiw%i@;%r chasune si% ﬁri 2itives dcrites ralaﬁivm;zt & “% s ©8 06

&ahéﬁ&?ﬁ‘aﬁ@ cue les %zam% am zzw 1:1 wahlea é&vmt ia @miéw zzrimtiw.
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. 1) Soit f(a)=a , avee L)1 ; T étent d'ordrey par

ma;:ssrte,ex s UL &
g1 n
I e = e
= Z,P fvff“ as - n
i

Eu ssconé lisu, on a

s » : +1 e+ v -
B ~/ s ét:nﬂo?-j-:;*-»(n#- ~(o-1)" )m%z&”
dlol > . |
1 et o8 ¢
%" e B tom )

Your avoir un ircisiése tsime, on forme

= o e Py pfucey Kk

e —.T—(f‘é ,ﬁ (=4 )~ ‘é(ﬂ -{z=1) Jv = n
at ; :

> E i ats iy ol -L)
B #H 2 " 42

‘ Pour asller plus loin, il feudrsit distinguer deux cas, cuivant que
(K72 08 3 < {5 ; oo & au effet
® Tt et p & R :
= MR D U CR DU %—mf‘ ~(a-1) I
N S T T 3)"
720

Supposcne par e;m»zayle gue 1< (A § 3 3 ai&m, cn zurs

5 % H’+1 i (/L : -E:L_ = -.-—- ™
B, = 0 t=n ¢ ‘3_- t 8- 5n “{(" =i a}ﬁ (Ls
o8 & epi une constanie. ' (2 )}

2} soit f(n) =4 : on &

n [T
sﬁszl/\/)"imslagn
{5:1 ‘g
puls - - ,
«3;- i ir,'!‘f ,.l 4
- m-ité%’;agelegu ﬁ}w"?i?
d¥%f : 4 i -
- %xlagxzé»y%,ﬁ&a(g,

ta ecorsiacte y gul s¥introduit dsns ceiie formule joue un riie
izmrvmx en - ,;uul pe 2t oot comoue sous ls nom de consgtants d'Buler
o8 a2 T ; , e

' ﬁg o~ 2;;%»? fﬁ?,}i’%v e .

5 *s/'w? y?’% par défeut.




On saﬁs (M- sohap., 3 gue, pour wé le produit infisi de facteur
géngral *‘smﬁ (u 7 -1} soit cosmvergent {(resp. comaututi venent couver-
gent), il fout et il sufin, que ls série de berme générel log(iwm ) soit
convergente (z'es;. commutativensnt converge rte) $ écz;ziesas conditions,
¢n a la relstion : :
l"éa/P ifm ) = S log(m )
ioregue le oo -u;:iu ast cémmrgent on gelt que un tend vers O ;
on a donc lag(?»%*un)r\/an , comme on sait que, pour gu'une ae:rie goit

coumulativensis convergente, il faub et il sulfit quielle s0iT shoolu-

ment convergente, ou reirouve sinsi le condition pour gue ls czod
ée i‘actsmr général T seit commutativement couvergent, savelr que
is péric de terms goncrsl u, doit Bire sbsolument convergeate
(Zop.g8p., chap.1V, 3 7). ,, ,

La relsiice entre .;;mézzlts infinis et s»’«riw Derse &'s’zx‘teﬂir

' it partiel p= Tl'(wuk),
ii su"‘fﬁ s:i'swir un ig%ls,},meﬁt de la somze aartieilra
®a .

B = Z w,gﬁ{;m. 3 , suie de développer 9 =g 3 on ezt fone reaes
24 :

£ deux problimes exazlnde ;mtiz’wurmm.t.

varfois w déwvelopponcel &y gtique du predu

gtiriine, Userchons le ﬁ %reioayg.e.'

w"@*gzm ticue de nl ; on est romené & développer B = Z iag: Y,

B 'f:i
puls e B . bz méthode du n°2 donne smewaaivweﬁt
aL
sazﬁlagyrvfmgﬁé%nalegn-m?
puiz e ' ' -

leg b - J’ Img t at = lﬁg zzw{ iog ne{n-1)ieg(n-1}-1)/ 55

dtot = 3 :
: s~nlozn+a 4 iez n

2




|

bnoa &:&mte

-
‘wg,xz- m?tét»-(l@ n«l Bei}) U= ;
e e ” 22
d'ol
| g = n.lw z-n + -yleg; s tk+ i * 3(—-)

. id
e% on =n% tirze ﬂﬁgle*aat

5] »niw= oku oot (4 it otd) )
fious verrsos plus terd {a spendice 2) gue ek = v 2% . ia formule
(5) (avee estie veleur de k) est dite formile de stirline,

e is ’i?.%JE! zazaiéra, pour tout nombre réol a éz.stmct Gtun

satier < @ ; 08 démontre que

T l ] (atp} gilalmret % ‘
Sous Géterdinerens égelenent K(s) daus 1l'appendice 2 .

ves fqrazaleg (%) et {6) on tizre en ;zrtieulier
= z o
{7} (;‘)/\M(&}(“’t) a

pour toul a digiinet d'un entier > o .
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poue iesguslles u L >0 a peErtir ¢'un certain ragg , et -ﬁ-:—- 4 une
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effet, o1 “71;”@2 = &£ papriir d'un certain raag 5 on en tire

F ,;_]_(g -E} @x*‘ana log(t = 2)= = 5‘»-.:2.%24.9(13) ; @taé

ieg B, = -e log n+ k+ e(i) (x eem%aasa) -at ) /\J@ki‘.a. ; comzme a >1 ,
tE

.4‘_ y

&

ie eritdre Mgaritmiga@ &’ardm : | pame*ﬁ de conelars.

a
s aloe, 81 E‘ﬁ }1-% épartiré‘xmeeﬁainm,hmé%eﬂm

prowe cus u 72 (a constante), d'oh la proposit: on.

o démoptrerait de ls nfoo manidre, en utilisent les eritéres

lezarithmigues d'ordre }i‘:, zae eritdres de seconde espdes suivanis

g = L . . : \
e T N 8 niogan n_logrz.lax;.flp_ia n iog n.).gn..lpn;

g¥ec &> 1

{u_} sst converzente ; gi

u - 2 BT n iog n.l ...13:
: (=) : 2‘* 5

o

oy
sﬂ

gs»d

“cﬂm eze particulier du criiore de m‘bas, on it gue si tn e
iim,.sup -k"ﬂ-éi s 38 géric (a’ﬁ, get cazwerg;e;;tez ; eile a s contreire

use songe infinie si 1im.in; --u-—’:‘ﬁ-—— >4 {eritére de ¢'slembert)

ch «,B,v sout des nonbres Yoeis g%imwa, éiffér@ma des
ent lexs <€; il =% eleiv que u zeras un slzne censmzt & pariir
i"‘:«a&i& geviaine ler 90 8 . C?xz 5 :

3+ a. ;3'.-.».'}'4' :.z '

: R&H - {,g 4+ BIE :z;i‘é + &5)(2 +
e _ e ﬁ &

1%%4 i ﬁ}w 2yl +ﬂ( ,‘)
-’ s |
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Le eriiire de Yagbe m};ﬁﬁ-@ smm z‘;;m la scrie esl convergenie si
B Y & e BOMIE mi’.h za 2 wip & 2% lorsqus ath = ;f«_’fla
. . Bérie a snopre uue soawme infinie, conse le méntrs le crilére ue

sat au oritérs logsrithuique é'ordre 1 .

& eriléres de :"—:e;maév aspice ne powvent s'asppiicuer

gu's des séries dont le ieame géndral se comporte de fegon irds
régulidre lorsque & Send Yors + o ; sutrement dit, leur chswp

dtanplication esi bien plus restreict cue celui des ¢riiéres de

prezidre eopdce, el ce serail une ”l&laﬁi‘w&fs gue &s vouloir les

uiiliser eu dehors dos cas spdeisux suxguele ils sont pabiiculidre~

- . . adaptds. Fax exesple, soar la séric (uh) telis qus u,, #é—’r ’
u2gi~1 = -;5 35 B aazp (?)p u{ ,'{“ )P ;_ is gar&:zie;" é.e
ees rapgorts toafl vere O; ie second vers +<><>', done -

= ua m?@-«“-’—- =+ oo xi:&.inf ..-..2:;5...,3 ¢ ; sueun ar&ﬁ%rﬂi ée

b

seccade espéew n'est sgplicable, et ae;aeﬁri&,m s COMES U_ 22 2 -

M&s

ie meti@ a8l avlmemt emmrgeats.
n»ﬂ

Y8me ¢ens lss cas of est sizple, une évalnaha directe

“e U conduli souvenl sussi vite au résultet que les criidrsz de
secosde espic oo, Pox e;z;***"lfa, g,ms.r ia seriea ‘yae?géeéﬁét?'z;a%, ia

forouls (6) mostre suselibt fme B r\/'aﬁ 511 ohoa o8l uoe
e@mfifsszata #0 , &L le eritere .a%ur.;m*iw oo g:z‘eaai%% &&?}yrf(’:%

&ferém € est o Z‘&Lﬁ%&&t ag;gslia:&ai@ .

vis de tm%a .,,m}. u, >0 est mﬁ,mrgww,

| *‘é} 8 s =i
31 o3 ent de afze do la série de teme: gi;ﬁv‘f’il Ve 4 m bs Téol- |
prooue est i;a@zxgem en g,”’zml ; elle sst yraie =1 1 evit (u )

est géercissante. = - - =
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2} B1 1= :*ria, ds f:ezme é,%éral m} 0 ent convergesnte, 11 or est

de mBse de la sirie de terme sénérel "‘% ponr a > %
B

{utiliser 1finézelits éo Edlder).
3) Zeit (p,) ums culte croissacte Se nozbres 28, tondant vers

.

2} 81 le zaiport

-

: fexd vare t , mostrer qu'on 8

%?4 wm ~leg B

B

,5" o} (7. )w-—;ﬁ-{-p "' poar p > =i

) ;;f, géduire ges {s&:ﬁ% ijbzﬁt}@ 2 zur le re-port

} 1= série

4
=
11 pﬁ"t

48 feric {—;zréw?’;'&i o & une momme infigie {distinzuer deux
: : - o,
ces sulvant gue B tend op,mon vers 1).
r" > 73 7
‘-1 ' - D -p

s }1&1

¢} Lionirer Cus, pour ¢ > 0 , iz sorie e terme gzénéral

#at copverzestie (conpurer & la série de terze gzinéral
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2 2
Pﬂ"i ‘ pﬁ
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4) Zoptrer gue, pour ioute série convorgests (aﬁ, 3

!

ii existe une sézie (v.) ée somme infinis, & termes > ¢ tolle que
¥ , 5 - > |
iz int - =0 . - ‘

B o

3) %eit (u ) une =aite dderoissante de mombres >0 ; 2'il existe
bk a

un astier & tel que kakﬁ J B, :;z%.;_ gue soit B & partir d'us

eertals raug, la sbrie de torme géuéral u, s use soame infinie.
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APPENDICE I .
CORPS DE HARDY. PONCTIONS (H) .

.. goit '/S‘ i'engenble des fomctions numérigues finies
définies chacune dans un intervalle (as+ o[ (ok & dépend do 1a
fonction coneidérée). Du point de vue de 1'éitude locale des fonetions
de 5 an voisinage de + o2 , deux fenelions ne se distinguent pes ei
elles sont égales dans tout un intervalle [b,+ oo( ; en d'gutres
termes, dans cette étude, on me considére pas en réalité llencemble 53 s
méis i'engemble gubtisnt 5 / P de 61 par la relstion d'éguivaisnee
P ; %1 existe un intervalle [g,i- 00[ dens leguel f{x)=g(x)*
(i1 eet izmmédiat gue c'est bien une relabion 4! équivalence_). On voit
augsitbt que la relation P est compatible avec chacune des zpplica-
tions £ — =f , (f,2) —> g , (£,8) — £ ; pour montrer par exemple
qu'elle est coupatible avee (£f,g) — £ig , il suffit de remarguer gus,
si f(x)sf,; {x) dens un intervalle [a,+ oo( » ot glx)=g, (x) dens un
intervalle [“a,-i— 00[ s on a flxielx) = £,(z)g,(x) dans 1l'intervalle
[e,i— oo( , o ¢ = Max(a,b) . On peut done défipir dans 5’/ P 1taddi

tion et 1la muitiplication ; 1'addition est ume loi de groupe abéiien, du |
dont i'élément nevire est la classe de la fonction O ; la multiplicebion
est associative, comnutaiive, et admet uwn élémsnt neutre, la classe

de la foncticon 1 . Par contre vn Glément de 5‘// P n'est inversible

gue si cl'est une clacse contenant une fonction gui pe s'snpule pas

dans ur intervalle [a,+ 00[ {dépendant de la fonetion).
béfinition 1. BEtant donné un sous-eusezble 5{’ de @1 , o dit gue
llensemble W2 / P (image canchigue de % dsns 61 / P ) est un

corpg gde Hardy., si :

2.5 / P. est un corps pour ileddition et la multipliestion définies
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2° Toute fonction de X est continue et dérivsble dans un intervalle
[a,+ 00( _(dézsenclaﬁt de la fonction), et la elgése (mod. [~ ) de sa
dérivée gppartient & S{ / 7

Par sbus de langage, si K est tel que % / F soit un corpe de
Hardy, on dirs dans ce gui suit gue X 1ui-n8ue est un corps de Hardy
(bien que la somme et le produit de deux éléments de SZ ne soient pas
toﬁjours définie), et on identifiers deux fonections de ﬁ( gui sont
congrues mod. 2 |
Exemples. 1) Tout corps de Hardy contient le corps des constantes
rationnelles (plus petit corps de caractéristique 0) gutou peut identi~
fier & Q ; d'ailleurs deux constantes n'étant congrues mod. P que
si elles sont identigues, Q / P est identique 2 Q . Les constantes
réelles forment aussi un corps de Hardy, qu'on peut identifier a K .
2) Un exemple plus important est le corps des fonctions ratiopnelles
R (x) & coefficients réels ; si £(x)=p(x)/q(x) est une fonetion
rationnelle &
continue dérivable et #0 dans l'intervalle (a,+ 00( , oh a est

coefficients réels, non identiquement nulle, elle est

strictement supérisur & la plus grande des racines réelles des polynomes
p(x) et g(x) ; done tout élément de R (x)/ P autre que 0O est
inversible. On noters encore gue deux fonelions rationnelles ne peuvent
8tre congrues mod. P que si elles sont identiques, dome N (x)/ P
peut 8tre identifié a R (x) : '

2., Extension d'un corps de Hardy. lNous allons maintenant voir comment, par
adjonction {Alg.,chap.VI) de nowelles fonctions convenables & un corps
de Iiardy, on peut encore obtenir un corps de Hardy .

Lemme 4. Soient a(x) . b(x) deg fonections eon’slnnes et ne changeant pas
de signe dans un intervalle [x_,+ co( . 8i, dans cet imtervalle, la
fonction y(x) est continue et dériveble, et vérifie 1'identité

(1) 7' = aytb




- 175 -

il existe un intervalle (;1 7+ L/ dang lequel y ne chenge pas de signe.

Posons en effet z(x)=y(x)e™ /% ait),dt ; on a dlaprds (1) 1'identité
Z”‘(X) G b(x)e- '/)‘cva'(t)d:b

i b(x)) © pour x >%, 5 7 o8t .croissante dans cet intervalle, done
ou bien est ( 0 dans tout 1! intewa%;.e , ou,bien est nulle dans us
intervalle (x., y+ 0 [ , ou bien est >0 pour un point su moins X,
de {xe,+ 00[ , et alors nécessairement >0 dauns (x1 e oo( 3
comme y & le méme signe que z , la proposition est dénontrée dans ce
cas . Reisonnement analogue si b(x) { 0 pour x > X, -
Remsrgue. Cette propriété si élémentaire ne s'étend pas aux
éguations différentielles linésires d'ordre > 1 ; par exemple,
la fonction sin x satisfait & y"+y=0, mais change de signe
dans tout voisinage de + oo . ,
Lemme 2. goient a(x) et b(x) deux fonctions sppartenant & un néme
corps de Hardy & , y(x) mne fonction satisfaisant & 1'identité (1)
dans un voisinasce de + oo , p(u) un polynome d'une variable u , dont
les coefficients sont des fonctions de x appartenant & ( . Dans

‘ces conditions, il existe un intervalle (x1 . 00( , dans leguel la

fonction p(y) ne change pas de signe.
La proposition est vraie si p(u) est de degré 0 car une fonction

non identiguement nulle appartenant au corps 51 est inversible danms 521

un—*! n=2

Comme on peut éerire plu)=e(urey tepu “t...te ) , ok €38, 50040,

sont des fonctions appartensnt & KX et ¢ %0, il suffit de démontrer
le lemme pour le cas oh c=1 . Raiscnnons alors par récurrence sur n ;

o1 &

| = na.p(y)Haly)
ch g{u) est un polysome de degfé ( m-1 , & coefficients dans 5{ .
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Par hypothdse, les fonciions na{x) et g(y(x)) ne changent pas de
gigne dang un intervalle [xe,+ o0 ( ; 1a preposi‘biozi est donc une.
conséguence du lemme 1 .

Théoréme 1. Soient a(x) et b(x) deux fonctions sppartenant & un
corps de Hardy e ; y(x) uze fonction satisfaisant & (1) dans un

voisinege de + oo . Llensemble Cos fonctions r(y), ot =r(u) désigne

ude fraction rationnelle en u , & cosfficients dans % , forme un
gorps de Hard uton désizme par X (y) , et gu'on dit obtenu par

sdjonetion dey & K

En effet, d'aprds le lemme 2 , il existe un voisinage de + o° }
dang lequel 1la fonetion r(y) est continue et ne change pas de signe,
done S{(y)/ P est bien un corps ; d'autre part, comme
& (x(y)) = ' (y)y' = r'(y)(ay+h) , la dérivée de tputle fonction de

% (y) appartient & X (y) , ee qui prouve que & (y) satisfait bien
aux eonditions de la déf. 1 .
Gorollsire 4. Si y est use fonction de k non identiquement nuile

8( (log)y[) est un corps de Hardy.
En effet, (log y)! = I appartient & Y

Corollsive 2. Si y est zme fonction gueleonque de K , % (ey) est

un eor ae .

Bn effet, (e¥)'=e’y' , ot y' sppartient & k. :
Corollaire 3. £5i 5{ contient les conptantes réelles, et sl y est

une fonetion de ﬁ( non identiguement mulle, o un nombre réel

gueleopgue, X ([y(a‘) est un corps de Hardy.

En- effet, %:E (]yl“) =|y|““ (a g-') , 8t « ?' appartient par

hypothdse & K .
Enfin, si y est une prinmitive d'une fonction guelcongue de 5?: P
% (y) est encore un corps de Hardy.
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5. Comparaison des fonctions d'un corps de Hardy. Proposition 1. Deg; fonction
non identiguement nulles sppartensnt & un m8me corps de Hardy sont

strictement comparables d'ordre guelconque.
Ed effet, si f appartient & un corps de Hardy X , pour tout entier

B>0 , il existe un voisinsge de + ©© dans leguel f est n fois
dériveble, se dérivée ™ appartensnt & R . Il suffit done de
montrer qgue deux fonctions non identiquement nulles f,g de K sont

strictément comparables, ou encore gue - tend vers une limite

(finie ou infinie) lorsgue x tend vers + oog . Or, h appartient & K
done il existe un voisinage de + ©“ dang leguel h est dérivable, et
sa dérivée h' , qui appartient & X , ne change pas de signe ;

h esi donc monotone dans ce voisinage, donc tend vers une limite
lorsque x tend vers + o~ .

On en déduit d'abord gue, si &( contient les constantes réelles
(ee que nous supposerons toujours par la suite), et si £ et g sont
deux fonectious guelconques de SCZ ., deux quelconques des fonctions
ef, e, log 1£] » 1og]g[, ]f,“’ ,]gl“’ {a réel guelconque), L £ j; g
(a réel quelcongue dans un voisinage de + > oh f et g sont conti-
nues) sont sirictement comparables ; en effet, deux guelcongues de
ces fonctions appartiennent & un méme corps de Hardy obtenu en les
adjoignant successivement au corps k ‘

De néme, toute fonction f d'un corps de Hardy &( est strictement
comparable & X , car x et £ appartiemnent au corps de Bardy ¥ (%)
obtenu en adjoignant x4 ¥ (si R ne contient pas déjé x) .

On en conclut que f est (en particulier) strictement comparsble &
toute puisaame x* , ainsi Qa'é, log x st & o .

On volt aussi que, si f et g appartiennent & un méme corps de Hardy,
et si g >0 dans un voisinage de + oo , llordre de f par rapport
& g (chep.III,§1) est toujours défini. ’

—-_
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La prop. 5 du chap.IIi 55 est done applicable & toute fonction ¥
d'un corps de Hardy 3( , 8t prouve gue 3

2
1% i £ est d'ordre + oo par rapport 4 x , f £{t)at /\/J.ﬂ.?g..
x

2° si £ est dlordre L) -1 par rapport & x ,j £{t)at /\/WT- x £(x)
%9 g1 £ est d'ordre i =1 par rapport & x f f(t)dt/vm x £(x)

4° st £ st dlordre - oo per rapport A x ., J e(t)at A %-g%l%'
De méme ¢

Proposition 2. 1% §i £ est d'ordre infini par repport & x , on a pour
tout entier n > ©

(2) £2)(x) v J—%

x))
2° gi f est d'ordre fini [ par rapport & x , om a pour tout n >0

(3) @) v o) (e ene) B g (o) (ponit),

£ {(£1{x) Zn
sauf sl - est entier 70 gt n>pn. (f(x))n-1

1° 5i £ est d'ordre infini psr repport 4 x , on a J.Og[f] ¢ leog x
done, puisgue log [i’l et log x sont strictement comparables de tout

|
ordra,%}%,Pcsons gz%’;ame géS—’C , on déduvit de é—<x

gue é; {1 , €t par suite glﬂg = %’, ou encore fg'< gft .
De 1a relstion f'=fg on déduit en dérivant

% = fgt + gft ~ gttt
ou encore fg/\/ g' .
f montre, par récurrence sur n , que i:‘d N%’ ; dtod la
relation (2) . ‘ '
 2° Bi £ est d'ordre fini (- par rapport A x et sl (L #0 , on a8
leg}t[ nv frlog x , d'oh en dérivant £! () P -ﬂi—)— ; on en déduit

que £' est d'ordre [(L-1 par rapport 4 x , ce gui permet d'appliguer

ie m8me raisonnement, sppligué & f(n) au lieu de
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le m@me raisomnement psr récurrence sur n tant que #n , dlod la
forule (3) lorsque (¢ m'est pes entier ) U ou est entier (m .
~ Lorsgue f est dlordre entier p > 0 par rappert & x , on peut
écrire f(x)sxpf1(x) ; ob £, est d'ordre 0 par rapport & x .
D'eprés ls prop.2, on s
f(i’)/\/p!f?
Pour évaluer les dérivées d'ordre n > P , on peut donc se borner
au cas od p=0. ZAlors, si f n'est pas éguivalent & une consitante
k#0, on & log|f| & log x , d'ok %’{% ) XV f , et en
dérivant, xf™{L' ' , ce qul signifie que xf"MU-f' ., Tenant
compte de ceite formule, on veoit par récurrence sur n gue f(n)

est d'ordre { -n par rapport & x et que

{n) . . &1 £1
£ A/ (=1) (m-1)t —-s-)-x
; x
8i T éteit éguivelente & une constante k , on aurait
f(x)=k+f2(x) avee fa <1 , et on serait ramené & étudier les

dérivées de T .

e
4. Fonctions (H). Proposition 3. Si 3{0 est un corps de il ziste

o _corps de Hardy % contenant ﬁz’a et _tel cgue, pour toute fouction z
appartensnt & &( et non identiguement nulle su voisinags de + oo ,
e’ et log\z[ appartiennent & S( :

 béegignons par &Z l'ensenble des fonctions f appartenant & €§ A

et joulssant des propriétés suivahtes : pour chague fonction f_é S(
il existe un nombre fini de corps de Hardy S(‘i’ 4 prvees S(’n - {le
nombre n et les corps &i dépendant de ) tels cgue fég{n et gue,
pour O Ei ¢ n-4 , om ait S(iﬁ = Sqi(uiﬂ) s 08 uyuy est égé;le,
séit 8 e*i goit & log Zs et Z3 ap;;art_ianté f‘f(j_ et n'asiﬁ pas
i{?entiquemant nulle au voisinage de + o© . On dit gue uy ’3_23;‘; .3y
forment une guite de définition du corps SZ g €% de 1lg fenctié:’z £ 3
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- une =8me fonetion £¢ = pout naturellement possidder plusisurs sultes
de définition. »

11 est elair gue toute fometicn £€ X , non identiguement nulle su
voiginsse de + oo , ne cheange pes de signe dane un volsinage de + ~ ,
est dérivable duas ¢e voisinage, ot que sa dérivée ' gppartient an
corpe de Hariy Szn" done & ﬁ{ . Four voir gue k est un corps
de Hardy, il suffit domec de prouver gue si f ot & sont deux fonciions
de Sl s f-g et fg srpsrtionnent & e vr, soit Ugplpyeespt, ~ BNO
suite de défipition de £ , ¥,,V,,...,¥, une suite de définition de g .

La suite u,,.. 5BV, se sV, Obtenus par juxtaposition des suites (u,)

et {vs} gt encore wne suite de définition d%un corps de Hardy S( b #
et os corpe contient £ et g , doue il contient aussi P-g e% fg , qui
a;’ztgsrtiaanmt gipsi & 3‘{ .

i1 est cleir, d'apris cetie définitiocn, que non seulement % est un
corps de Hardy possédent les propriéiés dnoncées dans le prop.) 5 Beis
encors gue ¢'est le plug petit corps de Herdy syant ces propriéiés.
Bous direne gue c'est l'wiﬁ} du corps de Hardy 5{° .

s () 1'extension (H) du

ﬁ*azzr%a ceiie é.éﬁnﬁ.tiaa, sl £ est upe fonetion {ﬁ) uon iéantiqmmt
sulle dsne un voiginege de + © , ef et 1log |£| sont aussi des f@cv
tions (H) . Pius géaaémlament, si g est une seconde fonetion (H) ,
a{,,‘.,.. 8, une suite de définition de g ; et =iles fonctions con posées
¥ uof , uof ,”.,aaof et g-f sont définies au voisinsge de + <o ,
oa sont des fonctione (H) , comme on le voit aussitbt per réwrrem

sern .
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| , Tous avone déja (chap.III, $2)
défini les lozsrithmes itérés 1,x per les conditions 1,x = log log x , |
1x= log(ln_1x) pgar s >2. 211 dgi),nit de méme les exponentielles
itérées e,(x) = e e, (x) =e 21 pour m > 2 . 11 est immédiat
gue lnx est la fonmetion régiprogue ae en(x) , Géfinie pour
x>, 4(0), ot que e (e (x))=e (x), L(1x)=1  x. & vertu
des relations log x< x/ ¢ e* pour tout p >0, onapour n > 1
(4) 1x < (111_,:l:)kL pour tout 1> C

0 o < : :
(5) o,y ()< e, )L e ((1-9)x) < (o, (@) ¢ oy((tHa)n) < oy )
pour (>0, a >0, >0, 0{y<1,0<J < 1, ces nombres étant

par silleurs quelconques (pour démonmtrer les relations (5) par récur-

rence, il suffit d'appliquer la prop.6 du chap.III, § %5,

: e it LB _ 1 _
Bous gvcns déjé vu gue = (lnx) Sy sng lgéﬂ-ln-*{r . Cn a ds
n8ue =
%) . & (5,(x)) = e%e,(x)e, (x). .0, (x)
dtod, d'aprés la prop.5 6u chap.lll, 58 3%, pour tout (> 0
(7) [ ettt PR,
G . f"'x -4 QXH 82(1{4)... n-1(xF—)
= 4% 4 :
(8) f e Sidie (L <y
i ey(t" ) ({xfm_e"f‘ ea(x#)...enq(xfl)en(xﬂ)

6. Limitation supérieurs des fonctions (H). Les fonctions en(x) (n=1,2,...)
1 , . | -
et W :Ecmeat une échelle de comparaison telle que toute fonction
(E) soit comprise (pour la relation dlordre correspondant & la relation
"f{g ou il existe une constante k40 telle gue f/\/kh“) entre deux
fonctions de cette échelle ; autrement dit, il n'existe pas de fonction
(1) *;:alle qgue £ Se,(x) om f{ 3;;%57' pour tout n . Olest ce gui
va résulter de la proposition plus précise suivante :
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Proposition 4. 8i £ est une fonction (H) possédant une suite de définitig
formée de n fonctions et non identiguement nulle dans un voisginage de

+ ¢ , il existe un nombre 2 ) 0 tel gue
e
s (xf‘) n
Lorsgue n=0 il fau'b remplaeer e, (x) par x , et lorsque n=1 , 91 (x)
par e* dans cette formule.

’aemarqnons d'abord que, ei g et h sont deux fonctdons (H) telles que
{8 <o,(x") et {B<e(x"),ma

e (x”) en(x )

& 4(9 x"))?

wcx“ng
et par suite, pour A > 2 K

4 7
Ty A%

Démontrons la proposition par réeurrence sur n ; elle esit vrais pour
n=0 ; puisgue i;cute fonetion rationnelle est éguivalente & un moncme axp .
od p eet un entisr ratiomnel. Supposogs ls proposition démonirée pour
£< m ét démonirons~ls ?onr n=8 . Une fonction ayant une suite de
définition de m termes est de la Torme R{(u), ol B est une fraction
ratiqnnella dont les coefficients appartiennent & un corps de Hardy 24
ayanf une suite de définition de m=-41 termes au plus, et ok u = log \51
ou u=e® , avec z< X . U'aprds la remarque du début, on peut se
bomer montrer gue pour tout polynome F(u)-e +e,ut, .. +e ® i

P
coefficients dans ﬁz , i1 existe [+ >0 tel que
4Pm><e<x“)

em(x
en supposent bien entendu que ?(u) ne soit vas identiguement nul dans
un vaiainage de + oo ' , :
: Raiﬁmcns par récurrence sur g - la propogition étant évidente pour

pac ; suppoeons=-1é dénontrée pour les polynomes de degré  p-1 .
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Hous distinguerons deux cas suivent la forme de u .

1° u=log|z| . D'eprés la remarque du début, on peut, en divisant par
i
une fonetion de % ; Suppeser gue cP=1 . Alors, comme u! ='§

appartient & % s (P(u))! est unvpglynome en u & coefficients dans 7 g

de degré {p-1 ; domec il existe [ > O tel que

—d < 2 g (xf)
ot d'aprés les formules (7) et (8), on voit gu'il existe A >
te;qga e xl —<P(u)<e(x )

e (

< otz
e (x

En divisant au besoin par une fonction de 3( , on peut, d'sprés la

2° u=e> . Comme

remarqua du début, supposer gque ¢ -0 ou ¢, =} , glors
(2(u))' = efut.. +cpu Pre sHee ut. . 4pey up Ju?
et comme u'=uz' , (P(u))' est de la forme uQ(n), ok Q est un polynome

de degré ( p-1 em u , & coefficients dans 52 ; on a done encore

b )} < el )
e(x")
d'aprés la remarque initiale, et on conclut comme dans le premier cas.

7. Limitation infériecure des fonetiong {(H). De néme que les expomentiellss
itérées limitent sngétien:ement les fonctions (H) tendent vers + oo ,
les logarithmes itérés les limitent inférieurement, clest-i-dire qu'il
nféxiate pas de fonction (ﬁ)’telle que ?—( £< 1,x pour tout n -

Gela résulte de la propositibon plus précise suivante : '

Proposition 5. Bi £ est une fonction (H) possédant une suite de
défznition de n,fonetiana _non éguivalente & une constante, et d'ardre o
parr rapport a 1,.4% , il existe we ggnstante;ggg;la,ggn_gg;;g k st
ggientier rationnel non pul « , tels gue f(x)z\)k(lnx)a '
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On convient toujours que 113‘ = log X , lox = X . 3.‘_11: =4 .
Hous utiliserons le lemme suivant
Lemme 1. Soient £ et g deux fonctions (H) ielles gue goit d'ordre U
par rapport é. 1x;8i 8 n'est pas d'ordre O par rapport & 1 x ,

ma L .

£
&

En effet on & par hypothdse log \ -g K 1 .,% ; comue g n'est pas
d'ordre O par rapport & 1 s ? log\g \ tend nécessairement vers + oo
on = co , et on & soit log\g\ka 1 .4% , s0it loglg| S 1 %
dans tous les cas, log lé\{ log|g|, d'ol en dérivant l%’- é‘ l{\g'\ .
ce gui impligue %’f\/ g' , donc -2: f\/-‘é

Ce lemme établi, nous allons démontrer une démonstration un peu plus
générale gue la prop.5 : soit SX nn corps de Hardy ayent une suite de

définition de n fonections, et soit 3( le corps de Hardy obtenu em

ad joignant & &( les foncticne log x , 12x ,...,1 x si elles n'ap-
partiennent pes déja & &Z (les éléments de 8&{ sont donec les
fonetions rationnsllesg par rapport & log x lgx Sy ,1 X , & coeffi~
cients daus SZ ). Hous allons montrer gue si f est une fonction de &(
non éguivelente 4 une constante, et d'ordre O par rapport & 1:3- 1x A
oz a encore f£nJ k.(lnx)“' avec k et o non nuls et o« enter.

Hous reisonnsrons par récurrence sur n ; la proposition est évidente
pour n=0 car toute fonection rationnelle est dl'crdre O par rapport & ex
et équiValente & un mondme k,'x“ . Supposons donec la proposition '
démontrée pour n  m , ot démontrons-la pour n=m ; la fonction s
peut 8tre considérée comme appartenant au corps S% (u,l %), ob S(
est un corps de Hardy aysnt ume suite de défimition de m~1 fonctions,
3(.* le corps obtenu psr adjonction & 5({ de log x, 1y%,.. "1m 4% s

et Si( (u,}. x) 1le corps obtenu par adjonction & &C de L xetdeun,

7
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o on a, soit u = leg{zl, soit nse:' , et 2 (non mxlle)v appartient &

&Z ?: . Hous distinguerons plusieurs cas :

R Snppasaas d'gbord que wu=l x , donc que f appartienne au corps
%1 = «4( (1 x) ; autrement dit, on a P£(x)=R(1 x) , o R(%t) est une
fraetion ratiannelle & coefficients dans ~£(1
dens un polynome e, £ 1}9+01(1 x)p i+... p =
tiennent & 51 4 » on ue peut avoir qh(l x)P" a ek(l x)p pour h#k

. Or, remarquons que,

: 3 xﬁ@p , ol les c1 appar-

e
et ¢, ot ¢, noa nuls, car on en déduirait '3% (1m;) s ot par

X ; comme 22' appartient

e
suite et serait d'ordre U par rapport & 1 oy

% _ o 50
a &(1 » l'hypothése de récurrence entraine gue o serait équivalent

& une constante contrairement & la relastion précédemmenti obitenue,

m=1

On conclut de cette remarque gue tout polynome en 1 - & coefficients
dans S( est éguivalent & un de ses termss ; d'oh résulte amssitlt
guton & f(x)z\/c(x)(l x) , ob e(x)e 3% et a est entier (positif
ou négatif) . Cels étant, si f est d'ordre G par rappert & 1. .x
il en est de n8me de ¢ , done 1l'hypothise de récurrence entralne gue ¢
est équivalent'é une congtante.

2° Eu second lieun, SULDOSONS que £ appartianne & 3('(leg(z‘) avee
zZ ¢ 3{ . lious conumercerons par coneidérer le cas ol f est un polynome
-4

,p- B e : 5
f=ecute,u +.,.+cp_1u&ep ; les e étant sux mémes des polynomes en

1.x » & cosfficlents dans S{j ; soit cozao(;mx)p+ za,,*(].m’x)’g""-i-...-t-aq
Tous ellopns montrer que, dans ce cas, si f est d'crdre O par rapport &
lquxﬁ? il est équivalent & un mﬁ&&me k(lmg)a , avee o sutier >0 .

La propositiocn est vraie paur p=0 d'sprds la premidre partie ; démen_
trcns—la gar récurrence sur p . Supposons d'abord gre g=0 , e'est»a-dzre
gue e c,5{1 .- 81 e n'est pas dlordre O par rapport & 1 4% ; on peut

4 2 _m.. pa
en posaﬁt be =% 5 éer;.re f= bo , 00 g=uw +b1up +”'+bp -
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(1 7 1) étant encore des polynomes en 1 x , & coefficients

*
dans 5{1 . P'aprés le lemme 1, on a §r\/5; . Gr,%’- est xmpolyzmme

en u de dezré p-1 & coefficients polynomes en lp,x {puisgue u'= 3- € k 1)

195 bi

l'nypothéee de récurrence entraine donc dans ce cas la proposition.
8i au centraire e, est d'ordre O par rapport & l 4% , conme eo appar-
tient & SZ 4 1 S est nécessairement équivalent & une constante, et
on peut éonc supposer que Sc =1 . Alors, pour tout 3 > 0, ona

- :
(1 L 1x) < 2] < (lm.1 , d'ol en dérivent

L < |7

X. 108 X.. . Ui 4

=y
x.log x...(l )1

sutrement dit, f1=x.3.og x.lax.. 1 ,x.f' est dl'ordre 0 par rapport &

m-14

lm_,%x ; comme ec'est un polynome de degré p-1 en u , & coefficients

polynomes en 1 x (é coefficients daus 3{* 1), l'hypothdse de récurrenc
entralne que f'tN k(lmx)“ ; avec o entier 0 ; on en tire en intégrant
que f‘/\/k'(}.m:_ae:)‘:'"H :

Supposons maintenant ¢ > 0 , et raisonnons par récurrence sur g .
Si aovn'est pag d'ordre C par repport & lm_1x ;, en peut, en posant
1

b=5 , éerire f=%,o&galamémeformequef,maisavecaﬂ

o
$'aprés le lemme 1 , on a fm%r ; ob .9-,— est de la mBme forme que £

mais le degré du pol;mome en 1 - coeffic;ent de u’ , ost égal & g&
g=1 ; l’hypothese de réeurrence entraine alors la proposition. 8i au

contraire & est d'ordre O par repport & 1._.x , & , est éguivalent &

une eqﬁstaute, et on peut supposer Qne ao:ri . Dans ce cas,

f‘,’i'zx,;ag x...lm__qx.f' est d'ordre O par rapport & 1 _,x , et c'est un
polynome de degré p en u , dont le coefficient de u? est un polynome de
degr'éii g-tenlx, & coefficients dans S‘(’; : l’hwéthésé de récurrence

permet de conclure comme ci-dessus.
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Supposons maintenant que f soit une fonction rationnelle

, of

"‘”‘}”A“ (P
o

g et h sont des poljmozaes ee uetlx, a coeffTicients daus Sza: .
Un peut toujours supposer que h = ((J.ch)q'ﬂml (lmx)q-1+...+bq)np+
les termes non écrits étant de degré {p en u . La propositon est vraie
si h est dtordre O par rapport & lm- 4 5 car elors il en est de méme
de g , done g et h sont équivalenies & des monomes k(lmx)“ , et il en |
est de mBme de £ . Si av contraire h n'est pas d'ordre O par rapport a ]
1 4%, 0n a8, d'aprés le lemme 1 , fr\/.gl.l.: , et h' & la méme forme que h,1
mais q¢ y est remplacé par g-1 sig >0 , el p par p=1 si ¢=0, p >0 .
Par réecurrence sur q et sur p , on se raméne donc au cas oh p=g=0, qui 4
a déje été traitsé. |
3% supposons enfin que f appartienne & S('(ez ) avee z ¢ X i: . Sup-
posons dfabord que f¢ %t(ez) ; nous allons voir alors gue si I est

d'ordre G par rapport & lm_ 1x , ¥ est nécessairenent équivalente

4 une constante. Considérons en premier lieu le cas oh
f=ug(a°+a1u+...+a§up) les s appartenant & &Z: ;, @ étant un entier
positif ou négatif. Baisonnons par récurrence sur D , et considérons
d'gbord le cas ob p=0, q?éG (le cas g=0 est iaméiiat) ; si aoequ
est par exemple &1 et d'ordre O par rapport & lm_1x , On &

1< qz + log 8 < ix; mais gqztlog a eppartient & §x '(log ao) , ot
nous venone de voir gu'aucune fonection de ce corps de Hardy ne peut

satisfaire & 1« £ 1 x . Si naintenant p >0 , on peut éerire

2

Hhautb B +. . . D 0P _ : * -

1134 % = o , les b; appartenant & % 4 388 bu 9 ntest
u - : |
)

pas éguivalent & une constante, il ne peut &tre d'ordre O par rapport

f =

a 1 ,x , done d'aprés le lemnéé 1,08

41 (by#2bgut. . 4pby WP )+ bi+ Dhut.. bt |

(bl-gz'D, yuteg
et la proposition en résulte per récurrence. Si eu contraire bu

£/

q,.
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est éguivaelent & une constante, on peut le remplacer par cetie constante,
et on voit comme dans la seconde partie gue x.log‘x..,lm-qx.f’ est

d'ordre O par rapport & lm,1x , donc 1'hypothdse de récurrence entrali-

ne gue cetie fonction serait équivalente & une constante #0, et en inté-

grant, on en déduirait que f vk.l x ; mais alors on aursit ausei
u(b1+h2u%...+%pu? )/«Jk.lm; contrairement & 1l'hypothége de récurrence.
On passe de 1& zu bas général en remarquant qug toute fonection T de
31* = 1 + b1u¥bgu .. otbX : g
1(e } peut s'éorire f = L y @ étant positif ou

¢} Ty
a (c°+c1u+...+eru )

négatif. 8i le dénominateur est dfordre U par rappért & lm_1x , i1 en

est de mBme du numérateur, donc tous deux gont éguivalents & des
constantes d'aprés ce gui précdde, et il en est de méme de £ . Daus
le cas contraire, le lemme 1 prouve que

2! (by#2byut. . +pbuP " )t blibtut. .. +pigP™"
(c1z’u+f.+rcrz'u?b1+céfc*uﬁf.+c}ur4qu(c°+c1n$..fcrnr))u1+q

t 2V

ot en raiscnnapt par réeurrence sur p , on se raméne au cas oh p=0,
done au eas déje traité.

11 est dome prouvé gue les fonctions de &(ﬁi(ez) , comme celles de
&5: , ne peuvent &ire d'ordre U par rapport & ;m_?x que si elles sont
équivalenies & une constante. ©Or, W '(e%) s'cbtient par ad jonetion &
&5:(92) de ;mx ; done le raisonnement de la premidre partie est appli-
cable sans modification, ot achdve la démonstration de la prov.5 .

Corollaire. i f est use fonction (H) possédant une suite de définition
de n fonctions, la fonction x.log x... x.f(x) ng peut Stre d'ordre O

par rapport & lnx gue si elle est éguivalente & ure congtante.
Bn effet, eet;e fonction est alors d'ordre O par rspport & '1n-4x
done si elle n*est pas éguivalente 4 une constbante, elle est d'ordre
B ¢ o DPEE ! . 3 =
entier fﬁ par rsoport & In;

Ge corollaire prouve done gue, pour toute fometion (H), les eritdres
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les critéres logarithmiques permettent de détew&nar si 1l'intégrale

/ £{t)dt est convergente ou nomn.

. Les théordmes de du Bois-Reymond. Les prop.4 et 5 sont en quelque sorie des

analogues de l'"axiome d'Archiméde® dans l'ensemble totalement ordomné
k / R, {chap.IlI, §1), oh k est le corps des fonctions (H).

lais il n'existe pas de propridté de cette nature dansllensemble ordon-~
né (non totslement) ot / B, . On a en effel les deux propeositions
suivantes :

Proposition 6 (du Bois-Reymond). Soit (fn) une suite de fonctions
croispantes et conbinues sppartenant a 5'1/ , ot telle gue £ 23 o
pour tout n . Il exisbe une fonctiocn continue f fells que £ <%

pour tout =n .

.yrog osition 7 (du Bois-Heymond). Soit (fn) une suite de fonctions

croispantes ot continues appartenant & A ; 86 telle cue 1T ., Lf,
pour tout n . Xi sxiste une fonction continue £ telle gue 1{4‘;4:{‘11

pour tocut »n .

Bous démontrerons simultanément ces deux propositioms. On peut
supposer que les fn gont définies dans tout 1l'intervalle [O,+ 00]
en les prolopgesni arbiirsirement dans la partie de cet intervalle od
elles ne sont pas définies. ‘

Pouz tout n , il existe un voisingge de + o° dans leguel on a
f (x) £ (x) {resp. £ (x) 4 (z)) pour 1<p<n . 5i on pose
g,n_- eug( g3fsseesf, } (resp. g =int(f, , T, 00,1, 31 . g est croissan-
te, éguivalents & fn nod. [ setonma g (84, (resp. Bops < n)
pour tout n . Pour démontrer la prop.6, définissons f par les
conditions f#(n)=g (n) , £(x)=(n+ --:e;)gn(ic)-&-(x-n)ggﬁ_i__,i {(zx) pour
n {x{mrt ; il est immédiat gue f est continue, croissante et setisfaitl
8 gﬁ(z) g £(x) ¢ &ni1 (x) . be méme, pour démomtrer la prop.7, définis-

ﬁéns use suite croissante (_xﬁ) de pointe par ls condition
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81 (Fpsq) = 8, (x )+, ce qui est possible puisque g < 8 pour tout

n ; puis posons f£(x) = 3up(gn(xn),gn+1(x)) pour X, (X (Fuy £ est
continue, croissante et satisfait & gu4q(x) < £(x) < g,(x) pour

193 . La fonction T sinsi construite satisfait visibelenent
a&x cOﬁdi s de la prop.6 (resp. prop. 7) .

Bn particu}.ier, on voit qutil ekiste des fonctions £ telles que
4 }eﬂ(x) pour tout n , et des fonetjons g telles que 1 <g<ix
pour tout n ; de telles fonctions ne peuvent naturellement &tre des

fonctions (H) .

lo. Fonctions (H) et échelles de compzraison. Nous allons voir guton peut
d6finir une échelle de comparaison © formée de fonehions (H) et satis-
feisant aux conditions (%), (8Cyy) ,(ECIII) et (ECyy) du chap.lII .

Désignons tout d'abord par ‘éo i'ensemble des fonctions de la forme
ﬁ (1 x)a'm , ob les a sont réels et nuls seuf pour un nosbre fini
gﬁindiees m ; on voit aussit8t que ces fonctions formenl une échelle
de cemparaison setisfaisant & (ECI), (EOH) et (EGIII). Définissons
ensuite par récurreuce l'eusemble ‘é oomme formé de la con,é.tante 4

et des fonctions de 1la forme e , od k est un entier

arbitraire, f1, fg""’fk des fonctions de -en-‘! telles que

£, }f .-s 58 41 et les &, des nombres réels #0 ; montrons par
récurrence que é est une échelle de comparaison satisfaisant &
(Eex), (EGII) et (EGIII) et contenant %n 4 + La relation ”éﬁ & 'é
est vraie pour an=1, car le logarithume dtune fonetion (non coﬁstante)

de %o est de la forme a1f1+”'+akfk , ofi les f sont des legarithmes
itérés, done %1 ; si ‘é St n-q 1 OB daduit de la définition de
“é que ‘é C‘@n,venprenantlesf dans ‘gﬁa;anvoiten
outre que ‘% vérifie (EGIII) I1 est clair par ailleurs que {EG ) et
(-FG ) résultez.t de 1z définition des fonctions de é n Bes’ce & voir

tme % = est une échelle de eemparamon ; comme le guotient de deu.x
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comme le guotient de deux fonections de "6 - appartient encore & % .

il suffit de prouver gu'sucune fonction de % . autre gue la constante 1 ,
ne peut Stre éguivalente & une constante # O . | Or, comme

log £ = a’ﬁf‘i'*'“""akfk/\/a £, et que £, -1 per hypothése, log £ vtend
vers + oo , donef tend vers O ou vers + oo .

Cela étant, si ‘é est la réunion des ’%n pour n '>/0 5 ﬁ est une
échelle de comparaison, car daux fonctiong de 'é sppsrtiencent & un
méne ‘én ; i1 est immédiat que £ satisfeit 2 (), (Een), (EGIII),
et aussi, par construction, & (EGIV) -

Remargue. HMalgré l'utilité pratique de 1'échelle é gue nous venons de

définir, il est facile de donner des exemples de fonmctions (H) gui ne
Z sont équivalentes & gucune fonction de la forme kg od k est.une constante

/=é0 et g ¢ é . En effet, si £V kg , log f-log g - log k tend

vers 0 , done 1log £ admet, relativement & 1l'échelle % s un dévelop-

pement assymptotigue ayant un nombre fini de termes gui croissent

indéfiniment (en vertu de le pmpriét;é- (BC III))‘ Or, si on considdre

Xt =

par exemple la fonction (H) £(x)=e® I " logf =" X aun

développement asymptotigue relatif 2 d'ordre n asussi grand gu'on veut

e+1 g - Sy 9
1ogf=.—e+ 2!-3+...+mxn+o(xn)

dont tous les termes croissent indéfiniment. Il en résulte que £
n's pas deo partie principsle relativement & 1'échelle % .

10, Fonction réeiprogue d'une fonetion (H). i f est une fonction (H), £ est
monotone dane un voisinage de + o© , donec la fonction réciprogue de sa
resiricetion & ce volsinage est d6finie el monotone su volisinsge du point
a =x3:§$wt(x) ; en général, on peut montrer que ce n'est pes une fonction
(E) laig, dans certains cas imporiahts, on peut trouver ume fonction
(u) éguivalente & cette fanctien réeiprogue, ot méme un développemed
asymptatiqus relatlif & l'éehelle “% . Hous surons besoin du lenme anivsnt‘




Lemme 2, Soient p et q¢ deux fonctions (H) non identiquement nulles et
telles que a(x) > 0 au voisinace de + oo .
1?8 ¢ < 2, ,eme p(xn(x))plx) .

2° 3i on s & 1a foig q< Z2 et q(x)< X,0n8 p(x-q(x))}vp(x).
Les deux parties du lemme sont évidentes si p(x) vk (constante #0);

on peut done supposer p(x) < 1 (einon on raisonmerait sur % )

Un en déduit p'(x) { x

1° tn a p(x-i-q(x))=p(x)+q(x)p’(x+8q(x)) avee 0 (8 (1 . Comnme la
fonetion lp', tend vers O lorsgue x tend vers + oo , elle est décrois-
sante dans un voisinage de +o° , donc on gura pour x assez grand
[p'(xﬂq(x))l < ,p'(x)l ; comze gp'< P , on en déduit que
pl(xtg(x)) v p(x) .

2° La condition g(x) { x assure que x-q(x) tend vers + o© avee x .
On a encore p(x-g(x))=p(x)-q(x)p*(x-6g(x)) evee 0 (6 (1 . Fei,
pour x assez grand, on & \p'(x-eq(x))l < lp"’(x‘-é(x))‘ . Tout revient &_

démontrer que q(x) p x - : tend vers O lorsque x tend vers + .
La proposition est vraie si % > 1 , car alors |yl est croissante
p'(x-q(x)) p(x)

et gp!
re=1c 8 N e )J e T\ ?
par hypothdse. Elle est vraie asussi si %/\/ k (k constante fo) , car

p'(x-g(x)) p'(x) - ,
16263 R W 3] Pﬂisque x-q(x) tend vers + O7 . Reste

uaniquenent & examiner le ces ol { 1 . Bupposons 4! abord que P soit

pour X assez grand, dome g(x)

alor

d'ordre fini par rapport & x , denc gue P'< -~ =« Alors

{x-q(x)) PVYX
Pa)) -
Sty T ey 01, fdowe

a{x)p'(x-q(x)) _ a(x) alz) -1
Ealx)) = (- 55 (1)

e% on voit gue dens ce cas, le lemme est vrai sous la senle hyzsethése

a(x) < = .

o(1) = ( )
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1
Gonsidérons enfin le cas cd -}E-( % {1 ; ia fonction % -% est
alors d'ordre finl par rapport & x ; en lui sppliquant le lemme
(valsble pour une telle fonetion d'aprds ce qui précdde), on a

p'(x-g(x)) , p'(x)
» (za(x))  » (x)

¥

et comme qp'< T , le lemme est encore vral dans ce dernier cas.
Remarcus. Les conditions imposées & ¢(x) ne peuvent &tre
améliorées, comme le montrent les exemples suivants :

&) )=t , alx)=t= 2T, plxra(x))me.p(x)

, p(x) -
b) »plx)=log x , gq(x)=x-log x < 27 e log x
p(x+g(x)) = log log x < p(x) .
Wous nous propesons d'abord de trouver un développement asymptotigue

de lsa fonetion réciprogue u de la fonctiocn x —>x-g(x) , oh g est une

fonction (H) telle gue g(x)»{ X ; uest donc définie dans un voisi-

nage de + oo . Formons la suite de fonctions

uo(x) =X
v, (x)=x+g(u o(x) Y=xtg(x)
w, (x)=xtg(u, (x))=x+g(ztg(x))

w,(x) = xbg(u,_,(x))

Nous allons trouver une fonction (H) éguivelente & u(x)-nn(x) pour
tout n ; si cetie fonetion admet une partie principale par rapport &
1t%échelle é , et si d'autre part, on peut former unm développenent
asymptotique par rapport & ‘é de la fonetion un(x) {probléme gui se
ranéue & ceux traités au chap.lll, d'aprés la définition des' fonctions
(H)), on obtiendra, en faisant la somme de ce développement et de la
partie principale de n(x)-uﬁ(x) {suivant les régles exposées au
chep.III) wun développement asymptotique de u(x) .
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lious poserons pour simplifiei ysu(x) 4 ynzun(x) ; on a donc les
relations z=y-g(y) , V=% » yn-—-x-t—g(ya__ 1) . On peut se bornmer au cas od
g n'est pes équivslente & une constante #0 ; dans le cas contraire, on
aurait g(x):k-!—g“x) s BVeC » g4 < 1 ; la fonetion uq(x)za(x)-k - serait
fonetion réaipraque de la fonetion X=g4 (x+k) , ot on serait ramené
au cas oa g =n! est pas équivalent & une canstante #0 .

De la relastion x=y-g(y) , om tire d'abord £ = 4~ ggy) ; quand X

J
tend vers + oo , il en est de mnfme de y=u(x) , dome g(y)

tend vers 0 ,
¢e qui montre d'abord que a(x)fv x = ug(x) . Dlautre part, on a2
7-3,=v-%=e(y) = glx)(y-x)e'(z)
o% z appertient & 1'intervalle d'extréuités x et y ; quand x tend vers
+ oo , il en est donec de méme de z , et come g X, g'< 1 , done
g'(z) ‘tend vers O ; autrement dit
y-x = g(x)}o(y-z)

done |
(9) u(x)=x v glx)

liontrons maintenant, per récurrence sur & , gue lorsque X tend vers
+ o0, un(x) tend vers + ©© et que 1l'on a
(10) | ' u(x)-u (x) < ulx)-v,_4(x)
0n a en sffet y-y,=2(y)-8(¥,.4 )=(y-yn_1)g'(zn_1) , o8 z . eppartient
& l'intervalle d'sxtrémités y et y, _, ; par hypothése, i tend. done
vers + oo et g'(zn_,‘) vers 0 , ce qui démonmire (10). De (40) on tire
alors u(x)-un(x) { u(x)=x r\/g(x)< x~ ulx) , done nn(x)mu(x) , ot
per suite u ¢4 . En outre,'rls. relation u(x)-nn(x) < u(x)=x s'éecrit
(u(x)-x)-(an(x)-x) < w{x)-x , dloh

(41) u,(x)-x nvulx)-x vg(x)
fie ces relations, nous a.lloaa géduire que
(12) u(x)-u,(x) v glx)(g' (x))"
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Pour cela, nous remarguerons d'abord que, si t{x) est une fonction
tella gue t(x)-x ~/glx) , on a g’(t(x))/vg'(x) En offet, pour x
assez grand, g' est monotome, donme g'(t(x)) est comprise entre
gt (x+(1+e)g(x)) et g'(xr(i-e)g(x)). Le lemme 2 donnera done bien
g'(t(x)) ~g'(x) , pourvu que l'on démontre la relation g< 'g"“'

Or, si g est d'ordre infini per rapport 4 x , on a {prop. 2)
g . & , et comue gf{ 1 , g<§,r\/.§; ; 81 g est d'ordre fimi [

7
g g
par rappert & x , on a nécessairement “ 138 (< 4 , 1a prop.2

g  k .
prouve que -é-,-/v = (k constante # 0) , d'od encore g < 5,- ;

enfin si (¢« =t , on & _5::_ < _1_' car gt n*est pas éguivelent & une
£ Es '
constante #0 , donc encore g { B .

Cela étant, comme ¥=y,=g (zn_1)(y Vu-1)s €t que 3z, _, appartient &
1'intervalle dlextrémités y et 5, , , on &, atapres(11), z,_4-x ~glx),
done g'(z v e (%) ; par récurrence, on obtient la formmule (@)

Remarguons que si en outre g est glordre < 1 par rapport & x ,
u(x)-un(x) tend vers O lorsgue x temd vers + o© , pour n assez grand.
Bn effet, dans le cas contraire, onm aurait gg'® -1 pour tout n ,

1

done g serait d'ordre infini par rapport & =, ; or, cela entrainme
gi

llo log g'| , atok en aérivent £ S BT . Mais, si g est d'ordre
g el c|ios e , S S & . dais, sl gest d'o

‘ i § g g'
' ar rapport & o £ i - 5 L[ =5
<1 per rapport & X, oma 2 %r gi o s 3
= -4 # =3

si f(t #0, ot enfin %4% si (=0.

 Par comtre, si g est d'ordre 1 par rapport & x , on peut avoir

gg'? ¢4 pour tout n , comme le monire l'exenmple g(x)= 1-525;
iu cas que nous venong de traiter se rattachent, plus généralement

les cas ol la fonection u(x)-—y patisfett & 1'identité ¢(x)= ’\]/(y)-g(y),

ol g ot ’\t/ sont des fonctions (H) avee Y -1 , et g< v ; el la

fc:nc'biem réciprocue 9 de ' est une fonction {(H), et ei v est la
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est la fonction réciproque de la fonetion x — x-g(9(x)), on a

0= esv o¢ ; s8i on connalt un développement de v , on en déduira un

développement de u par epplication des procédés du chap.III .

emples. 1) Cherchons le développement de la fonetion réeiproque
de x5+x ; en posant xyzt , on est ramené & ehareher ls fonction
réciprogue de t+t5 , clegt-2~-dire an cas od g(t)z-ts

Bornons-nous & caleuler u (t) ; on &

u, (8)=t=(t-t ° $) 7 b +-;-t %+-§5t’% + O(t-l;)
DPtautre part, d'aprés (12) g
u(t)-u,(t) A/ - 5-5- &
d'oh . 4 7 &l
u(t)=t-t5+35- z"’+%—5-t ‘30l 7}

et par suite le développement & 4 termes de la fonetion réeiproque
de xf’-l- x est

Z - .
(u(z))® = 1-%x-5--§gx ; --é-sx 5+0(x 5)

2) Cherchons le développement de la fometion réeciprogue v de

p 4
log x

; de 1'identité x = -i-ag-;- o y = v(x), on tirve

log x = log y-log log y ; posant z =1logy , t =1logx, on a
t=z-log z , on est donc ramené & développer la fonction réciprogue

u de t-log t ; calculons par exemple u,‘,( t) ; on a

2
log log ¢ sriog ©
uz(t)=t+lsg(t+lcg )=t +log t + -—%—-— - L—fﬁé—l +0('9'§z- )
et d'autre part, d'aprés (12)

u(t)-ua(t) ~n/ -}f‘éé-i‘-

donec on a le développemept & 5 termes
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a(t) = t + log t + 2025 . L%gzﬂ-:-;—"%t——m(éssg-)

et en revenant au probléme initial, on voit que le développement

correspondant de la fonction réeiprogue v(x) de 1:g =
v(x) = x log x + x log legx+xw+0 (x Lo log X)
log x log %

Remaraue. On noteras gue deux fonctions (H) équivalent’es' peuvent
avoir des fomctions réciprogues non équivalentes comme le montre

1'exemple des deux fometions log X et log x -1 .

Exercices. 1) Montrer que toute fonction (#) possédant une suite
de définition d'une seule fonction est éguivelente & une fonction
de la forme

(1) ~ xP(log x)7e

ob p et g sont des entiers rationnels. P(x) un polynome en X

q P(x)

(méthode de la prop.4).
Br déduire gque toute fonetion ds la forme R(u1 sUppeee ,nk)

<

ot A est une fonction rationmmelle de k varigsbles & co efficients

réels, et Lo

de définition é'une seule fonction, est encore éguivalente & une

Upyeooply des fonctions (H) ayant chacune une suite

Ponction de la forme (1) (se remener & un polynome €1 U,,...,Up ,
raisopner par récurrence sur k , puls sur le degré en u du
polynome) .

2) Comparer entre elles les fonctions e, ((1 x)‘u) suivant les
valeurs des enbiers p et g et du nombre reel ﬂ >0 (1 #) .

%) Montrer que, si f est uune fonction (H) ayant une suite de '
définition de n termes au plus, slle ne peut satisfeire aux
relations e ((1q+1x)8< £ e ((l x) ) , ou aux relations
e ((l x)g) £ pﬂ((l %)%) guels gue soient § > 0 et o tel
que Y < a1, que si on a pigHi {n (raisonner par récurrence
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4) On définit par récurrence un corps de Hardy % p 4@ la maniére
suivante : X o ©st le corps R (x) des fonctions rationnelles en x
& coefficients réels ; 124 = est le corps formé des fonctions de la

forme R(u,, u

paeee ,ak), ot R est une fonction ratiomnelle & k variable

& coefficients dans Sf( At k un nombre guelcongue, et les ui de 1la

forme e i ou log ]z 1( , o& z; est une fonction non identiguement
nulle au voisinage de + o© , aspparienant & SZ .t Généraliser
les prop.4 et H et l'exerc.3 aux fonctions de &’n (raisonner par
récurrence sur n ; pour chague fonction de S‘Z = rasisonner par

récurrence sur k ).

> atx
iont la série >, 2
5) lontrer qus la série >, —S— converge uniformément dens

toute partie compacte de K , et gue sa somme f(x) est telle gus
nx) en(x) pour tout entier m .

6) sontrer gu'il existe une fonction croissante f définie continue
et >0 pour x > 0 , tells gue f(ax)ﬂf(x) pour tout x 5 0 ;
en déduire gue, pour tout “ ,ona flx) 5 en(x) ’

7) 8i £ est une fonetion croissamte continue et > U définie pour
x ) 0 et telle gue #(x) ¢ en(x) pour tout 2 , et si g est la
fonction réciproque de £ , montrer que 1 < glx) 1 n(x) pour tout n .

8) Soient (fn) i {gn) deux suites de fonectious continues croissantes
appertenant a 6( , telles que £ n{ an = gm } Entt et fn<gm
guels gue soient m et n , montrer gu'il existe une fonction continue

eroissante h telle gue fn<h<gm guels gue solient m et n .

9) Soit £ une fonction (8) telle que 1< £< x . Montrer que dans
la fermule de Taylor
£(xke(x))=E(x)+2(x)EN (x) + 5, (2(x))°E7 () ... +

+ 1 (2P () (2™ 2B (zror(x)
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avee 0<6<1 (@ dépendant de x) ; chague terme est négligeable
devant le préeédent. 8i £ est d'ordre < 1 par repport & x .
le dermier terme de cette somne est { 1 pour n assez grand.

10) Déduire de l'exerc.9 que =i f est une fometion (H) telle que
log £(e*) soit d'ordre <1 par rapport & x , la fonction
f(xf(x)) est équivalente & une fonction de la forme e, ot g
est une fonction retiomnnelle par rapport & x , log f£(x) et un

certein nombre des dérivées de cette deruiére fonction.
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APPENDICE II

- on & = en 6

LA FONCTION GAMMA (Btat 1).

an w» wD e G a0 o

41, i'équetion fonctionnelle fondementale. On a défini par récurrence (Ens.,

chap.1II) la fonection nl pour tout entier m » O par les conditions

ot=1 , (o+1)1=n.(n-1)! pour n>0 . Nous poseroms, pour tout entier n >1
I’ (z)=(n-1)t ; nous nous proposons de définir dans 1'ensenble des nom- |
bres réels x >0 ume fonction comtinue ' (x), prolongeant la fonetia
1' @éfinie sur l'ensemble des entiers Y. 1 , et d'étudier les prindpale:
propriétés de cette fonction.

I1 est clair gu'il existe une infinité de fonctions continues dans
]e,+ oa[ , prolongeant | (n) ; comme on a la relation D+)=nT (n)
pour tout entier n ) 4 , nous nous bornerons & considérer celles de ces
fonctions qui, pour tout x >0 , satigfont & 1'équation fonctionmdle
(1) £(x+1) = xf(x)

11 suffit alors qu'une telle fometion stisfasse en outre & £(1)=1 pour
qulelle prolonge | (a).

11 existe de telles fonctions, car si, dans l'intervalle ]0,‘%] 5
£(x) est prise 6égale & une fonction continue telle que £(4)=1 , mais
par ailleurs grbitraire, il suffira de poser f(ﬁn):x(xﬁ )(x+2), =
(x4n-1)f(x) pour tout entier n > 1 et tout x¢ ] a,a] pour avoir
défini dans ]G o+ 00[ une fonction continue f satisfaisant & 1'équa-
tion (1) . '

Si £ satisfait & (1) et prend des valeurs >0 dans | 0,1] , elle
prend des valeurs > 0 dans ] 0,4+ o© [ ; la fonetion g(®x)=log £(x)
est donc définie et coptinue dans ]G,—P_w[ ; et satisfalt da:aé cet
intervalle a 1%'éguation
(2) glx+1)-g(x)=leg x
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Dl'agilleurs, si g, est une seconde fonction continue dans ] G,«i-oo[
et satisfaisent & la méme équation (2), on &, ep posant b=g,~g ,
b(x+t )=h(x) pour tout x >0 ; sutrement dit, h est uwne fonection conti-
aue périodique admettant la périede 1 , dans 1-!1ntervalla]c:,+ =1 -
Nous allons dans l'ensemble de ces fonctiéons, en caraciériser une par
une période particulidrement simple : la gonvexits dang 1f intervalle
] 0, +o0 [ . |

2. Solutions convexes 4! éguations sux différences Pfinies. la relation (2)

rentre dans le type général des Sguations sux différences finies, od
on cherche une fonction u(x) définie dans un intervalle |a,+ oo [

et satisgfaisant dans cet intervall_e 8 la reletion

(3) ul(x+1)-u(x) = £(x)

ot f(x) est une fonction donnée. Iei encore, si uo(x) est une solutiox
toute autre solution est de la forme u (x)+h(i) , o8 h(x) admet la
période 1 dans 1'intervalle ]a,-ﬁ- ’0[

Th@rém 1. si, daps 1'intervalle ] O,+ eo[ la fonction £ est crois-

sante, concave et telle gue 1lim %—l = ¢ , i1 existe une fonction u

x>
et une seule définie daus ]O +<>o£ , convexe dang ]0,4-00[ , satigfai-

sant & 1'équation (3), et prensnt une valeur donnée s pour x=1 .
Remarguons en premier lieu que la dérivée & droite fé existe pour

tout x5 U ,est O et décroissante ; montrons gulelle tend vers O

lorsgue x tend vers + co . En effel, soit x >0 guelcongue on &

‘ £(x)-£(x,)
2. . .
:1;""3;4,00 =, = 0 ; mais, pour tout x V%5, 0na
£1(x) f(x} f( ) puisque f est concave, donc 1lim f*(x) =0 .
B X X i G

Tous alloms prouver tout 4! abord gue, s'il existe une fonetion u
satisfaisant aux conditions de l'énoncé, elle est bien déterminée dans
1tintervalle ] 9,1] , ot par suite dans tout l'intervelle ] 0,4 [ .
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Pour tout entier n > 1 , la pente de la droite joigmant le point
(n,u{n)) su point (x,u(x)) est fonction ®roissante de x puisque u
est convexe ; on doit donc avoir, pour O0(x (1

ulo=1)-uln) ¢ nm(n dx)-uln) ¢ g_(g%-;r)-uf'nz
> n

n=1-n N obkx-n -0

clest-g=-dire, dtaprids (3) _

(4) xf(n-1)  ulzin)-uln) =f(n)

Or, on a d'aprés (3) ulzin)-u(n)=u(x)-at((z}HE(x+)+. . +E(xtn-1)) -
-(£(1 )re(2)+. . #8(n-1)) ; par silleurs, on peut écrire

£(n)=f(1 )+(£(2)-2(1) )+ (£(3)-£(2) )+. 4(£(n)-£(n-1)). On tire donme de
1'inégalité (4) gue, si on pose pour n ) 2

(5) v, (x)=xf{n)+(1-x)£(a-1)-£(x+n-1)

et un(x)za-f(x)%xf(1 )-l-va(x)-w}(x}i-. - .hn(x)
on a nécessairement, pour 0<x (1

(6) u, (x)-x(£(n)-£(n-1)) { u(x) (u (x)

or, on & f£(n)-£(n-1) < fa(nd) d'aprés le théoréme des accroigsements
finis, et par suite 1lim (£(n)-f(n-1))=0 . De la relation (6) on

n o
déduit donec que, si la solution u existe, elle est nécessairement égale,

d__aﬁg]&,%j » & la limite de u,(x).

Inversement, nous allons montrer gue la série de terme général ssuverg
v, (x) converge uniformément dans tout imtervalle compact contenu dans
[9,4— o[, ot que la limite u(x) de u (x) satisfait bien sux condi-
tions de 1'énonecé. '

// Bn premier lieu, remarguons que v, (x) est la différence des
gmm)erdgmées de la droite joignant les points (m~1,f(n-1)) et
(n,2(n)) et de 1a courbe y=f(x) au point d'sbscisse xtn-1 ;

comme f est concave, on a v, (x) {0 ; en outre (fig.1), on a

Y (S 14,-{; A

P4 |

pour O X1 _
xf(n)+(i-x)f(n-1) < £(zn-1) { £ln~-1 }+xfé_(ﬁ~?)
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dvol -y (x)< x(f'(n-‘i) (£(n)-£(n-1))) < r'(n-‘l )-f'(n)
Gomme la série de terme général f*(n- )-fd(n) O , est convergents,
on voit gue la série de terme général v (x) est uniformément convergente
dansjo 1] . D'autre part on &

v, (%1 )xv (x)+f(n)-f(x+n) (r(n~1 YeP(xtn~1))
et, d'aprés le théorsme des aceroissements finis
(7) v (=H)=v__, (z)+x(2£(n)-£(n-1)-£(nH1))
Mais comme f est concave, on a (fig.1)

 ef(n)-£(n-1)-2(2k) < 2(£1(m-1)-£1(aH)) |

et comme la série de terme général :l:" (n-1 )-f' (n+1) est convergente,
la série de terme général vn(x) est g.nifemément convergente dans
] 1 ,2] ; Ge proche en proche, on voit qu'elle est uniformément convergentt
dans tout intervalle ]p,pﬂ] , et par suite, dans tout intervalle
]O,@] . En outre, on a, d'aprés (7)

u, (x+1)=0 (x)+£(xHx(£(n)-2(a-1) M, (x)
pour tout x>0 ; en faisant eroftre n indéfiniment, comue #(n)=£(n-1)
tend vers O ainsi que v ., {x) , on voit que 1z limite u(x) de uh(x)
satisfait & (3) .

Enfin, chacune des fonctions a-f(z) ; xf('!) et v (x) (2<pgmn) est
convexe daus ]u + oo[ ; i1 en est done de méme d.e leur somme uh(:x.) 4
et de la limite u(x) de u (x) {ef.chap.II). Le théorime 1 est singi
eemplétement démontré. | :
Corolisire, FPour tout x >0, oL 2
(8) ul(x) = £(1)-£4aH > why(x)
ia gérie du seeend membre &tant unifomémen‘c convergente dans tout
intervalles compact.

En effet, on a vgﬂ(x)u—:f'(n)vf(noi)-fé -(x+n-1) ; comme on &
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'fé(n) $f(n)-2ln-1) < fé(n-.»‘i) s B, 88 0 <X <P,
fa(p-l-n-i) S f&(mo‘:) <8 (n—i—)' , ¥on voit que

Z‘é(n)-fé(n-i) (x) & i (n-1 }-f*(m-p-ﬂ
ce gui démontre la convergeme vniforme de la série de terme général
wéa(x__) dans 1l'intervalle JG,p] {(p quelcongue). Le corollaire résulte
slors de la prop.1 du chap.I, 3 4 .
On = une formule énalogua & (8) pour la dérivée & gsuche de la

fonctian 2 .

3. Définition de lg fometion [' . En vertu du th.1, nous pouvons maintensnt
poser la définition suivante :
Définition 1. Un désigpe par I (x) la fonction définie dens 1'interval

is ]0,-4"00 [ ; Satisfaisant & 1'éguation fonmctiommelle (1), telle gue
T(1)=t et gue log [(x) soit convexe dams ]9,+oo[
fans l'application du th.1, il faut prendre f(x)=log x ; on a done

¥, (x) = log (2-1 i’Fgfij-T , d'ot la formule
(9) T (x) = 1im a*, n}

B >oc X(EH )...Z8)
(er multipliant o%a(x) par f;; qui tend vers 1 lorsque n croft
indéfiniment). On peut aussi éerire log 2. = "—T +(log -2 - -1—)

-1 n-1 n-1
v (x) *(log T i'i’ﬂ =T 1
doe e 2" =@ | . B TeE
Or, la série de terme général leg —3-4- est absolument conver-

gente et & pour somms la constante dfﬁuler y ({(chep.IIi, 5 ).

Oz peut donc éerive aussi

. 5 =
(10} Pxy=ePl. T &
n: 4 i+ = I

le pmfmit infini étant abs Inment et unifomément convergent dens tout

intervalle de la forme j ,,pj' (formule de Weierstrass).
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Dlaprds la formule (8), la fonetion L' (x) est dériveble dans
]0,*&[ ; et on a

1 _1,%‘01 S e
{E = -1 2 Qos 2o L

ou, en écrivant encore log --‘-L = —'Li- +(log 3{"? - 3’.1.7{)

(11) _T_l%%z -y x t i’o (---—-—)

'tz ;
la gérie du second membre étant absolument et unifomwt convergente
dans tout intervalle ] 0,9] .

Remarguons maintenant gue -2-(1 - * ) = ) e est le terme
?xz » (xm) i

général d'une série absolument et uniformément convergente pour tout

x>0 ; la prop.1 éu chep.I, 4 prouve done que 1'(x) est indéfiniment
dériveble daus jG,—I— oo] et qu'on a pour k y 2

k : < k
(12) -ard (2og T'(x)) = = L=1) (ki)
n=o (xﬁ)
Lorsque x tend vers ¢ par valeurs >0 , il résulte de la convergence

0

vniforme de série 7L.ZL vn(x) d ans [6,1] gue log T (x)f\J ~log % ,

. 1
i : . B ’ t
done 1z fonction m tend vers U , En la prolongeant par continuité
au point O, elle est donc définie et continue pour x >0 .
On peut zlors la prolonger d'une seule manidre en une fonction conti-

nue pour tout x ¢ R , et satisfaisant & la relation ——Fem = =i :
— / T (x+1) D&’

4 - Z 1 1

il suffit, pour -{(at1) (x ( -n de poser =t " x(x+1)..(xtn) e
La fonction --(—5- ginsi prolongée est encore dbnnée par la formule
correspondant & (9)

12 bis x$1 ). x+n
Gare ey ~ A e un)
ou par o .
(13) ..1.1.%5). sk, H (1+ E)e
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le produit infini du second membre étant absolument et uniformément
‘convergent dans tout intervalle compact de R . La fonction ainsi
définie s'annule aux points =x=-n {meV) ; la fonction T (x) peut
done Stre d6Pinie sauf aux points -n et est continue et gatisfait &
1t'éguation (1) en tout point z#~n . Les fomules (11) et (12) sont
encore valables pour la fonetlon ainsi prolongée en tout point z#-n ,
les s&ries du second membre &tant absolument et wnifornément conver-
gentes dans tout enseamble compact ne contenznt aucun des points -n .

Comme 1 (x) > 0 pour x>0, 1téguation (1) montrs que 1l'on &
T () <0 pour -(2n-1) < x < =(2n~2) ot I' (x) >0 pour
-2n (x {=(2m-1) (= »1) ; I'(x) a pour linite & droite + o=
sux points -2n , - ~ aux poimts -(2n¥1), pour limite & gauche - oo
aux poimts -2u , + oo aux points -(2n+1) (n € N). La formule (22)
montre que, pour k=2 , le second membre esi Toujours 20 lorsqu*il
est 4éfini, dome ['"(x) I‘(x)-(T'(x))a>/ 0 , ot par suite T™(x)
& le signé ge ['(x); [ est donc gonvexe pour x >0 et
-2n { x {-(2a-1), comeave pour -(28-1)} x < -(28-2) (n > 1) ; om

en d6duit que dans les intervalles oh |' est convexe, ['*(x)

crolt de - o~ & + oo , et dans les intervalles ot |' est coneave,

T 1(x) déeroit de + oo & - <0 (pour voir que T1'(x) tend vers
Lii=)

T (x)
est borpé lorsque x tend vers + oo ). D'ol la courbe représentative

de ' 123z, 2) .

4, Les intéprales eulériennes, lHous dirons pour sbréger gu'une fonection T
définie dans un intervalle I de K et >0 dans cet intervalle, esl
logarithmioue convexe dans I-si log T est convexe dans 3

+ 00 avec x , il suffit de remarquer que, d'aprds (11) ,
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Samms 1., Boient £ et g deux fonmctions >0 et deux fois
dang un intervalle ouvert I . 8i fet g s
dans I , P+g est logarithmiquement gonvexe 3 i

En effet, la relation E§§'(1°g f{x)) 0 s’écrit f(x)t‘(x)-(f’(x))z
7 © . Hous sommes remenés & montrer que les relations a >0, a' > 0,
ac-b? » 0, ate'-b'2 ) 0 sntratnent (stal)(ote!)-(b#d!)° > 0 ; or,
les rvelations & >0, ae-b® > 0 équivalent au fait que la forme guadre-
tique a§ +2’b§n 4 mja est > 0 dans K , et il est clair cue si
e +ab§n+eg 70 et a‘§2+?b"§n+o' >0 dans R , ona
aussi (a&aﬂ)f; +2(b+b') %nﬁ{e+c')n >0 identiguement.
Lemme 2. Soit f une fonetion numéricue finie et > 0 , définie et
contipue dang le produit I xJ de deux intervsiles ouverts, et telle
cue, pour tout t<¢J , la fonction x-—e>f(x,t) soit logerithmiguement
convexe et deux fois dériveble deng 1 . Dans ces conditions, si pour
fout xe€I , 1'intégrale J;f(x,t)dt = g{x) exigte, g sst logarithmi-
guement convexe dens I .

Montrone d'abord que pour tout intervelle compaet K C J , la fone-
tion gx(x) = ./;?(x,t)dt est logerithmiquement convexe. En effet, si
K a[é,ﬁj la svite des fomctions

(x)- B(£(x,a)+8(x,ath )+£(x,at2h )+, . .+f(x,ed-(n-1 )h)) o b = --5
eonverge ginplement vers gx(x) dens I , donec log gzz econverge simple-
ment vers log 8 i d'eprés le lemme 1 , log &, est convexe dans I ,
done il en est de m8ne de log 8 -

' D'autre part, g ect limite simple des By suivant 1'ordonné filtrent
des intervalles compacts contenus dans I , donc log g est limite simple
des log gy ; ces deruldres fonctlons étent convexes dans I , 1l en est
de méme de log g .




- 208 ~

Coxollsire, goit ¢ une fonction continue et >0 dang un intervalle
ouvert J conteru damns [6,+ oof . 81 I est un intervalle ouvert tel
que 1tmfésrgle glx) = f th"‘g(t)d‘k existe pour tout xc<I , g est
logarithmiquement convexe dang 1 .

Br offet, log t° '=(x-1)log t est convexe et deux fois dériveble
dane R pour teut t DO . _ ' _

Appliguons d'sbord ce corolleire & la seconde intéerale oulérienme

glx) = | o~ 4t

On sait que cetle intégrale existe pour tout x )0 ; & est done_
logarithmiguement convexe dans ]0,4' 00( » D'gutre part, on a, en
intégrant par pariies oo Lo

glz+1) = | e"%%at = -e"tt‘\ +x / oy xz(x)

Autremenga;iilt ’ gosatisfait & 1! équa%io;to(1). Enfin, on &

g(1) = | e"%at =1 . D'eprés la d6f.1, on & done 1'identité
o > -—t x"'t

(14) T{x)» | a°% &
o
Par le changement de Variagle e tzu. ; on en déduit 1s formule
(15) T(x) = [ (log ™" as

De méme, par le changement de ogari?.ble u=t> , i1 viext
x| (x) =/ ot ¥ ap

ou encore, en tenant compte de (1)

(16) Ta+rd =) o
et en pa.x'ticulie_;* pouﬁ‘ x=2. i
an  T@=37d - [ Fu

Considérons zaintensnt ls premd ére intéorale eulérienne

B(x,y) = / =147 Tt , '
9
On sait que cetle intégrale existe powr X >0 et y >0 . Fixons y
et comsidérons la Ponction partielle x —> B(x,y) ; elle est logarithmi-

guement convexe pour X > 0 . Dleutre part, on peut éerire
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' 1
Bt 5} / (-0)"7 )" at

d'oh en intégrant per parties
1

. Xty 1 .
B(xt,y) = =izl 5 |+ o f(i-t)x*y (%) E——L-z at =

(1-%)

¢ &= Blx7)

11 en résulte que la fometion de x , £(x)=B(x,y) T (xty) satisfait &
11identité (1). Cette fonction est d'sutre part logarithmiguement convexs,

o

comme produit de deux fometioms logarltfmiquement convexes. Enfin, on a
f('t) = | (y#1)B(1,7) , et B(1,y) = /(1-t)y 1(11; .-.-.-;; dtoh

£(1) z-;; T (y+1)= ['(y) . La fonction -I%;% satisfait done sux condi-
tions de la définition 1, et par guite, on a 1tidentité

- Sb vl n _%lé‘?%l

Par le changement de varisble t = —= , cette formule donune

utl

(19) f eI L)

(*i-t—*‘;)"”"y D (x+y)
gt par le changament de variable t© = 2;»
' (ag) f ainaz 4? ecsa‘Y' ¢ d9 = .M
o ’- T (xy)

gi, dens cette dernidre fo:mnla ,onfait x=3= 3 , i1 vient

(21) 3 (g) = \/B

d'c& en vertu de (17)

(22) /0 -,szt - E V5

V'B’aprés 1tidentité (1), on 2 pour [ (x), au voisinage de 0 , le
développenent asymptatiqua
(22 bis) Li(x) = % [(xr)=1 + P14+ %2 T R(4)x +oeut I’(“)H)x a7
Cx G(xn)
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De méme, d'eprés la formule de Taylor, pour tout ¥ > 0, on a

2
i 1 4
I'(X+§) r(ﬂ d.y (W)x +3 31 E;i(m)xa‘h..-i- E;E(W)//.;.

: “+ o(x®)
dlot le développement de B(x,y) au voisinsge de x=0
- 1 2k I'e(4 '(1)
(23) B(xyy) =1+pr(n)- L+ (50 () Dy,

2T 'a(y)- Sy) JELIG Sv
Meis on peut éerire pour x ) 0 4 '
x=1 e - -1
B(x,7) /( +t* (1-1:) -1 Yat = _11_ +/t (1-1;)1; =1 a¢

La fonction ¢(t) = “’Q =1 st continue dans 1'intervalle compact
[0,1] ; on a d'autre part
x x log t 52 &£
t7=e =1+ xlog t + 2!(1"3 t) Foy s (log t) +r (x,t)
xn-H :
avec |r (z,t) I € 'GF!TT{IO& tl puisque log t <0 et x >0,
Bn intégrant, on a donc pour x > 0, le développement asyaptotique
4 4.

B(x,y)= Ji +/?(t)dt + x/log ‘b.q(t)d‘b Feus /9(1;)(106 t) t-!-O(x )

(o] o

Identifiant ce déveloispement & (23), on a en particulier

‘ Sl st
T1(1) - Pr:(yx} ,/ (1-t)t =1 at

D'ailleurs 1a formule (11) montre que I'P’ D - oy, oo

(intégrale de Gauss) , / %
(24) .%l.&.} +y=| =8}

Gonsidérons la fonction g(x) =] %)P (-’%1) . (_J_Eig;j__) (p entier

- ©0) ; comme c'est un produit de fonctions logsrithmiguement convexes,

elle est 1ogarithmiquement convexe powr X > 0 ; en outre ; on &
glx#1) = (m)r(ﬁz).....r(&+ 1) = £ g(x) d'aprés (1) .
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Il en résulte que la fonction f»(x)szg(x) vérifie 1! équatien 1) 3
elle est d'autre part logarithmiguement convexe pour x>0 , comne pro-
duit de deux fonctions logarithmiquement convexes 3 at apréa 19, déf 1 5

on a done identigquement

(25) L (x)l?(-’-‘-—)...I‘(—-ﬂ:-) =8 T (x)
ol a13 est une constante quton obtient en faisant x=1 dans (25) :
(26) a, =2 THIE)... I

Avant de calculer la valeur de o 5 mous allons 6tablir une autre

 identité fondamentele vérifiée par la fometion [' , la relation des

compléments.
Considérons la fonetion £(x
(=) = 3T

nue et indéfiniment dérivable pour tout X <K ; comme -f%-i- s'annule
' x

pour x=-u (nchN), a'annule pour tout entier rationnel ; dlautre

elle est définie, cont

-

part, d'aprés la relation (1), on a f£{z+1 )s-f(x) , et par suite
P(x+2)=F(x) . Ces propriétés sont partagées par les fonetions
k.sin ux (k constante) ; nous allons poser ¢(x) = ﬂ?—é—)é =
T (x) T(4-x)sin & x et &tudier cetie fonction . '

Eo premier lieu, ¢(x) qui n'est pss définie pour =x=0, se prolonge
par continuité en ce point car om 2 | (x)ru-‘-’i et sin mx~Anx au
* voisinage de x=0 , done ¢(x) tend vers = en ce point ;“s’/peut done
8tre considérée comme le produit des trois fonetions [ (14x) , T (1-x)
et é.@i& qui sont indéfiniment dérivables dens K ; par suite il en
est de m8me de ¢ ; cette fonction admet d'sutre part la périede 1 .

Remerquons maintenant gue, peur p=2 , (25) s'écrit

@D ED - aa 2% (x)

Op en déduit
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o () oL ) = TET (- %) sia B D EHT ) cos F

= % ag'a'xl" (x}~2x'1'[’(1-x)sin #X = i- agv I‘(x)l"("it-x) sin nx

autrement dit
(27) o(%) o (BF1) = b o(x)
ok b est une constante. Or ¢(x) ne pourrait s'snnuler qufsux polats
entiers rationnels, oh elle prend la valeur x ; donc log o{x) est
nne fonction périodique indéfininent dérivable dans R . $i on pose
h(x) = i—;‘; (log 9(x)) , h est une fonction périodigue indéfiniment
dériveble dans R , et satisfaltl dtaprds (27) & 1'identité
(28) n(x) = Hn(®) + nEL)

Nous allons voir gu'on & necessairament n(x)=0 dams K ; en effet,
soit m= sup 1h(x)‘ , et soit x un point tel que )h(x )lz m .
De (28) on déduit que \h(x)\ - -(m-i-m) = - , donc en particulier
pour X=X  ; mg%, ce qui entraine m==0

11 en résulte que 2log ¢(x) est un polynome du premier degré em X j
étant périodique, cette fonctlon est nécessairensnt eonstante,‘ donc

o(x) est identigue 4 la constante n , et on 2 1'identité

4 ,
A U £33 I e
dite relstion des compléments (Buler).

on peut encore écrire cette relation sous la forme

= - .E - 4
i i ™ T
en rempiagant et ‘f'T"S par leur veleur tirée de (13), on

obtient 17 exprasslen de sin ax sous fe?a d'un produit infini (Euler)
(30) ainsx-:;x.l((e;..—g}

S Y= A= a
e¢e produit étant ebsolument et vniformément convergent dans tout
intervalle compect de K .




- 213 -
La relation des compléments nous permet maintenant de calmuler la
constante ap ; en effet, remplagant successivement x par % (1<k \<p-1)

dans (29) et multiplisnt membre & membre les p-1 relations obtenues,

il vient |
‘2 -1 |
a2 e " i |
ain‘gsin . ...sm-(ﬂ:‘-’-)ﬁ
Or, on a : P—i 2kui
i e EEL <k T T"(mT) a
) = L =

kx4 P .
T\'ain —% = ""'""Tf- ~[J;(:(e e (21)1"1

Jo-1VE L ok

i gt i

h-4

T 2k, ST T
liais le polynome [ (x-e ) n'est autre que -E== = ;0
On & done
gin 2 gin 2% .. gin .(.P.J.).E el
& » P-4
et comme ap>o , on a

_ 2 v 25_1_
1) & =" @PrE....r@ = 7 (@20

Portant dane la formule (25), on obtient la formule dite formule de

multiplication de Legendrg-_&_g@g 221
(32) ré ra.. o <-*2-—-> . J;;Z——-— T (x)

6., L'intégrale de Rasbe et la formuie de Stirling. ime log [ (x)wlcg-;-

lorsque x tend vers O , 1'intégrale impropre f log ['(x)ax est conver-
gente. En outre, dans )ﬂ 1] log l (x) est déeroissente ; pour tout |
@ >0, on a done 2> %es | (3) log (x) dx , q étant le plus |

n
,& 4
grand entier tel gue % < & . Comme ] log I (x)dx tend vers O avec a , |
o 7 4
et que '-;; &‘?ﬁ - g [ (-—) tend vers / log | (x)dx lorsque n tend
=+
vers + oo (cha.p.i.,‘g prop,ﬁ), on a

i |
i * 4 4
f log I (x)éx = lim = = leg ' ()
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: Mais, dtaprés (31), le second membre de cette formule est la limite de

'75 log 2z - zlﬂﬁ_. atoh
(33) j log T (x)ax = 1 log 2x
Remarquons maintenant gue de 1'id_antité
log ['(x+1) = log ['(x) + log x

on déduit, en intégrant 5

f log I (¥41)dt = | log T' (t)dt + f log t dt
Hais l'intégrale du premier membre est aussi égale &

f log ['(%)dt ; o 8 done, d'aprés {33)
(34) / log T {t)at = f log t dt + -é- log 2n = x(log x-1)+ log 2=
(intégrale de Rasbs).

Banplagons X par X - % dans cette fomule ; il vient pour X > 5

(35) f log [(xt+t)dt = (x - 3—)(3.03(1: = -)-1 )+ = log 2=

or, dens 1'intervalle [ 1, +-%], on &
‘x 5
log T(xi-t)-logl"(x)-t T <% 2

ot m_ est la borne supérieure de la fonection \ = (log T (xtt))

dang cet intervalle. D'aprés la formule (12) appliquéeJr pour k=2 , on s
4 4 at 4
B < z : 3 - +o ° 0+ -——-———-2' + s o0 ""5 =
. (x-%) (z +2-) (xint 4 %) -3 6 1-§

dds que x> .Z. ; on en déduit que
al

4
0y

> : 2 n
e e ' Fa=-X :
[ilogi (xﬁ)dt logl(x)| ¢ m e e S 24(x - 32)

D'sutre part, (35) donne, en développant le second membre au

voiginage de + o

f log ['(x+t)dt = x lag X=X - - log x + -é- log 2 + © (-)
L

dtoh finalement le éévaloppement agynptotigue
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logT(x)=xlogx-x-%logx+%1gg 2,;4-9(%)

d'oh on tire la partie principale g.e I'(x)

(37)

T'(x) ~Vaa & 2%

(formule de Stirling).

De la fomule de Stirling et de la relation

D(nt+e) = (nta-1)...aT(a)
on tire 1a partie principale
otat -2-
(38) a(evH Wat2). ..(sﬂa)/\/% s pour a non entier (O
dioh

(39) (8’)/\/ .I:('('_ii..). p2~1  pour a non entier 70

Bxercices. 1) Soit £ une fonction convexe et continuve dans [0 +00[
siontrer que 1l'équation esux différentes finies ul(x+1)-u(x)=£(x)
admet une infinité de solutions convexes dans [0,4- oﬁ[ ; 8% prenasn
une méme valeur z su point x=1. (Considérer l'éguation satisfaite
per le dérivée & droite de u).

2) Généraliser les lemmes 1 et 2 aux fonctions logarithmiguement
convexes guelcongues,

3) a) Soit g une fonction continue pour x 7 0 . Mogtrer que si g
vérifie les deux 1dentites
g( x;k ) = glx)

" g &8 ) = g(x)
Yz0 q- Pa-1
elle vérifie aussi 1'identité > g (———i ) = glx) .
e '

b) En déduire gue si une fonction g est continue et dérivable
pour x ;0 et mi’s?z;:—ifie 1'identité

2 8 (EE) =glx)
elle est de la forme alx - --) (remarquer, en utilisant a), que g

Db o

vérifie une identité apalogue oh p est remplacs par1p 3 Paisant
tendre n vers + oo , en déduire gu'on a g'(z) =/ g'(t)dt. )

o




L
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¢) Gonelure de b) que la fonction T' est 12 seule fonction
dérivable pour x > © , vérifiant 1'équation (1) et la formule

de multiplication (32) pour une valeur de p .
4) Soit x la racine de l'équation T''(x)=0 sappartenant &

n
itintervalle ] -n,-n+i [ . liontrer que i'on a
= zl4.1-5-8-_1{-“}“}(logn)

{utiliser la relation des ccmplémezits et la Tormule (41) ) .




