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fonction définie daus une partie de R et prenant ses valsurs

. A’h ,n CHAPITRE II\ (Etat 4
| DERIVEES. PRIIITIVES.

¢ 1. Dérivée premiére. |
Nous étudierons dans ce chapitre les propriétés des fonctions définies
sur une partie du corps R des nombres réels et prenent leurs valeurs

: 7 % 5 - . : =
dans un espace vectcmel(, )aa' dimension finie B sur le corps—%

gu’on peut toujours identifier & un espece pusérigue R (dop.eén.,

chap.¥I, $4,0%) ; rpous dirons pour ebréger qu'une tslle fomction est

une fonclion vectorielle d'une varicble réelle. Llorsque E= ¥ . une

d
n'est sutre qu'une fonction numérigus finie (lop.gén.,chep.IV, © 5)

définie sur une partie de R ; on ¢it encore dans ce cas que ¢

- Ve : : 5 ?ﬁ ‘Q
une fopction scalaire d'une variable réells. Lorsgue E=R , la consi-
dération d'une fonction vectorielle & valeurs dans E revient & la

considération simultanée de n fonctions scalaires.

{ %) Les éléments (ou vecteurs) d'un espace vectoriel E sur un corps
commutatif K seront notés dans ce chapitre par dss minuscules grasses,
les scalsires par des minuscules latines ; le plus souwenti, nous
noterons 4 droite le produit d'un scalaire t et d'un vecteur %
qui s'écrira donc Xt ; éventuellement, nous nous permetirons
toutefois c'utiliser la notation & gauche t X dans certains cas ol
elle sera plus commode ; nous écrirons parfois aussi le produit du

scalaire % (t;éo) et du vecteur X sous la forme -’% :

Lorsque E est un espace vecloriel sur le corps R ou le corps C
des nombres complexes, la notation |[X}| désignera une norme sur E
c'est-a-dire une fonction numérique, & valeurs finies et > O

N\

 définie dans E et telle gue ux.).;(" g Hx” +yy" , lxt)= \ltt A XQ'

amx
i
o
0]
O
e

(pour te¢R , resp. teC ), ot enfin que la relatbn | X
équivalente & X =0 (cf. Top.gén., chap.IX, §3,n° 3
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Beaucoup/des\définiticns.ét propriétés énohcéés duns ¢e ché;i-'p'
ire s'étendent aux foncticns‘définies dans une partie du
cérps € des nombres complexes, ei prenaﬁtﬂleurs Valearsféans
ag'eﬁyaée'vaéiorial de dinenplon finie sur (3"(fanc£1338’?écﬁc f
rielles d'une variable complexs). Certaines de cesAdéfinitions
ei grorrieﬁea s! étendent meﬂe gux fonciions defxn; 8 2ur uner

pariie d'un gggps togelag&ggg aemmatatif guelecnque K (rop.

gén., chap.lil ,85), b Qa&%ﬂﬂt leurs valeurs dans un espace

P s

a

é

vécta}iel E sur K _ de dimsagion quslcongue (*13A Gl non),

auni d'une topologis telle que les foncticns A+ et X1
soient gggﬁggggg dans EX 3 ot EXE rospectivement
(ef. Livre ?)

Noas sirnalerons ces genéfalleat;ons an rass 'a e (v, en-parti*
culior ﬁem.?¢h1_§1,n° 4), 3n insistant surtout sur ie cas
des fonctions d'uﬁe variable complexe, de beaucoup le plus
important avec éelui deg fouctions dluns ﬁariable Ttéelle, ot
gui pera &tudié de maniéfé nlus approenfondie dans un Livre
ultérieur. ‘

1. Dérivée dfune fonction vectorislls.

DEFINITION 1.- Soit [ une fonction vectorielle définie dans un voisi-
L4 A1 ad
page V d'un point x€R .On dit que [ est dérivable au point x sk
1im f (A) £(Xo0)

2 - existe (dans l'espace vectoriel ch
XQXG;X('V;-K#XO X=X i ( : B ﬁz

prend ses Valeurs) ; 1a valeur de celte limite g'appelle dérivee pre-

miére \ou sgv’le nent dérivée) de S gn voint x|, & se note grix )
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DEFINITION 2.~ Un dit gue F’ est dérivable dans un ensemble ouvert

AC TR si elle est dérivable en tout Qpint de A ; 1a fonction vecto

;
5
T

rielle x-gf'(x) , définie dans A , est sppelée fonction dérivée

(ou, per sbus de langage, dérivée) de f , et se mote (' ou Df

Exemples.- 1) Une fbnétion'congtante a en tout polnt une dérivée

nulle.
2} une fonction linéaire x — axth a en tout point vme

dérivée égale 4 & , donc constante.

3) La “onctzen%sual sire 4% gst dérivabla en tout point 'g@§0 5
E‘“ % S0 - : '

Car QI 8 =————fe = - 1 el comme 2 est continve au point X

: x-Z, xes X
4

la linite de 1'expression préciédente est - % 5

2 ' : g

4) su point x =0, la fonction scaluive |x| n'admet pss de

= ' : i e
dérivés, car on a Lfi =1 pour x50 et L%& =-1 pour x< 0 .

exigte des Ponelions continues dans un intervalle et n*afant de

dérivée en aucuvn point de 1'intervalle (exerc.2 et 3).

Remargues;~ *1) En Cinématique, si ls point F (t) est l= position

F(t)-£(%

o)

dfun point mobile dans l'espace R J 4 liipstant t , =

est ce qu'on appelle la vitesse moyepne du mobile entre les

instants t, et t , et sa limite £ (bo la vitesse instentanée
{ou siaplenent vitesse) & liinstant t (lorsque cette limite existe
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2. Linéarité de la dérivée.
P

ROPOSITION 1.~ L'erlsemble des fonctions vectorielles définies dars an

méme voisinage d'un point x € R , prenant leurs valeurs dems un mbme

espace vectioriel E , et dérivables aa point x , est un espace vectoriel

sur K , et F-——) D }"(xo) est une giplication linéaire (homogéﬁe) de

‘cet ecpace dans B .

j - '7 .'-’ S = 3 - Y oo . ‘-
En diavtires termes, si f- e‘c,g sont définies dans un voisginags Y de

0
gonl dérivables au point x  , et ont respectivement pour dérivées en Ce

: : :
x, et dérivables au point x_, }- + "} et ?a, {a scglaire guelconque

voint }':' fix 4 %‘(zo} st ? *(xo)'a tels résulte aussitdli ds la contli-
_ o :

nuité de X+ Y et de Xa dans FExE et dans B respectivemant.

ConaoLLAIRE,.~ L'enseinbie des fonclions veciorielles dafinies dane va

engemble ouvert Ac. R , prepant leirs valours dans un n8me espace

vecicriel B , et dérivable dans A , gst un sspace vectoriel sur R, &t

-

w50
\!

Df esi une spplication linéaire (homog@ae) de cet espace dans

——

1'espace vectoriel des applications de A dans B

7.4

%. Dérivées de fonctiopns compesées.

b3
e

PROPOSITION 2.- Soient E ot F doux espnces vVectoriels de dimension

finie sur R , U vune application Zinéaire de E dans F . Si ? est _une

fonction vectorielle définie dans un voisinage de XOQ"R. , prenant ses

ti

N

valsurs dans E et dérivable au point x , la fonctl

on composds ol

edmet an point x uns dérivée égale & wuf ?’{x . - résuite
comiie ‘A(. ) =)= u.{f(x‘a-f(x }),1la proposition)

In effet,(du Tait oue toute application linéaire C'unm espace vectoriel

de dimension finie sur K dane un erpace de méme nature est continus.

.g}v-‘. _:.'\ P = b Gy it in =' ;
Bxemiles. fi, Soit & (-f:)m::gn :

e
e

une fonction & yalevwrs dans R

définie dans un voisinage de 3 € R ; chacune des fonctions sce-
7 :

jue la fonclion couposés
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%2) En vinématique ,‘ si F(_'t) est la position d'un mobile 1
& l'instant € , %;(t} 1z position @ «éme instant de ls
projection ii' de i sur up plan P {(resp. vae droite D) paral-
18lexent & une droite (resp. us plen) non parallele ap
(resp. apb), % eslh comﬁosee de la projection U de 'R3 sur
P (resp. D) et de F : comme Wt est une app}.ication 1inéa;i.re -
oL voit nue la projection de la vitesse d'un wobile sur un
plan (resp. uns droite) est égaie & la vitesse de la projec-
tion du mobile sur le plan (resp. la droits).

*

a

Considérons mzintensnt p espaces VéiQtCZ‘ielS Ei {(1€i< p) de dimension
finie enr R , el une spplication muli lifmalre(*) {que nous noierons

. T ‘- o
‘.A X» .e,’\ Seo x1 }{2 s s xp)de E1>(E2

i, 2, p)
easpaca vectoriel F de umens.s.on 3’:‘11113 sar R .

X ...x}f's_p' dgns un

PROPOSITION 3 ("dérivée d'un produit”).- Pour chacme mdz.ce i (? igp)

soit )- ; bme fouction définie dens un voisingse Vde x € R , presand

- Ses_Valeurs daas 'Ei , et @érivable au point x, . Alors la fonctiocn

X —> [Fq("")'F z(x)... FP(S)]

défipic dang V ot & valeurs dans F , admet au point x une dérivée

égale & b
( s b 0 0 \ i:
() 2 [Fa0med - £y o) F 10k F i, oo )J
br
- 15 ‘ A '\
(%) Bappelons (Alz,chap.Iil, gi) qu'one appiication (K., Koso X ot
- 3 "| g ‘:. > "]' A e d ‘\J
> (X, Xgy.. o) de ByxEyx...ts dans F est dite multilinéaire
= PR W e R A v - -
si touie application puartielle in 2 ? \de. .3 ?’i-‘!' Ao %?{‘iﬂﬁ.‘, G’P)
de E, dors F (1< 14p)} les C“j dtindice #1 gquelconques deans les E.)
esi une application % . linéaire (romogéne), clest-a-dire telle gue
G (X +Y J=F (& )9 (Y £ 9 (X% $)=9.(X_)t guels que
G s s H\L }.} i [i;~"§l\'xi} v 6,\ b) Gi( l} %
soiapt X et ¥ iaps B. , ot t dans K .



Fosons en effst hix)= IF,l(x}. Fz(:;).. Fp(x)} ; on peut écrire

h()- hix)= 2 (8,0 £y i) (F (- B0 Fyy®). . fU(x)

‘jultipliant les deux embres par

b 22

%
o
on obtient bien 1'expression (1), en tenant conpte de ce que touw

et faisgoms tendre X vers X, s

application zultilinéaire de By % E‘,.) % X Ep ‘Gans P sst continue

{Top.gén. ,chap.VI, § 1,-n°b’) et gmm do 1la continuité de lz somme de D

. éléments dans F .

n ¢ = .
Lorsq;;z—z- covtaines des fonctions - . sonl des cous ar-t s, los ternes

de l'expression (1) contesant les cerivées

Nous expliciterons le cas particu ier p=2, le plus importzal oour

les applications : si (X, ) — [;L -yl est une application bili-

-

péaire de EXF ¢ns G LB, F,C 3 ¢spaces vectoriels de dimens ion finie
)

S § at % daux fcnctions vectoriellies dérivaoleg an point Zos

prenant respectivement leurs valeurs dsns E et F , la foncticn vecto-

‘ 1 . - .

rislls x —> [? (x). %(X)J {gu'on note encore [F - C}} ) admet au

point x, une dérivee ézale & :
-~

{r"l‘ : 59 F s1 - 7 i F ,

(2) | (zc_)q,\zo}}** Lr(x) g (x )i

En particulier, si &, sst un vecteur constant &, {reap.
: .!

?‘ 2
sdmet au point Xo uns dérivés égale [éb ?* 1 (resp. | Q%x@}.&;}
L J
1) Soit £ unme fonciion scalaire, une fonction
tontes deux dérivables en un point x € ko i=
9 f edmet au point X/ une dérivée égale a
)i—c%,( _J£'(x,). Eu particulier, si & est un vecteu
£ & "J\
4 £ admet une Gér:vée égale & 4.f'(x 0\ . Cette
S e 3 2 s Jcar ey S 4 [ 5 : 3 52
remargue prouve que si vpe foretion g =(f.) .  prend sec
7 s 5 R e i<h o
valeurs dans RY . ot si chacunc des T. est une fonclion




= -
30&1&11’6 aénvable zu point x_ . P est dérivable en ce noint, car

_ est la base cenonigue de- ’Rn , on peut serire
fe > ¢

=4 i3
2) La fonction seslaire x provient de la fonc‘tl on mult.‘lz,né iy

(x.l,x.a,..,xn) —> X, ,.,.,x défin e dans 'R . par substltumcn de

v e
'z & chacun des Ze 5 la prop.3 montre donc que x* est déripatls

? ¢~
deas R et a pour dérivée nx D1 11 en résulte gme la fonction

b
(=24
-
L)
“+
o}
Lo
4
]
£
£
k3

S e ] R o s 5 ,4._‘;.\' X e A S AP S SR e O LRSS ;
Ee Iorceiocn coanclide zyee Ta devives o UAE TOLCY

r
2 e ] 7 ;- >
& cis if_mt:.()x).{ %RJ,Q_. Qu{}‘a{}‘:g' {; }‘
— b O L4 - o

si f et g sont deux foneticns *JSGLL.IWGJlGS 4 valeurs dans R

e 5 e e P e el £ L e Sy
cérivables su poirl X € R, 1a fonction scslalrs -m?ék‘(_g.-x;;;; '?,.x.&jf

% = = et . 1.{-‘%""" 5‘ < \ ,l'_‘_‘_ 7
e un point x une dérivée &g alo & <§Z (x,), 9(x, ),>~i {\ { »\,,%.(a_ >
un 2 un résultat amalc gue pour e rodmt scalaire hermitien dans

o

@~ (Alg,chap.VIIl) ge derpier étont considéré comme egbace

tn

@

vectoriel sur K -

3) Le produit vectoriel Ty de deux vecteurs de - (alg.,
> =\ = + 3 - 74 3 - ’% o 3 S LD }}
chep.1X) esl vme apulication Di.lncairs 46 | 2 ReZodmne’ KR

oo les mémes hypothdses sur | et d , la fonction

3 7 % g R 3 b
it ¥ {\-v ™ 1243 b At tw -}
ia’ “n ) ¢ ‘3, i\ X ~ L5 2 ".ﬁ'f\ 7 : :}4 \.""O /
3 (8 & - &) 7]

Lot
YAy 3 17 L e i r - T 1 \ TV 63 i % N YA
h) 91 % S80 Un 3 de ran’z fini sur le €oIDs ©N LRI
7 ) Y ST b % e T3 3 A
I XY Ge 0Bu: de B oot fopcwilon Olliincalila G2 & 5 o
f' £
SR 3 iee oy ~ e s Avdarenlen o noinT 2 =
oo o o SR S NS X 2oL Il UL a N Gl AT R Lzl X% & =
4 £
doans I is fon: 3N X =2 Y. pomei au poirt % pne devi-
? ¥ 5 - o
&
- 0
A Zaiiiin 2 o) R g 7= =5 :
o8& ef8ic o Loy Z te J U < B pREeiCu Lo i
o % L &
i = ; S




€

silg(x}z(aij(x),, 2{x}=(-i.(n}} sont deux matrices carrées

izur procait JV admet en ce
point une dérivée gale & la matrice ﬁ‘(xclg(xg}fg(xa)g'(xo}

’favac U (x)=(a! (X}} : V'(x,m(iiﬁ\x 7

s

b) Le dé exminant {ﬁ1 xg.,lej de n vecteurs # .=(x.

<

de l'sspace R2 (alg.,chap.1Il,§6), Gtant fonction multibindaire
des X ; , on voit gue“si les ﬁ“ fonctions scalaires f
dérivables au point X , l‘ur az terﬂlnant g(x):ﬁet(f

et

C,-i\x J | ;(xo_ %IM(X ). g.ﬂzx9>J -, ot

f‘* \_t

(x)) (p i ©n dlaitres termes on obtient 1s dérivés
ordre n en faisant la somme des n déteymirants
3

obbepus en rempiacant, pour ch.;a i , les termes de ia colonne

gfindice 1 Tav *ea“s dérivées.

PROPUSITICON 4.- goit E.une 11pebre de reng fini sur R , aysnt vn élément
unite, £ une foncticn dérivable ep un point XQGTQ -

valours dans B . Si ch‘F(X ) est inversible dans E , la fonction

2 : n,} 3 e
0 \ : e : = ooy ey
x —> (f (x)) ¢sl_définie au Voisiaage de x_ , el admet au poimi X,
< S p e e i \ - S Ne R ‘%\."2
2Oe Geiives Srsle & - %’{Ko)j ?‘(A(}ja“.f’- {4{(}}; ;
) oot ~3 £NT7Y Py ST 1 e T 8o moTe b 1@ flose c",l o drnueral hics
B Qi le s 0 LG @81' DOI'._LJ‘«.VV} L ali3eniles dsea‘ o 8&»—81’) L5 3] .in T 0 B 3 e
8 B ~ sneeg 5T T /50% for %3 s oo PO
ge B oest un ble cuvert oG Lla for:tion ¥ —r Y @F e B
Sl Y On »=ut V35
o > Pt i CE L0 R ¥ U poat g0l
A K
D A B o N2 I 7.y i
Lk 42 L tx 3] =(plix}; Clzlil P
¥ (5 % s $ 5! 7 o
> % i o ?
2T QoROsrcion vegulle ¢ PSR LLe a8 j 2 Yid AT 3
= SO nGita an dans noox b,



T s

Ao

. -
Exeaples. - 1) Ie cae particulier le plus importan* o8t celui
ot B ost 1'un des corpe R oo C ;1 f est une fonction &
veleurs réelles ou complexes, dérivable og point x € R et
telle que f(x )£0 , 1/f sdmet au point x_ une dsrl?06 épala
g -fix L/(f(x ))2 . ‘ _
2) 51 E~(u (x)) est vne mairice carrée d'ordra n , dérieabie

au point x ef 1nversible en ¢s polnt d adzet au point %

: (5) &
une dérivée égale é U U'U
PROFOSITION 5 ("Gérivée dlune fonctlcn Ccupﬂﬁee“) S50it

scalalrs Vecioriells dofinie dans un voisinage duy point

gans B ., 51 as% dérivable au point x gﬁ g; dérivable

ol

=), 1 faay ion composds g of aduet au point h@ ne dérivie

o
et & GNE(x,))E(x,) . ,

za effot, posons h = 3,0 f on peut éerire }z(x}ij(xd)x'u{x} ‘
= Y ﬂ;{’.‘f\ - ‘ s 7 % . - :
‘5X1X254“) ol on pose ulx) = f%%%l?éﬁigiﬁg) gi f(x}#f{xgj , et
J i"o - O B 2 : .

U ix)=at(£(x )) dens le cas contralre. Lorsque x tend vers %, ,

#{x) s pour limite £(x, ) , done W(x) = pour limite %ﬁ(iﬁxg); .

o

?gﬁ la .roposition en vertu de la continuité de la fonction y £

dane B xR . | .

ggggggg§.¥ Dans 16 Livre consacrsd aux éifférentielles; nous
rrons que les propositions 2 & 5 peuvent 8tre ccﬁsidéréea

comme des cas particuliers d'un méme théordme donnant la dérivée

(&
i

e gof , lorsque [ est upe fonction vectorielle définie dans

une partie de R , & waleurs dans un espace vectoriel & . st o
< 7 &

une application d'ane partie ¢z E dans un espace veciorisl F




.

. Dérivée d'une fonciion réei'progue“.

S

c
PROPOSITION 6.- Soit £ un hovnpomorghlsme d'un voisinage V de X ¢ r

sur un voisina eWds y, -f(’e: )eR , 8t _soit g l'nomeovnorphzsrue

rec;_prggue Si f est dérivable au point x_ et si f'(x )-‘0 , £ admel
ag point y  une dérivée ézale a 1 /f*(x ) .

sn effet, pour tout yeW , ona 7(y)€ v e’c y=(g(3)) ; on psut

donec éerire, | Ly Alyi-eldo) - 1
ne é¢ , POUT F2y, , = | v
tend vers y en restant #y g(y) tend vers xc en Testant ¥z , et

is second meabre de la fortnule;px,écemma e domc une 3,.4."'“ te égele 34

1/21(x_ ) pulscvs par hypothése flix, }g’a{} .
AYx ] :,'_ o 7 - ,;ﬂs,
.mrf sLLAIRE.- Soil £ uu homegmo *pjzisma a? LL.J artm uverte A de R

Sur une partie ouv erse B de R , e:,jg soit g }.’hcmacmrs:i“s 5 recipionye

A

31 f esl dérivable ('m,ns Aet sl P'(2)20 en tout point de A , g sst

sérivable dens B et ga dérivée en toil point yeB est 1/2'gly}).
»Par' efxsmpla . pour tout entier n > 0, ia fonction v% , heméo-
mcrphisme de K _; gur lai-méme, réciprogue de %2 ; & Pour d-:érivéé
en tout toint x >0, %xh“ .

On en déduit aisément, d'aprds la prop.5 que pour tout noumbre
rationnel = g- S U , la fonction x* -(x’/ q)p & pour dbrivée

ke : .
rz*~ ' en tout point x>0

Saen®

Remar-ues.- 1} Les définitions, propositions et exemples qui

A e e L AR T

précodent (& 1fexception de l'raxemple 4 du n21 ot des considéra-

ticps sur 1z &}memathua) re.,t,nt vaizbles lcrscue 1'on remplisce

le corps R g):,r un corps tgpo logigus commutatif gueleoncue X |

les sspaces vectoriels (resp. 31:5bz BS) de dimension finie sur K

* Teiie . <= e e 3 B e g 9255 AT
yui interviennont par des espases vechboriels topelogigues
oy = 9 e -, % N . - -y e -~ e,
guelcongues (resp. algebres tooologiques) sur K , o) gus, Cars
L p R AT 2 e iy e A g & S
los prop.2 sv on suLpose g les spplicgtions ilineairas et
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et multilinéaires uGBQ1dereeu sont ccna;nn&s ainsi que llapplice
tion Y‘“9_y«} dans la prop.4. La prop.5 g'étend en outre au cas
suivant : éoit B! an.saasmearp_ au Cﬁf*a topologinue K , E uni
‘espace vectoriel t@pa}oﬁiqué sor K ;,si £ esl une fonctienlﬂéfi«
nie dene un voisinage V C X' de €K' ; & veleurs dans K
‘(con51déré ‘conme esp&ce vects riel topologigue sur K'}, derlvdEWe
au point b et si 3 est une fouctlc,n défipie dans un voisinaf
7o de f(x,)eK , & valeurs cang E . et &erlvable au peint “gzc);
1'application -3fofﬁ est dérivable au point x_ et = une ae:iyée'
. point égale & 3,(fo.))?'(x } (B étant alors cons cidéré

comme espace vectoriel topologique sur K').

o

Enf¢n, avec les memes nota Jions, il est clair gue si est

une fenclion géflnle dans un vozsxnace V’dev ac Kk ; & valeurs

dans E | et dérivable au point a 3_51 upparv19nt a8 K! ot

n'sst pas point isolé dans K' , la restriction de £ & v
gst dérivable au point é et a pour dérivée p'(a)>en ce point.
Ces remérques s'appliqueront surtout, em pratique; au cas
oh E=C et K=R . - '
2) La prop.t et son corolla;re ont &té énoncés de fagon & sé
generallser aussitét au cas ou on remplace R par un corps
topologigue quéiconque.‘ dais 10rsQue; dans la prop.6, on sup-

pose que V est un intervelle contenant X s on peut remplecer

1'hypothdse gue f est un homéomorphisme de V sur un volsinage

LB

de Tlx ] par l’hypothése’éguival@nte"que f est strictsnenl

I~ A R
{Pop.gén., chap.1V




ot prenant ses valeurs dans un espace topologique guslconcue, la.

limite & droite w(a/} de n au poiat x, (lorsgu'elle existe) est la,

lizite de u{x) lorecus x tend vers X, ep Testent dans A ot «iv =
u est dite contmue 8 droite au mint x si elle est définic an point

(\

£, et a en ce point une limite & droite ég,ale a u(x ). La limite &

gauche et la con’cmmte & gauche se définissent de fagon analogue .

DEFITITION 3.» Soit ; vne fonctios vectomelle continue & droi ite

{resp. & gauchs) ey un point % . On dit qae ? @st dérivable & droits

{resp. & gauche) au point x si la limite

F (z)-F(Xc) : - 5 .

ge L existe en ce point ; la valour de cotie limite

_ T _ ‘ |
ST 3

%~
8”7‘}“1 is dé

vée 2 dror’ae (resp. a _gauche) de [ =zu poiut x , oF
& SEiD) '?:" : g f & ar . 1 A i .
se note }- ?o) (reup F g(xo))
3i upe fonetion admet une dérivée & droite (resp. & gauche) sn foub
peint d'un ensemble Ac R , on di: qufelle esl dériveble & droite
| {resp. & pauche) dans A , et ls fonclion X —pf&(x) (resp.

x -t ’(x)) aéfinie dans A , est arrelde Ponction dérivée & droite

{resp. & baucne) ou saulement {par a‘bua de langage) dérivée a droite
(,resp. ;i_,&a_,_a_._g_gg) de [ , et se mote f’ {resp. [.'; ). '
pxenples.- 1) au point =%=0, ls fonciion scalaire |x| admet
une dérivée & droite ég&lé 8 +1 et ume dérivée a gzmche
bgale & -1 . '
Aj‘Lz) Au point x=U , la fonciion scalaire égale & 0 pour z=0,
& x sgin % peur x£0 n'adme‘ii pas de dérivée & droite ni de
dérivéé & gauche,
11 résulte aussitdt des définitions que, pour gu'une fonction éff
continus en un point X, admet‘te en ¢e point une dérivée, il faut st il

suffit que ? possdde au point x une dez'z.vee & droite et une dérivée




e
§
: i

ies prc; sitions 1 & 4 se pénfralise gment en y reaplacant

Gl
(43
’d
H‘
B
i
§ad
)
c«f‘

)

partout ile aeﬁ fcorivée? par Ydorivee o droite® {re&a- #dérivie B

geuche” ), le mot "dériveble® par "dérivasbie 4 croi i Lot {resp. Wdéribable

é'gaﬁche“) Il en ost de mfme de la 9r9§ 5 lores é‘ suppose f dérivable
ﬁr01te (rer i jauaha, et g.&erivabla : i}ef g une dérivés &
droite (resp. & gauche) égale & g'(z x ez, )

(resp ‘ %’(f(x )t (x, ol
wotons aussx que si F admet au poinu 1:;.0 une dérivée & drc*?@
(resp. & gauche), la fonclion x~«9-F(x} admet pu point '«xa.ane'
dérivée & gaucke (reep. & droite) égale & ? €x.} rosp F-?;(Xgi‘;'
Enf in, la prop.b s'étend comme suit :

PROPOSITION 7.~ 5oit £ une fonction sC&lalre strlctemeﬁ+ crOLsg ntg

r i
KG’b}."

‘€r98 . strlctemen+ decr01ssante) ot conlinue dans un 1nterva11‘ |

ot oit o 1'syplication réciproque de £ . Si f gdmet au point X, bme

dérivée & droite f£1(x )0 , g admet su point y =f(x ) une dérivée &

droite (resp. une dérivée & gauche) égale & 1ffa(x0).

Le démonstration est 1é méme gue celle de ls prop.t .

6. gg;ivées des f0actiohs numérigues.

£S5

s définitions et propositiocns qui précédent se complesenu sur

_guelguss points lorsgu! 13 sfagit de .onctzuns aumérigues (11&1@ ) Glone

* ast upe fonction punédrique dé

- ; Ay B T = s 3 Ee R i
x €6 R , et continus en ce point, il peut se

O

4= ) 2 -
tend vers %
;

-
£ e
ik




"\ L
G

: 5 jg - ’
la fonction £ a une dérivée (finie ou 1nfinie) f'{x), la fonction 1

- v“lews mﬁ R ) est mem appelée la fonction dérwée (ou &.431@«
ment la dérivéa) de £. On 6&&%1‘&13% de uéne 133 déﬁnitions de la
dérivée & droite ot @e la dérivie 4 z*ﬁucm - '
-ﬁ-@ﬂlﬁ Au point x=0, }ia fopction x.} & nne"&érivéa bgale &
, la fonction |x ﬁ une aérivée & droite égale &t oo ﬁ
une dérivéeéwhaégalea - &0 | '
£oit C le praphe ou courbe

, Ff(x) d.':me fmmw
numérique fin;.e £ , daos Is‘ pian ‘R . 81,, en un point x_  , £ a unc

_ d.éu.vee & droite finié; ia demi-droite ayaxit pear origine le point
'é"%xa“x f(z )) et pour parmétres dmeeteura (1 fd\:z ) eat apnaié
demi- tangente & droi‘te 4 la courbe ¢ au point 3 107%&9 -‘?rw;—;— oz
(rosp. £l(x, )== co ), on appelle entore ainsi le gem droite é?%‘«,l"‘.i,_ﬁ .

fﬁxg et do paranétreg (031) (I‘ﬁ‘ép- {0, 1)) On défmi* de méme 1is
.Lemwanggente & gauche au peint gx lorsque'elle existe. ’-ﬁvac‘e ces
dOflmtions, ou vérifie aussitét Q’aa l‘angle que faﬁ: 1a deml tangente
droite (reap. & gauche) avec veze des abseiases, est la limi‘l:e de

1liangle gue fait ave¢ cet axe ia deri-droite d‘crigine M passa.nt
%5

 par le point ¥ a(x,f(x}),ﬁa e, lcrsqua % tend vers x en restant ,,.» X

J 5

(resp. (%) .
On peut dire aussi que las smai tangante & droite (resp. & zau che
est la limite de la demi-droite dlorigine M, pa%an‘f par &

- z\ﬁx , en considérant sm' l?eﬁﬁem’ble des &emz-émztea de mbme

sZ i

Ve i
origine, la tepolcg,le., de 1'espace quotient € /R (%op.gén. .
chap VITI, §2). ’

¢

cux demi-tangentes en un peizrt de € emisient, ellcs ns

L F
3
ﬁ}

X,
poBées que lorsaue £ a une demvée (fmle ou pon) au pciot =

0}
o
.
[ G
Bt
\J

rE




Les formules donnant la dérivée (regy deriVee & droite ou a waac o )

si cn suppose que T est strzczement croxssante (resp. stri ctumﬁni

: -’9‘
elles ne sont identiquee que lorsque f’(" ) et f'(x ) sont infinies ot
de sipnes coutraires. Dans les deux ¢cas, on dit gue la droite gui con-

tient les deux Gegi-lac sentes est 1 2 tangente & € su point ¥ .

M

LOYsuC la v&d"?ﬁtd <B ﬂ sxisto, elle @3% la iimite do lz droite

naﬁsant par jx el @ lor::ae ¥ tend vers x_en re stant ‘%zgl,
e <

1a topologie sur l’ensam“le Ges droites passant par un méme point
étant celle de ltes ace uctient <3ﬁ/7§* (‘o2 gén‘ cPaV'VI%I 2}
L i p q ez 5po & 5
Les nwtlons de tenmente et de demi-tangente & une courbs weyréa
. aentatzve sont des cas particuliers de notions générales qui QQTQQt
déLlElSS dans 1a partze de ce Traité consacré sux Vsridtée 4iff
ﬂentlelles.
}
dfune somme, d'un produit de fonetiors numerlques cerlvables, cu G@

l%inverse dfune fonction dérivable (rrop.1,3 et 4) nsl que la dérivée

dtune fonction (nunériaue) composée (prop.5) sont encore valaaaes lorsque
les dérivées (resp dérivées & droite ou & gauche) qui y figuront sont

inflnﬂes, pourva que toutes les express;ons intervenant dans ces form leos

gient un sens. ‘cf Top.gén., chap.iV, $4,n ©2). Eafin, dens - prop. 7.
é

CO

. santa} ot continue dans [xo,bj , et cue (x )—0 ia Tonction réciprogue
5 S L} - 2

g admet au point yozf(xé) ane dérivée & droite (resp. une é@rivée 8
gaucne) égale & + 0o (resp. & -‘ﬁa?_; ai f&ﬁxﬁ}=+ oo (resp. - Qf~3;

g admet une dérivée & droite (r

,ﬁ




‘ = 4( - ,
*iziontrer jue ls fonction f , sgale & xzsi'n% - pour x;-éi) > 20
pour x#Q, eat dérivable'en tout point, mais que 2&%%;2&&1 ne tenc
pas versa £1(0) lorsoue yet z tendent vers 0 ep rés ant di

et >0

u.
0
c’.“”
?.‘.“)
o
Ch
th

< '*. :
2) bans liinilervells {0 ﬂ c:m définit pa’f’ récurrence e m“f'e

de for zotwns con unues nmemnugg (f Js Ge la mapidre suivante :

on Pf@nd f1(X}$X ; bour toute valeur'de n , T est linésire dans

- o = .
cLacun des 3T intervalles %"i’ - ‘{; ] (0<k <3°1) ; en outre,
on prend
:‘g._. = {k =3
fﬁ.‘?"i (En fm\jn} : ’
k i = k 2

fh+4(gﬁ =7 fn(gﬁ *'3n¥3)

n+1(;” 2 oH 4fn(33 ,n+3)
ortrer que 1. suite (f Y converge uniforaément dan 0, vers
une fonetion continue f , et cue fon'a de devz ‘ e Tinie ep &ugun

point de.)o 1{' (utillser i'exerc. 1)

3) Soit %?(I) 1'cspace complet des fanetiona numérigues finiss

: 1 ol o
ot continues, définies dans l‘zntervalle com@a&t 1= j2,d0] ¢e

‘. s 7, "!"-“f’;‘ﬁ :
% {ff{f) étant muni de la ueboloale de la eoavezgerca uniforme ),
< ,

' . o (Gevenom % ait su point ©
yn point aw meina t € éa,n{kidepeﬂaaat de x), % ait au PO
A . : : :
. 5 T 4 - - e £ 3 A rsexd Ay
arne dérivée & droite finle. nontrer gue cans  Giij, & ©5°

o Gl 5.5 SRR SRl =2 aen
A1 habn 1%, ¢& > T par suiis Qus 20D
iore lvop.gén. chap.lX 559 $n2j), et par suius




‘}y(t)g < e st } yé('t){ > )

a1
{et déperdant de xJ), on ait x(t*)mz(t})<; nxtcct\ pour tout 1!
tel que t<t'¢Dd ; montrer gue chacun des A est un ousemble

. a

ferné rare dans (6(1) . op Tenarquera pour cels gue, dan

‘boute boule contient une forction avcmt une dérivee . droite bornée
dans I , eb d'auﬁre part que, quels que soient € >0 ot lfentisr

m } 0 , il existe une fonction continue -y'ayémt en tout point da

& ’
! a.bf une dérivée a droite, et telle que pour tout L€l ,
L L o ,

(08
}..-;

4) Soient E un espace vectorisl topologique sur | g,f une fone-

dérivée A droits ot une dérivées & gauche .
a) Soit U un ensemble ouvert non vide dans E , A la pbsz; Gs 1
formée des points X% uels que ”'(x)r— - atanu donné un nonm ;L e

a 0 , 80it B la partis de I ‘ormée ics points % tels gu'ii
y tel que x-0KF< X et %ﬂ@gﬁ;
montrer gue l'ensemble B est ouvert et que ﬁﬂ {: B esit dénombra-

exz,sfe au mcins un

ble (remarquer gue ce dernier cnsemble est fomé d’origines

i
=5

dtintervailes contigus & gB} . En déduire gue l'ensemble deg

hdd

: S t -
points x€A tels que F1(x)e T est dénombrable.

Yo

N - 2 1 7 z 24
. On suppose que E est un espace normé ; llimspe de - {1;

i Do O
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| .
%?(f( ))f‘(x ) {resp. % (£(x, )}f'(x 1)
- b) 5i £! (x )--0 et si, au point g o a, aduet une dérivée &
~ droite et une dérivéa & gauehe, i}of‘ admet au pOlﬁB %, 006
dérivée é droite égale & O .
82, be thu‘or«’s?ae des aceroissenents finis. -
Dens les propositions déﬁentréea an i§ %, hypothéses et conul uat’
un cgraetére ;ggg; ellaa ne font Sutervenir gue des propriété des
: fcmtions co:nsidérees daps un miaimge gr ;trai renent ;gg’cl’c d'un miﬁ‘i—'
fiiza,_ Le théordme des accroissementa ﬂms est d'un caractére tout -
différent d'una'majoration de ig Qé;;gﬁg;d'une fonction valz ble

[

5 tous les points d'un ;ntervalle il permet de déduire une mejorstion

Xm v la différence des valenra de la fonction aux extreﬂites de

1iintervaile. ' |

1} Le ihéoréme des accroiasemnga ﬁais mur los fonctions numéricuss.
IZOREME 1 (théordze des acoroissements finis).- Soit f une fonction

pumérique finie et conting dens un intervalle fermé I-= d.,b\i et

» admettant une dérivée & g_rgit.e {firie ou non) en tous les gomt@ du

zouplémentaire (par rapport & 1) d'wme pariie déncmbrable Adel .

oimet i gont les bornes ini’arigg;g et aggérzeure de f' dans 1( 3§: A

oz e
L n(b-a) & f(b) f(a)(&(bwa)

sauf lorsgue f ost une fonection lm.éaira, suguel cas on a m=M= =

4 ff %
%?3 =i 8y
e e *

be a2

Déiontrons d'abord les inégalités (1) en ¥ remplagant les sigzes
oy < . 1l suffit de prouwver gue £(b)-f(a) < &a(@ -a), 1'sutre
infgaiitd sfen déduisant y&r le chansement de T en mf C;’.‘; cetlbe
L est é’gideéte si #= +oo ; bomonsmous dom al cas oh ¥ < t oo

501t k un wmb‘re fini quelconque >k, e ) 0 un nombre erbitrasire ;

nous wéﬂ ignerons par (an) une suite obtenve en rangeant danms un ordis




(G
:

o |
Quelcon_qu'e lés poim‘;s de l'ensé:-'zble' dénombrable A U ia}; Cela pésé ;
désignons par J l'ensenble des points y 1 tels que, pour tout x tel
quz adX éy / a. alt

‘{27 £(:)-2(8) £ kiz-alt ¢ z

8Lz P

la. somme du second nembre étant etondue & l‘eﬁsemble des indu,as L

tels gue a X . Nous azionsz dézontrer que l'on a J=1 . |
11 est clair Gue J n'est pas vide, puisque a €J ; d’autm part, la

définition de cet emen.ble montr'e gue si yé€J ,ona xXed @crm".

a¢x<y , donc J est un zn‘tervalie d'origine a (fop.gén. chap.IV, ¢2,

N
@
%

prop.1) ; soii c son extr émité. On a c€dJ , car pour tout x

on a 1'inégalité {’2) et a fortiori

2 2
f(x)-f(a) € kix-a)t+ ¢ a <o ’é"n

d'ot, en faisant tendre x vers c dans cette inégalité, résulte {en

L&

raisen de la continuité de £) qus ¢ aatls;ait a (2). '
Cela étant, aous allons voir qu'on 2 nécessairement c=b . En effst,
si on avait c{Db ; ou bien f?(c}_existemit ot comme k>u y 7ilc
par b;upo’chesc, il existerait un y tel que c<y<b ot gue 1'on sﬁu,
pour cg xX(7 ; :

| f(x)ef(c) kiz-¢)
4:15% en tenant compte de (2) ol X est pemplacé par ¢

£(x)-f(a) € k(x-a) + ¢ %’c énn £ k(x-a)t g %4& ‘g" |

ce qui en’crainerait yedJ , contrairsment & la définition de ¢ . Ou

bien cn aurait c=a; rour un indice ¢ ; comme f est continue au i«

8, , il existerait slors un y tel qus c<y<b et que 1'on ait,
ot ’
our . c< XLy
?’f}afﬂf’{J}({: e
2..
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da
- tout peint de.\iajb
‘ ~ s

4‘3 - ; ez : e

dfune partiec dénombrable de I ot gufil exigte dsux nombres finis d,m .
: = 7 _
|

@ m,gd(x) £ (x) i. g&(x)
_en tout @oint de If\ f A (en remplagant ﬁ.g’(x} (resp i.gé(z})
= #3 |

par 0 ei 4=0 (resp. m=0) et g’(x}~-cc) Dane ces conditions, oo =
m(g(b"‘-g,(ﬂ) 4 fib)-—f(a)'(fé( z(b) ,,..az)
gsuf lersqa’cn 8 f(x)~ﬁ1g(x)%k ou f(x):m g{x}+k {k constente

AR
Nt

pour toub xél
il suffit d‘gppliquer ie ﬁh.i.aux fonections #.g-f et m.g»f}%'gai‘
en vertu des hypothses faités. ont une ééri¥ée'é droite sauf auz
peoints d'une partie denombrable de I .
| ﬁamarqgg.— La ar09 1 est laexaﬂte 8i on supwa&e qae f; ey
peuvent aevenlm simultenénent infinis aux §01n~s d'uns partie

e
fhiva

non dénorbrable de I (cf.exerz. 3).

-

Pour 4es ?OLctions aunériques derlvables en tout point de i iﬁtéii%ﬁ? :

de I , on a le complanent suivant du th.t -

PﬁQP031T~QK‘2 ("théoréﬁe de Rolle“) Scit f upe foncltion muméri

finie et continue daps un 1ntervalla fermé I= {%,h} gdmettant en
¢
!
“

une derlvee (Pinie ou non) et tells gue F(z)=f{L).

frend

==

1 existe alors un point ¢ (em moing),ggdja,nf tel gque fiic)=0.
3 LY 7

‘La proposition est &vidente si £ ast canstanée‘; sipor, ells prend

5 = - :
C T i S G s 2 A s B - % 5 o v, 7 e N e
par exemple des valecurs >?¢ , et atteint donc sa borns supirisuie
, .
o e % Qo - e enRes B e s e s e Sk
{2op.pen. chap. .1V, 0 0,1 A4) en un 1oint ¢ interieur 8 1 : en ceo

S e o 2 7y 2 i 2
S e N pf N 4 v N wy e LS

e o Licin;Ple <O et fle-n)flcl € nour h >0 ~dig

¢ S

% 7 ~ 4 Ve i e e, (U oy o S T S AR N s S P L -
TR ERh o By X { Cl sy 3 COmEg L 8 3t subDbosés depivablis =0 point €
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Lo

‘ 3 5 5 2 ':’ o %
COROLLAIRE,- Soit f vne fonction nunérigue .finie ¢t continue dang %a bj

Pt

gt admettant en tout point de )a,b( une apmvee (finie ou non). Il

existe aloz's un point ¢ (eu moins) de }a bf tel gue £(b)- %a}*f’c)(bnaf

11 suffit d'appllquer la prop. 2 a f‘(x) w'(x»a}

2. Le héoreﬂe des aycrmsseﬂeats firis pour les foncti ions ?6%‘301‘161 :
5 |

HEOREUE 2 - golt £ [: mwwﬁmlﬁélﬁiiéllﬁié,wﬁ,t?ﬂu d%.@

I=ia ‘b\l r;renant ses valeurs dazzs ul espace voetcrle E do dimension

X

T e e -
finie sug B on ,,,.Qppsse gulaux pw nts du complémentaire par rapport

& 1 d'une partisc ae o'abrable A ae 1 Fd{z} exiét‘e st eppariient &
O £ d S 2 ﬁ Fans pe B ‘e 3
gne parvie convexe ferméo D de I . Drns ces condit ions, -5‘-3)% iiia’}

- £

& b“ 7 e -
“ é — (e] e peul apparienir & ls cogue

&

D
de D que si g;’i{x} sppa. rtisnt & 5 1'irtorsection de D et de tous les

hyperplans f“:t'gi de Dau 3903':1 F“)f fla} , pour tonl x sppsrterint
< : S =13 -
s 11l ‘ _

Ex effel, soit gl X )=m 1'éguation a?.m b;ypargs.an d'appui gquelcongus

E de D (g forme linézaire). et suppcszozzs que pour tout He P om ait
glA] B ; la fonction nus érique g % a en toot point yde In| A

une dérivée 4 droite zgalf—'ﬁ & s{ {v}} qal est ,g; nm par uy; sthéae ;

Py - ,
cue sl | 3(y) aprertient & l'hg perpla B pour ot ¥ 1 r‘*,{tﬁ , aucusl
i?- Y ‘9 fb,.& ) = v
25 e e k = & : i = 7 S i 2
€28 =———=2tiZs gipartient aussi a4 1 ; d'od le Lhéoréme [en suppezunt

BSOSt VAT W 4 gy aas o o S
"v‘g\ﬁbéz,vi‘ézéé,, rEes ] ’; F i Q’)(.i.}_;&.;’ é;e e 4 633 .%;m» L Voo LOTiel Le
g 2 -
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croissante et non constante dans I , admeiiant une dérivée 3 droits

7 et ”\ Z - =
{finie ou non) zux points du complémentaire par repport & 1 d'un

enssoble dénowbrable A . B8i, pour toul yein [ & :

(6)  pif L) g9y

éi;‘;} sxiste et que

(7)  o(F () Fla)) S elb)-ola)

En ouire, les deux membres de (7) re raovent gtre ézaux gue si pour

e 2 s b ’ i TG % i 23TV e = 5 0 ?‘3"
tout wvein L A 3ol gue 9¢4(y)70 , EC,E(V}/@ (¥) sppartient a4 1'in-

wersection de l'ensemble convexe D dofinmi par plx )} g 1 et de icus

~ < Z g A = = e : 2 ).,.. 1:—" o =
ies hAyperplans dlappul H de D ay pcint - £ i5) gk‘f»’ ; BL 81, pour

. = olhl.gls}
fout yelGp 4 tel cque 9iiy)=0 , ! (v} gppartient 4 llinterseciion

dew hyperplays parasliléeles sux hv:,‘e?-';ﬂans H et passant par 1'crigize.

En e;i’az; 80it gl X )=m {g forme l:e.nea.n re) 1'éguation d'un hyperpian
¢fappul de D , telis qu@ g(x,)) m pour tcut ¥eD i XED est
tel que p(x:fzo , 00 2 AXED pour tout .}!.}0 done Aglx) s u
paur tout A /;* O, ce qm. impligque g(x ) 7 0 . Cela étant, 1tinégalite
i6) mon‘tra‘_@ug, pour qzjé{y):(} - ?é(y)/qaé(y) appartient 4 D , et si :

2t(y)=0 , »o(f é{y}}:ﬁ dene, dans tous lee ces; on a

ik f‘},:f?; Z m@é(y ; par application de la prop.1, om a domc

el (n)-} (a)} 7 mla(b)- @(a}) En ouire les deux membres de ceitte
i 7

derniZzre inépelité ne peuvent 6tre Ssaux que si g(F (y) ,2(3:"}

pour tout yel ﬂf A ; d'oh le cora;i.iaire.




iff

e (e AT T A =i P = e S e G At
GOZ0LLAIRE 1.- i 4 est un encemble ouverl convexe tel Qus

. ' . i o
g NFaI] < 9580

oo £ £fini o
i . f o i »‘"f = i oA
i ;—‘z\b}ﬂ; (a)f & o(b)-ola)

o5l lu norme eﬁciiéigﬁge daps ?{“ , ies deux mem-

bres de (9) ne pouvent Stre épmux gue s'il existe un vectous fize &
tel gue :}Es.,ﬁi -1 et ?é(g}m 2, @é(g‘i ch};xﬁ_izmit y@‘i {’52:' A

fn effet, »l'AJVeraac on de la bouls }53 et d'an gielcongue de scs
hvbeﬂtiwns dia 3&1 se raduit & un roint. |

COROLLAIRE 3.- Pour gu'vne fonct,oz ?ect origlle continue daps un

intervalie ouvert 1 soit‘c@ﬂst nie, il s&ffi% qu’elle'ait une Gerives

s

a droite nulle ern tous les points du compLement i

-

d'une partie dénombrable de I ,

Le th.2 s'6tend de la manilre suivante sux fonctions vectorielles

d*ane Jarldole COﬂp3exe

PROPCSIIION 3.- Soit F une fonctzon vectorielle é’gge ?arlabla

‘ complexe, deflnle continue et dérivable dans upe partie eavezte

convexe A du corps (® , & valeurs dsus un espace vechtoriel % de'

dimension finie sur € . On suppose cue  '(3) appartient & une

S

s
o
ot

partie convexe feruée D de B out z¢A . Duns ces cendl’i nz,

R ot st

2 ' o . - "\9 C‘ v! P2 -~ =

pour tout couple de pa;mts\aﬁn de & , £ ‘L; é ( appartient & U .,
; ' F; ‘x ; ‘/ 4 ¢ 2 ; 3 ‘ =
rosons en effet % (t) = S ?(a%jt(baa;) pour G$E< 1 ; comme

%,?Qt}z f"(a+t(b43}), 1'application du th.2 & 1s fanciion'%% donne

aussitot la §r0y08$bloa

e ~

Ep appliouasnt de Eéme ls cor.2 du th. 2, on voit guoe

b Faria At s « it ) % 3 A :

Kt S S el e ii ,ﬁ £y ey By B 2T 3 g H ey oy g e
Lol e s W LG U o il ] - i oo 117

f yout zeh , 08 5 | r \0)-¢ A3/ m. jD-a; poui LORT




GOROLLAIRE 2.- Pour gu'une fonction vectorielle F‘ dfune varisble

compleye, définie cans un domaime A , soit constante, il suffit gu’ telle

sit pne dérivée nulle en tout point de A .

b
o
{0

G

(W)

En @ffeﬁ, soit a un point quelconqne de A ; l'encewble B des ]

i.

&"9
L‘i

de B ofi } (z)= }(a, est fermé rmé paibzue ? est continue ; il sst

cuvert par g g¢1cat10n du cor.n (avec mzv) & un voisinage ouvsrt oonvexe

it s dan i BTy T T 8 - 2 oS s g 22 o e
contenu dens A , é'un poind quelcongue ae.ﬁ ; depe il est ideniique & &

- o 25 \, S e L ~ 7 b ANy : % : = e ey v 3 R
Bemargue.- La démeonstration du th.1 faitf intery enir de isecon

et e Eol ey 55 e el ol S
ecgenticilec les propridtés topeloplques parvifuiierss

lesguelc le cor.3 du th.2 (énoncé pour ls 6érivés (au lieu 4s
a7 s z 2 R Ui e > - a A 2
1z dérivée & drcite), et pour une fonction scalsive) est
aETae y
inexaet f(cf. exerc. 1). -

%2 Coptinuité des OBFIVGGS.

PHOPOSIT Oh .- Soit Sf une fonction & valeurs danv un esvape veﬂfnfz;

=

E ce dimension firie sur R , définie ot continue dams ua_intervaile
: 2 _‘/ o 5 ; 2

ouvert bormé I::}a;aéw, el admettant une dérivée a droiie en TCu lss

points Cu compldmentsire (par rapport & 1) d'ume partie dénombrable

7 o Z L. s ’ e e = - = o = 2 : : %
Ade I | 51 ls fonciion ¢ é admet une lizite € g aeznt 2 (resp. b
g 57 o g =




g
~X

=t =
8 s,_a nction %( x)= F'{.x)= éz déné un intervalle iyé,z} tel fgm:_
e{y<{z a+h ; il vient |
{9 bis)'* 7 | n f(z}* Fiz)- C',(z-éy)g! < e(z-7)

d'of en premier lieu 25 £ (z)- F(})}i < (ge j;_%-a'}{z»y}; e qui ronire

{é:ri‘téze Ge wauc;ng} gue F a une limite & droite 4 an bm&w = ; faisang

sm‘am y vers e dans {9 Dls) on g epsuite

) ﬁdgj___ ellge

= b 5

pour "cm'rz tel que a<gz '<a’+h, , Cce gul 'pmwze qua € est

e
&

Qu
P
©
Feto
@
o

poin t de ls fonction F prolongeﬁ par continuité en ¢e moint.

£

Bemzrgue. - Pour une :f‘uz,zat on scalaire £ , supposée cuntinue 2 dioiis

an ?Gii@t 2, la g)z'cp.c’,l est encore u'raie si 1::- linite & droite de £°
S R } SR e T .
g2 poipt o egy INntinge

g
s ety

™ 3 et - Lo e s N
comme on le vwoil par un roisonnenent UL a

fuit aralcoue basé sur le th 1

{:‘. . +
B

£9t dérivable & droite en tout

g

de x , et si [ esi contipue zu point X 5t
B ¥ é

P e St “’0 .
PROPUCITION 5. - Soit éﬁ une founetion vectorielle définie, st
¢ériveble & droile d(maa in intervalle cwert i ; guels cue sck@”‘bi)

y del . on a (en surposant par exeuple que x L3

£ A g0 - gt fis ! o an e s Ny S
£10 i “avéaf’:»f*“h fé . SUp s e o5  Dilx 4
: FEia)- £Ea) kX Qf(y x) < (3 z;.MZgg vﬁ‘,é;_ Patlx

11 suflfit d'arpliquer lo cor.2 du th. 2 & la fonction “ilz)-

une {onction yecsor a.:.}_e d'uns varisble

T
T
§
[
o
e
&t
ot 1
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. 4

on poese f(x)= = a a2 Hontrer que £ est continue & droite eu.

= : M= h :
tout peint de ,IO 1[ » Biesi camstanio duss sucun int?zv&u}g; a%
admet en tout poiut de (0,1( une aerhée droite nulla
3) a) Soit K_l’ansemblevtniad1Qﬁe de eaator'(vog.gen., gha§,1¥1 57,
n%5) i - les 20 intervallog contigus & K et de longusur ":’9,/ 5

; f

(1¢p¢2") , K les 2™ interalles fornéa de longusur

3 ’ .
1;;3*4 dont la réunion est le conplémsntaire de 1a réunion des
1, , tels que m<1 . Soit o un mombre tel que 1<a<3/2 ; pour
tout nr , on désine par £ 1ls fonetion continve croissante dans

;3

» 6galo & O pour x=0 , constante dans chacun des intervalles

m”\

Noscncrind.

i
i D ﬁe&s gue m{n , Lanoax_re dans ehacun des mtamaﬁ es K
7 ¥ 2

nti .
(I{p é ) et Ee.z.le‘ que fé(x):q. dans chacm de ces derniers

£

.mla-

interv’alles._ dontrer qgue la sériq ée terme général £, est unifor-
" mément ¢ convergente dans [0 1] ; & pour somme'zme forction © qui
admet partout ume dérlvée & droite dans (0 1[l, et gus 1l'on &
fé’(x).. + o0 en itout ;goint de K distinet des omg:mss des inter-
valles In“ . _ |
b) nczt g uns applmatwn continue ¢roissante de &:‘0 15 sur lui-
méme, constante dans chacun des intervalles 1 (cf :_g;g 86D,
hap.1V, §8,exerc.9 et 16")} 81 hftp . mrmtrer gue h admet uns
dér ivée a droite egale a 1! {x) en tcrat point ce Yf) 'i[ |

4) soit £ une i‘oncficn saalalre finie ot contixme duns un inter

velle compact a. bj ; el a@m&ttmt en tout point de 1'interval
ouvert 'Za,,'ai une dérivée & droite. Soient m et ¥ les Borues
/ -
: e - ~ N
inférisure et supéricure (finies ou non) ds f!{:s:} dens la,bi
z) Hontrer que, lorsque x et y purcourent id’gj de sorte gus
- . P s =
%y , llernsenble des valeurs de f(x}, ;(y) g=t identigus 2
i

e

= 2 el - - - Ll 3
itiantoruntl o gﬁl #{ s1 ¥ ntest pas iineaire B¢ Taacener 5 nPouver
; /J £ i E 5 ¢ $




L
; X
Ry

o
que si f' rrend deux valeurs geo sxg_,nes contreires en deux points ¢
et d ds }a,b[ 31 existe deus poluls disiincts de Lintervalle |
')c d[ oh £ prend le n&iaumar} . , ' | ,-

B)si¢f afmet ) ouzre en tout y«éiﬁ% de :&;k( ane ésezive -
gauche, les borzes infvnwmﬁ [resp. &apuriws) de £} ot do £

dans }a ‘0{ sont égales.
c) Bn deomm que si f est z:zwzi*s,a.ﬁlw mvz : a,b[ image par i

&

'_‘de tout mtervalle ccntemt dans ,sa ?}f es& un intervalls, ot par '
~ v _ '

snite est connexe (utzlza&r a;}

'\, =,

9) Soit f l‘aﬁphea&mﬁ ?ectz}"%ﬁw de I= }’G, ; daps R 7 d67i-
nie comme suit : pour 0(& £4 ? f{t)z(-»-‘fi-i; U,%t ; :wm,_ %*‘55’:% ?

?(t)w{-‘! 4t-1,0) ; pour .-<'~t. 4 . F{t}-—-(-i 1,44-2) ; onfin, 'paz;’r"
i'§5<1 F (t)=(4t- 1,1,1} ., aaoatrer gue 1'emse'ncle comfeéa u%m-.i‘é
par l’ense.uble F 3(1) ntest pas identicue & 1'adherewe de l’ana '

_ semble des valsurs de ﬂﬂ—-ﬂ-—l lorsgue (x,5) p@rcaurt 1*%3%‘01@

des couples de points dxstircte ce I (cf. exerc. 43}}

6\ Dans 1'intervalle I-— g_‘-i ﬂ} , on w:saidéra la f’ozzn ticn veets«-.
riells ? a valeurs dans ‘Rz éeﬁm.e de la mapidre suivants ;

P (0)=(0,0) pour ~1£6€0 ; F(t)=(t%sin I, tPoos 1) pour 046 <1 .

Monirer cme F est ﬁérwa’b}.e Gaﬁs _}«2 *—i( mais gue 1t imaﬁ? de

cet intervalle par F* n'est ras un cpscuble coz:;ns e éms ?9

(cf. exerc. 43)) /

7) voit [ uns fonction vectorielle continue définie dans un -

&
s
¢
&

intervalle ouvert IC K , & valeurs dans up espace mormé ¥ sur
R, et aduetiant on tout point de X une dérivée 4 droite. montrer
gue 1'enseuble des poinis dge I ot F'acimet une dérivée est ie

compidérentaire d'un ense; abl,e "*cﬁ—*:"{’@ dans I {ntiliser lisxerc. 5b;

- .
du ¢1 , st les prop.4 et § ).




oo a 1% z}\l,té~[; s5i 4 est la réunion des 1anervalles I
0,1 57 5 a8

de 2

- s
8) On considire, dsus 1'intervelle gu,c , une famille (1

dfintervalles cuverts deux & deux s sans point commun, définie par
récurrence comme suit : 1'entior n prend toutes les valeurs 29 ;
pour chague valeur de n , llerntier p prezd ies valecurs ‘1,2,,..,23'
B.D

corraspondaﬂtfaux aom%ras@ B <n le complnﬂestalre de J est Téun ion

ol - :
n } deux 4 deux sans

e

1nfer?alles fermés E - {1 £

point commun. 5i K = {d b} cn prend alg:s pour 1 ~ llintey-
. : = np | b - - nki b -
Z - T i i 5 - 5% >, =
valle ouvert diextrémités b- B2 Lo == et b- ;ﬁf% . Boit B
5 4 3 2 : ) e :
lfensembla yarfalt usﬁplea entaire de la réunion aesf"ir _ Dhar 28DDOTE
; o g b
1} Définir dans Y{Q:%} ine fenéticﬁ scal iire coniinue f ool
= - - : ;
e i 5 ‘o ( = g s g Freg - e e
&é@et en tout point de ifsig une derivée 8 droite, mais gul #'a pas
de dérivée & gauche aux poinis do **ensamble non dépcnbrenls dos

peinte de B distineis des extrém tes d 1nterVawiaq coniigus & &

;{cf,axerc.?}”(nremdre f(x}zﬁ dans E | et deflsér convenablemen; £
dans chdcun des intervalles i, . de sorte qus pour tout =REE

= 3‘ : : ;
il v ait des poiﬁts Y < x n'apparienant pas & E , arbit gz};r'nz

voisins dé z et tels que' {f(y)-f(x})f{yax}zai}.

G) Soient P et £ deux fQBCulOﬂS numev ques finies ot continuas
dous ;ia,b";f‘ ayant ch 1ecune une dérivée Pinie d/ | 8,b1
montrer cu il existe c tel que adc<b , st qae

[ 2(b)-t(a)  s(b)-gla)l
% file)  gie) |

10) Solent T uns fonction scalaire dérivable dans un intervalie

o, & )
cuvert ¥ . g sa dérivée dans I | E ug interva
o=

R s S R = .
Gans L ; On 8suUpDess gus g ast dé: ‘J&b‘.e gens 135

= \,“o

75 3 b:« SE 3 oes o s Eyes T e r-r’t Mm% o e T ae o e A e
12,01 (mais Das necesssirement conlinue a droite (resp. & ganche)
2 o

; .

e
au point a (resp. b)
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L

« bs-
11) On: dgpelle dérivée xgétrzgue u'une icnctloL vectorielle ?

en un IOlEt X, intérieur & 1'intervsile ok est deflnle fﬁ - l

-
Lz oy i1
. limite (sz slle CKlS } de i =3 éﬁ r%0 ‘1 10&8“&8 h tend

ers O en zestanl >0 ; on le ﬂGt% §fé{xa}i. .
a} Généraliser & la dérivée syméirigue des régleos de calcul

',é abllas aun §1 pour la dérivée {ou la iérLVee &4 Oroite ou & Labﬂ )

k‘m:
Uji 5

23
KA

b) &ont““z cue 1@ th.1 est encors Vral guend on y rem gl ce

mots "dérivée & d*cita“ par ”&efz?ee syaéirigue®.

§ 3, Dérivées d'ordre supérisur.

4. Dérivées dlerdre n .

Soit : une fonction vectorielle dfure variable T89¢1§, continue st

&

-t

'Og*z , 90 est de*lvab-e su point X, s 85 dérivée cst

d8zivable dans un intervalle ouvert I . Si La;dérlvée existe dans

apuelée ls dérivée seconde devg' au point xb , et se note g’”{xe} on

D F (x );/Si cette dérivée seconde exicte en tout point de I (ce qui

ot
B :
e S
fad

im\t

que que F’ existe et est continue dans 1), x ugrﬁ“(x) esi une
fonection vectorielle gu'on deslgﬂe par la motation ? " ou D° S’ . Por

récurrence, on Géfinit de méme la dérivés n-ume (eﬁ dérivée a=o;i§e o)
7

=
: ' ) : - -
? , qu'on note ?*“) ou B“F : par définition, elle a pour valour
en un noint }' €1 1la dérivée de la fcnction %}(é su point Xé,:'satéa

YisX 3
défzpitlon suppose donc l'existence de toutes les dérlveeu ~ ?‘“’ dfordre

»

. : n-
k<n-1 dszns un voisinare de. x ; 8t 1g ierlvebllité de Fi au

58}

nt

At
b
e
B

*

Q A Z
un dira que ? est n fois dérivable su poini Zs {resp. dans un intex-

valle ouvert) si elle admet une dérivée n-2me en ce point (resp. dans

2at uufq¢¢mlﬁf
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Far récurrence sur m , on voit aussitf;}t qgue
(1) - s

lorsque 1e seconc membre est ééﬁni

PROPOSITION 1.- LI ¢nsenble des xonctlons veclorisllies définies dans un

selnble ouvert Ac R | prenant leurs valeurs dans un néme gcpece

Vectoriel E , el admettant une dérivée n-dge dans A , 28t on espsce

r

vectoriel sur R , et Q—-—;}w Dng’ esi unc spplication linéaize

{homogéne ) de cet espace dans l'espmce vectoriel des ap plicaticre

(2) “’"’?*—’3{,} = z.r"g? T o ‘

(3) (La) = 1°f .4

lorsque £ et f:}r ont un déri‘féa‘i; ¢ne dans & (a2 copstante].
PROPOSITION 2 ("formule de Leibniz").- soient B,F,& trols @gpge%

vectoriels de dimension finie sur “g{ , (% ,9)—> [x.y] uns appli-

tion Di ilinéaire do EXF dans G . Bi ?{resp 2} est définie dans

un en Seﬁablé ouver"c AcRK , prend sgs valeurs dans B x‘rasg}, F)

st admet une dérivée o-6me dang I , [f . %} admet dans I une dérivée

p=éme dorués par ia formule

JiESiEn sy fi -»{ {Il) —i ! [ (ﬁ‘-?} ﬂf’{ 4’3"3“ (ﬂ"{)} ‘ép}g-{'-
Q‘Q’} Q E;‘aa] .g"“ T( ?j*’x:ﬁ"rip]i? 3(3 :j;o
> i\:;“?}‘g

%9 8 2 i [‘}’" ~;é-

Les formules (2),(3) et (4) se démontrent aisément per récurrence

sur n (compte tenu de la réletion [(F)= (
'? e
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Les Qropos:ctxons récedentes Gnt éta énonci..es pOur deo fonctions

n fois dérivables danp un xnaarvs.ne H ngus laissons au }.wctaur
le soin dfénoncer les pi'o;;csi‘zmn'a analoguee pour les i‘ozﬁctiqﬂs
n fois dérivables en mn pciﬁt_.‘ Un peut «upsi, de fagon évidaute,
dérivir 1z aérivéc m-sue & dmi& ; {resp. A 'x'aiLuche} dlune foncticn

vectorielle continue & droite en un point, ot apssi considérer

pour les fazzctions scalaires, ces dérivées n-émes & droite (ou 2

, é&l@hc ayant uGS Valeurs infinies ; m&slaigs&ns Sgalement ges
générs 1 ations au lecteur.

2. Mormule ae Taylaz‘

=

Scat | une fﬁﬂotiOﬁ vectorielle définis dans un in erValle {,wmt T

& @aleu”s dans un 88pace vectomc—ﬁ E de oimensm:& f‘inle sur E ; ltlexis-

tence de la dérivée de ? en un pexnt ael ﬁgmﬁe que 1fon a ‘

- -G -~
(6) xiﬁmx F (x) (a allz-3) _

gutremert lt gue f‘ est “appmxmutive ent éga}.e” & upe fonctien

iimawe au vciginage de .a (cf.cbap.IV, oh cette natic'iz est développée
de fagon générale). " Nous sllons voii gquse lfexisi‘.eace de la dérivée
ordre; n de £ au point a entrafne de ls meme mapidre gue F

"aprroymatweuent égale” & un }golgn ome en x , de degrg n . & coefu-
dans E (cf.‘l’op,gen.,cnap.x, §4~}, su voisinsge de a . De fagon précise :

THECRE/E 1.- si 1a fonction ? aamet une dérivés n-éme au point a

o 8 : 5] -

- S B, : e (I' by 2 s »,t._,.z
Fe)- Pla)-prie) 72l -prta) Sgpd - 0Ga) )

(7) lim = — =

X-ra,%#a « - . (x-a)
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Le théorére esl vrai pour n=1 ; supposons«lé démontré pour les
fonctions adnetiant une dérivée (n-1)-81s au psinilé . On peut 1! ap; li-
guer & lu cirivée Q? de'~g : pour tout 8:?6, il existe done vhj>$
tel que, si on pose “ |

5 . . 7- ’ “}
g (x)= f(x)- fla)- £ (a) LZ:_). F (2) L%?l.,_;,f(ﬂ)(ﬁ} {z-a)

5 lva
on ait, pour ly a}éh n-1

| - “ v- (8), \ G ¢ o
g @=1fr@- frea)-prta) L»—-l - P(a) %gm
Appliguons le th.des accroisse Jenta finis (§2 cor.2 du th.2) dans
liintervalle diextrémités a,x (avec EX“al<.h), & ia fonction ¢ ; il

vient g {x)ﬁ £ eh n . cc oui démontre le théoréme.

On peut dopc éerire

(5) fﬁfx} flayr () %ﬂf +§“€a} {§j$¥2r+§(n}fa%%
: ,. : . {L'
ot wu(x) tend vers 0 lezsqua X tend @ars.a ;eazte4 mule @aas
formule éa  zior d'oxdre n , relatlga au point a, et le SECG?@ m@&bz@
de (8) est appelé lo | évezoppamant de Taylor dtordre n de ls fonc tion F

gu point a . Le dernier terme ?” ’x;: w(x) Lﬁﬁ%l st appelé le reste

de la formuls de T aylor d'ordre n .
Lorsque [ admet une dérivée d'ordre ntl dans 1'intervslls I , om peut

avoir en Loz“*zoJ dg cette dérivée (r+1)-&ne une borne mugoﬁgf"fa pour

u oy} . -
ggrnﬁz)§g dans I :

PROP usz:?:'*g 3.- 51 ¢ (x)]| ¢ & dens I , ona
(9) I+ )] ¢ QLX«%L“
5 7 f ¢ ﬂ\A’§§ > *‘Tﬁ_}_'i“
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(ralsonaex par récurrence sur n, on t¢ﬁ81éﬁf&ﬂt 1a 46&0310& do t ;
AV Gt hu.,,s g} f—{z" (x)&, !Ht'? -
b) Si_f"est n foig dorive ble dans ;j;gaegﬁgggg,I = og a
‘ -”AE_F(_XJ%»“}& - £ f‘“"(za}%}i”hﬁ 5; <
- né;sa g pw)(xﬁ.h ,.ft f( (xo)ig

la borne sujéricurec éiuni srise GAans fﬁuumhla u%ﬁ (* ) ve?s

ngg

<»§h ua..?

'mm'0§ﬁ1$1 pmu~ﬁ\i§nﬁ

é}iﬂi'fyeSi une fouction se @1&1?@ n fois defxvabl a;s E , on a3
df(x h,,..,b j=h, qBe By f(ﬁ)(x~8 h +,.,+? b )

51@3 zbres 5 apparteaant & Q 1]

7}_So;ent £ unefonction acalﬁlra n fois dérivable au point X,

g une fonction vectorielle n fois dérivable au Loint ffgfﬁ%?

.Qiénz ;. | - - , ,

fix i—h)—a +a, h%...*!-a'hn-%-r (3}

- g(yoﬁ:) o +?a k+..+19 & +5 (1]

3 ies c‘ié‘velcppements de Ta;c;"lor gt ard.re n de £ ot % aux pemts %,

st Yo regyecblvemenh Jontrer cue la saume des nti termes Qh

éeveloppemeat de %aslor d’oraze 3 de Ja fonction Qcﬂ?Oub %fof
av reint xo est 3ga1 4 la bomxe des termes de degre £ n daus
ie golynoaa = - , - ‘ - _
bor -2’31 (81 ‘fl"?". ,%ﬂaékzn Y L s 4 a,;'h%' e v,%én}.zﬁ}gw&, ?agﬁ afﬁh-ﬁ-, ; ~aﬁh§ }zz ;
&n décuire l‘f#s:'deax formulos ?*m,xu{; ' 7
D (g (2(x)))= 3 . 'w,;m,,g

dzf..m d g
4
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o

la somction utdut étendue o tous les sy,_tw e vlentiers siriciesont

positifs (m;), . .. tols que

o~ \q
m1+2m2+...%qmqv=-n

t p dési,;pant la somme m1+m2+..,+mq .

o
St
g
&
o
¢
g8
ct
Las
E
L
e
ERES
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%
-
)
6]
o
o
foeed
; g;:e : :
U
O
(s Y
(2
i~
Lo
B
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d‘
£
b
e
ZE}’
e
i
5%
H
e
o
bl
&
i

dans un mnterv ile quar+ I : x,,? 5..,3 des paintg disiia&%g de I,
C SR s S o A - o s s : :
et m%-kisgi.gp} D entlersv;»@ tels que n.dn +...4n =n . On supo 058
e : - s D
- aufau point xi', f 8 44nﬁle ainsi cue sa%,ﬁia?'§ramié;@s dorivées.
paur 1= i<y ¢ sontrer qu'il existe uo point ¢ ianbéricur au plus
S ‘, 2 : > 7 - ~ % " :
S ?1,"’1 it
s LSy

- 9) 2) zvec les mémes notations cue dans 2 exera.¢i O sLLIsES gue

T est ﬁ-fsis dérivable duns 1 , unais par'ailleurs gueleopgue. Ho0it

&
=

e polyngme'de degrs b {8 coeffi ients réels) telaqu*gu péiﬁ% =

\§15;§) . g_et ges n~»1vpremié?es dérivées soient res :ebrivmmaﬁi

srauz & T et ses “i"% premiér res aerivées. uontrar qufen a

, L xex ) (xx) 3...(X* s e
f(x) = glz) + = — (n,{g }

' of1 %. est terieuw au plas LetL, lﬂtBP?allﬁ conterant les poir %5

w
Pt

"

x| gii{ n) et x (ﬁer¢3q uer lexerc.s & la feﬁétion de ¢
: -

af yi {X“K.A /ﬂ {z-%~ 12 {K"X } b
1{@}“3{9}?5 Z % “ E’.:_ P o .
Ii: i

of 5 est uue conslants éeﬁvanablfdeht cnoisie}.

X

4

e,

une fonction vea@c***liﬁ a

-

b} avec lue mémes not 71059’ sc,t

z

veleurs daps & , n fois éariv abla ¢ans I , 9 le polynoue (8 cos

o o :-l o % Sy : e 3 - 2 5
Picicnts dans %} de Cegré n tel cu'au point x; (1<idp), 9 et
: - i Sea < s

- - - - . .
$68 n.-1 vrenidrea dérivées solernt resv%etavemzﬂi égaux & |
U 2 : ; & o S3one Sy

o g S0 3 ol Ay A ":: o < 2 ;T b fes
€5 B.-1 prowdores dérivées. .oriTer que si l'imase par
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2

dans un enseable convexe ferné K dans B

on paut éerize

2
2abn) b
3

de O ,.et 5 folis dé?i?aﬁle dans ce voisinars. ﬁontrsrigu'gﬁ'33  
alx) = 3g ! (x)4281(0))- ﬁé«g'b)( £) (§=6x, 0<0<4)

(mBme ﬂethode que dams 1texsrc. 3a)}. | | :

'Ewbaeauire e sl est unie fcﬁction scalﬂlva dnfip$@ dsna j;a;

t 5 fois uerivable dans ot intervalle, on a

(b-2)? (5],
f{b),f(a) =A2;§ fft(a;ff’(k)*4f‘fa+b)j 25?3 iﬁli

R

avec a <‘b (“formule ds ﬁlmpson”)

5

Gé;crallser apx fonctlons vectorlelles {ct. exerc, ?h 3.

’  11) "leh% f fé,..,;n,g1,g2,..,gn 2n foactzons scalaires n~'

;
fois dé 1vables dans un 1ntervalle ouvert 1 . 801t (r )1<fi , me
suite stz 1ctewent croissante de n points de I . iontrer que id |

: 3a§pgrt des deax~aeterminante

- - ,i ‘a : e . : 3 s A
_f‘i(ﬁ"i? f1(x2),“’° f's(xn) - 51&1) 31(12) ,5~€{xrz}' _
1tz 2 (x) . £zl - glx, ) gn(xz)»a-.' g {Fﬁﬁ,,;
ezt épal au rappori des deux éétermznanta '
= n-1 - =
£(5) %),‘.é (5] e, (5) &5, )'"gl )u
: (n. 1} Li=% 3 - 3
£ o J £ (% ). !
i % 32l e 35‘ =
P Fe Y aiic Y (n»‘i} ' (% ¢ {Z"”‘}{% 3
(o1 f =z , ¢ < §z<x&, - ;3( ‘%<K); ouy gﬁ@"@ <3’n<}=£ Q
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Cezs parliculier oﬁ g1(x)-? . ga( x)=x ;...,p e
: 12) soit une fonctlcn vectorielle définie et contxnue-dans
1liptervalle £

ini £ -;\a, “37 - ar deux fols dérivable dans lflntaw

: = ; u...A t i
dens un intervelle cuvert 1 , ot si M =sup §§:€X}§ 8y
7 ’ S 2 XE‘,}_ $oa 1
ip i : s n Hper il
E-cup [ £%(zj! sont fimig, il ep ect de méme de ¥,= sup ;§Q*az}§
= ¥ I xe] L :
et on a : - o
.:.w-’”"“""" = i ng\
5, {2y u i I 2 ume lommeur 2. =2
. -\ gD L : - y >
f: :3 g < i-?’ o = 5
-Qé ga\féouz 8i 1=17, .

 ,30§ﬁfer qae~aaﬁs'ces,deﬁx i@ézaﬁités,,les ﬁambres é ai' {g;
,,fegpaeéivsxest ﬁe peuvent 8ire rzm.lucés par dée nonbres plﬁs’
petits {considére “"'aberé Je cas of on suppose seulement que %

sdmet une dérivée. .;mac«:n:uif3 8 drol te, et montrer cus dons ce’ cas

les deux mezbres des 1negalités précédentés peuVént devenir ég

en prenant nour g‘u&e.fonﬂ,ion'acalaire’égalsv“p&r morcesux” a'daé,

.ya?yu@mas idu second degr

¢) Déduire de b) ¢ qua si f est D fo& dérivable dans B, et si
‘; - i : M . - =
M =sup E\PUR)] et B =suo | P(x)] sont finis, v‘@&@ﬁ len
el e O xer i M

i ; ig 3 . ig oo s o ¥ £
LE ar s X = gun & }{")si 28t Tinl pour 1<k < p- ot

i T £ / ui < £ ‘f'

4 XCR # | o 3
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kip-k ! 4 ,:9_% :%,
= o P
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( idy a2 "-
jrefg 2rey
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4 ' > s o = = 1»‘ : ' =5 : ‘
en décuirs gue, 5i E as‘c trois ‘x‘?oiadz.ffesr z;’zmble @&zs §?; et si -
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a, an z'..zwug gent qus si la forction f£7477
'pz'snal th‘i valear ¢ >max a,b) en 1_111 amt b
X, %, tols gue X, <X <x x, Bt qu en x ot Xy is ,w;:.;’c‘tian ce
~ prenpe des valeurs ,_< - ; considirer alors un point de Jz,;,x?;\

- -
o8 T 4°1- atiant gg bg"re :;up ‘risars dans cet iﬁta?‘?a},},s).

0D

b} Soit £ use fonction scalaire n fois dérivabls dane K

50 : ; €%
z : = : : e :
", . . - n 5
telie que Llon ait (2(x))° s et (2712 ()32 <
'“ $ - = a 3" ,m : "/' »
dene g’{, : montrer que 1l'cn & (2 (k-1 ( 1%+ (f{’{*gx}}?. < max{s,b)

Jan

g R POt 1<k<n (Heiscnner psr réourrence sur § ; remarguer
> - % - - 7 - : 2 3 f; »
_que, d'aprés 1! az@zx.?,., 10 borr_v supérieure c}a de (£i{x})
dans “;?; ect finie ; momtrer qu'on s nécessairement o < paxzle,b),
e 'rai.sczm&mt par 1l'sbaurde : daus 1 Thypothése cb o > maxia,b]
da sorte gue, pour lig fgnction
5@,?{:5}% < 1 , npis du'on ps Luiss
; \
tont 2)
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13) s0itb g’ une fonction n-1 fois dérivable dans wn intervalle

cuvert I contenant & , ol =soit ?v la fonction veciorielle définie

5 - ‘
; % s 137 A : " Gty 4
0 e & o 89fn) & ¢ ; é.?‘i ‘ien X + y
E (-X ?(Q ? (‘)f x;? ;" ‘kg}} 24 npe s B S (ﬂ"‘i )? f‘B(X)X
&) Jdontrer aque si } atmet une dérivée (mip)-2me au point 0 ,
§f,__ admet uns dérivée p-ome sy point O et une dérivée (nip-1)-5ms
Soriia s o e . : » i , , ,

en tout poiat de I distinct de O ; en outre, on &

(k) A (ot+k) o lotle . %
{"? {u) = WQ (o) pear O€kS$p . et E; iz =

tond vers O avec X , lorsgus 7£~k<ne="¥ {ezp?“i% los dérivées de

% 25 z - o S v 2
+ _ 2 l'aide des developoenonts 39 Taylor des dérivees

06 53 et utiiiser 1s prop.4 duo ga}.

e T 2 io® =2 = S

} Inversement, soit § n BB fonciion vectoriells aduetisnt

une dérivée (nt M} 3ue en tout point de I dist de O , et

- : : ‘,’+ 2 : -. . : : : ’ -
tslle cue F; ”{x,.x tende 7ers une l;vnz.te pour O<kLn-1 .

2y

sontrer que la f‘cmct;.oﬁ 3' n"‘}‘ : admet une dérivée &n+p-é)~éﬁza ﬂ
dans I ; si én-ou_t Fn acaet une uarwee p-c,me an pom’c 0 5
o n
E.'g(x},x acuet une dérivée (n-rp) -&me =u point O .
¢; On supposs 1 ryaetmquﬂ par rapport a O ’ et [ paire

{
- {<x)= ?iﬂf dgans I . dontrer, & }.'mde do a) et b) que, si ?

oy

@

@
0
o

Zn fois dérivabie dans I , il existe une fonction % géfinie

st n fols dérivable daps I , telie que =)= ’»}(x‘} dans 1 .

i4) soit I up in ‘te"va}.le ouvert de R ; ;." une fonction vectorielle
finie el c;azz‘%;im@ Gans I ; on suppose qu'il existe n for f;;i:.iczz:f

ey

veclorielles <. (1 giﬁa} déliries dans L , et tell:.,. que 1la
- g3 | - ?

R e o e
FeBCOlCh €9 K .
"M 2 ‘p
,g Py ’} s .(1‘ ii‘a.» -
S 7 i = o b S P
el s {ﬁ.‘r‘?ﬁ}* B %@E} L d 3 %‘ {z‘&}
; = - P B: P ~
e s e C,, S e s SRl ) X . SR
tend npiformément vors O dens toul intervsile o o**’f*acz; coniasn:




=

un 'in*:;er'%fal}.e ouvert I

t.b-‘
10 g G

o
- b -

a) Un pose Fpgx hl = Ap F(z b b,.,,h) (exerc. b) dontrer s'z.e,

pour ép{:n - lﬁ .?P{.}:,h} terd _};Qi?{;l{?"ﬁasenﬁ vers % (x) sur

tout intervalle ccmpact. &,*sz».:’ﬂ o 1 li?:;é’;':li}_h_tend vers 0 , et

~ que les 213 sont des fonetions coniis z.s 5 éasc I (le démontrer

”4

success sivement pou:r p=n , gwm:, BEC, 7.
s:;) }",z ciﬂdalre me F possaiw dare 1 ume m:z*i‘ *-'e n—émﬁ ccm’cmaeg
e'fa gu'on a g:{;;} %n pour ’3{‘ pdn ‘it@ﬁi}: camgve aela

B 2 ) = - = =
g’ ?gfg{ : ﬂ "‘ ’3" }3&}{%&1:}2) rp{“}ﬂ); .

@4. u..la.tmn des fcm,uzons nunérigues Gérivables.

Propriétiés _G;f‘férentze&les des fonctione convexes.

PROPOSINIGS 1,- Soit T une fonction nv. .ericue frmie et continue dang -
i

-, et sdmettant une dérivée & draa,te (finic ou non)

e"ﬂ tous les 0 gints du cozpléuentaire (_par rapport 4 1) d'une pertie

dnombrable A de 1 . rour que f soit croissante dane I , il fuut et il

;,ffhg;w 'f'{x) 7 U QO&Z‘ tout xel ﬁA peuUr que £ soit wrwtev

é,

ment croisssnte oang I , il fuut ot il suffit que fé(x)- 70 pour teous

€10 | &, gt gue dans tout lntervalle ouvert comtenu duns L , il

exicots _g_g;r;s«ins un joint X tel que Afi(xj 7 63

fonsd

S 1A

s

La propusition T te aussilbt de la iafz. i n do lg dérivés &

o

croite. ¢ du thioréme des ccrozssemszms finis (§2., th.1), oh

s 2

~un peut m’sewe}.lemgg resplacer "r}erwe 4 droite" par

"dérivée & gsuche" dans 1fdénonet de la prop.t .
n nombre des f@mtiaﬁs nunérigues d'une veriable rée

¢

o sy DEES S A PR i e Iy o S
su2illes sont du typs s ;fmn% : elles sont définie:

& i 7

0 s ike A @€ i B AT e k3 = 2 % G
‘eho U nns i e N eT D et b oaonet tonT o) Vit MaG m T e
Al T e SH Gt I A T R @ -..A_V~f;¢. Xz 3% ooy % 5 2% 8:.;‘.’...’.{"} FER ﬁﬂ E‘La AL iw;f.fw;;,;: AR AU




)

 -\-'69? |

. 1l'exeeption éventuelle d'un exresble d dancabrable de psinta} une déri-

vée adroita' (finié ou non) ; en outre, dans chanue intervalle com pact
b] ; contenu dans & , il existe mze suite f:inie (e. )1 {ign

'stmﬂtement cros.vsunte de pom te de 1 i‘;ﬁ e gus, dabs chacun des inter-

{r&,lles ‘3’01{ ]c.,ciw[ (1 1(&1} ] ,b{ is szgnei )xegn{f%x})

Tresie congtant. 11 rdésulte &101’8 de 1a prop.1 que, ‘dans chacun de ces

intarvaﬂesg £ est sozt constante, san stmetanent croi ssana.e 3011;

.sfr&cuement ciec:romsante ; on ait qu’cn a "studis les vamat:wns de la

fonct @w f“ lorscu! ou & detemme eas:nterwalies partzels : 17 fmt

pouz sela détsrminsr les points e. of 1a fanctmn f "change do sens de
"”az ion’ c%st-a -dire cﬁ f*(z) chggge de sigge.- - “
| Reng rq,gg.. il ns faudrait pas croire que icute mnctma
_cen tioue et darlvable dans . intenalle ouva‘i*t rentz‘e dans
la calé: ome Que nous vencns de considérsr. OUn peut &sxmm
des ¢ xdmples de fonctiona coz.tinues et dérivebles tel les aue,

' . dans 'uC'U.t intervalle owart' }.eur dérivée prenne des valeurs

i %

{ % %;
s*fricuament posltives et des valsurs strictement nébativeg _p -

- ;LEIMTI& 1.- un dit cm une fonctiox nu'nérs.gue f.’mia :f' déflma dang.

une aar‘tie 4 d'un espace topolog;;g E - adnet un maxi*m'" rshvs.‘f’

~ {resp. msxizua relabif strict, ~inimum relatzf, .m;nimm relatif sirict

.en_un point X €A, par rapport & 5, 8'il existe un voisi ingge ¥ de

s B {ci qu'er toub point xa‘J 8 dxff’éremt de x_ , 93.;, _2it

zw* < flx ) (resp. 'f,‘;‘:}{f{xﬁ) - -i‘(z;)‘} £(x) - ﬁ;%}' - ,fa_x}}f{z&}}.,,

2 2

£ e

selle quej' pour ¢ put noufma réel 4 , le sigmne de x |, nokc
2 f oy 7
1 8 ,,

- -
éalatleix>u, 6-1¢g1 .ﬂ’{p .80 1 x=H

HCBSUI, rhe theory of functions of 8
asbridse Uriversity rress, 1926), © 3,

o) H;




A
£

=

- 70 -
11 est cleir guo 81 r a&teint ga borne aup6r1eure (resp. 1nfurlaare)
dans 4 en un 1czn* de A , elle a un maxi"am relatif (resp. mininun

relatif) par raryort 8 A en ce point ; 1z rgciyrsﬂaa est bien entendu

inexzacte, - | : . = -

On noters que s B 4 , oL i T aduel un noxisum relatif

{par ezcmnue} en un.point % € B , par rapport & B , £ nfadnet pas

néce ssairement un Taxinum relauxf par T&Q}b?t 4 A en ce point.

4

?B*ELDJTIGI 2 - soi f une fenctien nunérioue finie, géfinie daus un

A

intervalle Ic R o en_un point 20 , intérieur 8 1 , £ gdmel un

4 B

maximun relatif {resp. mlhlﬁ&” zelatlg), et o en ce vpoint une doerivée

4 dzoite et une dérivée & pauche, on a f'{x )< 0 e f’ X0 2 0

(zesp. f*v(xo); 0 et fi(x )’g 0) ; er ga.rticulier, si f est dérivable

iutervalie

supoint x ,on8 '( )

Le proposxticn résulte t*ivxalaaant des oéfinitions.

La ”éc;proque de 1la prop.2 est en *eneral ihexacte ; on peut seule;ent
ire gue, g1 f! Alee dans un inlervalls ouvert i captenant % et

, d
change de sipﬂe au po;nt X (e'est-aaiire a un sicsne constant ‘dans un

Ea * [ et un signe consbtant Llat*ncb aa nrvcecen? aans

2 "1 ;
un iptervalls 00 ) 1, 1lors £ d&Aet un paxirun relatif uu.d&mﬁ+ x,
7 .

81 f’ifi o }our .z <;X el f"x) O pour x )yxg ,vtl
rolsatif au point x_ duue le ces contralfe (prop.i).

g&mgérivabilitéfa?une fonclion couvexs.

PHOZPOS ?EZL %; 5i une fonction puréricue f est convexe dens un interval-

1 1 , elle adzet une dérivée A Groite ot upe dérivie & ysuche

finies or tout poirt x intérievr a1 , ot on & s‘K} é{f?(x} ,
Heparoucns dfaborc gue lu condition de convexité dfure fonction 1 daus

% e R e ,‘?,!‘ e T e T s = el e
un intervallo I peut s'éerire mous 1P ame des deux foraes oquiv..leniss

33 o - 1 ) L 1 AN % = ¥ 3 A,‘ s
suiventes : 81 a,b,s sont trois pripts guelcongues do 1 tels que
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,*71'*

- .. ) pla b)-£(e) (c} - f(b)-fla) .
a{elb ,onsg "_L_..}:Ta;_);(ﬁ—%:-aug—l ; et ...(—%:.a 7 5 :

cn a en effet Jt a‘f‘(l-»jl)b avec 1. %—3 » ot les deux inbgalités
rpcéaentss sont chacune douivalente & f{c} < _Af(a)&-(i . A ;f(b) : eza :
@utre‘, dlrf* gue £ est strictmwa convoie a.gaimut & remp scer le si ne

g(resp. 7 Jper  (resp. > ) dace ces inépalités. Cela étant, 51 =
est inte rieur & iq et x(z (z‘ ; o & .ﬁs&:ﬁ&l £ %éf& ; done

== ,_,; = es’i: fonction croissanis *éﬁ' pc:zr z pz - atgubfg part,
- : ¢ } f = »f‘ =
54 ?{5' L x on 409 g &7 g z & fonction

; ] “"‘g““""i““g-lx =% e one 3.& onct

&
cet minorée pour 3z X ; ¢lle a donc mu point x une lin ite & droits

e = g’,‘ o T : ' = F 5 :
Pigie P'(x) , et on a f‘x. £(x = f'(x) powr tout x' <’c:_s:.. on

x?,z 5
demontre de aame l’ensterwa de f'(?) et 1%inéz a,li‘i;-3 f?{x){

pour tout zx" > x . ﬂsn-falsant tendre x! ou x" vers x dans ces inépa-

i1 vient f*(x; f‘(x)

0o & montré en outre que, si x' ot x" sont deux points inlérieurs

alel tels que x'{x" ,ona ‘ ,

o f’(x') ( ..Ls.)_é‘izs.t). fr(xa)

5i f es‘, sbrmteaan; convexs dans 1 s OB pent écrirs
(2) . f!(x!)< .._L_l:fi!ﬂ < f'(xﬂ)

#n e;i“fet,'si: xL x{x” - pn a

fi(xt rgxxz:gxr ) < g§ azﬁx’z -f X < _fé =Y

Efm?gg I« 4.- pour gu'uns fonetiop mmérig ug £ _e_gi.t canvexa (resp.

strictemernt convex.e) dans un intervgl;e ouy uvert Ir:_,’R - i}. faut ot

s dans 1 , admetfe em tout pcmw de 1.

-

ine acrivée & droile f‘wie et cus celte dérivés soil croissants

resy. strict a.ﬁa'w croissante) aans 1

Lo egudition est néc essalre s car 1}. reml te de la prop.% et dss -

inéealités (1) st ( gﬁ} gue, si f est couvexe {resz}, strictenent . sonveze ),
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ot x'<;y“ , 00 a f‘(h*)<7f’iz") fffx ) (r»sa. f'(x’ <;f;(x”) fé(x”)}

.uclpraq&eaant, SI21080DR8 f’ afelss,uta dans I ; 51 f n'était pas

convexc cans I , il exiglerait trois points a,b,c de 1 tel gue
P e s £ % % 2 3 < % e @ - 5
adedb et jue tlel-fla) 5 &b)-fle) ; walg dTaprds lo th. des.
: : = C" 3 % bac bt
. - S - ‘_.5‘1 :
- accroissoments firis (8 2.th.1), on a —=iCizigl o sup fi(x; , ot
,wL,l“,LQQV? iaf Pllx) . vn aurslt done sup flx) 7 it  fila)
Lezeb * alicc 4 ccx<p 4
'.eontraAra" ent 8 1'aypothose cue IY eet crolssante. -
i nailnteesnt ! est supposée strioct @uaa* C”Q asante éaﬁs i, I esi

convexe et.ﬁe peut 8tre 6gale & upe fonctlun linéaire dans aucun
tervalle ouvert coptenu dens I 5 ﬁar dans cet intervalle 7! geralt

ﬂcaatante, uOLtlePB@Qﬂ& 8 l’hypotuwse.

VCGBObLﬁIEE 1 gg_f est_ecnvexe dans I - f e8b. derlvable dans i sauf

‘ sux points d'uge partie dénosbrable de I , et fé';gg f! song

eantinues sr ious les ,oints of £ est der1Vable.

soit E l*ensenble decs points ds I oﬁ f n’ est pas derzvable - gour

tout X€EE , soit J lflnterValle ouvert } m(x} f’(x)[ zl resuite

de (1) que, 8i x et y sont deux points de & tcls que . v Qn.a
,u.{v pour tout u~‘J et tout veay . autroment d“, ?srswe z

parcouri B , lec lanrValles ouvert; non vides J sont geux doux

- sans pointis cammuns : 1l'onsemble de ces 1nzer?alles est donc dénom-

brabls, el par euits il on ast de méme de E . La seconde partis du

corclliaire est immédiate, car d'aprés la prop.4 du ¢ :
gue £! et ! poal croissante 5, dorc ont en toubt point uwne limite 3
P4 £ : Z

iraita et une linmite & zavchs, ot par suite ' (resp. £') est en tout
a = & ,

soint x continne & droite [resp. & pasuche) el a une limite & geucie
; SEevy & - & cpes 5 % iy 3L
grQSyﬂ 8 droite) égsle & fé{x} (resp. £i(z}).




"_m JLLATRY 2. 'g}_ £ uue foroti
' g_grns uz; lni;aﬂr%}.ig omﬁ v, iﬁg : Bas i

il foui 8t i1 saffit gﬁ i‘gi ,? %3 paur tout Zel ;

trlntement ccﬁ%@ ﬁ% 1 *

: ’coui. Kél , e, 108

‘ mur gue i” sol’t
r,f'(x}‘,}, 0 gou»

oY csl nne c:orqusmwc i*‘* @% %3 iﬁ%ﬁé - éﬁ "§ ,5" = ,

a g}'g__g.}g,- Daug ﬂi@wr%ﬁw 3@,9 .;a{ ’ 1a &%eéi&a 5 11’ r‘a;*‘“on-—.
nel) a une .. r.wée secorde o ale zz rir«%}a:* - . deﬁc e.ua es ;
'zmx;c eauﬁ, convexe si r f;r i e 40 s atricae%nt con *'
| sl <r('§ : ' '

. Eﬁw 31 _,,m, 5.= Sw.t f upe fog_&ggie» eag&__ xc_dare ug 1ntcnau» Bikuts

; cawrt ic K, k. gi goil D 1. ‘“w &gnvexe c.g E.L.n nu"erique ‘Rg
situce 2u-0ess5us \zu gmpg;e sge £, e wout g;m. ( f(x .)} de G ,

' vi,cuz qu’une aw;w de ponte ¢ wwur gas ,g_gm sgzt dm te dlajpui
(chd} I,§1,m 4} de D, il T f!{x ) ga g "'(:f )

La condluon est. naeeasaiw, M 51 34{5@}%@34 } est drojie av,,,,z pui5

- 4s B, on aoit avoir f(x}-fﬁz i? a{z«a } wﬁr ﬁoat zeI dlot

'.,.L.l.:_f.(__g).,;g. pour 2>z ,%

X"X

-

' ;'mx@' a pcur x‘(“o,i«i:
en fdlSd.r“" terdre x *era xa ; on a done t’(xa} §a g (x ) - Imerse-» |
senat, 81 cas mr:-:alna:.% sont re rliee, ?*ﬂx )m{:-! ) est azeite .
G"’;‘pm de D d’cspr&s les im.g alihm (!)
~ 0u volt en pe.rtienlif.,r gue si ¥ est Géxivable o I’Oint ; 4 f‘"&‘ﬂ"“ ,t@»;v:
- z,i une seule arezte d’az}; ui au Mnt ix ,t{xa}}, ia tmﬂente & v en |
'.ce ;Ol,li, ' ’ | '

5, ‘%ammma des fo ne’cic% cong , .
' Lonsidéroas d'abora une fopcticn £ strieteaant aonvexe dans un inter-

e/z,i«.e puvert I . Come f& est dloz's atuctament croisqanfe, on %1,,




.';4 .

an cousxaerznt les poinis de I of f'{x)j) 0 et ceux o f&(x; 5

que.
10
20 '

jo

trois cas seuloient sont iossibles

<

£ est stricicasut croisenute ders 1 ;

£ esy surzcbaaeﬁt &nersiaaﬂate gugs 1 ;
il existe aéll aei que,.;ear X <‘a ,'f'sai%'strictémenﬁ'déerois—

trictenant crbiSS&ﬁte.

itintervaile of f’113~ . es@laicxs stréc onent décroissants dans
»lginﬁervalle-forﬁé des points z do  tels cue x<s (s'il en oxzis e};

strict %ﬂ“ﬂt croissente dans 1'intervalle farﬂé'd@s points ds
::z&k {s'il en existe). ,

Qap tous les cus; on voil nue f yOuS@dQ une linite & éro e 8 ifp$34
sins de I une linite & gauche i l ‘extrénits de I (dans R ) ) i ces

liﬂxteg peuveni etre finies ou inflnles (cf exare. 10, 11 et 12}

',f{y)zg £(x). dontrer gue f est croissunte dane I

Ex:rc;ces.- 1) Sozt f»une_foncuxen nunérigue continue dans un

lLEmPV&lle semi-ouvert I &, af : on suppose cuten tous les
1oinis du COﬂulC"“ﬂt&lT@ pay rapUJr & I d'une partie 44 ﬁcmbraéla

Ade I, f soit crolssantg,é.craite, clest-4-dire quien tout

ot S
Y¢ &EHh

Loint zel N g A, il existe 1 >0 %el qus, pour x < y¢

? 2
LPA3E0

o

th.f du R2).

NeY COmNe

»Lorsque f esl convexs, | ‘ais ron 5J ictesent convexe, f peut étre
' - - - = - :
~ constaunte cdane un intervalle contenu dans I ; moit J g}a,bg le plus
£Z300 iﬁtorun¢k4 guvert oh f o= c@nsﬁante {efga‘aémdir 'l‘iﬁtéfieur'de«

1 tels asue

2




U\
g‘\.f*:g

O -

_monotone dsps I , ou bien il exicte up novbre cel tel que £/g so0it
. strictesent déerois sante pouﬂ x {c , o} strictement croissante pour
x7¢ (remarquer “ue, si on a f*(xl/g (z)z’f{x)/g(x} , on a aussi

.fiiy;/g’(ykfw}/f(.ﬁ pour tout yLx) -

3) ooit £ une fenction & valeurs ecmplexes, continue dans un inter-

valle ot vert I, ne s'y aﬁnalant pag, et aamet nt en tout Bo oint de 1

_upe dérivée & droite. rour que if]'s@it croissznte dans I , il faut

-

et il sufi’i’c cue f“'a,{f /f) 2, doms I .

5 > . : \? ; :
4) goit T une fmct*: on n fois deri ivable dans I =) =4 o+t

telle que gfo)g / 1 dans cet zztﬁrval,e.
B
e R : e 2 g - ° = . o i ={§"“! A =
a) llontrer cue si mkaft} désigne le mininmum de %f*“iix;é dsps an
intervalle de 1ogguaur contenu dans L , on &
; 2
2

%
O

{resarguer que, ai 1'intervalle de longuenr A est décompesé sn

trois intervalles de lopiueurs a , B , Y ,‘on 8
m (A ) ¢ ;( Slerm ()

b) En déduire gu'il existe un noabrei,gtﬁ ne dé@eadant gue de B

& V ; : i - ‘
et tel gue si X £ )g n - sn}(y} s! annuie sy moine en n-t
poinls diszinelq s 1 (mGﬁbrur oar resuwrenCG sur k qus f““’ &fan-

Vi) e - % B2 Sy
nule au 2cins k-1 fois dans 1}-‘

{ une fonction vectorielle ayant des éri?éag‘de tout

. ; : B A > : = g 5% > @
ordre dans un lﬁ@ﬁ!?sl € oa?@rf .. . On suppose que, davs i , on &
> ) v &
7 Py 4 ; : : / :
oy e £ 3 2 : :
} 44 Nt = ¢ G2a i il : N e o
it Ax) | £ s.mlz of g ot r sont doux nombres > 0 indeépendants
£ “ : Z P &
i
R e S A e S O e R S R 2 T S A e
d6 x €1 ‘de n ; nonirer Gu'en toul pDoint z €1 , 1a "8eric 48
- .5 =
; _ - 5
. U 3 z
2 - ey i LSRNy i e YEten A el e
a2 Ler e senclal e g e s A ® S5 {0222'6?‘ 2OLE 20 & pour
z’z? 7 Q Z ‘fx 3
ﬂ £ it Y ol < S
¢ (z) dons un volisinsse 4 x_ .
i , -




,ezlste un Bon bra T 1ndcperdant de n ﬁel qua £

~en tout point c’un voisinage de 7, .

dt

fméme ans. Eénirar'q

dsux nonbres ?3f;~ guele ngucke _donlrer que la fonction x flx |

o
m...é:j-‘«a..

Tmem e o =g e g S e ba«,-, S :
b) inverseaeni, si iz sorie de vaylor de f en un polnt x  convergs

, il existe deux nombres a et r (dépendant

. éﬁ ) texs eus i F(n)(x ) }‘4 a. n?zﬁ ;our tout n

c§ Eénulre da a) et ue 17 ererc‘ b) que Sl, aaas a? 1ﬁt8?§%11@ 0avyrt

1, une fonctlon scalalfe f aat *ndpflnl ent Gerwvable, et 8'il

(n) ne o @&Q,Qﬁ.~

plas ge p poihus dlstlncts ds Iv 1a Séfle de Taylcr de f au'?e<Si~

.nageﬂde tout yoint x de I ; est convergente ot a nour sonme ?’z)

o
&) Touua:;anctlan-f convezs dany un 1hger?all QOLWéGb I z%i &”aiﬁz'

108 suite{dégrgisgaﬁgs‘uniformémeﬁt asnverganté de fcﬂetiﬁﬁﬁ con-
»?QXﬁs daﬂs‘l aﬁﬁ@tﬁaﬁz une ¢ sﬁlvée ﬁﬁédﬁd€ %ﬁ tout é@ipt intérieur
= {le démontrer é'abard"naar.}a fonction gxwa% , Dule approcher £
'éa?'aﬁ@’ﬁgﬁbiﬁ&i£‘> 13 1u;1ru f &aeffi cients 20O de telles fonotions

7) 8oient £ et g de ux scncziens positlves convexes dang un Znier-

,.; . & R \ 3 " S i ? : 5 3 3 = :
vaile i:{&,b; @L les gutil exzste un pnombre c¢e1 tel cus dans
g , : ’ : .

) : 5 S = % : 5 - %
.Laaun des inte r?all@s a,c} ot {c b' y T et g v¢”" mi dens le

: C}‘.

i
&
] o g o)

p_oduzt fg st aunvezm %oﬁs i

S = : : - - Sty s G : : 27 i}
goit I nn interw: l? con texu dans g&;fOOE';-mﬁnzr@r gue =23

5% N i
24 o S e e e & | o =
9) voit £ ure fouciion g@:lii%a convexe dans i0,+ec! . ma. b
: - i = -
= = ﬁaaf}:
3 e o

& 7
o (s
: 8 g =)
d ;
; T e gy
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Dans les 18rmes hypothdses, montrer jue o7 f
e ¢ ¥ :

4K

&

{utiliser i'exerc.6). . - . .

G 2 : .1 F; ‘.‘ .1‘- <" 7. \ : ;
‘50} Scit ¥ une fonet-:.on convexe datis l'intcrvallie ouvert |a,+ m{

stil existe un point ¢ tel que, dans )c,*z— m{ I soit strictement

Acrmssante on & ...ig f(x)—-%- o . |
'!4) Soit f une fonction convexe dans un intervaile ]a’,:‘oo{ 3
:_:zzon trer gque ‘-fi-’i;l s upe limite (tinie ou mﬁnie) lorsoue % tend
vers +oo , et gue cotte limte est aussi wlie de f’(}f) ot ds

f’i.x) cet te limite est >0 si f‘(z} ‘Lané vers + oo lcrscsae x

’iZ ;;é, rs +too -
= 2 o, 4
12) soit £ une fonction convexe daps l‘mterva‘f le je D oh

Ee
.;

‘!
\w-

icat’ imorvalle is feonction f(zh 1z

B2

s
{"ordonnée & 1llorigine” de la @ewi-tangente & dmne; est décrois-

Y
A %
5
et
L
pamy
{0
P
At
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V)
&

B
(4
)
fedy
L
m\
Q
Ll
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T
o

sante el f est strictement convexe). n

a) 81 [ aduel une lirite & droite finie au}bint 8, (x-a)fi(x)
g une limite & drolta égale & 0 en ce point.

B) Davs },,,b( , ou bien f(x)/x esi. eroissante, ou bien f(x)/z

_esh décroissante, ou bien il existe c€ ]a h{ tel gue f(x)/x :

soit décmm ante dans j a,ef: et croissante duns }c‘ b(

' e:;}_un sa‘épose qus - ’G:’?‘ loe ;'mortrer que si 6—- lim (fix;»x
est f.,“.@g il o1 93t do @éﬁe de va; szlé,z, fi:z}[x ; que la ‘frei;e
/f‘ est as8; ”“‘"3?'9 te asu g phe c:vé £, et est s8it «zee aama@me&:

s fiix)

b 2}

si f ;J’L %mc‘bmc ot convexa i,
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% i
o
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14 ) ﬁoit f une fon aiien continu: dzns un ;nterVa&le ouvert I et
AUﬂettﬁﬂt en touz point de I ube cérivée & droite finie. 31, pour

4 =’(y;f{V})'estVau-ciessus ds la

teut- xél et t@ut y}x 5 le pomt 5

demi- tzm cente & dmrte au point t r-:(x £(x)) du pgra yne de £ , montrer

)

cue T esl convexs duns 1 (en uti’ 1sant le th.ues accreiss esents finis.

Lontrer que lf'on a "'(y) > _L,_)__f_ﬂz,l poar x( y)

vo;mer'x;zx exenp,u.e ue fenction non comexe, ayunu en tout "miv‘t une

'déz'i_vee e croite fim.e, et teéle Que,pour tout xe1 |, i1 e;u.steuzz‘ '

gggbz’é b ) O dépendant de x tol gue uiy soit aﬁoéesszléda =
d“mi»tzz@ cute 4 drol .ae au pomt w.x pour %.,Qut y tel gque =z < \;z'sritﬁg
?‘5} ﬁdit £ uns fez;etiezz mr:érigazéccn:"aiﬂue dans un intervalis
::}'u%faart I; o guygaa que pour outl couple ('a.‘;,%;-} ds points ds ! lei

’

gus a { b, le rmasie de £ soii; tout eatier au-cessus ou tout

62 2

e
o

_entier au-dessocus u S@ﬂfﬁ@i’;u joi nant les soints '».'-kfa“(a}
. £ )—'l

4y =(1,2(b}) dans l*intervalie [ ‘6’% . ’fontrer que f est convexs
dans tout I ou coneave dans tou* 1 (s dans ]a b[ il v s un point

o

tel qus (e, £{c}) soit st ricten ent au-dessus du segment 1l ,

sontrer 12},8 le -r j,pha de £ est au-Cessus du sem ent 4 f_ daos

= k4
:a??i} pour f;cu‘a, xeli gui est a) 7 ' /
16} Seit f wune faﬁa'i;ﬁ.on;mméri;ue uémmbl duans uvn interyalle
ouvert I . OL suppose gue; peu*ﬂ ,cut coupls (a,b) de points de I
tel que a/ b , 1l exisle un senji c cQ} [ tel gus
f(v)-f{s)=(b-a)filc) ; montrer qué £ est s/r ctedent con exe dans

Wt = N L Ot S v _‘ B 5 2 i % G RLTEECS 2 i “ut‘g_
1 ou striciezsnt concave dons I (m x:sf:,xm gue T’ est siricteuent
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' _a) &onurar cue g ast convexe et monotone dans 12 ;, ,

b) 81 g est crcissante (rssp iécrolsaagte) dans ?{ ; montrer que

f est convaxa (wespa eencave) aans 1 {uﬁl);ser la g?op &u @hap 173,
-_ﬁ,’7**,93 . ’j k,,ﬁ, v ,.i:. 77,: 32,;;'

"§_§ﬂ'.Priaitives'etjiatégralea.’

';s;uﬁéfiﬁiiion desfg itives.v /

gauf rention expresse du ceﬂtrd;re ‘nous ne COﬁglﬁireraﬁsj darg §£;+”t:4
Vfﬁé@&@aayﬁe,»ah@ GQ'I'»j%iPﬁgngmngkelle "vf@ﬁ&;?afiéﬁie §§§§%§¢1 '
 :, ﬂfb%an* leurs vaLaara dens up ‘espace vecteriel E de diﬁensiﬁg finis
sar R . Lowsg i"i alait en :twemr fonctions pumérigues, 11

b

/ﬂbﬁ?ﬁﬁlﬁi@ﬁ,i;e d“t dcﬁnéa uge fone "10& ?ecrerielie ? , ¢éfipie dans

_ ap int 63?&113 i<2'2 - on d;b qu~une fcn;t;cg 'défini@ gt continue

g
‘ \ | = = .
» &@ﬁa o st uns pIiT ii‘ze de g,f;;. ?5(23 ost la dé rz &8 éenigfgﬁﬂggag
1‘“eint 'r%éri»ur‘é i »la'dé‘zvéa & ¢roite de g; & l'origips de i ,
%t la';rrlvée 2 gaucr da %’ 5 ilex xtréuits de 1 , lorsque coe voints

app EleLHQJt A ;,,

3 7 ﬂ z : : = , : V'J ‘
Qm esn"*ate 8389L$£t au?un@ ianculnnv§~ ne peut adﬁwt r do §$imitzve,4,

5 droite et ume }*31ae 5 gagch 6n w

£
fde
e
B
3
£
R EIIR 0
c‘?‘ X
‘: e
@
s
@0
b=t 0
fude
e
’«h
Lt
13
4

e s s epa S R
ipterieur 8 I ., el atme’ tne prinitive ﬁang L . elia»galt

- o %
= S T
o e i m:x. Edshls
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rour ne pas exclure des fancticn au331 qi;plos gue la precedenta

on elariit la folthlﬁﬁ i de la Juniére suivante :

£

?‘1&1“10& 2.= Etant connés mn@,iaaa@zga veclorieile ' , dofinie dans

oo io tervulle 1 c:&{ Gn‘uii.ﬂu’nﬁﬁ fonction g ;finie et contlaue‘
dz.

o=

5

dans L e zﬂe Lrlaltzve i roore de §~ 83 gfés 2t ?ﬁe derlvee érahu

fe>

le, oo tout hg}at cu qp g}ﬁj?;tgggg. {par rapport Aa,x) d'une parbie
féﬂr*htablﬂ de T . | ’ '

&%ee GCLte définition, on vcit Hﬁgsxvgt que 12 fonciion scalaireﬂfh

ﬁéﬁaiﬁarea_81~aessus admet upne pricitive impropro Gzale & g %

Par obus de langsge,” lorsque nous purlyrcﬁs désormais dﬂuﬁe prizitive

s =
¢
AR R L SR IS CEY

d'une fonction, il s'agira d’uug prlﬁitive lﬂPTGPTG; 5a@f ment

sXpresse Gu Qntfalre.

b
P
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s
tie)
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sricitive “e'E est aussi une pri”it‘.vn de taute fonctlen égal@ %”‘g
inls

d’une pariis dénombrable de I

VPBQ?ﬁsi?XOENi:- %,1 et 9, sont deux priﬂitivea (iﬂ}ﬂopres) ?une
néme fonetion g dans un intervalle : B ‘%2 est censtdnte dans 1

_ gn offet, .%f %2 adnet une deri?ée égale é J sauf aux peluts'*‘uﬁe
.pazzla denombza%la de I ( e eor 3 du th. 2) ,

k Eﬁ “*aut gs lerues, si ? ad"et une prlultive i} dans 1 , l?ensambgs-:
des @riﬁitlves de ?‘ daps 1 eat icen,lque 4 l'ensemble des @en-aii. ,
T%uw a . oh a;'est ﬁﬁ Slément arbitraire de B ‘; on dit que’ 1aa prixiél

éivag uuv fgnctiea f (lorsqu‘ellbs existent} sont ﬂéilﬁles

?é'i?aﬁuztzaa yrﬁs,d’une constante". Pour deflﬁir sans d&bi té mne

o un point x _de 1 ; en part;cmlier il exzste ane prini ﬁ ive et une

zeupls C;} de Q" ~telle que % X }«—43 3 po,urtcate primitive g gas - -
: o .
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2. nmzistence isg yil“*tlveq

 PHEQREAE 1.- S0it A un onsenbls Filire par un filtre 9 , (F c%,?: -
: : : - ¢ s 43

uge famille ds fometiops définies dap &ans un intervaile I , % uae nr.,.miy- *»

':t:ive {impropre) de gf pcur tout ach . Un suppose que : 1 suwwt

- de mli.,re 31 Y les fG.ﬁcthﬁS‘ ? a cc.meryent unifcmemam dam toute

/gartze comgacfe de I vers une fozxction f.’ 5 2° il existe m point ac I‘}"

%el gus, ¢ salva,ri le filtre 5% 1la famille ( % (a); 5 une 11%%

: daas E . Bans ces cond;twns, les foﬂctlong % : convamem umfssfz‘:éulent

>

-Jo

»

'fsu.h vant “5 ] dans to &_pa u:.e w*n;aete de i vers une Ermz.w 78 % ge.

S b

‘i‘zéz ert nLs d‘ﬂbo‘f‘{i gue 3@5 ﬁ c ccnvergszzt umfomé'%ﬁu vers uns
mmsmz; continue 3, daras 'con‘t J.n*ezvalle compact [’b,c _ wmean

- Guns I et cc&x?enant & . Par hypothdse, pour tout € >0 , i1 ez;is‘i;e Bn
: eﬁsgmble K¢ J’ - telle qus pour deux rin»dices quélcenques o8 apparte-
nant & B, on ait zg 'F‘ QX}" gs(x)-gé? £ pour t'outﬂj}:.e’-“ Eh,g,,i - ,.sz‘ &
_par suits { '“53 2, cor.2 du th, 2’)’ | . | ,

e (5)- %S(X) (3 (a)- %g(e}) é elx a§ @:ic 5

ot comue pa "z* Lypothise {{2{ (a)) a uge lmlte suivant ‘ff Jles 2

-

convergent uniZorméuent dans b, c . .Etesfe & voir qw la 1 mite q

oy
>

o 53 : =& S AT S A s < e U : = Cavg b oo i e
des D cul ee. Jonc ure parile doncuwbrable de 1 ; nous sllons volr
a s o s : b g s Sl

aufen doul point X o', it pas & D el dnterienr 5 1
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% adnet une GArivée égale a £(x). En effet, soit |b, s:} un inter-

valle conpaet contenu dans I et auqu,e;?. x est mtémeur ; on voit cﬁ%ﬁe

' ci-dessus gue po e twt n tel que h,c C,I 8t tout m 7 L ,o0na
. 3 ) v 2

| %%(y) %am(x) (Gq () % (x))}{ “'!w:f

pour ‘tout y é fb c}’ : en faisant cz*ol’t:m n indeﬁnment on voit

qu’cn 2 aussi

%(y) %(x ‘%a (y,a%& (x\)“ }yaxg

ﬁaour B(}U.u Y I’?* n\‘ s or, 11 ex:w’sf« h } G tel qus.e - pom‘ fy«x' g b
/ . ‘) : §
o~ 7 e a1 : = - -
on aif. | ‘g’%\y)-@ar(x} ? ﬁ(x;(yn }‘ é ‘5_3‘?”33 s Cﬂm@ at azzuf part,
; ] , o i ;
: noA i ey 4 e : >
oL & §§> (z)- ?‘a (x)il & = , on oblient finalement
o oty Uy i : .
~ = i L é
| 4G0)- 42)- POd-n) | £ 2|53
: "'(j 2 -“ s ﬂ.i i
2o qul schéve la démonsiration.
CORULLAIRS 1.- L s&n‘ble ﬂf dss &, solic ‘Liohs de I dans E gul adumst-

-

ient une ggiz..;.ibi dans 1 est ull S0LS- eﬁ“a{*e vec%ome fermé; {df};va
: , /
o (1 )

1'cspacs veclozriel ¢ omplet

U
Q
)
b
ot
L0
ot
o
{9
@
9_ o

des g ppd ie&tianﬁ&

‘

d i:gans meni do la hemlor{ie de luz converzence un.s.z’:ﬁms aur 155

parties cozpacies d° - - -

‘ GOEDLL&IRE 2.~ BSoit 'x un Qcin‘t de I o 71 pour eh&aué fonect i on ’%{’

.,as;ﬁ_ T 1 m*immw de {3 deas T gud .s‘ann&la au point XQ ;

g,_jﬁpviicatian ? —> PA f) de 57 _é;_a&g : T(’ E) ost, une spplica-

tion 1:;.,;@}3,;1‘*&% ccr%«% - - , |
Le m’w du th.1 permet 4! é«"’a“bsﬂu 1’@3;; 3’5:8?3!"’3 ﬂe ,:::msi;.a'::w do car-

/

3 =, G i £ %

e o e 2 7 T
les fonctious aylarisgs=nt & uns partie (;}, deo e ]
% ) % = ey

> el 2% - 3 »

o PG o e 3 = s > TR Ui Factle 2 00 P s %

YIiaduiNe, GL 8L BaPs G0 2ie ses lenciicne = parvengntc o
;'}."":"'" ﬁéw PT 8y Ay mene e o i o & ot AV o f?:: Uosgem
%@L&S G4 RS ‘;‘;,? Gl SOl E~6 ?uu% Yeo ooy il gf“ic%’?e Ak Ut s Buls




n

> - e 3 =
 de discontinuité de } qui sont intérieurs 4 1. vaos chavun‘a@

Ba

85 -

3.~ 0n dit gu'une fonction vec erlelle defzn;e dans un
I

st une fonction em escalier s;:elle.n*a gu'un nombre fini

interval

.

e poirts de disconiinuits, et si elie est constante dans tout interyall

o eile sl continue.

I
o0it £ uns fbn£i¢0ﬂ.ﬁﬁ escalier dans I ; ”oit (a ) , Q~ la suite
i 1°0&i¢n
Pinie striclenent croissante telle ue a_ solt lgoriglna de L , 8

-

ilextreniic de 1 , et leg a: d'indice tel que 15;i<:nos - les points

’23;
intervalles curertu }a. a..QE' (6<i€n-1), la foneticn '%? agt‘ﬁéﬁs»
taﬁ@e g0t € 1 valeur gu'elle prena dans cetl 1ntePVa$19 ”$; 1a
f@né@igm,caracté31atiqua dg 1tintervalle ; lasfonczicn ? i;ﬁ -éi$i

ne peut 8tre #C gufaux points ai : en d'autres termes, en meodiliant

5u bescin une fonetion en escalier on un nombre fini de poiats, on veitb

ane 4 une ccmblnaLson linoalre (% coeffsrie&tﬁ

wd
£
=
&
b
Boved
()
fé-,-
bede
o
O
oS
(‘1"

dans B) ce fornectl 088 carﬁcuerlstxcurs d'lnterValles ouverts.»

DEFLNITION 4.~ Lo dz* gu une fonctl n_vectorielle définie dane unm

in -V¥qlle I g8t uns fonction re&lee si alLe ost limite anzxozme ae

fongtious ¢ enf;scalier dans toute partie compacte de i

11 résulte sussitht de cette définition que si une‘f@ﬁction ost

1inite uniforme de fonciions régiee daas tcute partie conpacie de 1 ,

.....

S S At = z - P 3 e o o

glls est elle-méme g lga éaﬂs I [(sutrement dit, l'espace vechorisl
= & > ¥ 3 ;

A s ey o : S ; 4 3 Eltsian o ey

des vg Téglées dans I, muni de la structure uniforme ds ia

207 anifcIns sur leg aﬂsemha@g Couy ¢

i & o P iy
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| H”"GB;:JE 2 - Pour gu'una fcgcg% F Q gie éw un g_n_tervalle 1 soxt

'i? La condz.tion est nceeggggg ‘ éﬁ;gamﬁa en eﬁ‘et que F soit
glee dans I, et soit X un paint qwiecnque de I distinct de llextré-
nité de I , [ ,y] un intermlle empact contenu dans i et non réduit
& un 'pe;nt;' Par hypothése, pour tout € 20, il enste une fonc tion
sn escalier 9 telle que }{ f{z)- g{é)ﬁ e pour tout z € fx,ﬂ
conme GDL admet une linite & droite au point x, il existe Jle j ;}! } :

kel que, pour tout couple de points 2,2" de l'intervalle x,y) ,
on ait H 3(2) g(z')ﬂ ) ot par suite nf‘(z)- F(z')ﬂ £ ; cela |
prouve (critéire de bauefxy) que F a une iinite & droita au\point X .
Un montre de méme que F a une linits & g,auche ex tout point de I
distlnct de l'origine. de 1 . , _

2° La céndition est euffisante fupposona-la remplie, et soit J

_un intervalle corpact contevu dans I ; pour tout xeJd 1l existe un

intervalle ouvert V= ch,d [ contenant 1 et tel que, dans l‘mter-—
_ section de J et de chacun des inierwllies suverts ]cx,x( :\x [
ﬁghczllatmn de f s0it {€& . Come J ost cozpact, 11 existe ua
nombre fini d.e\poims x, de J s.els goe }_as in forment un recouvremnt
,‘-, - § - ; . 2 : ? = 7
| de I ; soit (ak)(, §k<n la suite cbtensze er rangeant dans llordre |
‘cmiwam les points de lfensenble fs.m form6 de 1lorigine ot de _ |
llextrénité de J et des points s , ¢y ot dx qui apydrtlennent & d Z
dsns tout intervalle ' } s‘k’akﬂ L f. a une oselllation <e: .

soit G, une de ses valeurs duns est intervalle (0 Skgn-1) .




, | =59 o -
EL; posan{t %(ak); F(ak) _pduf 0Ckgn , ot, pour tout x é}ak,akﬁ [ ,
(x)~ @ (0{k4&n-1), on définit'nna fbncfion en sscaller %,'télle
que ?(z; 9(z) | i £ pour tout zed ; done [ est réglée dans I .

,}“omﬂ volr gue les yoints de disconbinuité de F dans 1 forment un ensen -
ble d@nmbmme i1 suclfit de laz démontirer E.zsmm;ze I est compact, :aisq*"a
daens le cas &u&brul I est rcunian 4 ume sulte eroissante d?mtan 11@3 -

acmpaets. or, lorsque i esl ccﬂ;,act poux to*zs n >0 il existe une

. = i o =
fonction en escalies %n telle que "z £ (x)- @ (x})} < 1/n éans I ;
1a suite (9 ) coavergeant un s f dens 1 - é, cel conti-

ape en ’z,aazt point of les é”z:z ssn‘%; toutes ce:-zriﬁnwa (top.gbn.,chap X, ¢72)

mais ComIe "2"3 est conlinue sauf aux voints dlun @na%ﬁﬁ&.}.a fintk B
5%3 sl cortiaue aux points du couplémentaire de i‘enseme:; b = L; ﬁﬂ ;
2 : gis

qui est dénmombrable. |
Le th.2 aonire en particulier que toute fonction continue dans 1
est réglée.

COR ELHAIBF 1.~ Gne i‘enctlon nwnemque monotone dans 1 est z‘eg;ée

En effet, si a el b soat l'om tine et 1'ex‘tremt de I , une fonection
"xc*‘@‘mne dans I admet une li dte 8 Q"Olte es tout po:.m de (a b{ , et

e g = K¢ -
limw to & paache en toul polnt de ‘3; a,!:)} (?0{.},5’3_{.?&. : (:hdb-g),;.zi, g a,

&
4

= e :! = “ 4
1<isnj) n foncticns réplées ians vn intsr-

b

n
PN LY REoe SR ; N -
GORCLLAIRZ 2.~ bolspt ¢

renant ses vualeurs dens un espace vecloriel B, de dimen-

DS i
pion finie sur R (1<ign). 8i 4 est une application contisue 4o
_ . - = . — |
sous-espace || F.(I) ds || E. daus un_9Space ¥eck iel F de
7 ézf}» 4 e - f=q ’ o o
disension finis sur ‘R , la fonciion coapcsée
x-— 4 ’g? ,{x},.?fg(ﬁ, - i‘;?‘{x)} est reslide duns I .
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un voit eny;araiéul;er que si'ff'\est une foncticn vectorie&lé réslée
dans 1 , ls fonction scaluire x—xﬁl? (x)ﬂ est aussiixégléa¢ De méme,
les f@ngé one gealeirss réclées dans I foraent un gnneau. ‘

leirargue. - Si f zsi une fOnctlon sealuire riglée danski 1 k%?/@ne

a ‘uné fouction vector;alle réglée daps un 1nterlele contenant
£¢1). 12 fonction co&gosue g-ﬁf nleat ;a8 nécesss ifaﬁenL pids
.daﬂs,& (e?. exerc. 1). -

THEUNFLE 3.- Toute fonction rélée f? dans un intervalls I admei une

£

prizitive (izirropre } dens 1 ; en outrs, en tout point de 1 , sauf

;;gxérémizé LTeBp. lfqmmgl e) de I , 5l ce point appartient & 1 . toute
7£¢1“¢~ ive d@vg 2 uns éérivéevé~droi%a ézale & .§*€x%) (resp. upe dérivée
& gauche ",&}‘&18 2 5?%/ t= ;). 7 ’

'ba;Ssc nde partie de 1t 9&0&0& résulis de la premisre et de la propéd
da '§ 2} Pour voir cus toute fonction riéglée aduet t une primitive, 11
suffit, é'aprés le cor.1 du th..a de le &amontrer poui 1la fgﬂétiaﬁ
carsctéristique ¢ dtun 1nterva&le ouvert ,1& b[\ Or'il esl clairvque'

ls fonction égals & x dsns /}a'b{ ,2apourx{a etabpour x>0
- @st une prix dtive (impropre) de o .
R

E,~‘&aute forction continue dans I adsst une primitive propre

A

Remargues. - ) kuar deﬂamtrer ce dernier coroliaire, on peut

‘ubiliser le faii JQ@ tGUu Bo. ynoma { »oeff jents dans BE) dluns

» 9 2 - 3 2 = e - e *_“k % A
variable voéelle adunel une pr1¢1ulva G @evge dtaprée le th, da
Visinratracs [ 54) tout Prvtin conting:s G
Wi e o oo Wk e s g:"" (:‘5-30 & g«.rh 3 S’ +} COULe I00NCHi0N CUNLIinus 881

L e G = S Aiat ane ok i
e te .0 montire gue toube GE,LQ(E coptinue adunel vne prinitive.
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é} Levgriz cipe de 1a nétﬁédé ;récéﬁcﬁt@ siatend “aﬁﬁrmoﬁiffea%ien
importanielgux fongtions vocio?iélleé d'une ?%rlﬁbiﬁ aauﬁ‘@Ae.
851 U ész,ah dug ihz elativencn % éa@;aeg dans £ , une f‘_u1t1VQ
d'une fon cidon ywcuarlel 4§? éé;iﬂis"éaﬁs‘ﬁ est par définition

- e ae e sl 5
nne fﬁﬁ@ﬁlﬁr (’U.L_t; nue daneg U s 2 ant une dérivee egaie & + il

teat point de U . Avec cetie I¢finition, ls th.
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e
fotn
ey
2
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ot
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il
ée)
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du ¢2). Par suite;:aﬁaterfoactioﬁ qui est limite uniforze de =

polyncmes dan a toute partie c;m}acta e H', aduet une‘primftiva

dens U ; ces fonccions ne'sont.auuf =8 aus les ?enctﬁeﬂs aate@

tolonorphes dans U , oue nous etudxeroﬁu en - dbtail dans v LivTe

CV"

uitérieur.

3) Il me audrait pas croire zue les fcnc*icns reblees aﬁpa un

o

tefvalle : 301eut les seulma ;rngiiaﬁs ayant une pflmitl@%
dans I (cl.exeic. 2 et 43

aﬁéyrales.

ﬂ’lwi

ff@netien~if §;q3i’sfanﬁula en un point x ¢ 1 , se notera “jix‘gi ou
i

ﬁ@us.allons dcsormdls noab boraer & l‘euud es primitives des

feﬁei¢ons glées dans un laterv" le 1 ; la,@rimitive dtune telle

6/ o ... - . . '
£f8)  on enfin J[ gf{y;ﬁ; . 1a valeur de cette primitive en un

; j:{) La {3‘ -
32 i o notarr ! 4 o é ‘ {ti Gl Q‘*‘?f
L Xe i Be Booern f i 12 ; 6 3 g U S AL
‘j}"«- : ‘”{'j o
: s - 2 S e > = gric
ot s'aznelle intéprsle de la fonervion | Gde X & % ; Ciely

5 ! R S iy o ) 55
N 7R -~ D 4 Oy ¥ X A o S ra e
ongue Ge %» Leins o . O 8 108h53 S USIBn G
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h()-hix,) = [pmct

, P
Le premier membre de cette formula ’ecrzt anssi sonvent EL{t;g

0
ey
Nt

: = Q
Remargues.- 1) La termlnalcgle et les notatlonb.précéé@ﬁtég sont

'empruntees au Calcul intégralﬁ qui constitue, sous ceriains de

ses asyecas, une génerallsatlca étendue de la théorie précédents

Fahin

ef u-vre ?Ij.

v : X -
2)'L?ezprassion Jf g(t)}, ou
- % -

# s
o) 2 ; s o
foncticnnol® “ang leguel x,x et [ sont des veriables
t une 7arisble 1lide (cf.Livre I,chap.il, ¢ 1) ; on peut 7
?%Jpl&ia“ ¥ per loul sulre arruzent distinel de x.x €0

(et des arguments qui entrent éventueilenent dans lz démongiraticn

oh figure un tel symbole) sans changar le sens du synbole obienu
{ie le teur ccnpﬁfera ces symboles & des syaboies tels gus Z;iﬁi,
g5 e 4
I =

X ob i est de méme une varisble liée}.

0

: (=4 _ ,
lous avons obleru (th.1 et 46f.4) la valeour de 1'intéerale d'une fonc-
tion réglée C (entre deux nombres fixes X, ot x) comge limite d'inté-
graies (entre les mémes nombres) de fonctions en escalier. (e procéds

peut s'exprimer de fagon légérement différente ; supposcas par exeumple

x,4{x , et appelons subdivision ééfl?intervalle [chz§"t¢au@ suite

d'intervallss (x:,x/ g , Ge Téunicn {x',x . oh (x 3. st
; i i+ /g L‘ o ‘ Ui %
- upe suite sir c,emeﬁt crc*ssante de'pointg de {x ,xj telle ove % =x .

Hous appellerons somue de Riemann relat;ve & ls fonction

eubdivision formée des [ ’314?} -, toute axpresslcu de la forme
= Cot )(x, %) , ol by ap articnt & ‘x ‘ E pour 041 <n-
,'%i P by i‘f? g Lp A\ £ 9 i ) r US4 Sk :

up peut slors snoncer la prcpositiox'suiVante :

”’ﬁa@“*TIQE 2.= bolt % uae fonchior réglée dans up intervalls i .

=

un intervalls compact ecmteru ddﬂ@ 1 Your tout E>0; i1

{ -
8 %
X
{o% D AT NS LT i N S A > SLAETER

e “"‘A s(i Sron s nis

<
£ % ela T
'i a » @‘m ‘}.r 5 b{.;'\}.r‘ '
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en intervalles de longugur < p , o2 ait
/ i‘ ;pr\ ¢ - | > %:% e - ‘!;é
s 5 19 i ] - i Pl
- il 3'@}5‘" : 5?; G mx)iC 8

‘c’*‘
Y v!
L43]
{;@
e
[0
ok
c,,l
L1
o))
g,
b
“‘aﬂ
o
N
por
(o
]

pour toute sonme Q@ m mafm %:M

B effet, s0it q ume fonc%z.m_ cn sscailer lslie gue fi £iy)- %(y} ’!
, . 1 = ok 1 , , :
$ € pour toit y¢ { O?A,} - on = 3’ F{%}aa« f % (t}atyéa{xnx )

d'aprés le th (;85 accreoicsaienis Licd

n Z: Ff’t )€z.$,w~x

il suffit acmc de déucnirer la proposition lorsuus ? sst une foustion

en escalier. S0it (yk )0 Lkim ia Ui to finie striciszont crowsante

e diseonta.nnite de [ . rour toute subdiviazon de e,x] en intar-

7
&
~

talle gue 3% g’m-X , des Ji l:z rz:a.eurs g “y‘ ;zi\é stant lsq zv;a,.m

«a.ﬂ,&, uﬁ lonzueur p ; cuacupn &ea ,,munic. v:’“k app.-.-‘t}._v t BUY

intervelles su (lus il ne pem, done y avoir gue zz,n intervalies

au plus Uuz;s les; L,, 24 foncfica F goit Cisconlinue, et par suite
non constante or, ders un tez intervalle [xi,xﬂ_,ﬂ ; OB &
iopr ' N > o ) .
i “‘?’! \:‘-" "' o =3 Sead cres ar it
i ',x F(t)dt ?( )(xi_H ) ¢ 4G e %) en déslsnust par &
3

: lioseillation ce }— dans ”xo,;{l ; Zu conirafre, siF est

: . N 4 f”’% '
constaute a;.ans [xi_,xi +1] ; on 3 j g-(t}dt ;‘3({; )fx. x J=U .
: - o )c. : ’a_ f
tn voil donc gque lu différence ﬁ j[x f,(t}dr z Z....; ;. (t )(xﬁ‘1 -Jméi
: S = =0 5

ne pegt’exc‘éder» 2dmp ; il sulfit dorc 6e pretﬁm
5 = cmx shtenir (2
oL o 0 (: ).

" Hemurgue. - Lors,gue [.' est comlz,na, 1-1 prop.2 Bs ciév:ont re
plus si zo}.erent : conme F es. uniforuézent contmue dans
~£’x0 ,x} , 11 existe 050 f%el que dans tout mw,ﬂ'alle - de

1 | s & : ‘

lonsueur ¢« o conbenu davs 1 x, ,x} , 1loscillation de [

80it < m%ﬁ- ; pour toute subdivision de [xo,x 1 enm
= = » / : A' S ',;_ ; SRR &
in rvalles f xf’zi*?j de lonyueur < p eb toub choix ds %,
L | . 2 =




d:ﬁ&n L i’xi*f'?

est tslle gue

- 90 - ,
pour 0<Ki g:nd la fcmccwn en esc ‘1116! g, &Ggule

n-1), a ?(x ) au point x

i

F(¥)-9(y) g 1:% dans {O,x] , d'ob 12

remtwn (2) par :mplica‘tion ¢u th. c.eu aceroiss ements é,.s.ﬂlw;

pui ;que 1 ’ux;{

ge ut acrire

F(t‘ )( +1 xi" f 5‘( )llt --_

: =0
ﬁGRDLLA¢LA, 8i £' est une fbnctzon reﬁlee gans I ., on a
% [T 8
- . - s 5 5
{/}} S J {@)Qt 11% % ZJ g? (‘K T8 “_{»E&Z)
- Ao g ) --%g;f Ko - '
tetie T ”ﬁ“lﬁ aontre gue = %\t)dt gst linite de la moyenne
- - 0 Jx = - .
arithaéiicue QQS»vaxaarQ g¢e F en p pcials éguidistunts apparienant o
c = 5 ' : - - _ :
’ izangé : adssz catie efpres sion s'asipelle-i-ells encore 1a movenis
. = : E’# . ‘eé’
{on @aZgur'ﬁQ&&z ) de 1a fonetion g dans l'intervalle | % ,% | .
5. Pionr iétse des intérrales.

Les proprisiés ues‘iﬁiﬁgfales ervthJS 4eg?é35 ue sont autiss cus
le traduction, dsus la notation qui lxar esy 1 repre, des propriéids don
dérivées démonirdes aux % @1 et 2 .,

Ep premier hisu;'la Porﬂ¢?s (1) montre que, quels que soient les
poinis x,y,2 el on s

{‘{ér :p x
(4} . e g (t)at = 0
I - : Jg.
atf = : g = T :
7 'f? : - . .
(5) | Fioar + ) Pledas+ | F(tiat=o0.
: 1/;{{ e . .* 2 Z, ‘
Dfaprés ia prop.i du 91, on a( .
L4 . L o = £ y}, ' -
"’J} j“zg{ f" + ér) s. :;-& ] ’" '}:e?’ :
et, pour tout s aizxre fixe kK \
- f F ,
g’ﬁ" ¢ 3 §’: o i 7
w!} V}{‘Q g g"
Soient E.F douX espaces Ve 3t9r16is de ﬁl“@LSlQB finie sur K, u
- i » o ./‘ . .“ ‘ f; ; £ ‘
e spriication linéaire de F dsns F_ﬁ Sm - 850 une fon
% 2 2 S % : 'q o ,~ & L) -
dane I & valevis dans 8 ;, o sl une foncticn T&éi&% dane 1




: A - yi@»v' . 2 :
& valeurs dans F , et on a j u(F t))dt f F(f)dt) (n ‘1, DICD. 2)

Soien t f'umter’!mt E,F G trois ©s] JCQS vectanela de dmensmn finie

o)
m

sur R 3 a X, y)f‘“ﬁ"-; % ,}/j une application i}ihnémm de B x ¥ gdan

e ownt F et :5, deux i@mtwm Jectorielles 6é4finies ot continue

(r’?

£

dans I prenant leurs valeurs dans & ot F res pectivement . S&ﬁpﬁ:ﬁ’u%

g

en ,ou't're gue F_et 5, golent toules deux ,,rmmlms ds fonctions
rdzlées dans I , gue nous dési;gnemn par L' et al par abus de
e ; 7 :

laz;':'"aé:e {cos fonciions nme sont an e fea, egeaﬂes r@«spceti‘gaﬂ& nt suzx

i
LET1
b3
y»:r
‘“"\ N
Q’!’l

ts de L et 43 qU auZ peints du c,o pi.e;,m takre 6'vn enssmble dénon-

breble ‘ E?ai‘;rés le prop.3 du o1 ot le th. 5 ci%dem?s
i : 4 2

R

e 2 e P o = : = %
rix)= | £(x). %(x)i admel en tout point x de I , sauf aux points diune
.. | -
partie dénombrable A de 1 , une dérivée & ale & ig”"i}. @*{}:)jfﬁ?{z;,
= ' v X -
dixy | '.;z. si*aprés la c(mtmu & do X .y1 et le th.2?, chacune des
- . i : = = :

h : o] T e = 3 = -
nctions fg? %'} et ”" g j ost une foncltion réglée daps I ;

on en ﬁ.éc‘aif la fornule
‘F: '\

& jﬁ £(8). gree)at = [ o, @(t)j“__ ;‘ff?*(ﬂ at)}

dite forzule dfintésration par purties, qui g ermez de calculer de

&

nombreuscs pr r::iil 93,
rar oxemple, la Fornule d'integ eration par puarti os donne iz

formu E,e suiVaﬁte

3 D S S A R s Ry S
derivabies faps un interva.ic

fonctions gl
g

bR id e 82
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NS 2

, - % - 2 -
() f [F(“’(t) g(t) & =
- (3 (R [pler)ga). %‘F’(t)])! #(1)" f {pit) g_(n)(t)]dt
ot s'ap;ézle alors farjule d'intécretion D ties ’orﬂre n

Traﬁuisons_taxntenant la fbrauie»éefdérf#a&ian,dea foneiions coapo-

séen [ §% praz.b). S0it £ une fonctisn’ecaiaine définie et continue

m4

ans 1 , ot ¢ vi soit iri ilive ¢'uns fonciion rﬁ,laa dans I 'i e naﬁs'

aésipnerons encore .ar £!' par ahus ae'langage) ; soit d'autre pzrc %

une forction vechorielle continue Gans un intervalle ouvert J contenunt
£(1) ; si h dési:se une priuitive juslconyue de 4 dans J , h  scaet
ep tout point de J une dérivée égal: & %% (cor. du th.3) ; donc la
fonction composée hot adnst une Aérivée'égale 8 <§(f(x))f?{z} en
tous les poinis du eoﬁpleﬂeutaire ’ par raJpcrt 3 I) G’éﬂe partﬁe dénom-
brable de I (-§ 1,@rcp.5) ; comne la foﬁcﬁlen ﬁ%(f{x})?'(a} est
rvéplée dlapris 1e th.2, on gaut éerire ls ferzule '

(i0) j %(f(*)‘)f’(t)dt ,f %{u)d&

ditc formule du chur zement de var xazle, qaz facilite gélsz ent ls

calcul des ;r“mitlvgs"

\

Si'aﬁ’;rand par'axemnle f(x}=x2 , on voit gue la formaie g? .
,ramane l'ur & l'autre is eai ﬁl des prlmitiveu des fnneoxeaﬁ

q(x) ot xalx
; } : f }

- G Y _ipl,,“ - Q - 3 3 : '”' o S o e
e th. des ﬁQGinS&@&%uUS &lEiS 3 z,ij,ﬁaﬁn@§ pour les foncitions
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prenznt ses velours dans un nace vectoriel B de dlmeg iop finio

8

-

»Q
7

o

»

En d'autzes termes, la moxe e do la fonction raglée £ dans I
est conprlse entre les bornes de £ dans lﬂ partie de E sﬁ f
est ecntinue.,. ‘

CQROLL“IRB 1.- 8i une fonction numerigue f r%h;éa dane I est telle gus

(x)7 0 aux goznts ob f est contirue, on g ulq}f(t)dt ;> 0 gauf pi

féz}: aux 301nts oi £ est continue.

CURCLILIRG 2.- solert f et g deux fonctiaas numérigues reglee dans

2

1’ab *va g(x),? G apx pointe a& g est continus ;~§g 1 gt i

E‘-”«

oo

e

sont lss bornes inférielre el supélieure de £ dans lfepssmh & des

nointe de 1 oh f est contlnue cr . a ' {
- e

G2y . s s(t)as j f{t)g(t‘dt s&j g(t)du

Los deux promiers membros (reﬁp. les_dsux dernlers) ne sont 6gaux que

i glz){#lx)-m) =0 (resp. g(x)(i(x}eﬁlzc) en tout point ok £ %t‘

g sent continues.

 yans la 1rop.3 el ses corollairss, on peut naturellement
remplacer partout les lizmites & droite par les limites & geauchs.

rour les fonctions vectorielles, c¢n a3 de méme les propriéiss

¥

suivantes : . ‘ -
PROPOSITION 4.- ﬁclt ? ne fonction vec%arlelle réglée dans I =la bl
= f |

o]
Lt
=0

i
€]

s
[®
Zi]
L)
2
W0
Y
v

ufaux points du cogplfﬁentaﬁre Qd? ran;@ra'ﬁ 1

g{x; aspartiena & une partie

: _ Fﬁ
SR S
telle gue | gitjat »Q , le

ccn ﬁx*iags, pour toute fonction

s 1 el
B L
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,{ﬁ:fé) , U ?(t}&ét)dt; KC()!E £(t)an

V¥ A ' 1 s a2 Z ¥ - <= = e R i 2
n ouire, k i eol ia nor 9 euclzdzeﬂﬁe dena B=R LG8 GeL2 membres
e £E 3 ig x ’ %

i
it
- = 3 . 2 Ii { : » / : V ‘c o & i -
CORCLLAIRBE. - Boit hx&{ une norge ser B, §3 unc fonction vectorielle

Lee, g une roncilion Bu-eériguo replée et > 6 duns I . Ona

)

§

de §@§}'m@ - suvent stre éﬁazx tqug s'il exis te un vecleur Zixe 4 tel aque

?,i@}z £,% ggt,k en tou» po;ht ot ?, gﬁvg.seﬁt continues et #9 .

#n particulier, on a ' é

| I {@g ; e
| | Foasig ; [ F)f e

- o e -~ . A = .
et lorscus Ay est 1a norme s_clld ienne, 176palité n's licu que si

Eiv A3 s . . . .s‘ ' ' ‘ e A

Lit)= éL§§§=it}§ aux points of ‘g est contvinus. :

6, Forme intépralo du reste de la foraule de waylor ; primitives d'ordro

La formule d'intégraiion par §art1as d'ordrs n (fGLJhlg {5}) peract

ar ’ayfzmer sous forac dlune intégrale le reste [P atx) du dével oppenent

d% Taylor déorure n d'une fenctlon ? admettant une aerlvée {o+] )-éme
régide dens un intervalle I ; en effez,.eu'genpiagant, dans (v} ,
ff par }"», X, par a et g(t)'par la fgncolcn iﬁ:%l» - ii ‘viont
o d ek n -
F et 4 A o0 .K.ﬂd.“ 5141 .
L15) g«xp;(w mﬁ'f%aﬁf“ : +, .*g(; Egm +
- . : oy‘n' : . "
a2 ]l f\lﬁ’“?)( L-‘iﬁ-{;é— %t
S ; Z < : ua i ; ;
autroment dit . ' '
S e

¢ 30
%iﬁé%}{t} &"&"X 1 . 4

(16 * (1) =
(16} el x)

o

%‘ T

r

Formule gui permet scuvent é?egu@ﬁlr jes najorations simples du zaata.

Btant é@ﬁﬁé&_%ﬁa féﬁcti@n g?'régieagd&uaran intervelle I . une *4 Eive
g . : -
. coptinu &ﬂez';@ﬂwtéfmnﬁzﬁfﬁegﬁy |
'“”Jﬁi@iﬁeg de_?g,-ast apg@léev; rinitive
lggggggg\ée_{}‘, Pl@s’gégé é}eT“ﬂbg on appelle prinm itive dlordre n de"?*
une primitive diune primitive &?crdre n-1 de §? . On voit immediztee s,
per pécurrence sur n , cue la iffér@éee de deux yrimiéi?eé é?@réré 3




W

c:#—‘

= a5 = | - : ;

ds F est un polxnéne de dég;r{’z ag g lug éral & n=1 (& coe_fficients'

- dans E). ime pTi , d*n tre o de g’f est ezgﬁ@iéraﬁent déterminée si
on se dczmg, en up point & T . sswaloar et gallos éo ses n-1 prs*aié—~
ros derivées, =~ “ - o :f’F»"

On désignera oo pariiculier pax ia m;,a;‘ga f § ' - gcelle des ;irim,i—:
.

tives d'ordre n ,é.e ic fonetion ? gul est pulle au point a, ainsi qus

2 i \ "9( [f‘ g "
43 : : { ﬂ I Dy os AXK~L L

“a

et raméne donc ls détermination des primitives d'ordre n au caicul

dfune seule in tégraie.

Ay

7 }..ntégzrales impropres.

Gaa T ¥y 1o '1v3 oncus Cons {c.) ., ne - Egi‘{"&‘ﬁ‘
soit 1 un intervalle guelconque dans T . i i'‘ogi¢n une suil

o

e

Vf:.m striclieaent e¢roissal nte de points de R , tells gue :: s0it

ligrigine et S, 1'extrémité de 1 ; on suppose gu'uns fonclion vecto-

rielle [ , & valeurs dans E , soit ri, 1ée dans tout intervalls conte-

pu dans 1 et ne contenant pas les ¢ ; proposons-nous de chercher 2

P d %

quel lle coudition f adnet ume pm*ﬁ.mva (izpropre) dane 1'intéricur

de l'ini;ervalle I tcat'an‘tierr,

331 existé une telle pricitive 3, , et si g est un péiﬁ‘c de 1'in-

arvalle } e, 1.+‘H{ (0<1 u-1), on a par hymtﬂése, pour tout _x‘
sopartensnt & cet mbarvalle, %,{};, 3, a) =j pit}a“& ;. 9 6ten

5}{' ) % A
@&;‘«"*flrue dans 1'intérieur de 1 98" 'maathése . cm voit que | F (6jd%

Y
doit tendre vers uue limite dans E is:.ars ue % innd vers ©; ., a gauche

ipour i< n-1% } st mrsque % tend vers e; a ﬂrczte (pour § > 0) .

*

rve rsonen t, SUpPOsONS Cue ces. conc itions solent vanfmées , 6L s0it gfi '

S

vos primitive de gl dans 1tintervalle ] c,; 26 'Mt (041 4n-1)
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'@n vait aussztot que ia fonction i} définie dans le com§lémentair&

par rapport 3 1) de l*enseﬂble des ©5 par la condition d'atre égale a

% {x)+ Z (?k 1(°k )- ?k(ckw) dans ) ci’ciﬂs; pour O<i<.zs~: -

est con 1nue er. tout roint 1nterieuz 81 et dlstlnct des ¢ e; (?( idn-1).

-v'et acimst, en chacun des S (14 n- ‘i) une limite & droite et une hmtéy

4 gauche égales ; elle peut donc etre prolongas par continuité en cnaean
. {1< i<:n-1), et ig fonctlon krolonﬂee est evxdemman+ une priniti
ve v{lﬁ ﬁopre) de §? ﬁans 1 ' »
-~ On notwra ﬁu' ai centralre de ce qux g¢ passe pour l& p?l”i tive
, d'une faﬁctlen régléa daas tout l*lutarvaxle I la’prigitiv@
d'une fonctlan Q du typ@ Lréﬂé{eai lfrsuu‘elle @X«Su&; nia cmeh

;as naeessalrsnena*de derlvees % drglte o& & gaueﬁe aux poiats

¢. intéricurs 8 I (cof. exaré 51

'1;?eziéteucs de Za~ ri 1tL¥e de Q ¢aas 1 n'iapligue pas lfézistgnce
des limites de cette ?rl*ztive é*’?fr$£xne et & 1’ebbreuité de 1 ; iozs-

ﬂa*ei Gatre ces aeux Linitaq existen t, on dit gue ? admet uns intégrale

;mprogre,@ans_ih; en d'autres termes :

DEFINITION 5.- Soit {‘c ioe 1¢ p Ume suite shrictement croiscante de

points de R , f uoe fonction reglée dans_chacun des intervalleg

Cn S % %
2@§1é3505

RV SEa R v 2 P e .y s 3 g '~‘ s
up dit gue » admev V;%“ggﬁégfaie 1154

= . 0 : :
e f e T s 55 = SR 7 2 X oy {' A 3
& d £ g% 5 : > g% 7 Tié
def do %, 5% {_;uur cﬁ 2{9_‘; @ﬂ} 17 a:é. zent g (x-)- t;;_f.gxg) »:;,,c:' note
=3 "‘u__ e 5 o> 5 ¢ 7 ; 5
SNCore -




b
H
b SN
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Ce qui‘ précede raméne la qnestioh ie l'existencs de lfintéwrale

mprcpre de ? dans un intervalle I au cas o I est un intervalle non
compact de R d'sxtrémités 2,0 (a< b), ot £ est réclée d»ans Iet:

1© ou bien un des pombres a,b (au ,aoinss) est infini ; 2% ou bien g
‘zz?est pas réplée dans un intez'valle m*upaet cozxtenmt ””?.01118 un des
z,sints a,b (1 6 doux I pc‘tne»ses ne s'excluant pas zzzztuellemdm J, Pour

que { 2it une intégrale impmpm dans I , il faut ot 371 suffit aﬁ.@

gque liintéoral i L({tidt tende vers ure i:m* te 16“5‘;

3F ‘ b % 3 A T o ! 4 o A .-‘
en restant daids I 11 | 8t getlte linmile

1
‘{" ' { %)
ane filtrapt (1) pour la reistion o - ° }, car gi
; sont aeux intervelles counp c’s» contenus :Lzzc, i
ef i on pose A = zim(a,y) , U= na};(f;:i, o, llintsrvalle g ha z""i
= - L.

' tsf centenu dans I et contient les deux intsrvelles éonsidérés I 21
pour tout 1nt&§va’ lle comp¢ct Jd = a Bj content lans I , on pose
{ F(t}dt = j F(t)dt , 11 résulte aussitdt des !‘warques precedentes
'e:L de 1a defmltion de la limite sun ant un ensemble ordonné filtrant
. que :
EBO'DQQITIOJ 5 - rour gu'une fonction F g_é_&l_ég_c}_a_x_i_g I ait une mtegra}.e
i*apmyre dans I , 11 faub et il suffz‘c que l'applieatim d - -—%f ?(t}at

2it une linite dans E euivant 1’ensezr:ble ordonné filtrgmt SZ,“'{_)‘

u.es int ervalles comnacts contenus dars 1 -

#ns. R é) u'un enseible g de partiee de I est flltf.uﬁ»

( i', quegs que soient Xe% , Ye¢ & , i1 existe ZE G =
cZ 81 S(’&') désisne la partie de ¢ formée des 1-
S(X) forment la base dlun FPiltre sur & , dit fi lyrfg
‘:; ; lg limite (s:; eille ex.lsba} dfune @phﬁatwm £ ae T
uepc‘mm que, suivant 1le filire des sections de T , est

{"VSQ‘ m: ;5

ite de f wzwzﬁ lisnsemble ordonné .a.g,l‘t.s.m}‘i; S Aer.iep.

.i'%% el 6, ot char i &;}, nvz2j.




 PHOPOSITIGH 6 fcxitdre de vauchy pour les intégrales).- Pour gue

- &

o
=

- | / - o
ite est alors lqmtugrale in*ﬁmpi’e | ? {t)dt ., guion nole
ey”l@ o
0o

_encore £(t)dt . Par abas de lam age, ‘au lieu de dire gue ; B une

T >
intégrale inpropre dans I , on dit ercors que l’integrale de F dans I

est oaavergenteg_ . Yoo

Exemples.- 1) h’m“;eggxale J{ %% est convergente ot égale & 4 s
3 ‘ \ o

- , 1
~¢ar = =1 - =
~ : X

r4 = - -
) Lt intég rale Q’}- est convergente et égale & 2 ;, car

et

;u_’
4]
#
[}
%‘-’3
(;-Q'
Bire
O
=
o
=
D
&)
Q
b
fate
@
Lo 1
s
O
bty
-J
@
§’
(9}
o
frt
m
i
{4
fonet
feest
&

ondition ? W 'PG’A‘A ﬁ”:hin . Pour gue 1'intégrale

G
- éﬁ”{i)dt 803t ﬂcmreraem: i1 faut et 11 suffit que la gbris

de tame g_éﬁ gral - u. sor’"con‘;rezgg:te dans 1:; ; en effeL, on &
i m.. '
§ : :
; ? t)dt = Z., “’p 5 ;we ia ccnd;‘smxx st neﬁes aive ; réciprogus-

ment, si la serle de ’cerme g’énez--a;. wo uonverge éans B

tis it D o - ' .
L - 0; or, sf n¢x¢atl , ona F(t)dt = u.p-%-u., (x nJ,

donc cette i;itégrale & bien pour limite d%..%“' 1orscue % tend

yers + oo |
1. proposition suivante est uns conséquence Ge la prop.5 et du critéve

de Gauchy (B étant complet) :

W—:"ﬁ iniropre. d'une wnctwn ?‘egle@ g éaL un intervalis I ezigle.

S S 0

11 faut et 11 ssu.ffit que, pou'f tout ¢ 7 0, i1 exista un in‘tmw gils

ap intervaile camgac,, :’ = o B a‘cs n dapna 1 ’ce.l gue. pour *5'
hin _ c gﬁ J : 2 v : =

iptervalle comoact ¥ ={x,y] contenu dans I el n'syent sucun point
: . N u ;
' ; : - e S
SVEC - n ait P fzﬁgsiée .
.riﬁg jg ’ ij <% S ?g 7; 3 5'{ ~.¢d ig <

n
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kn effel, le critérs de Cauchy monlire que, pehr que i'iﬁtéqrale

}\ F( }dt sozt convergente, il faut ot il safflt qu’ll existe un inter-

valle compact J «[% é] tel que, pour tout lntGTValle conpaet Jd conte-

nant J_ , on ait . ' ‘ .
f : o ' ; i
; 23 e : z s ' 2
i3 §0°F % i B2 b S
‘ i /g g,‘ﬁ;;@i, - vngé{ ‘,‘u}ﬁtgée .
: : 3 { : 4
- : : : { o, v
e L,cx Eic iLied, ol Kg\.. e eoct dans 1 , On surs 25‘ f f..’;'b}e‘;b gg % & ¢
s 2 7 . &
b [g« . 0 e :
gloh el xdy<a, | 1 {i}at§§§~25 ; op voit de méue qus, sl
e o Bl s > :
i l"ﬁ»’— 2 A ts
2 § Oy v = - £S X ks
PL<x{y , on a g’! : (t)dtj £ 2= . Réciproguenent, si pour tout infer-
27 5 £
e =, : e i
gzile compact X x%§?y u'syant aucun point intérieur cc;man avec d_
i i”%" : s - _
fi i Fe > ” = v )] s
enoa §f | Bit)dtijise our tout irtervsile compact 4 =i1a,v: conie-
I S :{ oV L
Food e ” 24 S 27 £s
s f . H i 7 g
nant J_ , on eura i% ’ éfit}dtggx e, }éga gaxt}dﬁggjg e , dlod
o R B g8 £ : % AL 7
i o é ?{; . - { P o .
L PFeoar . | C(t)at o= g itidt £ L(t)ati & 2 .
4 § ] 7 i / i
s J : ‘o i fiza, ¢ Jh o
‘ - > 3 o =
sxeaple. - 01 1'intervalle I est bomé, et si la fonction . ses8v
p 2
- T ] z
bornée dans T , 1tihtégrale J_ F(t)dt existe toujours, car on a,

68 et b=-f assez petils pour gue

D
o
;..n-
F.. & )
E
b
feuly
ot
e
O
e
&
ks
(6
o)
°“£
i‘-’ﬁ
ron
iy
()

lé critére de Caunﬂy soit Sdticfalt
La déf. 5 monbrs gue, si f? adiset upe ;ntegrale imyropre dans uﬁviﬁtefv

vnise 5&&003@&9«1 de K ; les formxles (4) ot (5) sonz encere valabigs
dans cot intervslle, ainsi que (7) zcu? tout scalzire k ; de wéms, gl b

. . < k R e Vs - ; SO = . CERel : = b Lo e e T, RS AT A S % :
et 4 admeiltent chacune nne intégrale iupropre dens un MWL intervalls,

b 2%
’—'«u,wv.»

5
y P S Tt AR
e S O E SR
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sont & as prmltz.ves de fonotions ;" et g, qui sont reglés dans 1
seuf au voismag,e d'un nombre fini de points ; 81 on désigne par

? %j la limite (lorsqu?ella az;ste} de {ff };; lorsque (y;z)
tend . (z, ,x) (x, <y z(x) ,-on voit que si deux des irois expres-

‘sz’_.c,énsf? j” , j [F(t) %’(t)]ﬁt - lﬁx[f:'(t).%(ﬂ]dt existent,

41 en ost de néme do 1z troisiéme, et cus 1z formule (8) subsiste,

dous lalsso,ns au lecteur le soisn d'étenszs de 1a méme fagcm

la formule d'intégration par parties dlordre m .

a«h
;ms
@

;véz;afin solt une fonction scalaire définie et continue dans 1 , prin

},?C fune fmzotian 2! qui est Ijé;_';iéa dans 1 saul au voisinage d'un _f
:Nz;fcre £ini de pol ms ;'qc}'it d?asutre part g, une fonction vectbzﬁgl?.&: ‘ A
c-m inue dans un iﬁtbﬂ&ile ouvert I! contenan* £(1) ; on voit aa.em*‘aét
v;; 6’4} \i‘*":x.)}f*(x) admet une primitive dane I - en outre si elle adnet

une -izzté-z;z‘-ale im p cpre snire les poiats %, et x ds f et a1 :f fssf: con-

tinue en ces poirts, % admet uns intégraie impropre entrs fa‘:—;{;; 2

£ *’; st réciproguement, et on e la formule (10} oo peut en offet pour

jes extrimitée de I¢ par hypothése, si (},z) cixI tend vers fxw}:.} .
#(z)) tend vev'a (f(x ). f(x)); 1a pI‘OpO“;l‘hOn résulte done de la
zi‘::stf?zimles e = p llquee entre g ot 2 , et de la définition b

srales mgxogr'es ae foacuona rositives.

PROPOCBINICE 7.«» Soit £ upe fonction nw,zerz.gue rcﬁlées et >0 dans un

. iotervelle 1< R . Pour gue 1'intéprele impropre de f dans 1 goit

i
c »_rm,r,:anue il faut ei il suff:.t que l'enwe*nble des narmras zéfi‘::m‘?;

¥

54t maiors, Wrs%w < pdr"rurt 1! ensemble des intervalles compzeis

conterus dsus I 5 11 intéerale aif(t)éu est alors la borne supérieurs

| £ltidL
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1 offel, comme £ U, la relation JCdt entralne ij(é:}d’i: <

j f\t)dt : l"applicatioa J——? £(t)at est done crdissante,, gt la

o
yl“g};OS}.tiQL est une consé(mence du tﬁéoréne de la linite “onotans

(_‘fegggénf,chap.liv S 9, h.a)
LQraéue l'application J -—-7 f(t)ﬂt nfest pas bcmce, elle g pour
limite + oo suivant l'ordonm: filtrant k (I) ; on dit zlors, _par
exiension, que l’inzebmle : f £(t)at est egczle & + oo . les 3;*::.;?&—.&
mc;grale? i propres &tablies ci-GCessus s'étendent (lorsg ulil slaci

de fonctions > 0) au cae ob certaiues des integralefe gui imter vienuent

dars ces propriétés sont infinies, rourvu que les relstions oh elles

Aup
fmte
Y

ss)

:'ea, garcert un sens.

PROPOSITIGT B (princi e de co*uparaimn) - dsoient f et g deux fmcawz,

~r>,».3f\z=1ih,b riglées dars un mtervalle IC’R , telles que

0 < 1 e{x ){ glx) en tout gomt o& f et 7 sont continues . i l'i:ﬁtégzmle
innropre de g dans 1 est convergente, il em est de méue de 1tintégral
ifwmgzre de £ , ct ona ff(t)dt < f g(t-)dt . En outre! les deux

inté xales ng peuvent etre érales gue gi f(x)-g;(x} en tout pe'zn'i* de

1 c,m ? st & gont_continues.

En effet, pour tou‘t mterva,lle cozpact J <1 , 0on a J; Jff‘*dt <
- L :
< ‘i'd*..-.e’«}ai camme jgg(t)dt \_'fzg{t)dt , 1lintégrale {f{t;i*

recte borpes, dem 1tintégrale de £ duns I est converﬂents ; en outre,

{
La lg }_inite on & ff(-*r)d'{’,é jzg(‘t)d-; . sgzi;,wﬁz 5

£(x) < ¢ é.»:) en un point %€l ot f el g sont continuss ;
il sxiste a.}w"s u.ﬂ intervalls campaw fﬁ é‘j cﬂntﬂz;p dang 1 ‘:zc:”’_ :
réduii & un point ot tel que X € kc a} =

), et conme d'autre part

j £(t)at £/ elt)at

L=

“ ‘2
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Gette proposition fournit le moyen le jlus frecveim@nt enployé pour
déecider si une latégrale inpropre d’une fonciion £ ¢ est ou nan"
cbnvergente, en conparznt © & une fonction plus sizple g . den on sait-
',déjé si'soﬁ inté;ralevést ou ﬂéﬁ converperte ; ncus‘verroﬁs au'ehaﬁ.lv
cozrent peut se faire, dans los cas ies plus usuels, 1a rechercie de ces
foactidns de coa;aréison,"at nous en décuirgns-iusléritérea d'applica-
tion courante pouf;la'éonvergance des iitégraleé~imﬁrgpresvet,ﬁas séries.

9. Intépreles abeoluvzent converpentes.

éﬁ?’iﬂi:’ITICIi-bm Cn_dit que 1l'intérrale iipropre d'une fonction [ régice

dans up inlervalle Ic Y _esi abso uszent copversente, si l?mté zrel

'Q,i;é‘ fonction jositive ” F(x)“ dane I est convergente .

PHOPCS ”Ttivy - i l’intégralu iaproyre de }3 gang I et _absolument
‘convergente, elle est gorvergente, €, o0 8

o ; / ! «;.;

o | [ pwas] < [, ]| Feo) as |

En effet, pour tout intervalle compact J < I , on a (formule (14})
(19) 3 fd, Pledat || € ”} E(t;}f at

5i 1'intégrale de la fonetion posisive gif(x)i est coanvergents,

m-;b

pour tout = ;»e ; 1L existe un 1ntervalle caﬂgact [a ﬁj caaueaa
dans 1T , tel que; pouvy tout 1ntervalhe compact [&, } cantenu &aﬁe i
aﬁcuﬁ-;aigi intérisur comuun BWPV zm,a , on ait

Lok (pzap.ﬁ} s ponen t:

o T ‘
e %ergem de 1'intégra.
% % o % = A sy -
limite dans {19}, on en déduit alors

m‘;e a,z) ic

B B )




5 -
én effet, comme [x } ost comtinue vd&ns ExF , il existe un
notbre a? 0 tel que n ’:x y:f H a || x R y identiQuement"
=i on pose b - suf }‘ F(x)“ , on 2 donc R [F(x‘b g(x) ” (x)%i

dans 1 ; le principe de co: Aparazson montre done que l'intégrale d.e
P !{ %] est absolwz:ent convergente, et on a, d'a pre/’m t1i5)

uf 3. ('i’ (t)} dt £ ab f E%(t)g at

;iemmn unes intégrale inpropre peut bien entendu &irs cenmr;;er*

sans 1'8tre absoluzent. Clest ce que montre l'exemple de la fonction en |

saeslier ééi‘iaie dans l’exemple?j du n% : lorsque la série de terme
uénéral W est convergente sgans 6tre absolurent con?ergerte

n
Exarcicas.» 1) J)apner un exeu; lc atune f’cnet‘s on TS ;"i e T u@q un

intervalle conpact 1 telle que lu fonction composée sen £lz) no
S04t pas réplée dans I (bien que sgn X soit rée l*ﬁe dans K J.
2} Pour qu?sme fenction‘F s0it égale & une fonclion réglé
un intervalle éuvert I _sauf'aiz u;ze $nfinité dénosbrabls ds

'.-pcints ge T 11 faut et il‘ suffit qu‘elie satisfasse & Zia condl -
tion suivante pour tout x daas i ot tout & >0 , il existe un
némbre h 70 et deux é},ém,en’ts &,,b ~ de b tels qus 1l'on ait ':
3233 (y)- & hg‘i ¢ pour tout y appartenant & [xéxﬂf’ , sauf en
une iz_zfinizé ééncsfzb?aﬁle' ds po:inzs,' et ); 5’-" (z)- i él g £ pour
tout 2 appartenant 8 ix»hix} sauf en upne i..zsfin,iﬂbéf dénonbrable '
ée points. '

- %) lontrer que lcx fonction égale a sin 1 pour r%b , 8 € pour

M

- x=0 , wwet une Lr:; utlve (p T8 ) daﬁs R (remaruamr q ue

'.? 1
s;’m - admet une 4 rnme en ,out pm. t)
E;a déduire que, si glx, u v} est une ‘F‘onc‘cwn cont.s nue dens 1o

cube défini par gzg < 1 ;,-gug < 1 » %vé 4@ , toute prinitive.

: . = . e A f 5 & St
de le fonclion ésale 4 glx,sin = cos: E} pour T € . =i Fil ot
7 e : : i e S
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et X;—‘Q ; & upe valeur Quelcon«gue pour x=0, admet une dériveés
pour x=0 (aprrocher uniforzément g par un polynome en x,u,v;
st agapii:guéz‘ ile thx% ) uamer un exemplm ofi cotte déri vée est
distincte de g(0,0,0) .

:é:f;'} dontrer quul amste une foncuoﬂ comtmae dans ; =1 -H{

acneltant une dérivée finie en t}out pomt de cet intervalle, cette

dérivée étant égale 84 sin (w ] 4 ) aux points X distincis de

- sin =
;}Li{n ontier) ot de 0 (Au voisinage de X = %—ﬁ; , faire ls change-
mert de varigble x = . et uliliser l'exerc 33

; a% + Arv sin u
& 1l'aide du méme chczntrement de vanahie - mentrer gu'il exmtr\ une

constante a > 0 tgl que

| [@wor f =
z = i 2 : 5 A % e d’.}: ! v
L (.‘f' ) } o5

! (:;,‘r‘M- 1) 1"

'(intégrale impropre) : en dédu.re que si on pose g(x, 3:%1%

f sin ( e ) dt , g admet an ycint x=0 une dér vée nulle).%
e

£} bqleﬂt a et § deux no'nbres réels Tinis tels aue a < B8
Lontrer qaa, si y et B —Vsont deux nombres tels que ady< é‘«; B
il éxiste une fonction scalaire £ . définie dans uan intervalle
}O,a]_- , ne prevant que les vale urs o ot B, Jeéle que dans tount
»inuem,a.ﬁie g:’&ga:‘ (a) 0), f soit m‘e fonction e;; escalier ot qc

si on pose gix) :Jf £(t)dt (intég,raie impropre}, on &it

< A o ~ ».i

% rE > d 1}5.51-. "7
x) une fonctionm dont le grapne est une licne

ot e Aot e g &
a0l hor SR s B L BT e S
o3 s
“ % .
D P AL e SN - e e 7k Vo gt o~
% L {4" 3 blin n e i, P NI L Vi 2 g
Gty e - £ %
A e e 3 gty iy
Dargtbole ¥ = yatx pouzE o=y
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Par la méme ﬁétbode, montrer que, Bl Y et § sont finis ou non
<y¢< 5 ) i exisle une fonction scalaire £ définie dans j%c,a}, ;

telle gue, dans tcut intervalle (t, ) f soil une fonction em esca-

lier, que 1'intégrale impropre gﬂx)-‘}'f(t)dt existe, ot qufon ait

lim. inf .&)M = Y 1"3,3‘?{} .EL.):&L@ 5

: x->0,x>0
6) soit f une fonctlon scalaire > 0, définie dens up interv alle

3

k}Q;g . et reﬂlee dans eet intervelle, telle gue 1'iniécrale im zopwe

i

A

!J.\.

“($3dt de f dans ‘?0 xj exlo»a, mais ntait pas ds- ﬁé rivis

-"<l' 0\%_\_‘% o
o

¢ au point O . aontrer gu'il exiwte nne fonctien f1 reglée
dane :}G,é} . uelle que (f {x))i £(x) pour tout x , et cup J! 1 ipta-
grale impropre g,(x) f Z, (t)dt existe et uit une dérivée & droits
-8U psint 0 f{considérer d’abard 13 cas o4 f esi 1aeai1qa9 & une |
forciion en escalier dans tout int tervalls [s,af} (¢ >0). Daos ce
cas, diviser chaque intervalle of f est constante en un assez grand
gembré de parties égales, et prenire £, constant dans chaéan ée»ces

intervallea, le sl ne de.f 6tant différent dans deux intervalles

consécutifs. Dans le cas &éneral, approcher convensblement f par vae

fopetion du type précédent). -

73 Définit dans i'intervalle ‘:0 1} deux '.?az:u':‘i:i ons scalaires f.z ’
telles que T ot g acmettent ées primitives pro: res, mais qus fg soit
en tout poznt das Lp 1( ia der1Vee 4 droite d'une fonction continue

e

gui @'&%ﬂeﬁ rus de dérivée & gauche en un ensenble ds points ayant 1a

puiesance du continu (utzliser 1a cons»ruﬂbian ds 1’9xarc.é et cells

de 1lezerc. B du 2)

a}zgéi% e 'une.fanccloﬂ réplée duns un‘intervalie compact I .

16, psarvtout' € )PO i existe une fonction 'i_ continne
i f(t)v r( )a dt £ £ (sa ramensrT au cas
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9} Soi‘t_? une fonction réglée daus a,b} s pz.'enant‘ ses Valeurs
" durs B %, uns fonction ré slée dans {a c (c >‘a) 5 prana;fit sesg
valeurs dans F , (x s Y = ix )’} une application bllmoaire de
%P dans G ; fozgtre,r que ?,,- - |
| b >05h > 0 f U:( ) %gﬁh)j . J: LF ). g)]at

{se ru:iener au cas ob r est une foaction en escalier).

i0) Les uypas.réscs étant les mé: 1es que dans l'exerc.9, monirer que,
pour tout € > 0, il existe un , nocbre p> 0O tel gue, pour wu‘ce

submms:.on de [ o,x] c |2 b] en intervalles de len»meur <0,

on ai'%} :

t H’(b) g_(t)]dt = Z 1?@. i %(v ]{x =X i

L=0 i i -

que.us gue soient, pour chaque indice 1 lea points v, ,v. tels que
- = / w0 2 QV T
x; £ ié- < ot LV LR (s> ramener au cas of f et 4 nsonk
des fonctions en e.,-scalwr).

14) On dit qu'une suite (z ) de nombres réels appartenant & 1'in-

ervalle {0 1‘] est Srule: sont riépartie dans cel intervalle si,

our ‘Lout c:our*le de nombres a.,B _tels oue 0ga<B(l, on g, en

f h—d

d

ési, nant par ¥ (a B) le nombrs Ges maibes i tels que i
{;i = ot <X (B :
‘ ¥ (o {3}
H-->o0 it

Zontrer que, si la suite (% ) esi égalesent répartie, et si [

; i:S
{

: ¥ N :
- < e e G oi= wn 3
cet wrne fonclion It 2160 dans gii)?’fg , on a
5 . j; 3
£ !
3 H
f
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continues dans {Q,? , muni de la topologie de la convergence

Nlle

wniforme.
12) sSoit £ une fonction numérigus réglée dans un iﬁtérvalla v{a,b} ‘

On poss . 2

- - , .
22 >, #(atk bea - [ £(t)at
: , £ % '

a) Montrer que, i T est croissaite dans ra b] , 008
0<r(n) € 2B (2(p)-2(a)). | '

b} 81 £ admet dans fa b[' ane dériv ée & droite réglée ez 30rne@,7

r(n) =

?@ontref quion g -vlim ar(n) = Q%é (£(b)-f(a}) (en posant
S S “"""Oa "’5’-‘1 {’; g 7
be“ : : %"j‘/ RS

%)= atk — remazq uer Q"’on a 7Tin) = 22 { gf(xkiﬂ}~f(t}§az 5
- foz0 %8 o

c} Bcﬁa»r un oxe'ple de fonctiuﬂ T uraﬁssantp dang §a$b§ telle
. S ~

gue ari{n) ne teude pas vers ,§%$ (£(b) a)) lorsgue n croit

des ilgﬂ@S urzseeg, vel?es que.

, £ etk s a) ’“(aﬁ'k ---—) pour 0<kg2
= . -
(h Y f o1y B=ay - 2 (s /
(b a)_ﬁa £ {atk —Eﬁ;_a - ﬁn(L}dAhz (b -a){ f b) f (a 3.

. s i
. 13) a) soit £ une fanct1en réglie daﬂs un 1ntervalle ouvert berae'

PA

. :/ 5 > Ve o =
- a,b| , telle gu'il existe une ?chflon 9calalre c éecrolss nte

. £ f’ e i! P % i’ : S bg'- iom -
?ﬁgs ;E&gbi-f'ﬁaiL%>Qﬁﬁ g Eixj% (x, ,, et gue l'intépgrale

A 2
b} bonmer
7




£

~ "(JB L ]
c) Avec les méfies bypotheses gue dans a), montrer gue

it

lim Z, -1)ke (auba%o,

n >
14) soit ? une f’onctlon e ,lés dan un mtervalle Ja,‘l'oo{ velle
qufil existe une fonciion scalaire g aecrmmantc dans ja,‘ ooL
telle cue z ;-(x)ﬁ (x) , ot cue l'mtq rale - g(t)dt soit
convergenve. Hontrer que la serie 2 f (ainh} ast absolumem;

ccavergente pour tout ) 0, et Gu'cn a

Fif O

h}liné n{ 5‘ F{a+ah)} j f(t‘%dt .

une foncgwn vectorlfalle prizitive d'une fonctlion

-.n'.,?‘:,i
wa

ool
Wy
5
e
tae
c«‘_
e

by

rezloe dans ga,hg , el telle gus gr-‘{a;: ?(b)za ., Montrer Que, Bi

= ra
i est la Torne supérieure de ﬁ "(x}n da.ns lfensemble des I/Q.‘.zw
o~ - v - ] - b= V&
de lap| o8 P! st conflmzef, & L pm‘:aaﬁ < 0 i._,_%?:z,w
2 & /‘S 8 5 ey =2
- i i .
16 Coil :f‘ une fonection nuzérigus coz‘uzzzue striciement croiszanie

g\” a’g et tel‘e qus f£(0)=0 ; soit g se fonction
nie et stric Gublit croissante dans E\G,f(a}

nontrer sue, pour 0&x{a , 0¢y(f(a) ona

?;{?;C ‘f{f@_}dt +J{ g(ii‘)du 3 l?égalité n'ax:-ant' lieu que sl ;,r::f;ﬁx}
Ewm‘}fer ies va .a‘tmz;s en fonction de ;.; ( restant fixe) de
xy= {, ‘fét-}dt ). bn d67uire q_w:, cour x3uU , v,0 , p > 1,
i.i:*?«fz:'j (1-1), on & X < ax f'by pour a ~>a ,b>0 ot

(pa}P’ (p'D)F » 1 . |

sl a s s N 0 Aao T e e
deux fonetions uaa~uiz@s r& léen, définies dans

3 & 5 - P A AR e
£ g 5 LT iies gue - SOy gecrolssan e 9s 20
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 .&vmn lee 187¢s uvggtheses sur 9 . soit f une fonctxon veciori 1
reylee définie ders [a b] y el pf@ﬂdnt 868 valeurs dans un espace
‘vectorvsx B de dirension flnle sur 1{ uQit K le plus petlt ensemble
-convexe ferné dans B , conuenant les p01nts J{ F(t)dt , lorscus x
Tn

parcourt a bj . Jontrer #ue le‘poxét | “T_;E'Z: }(t)g(t)at
agnvrzlent & K -

18) boit g ug fonet ioa soalilre aﬁﬂetiant une dérivee contxaue et
acn.nﬁlle dans {%,XT . si P esti une fomction scalaire ayant»une'w

e _ ' - o -
dérivée [ +43 dne réglde ﬁans j & é} , monirer que le rostie r lx)
S

o
du développesent de Taylor diorczs nde f au painﬁ s, peul sléeri
, =
LN { 7o {)_4")) 7
r () = (glx)-gla)) ——= n,(é,.m
(utiliser la forme iniégrale de £x);¢

19) soient f st z deux fonctione ”“'lees et >0 dans un 1nter?all°_

-

%
fe
e
a;ni

ouvert . ldontrer oue les iat egraie impropres-ues fengtlans

>
i
7
/(s+a r) et in;a&.T/g) dans ) a, b(' gont 4 la fois caneraent@s.
‘ZQ)vﬁcit £ une fonction nuaériqus finle et contlnue dans un inter-
 Val16 ouvert 1 ; Pour gue T 501t convexs dans I . i1 faut ot'il

eufflt gue, pour tout jzél 5 gn 3it |
Arn e
13 m.sup {1 !~ f(t)at - 2(x)) 70
h—>( 2n J,(-ﬁ : -
(raisonnsr comzme dans la prop.8 di chap.I § 2y

'2?)'Soit £ une fonciion convexs jams unazntervalle I , h un nombre

>0 , 9t 1 1tiniersec ,'cn de I st des iazerq illes Ith ez/r§=§ :
o : pAEY,

: e i ; o ;
.mﬁﬁirer‘queg si i‘ n'cg p B v&ée 1z fouction z (5} = Af ¢ Tttt
' 145 h 2h J. .2

e Gen = Aoy P ;
est corvexe Usns 1. | £i \ﬂ qu ; soutrer cus o (g .

Lo

% § % - 5 = >
U DA e O S L S S i) B Y o AT AN P S s ot < s e TSt € o Gl o
22 s01s iF o ; uh 81 cenble e foroitlopnz aylericues Oeiiflies 4ang
12 ; - : :
e Sk S Sl s e & s s T e S
Sn 3rtcty -‘?4. L ouve &, AEH8LIany Cf*ﬁb une Bne prinlaive pronre
S

R i e 4 S ot e T e e i e D
GEE s 3 (=e 4!1 T &L’J‘. brﬁ%}@ﬁgig T oI a0k i;ﬁt{; A @1&@3{425 s

AT,
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»0it £ l'envelorre supirieare ce la farille (fa) ; si £ admet une

73

primitive propre dans I, et si g, (resp. g) est 1a prinitive de :
{resp. £) qui s'snnule en un peint x, €1 , montrer que g est

1'enveloppe supérieure de la famille (ga). (31 u est 1l'enveloppe

supérieure de la famille (ga), mcntfer dfabord que
u(xth)-u(x) £ glxth)-g(x), puis que pour tout o ,
u(zth)-u(x) > g (xfh)-g (i) , ot coﬁclure de cetie derniére
inégalité que 11% 5f ﬂﬁthJZQQKl 7 £(x) ; en déduire la
proposition).

Donner un exemple de suite croissante (f ) de fonctions

m
)
Q
oy
¢
et
§

nves dans un intervalle I , uniformément bornée, et dont llenve-

27 >

23) 30it f ) un ensemble de fonctions numérig juss réglées dane
un intervelle compact 1 ,‘fiitraﬁt pour la relation > et ayant C
comi.e enveloppe inférieure ; mcorntrer que le filtre des seciions
de cel ensemble filtrant converge unifornément vers O (raiscmner

comme pour le th. de Dini ; cf.Top.gén., chap. X, 2 4).

26. Dirivées et intéerales de fonctions
dépendant d'un parsmetre.

d'une limite de fonctions.

-

h.1 du ¢2, appiiqué au cas particulier des primitives de foncticas
dans un intervalle coampact, se traduit de la maniére suivante
a2 potation propre aux intégrales :

t A un ensemble filtré par un filtre I

TPION 4
11800 1.="30

frote

zmilie de fonctions réeglées dans ur intervalle compact
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e

5i les Ponctions §3a canvergeﬁt uniformémsnt dans I vers une fonction

(régiée)  suivant le i:i;l‘ére g ,one
(1) ‘ o | F (t)at = f (t)at
g fal it ,. '
Beux corclldlrea de cette proposition sont imnportants dans les

applicatiaas o

%

COROLLAIERE 1.- Soit f’n) une suite: de LOE t ions réglées daus un

£

&

1ntﬂr”alla compact E-fé‘?J . 85 1a suite ég n) converse uniformément

fﬂ

> -

dane I vers une fonction (rdglée) £ , on s

: o : 7 e
(2 lim | E (tiat =1 F(t)at ,
#n particulier, ai vne série doni le terme général W, est uns
fonction récibe daps I , converge unifornément vers g? dans I | %a séris
< Vi E f o5 o

P l_?ff” ! - :
de teruws géusral | e&n(t)dt' est convercente et a pour somme i gziﬁ)dt

"'j(}L Sy

’”ihcéﬁruzlou terme & terme d'une série uniformément_coﬁve;g nte? ).
ﬁemarque,— Le corolluire 1 est inexact lorsqulon supposs seulgmént
. suite QF o) converge simplement vers }3 dans I (méme si

g-est réplée) : la limite du premier menbre de (2) pout alors

ns paes ezister, cu étre distincte du second membre. Un = un exem-
‘ vie du second de ces deux cas zn prenant F (0)~0 . fﬁ(x)za

pour. 04 x<(1/a - F fx}~0 pour 1/n,\_x g'ﬁ ;: la suite (f )

converge 31ﬁp19went en tout point ds zjﬂ {} vers la f@nc*ion 0 ,
'mais”cﬂ S jh fn(t)dt = pour tout n . Un aurait un exeupls oh

ls premier membze de (2) ne tead vers aucune limite en remplacant

1la suite*(fn) précédente par 1z suits”v((¥1)nfﬁ}.qmi converge

encore simplenent vors O .

Toutefolis, la couvergence uniforme de la s (é’n) n'sst nulle-
3

SR £ G e e L e S firsva R DR sl
meni accessaire pour l1a validiie de la formule (2) ; nous génére-

Es o g = b T £ & 25 ey 3 = A iy - s E i pep ~4
iiserous vius Lard cette formulie, en méme temps cue ia noticn

2 G R e, Y 2 FeN < R SR L S e DAL g R A g 5
'iutdgid € (V 1L 1A Tre Ef,; &o 0gienarong ces conaiviocns H@aucour

3
Q-
8y
w3
0
H
L’
UJ
h
‘..l
L)
4
)
«t
()
0
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CORULLAIRT 2;- Soit A une partie 8fun espace topolosigue F , une

agpllcatlon de T x A dans un espace vec*orieL E de dinension finie sur

R ;vtelle que, pour tout ac A , ls fonction x'—e»? (x,0) soit répglée

dans 1 . Si les fonctions f (x,a) convergent uniformément dans I yers

poctr=s

une fonction (rézlés) %}(x) , lorsous @ tend vers un point a8

en reseant dang A , 0D 8 2 2

‘14-) - - ' E{ { )d {{"P ( -}d

3 i3 £ ' X = s -
7 a->u_, A€AR 158 Ja, Cé.‘x =

sn pa rt“uu¢lar :

fﬁOEOQiTth (”contl mité d'vne 1nte rale par rapoort au paramstrse’ ).

Spient F un espage compact, Is;a,ﬁ} un intervalle;csmgacb de R ,
ot : :

ulia ag de IxF danc un espace vectoricl B de dimensio:

. : - .
dinie sur R : 1o fongticn }1(&);A§ ~F(x¢a}dy est continue daas F .
E s . < g
Bn @ﬁfet, GRENe ? sst unlforhement coatlnue dans l'espace comnpact
IxF , les fonctious £ (x,a) convergent uniformément vers [ (x,a. ;

lcrsque a tend,vers un peint Queiconque @ er .
Vcici}une applic atlon de cette propcp*410ﬁ ﬁ la fonction
(z,a)-aka st ¢ gt;nue dans le produit Ixd , o0 I =€é,5} st
un intervalleﬁeompact tel/que C<adb ) J_gn intar?alle coapact

£

quelcongue dans K ; on en conclut que / x “sx est fonction

_ e
continue de o dems R ; or, pour u rationnel et #-1 , celte
- bG;‘r’i e : ;
fonection esl 3gale & =8 ___ , et est par suite unifernémamt
: ot

continue sur 1l'iaterssciion de f2 ot de *sut &ﬁtQTlegﬁ de & ns
contensnt pas -1 ; on a done | xdx = o &+f sour Lout

= 2 A e

Ya.

& w50l et #-1 - ¢eles sipnific encore cue, pour tout w réel, la
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2. Intégrale impropre ¢'ume limite ds fomctions.
Klarrissons leb hypoinéses de lu prop.1 de 1la %nnlére aulvante
I est un intervalle guelconvue de R , (c. )u-<i ane suito flnxg striet
- zent croissante de points R tolls aue c_ sozt L?origine et e l1'ex-
trémité de 1 , €L on suppose que :
12 pour tout ac A " g?a asl réglée dagas tou iaterV¢lis contenu dzns i
st ne ¢

cntenant 128 les e. et lt'intégrale i pTopre de dang i
3 3 i3 H Z :

2 euaivant ie filtro %ﬁ , la famille (gfa) converge uniforménsnt vers

. Cezns toul intervalle compact conteau dans 1 et ne contenszat aveus

bena ae&.cchﬁiticas, 1la formule (1) (ot = et b sont deux points

gueleonques de 1) niest plus nécesssirement valable : 1'un ou 1fautre

dos ceux,menbres peut ne pas exister, el lorscu'ils existent tous deux

-
&

ils peuvent avoir des valeurs différsntes.

L'exemple donné & la suite du cor.1 de la prop.1 monire que ces
'phénonénes Jeuvent se produifq 28ne lorsgue toutes les intégrales
considérées sont propres : eu effet, la suits (fn) coneidérée dans
cet exeumple cdnvergevnniformément vers O dans tout intervalle
ébrﬁpact contenu duns l'intervalle ouvert ]0,1[ . v

blun autre c6té, lorsque I est un intervalle non borné, 1ls

formule (1) peul zussi cesser d'étre valable bien gue lz famille

S

‘gya) conver e verse f unifornément dang tout 1'intervalle I

b ]

(et non plus s: ules .ent sur tout intervalle compact contenud dens 1)
’~4‘ K- =5 a/..,./ ?
par & qu‘t, prenons I=(0,+ oo fn(x)~1 [ pour o t:ﬂ4£‘L+ B

v{x}~o pour toute autre valelr de x dans I (a > 1) ; 13 sui

i Lo
{ 0
(fr) converse uniformément vers ¢ dans [ , maisu/ fh{t)dt:(;»+izf£

E s 2 - I 2.0 . &
tend vers 2 lorsgque n croit iniéfiniment.




= 114 -
kn d'autres termeu, dorscue 1 est nonvborné si on dési-mne par éf
1'espzce voctoriel foraé des fonctlons F réglées dans I . &
valours danas B , et tolles que 1l'intégrale impropre ) gf(ﬁ)
—,  s0it convergents, l'application F‘“*‘]; f(t)at de ;f dens R
¢:;_ nlest Eas countinue lorsgu'on munit ;I de la topologise de lsg
convergence uniforme dans I (cf.5,5, cor.2 du th.1).
Pour cphorcher des conditions suffiszntes pour assurer la validité

dz iz prop.1 dans les nypothéses plus larses que nous envisageons, nous

£

wouvons évidenmert (comme dans le n® 7 du §‘5) nous borner au czs O

-

31 v'y a aucun des ¢

:

qui soit intérieur 4 I , autrement dit, zu ca

N

8

L@&AI est non compact, ol chacune des Fg’est réglée dans § et adm et
une intéyral7 imjropre dans I , et ot enfin la famille.(: ) ecagvau
unifornénent (5u1vant le filtre q? ) dqns tout inberwalle compa _
contenu dans I . Dans ces conditions, ot en'dé515gant par jz { } 3?@n¥

z

=emble oxrionn e-*'lt“ant des intervallcs ccmpacts contenus dans 1

o

(3 5,n 92), le prenmier meambre de la foruule (1) peut s'éerire

lim o { ;im‘{Y) j‘ F (t)dt) ; compte tenu de la prop. 1 ot du fait gue
J SEYFt S : v
13 fanille ( ?aj est uniformément ccnvzrgente daps toul intervalie

o

compact J c I , le second membre de (1) peut aussi s'éerir
} 1lim T~(lim J f& t)dt). On voit donc que la prop.1 sfétendiras
2 :, ‘M\‘,

lorsgulcn pa ntervartir les limiteg de l'application

Sl;
Jasts

(J,a) m¢>J 5 {t)at suivent le filire %ﬁ , et suivant le filtre des
sections (O as lfordonné filtrant 5{,(1) . Or, nous connaissons uue

coudition suffisante g our gue cette interversion soit licite, savoir
‘ %
te de ‘?appllcaticu. gd,a,-?’J}.?G§@;&t guivant
J :

- i . 5 - i“‘s Z GJ 3 - S o+£ »
is . ltre procuit ¢ X ok -(msg san,, cnap. I § 8,prop.8). Gompte tennu

[
(1))
e
b
U
<r
(43
o]
(9]
o
ol
D
ki
£
hot
bl
£2
=

du fait que E esi ccmglet el gue pour toult a€ A , l'intégrale impropre

!1 ?%( Jot  est par nypothdse convergente, ceite dernisre copaa:;an
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est elle-méfie équivalente &4 la condition plus umaniable suivante :

pour tout £>0 , il existe un i in‘cezﬁralle coacact J c 1 et un

- ensemble MGCJ‘T (¢¢épendan t de £} tela quo, pour tout intervalile com;gact

K I |, ne roncontran’c as Jo ; et tout aci , on ait ”f F (t)dt[ <e ,

Raprelous rupidement le r(.zsomxment de ”convergence unifome
locale” gui conduit & ce rdésultat (Top.gén., chap.X,$ 2) Si
(J,a) >f F (t)dt admet une imits suivant (33 g , pour tout
e >0 , il existe un intervalle compact Jo- (e,d J com:ar.;a dans I
et un enéemblé 1S tais que, si 4 et J' soni deux intervalles
v,compacts cuelcongues cqnienant JO {et contgnus‘ dans 1) 4& st B
deux élémeni}é c‘ze' ¥, on ait ﬁ ‘55 Fa (t)dt -»JJ' §’ﬁ(ﬁ;)a¢;§g < - .
'Uz en dédulfaussitét que si < ¢ o8t dans I , on aura
E ;1 g (t)at ;’é e pour tout a.é;i‘, dfot, si x(y'l{c -
. %} }‘ (t)dt ‘/{ { 2& ~pour tout ¢eil ; on nontre de méme qus si
d<y<y , on a aussi )f F (t)dt < 2¢ pour tout acd .
Réciproguement, supposons que pour tout €7 0, i1 ex zmte un
intervalle conpac..t d = I et un epsemble i € ‘33: tels qus,
pour tout intervalle compact K contenu dans I et ne rencontrant
pas J_ , ot jour tout aed , om ait ) fqu(t)atffé e
En p&ssan{: a la linite suiVantv ?}75 dans cetie relation (pour un
K fize), ce cui est possible d'eprés la pfop.‘i, on a
ﬁ | f(v)dt H , e gui entraine la convergence de 1'intéprale
inpropre jl F(t)dt (9 5,propb) ; en outre on a

(t :

‘ =
iJ;F(tat - o

,5 7 i.n - .\' ;l
aotg(t)dt“ < 2 25 J. Fatedas - JJO; @(t,ggt;;

pour tont a¢ 4 . Dlaprés la pz‘op.’t 2 Al exxste un engerble He

cenwnu dansg 4 et tel gue pour. tout gcH , on ail

f‘i }C(t)dt - Jé ; &(t)ut 1! < € ; on a par suite auss:‘s;,
c ! — ‘
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pour tout ael , u f (t)dt f F (tiat “( 5¢ . Ceci montre
que lim f ¢ (L)t = F t}dt . En outre, pour tout inter-
valle comect B contenant J et tout eelN , on a
H f f(t)dt Jr F a(t)dt u £ 7 , co qui momtre que l'application
(d,a) 7 .J'Fa(t)c‘lt converge vers I F(t)at suivant le
filtre produit O x & ' .

Uz utilice le plus souvent une-cdndition,plus restriétive qﬁe ils
précédente ' :

Ve
1

r (t)dt ezt unifor-
1!.5 a[ R e T R B e g

mément converreute pcuir achA (ou uniforméuent converszente dans A}

DEPINITION 1.~ On éit cue 1'intéerale impropre

ei, pour tout € 7 o il existe un intsrvalle cempact J < 1 sl gue,

pour touu intervalile _compact &C_ I ne renccm,rcm*‘ 083 uo , et tout

acA , on ait

G4 “ J B vat]g e

La pToD. 6 du gz montre gue si F (t)dt est umfomeme t conver-
counte dans 4 4’, ¢lle est a forticri ccnws;r‘,;)enu; pour tout ach (ia
réeivrogue (sﬁ“.:"'l nawre,liemen;, ineraxte) - Avec cstte dpf’i ition on a

ia provosition suivante, cas parucu} ier de ceéle que nous venmzs ¢e

FRUPOSITICE 3.~ Soit (F ) vme fapille de fonctions réplées dans

-

- : Y- . = o %
12 suivans le filtrs S~ , la famille

( F 1}" converre uniformément Vers une fonction gﬁ (réplée dens 1) gans

L&)

tout 1ntpz*Valle conpact contenu dans 1 ; 2 }.‘_v.vtégrale impropre

{1 f gt)d so0it unlformement coavovppme dans A , Dans ees conditions,
1l'intéprale mgrogfe ,/ F(t)dt est convergente, ot on a -
iy | Lim sy Ftt)ot = 4 F(eat .

Conme pour lz prop.i, deux éorollaires de la pProp.3 soant importants

LERY

/!\

£
o

F.."
rw‘

= 8
>~

':".4’\- 2 - 3
8 aprlications : . -
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@

CCEOLL.IBE 1.- [oit (F r) unc suitc de fonctions ri-ldes d.us un inter-
: _ 2030 .

valle cuelcongue i , convVerreunt uniforad .eut vers une fonetion ,C éans

tout imtervalle coapact contenu dape I ; si 1'iptéorale inpropre

f 1 Fn(t)dt esi upiformozenl couvel;cato, lYintésrsle iapro,.re

j}. ?(t)ah est_counversente, o1 on a

- r '
(o) 4 lin fiFn(t}dt =/, Fae .

D —coo : '
S e S : oz x = 5 Z 3 e :
GOROLLAIR. 2.- Soit A pue purtie d'un sspace topologique F i bue

sbplication de Ix A dans un espuce Vectoriel E de dionsion fini

z
ter R , telle gque, pour tout aeA . 1o fouction x - > F{x,a} 501t

réglde daps 1 . 5i é'une part, les fonctious »F(x,a.) convergent uni-

0

forménent, sur tout intervalle compuct contenu dsns 1 , vers une foncticn

7o

e

[

- (x) lorsgue « fend vers a.oé?i en restant duns A ; si d'sulre pari,

1'iotéprale impropre ‘[I F (x,a)dx ost uniformément convergente dans A

Linteprale impropre f 1 F(x}d:; e¢sh, converpente, et on a
f = 2 Y . g =
lim j X,0)0x = f X)ax
(7 aw}azfnuéA .IF( 1) 1?( -
PRUPOSITION 4 (T"continuité d'une inteégrale impropre par rapvort au

parzadtre® ).- Soieat F un espace corpact, I un intervalle ouelcomgue de

= :‘ pns aprlicaiion continue de I xXF duns un espace vectoriel B

¢e dimension Tirie sur R ; si 1'ipidrsrzle inpropre hia)= &/ﬁ ?{;ﬁ,»{ﬁ}ﬁx

gst uniformémenit cornverrente daus F , clle est fonction contirue de o

- = 3 >
Saus P .
faus

Comyte tenu de la prop.2, celte proposition résulte aussitdi

de is continuits d'upe linite upirorqe do foncliones continucs

P - e ; (& ey
(Tor.gén. ,chep. X, S1,th.2).
o 57 2 2 S Sretiki (2 & 3 > 2




A

- P

3. vt relic aorralsiont conversentes.

- Soit (‘Fu)uc 4 une faullle G¢ fomelions ri lées dans un intervalle
guelconque I < R , & valeurs 4:&:‘3 W espace vectoriel E de dimension

finie sur R . Supposons qn’i‘}: exisie ure fonction numérique g réslée

F(0)] celx)

dans 1 , teile que, pour toul % £ I et tout aehA , or ait

“\

et gue 1’intégrale impropre o/ g“ it scib convergente. Dans ces condi-

3
i F (t )d’a est absoclusent et uniformdment
E

convergente dans A , car pour o out mia—,m’-si}.ﬁ conpact K con nu_dans I,

tions, J.'intégralé‘ impropre f

on a . - '
- 3; ~ng¢(t)dt “ < [Kp(t)dt
et lz convergence de l'intégrale j Ig(t}dt entraine que, pour tow' ‘e

€>0 , il existe un intervaile campact J 1 tel gue, pour tout inter-

0

*

valls comp{act K I ne rénc_ontrant' pas J , on ait aKg(f;)dtvv <

Lorsgufil existe une fonctlon nu.uerlque 24 ayaﬂt 1es propnétes yré 36~

dentes, on 8it gue L'intégrale J{ F ’t}dt est normaleaent co oV erpe Lta_

dans 4 .
=~ yre :a"..-tecrale inpropre peut A%rs zmz.foma nt convez‘yezzﬁe dans 4
A sans étre normalement convergemie. C'est ce que monire par exem-

ple lz suite (£ ) de fonctions m;mériques définies par les
cof,,gltaons £ (x).d/x pour n/ x(nﬂ . fn(x)zo pour les
au‘ireﬁ Velc,urc de X dans [1,-r oo[ . 11 est immédiat gue 1tinté-
zrale j f (t)dt est unlfome zent converg,enta mais elie nfest

pas zmzmalenesﬂ comrervente , ¢ar la relation

tout z et tout b entrafnme g(x)) 1/x , et par

impropre de g dans (1 - eo{ n*est pas canve.‘.pen

S e Ll s . A nsl e e P A 3 e
50 - PDoTVICUIICT, Cousites 'Jno une Qﬂb i 18 do.ﬂ o 19 terne Jéﬂt}l gt oo anl
oo
- ¥ < N ~
e 3 £ POSonNs Gue 13 s8yie ge

achion yeciés dans 1'intervallc I , et sup
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&\ ;

de terne gén

ge uniforzénent davs

*1'n
| £
de

=
1a

gue l'intéerale iu, ropre

(nintégratiocn (iapro

ér_algvti )f

ig; Z u._‘(x)g; < g{x) pour tont xf i ;
azA T
série de terve &Sdéral iL

&

tout

pour somme une fonction {Ti; ics; ¢ ilellc cno 1%4
z 1%
2 ; 5 Sy z
conversente. Alors, si on pose %nﬂ >
- : : ned {2
i Q (t}dt est noruialeient couyeryente, cul G

ast uns foneti

o0
&)
o
{ o
39

j F(t}&;( onve
= '
tdt = > { tJdt
I }( J ’ﬁfi ‘I{An‘ }u

( ure_) terie

par suite,

1s solms

e

oo réslée dans L telle

r~~rte et 04 a

4, périvee d'une intéwraleAdéneﬁdantmd’un pararétre.

Scit A un voisin

coros C )

tion

F(

continue

sur R (zgsp, é)} on a2 va (prop.2) g
)=

suffisantes pour gue %% ai

g e cozjuct clun polint o, daus
~. : »
={a,bi up intervalle cozpact dans
7 .

de AI%A dens un cepate vectoriel

que, Cuus CeS

1,u)dt est une foncticﬁ ggniinae céans A . Cherchons

L uLe Jer3y

corpe R [resp. 1

. £

B de dizensiop fiaie

ie

une applica-

pd.

congitions,

roe au point a,- On a

,.-wr) ¥

-

t;a5}at

Pty ¥
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PROPOSITION 6.- goit I un intervalle guvert dgs R » A pn voisinage

d'un point o dans le corps R (resp. le eo corps C ), £ wune spplication
continue de I XA dens up espace Vectoriel E de dimemsion finie sur

R (resp. € ). On suppose cue pour tout xecl et tout ac A SF ‘iiz,@}

s 2

existe ei gue joar tout a€A , l'epplication X ->F'(x,a) oct rdride
o

daus I ; en oulre, oo \su‘ggose gue, dans tout intervslle compacth ccontenu

&3
bt

3 o

£ (x;a) gonverze uniformérent vers f f(x,a ) lorsgue o tend

vé;e's o, - Solent alors ala) , bla) deux fonctions définies dans & .

& valeurs dans I ; si_les dérivées afla)) , ’b'(ao)-exi'stent,' la fonc-

: € (%) ,
tion 3(«1) = /[ ?(t,a)dt admet au point o une dérivée donnés
=) - =

par la formule BE,)
(5) g'la )= fa{% £1(t,0,)0t1" (a, >g'(b(a ),5)-8" (o) F (ata),0,)

2n effel, nour toulb ac A dis stinct de 0'0« ; on peut écrire

s : 2 EaLls s g 3 {;(ﬁ(‘ + 2
9 P8 s eiie [T ar
—a-a a=-a_ = u,=c;, j :

0 : ‘v&(xo) : 1 Q .a,(c{) . .;—,{u’i,.f‘:,f- .
== - : g(t a)dt 2 =
Disprés ls %mpj, le premler terxxe (m sécond *nem‘bre de cettes focrmul
"[ﬁ
"5 & £33
tend vers F'(t TN Jat lorsgue a tend vers a, . Posons

s (X,

i = @a:{{}j F(b( ')) @ )5 ’b'{a. )lﬂ‘ s 1 fonet.ion bla) étant continue

Q

su poist & , et la z‘onctlon ? contz.nue ae point (bla },a ) , po
we 0<ed1 il existe r>U tel que la relation

. - H ¥ B Y 3 . § = : ‘,). =5 el
entraine B f—(t,ma E (b{%):‘%)?ﬁé € pour tout © spvar-
srvalle d'extrémités bla ) ot b(a) ; on peut azussi
b{a)-b{os}

{
la=a | T entraine 3
1= o~

C‘L.v!}i.g
‘moyenns { 35,formuls (13)), on
/ ‘.
ciat - bla)-bleg) £ (bla ),a 3
EASEY 0»‘”9 5 ~—\Q;Oi; &
3t

Ditef
= /‘ PEE RV %
- e - AqL - e Ent ) e 5 =




s

#(d2 : -

j F(I’. u.)u.t tend vers b'(a )F(‘b(a },a. 3
g(g(o) : - ffel) :
F (t o.)dt tend vers

~ce gui monitre cue

be 1la mére 'na.riére, on -nontre cme
L}
a (aO)F_(a(ao),a ).

Lfenseuible A ay ant ils ma.ne signi f’iaauca, soit maintenant I un inter-

%05 Va(d,)

velle guelcongue de R , F une app},;iCation contlrtue de 1 xA dans E

si l'intéprale impropre %{a;’zu ,[ Fit,a)at embte pour tcut ach et

ost founction continue és a , 1a fonciion & n'a pas nécegsairemont au

V’e\
ﬁw

= Y ey s = > 7L E 5"' Pz 5 £ - e _ 2 %
g une 0sSTives of & ke UL A G meme s 2 e
9 oo vée €gals & Jy i -zf‘t’a‘ﬁ’ y mete Bl b iX.G)
= 0 N = = = 7
converge unif forménent vers ?';-{x,c,&} dzns tout intervelle compach
Bk 7 i’}. - ,

tovt ae s (cf. sxerc.
z;'s;_'.ie conditicn suff;.san‘“e pour gue la formuie (5) 591? encore valable

s;arz.s ce cas esi oonnée par la propositi on suivante :

PBQPObl‘l‘Ibﬂ 7.- goit I un intervalle guelcongue de ‘!:g , £ une fonciion

- continus dans I LA . on su'gggse que
19. 1a ¢ émvee partielle f"(:x,a,) easte pour tout =x<1 e* tout

S

@ €A ot, pour tout a¢4i , l'application —wxf-‘ {x,0) est riglén

dang 1 ;
o - - = = = :
2¥- 11 existe un voisinace ouvert Y c 4 de Gy tel _gue, 1our tout
acvy , "’ ’(fz.ﬁ} converge uniformément Vers ’f:{,cx,) dans *:{;u intervall

P i aads ¥ s

compact contenw dans I , lorsaue B tend vehs a
[
4

4%~ 1%intéuprale impr u"wr«a

.
¢-- 1'intoorsie improore ,f‘? ?{t;a,ﬂ):it st fgonvergante
ligns gg;z conditions, l'intérrsle inpropre ¥ (a)= £{1,e)dt
3 L B .
uniformément convergente dans V | et l1s Tonctlon o admet en Loutb poind
- ¢ s
de ¥ une .ié”rlvﬁg dopnée var la fozliule




= ? -

3

(10) - % (a3 - o (t e)at .

B

I a

E:; effst, pour tout intervlalle conpact J contenu dans I , poaong

U fc;) ' ?(t a)dt ; en vertu des hypothéses, la prop.5 montre gue
pour tgut  af‘v , oD 2 LL'(a)— 3 £ralt, a)dt. La canvergenge uniforre
dans V de 1'intégrale ‘]I F’(t,a)dt signifie que la fonction

’3fa) converyss ﬁniformLment-dans v vers “fllf'(t a)dt , spivant le
~ filtre dee seclions $ de 1'ordonné riltrant _%(I) des intervalles

compacts contenus dans I ; comme dfavire part ;QJ{ao),a,une linite

suivant é;" , on peut ap;liquer aux fonctions W le th.1 du 95

{le role de l'e emble d'indices étart ici tenu par iggii), celul du

filtre J» par le flltre des sectwus @ de cet oz'donnb fil trant ) ;,'

_olol la proposition.

{

. Beparquee.- 1) Les conditions 19 et 20 de la prop.7 sont a
fortioti remplies lorsgue Fé(x,a} existe dans IxA st sst

fonction continue de (x,a) dsns cet ensemble.

=

2) soit {ci )g <n une suite stri ctemeat'crc}iss'ante de pc*‘uz e
~de | ; supposons que dans chacun des inte"’val?es cuveTrts
t; sy [ {ign-1) 1a for ction £ (x,a) satisfasse aux

conditions ds la prop.7 (l‘ure ou 1'gutre de ces conditions

iidtre v 1fi\,e dans vn voisinage d'un ¢, d'indice tel

g &1

x| (cl;@ Teut ne pas mc’ger} Alors. sl ¢ &X,,gii%& :
: o > =

S e 3 3 — % o ‘4 S s
itiptéprale impmpre dla)= & | c.)d*‘ admet en tout pEing
Arn ¥ uane darives gnt ey 2 = 3 [ £7 s YA
de V upe d4Tivés qu'on peul encors Scrire g P {s,a)ce
- R S ¥ O :
lof & 5 AP & (e
teT oo . aét. ;) s

3 57 z R & 2 e . : :

2} Lorsgue, dans une i‘.’tef“rage impropre /, F{%,2)dE |

aE)

-~

les extrenitss ée l' ntervelle d'intégration sont des fomciicas

b)
)
U
&
€63
22
s
o)
4]

remétrs, 1'étude ce cells in‘tégrale en fonction ds o




» Gt =
reut se rai,tuci,« ra ccllo dtur inté; rale 1*::-:-o~wré déms'. EQ ’!}
en etfet, par le chang,e:eut. de variable t—a(a)(i—u)%—b(a)u ;08 a
[ F(t a)dt—ff(a(a)( 1-uHbla)a)(bla)-ala) Yau

Ya(d)

5. Interversion des intégra Qw

soient 1=la b] et A=lc d] doux interva.lles cgmgac de R ; soit

= -
| moe fonction continue dana IxXA , B vdeu‘a dans espace vechorisl

E de dizension finie sur 'R ; dtapris iz prop. .:, f F(x,a)dx est

.
Tonction continue de a dans A ; son intégrala j (f (x,a}dx)dn sc

@
n;}i‘:e aussi pour simplifier f ac (x,u)éx

 PROPOSITION 8.- Bi ¢ S ciine dggg 1%A , on s

- [ [ pimedan - j ax f’g:(x,ma

.(Wf'nrma.le at 1ntervenbion des intégrations‘)

Nous allons monirer que, pour tout yeA , on a

(12) fdaf F(x,a)dx dx f F(x alde .

Comaze les deux membres de cette relailon sont des Ponctions de y Eral €5

pour y=c¢ , il suffira de prouver qu’elles sont deriva'bles dang J fe,d {’

- et gue ieurs dérivées so.zt &4 ales er. Loal point de cet intervalle.

%

eelo

e
fsz) sféerit

f%(a)da =f h(x,Y)Gx

ur, la dérivée du m'emier membre par rapport & ¥ est g,{y ), celle du

L
second est J h’(x,y)dx d'aprde le cor. de la prop.%H, puisgue
i s
{z,7) est continue dans L x& ; les deux expressions ainsi

P
i
5
¥
¥
X
()
Ssi?
t
gy

¥
£ % %
cotenues cout bien icdenticues.

=
s

51 posons waintenant gue A={c,d] soit un interval}.e eompact 4dsns &
=P } e e it
< % =

on pose 4la) f f(x,a.)dx - h(x,y)z,j &F (x,0)dc , la relation

I ur intervalle guelconque dans K ; soit i— une fenﬂtmn coa“muﬁ dang
7,, = : ; z £ar S
IXxAL ., 6 wvaleurs dans B , telle gue 1'intégrale improprs {a,}-.J Pit,a)

scit convergente pour tout o €A ; méae si -?(a.) est 'conalmze dans A ,
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on ne peut p~s tou-aours intervertir leq intégrations dans i’in’aégz’a}e
j da, j F(’c a.)dt , car l'lnté crale J dt ff(t a)da peut &&e pag
exis'cer, ou &tre distincte de 1t lnteg,rale j f:{ £(v ,o.)dt‘
(cf.ezerc.6). ' :

PROPOSITICK 9.- 5i la fonction F est continue dens I xA , st 8i si

i%intéprale impropre f F (t. «)dt esi uniformément convergente
4

dens A l'lnteg)ralc improp I’dt F (v, a)da est ccmver;*ente,
.
et on & :
{43) ' d.a. .)( F(t a)it = fdt f F(t m)aa. .
a

Your tout z.nterva}ie compact 4 contenu dsns I, posoms W 5 =

)
~

= g-it,a)dt . 1t hyno*hese entrafna= gue, sulvaut le flltre des scc-

tions <§> de i'ordonné filtrant = o, 1s fonctz,on continue it
Pa,svefga u.ﬂ,formemert dans A vers j ?(t a)dt ; done {p.wp 1)
Ku :

( da J F( ,%)dt a pour limite _,;d da JPI}(%; a)it suivant @ :

‘/f‘&
ice
e

ma:x_sj @?apres la prop.8, on a

-

(i4) ’ - _1{ da -’{} ?(t,a)dﬁ; = F(u,a}da
. Le résultat prs eec;a t signifie done ¢ que i*lntégrale impropre
'“G

j ,
}115 } (t ,%)da  sst convergente, et en passant & la limite suivant
: Jo

qb dens 12 Ze.&.&t;Oﬂ (14), on obt 1em 13 relation (13).

)

Exejg;gg.ces.- ‘i_)' soit 1 un in‘tervai_le guelconque de “E'{' A or ensen-

0t
)
@
£
"3
t..._.?
)
E
0 ]
(o]
D

z{t,a) une ‘?ov ction nuwérigue définio dans




L
Sy
e
o
1

,..
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b)'Qﬁ'SEp}OSG Gue I#lié,fggy[ , eL en outre que g(t’q) torde
uniformen eno vers 0 (pour ach) lorsque t tend vers + oo .
 ﬁchﬁrer que si $' est une-fnnctivn r@vlee dans 1 , st atil existe
un nom%?e k>0 tel gue “ J F(t}d% < k pour tout 1@ erva;&e
conpact J contenu dans I , 1'1nbegrala Tg(t a) F (t\at egt
aﬁ;furm@uvnt GOﬁrargeLt@ pour acz A (ﬂeme ﬁetnode)

c) inauppose;qua; 8 29 , ﬁ”§§ = 90£ of g(t a}-@i@ . ol @
eat une’fgactian;coavegg decrqlssante 7 9 dans A > tgnagai.vgrs

0 lorsque © tend vers + oo et ‘elle que @gO . Un suppose en
N 3 Z o s % e A
outre qus } =h? , 0o h esi une fOﬁLulDﬂ .deux Fois dérivabis

X
= 5 :
dans 1§ a,+ ,mzr : hcraée u.ﬂsl cue hf dans cet lﬁter?ai
7 ol a : : '7

-‘@{u }, u;dt es’ alors convergente pgur 2 50 ;
montrer gue lorsgue o temd vers 0 , elle tend vers -~ hil(a

iy

i A o 5
2 An e:’d,j‘,g‘.;.l&

N

%

(1Mtvgrer par parties et utiliser le second théoréne de iz moyenne).
* =% o : :
d) un prend o(t)=s " , a=1 e pour | la fonciion punérigue

¥'coskaag t), gui est la dérivée d'ume fonction bornés dans I ;

: - o , -
montrer gue 1i'intégrale U[\ e’“t cos %9 L) dt , gul est couver-
4 : ; 3 :

i {JJ

gente pour tout a0 ; ne tend vers aucune limite lorsque o Te2d




blc) , op a, pour o suffisanment voisin de a_ , i f (=,

pour ::3.@'70 , 8 0 ; b ("'0 d) a O pour @Q:;g} -

o = - '-1'27; | (
3) Soit I un intervalle ouvert dans R , A un vominage d*un
point a_ duns le corps R (resp. 1o corps C ), £ une applzcat% on

continue de iIx A dans un ospace vecloriel E de dimezzsion finie

sur R (resp. € ), telle gue P(x a) exztste et soit continue

dans I xA . Soient ala) , bla) deux fonctions définies dans 4 ,

£ va,leuzf‘ dans I , contln’ges daaa L et telles gue I'on alt dcai::;f- -

‘vque ant f.’(a(a} q,) F(b(a),a)%) duns A . Jontrer que lz fonctiion

: ey ,
f_}(a)' =j Fit,a)dt admet a1 point o, une dérivée égale &
2 ) % (%} : :
TRz P R : S _
. g_“"(t’ao)dﬁ,' , méne si a et b ne sont pas dﬁrlvab gs su poiat
\/Qi.fa} e

&

#
-

o (si i est 1s borue sy, érieurs de ’j ?a(x’“)}% . 1 %

_remerquer, 5 1lfside du th. de Bolzano sppligué b(e), gue pour

2

Zoul point x apparicnant & 1'intervalle d'extrémités bl m@) et

N

i
Ak
h f

Lz

£

&

Caa|

i

43 soit 3{ une fcnction vectox elle continue dans l'mts slle

compact .E.‘—‘:{Q, ; L.,ontrer ~us' 83, au po’nt a,ogi : il gxiste

a;Q tel que F(x) F(a. ))/ x-a iz reste borné lorsguse x
tend vers c..o ; ~a fonction %\0.) = ._.Ei_.i_. ax admet eu Y*:»im;
' 0 G=X 2

o une dérivée {(resp. dorivée & droite ou gérivée 4 mauche gi
c,ﬁ'z(} Tesp. aoza) 'égal’e a

%
= f‘ (x)~ ("‘gld,x

Lorsque ? esi la fonction scalaire y & X , montrer gue l=
Ponction o correspondante a une dérivée infinie (a L,avc:ue} an

} Soient I= ii b‘ . A c d deux intervalles compacis dans ¥ ;

soit + upe fm.u,m on ae,flm.e daas Ixa , & Valeurs dans un o3psce

vectoriel B de ¢imeusion fipie sur W , telle cue l'enseabls U
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' dos peints ag f:iscczz*‘iﬁmt'ﬁ de ? Isns IXA solt remgontrs oo un
_ nonbre “mi do cint‘. par toute d:toite z=x ot toule droite a=a,

el o) . -~ _
- a) moz‘trer guse Ia fonction - %{u} if(t cs.}é* et continve dans A

{étanl donndo a € A st e >0, gntr»r gu'il existe un vuzsina#s v

de G el un oo fzbra fini df mter’iauev Jic contamns dans 1 st dont

ia somme dos lon ueurs est <€ tels cue, si 4 desi me le ce'np}.msr.

1

taire par rajport & & de {J mk - i‘ s0it conbinue cians VY AJd).

: R . .
b) dontrer qae la forsule d?lnterfersien des intéprations (formule
{11)) est encore ?alsblé'(mémeméthode a‘ua dens a)).

6) soit f une fonction scalaite daﬂmc ot a;yant une 4éri véé" ébntizme \

dans 1'intervalle ‘0,4— ao[ , et belle que 3;;% f(x)- lim f(x)

L? mtégrale i':*;:rcpre [ f'(ar}dt est dafinie e-t contmue dans tout

l'intervalle ]O,a} 5 montrer que l'intéprale iaproyre '
dt f' (at)da peut ne pas a:zister ou &tre distincte de

Lo f £1(at)at . o
7) Scient 1 et J deux intervalles queleonquea dans 'R . £ s

fonction siéﬁme et continue dans I xJ & valecurs ,éans un -e&p_wé

’,vectonel 2 de ﬁin&}ﬁ&iOﬂ finia sur R '. bn suppose que :

19- 1'iuté;rale inpropre / ‘{(x +)ax est uniforménent corvery aute} ‘

lorscue z; déerit un intervalle coz.n-g.as_.:,. quelicongue corztenu dc&ﬁg J

2. 113 n‘c{:*ras.e igszprﬂpr@. ?(x,;f ¥y ,eéﬁ,uzziferzmmenu converzents

¥
1)

_lorsque x décrit an ;Lt&f‘%’dl} crmpact guelconive contepu dans 1

jo«- 81, pour toul lﬁter‘valla compact H canaeau dans 1 5 z’:».z pogs
%{‘{f{}m fﬁ Fix,y)az , umegra}.e :‘:spz'op:-z‘e f th x:g)a est unifor-

mément_conv ente pour BE ?/i’; (1) {ordomné fiv “mt des inlervalles

_c;)far)ac,ts conteuus daps 1)
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{‘Bans ées'conditions;_montrer ;ﬁe-les intégraleé iapropres
szx f flx,5)dy et J:}dy fI.F(x,‘y')dz existent et sont égales.
'*8) Deduire ce l'exeré 7 cue les irtégz;ales inprepres ' A
/ f =iny dy et f dyf _sin y‘dx: existent ot
sont égales. “ ' ' '
CHAPITRE TIT (Btat 4)
=~ FONCH TS Ex,ummm}zs.

1. Dérivées J.es LOZZC'L;.(}BC' exponentielles ot circulaires.

e

n

. Dérivée d'ure repraesentatigzz contz;me du :mug;m ';{ :

PHEOBRS.LE 1,- Soit B une alz8bre de ranj fipi sur R, aysnt un Slénent

unité e , et 3’.? une rcirosentation continue du sroupe additif Ti dans

le rroupse multiulicatif 4 des. éléfaentz; inversibles de E . Liappl .u;a ion

F- c=1i der.ma.ble en toul point xde K , et on a
() prx) =P FO)
ﬁemrquox‘s dtaborc que E Ctd,ﬁu couplet, G esl cuvert dans & {“'op gen.,

_chap.IX, a5, prop. ').'

Gpﬁsidérons iz fonction (x).-j F(}d—t"dt , ob a)O est un nomwe
réel gue nous précise .bnsylu,s lazn ; comnme ; (x+t)= C{x)F (%) pa"‘
: - -
hypothése, on a 4 (x)=1| F(z)(t)di= %‘f(x} i E(t)d* {chap.1Z, 5»'1,
& -J'g ‘jf) =

2 2 73
ot e 3 ; S T LS e g 2 7 i
.epppoBser gue a esl pris asisez petit pour que les wsieurs de I~ dsis
- = :
s : = e ey B S S 2 =
0,81 avpartic snnent & un ensenbls corvexe fermé dsps B , conteru duns
g ; SR
7 i
T -~ 2 - e Soa
le provpe G ; par eults, © = | aent ait
. ¥ - s
)3 T L - =% e
est javarsivie goap Il o5 prop oot
% SN O F -
2 o ABEE 5 %
ii sufiis 6o 2 ar
~ 25T + X
i Cognceasny Xtk eat
RS 3 3 el
centinte 9 cour
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g'(x) -"F(x* a)- F(x, ’(x}(_?(a)- el . Dot Prx)= g,’(x)%"%?{x}e;
ot e=(f(a)-e)b"!, ot on & évidenment ['(0)= € ‘

2. Dérivées des fonctions expomentieclles ; nombre e.

vo sgit qgue Loute regrnsentatlon con tinue du groupe additif R dans

)

‘1o groupe multiplicatif R des nonbres réels 0 est une fonction de

1a forme = —>8> (cite fonction exponentielle), o& a est un nombre >0

(fop.zén., chap.V, 34) ; c'esl vz 1=uﬂorphis e de 1% sur ls groupe
3* :
multiplicatif 3%%,a35 pombres 20 = a#? . eb “1aeﬂoryhlsns r68¢9$0”

sur X se noie log X e’ wSL appels 10par1 hﬁa ie base a.

PRUPOSITICH 1.~ Pour tout npombre a>0 eof #1 , la fonclion exponen-

. o : . . - . . . = =
tislle a® adist en tout noxnt x ¢ R une dérivée égale & log a.a

oh o est un nonbre 1 Lndependan, de a).

Liapplication du th.1 au cas od E esl le corps R luieméme nontre

en effet que & adiet en tout point ure dérivée &pale @(a}.ax . of

s{a) est vn nonbre réel #0 ne dcpendzmt que de a. Soit b an . eeccnf

pombre >0 el f% : 1a fonction b~ a2 une dérivés égale a mib}.n
£ o < > i . - - .‘{‘_.',‘ z T
_d'apréis ce gui préciie ; dfautre par., on a br=a” L’Eag , don

o4 (Za

Py

{chap,Zlg §§;;%D§f5) 1a dérivéde de bo* est Sgale & log, b M(a,b . par

coﬁyargisén cos deux expressions bbtenugs, on cobtient

(2) - - jieb

i1 %xiste un noabre b ot up seul tel gue 4(b y=1
i y

on effet . cetie relation éuuivaui, dlaprés (2}, & “=&1f${&j'. i1 sst

d'usaze de dési;ner par e/ie noabre el ainsi détermine ; d by

on a ola)=log o, d'ol la propositice.

e
in aofirition 6y nombre o xzonire cua'om a
g i X X
{9 »‘(‘3 J = &
= " g ] s e 3 = & = 522 ‘ s 2 :
ce cul moniLre gue 27 est siricteront croissante, et par sulle gue e >1




5
su $ 2, nous verrons coament on peut calculer des valeurs

LUSsi v*‘:prochée- g:'on veuir gu pombre ©

DEFISITION 1.~ s lo arithves de base ¢ scrit appelc 105 rithnes
népériens f(ou loqarithmes naturels).
On cor.meru, d’c ‘dinaire dlomotire la base dans 1la potation d'um

_lo;;:grltmne nénérien. Sauf Zention axrreasa au ccnt*az.re, la notation

log x (x »>C) dési nera donc ln lozarithae népérien ds = . fAvec cetie

potation, la prop.1 sfexirize par ls rclaticn

43 B(&R}V = log a.3
valsble pour.z quelcongue >G (puisque pcur a=1 , log 2=0).

:‘23}‘ : Dn(ax) (log a)%s
En p&rticulier pour tout a >0 et 7&1 , 00 a p°(a*) 70 pour $out

: 2
xe‘R , &b per suite = est strictement convexe dans R (chap.II, g4

cor.2 de la prop.4). Cn en déduit 1. proposition suivante :

PROPOSITION 2.- {"inér=lité de la moyenne géométrique”).‘» Quels gue

suient les nombres z, >0 (1gign) et les nombres p; >0 tels cue

i : 2 = 2 z »y
: Dy P2 “a ;
3 : 23 32 S ’Zn é _pg z.ﬁpgzgﬂh 2 A—pnzn

£n outre, les deux membres de (&) ne sont égsux que =i ous les z

o o R i IR g ‘?“ - 3 3 2 S A L z =
#n effet, vosons z.=o 4 ; 1linépslitd (6) slécril
L
e e K Hos : P S
— LIA 2 T Vi et s @ -(:) 7 S = % P S Sz 1%
(e = bopes 2 "N S p e D8 T.,fp 8 ° -
= 843
38 e e 3o = 3 e A O %
L2 Brososivion resulino zlors de 13 pop.2 8u de?eii e RPULIORCE
= X e
Zo kS8 IONCE1Ion Convexy e G3us .
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Or dit cuc le .remier zembre (resp. le second =embre) de {6) est

1a moyenpe r~iomitrigue pondérée (resp. la moyenﬁe'arithnétiqueﬂpondérée)

des n nombres z. . relatifs aux poids D (1<i<n). Pour p,= pour

n
1<i<n , on dl» que les noyennes arlthAbthue et Ooomatnqae correspon-

dantes ﬁeut les moyennes arithﬂetique‘et geomé%rique ordinairss des 25 -

L'inégalité (6) s'éerit dlors

8 , . % < =z ¥z £, . F s
( ? , (z ZD 3) - n> 22 Zﬁ)
3, Dérivée de 1log x . 4 , . : ' o -

o

est siricilement monctone dans R pour s#t, 1
ge 1a formule de dér vaﬁxeﬁ des fonctions réciprogues f{chap.il, 21,

prop.56) dorne, rour tout x > U

‘ =
(9} > ‘){‘Log-‘“‘} S x .&,Qg a :
et en particui;er '
(10} D(log x) = %k ,

81 v est une lOﬁCthﬁ uuﬂerlcue adﬂettant une dérivée & droite'
{resp. & ;auche) & }ulnt X ot telle gue u(x ) > 0, 1a fonction
b/

log u admet su Uo:gt %, une derlvée & droits { resp. & aauene) éoals 21

5
8

u‘fz 3 u{x } (resp. A'(x );u'x }). Ean particulier, on a B&lo fx§)

L5
AT ? S ‘3 ,,.,'\ s 2 3, 1 Juem Gi - g A P s ;
= si x>0 , et Dllog|x|)=- +—= TR " F si ,X<\Q ; autrezent
dit, on & D(logiz|)= = pour tout =#0 . Un en conclut gue si, dans un

& fonciion nunérigue u'afest'pas nuile ot admet

. ’ i -

T e o v 5 A < : : ¥ z
une dorivée f{inle, luaéuiﬁ}g admet dans I ume deriv g Sgale a4 w'/u ;
3 s &5 2 4 - (A e e R AT

Colie CeTivet 51 e % ‘..G Ge d@ 0o, il est clair gue
l % e B e o S o 31 A fivt i P2 oy ey ¥ ['1 + 35 2 Sy A T e s
5-derivee iloguritouijue as i Ut cet gy . €L Gue Ja 0clides ~Lhaiin
2 i - ety e e 3 e es e
thnnicue cluzn produit est érale & i £07118 des Ccerivees LOZArILeiI(ues
£ A ismam e ] 3 -2 e ~ 3 iy - = RS
jos facteurcs ; 1l'application de ces Ty ios peraet souvons dc Ca.CuiE




SE i
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/ ~ 2 % - A, = :
A = &= = S ST e TS s
& iz = ox (o réeil cuslcomgue, % > U
e S e e ey Oy
G g iTMe gulTe VOl au - C b o a o DL g )
S oo e s e s = Zi T s
2B Onu PRy 3 ONe LrUn = $30) R 7 s Yoonng
foncii f.'.u: T BeLeohGis, G o 247 Sl LOZ iU oCcoc
’ S e U e L Eﬁi :
: ,,\'t; z}\!‘.f.g AN el _V—I"'i =
S S < u.i 2 : ; iz
o DGZ’}.EJ Ges Ues -z uI (f( Lons LIV Chic eS¢ DO IDIe o
'- > S 5 = IR R Rt it 7 e TR T b e e i ¢ S N
On a Gofini, en Yorciogle pinerale (7o gen. ,Caap.viii, 3 3.
3 na S o : EA SEeE L e e e e Az
1'hocacnorphis.c x—> €(x) du grou,e acuilif nj sur 1le groupe mulitipli-

catif 1] dsos poabres

25

conplexes de valcur abssclue

, et ona

de R

périouiquc'de poriode prirc pale 1
{icc.cit.) jue o nomo:wrphis:”xe

g -a; : : ¢ 5 - x <
z— & (z) , ot gu'on pose cos x = Fle ()1,

{ Ponctiore circulazires de buse 2)

application

o

prineipale. Cun &

2
TIQ& 5=

uour Gé x<

PROPOS

on a sinax Zb .

2
La fonetion
dérivée épale o 2nie (x) ,

En effot, lo th.1,

=

appliqué

conplexes, conue ila zﬁl ation

s conlirues éde R dans

au cas ol

etlx)=e'(0) elx

: ces dernicr-s

E-‘I,H]

sn;a(xwf Z)~cosax‘ ;. icar = 4§}i

e(x) adzetb euy lLout

sur U

/,.7

tmne 9o

i‘ ef—:

e(;“;):’:i . On suit

e3L~cie ia forge
g (e

fonctlons.scut

)}

sin X
32

M‘«e

acrettant g pour i«

£

a 5
= 0u a

<

fn eslt une con stf.mte

int de 'R uae
>0

Y
5

e

i

Y

X

Les fonctio

cos X » 0

M"

Ayt
eIl o

o %

est le corpe € des nonbres

coe % et sinax ‘donc dérivsbles dams R ; comme su point O,
cos x acmsb un aaxinun rels 4if, sz dérivée est nulle en ce point ; celle

a - A e :
: : V 2 7 5o
de sin x esl 20 , tuisjue sin X esi croissanie dans | O, =

& ? 8 : L, e

e =l X T4 2 % 25y - - s i i 22 x G 5
Benne L& {f;} }zi)\;aﬁﬁa{;-%z,z;(einn}.,} . on voit (en premanl a=1), cue
- < s =5
€f(0) ent Ce 1o forme a3 , o g 30 Comm el{x) nlest Las cons
tazse, on a2 a >0 ; 3l oct dfusare te décigner lo nombre o sinsi
a2fini rar toonoiavion P

g
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#dous moatlrerons au 2 comment on vent ealculer des Valsurs

&hi approchdies uu'on veut du nonbre .
Un a gonc la foraule
- 7 Xyy _ 28t o x -
{12) J(e(a)) = ==e(3)
el par suite

(1 D(cbaax) = - gg'sinax - D(sin x)- ~—-cos x -

\.N

On voit que cee dernicres forrules se si;plzflant lorscue a=2ﬁ ; clest

pourguoi ou

utiliss exel: ssiveienb en Anslyse lus fQLCﬁ;QL cireulsires
relatives 4 ls buss 2% ; on convlvut ﬁ’OﬁPtCPG la bzse dans la motstion

de ces fonctions ; sz.f cention expresse Gu contraire, las u@)&ti&mg

Cos X , 2in X el L= x dési meront QGTC resieciivenent cos, % sim&qx
et tg x . Avec cos conventions, onva.donc
&3t
{14} B{cos x)=-3in x , D(sin x)=cos x Dty X)=1+bg % = ——i
2 : ') > &

_ . coax
A coié des trois fonctions circulaires cos x , sin x &%

te x on enploie encore, dars la prutique\du_calcul nwidrigue,

les trois fOnCthnb auxlliqires : cotanyenie, sécante et

cosecaaue, définies pur leq for'ules

T » : 1
.cotg x = 88C X = cosec X = — :
£t tpx o5 % gin x
2. Fonctione cireulaires réciprogues. : /
La restriction de 1z fonction sin x & I1tintervaile {,4%, ﬁ' est

stricterent croissante : on désipgne par Arc sin X 82 fonection ré ci-

progue, gul est douc une 5f‘liCation strietenent eroissanto et a@mtia&a

i e i/ L) ‘/ i “i Lo fPormul o G e
de 1'ipntervaile i=1, 01 sur = 0 5 |- Lo Tormule de dérivation
~ : /! S /; 2 : 2
des fonctioas récipronues (chap.II , > 1,prop.6) donre 1. dorivée de
P %
Eoisbe o 82 . 3
L 1 3 :
D{Are sin x) = -~ .
vl o ' = Coslire s5in x)
AR ST A S e - Jeizs : i : - Sy
Conhe- » = (; Arc sin =z ‘fé “?",, o a 'C‘Ofi(i‘lr’e Ssin X} >/' o s S% commgs

: o
L A, i N rs o B g 2
Y AT oD i P st x 3 .‘ S~ =X

- diph
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-—-,?- <
: : ,g} 1-x
triclion de cos x & 1'intervalle [O,w. I est striecte-

s

(i) Blirc sin x) =

M
O
@
..“;"r
©
b....l
(W]
b
)
0

ment décroissante ; on ¢ésisne par Are eOs % sa fonclion récip;orca -
Gui est upe aprlication stricterent ﬂécr01ssanLe de [ 1 ?j auy
. . | |
zi}gﬁ} . Cn 5 d'aillours
sin(% - Arc cos x) = cos(are cos x) = x

ot w0 - z
-e‘avco,‘m;e = 5 1»;5 - Arc cos X < 5 s (?n;_ 2
{16) - ATC CO8 X = % - sTC sin x

d'od résulte en particulier gue

*)/ - b{arec cos x) = - ; =
1¢x Z v 4”' A:_. < . .
L,Jf.;n, 1z rer*tm t.;,on de te x a l'intervalle } - E2  + &} est siric-

ten.ent crolssam.e ; on desi»;ne par A.s.‘c 7 X sa fonction réciprogue

N
Y i
e

gal est une a}f;,l:.catwn stricter”ent croissante de ’R sur ) - '%3&-&{
on a

- '7 =-£, 7- ‘
x_—}f’go ATC tg X = - 5 = xl_él‘g_ Arctgx 5”,

et par application de ia for.mle de dorivat’ion des fonctions I’Lci:{‘r()qllcs

ot de la derniire formule {(14), op a

| ‘ o
&} : o= =
(i) - ‘DlAre tr 1) v

&. L'exvonentiells complexe.

On a déteraipé  (Top.génm., chep.VIII,§ ,n°% ) tous les 1"07”'0‘&9%?‘%@8
su groupe topologigue (additif) (¢ dos nonbres complexes sz,..; A oo
a}"lc‘u«ie (muiliplicalif) Q’% des roibres ¢om91§xes £0 ; ce sont les
sopiications > ‘ - v : . v
i 19) xHi - a};«iﬂg& - 4.-73 .
on  a. 8.7, 2 sont guatre nombres réels sssujettis & ia T
= By#0 . 81 on désiine par f 1llapplication (19), 1'application




> 7 5 G = 5 £ 3 A
pour doérivée (at?aiy)f( y dfaprss les for-ules (5) et (12). Te
nBmo. 1farplicalion partielle y —» f(x+iy) est dérivable Guasls Gue
- 2% S 2 R R s 7 o P e N
SEienn & 0L ¥ 9 vimT oorior T PR O YN KELY .
2 - - : o -
‘herchone si on pout Gélerminer los noabres «,8,v, 0 de sorie
S 7 =t S . o R e e o As S et Y e g s Vs
aue l'aprilication =z -—>f{z) sit use cirivee (pur rayport & 1la ¥eriable
3 w ® o = 3 G v 3 n syt
coarlexe z) dans € ; elil er o8t girsi, ol 51 On desljfe Dal g Covio
~ 1 = o ks 3 7 = : Z e e A
dirivee. 1'a, lication rartielle =x — f(xtiy) aurg pour derivee

Axriy) ; 1'application purtielle 7 —> f(x+iy) aurs pour dérivée

ig{x+iy} . Une ccnditicn nécessaire pour que le probléme soit possible

est ao&c d'sprde ce gul précéde, que B = -2ay ol m:E%g} > on o
- 2 oy
alors ao -By = an'" +'§ ) donc il faut en cutre que' ¥ o 70

’Sirén ;rend en particulier a=1 , ¥Y=0 , cn obtient 1thomonorp iﬁﬁa“
iy _.79 @f%;}i 4GS nous ﬁotsrcps Dour le mozent fo'; pour “out
autre systaﬂe de norbres a,ﬁ;vgg satisfaisant aux cénditieas,guﬁ
neus veuous de irouver, on a, en posant a=a+2niy ;'\a;+ﬁy = A (az)
ot Yx+ oy = 3’(-3% - 1 hgme:ﬁorphis:se corréspondagt 8 ces no’nbrg-s
est done z —>f (az). : _ | 7

tious allons montrer zaintenant gus les conditions trouvées sont

suffisanies ; d'aprds la formule de dérivation des fonctions coripoeces

{'\\

{ehap. 11, %‘iﬁprog‘ﬁ), il suffira de montrer cue £ (z) a ume dcrivee

en tout peirt ze & . Dfsilleurs, conre £, esl un honom erpnlsfe é@ 2

S % ,
sur C , ona

“{”*iz iO(Z) =T (z).

e

tout revient a momirer jue £ est dérivsble zu point

= = Zis s L R = L R
z=0 ; @& derivee cd €€ pold it (83 eiilc ‘BX..SJC'}) O8L HNeCesSsaiTsiant ooul0
oo iasnpe clest 1a dérivés de ¥ S Kl o e g
a 1 . puisiiec € 68 ia deprivée de la Tesuricoion e a8 1. 8 4 SRS
réel ;

7

nous Bommes donRC ramenss & prouver Ggue




1

- 1 2‘°1=z b
Cy. 5@ o om0
e : 0,270 z ; ,

mettons Z 80US for"e Lrlgononctr14ue z=t{cos o + i sin a) (£>0),

~

posono (pcur G f;xe quelcongue)

5(t;~f (t(cos a + i sin a))-1-t{cos o + i S¢n g) =

t cos a.eiﬁgéiﬁu&) 1-t{cos o + i sin a)

on a

&' (t)=(cos ati sin a)(e® %8 ¢ e(ic-%%-ﬁm}
2 £ cosa o (bsin oy

,7ﬂ(t}=(005'w+i gin a) e 21

‘un & donc'§ (t}g<:e et g'(0)=(2)=0 , cuel gue soit o . Supposcas
=

développesent de Taylor d’ordre 4 d@ g{t) su point © nonire

t >
(e % , ot comme t=}z] , cela démontre = fOft‘G*1 1z

&

Lu ¢ormulo \20) montre alors gue pour: tout =z e ; cn o

(22) = pie (z)}"f {z) .

Cette pro;riété.ragyreche ancors’fg de la fonction e , gui est
d'zilleurs la restriclion de £ 'axe Téel ; pour cetie raison,

cn pose la définition SuiVante

‘EEEIETTEON'2;Q'Oﬁ ,Q?lhe exoaaent zile comrplexe l*h@momorphiSﬂe

iy —»e {X } de C sur (" ; valeur pour un nombre couplexe

-t

%

' %
guelcongue z o rote e ou ©Xp z

e 5%
i 5 BN
(P Ble =56

8% = ey o GEELE GRas R
& 4 i'sxe réel, on obtieit 6o -u”s, pour X rocl
£ooe X*- ex
{24 bie =.3¢

L

Armta LAY op Teatroins Y Foootiin
G tle a0 O Teah Pal il vl o R e Ui
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cétte formule perwet dg calenler usie trizitive de chacune
des fonctions e“Fcos Ox . %24 px {a et § Téels) ; en effet,
on a a(a.%-is)x =0*Fcos fx + i e sin BX , doac,, d’aprés_(:z"/};
R (-m—,;—_ ¢! 2"18)x) )0 oos o2
B¢ 1 wﬂf eaﬁ,r&i‘i)x))__

De 1z néme naniére, on rarine le calcul d'une ;rinitive de

**zin gx

Pecos 8x , ou e e asin 8z (n entier > > 0) & celui dlune

' o . n (o+iB
privicive de e( 18)x > or, lfx foraule d'intégration par

W

parties d'ordre ntt (chap.Ill, $5,fvraule (9}, montre gufun

pricitive de colte derniére fonetlion ’esis

=0 - 5 P n" ? usg — ¥
e(a+lg}x[m_£f,. e canin o o é
- > 7 5 g v 2 2 % 5 a:-m—w:«::ﬁe g
P {atip )2 (otiB }5 - = i)

7. Propriéiés de ls fometion e? .

L'gpris la définition de la fonction e , on a, pour x Tel
v ' 2xtix 4 :
5} - e(z) =

ce c,ul permet dterire les formules ocul définissent cos x et sin x

‘\J

~sous 1la for 16

{26 cos X = —-(eix+ e 11) F gin x :-%-1- (eixaa"ix)

{fornules 4! imler).

s vertu iss fornules d'mler,_ on peut ,ei;primer toute puiée.aace_
entiére positive de cos X cu ie sin x cosze ccfnbinaisaﬁ linéaire
'a'eanentlelle eipx {(p ex,uar pcz;‘altlf ou uegatif) Dt pm‘*s ila
formule (24), on pourrs done exprimer par une coabinaison lindalix
de fonctions de 1z forme xFe** cos AXx et xpe = sin px , uoe
pri::zitijé de la f_onction Fe**(cos {Sx}r {=in y_x)s (n,;,;.,r}s

entiers, a,8,y, A s P réels).




f—

= S ‘ Z+Z§
(20 :

On a

Pour tout 2z = Xtiy on &
U3 . e 2
RS & Xvi : < -
(28} e = ¢ (oo v t 1 goin v}

-~ -

: r' = 2pix 23\ 2n=2 ix
singd g Z ( ix_ 11)2n g 2 { ( ( ) ¢

12
-2nix %
,

. _ .
et GQFEQ e - o, on v01f gue 8" a pour valeur abeol:

}gar_amgiltaag v (modulo 21)

Le fail due z~m%az est une represcniation de £ dans

_par les identilés

.
= o%e? s e =1 ;. 9 e

wy

'»~003mu 21 est perlcde Drin01pale dz e(én) psi'néri.

z

‘ble des norbres 2ol , o& n parcouzt zZ .

£

On déduit ds 1a que, si B désipgne 1la "bande" fozmaa des

ooiﬁt

z -3
,2n, |
- n -
i
%
e
e )
M

’.‘)C"iﬁ t.

' §r*ncinale e” ; autrement dit, le groupe des neriodes 0o est ensem-

0

: . Z .‘ ' 1 2 =
z=atiy tlels que -n y < n , 6 prend chacune de ses Valeurs uns

-

fois et une seule cans B ; autr zent dit, 2z ;»e est une appl

3

sepment {eemi-ouvert) x=x_, -n <y £ z z

S - - x :
iunivec ue er continue de B sur :j ; 1'imapge par cotis appl
0

ey 3 e i & : e : e ‘.
izgpe de la droite y=y esl la dewi-droite {ouverte) défir

i s g e g 5 b
h": & — :;; i :L{.Jg. cfZ:,} -
T 2 - 3% Y 2
8. Lo loourithre coliclexo,
o =575
i 7z
¥y 7 4 2 BN 3 3= i = s i
il récullte 6o co upl ‘reeede gque 1l izore pay o -——n ge i
2 e ! nande B faa o0 T i 1tg s>nbBls des > e {° tola o
o> 2. el RIS 9 CS8L=-202T6 4o SHsSeivis e ) PR SE O R R by




)

complexe ze¢F , Log z est appelé iz datermination prineipale du

_w Tlu, e
z)ﬁ < ost le co..‘plx ent.mre F du ‘55"_11’&):6 zwgdtif (fer.w}
ans ‘3 '; £i on couvi em, de u’. 81 rer rar Rn 2z 1g ooy re Ge 1's: 11~
£ :we gE z gaz appartient & [—sn' +n L l'enssrble F peut encore 8irs

o . -z
défini comme le secteur ansulaire. ouvert -ndfm z { +n . Comme z —>e

: = 7 i 2
cst un homomorphisme de C sur C l’ifnage par cette, applics'*ien de

_toul enseable ouvert dansg g (donc dans G ) est un eraae‘nblc ouvert

dans 53’ (aom, daps F) .;« dkutren‘zent dht la restriction da -z — @z a3
est un uc Somorrhisme de B sur ¥ . Un désigne par 3 —-—>Log z 1'homéo-
o ' ‘

mc’;rphisme de ¥ sur B réciproque du précédent ; pour un noubre

'zm.l“uro de Am z et & 2!

P e S LA Gy > PR e e VY N e 2 e 3 & : = i s
tend vexe O oo restani poaitif fresp. négatz.ffz, Log z tend vers

.‘ i - Z < > x s “. o = 2 = / . . ‘;‘;g ey - :; - _,\
logarithme de z . 51 z=xtiy , iog z=ubiv , on a ,}:i-lyze'l 27 ; d'oa
e¥=1z) . et comme -5 /v <nm, v=Au z . D'silleurs. on =z

i : 7 ; S 2 3
‘:5(1 - .5.,;: - £ gi y#0 ; on peut donc dcrire

( u = logjs| =% log(x"+3°)
_v-.-ngﬂrc t_g«;-‘ sl v >0
(30) "y v=0 s 30
LI . £ . '
< 5 -are ig = si y<O©O

T

11 est clair gue lLog z est un pro}ongement a F de la ;cncmou lc;g x
définic sur le Jemi-axe reel positif oavert 'R . 5i z,3! sont deux
points de F tels que 2zz' pe soit pas réel négatif on a

Loglzz! )«—ch z + Log 2! + Zem , o e ,—H , =1 o5 0 psuivant le

n

©Cn nolera gu’sux poinls du demi-axe réel négs atif, la fonciion fog 2

Fagon précise, si x tend vers X, <0 staiy

Tal e S ; : v

;.D;"Ji:&{?;”: it freep 3.{:-.&3;0'3?/11) ; 4iorsnue % tend vers O s [1og 3]
Y - Y 3

crext ivccligiment.
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>

Nous verrons plus tard comn ent 1z théorie des fonﬂt¢ons aaady=

thuos yerﬁet de prolcnver 1a fopct;en Iog 2

(g

N

e loparlthﬁe co@plexe dans toute ga généra alité.
Z

et de'défini

Ccmme Log 2 est un honeomorphzsme reciproquo de & , layformule de~

dérivation des fonctions réciproques (chap.II, §?,pr99;6) éentre guten

tont point z de ®, Loz 2 est_dérivabie,’et cu'on a

. iy il =
(31} Dlios 2) = 5= = =
: ~ , : a b .

formule cui gépnérulise la formule (105

. Primiiives des fgactions rationrsliles.

e

O

-

La forrule {31‘ orne. de eczlculer una prizitive dlune

"c -

& b L
LOnC oL D5

T enveilc guelcongue (X}"?lﬁ” ValLdb‘é réelle x - é,coéf'i;feyts

résls ou comp Jexes. Bn effeu, on sail (alp.,chap VI,

,foacblun,yfav slécrire ( tuns seule meniére) comme somms dlun nosbr

fiui ce termes, qui sont :

s} soit des rondmes ax* (p entier > U , a noabre com iplexe) ;
b) soit des fonciions de la forme ——2— (mentier >0, 2 o6 b

(x~b!

T
: 7 ] :
. : 5 s ST G z 3 s g 5.9 =
5 une prinitive de 2% 85t & “ﬁfT 4
oy - a 2 i
bl ai m >1 . Lnc prlthi@e de = ast e
- - . {(x-bj fﬁgm){zws}“ ‘
) enfin, u‘@@f“s les formn ies (1c) et (31), une pfiﬁitiyaﬂue,;éﬁ
%’lOgZX?bi =i b est résl ;
2 T ‘V‘I 2 3
a.Loglx-b) a3
Dans ce dernier aés;_ si Db=ptig on 503
= : e 2 - n
i.(\k Bl=ic: alx-0D) t 0 & L 1=

: e

«ﬁai,
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flous reuvoyons & la partie de cet ouvrace consacrée au Calcul

nuaérigue, l'exaon des ~élhedes log plu vrati“ues'your la'

déternination cxnlicite

1o domnnde explicitercny.
On rveuti razercer aw czlcul dluse rinilive u'une fometion rationnelle :
e - % L BT : VR i A A e gk R B s /‘: aX
1° je calcul d'une privitive ulune fonction do 12 forme rle )
r 6tant uno foretion rsiicnuelle, & un nosbre réel ; en effet, par le
- : 5% - -
changemert de variable wu=e , 0z esi rasené 4 trouver une prinitive

de r(u)/u ; |

':éb le calcul d'upe primitive a? ne Louction de la forme

f{&in ax , cos ax), oh f esi une f@nétioa ratioanalle de deux warizbles,

5t & an nambke'réel ; par le changoment de varisble u = tg o= © on est

'réﬁené & trouver une prianitive de | \
- . 2 £ [ 2u 2&&2

e _ 2 =)
‘H—uz ’H-ua - H—uz ,

10 Fonctions circulairos conpl@zd‘ ; fonctions hyperboligues.

Les formules d'Euler (26) et,ié 25finition de e? pour tout z eoaulahee

permettent de prolomer &8 € les fosctions cos x et sim x def;nles
gans R , en rosant, pour tout z z €
. 4 1z
sin z = — {8 -8
: : 23
gSoit f(E X”...a» } un polynore falCOTE a8 n 1n4aterm1n535 5 cpe

1Z,+'e’lz} >‘{cf‘ezezc, 3

- 1
(323 cos z = s(e
ficienls ¢ atalgxes, »el gue lorﬁqu on substitue & X. la Ionciion

Pl ?’ (:i‘x Ay aei) 1 L <1 S 5 : 3 5 > s 6 X =V G
cos{ >, P, %) pour 1L JLT . la fonction sinl Z. pux ) vou

k
i L5<m , of les sont entiers (positifs ou négatifs); e lec 7,

P
.

reels, or ODLier ¥ une

e st
)
oo

onctic

)

A

[N

ot

»

ot
L2 FRN
A

nontrer yue la mése ideptit lieu lorsgulon donne aux X, des veleurs
= .

complexes ;zb¢txv1res. En effet, en substituant dans £ 8 X i

P

Se afizitive d*une fToneticn ra ;Qnﬁelf_;

Ges x. identiquementi nuvlis ; nous allons




e

o 1 =
- rationnelle = (Y + =
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pour 1< Jjgr , la fraction rutionnelle

+14 J4&® , on oblient une frzetion rationnelle dont

4 1

= [ - ““) LoD T

2L

le dépoiinsievr est un prodult o pulsssnoes desa X, , et le nuuérsteur
= % t)

un polyooie g(Y?,Yo ..,,Yﬁ} z 3ub°txtuons éans ce polJnoﬂe a chaque

s =
le rondue !; Zidﬂ on cbtkvnt une fraction rat;onnelle dont 1
b

Lo

J

deno Lndtear est un ;roduit de puisqan cs des Zk 5 et le nunérateur nn'

polyname» h(£1;u2,"” A ). Par ugpobxdue, ce Lo;yaowe st un“ule vamad

on y renplace Z, par eljk , oL cu'on donne A chacun des X, une Valsur

réelle arbl reirs ; checun des Zy kondnt ainsi 8tre rozplacé .ar unc

infinits ds Valaurs le polymome est ident ticuezont nul (4lg. ,chsp.iV,

§2,pror.6) ; & fortiori, il est pul quanc on y resplace 2, par otk .

0& xk ecl an ﬁozbra caonplexe arbitrairs ; d'of 12 pr09051t10ﬁ, en verﬁu_
des fcxnules (32) - .
Eo partxcullez, on a, lorsijue z ot z! sont nueiconouev dans 23
cosz + sin®z = 1 .

cos{z+z')=cos z cos z’ - sin z sin 3'

sin(z+z')=éin'z cos z' + cos z sin z!
Blautre paﬁ?= lé:f@ maie-{zﬁ) nent e gue aas-z ei‘sinjz ecnl dgériva-
bles dune £ , et cue l'on a ' ‘
Dlcos z)=-sin 2
Nein z)= cos o
Pour 2=ix (x réel), los foriules (5.2) donnent
cos ix = %i&r+:gxf : gin ix =
L
11 est cosnode de dépliinmer par pne polaiion lea Poroions




e C
e - -
ch x = %(e’-+ e"*) (cosinus nyperbolicue de x)
(55 : s X =,; 2 2a) “(sinﬁa pyperboligue de xJ
th x= %%ﬁ% (tanggnge“hgperboligue-de x)

On a dorc, pour tout x réel

(34) cos ix =chx , s ix =1 86 x
Ie toute iuventiic al&Cbrigue satre cosiaus et sinus d‘un.n0@br fini

\‘_.J

dfargusents de 1e forme' P,X, +§2x3+...+p x {pk entlers, x, rdels

on décuit donc une identité entrc cosinus ot sinus h uerboxlqaes des

L)

_memeu argumente, on remplacant dans 1'ideniitd donnée chague ?arxablq

€

ﬂ

%, par iz , yuls en utilisant {34) ; eu partzczAler, on a
| ch x~3u2x,7 1
ch{xtx!)=ch x ch x' + sh x sh x'
sh(x +x )=sh x ch x' + sh xf ch X
ées_fe,culons per@ettent en oulre d*exprlﬂcr les partiae ré llas et
iﬂféinazres de cos z el sin z pour z=x+iy , car - _
 cos(x+iy) = cos X cos iy - sim x sin iy = cos % ch y-i sin x sh ¥
sin(x+iy) = sin % cosviy + cos\x siz iy = sin x ch yHi cos x ah'y

Enfin, on a

D(cn-x}v= sh x D(sh x)=ch %
p(th x) = 1-th¥x = =5
- ch %

‘cmme ch “”? o pour tout x , on décuit de 1& que sh x est stzict@w
ment croissante dans " 3 comre  sh U=0 , gh x a donc le s:rﬂe 505 X_.v
Par i ‘t' ch x esi strlcuement dec“oiesante pour Xx £ 0 , stti
croissaate pour x ;0 . Enfin, th x es: siriciemeni croissantse

> e
dangs = . Un a ep ontre

iim  sh x = - oo : iim sh x =+ <°
X 0o R o
lim ch x = Ji ch x =+
S _“,;—,. : x"?"f”%
4w th o x =y jim o th x =+ .
¥ o z Rian too :




L
o
i

Arg sh x = log(x Hx F1)

Le méne, on ;’.ia}fii’f?i’.i.e rarfois par Arg ch X ia ‘foz clion réciprogue do la
rosLriction de ci % {u +o¢>{ ; ¢'est une applicstion strictesent

creissunie ¢ [’z + oo( _sur {/O + cof : on montre comme ci-dessus o
- , - — :
= / _ = A pg o= (K -+ ei Xg }

‘4

th x lq fonctlon réciprogue de th X , qui .

ey
[
iy
()
(o]
»
o
!
VBT
N
£
s
6o
o
O

yur Arg

N
\

est ‘ugé.appl}.iﬁatiaz stir ictemant croi 8883309 de jm‘i HE sur ’%7" ;00 =
dlailleurs /

- | ' 4 1+%
: , , Ar tk' = = log —=
- ‘ _ E i > &5 =

gxercic - 43 a) Pour ngue lu fenction '(‘H~ 1)‘{'9 soit décroi.ssante

(D

Ic

{resp. szoissaate} ;,c;r % )0 i1 faut ot il suffit qus Dy :,
{resy. p < C\ - our 0<yp 2 3 2 fcnctlop esi décroissunte duns
un intervalle } O'Xo[ croissaulc dans } x0,+o<>[ 545 tous les

cus,ﬁ iz fc":ction: tend vers © lorscus X tend vers + oo .

< : 1 Z
3 SR s % by 0y 7% 4 = 1 o o B 7 e
b) Eitudier ce séme les foretiors (1- 3;} ; {H ¥ {1t % et
S S =
‘fv} % CL‘ 3 ~
TS =i : e o
(i =) teur. & > 0 _
=

: -

o Y Ton e el s e ey =

ik e g e Q‘J u.ﬁ!';’l BG CRr B 7 £ ev JEZ B e _;/ e e TG UA
5 5 A { 3 %{ii‘ o z :

G e = 5 B
Vg (cor X)) S e

=y o e Cx ot < v

OJ iete gue tobpr U X < 26 8 2 ., 0b ¢

7 e *',;Q" A 1

S 2 TAY -?_: CETRE »

: UL E
% AT e Y 3 v,\nb*;. Sy -,{ S Y f LS S
7 | ISR S At S A SR O E e /) o ’{H:il. s \.13..-."‘ - s Gn(l‘ti £351
- 2 po oA S g = SR

£S5t Cetroissiges ponr Lo X : 5 of- erci=sanTo TOUD Bl
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4) four

{voir chap, 1,

',x;>0 et ¥

!
1,
AN
it
A2s
( Tt
£
b
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riel quelconcue, aoutrer gu?on a

£y £ X, lob . !

§5,exerc,1b; : quel cas les deux menbres

dans sont- -
ils épgaux % :
:5) Soient o, (?ﬁ:ié;ﬁ%) o] noubres >0 , A el & l .3oypna§°
aritnmﬁt1'0ﬂ at géomdtrizue ordiiaires de = a5 & ot @
< A e 1 ok T
celles de ai,,fﬁaﬁgan+§ . Dém ontrer que
- :'z{‘ R A s
i1éeaiite nta ‘é}g;t ‘liw—u gue 81 a =:’.x v‘c)"me*n a ‘::'xﬁhi.l? = ,_,?fé’f"?i:g-
A e G : - 25 n:y 2L = SR {i"; d 5 L UGS E N+ 5 3,”:; 3
b6} Scient A et G les mﬁyenﬂes arithuéticue et géométriqas ordinaires
des nombres Ftracvemenu p031b1fs 55 (1< 3 -p) moLtzaz ﬂuV; si on
5, : & -
1 e 3 ~ & v A e S
sose x,= —= , la ralstion G (1 a;ﬁ , 08 B¢ <:: , eatraine, ‘
pour 1 § QZI - :
: me M e a 2
= s ( - 1 'J -] -
‘ x; (1 n—':’i} s (d-a)
Bn décuire cue, pour tout indice 1 , om a Hx'< x. < 14x" , of x!
5 - %: = S Z % 3
esi iz racipe négative, x" la racire positive de l'équsiion
{1tx)e 2=(1-2)" (cr. exerc. 1)
?) Soient 24 {1 “,1 3<;n) des nowbres 70 tels gue, pour tout
i

3 S
=8 PIas

TN SN o b o AN P ey R A T e Cna ™+
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b)) En d duuire gus, 31 (a_j) est une matrice carrﬁe g’ erd*e 5 Be Ol6-

ments cowplaxes quelconquas, zﬁ son determ;nant on a ("1nega ité

de Hadam ard? )

1A Jed .fi e ><;; }azﬁf,);..‘(é {331

l'é"alltp n'e 3&. 7 iea que si un des facleurs do second membre est

nul, ou 31 on 8, quels que selent les 1mdlees g igtincts h,k

Byt Byt oty By = O
{oultiplier la)matrice (aij
- 9) 81 x,y,a,b sont > O , rmontrer que

) par la conjuzuée de sa iLransposée)

‘. = '\ . s - KT‘
l(:’g + y eg % .-{/' i}‘{.ryp,} lOé; 's-é?;g 5

1‘egalltu n'ayaaw lieu gque si ~§ja = y/b .

40) .wmbrer oue t;;- >x pour ;;;{—2{4%'

1 Soit a un ncmbre réel_tél qua' Dé:a<&§ : mahtrer quc 1s forc tlon

2 = tg* a
X 5
x tg X ~-aiga

est sirictement croissante dans 1'intervalle } a, %’L,(Gf,CﬁayaIL,

'@4 exerc.2)

12) Soient u et v deux pol yﬁoﬂaq enx , & coefflcia nts rvésls, teis
2 ' 2

P Z =

gu on alt 1&enthaemenu gzau =;v‘f1éx” ;'nsntrer gue, si 0 est

»

le degré de v , on a ul=nv ; en &éauwrb que l*on g

=cos {n Arc

‘ _ , coa %)
Dizontrer (par récurrence sur n} la formule
i _ - pat aot a2
D (Arc tg x) =(-1}) —w~§«w :_ gin(s Arc to = ) .
S : . : ,{m}(zﬂ,? : X

14} boit f upe fonciion réelle agmln* daris un intervalle

t de k. telle be pour toul syeleze de Lroje bointe X X X
3 ¥ (': j
de I eslistadsant 4 2 £ X o X L 4n 2D ailb
¥ o e 2 ¥
4 5 Nt = N i % oy S
i) £(x, Jein(x, -x J#ix jein(x, x )if(x Jsialx,-x;) > O
s > s
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(TN
My,

\ﬁ Ny

Hontrexr gue

a) f esi continue en tout point de I , ot zi7et en tout point de 1

une dérivée a droite et une dérivée & gauche finies ; on s en outre

(2} ' f{x}ccs(x~y)=f&{x)sin(Xay) <y ,
rour tcul couple de points x,y de I tels cue §x»y’ £ n; oma aussi

1'inégalits analogue & {2), oh or remplace f’»par £fY ; onfir, on 2

i.a

vf (x) f'(x} pour tout xel . {(Pour dhuontrer (2), faire tendre,

, dans & ),,x? vers x, en laissant fixe X5 et obtenir aingi ime

£(%5)-1(%;)

“majceration de _lim ; puis fs sive tendre xj,vers J*:,i

.4..2-9}(2 2’){1

_@ans 1l'inégalité trouvée ; en déduire l‘exzstance de P!'(x) et

' a

1'inégalité (2) pour y>x ; procédés analogues pour les autres

_gusstions).

_tb) Reciproquement, si (2) = lisu pour tout couple de peint =, y

_de I tels'que \yéxiézn , T vérifie (1) dans 1 (con31derer 1a

différence

cj 81t adﬂe; une dérivée seconds daas 1 , (1) est éguivalente

- _fg_x_z)..7 f(x)
sin xj : sxn(xj-x{)

e 1o condiblon

(3) . xM(x) 0
f;cur tout xecl . ’

Interpréter ces résultats en considérant la courbs plane définie
pPar x = “fzt) cos t = y-= ~§f€§ sin t ("convexité par ransrﬁ
& Iloripgine®).

15} Solent aﬁgun,a..,aﬁ, r nonbresm cems!eﬁas distincts, _lontrer
e B8i 0 DOl nones B¢{ ) {5 coeificients Euﬁgi@i@&} véfi?i%nt
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- pour tout z ¢ C (ou geulenent pour tout z réel ), ils sont identi-
quezent nuls (procéder par récurrence sur n , et dérivations

successives).

16) Cn sait (Alﬁ.,chap;IX) gue, dans le plan comiplexe }632 , le

groupe des anzles A est isomorphe au groupe orthogonal 'iﬁg((f} .

1t'isomorphie cancnigue entre ces deux groupes faisant, correspondre

-

1'angzle € 1a rotstion d'angle € ; on transporte aun rovpe A la topo~

logie de i}z{éﬁ) (considérs comme sous-espace de 1'espace M ( @
e

des matrices dlordre 2 sur ¢ , of.Tov.gén., chap v, %?,ﬁp 9%
chap. V11T, Q ) pa cette Aspmarrh3e ce guvi fait de A un grouve

topologique localement compact ; en outre l'application
6-—=c0s ¢ + i g8in 8 est un isomorphisne da croupe topologique & sur

~ ¥ e -
le groupe mdltlplTCdth {?" des nombres complexes 30 ,

tispomor=

et

il

. - V
phisme réeciprogue étant dafini pa? les fornules cos U ?3(2 - %5 -

: 1 o
sin 8 = >3 {z- ~-) Déduire de ces relatious gue tout aoremgypﬂlame

z —>o9(z) du groupe acaitif C sur A , tel que les fonctions com-

o

plexes cos o9l(z) , sin o(z)] wsoientl dérivables dans [ oot geting

v

par les relations cos 9(z)= cos az , sin p(z)=sin az (a2 nombre

4
complexe ¢ u@lcon%ue)
17) Soit D 1= partise de {2 reéur on de l'ensgemble défini par
. ot \,
t g o (z) > 0 , ot du segrent o {2)=0

: Z s . i s = s ¥ D 25 T i s %
0 < gi(zﬁté & . Sontrer ocue la rcstrichion de 1a fonclion coe 2z &4 D

P 1

‘ = e 5 = Fo “ e gk 3 z g
sprligue bipnivoguessnt D sur ¢ ; i3 Testriciion de ¢os Z & 1linte-
Ry - Ty o 2 s o E- - 2 e A e (3 ~ vy
honT e e A o oRoTrpnigiic & (sl shselibie ouverty sSui u con
A o 3 . 5 =

1érentaire, dang & de la dem ~drgite 3=0, X <1

4 G S s Ay e SIS £ et

d} Soient £ et g deux polyuomes {L yefficients S0MpisXaa)
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soit p le p.z.c.d. de ¢ el do B2 dérivée g' , q le quotient de g par

p ; montrer gu'il cxiste deux polynoncs u,v unliue,ent détermines, de

desrés respectifs strictement inféricurs a ceux de p et q , et tels que
L. ,,;.‘3.)+ ¥
Z q —

Bn déduire gue 123 coefPicienis ds u eb v atpactieannsnt au plus
petit corps (s (2 ) zenteaant ios coefficisuts de © et g a3t contenu

i)
-

dans G

1y) Boisnt f et g deux polynocies preoniers entre cux, f étant de degré

Mo

striclement inférieur 4 celui de g . boit K un sous-corps de & con-
- tenant les coelficients de T et de g , et tel gue g soit irrecuctxbie

sur K . Pour qu'il existe une primitive de grde ls forme Z?iéiﬂﬁg u,,
o les a, sont des constantes'appartenant & K, les u, des pblynomes
irréductibles sur K , il faut et il suffit qu'on ait f=cg' , oh c
est une constanté appartenant a K .-

2¢) iiontrer yu'on peut ranener le ealcul d'ume priritive dé»;
{a%bx)pxq' {p et q”réels) au calcul de lé prinmitive d'une foﬁetibn.
‘rationnelle lorscue 1l'un des;ngmbras p,9,pta est un entierzv(posi%if

ou négatif).

5
]

-
~.

Si f£(x,y) esi un polynoze guslcongue en X,y , montrer que lc
calcul dlune 1r1n1»1ve de f(x,log x) et de £(x,Arc sin x} se
ramnéne aun calicul dfune prl -itive de fonction rutlonnelia,

s

22) =) 81 m et n sornt deux entiers tels gqgue O m n , demontrer

Z f.-J TG i e
{) :‘k/ 2 1
; X% (554 I
J, IPx n sin 2%

: 00 - 4
H) antyar oo ; S ety A% ;
D) sonirer - gue, pour 0 <a {1 5 17 lx’.‘stegl"mﬁ / ——-X-—*;"a;«mw eal

vriforménent convergente, pour a variant dans un intervalis conmpact,




X
N
o
s
o
P
i
b}
!

0 i+tx ~ sin an
A okl .m B i ;
2%) Bi Im - ezt une primitive de sinm X coO8 X {m et n nombre réels
: S S .
guelcongues ), montrer gue si nmind2 £ 0
: : . omib + :
T . gin ﬂx cosn 1 . uil =
mt2,n min+2 mwin + 2 m,n

s ey n
et unc rinitive de sin 2x cog &

Retrouver a l'aide de cetie fOrJule 1a Pornule (27) du texte el

démontrer la formule
s . 246 > ‘ ’
5, : iy 6 5 s e % §4 4 5 4 - o
i @ 7 ! = B2 = : n enviey » U
o o e
0

24} Démontrsr la formule ds Wallig
1 2.4.6 . .’n

iim 1

Rso B A.5.h.(2n- ]
&N 4+ 3 2 o ¥ mwren 3R € s Z e s’fﬁ'ﬁ — 7 . ﬁ.‘? S
epn utilisant 1'exerc.25 at l'inéga ité sin x £ sin x povx

<lou q - |
J[ (1=x2)“dx j dx —
©

l’r‘ % '—*32 :
1-x= & e pour:, 0 < x.< 1
2
s % & i pour %3y 0

¢) Décuire de a) et b) et de 1ua fcrmula de Wallis (exerc. 24) ane

o > ' s
A & - S < i B 3 Ao AaT0A m1g XA
26) a) Hontrer gque, pour a > 0 , la dérivée de I(@;»; e - Mxéﬁwédx
{’ O‘" i N
e -, - . i <77 CF.X o e v ) 2
est &gale 4 - 8 sin'x dx.
b) Bn déluire cuc o
)
g Po. .!..'Q.'. x d ¥ — ‘,'Jz::
0 5 & <
27 ) Démontrer, par aérivati D TH; pOTE au paraneire et uiilisation



' -2152 = >
s 00 2 : _£: o0 -
=X K =G 1= 3
e cos ax dx = e dx = (a > V)
/ e T
o o2 : 2 “2 e z } : -
/ S, _%_Ze-za

- o 4 .
28) Décuire de l'exerc.25 ci-dessus, el de 1texerc.8 du chap.li, §6,

que l'on a P
f_ gin x édx = 1
J 2

o :
29) soit gf une fonction vectorielle rlglée dans :10,1£ , telle que
2k 12

N

 fintégrele impropre F(sin x)dx soit convergente. ilontrer gue
, o i
1tintéprale impropre K.F(Sln z)dx est convergente et gu'on 2
P T '
[ x ? - x)dx = F(51n x)dx .

“"O
20) Soit f? une fopetion V60t0f10L19 réglée pour X O conbhinug
. 11 7 s

su point =0, et telle cue l'intégrale_[ ,F (x) g% soit convergente
pour: a >0 . ntrer que, pour a8 >0 et b >0 , 1tintégrale

£ (ax} Fbx)

st convergeute et é?ale a ff(o)log % :

S 2 Dnveloppe*ents des fonctions exponentlelles

et circulaires, et des fonctions qui s’y rattachent

| 4. Développerment de 1'exponentielle réells.

Comme D (&%)=e” , le développe:ient de Taylor d'ordre n de o -

- 2 2

s ’ ng
, = i _ e nt+i
Te reste de cette foraule est > O peur °x )}O , du signe de (-1)
vour X< 0 ; -u optre, 1! lhég&llté de la mnoyenne ﬂcntre que
-nd { ‘n¥} X
(23 x| o our x> 0
o iy o At L = (aFr )l - .
ntt x 1 (7 n \ . nH -
\ e e 7 i x=t) _ta. | / | xl pour z < 0
= knrd)t o Sy, n! s (n+1)}

X e :
(£} a pour linite U pour tout mombre X p

,
L4
< £ goy O 3 . k3 O
ap 1%, o 7,0 )} - donc. sion fdlh croitre n indéfiniven

EYSiy FAN S v Aot 25 aee -
dars 1), x restoni fixe, 0L &
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B
= ot

= 153 =

K n
(4) : € = Z ng

n=0o >
et d'aprés (2) el (3), 1=z série du second membre CouVerge absolument

et vniformérment duns toul intervall: coipact. BEr particulier, on a2

(%) , e=1+ar T ap bt t..

)

Cette fornule permet de calculer dzs valeurs rationmslles suogi

rapprochées que 1'on veut du nombre e (cf.Calcul nunérigue) ;

on Oobtiens zinsi
8 = 2,718281328. ..

g S
a 1f%5“ prée par défaut. La fomule {5) prouve en outre gue

w

- o S oo - = - Q -
est un rombre irratiomnel (Pou.gén.,chup.IV, ? 8,n 3).

: 3

Remarque.- Comue le reste de 1a formule (1) est > 0 pour xz >0 ,

O .
- o
7t + 33+ 57t 2

on a, pour x >
2 7. 2

: nt
et a fortiori
n
X ~ 2_
"7 ai
o~

pour tout entisr n ; on en déduit que = tend vers + oo avec X,

pour tout ertier n ; nous retrouverous ce résultat au chup.lV par
une aubtrs méthode.

2. Développements de l'exponentielle complexe, de cos x gt sin x .

Soit z un rnounbre coupleze quelcongie, el considérons la fonction
b = il n n zt A
o(t)=e“" de 1a variable réelle t ; ona Doltl=z e et e =afl1) :
1ltexpression de ¢(1) par 1la formule de Taylor d'ordre n relative au

point t=0 , donne donc

1
- )
z n ¢ n
. z nt1 (1-t) 2%
{Kv’ - = 2}'-‘?’-;‘?"“%‘_? :,,,"&" ZC ~£— 7 Y lat: ez\'} :L.g-
3 o | k) Q
o Pt 2 S eyl
/s
R R = - e ; o z T TR 3 i < 0
formulc gui, lorsgue z est réel, est équivalente & (2}. Le reslie
A
)
: '»1—§»’z § T AR .r:f:
< N ot Li=%} Lot g = T Sser el Sy Z s
Az j=3 § -AWx?&m e” dt de getie ‘ornuie S6 Majole €Hcorc, on vaicur
i3 £33
YA
= - - = - - = 3 ” - 2 = 5 0L ¥ o 4 <
sbsolue, & 1'aide de 1'indpaliié de la moyenme ; si  z=xtly ,
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] Pk .:au.m“ @ = bt ” = ..“.“ m.
o - R Beomm ey ® % e P
+ + ol o o a2 R N = ~
ql-8F = 5 &= B o v g 2
P e ® e S e N <
X n 2 LD an £ %oﬁ/wwﬁm —~ gD ~ Nens? .L.U el tm!
= 2 Ml ot o o o
=i H& (&) »lm (49} S “ &
NV NG - S A +
o 'R 2 NG ey ~ o 9] D
S - O Hie o +2 8 il uny |
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i ¥ ant’ : 2ntt ,
- S%;Q____eestat=;&2n2 - .(z:(ﬂ_.,_costdt
o 2nt+s ! (2012 )1 . 2nt1 )1

et en tenant compte de (12), on voit que le reste de (11) est du signe

o+ : . :
de (=1) quel gue scit x ; de la ndme maniére, on montre que le reste

de (13) est du signe ds (»1}nx . By partiﬁulier, pour n=0 et n=

dans (11), pour n=1 et p=2 dans (13), on obtient les inégalités

(15) 1 - 5 L cos x €4 . pour tout x
> : Vé\\: : '. T
(18) X - <d8sin x < % peur tout x 2

oo "~ 7
wF
Znfin, er Taisant gz=ix dans (9), on a
57 = i L # a
(17) Cos X = > (=1} ==
- {(2n)!
n . . &% x2nfd
(,IQ; sin % = ;"‘ Lo G § an eosnion
| = (2oti)}

E

o =} - < -
tems dans tout

foh
L 6]
L]
W
@

ries éLmnt absolunent el unifcrmément convergen
ntervalie compact.

i
3, Le dévsloppement du bindme. ' : -

o s X o < _~,-.zl Zp" %
Soit m un nombre réel guelcomgue. Pour X >0 , ona I (x) =

? ;
» M- : - : : m
= m{m-1)..(m-n+1 )x ; en appliguant & 1s fonction (4+x) la formuls

de Fayior dloxdrs n relative au point x=0 , on obtien, pour tout

i | :
. v wila-4 mentt ) = : £ z 59
oh on a posé [ )= EE2 ‘)~°gm ) | Lo formule (49) se réduit & la

B g o G P S faen PN e +“ T 22 o s =
formule du vinone .chap.i1) lorsgue m 28t entiesr >0 6L 0 Z B ;
RSN e B = S e PR SR ; 2 G o g £
par extension, on ls nomms sncore formule du bindme, at les coelll-

i e L ia e s e S P e e
sont cits coefficients bizomigux. Llorsque @ €8t Un LoARIe
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e _fﬁ“"i i o n i} 7 ((
(20) ; rim=1 .,.(m=D) J ( {1‘!"13} dat §< \ (H}. 1) % [(‘3‘5‘2{} -4 i %
i - :
I1 est souvent utile d avoir d'autres limitations, qui ne sont vela-

bles gue rovennant certsinse resirictions sur x ; Boun. En premier

: = ;.
lJisu, si x> 0 et n yni , ona (1+*§;}n mid ~» 1 pour 0gtgx=x,
dioh 1a 11" uatmn r* .'
: A mi
(212 | a(m-1)...(n-n) (x-t 1+
= T Ui EEER ﬁ*‘ = 0 e <n+1>§*i
i3
Pour -1<m<d 0 , on a une autre limitatiom ds la fagon puivanie ; en
aigant le changement de variable zu = %‘TE &a:zs lfintégralie
| {&%,HH at o
o1 v du
2@ J; (X=T 'H'-t = (‘H*}) /
) '*+t ( ) - (‘H—ux) :
L*s,utagrale du second membre de celte f‘cmule est evidemerr» ma,;uzm
4
par l'intégrale convergente = d‘i-?1 pour tout % Zz =1 ; ellecst
o f{1-u e

o @ne zszormément convergente dans cet intervalle, et par suiis feuchon

sont tinue de x . Or, si on divige les deux membres de {19) par (14x)"

@-t gu'on fasse tendre x vers -1, on voif(puisque n < Q) qu'il vient
1la 1im1te (dfaprés (22)) | -

@_,.z;; ¢ oo™ 1), (aon) /

“'od la limitation du reste, valable pour =1 Qm\o

_ m-1 n+i m
(24} 2(m-1).. ,(m-n)/ = " () m LR )
De ces izzéga}.’i'té. , nous al’ons dédvire dfabord quion a, pour ?K e
C)C m 2 ¥ s
i 2 (a7
25} (14x) = % Lo F
e périe du sscond membre &tant sbsclument e m;n,famé ent converpents
= : ; N ¢ : . :
iana woult intervelle compact contenu dans [ -1,¥1] . En effet, on paut
Zipaoy 2 s
2T re
= 3 m--4 mt 7ridnd
o A Pl SO BRI A g;,s,___j,, {4 Sasy
) 7 ({_"A\;""{—‘} {3 4 }(;” ) 1o n S
-}( ‘ g : 1 §
” e | ? ~ 18 (gt 1
BN 2 (a0 IEiiNra - P § A 4 el )
; (.‘._ ; % { g ‘%’ 1 ( o 5 Z J v !\ $ : ZE }’
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B - - : 4 :
33 \zl{r 1 , 1l existe n_ tel que 1+ i—%i..g«if;, s of ropl 24
& L7 3
o .
: : :

% - % il im ! : m
d'0%, en posant k=(1+ m?i){1+ B0y, .. (1+ Lgi}
ge gui c X >1, 1a vaieur
sbsolue du terne génersl de la série {(25) croft indéfinin 378C U

¢

3 on o i% 3 ‘Z"m?‘i
% {i:;:,y’,?;i;q.m 3»” Q{X o
L X 5 XX K=l )
on {7 £’

3 o » b gy 3 2

of le preoposition.
Ztudions maintensnt lz conversece de la série du second monk

de  (25) lorsgue %=1 ou x%=-1 . La formule (26) montrs cue 1oy

N r m : . -. o > - %
wtd >0 , ( ) tend vers O lorsqus b croit indéfiniment, car i pro-

duit 1mf1n1 de facteur général 1= E%i a ses termes <1 ot ne

converge pas dans 13 (Top.gép . ,chap.IV, }7,th.4); on déduit
o :

donc de la formule (21) gus le »este de la formule-(19) tend vars

b
1))

G pour !n;> 5, uniformément dsne 1lfintervalle LO {} ; auntremant

° z m n #
dit, lz série de terme genéral ;n)x sst alors uniforméuent

R

— ~
ganvez;enue dans tout intervallc compact contenu dans 5*%?+?
P

a pour somme . {1+ x; ;; en parbticulisr, pour m- ‘% , 60 &
22 ,

L
LB 5
& Yy b ,-:}.{ ’"::: f}’ i
Lo ;_:5 : < = g N } e
B=t $4
A o o = D30 it s b L P e A P ne LS S
. A8 contraire, pour mHiL 0, ( J ne tend pas vers O lorsgus r
: bet : ‘

% = S 2 2 3 £ = < 53 SR
o 1 ¢ O , le produit infiid de facieur 7J- s=— conver-e
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o ] { 4 ; m A
vers + oo (Top.gén.,chap.IV, §7,th.4), donc ((n)f tend vers + co .

N

T.a formule (19) nla été établie cuc pour x > -1 ; lorsqu'on fait
tendre x vers -1, 1e oresier nmeanbre do catle fdmule tond vers + oo
lorsgue m {(., - vere 0 lors.ue m>»0 ; dens le premier cags, le rcste
tend donec vers + oo , dups lz second cas vers une limite finie r -
Zn outre, ep faisant tendre x vers -1 d:ms 1'inégalité (20), on a

ir .{.' (rn;);‘;‘ comye m-12-1 , (:n;) tend vers O lorsgue n croft

ipdeéfiniment. Par suite, pour m > 0, la série de terme général
(i)xn ' dans l'in [c‘i,;M\! et a
pour somme {’3-’.«,)5’ ; en particulier, on a ' ,
(5) o peC )
T=o -

Up remerquers gue dans cette dernidre série (avec m > 0} ‘tcuu les

te“‘mes sont de méme signe & partir d'une ceriaine vualeurce n ; welu

P4 b ; i~ ; m : : Z 0B
prouve gue la série ds terme général (n) est absolument convergemtc.
et par suite que, lorsgue m > 0., le série de terme général (ﬁ):{n

est non seulement unlfome ient convergentc, mais normalement conver-

,,,,,

smf:a.n, pour -1<m<0 ; 18 séris de terme général (m) nfest _pas

absclument, conversente ; en effet, dans le cas contraire, le second

neribre de (45) serait une gérie n)rmalement convergente dens

Ve

: § -4 -M} , donc auraii pour sormae une fonction continue dans cet intszr
\ralle ; maizs conne cette somme est dgale & (?'!‘x)m pour x > -1 ,

A

elle ne tend pus vers une limite finie guand x tend vers -1, eb nou:

se

obtsnons ainsi une contradiction:

n nolera gue pour m=-1, la forme du reste domnée par la foruouls (22)

redoans 1'identité zalge ’r;z':%,que
4 1 e « Z ‘ 22 n-1 n-1 4 . xu
i =% P Lotz b 65 -
Tix 2 ) X H(=1) 1+x
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4, Développet: cg_g_gg log(14x), de Are tf x ot de arc sin x .

utéé)rons los deux maabres do (29) eptre O ot % ; on obtient le déve-

loppement de Taylor d'c':arc a de l.aé_}i.’**}c}; valable pbur‘ x> =1

3 a-t .n &
(:)'J} lOg(“H'X)—- % § 4 % w BN t{"‘i %- T(u‘)n _.#.tfdt

o :
Le reste est ausispede («1)” si x DU, ot eat L0 8 -1LxL0

ot

en outre, pour X >0, ona 1+t»1 pur 0KtLx , et, pour x <0,
1+t 1=-1x| pour x gt 60 dopc on a leg liuitations '
- ; Bk

51) e

2 )

De ces deux derridree formules, on déduit aussitdt que, pour
i< x <1 ong :

" : m ". ’
=5 |
la sérz.e étant upiformément con ;ergauta &;ms tout intervalle compact

conteny dans }-1,4—1 s absclunent conversente rrmr [x)( 2

_'».f,,;_Au coptraire, pour {x| > 1 , le Lerme général de la série du
,;V'flsecond zenbre de (3% ) croit indéfininent en valeur absolus aﬁqéé
n (n®1). Pour #=-1, la Birie se rainis & la aérie haxinoni@é;
‘qui a pour somme + o . / ' V'
De ﬁéme,, renglagons vang (2,5) x pur x* , ot iz;*e&,.g;mna les deux membres
entre O et x ; on oblient 1o a{hz}i otl de roylor d'ordre 2n-1 ..

de Arc tg x , valable pour tout x réal '

(34) ‘ | .é. .f"k R ,.2“" f " 43054
34 + : ; .

Le reste est du sig,ne ds (-‘;} x . ﬁ‘t comne 1+ "";‘2 pour tout t .

on a 1z limitation

(35) | / . ‘“

¢ioh on tirs gus, pour } ‘{.1

2nt+1

¢ B
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; & > “n=i 2n=%
(36) fre to x = S (-1) % _
. : 7::1 2!1"}’
la sgérie étant upiformément conversente dans { 1,,?} , et sbsolument

convergente pour {x| ¢ 1 .

En particulicr, pour x=1, ot obtient la formule

(3”}’?) c '%:ﬁ”%“%‘%';che‘( 3) w—-—i'ps:.

Pour {x|>»1 , le terne général de la séria du second membre de
(36) croit indéfiniment en valsur absolus avec n .

Enfin, pour obtenir le développenent de Taylor de Arc sin
{

ce dernier s'obtient
plagant x par -x= dans le ¢ évelopponsnt

.du bindme, ce qui donns, pour ‘xi'{ 1

(38) o s..;rI;(x) S »‘—“r--?

1-x=
Bn prenant la “fimi?iyg iu développenent précédsent, il vien?t
2ut
1 155 (ap1) x| oo

{ ~ 3y = S -‘-‘j- xb e &
(39) e eiix-xinad 2 gE S5 5 520 T h

o R (x) Cut du signe de x et satisfait, d’aproq (38), & 1'inégaiiteé

b( 22’1%‘2 2n+2
‘B (K)‘ ] :f— atv </—ﬁ=?'

ur; en fuisant le cbangement de Varlable t=gin 2z , ld derniére inté-

naj

grale devient % 81p°"%; dz = £ | L - 'aprés la fer-
= 2
‘ 9 204 6»..(21’1‘*‘::)
mule (27) du g 1. La fomule (39) montre d‘azlla&r& que loraqua x tend
zers +1 ou -1, R (x) a une limite finie gue nous ieﬁlgﬂergﬂg encore
ar R (1) (resp. R(-1)) ; avec cette convention, la formule (39) oot
¢ "
yaloble toar x| < I | ot on ag dans l'intervalls | ~1,+1;
& i S § ’ £
i § : S s
A%
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- 161 = |
Aa contraire, on montre, conme pour la formule du bindme, que le tzime
général de 1z série du second memtre de (41) cro?t indéfiniment en
vuleur absolue pour \x! >0
En faisant rar exemple x= % dens (41), on obtient une nouvelle

szpression du nonbre m.

j? ._2_5__&Lg§__l 1

Mo 2 4 b-@q (zn,ﬂszan‘i‘%
ui se préte .beaucoup mieux que lz Fformule (57) au calcul de vaieurs

)

Q‘\
(s
L)

%]

Q

o

chées de x (voir Caloul pumérigue) ; on peut ainsi obtenir
= 3, 1475926“‘3. .

MO’ pris par ”léfd.u.t
Exercices.~ 1) Boit g— une fonction veetorielle n fo:a.s aémvabl:a dens
v ﬁrtervmle 1< R, . Démontrer la formule \
: DF(e)“Z,ammzf(m) 5y
en tout poir’;t x tel gue exe I , le coefficient am ayant pour
expression Z', (m)(m p+1)" '
{méthode de 1l'exerc .7 du chap 11, 53, en utllisant le dével onpaﬁ*ept
ex).’
2) soient £ une fonction scalaire n foisAdér,ivable au point x ,
3, une fonction vectorlella n fois dérivable au point f(x) Si on pese
D (%(f(x))) g_;.' %(k)(f(x))uk(x)' . uk ne dépend que de la fonction z"

en déduire que k{x) est le coefficient de ak dans le développensnt

{par raiport & a) de e‘af(x)nn(ea‘f(x))

3] Pour tout x réel et tout mombrs p > 1 , démontrer la formuie

o € v ¢ BT B bt Vsl 1 el
el D
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2 : > 1 62 - 1

,\ : . e =1 m=1

= h = p(p 12&;%%$fm+2ldf zp. (1=-2) dz
p o

4) Momirer quu; dans 1'intervalle [=1,+1J ; 1a foncton \xl eat

%

iimite uniforme de polynomes, en remargusnt que }x{:(ia(1~x2))3- 5

En décduire une nouvelle démonstration du théordme de Welerstrass

Top.gén. ,chap.X, §4) .

5) Lorsque n croit indéfipiment, montrer que le polynome
. i -2yar :

fl(x) = oﬁ. ; 2.0

5 ‘jﬁ (1-t°) at

tend aniformézent vers -1 dans tout inter-

2 2 2 = = » : - 4 Szt
valie i‘f@, -e 1, et tend uniforménent vers +1 dans tout intervzliic
r N )_ ; fi 2.n ﬁf 2n
g £,i1 , o & >0 (remarquer gue (1-t7) 4t > (1-t Va1
s o ph

&
‘ : 5 -
in décduire que le poclyncie gg(z) w!j fu(t)dt tend uniformément

- : % 5
vers 5i§ dane {01,+1§ -
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