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LIVRE IV

FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE (Théorie élémentaire)

~ [Awo cHapITRE I (Btat 3)

~ DERIVEES. PRIMITIVES. INTEGRALES
’ ’7 g 1. Dérivée premiire.

ilous étudierons principslement dans ce Livre les propriétds des
fonctions définies sur une partio Cu corps R des nozbres rdéels, et
prenani lours vzleurg dans un espace vectoriel moriné E sur le corps
®R L) ; nous dirons pour abréger qu'une telle fonciion est une

fonction vochorielle dlune varicble réelle. Lorsgue E =R , une

fonction dufinie sur une partie de R et premani ses valours dans R
_n'est autre qu'une fonction numérigue finie (Top.gém., chap.iV,95)
définio sur une partie de R ; on dit encore dans ce cas que clest

une fonction scalaire d'ume variable réelle. Lorsgue E =Rn , 1a congi-
dération o'unc fonclion vectorielle & valeurs dans T revient & la

considération simultandée de n fonctions scalaires.

( ) Les élémenic (ou veciocurg) dlun esnace vectorisl sur un corps
comrubatif seroni noléc dasos ce Livre par des minuscules grasses, les
scalaires ar doo ainugcules lalines ; le plus souvant, nous noterons
& droite le produil dlui scalaire { el d'un vecteur x , qui s'écrira
dome x b ; ¢veniucllemeni, nous nous pemettrons toutefois dlutiliser
la notaltion & yrauciie t X dans certains cas c¢h elle sora plus commode ;
pous écrirons parfois aussi le zroduit du scalaire 1/ t et du vectieur
X gous la forme £ . -

Happelons (Lop.sén.,chap.VIiI, 33) qu'un espace vectoriel L sur le
corps R des nonbres réels (resp. le corps € des noubres complexes)
est dit pormd lorsiu'il est nmuni de la structure définie par la donnée
sur & d'unc tomction X—> | x|| & vealewrs >0 , jouissani des
propricétés cuivanies ¢

: = 3 H A
lolf=0; [xi>0 pour xpo; hx+ylcheird 7 5 Ixtlh=lt}.Nx] ;

b

ix}] est sipclse norme de X . Une telle norme 4Gfinii sur B une
siructure dlcspace wcirigue, la distance de deux points X , ¥ :
étant 6culc & | X - Y | ; pour la lopolezie correspendante, Ia fonction

X +Y est continue dans EXE , la foicotion X1t continue dans
5 xK (zeop. E xC ).
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Conforadmert aux aéfinitions générales (Alg.,chap.IX), on donne le non
do fouction lindaire alfine (ou, par abus de langase, fonction lindaire)
& toute applicailon de R dans B , de lu jorme x —»a& X + 2 .
£nfin, si £ cst unc fonctlion scalaire, ¢c¢linie sur une partie A de R,
1%'cnsenble reprosentatif de £ , clest-a-dire (ims. R, §§,n°5-) 1a partie
de RZ définie par los relations x€ 4 ot y=r(x) s'appellec encore
courbe représentative de £ . La courbe représentative d'une fonclion
scalaire linéaire cost une droite.
Boavcoun dees définitions ot g}f@priétésb considdérées dans ce chapitre
s!'étendent nux fonctions définies dans une partie du corps C gdes
nonbres coéﬁploxes , €L prenant leurs valcurs dans un espace vectoriel
'_nomé sur C (fonctions vectorielles d'une variable complexe).
Cortaines de ces définitions et propriéidés s'étendent méme aux
fonctions définies sut une partie d'un corps topologzigue commutatif
quelcongue K (Top.gén., chap.ill, $5), et prenant leurs valeurs

3

dans un espace vechtoriel topolocicue sur K , clest-d-dire (ef.

Livre VI) un copace veciorisl B sur le corps K , muni d'une topolo-
gie pour laguelle les fonections A+ Yy et %t soni continues
dans Ex32 et EBxK respectivement.

Nous sigunalerons ces gdméralisalions au passage, e ingistant
"surtoui; sur le cas des fomclions d¢'une variable complexe, de
beaucoup le plus important, el gui sera repris d'une naniére ap,:_bro-’

fondie dans un Livre uvitérieur.

1, Dérivée d'une fonciion vectorielle. Uéfinition 1. Soit ? une fonction vectd

riclle éifinie cur un voisinspe V d'un poiml X € K. On @it gque F o5l
= = _ . 1im £ (x)- F(Zo) 2

22U 1 Hox- 8 o exigle

¢érivable sb poinl X & . Jog,ﬁievsxﬁj‘xg = 2 ?
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la valcur de cette limite s'appelle dérivée premitre (ou sinplement

d{:;_'iv"g;g ) do- F au poipt x , et se ote f (x,) ou Df (x,) -

Définition 2. On cit cue P cst dériveble Gans un ensomble ocuverli 4 gi

-

olle oot airivable cn btoubl poist de A ; ba fonction vectorielle

x —>0' (x) , g4firic dans A , esi arpelde Toncilon dérivie {ou pimnle-
2 3 S N N e Ll 2

s

mont dérivée) do F , ot sz nole p' o3 DE
Bxemples. 1) Une foncition constanie a en tout point une dérivée Ll
2) Unc fonction lindairc X — @ Xt b 2 en tout point une aérivée ”
égale & & , donc couslaunte .

3) La fonciion scalaire 1 /x est aérivable en toul point =x #0 , car ';
1 i i

£

on a ";{ _xx’ = = Tx%“ , €L comme 1/x est continue au point x
Ae 11:111:9 deél?expresgion précédente est -1 /xg .

4) Au peinl x=0 , la fonction scalaire [x| n'admel pas de asrivée,
cuar oz a gxi/x = +1 pour X >0 , gxz/z:% pour x{‘o . 11 exisle
des fonetions continues dans un intervalle et nlayant de dérivée

en gsucun point de cet intervalle (exzerc. 2 et 3).

Heusnrgucs. 1) Une fonction dérivable en un poinmt est nécessairement
continue en ce point.

2) Une fonctiion peut 8tre ddérivable dams un intervalle ouveri oans

-

que sa dirivéc soit coanlinue en itoul point de cetl intervalle ;
t}

1
x

<

x . . - 2
c'esl ce guec montre ll'ezemple de la fonction égale & X sin
pour xz=0 , & O pour =x=0 : elle a nartoul une Gérivés, mais cette

dérivéc est discomtinue au peoint x=0 . %

2. Caldul formel deg dérivées. Froposition 1. soient ? et 9 doux fonctions

vectorielles définies dans un Voaisinag t _prenant

@

d'un point x € R,

&

e
leurs valeurs dans un méme espage noxrmé E . 5i ? et ¢ gsontv &

A § A

N

e
driva-

=

P
Py

- 4 2 z EY

bles zu point Eeoa gig 5 on co point une dérivée écals &

e e s S R AR AROG

Loz,)rg'(x ).
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C'est une consdguence imméuiate de la continuité de X+ Y dans Ixb .
Propogition 2. 3oit F ane fonetion dérivabla gu point xoeR ; pour
tout scalzire fixs a , la [onction Fa Lesadde an point X, uae dorives
% 1y & -!

Grale & P (xo)a .

C'est unec conséquence immédiste do la continuité de x a2 dams E .

On déduit Ges prop.1 et 2 que l'ensenble des Tonctioms définies dang
une partie ouverte 4 de R s preanant leurs valeurs dans E , et dirivables

dans A , ¢si un gous-espace vectoricl de 1l'esiace g‘?g (4,B) des applica-

tiong contizﬁues Cc 4 dang B ; on outre, llapplication ;&3,,,.,} ?' de ce
sous-espace dans 1l'copace EA des spplications de A danz E esi une appli-
cva%ion linéaire (honogdne).

Sonsidérons naintenant treis espaces pormés E,F,& , et une application
‘zéiiinéaire(_wéantiaue de ExF dans G , gque nous nolerons
: (x,¥) —> ;_X)/} :
Proposition 2. Soient g-' st g deux fonctions vectorielles définies dans

vn Voisinase V de xoéR » bronant respectivement lours valeurs dang B

et F . Si F et sonl dérivables au roint X, 0 1lapplicalion
X —> H-‘(x,). 3{3{)} de V dars G g on ce point une dérivie érale 3
{ - .
[Fx). 9 )] + [Frizy). 9(x)] -
Posons en effec hix) = E? Cx). 3(2{)} ; on a
hx)- hixy) = [F@.(g@- 9= 0]t [(F@-Fia). 96, ]
|

dang E xF ,

La proposition résulte done de la continuitd ds { }f_

-

puls de la continuilc de L+ VvV  dans GRG .

( %) BRappelons que 1'application (X ,y ) — [X.¥] de BExT dans G est
dite bilindaire oi caacune Ces applicaltions pariielles ® —» X J s
J—> [%-y1  c©s.L linéaire, c'osi-&-dire si_on a identiguement ~
[x+ 1) y] = [xoy]+[x0y] |, - O+y)] ={x.yl+(2-y"]

= - = [re-yi={x-JEl=1% yl¢

On dé®init c¢e mére los applications multilinédaires.
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On zontrec de :3ze gue, oi (x,“xa,.., xp) -—9[#1. Koy oo xp] est vno ‘
application wllilind.ir: continue G'u: rroduit il E.’i ognace: normés
dans us opjace noraé F , et f (1<1i<p) une arplication d'un voisinage
Vdex eR uans 8, , dirivable su point x, , l'application
X —> [?1(:-:)., Fz(x)... f (x)] de V dans F admel au point x, une dérivie
égale a
e e[ ) o]
Exenples. 1) ooit £ une fonction scalaire, g une fonction vecto-
rielle, toules doux définiss el dérivables sur une partic ocusrle &
de R . La fonction gf’ 3=l dérivable dans 4 el a pour dérivie
g'f +gs . |
2) La fonction &x" ( & vscteur [ixe do B , n entisr > 0) a pour
dérivée naxt . : on l'a 7u ci-dessus lorsgue n=1 , et on le démon-§
tre cnsulie par réourrence svr n en utilisant l?exempla préeddent.,
1i ca résulte que lz fonetion polynoze &, % “"@’?e,g = e b
&, 1% +&n (&0,. . e&n vecleurs fizes de #) s pour dsrivée
zza,ox31'1«i~(zz-1)&1xn“‘?»'i-..+ d _4 ¢ cette dérivée coincide avec ie
polynone ddérivé dofini en Algdbre (Algs., chap.IV).

%) Ou sait que, dans l'espace rR? , 18 produil scalaire euclidien

% .y (Alg.,chap.VIII) esi une fonctlion bilinéaire continue, &

o3 : : < n
valeurs dans R . 3i ? et t% sonl deux fonctions & wvaleurs dans R,

¢

dorivalles au point x € R , 1a fonction scalairg x «@Q (x). q(x}
& domc su polrt x ume diTivée égsle & ? (x,). é(x ¥ € F(x ,,g ()8
Qi a vn rdésultal analorus pour le preoduil scalzire hermitien dans
itespace CF (considérs comme ospace vectoriel sur R ).

2
4) Le produii vectoriel AT Y de deux vecteurs de e (x-ﬁ;gae

cLup.IX} eat une application bilinéaire continue de Ei%j '@ dang sk
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Saizra =0 -
i f ot 9 sont deux fonctions £ valeurs dans R 2, ¢srivables
au poiat xo'e‘R » 1la foretior z —» F(x)‘r g(x) a2 au noint
- ,,’;‘;.\' 3;.. 2 L n 9 i ¢
X, uso d<rivéo érale & £ (x T g (x ) E(xo)?g (J;O).
Progeg;t.ign 4 (1‘h¢ orine des fonchbions coaposées). Soil £ unc fonction

gealaire définie duns un Voisinage d'up point x €R , 9 ung fonction
veciorjelle délinic danc un voisinace du point f£(x ). 2i £ est d’riva-

ble au point X, 8 et si % est dorivable su point £(x ) , 1la fonclion

O

compogde gof aduct ou point = wpe dérivée Grale & @%f(xg})f?(xg}
¥n effet, posons h = of ; on peut Gerire E’MX) ?’ﬁéxg =

= u(x) ig,x.z g *0) , ob on pose wthix) = L4158 (L(70))

o

: ' %4
f(z);éf(xe e(L w(x)= g’{fé,x@)) dans le cas contrairs. b

-

o
vers x, , £(x) a pour linite f(xa} , dene  W(x) =a pour lini
% (f(x )) d'od 1la proposition, en vertu de la continuité de la fonetion
y=x dams I 4 B

Corollsire 1. Seil £ une forction scalaire ¢érivable en un point 2.2 R ,
Ja (&

8i f(xa ¥4C , la fonction 1/ posside au point x, uoe gorivée épale &
SR 2 :
x0 )/ (£(x)) '
Clest une consdécvence immédiate de la prop.4, puisgue la ddrivée de

1/x st -1/}'.‘3 en toul point =x#C .

Corcllaire 2. Sodcnt f une loncliop scalaire, 3 une fonction veclto-

rielle, dérivables on un point xoé R . 335 f{x )%G , 1a fonction %ﬁ -%
e S - i y FU(X5)
adnel = X  une dérivdée éirale e VAL
admel gu point x U ivée ésale & (xo) W 9 (x x ) ((2))°
Proposition 5. Soil f un homfonprphigne c,?zm voiginare V de x € R

Sur un voisinaro Wde y 6=f(xc) &R , et soit g 1'hondosorphisue réci-

3 -

proque. 81 £ egi dérivable auv point %, ,et =i f?’(xc J#0 , & aduel au

e coTivoe &oale & /18
¥, ume dcrivée $oale & 1/0'(x,)




A

= 7 -
By offet, pour tout yeW , ona g(y)eV et y=f(gl(y)) ; on peut donc
. Xy)=:(30) £(y)-%0 L tend
Sorire, our Z A¥o/ _ . borsocue y tend vers y_
; I, 0 L T IGEGGE)

gly) temd vers = , » et ie second merbre de la foruule :ricidente a donme
unc limite égale & 1/f'(x ) , puisque par hypothise £'(x )#0 .
Cokolilnir:. Poitl £ pn hondonorphigme :ifune partie ouverte A de K gur

une =arcis ouverte B de R , et soit g l'homéomorphisme réciprogue.

o,

P

B8i £ gol dérivatle daps 4 , gv si £'(x)£0 en _tout point de £ , g est
doérivable dans B , ei su dérivée en lout point yeB est 1/0'(g(y)).

‘ /n

Par exenple, pour iout entier n >0 , 1z Tonctionm X ° 7 , gul est un

ond

. > = .
homéomorphis:e de R.@ sur lui-néne, a pour dérivée, en tout point
1
0. 1>
- X e
x? b o

On en déduit aisdément, d'aprés la prop.4 , que, pour tout nombre

- ’ X’“‘Z
T a pour dérivée rx on tout

rationuel r=p/q 70 , la fonction x
point =x 50 .

Bemarques. 1) Les définilions, propositions et exemples qui précédent
(& l'exccplion do l'exemjgle 4 da n®%1 ), restent valables guand on §
remplace le corps R par un corps topolosique quelcongue K , ot les
espaces vecltoriels normés sur R qui interviennent par des sspaces
vectoricle to;oolo -icues quelconques sur K . La prop.4 s'sStend en

e

oulrc au cus suivant : soit K' un scuc-corps de £ , & un espace

vecioriel Lopologique sur K ; si £ est une fonction définic dans un
voicinage V c K' de X € KXK' , & valeurs dans K (considéré comme
espace vectoriel topologisuc sur K!'), dériveble au point Z, et si

s

g ect une foyction définie dars un voisinage de £{x )€K , & valours

\..}‘

daus E , el dériveble au poinl £ix ), l'epplication 9ef est déri-

vable au point x, el y a une dérivée égale & @;%f{zg))f%xﬁ}
& ; i

2

(E étaul alors considéré somme esozce vectoriel topolosigue gur K').

Sty
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%n particulior, les récsles de ddrivaticn des polymoizs et fonction
relicnnelles d'une variable rdéelle, & coefficients réels, n'dionden
sans chnnsCmsitt aux polyno%eﬂ et fonctions ralionnelles difinis
dons K' , et 4 coefficienis dans K (yrenant donc leurs valcurs
duns K).

nfin, avec les m8mes motations, il est clair gue si F est une
fonctlon définie dans un voisinaze V de a€K , & valours dans &

el dérivable au point 2 , et si a appartient & K' et n'est pas un

point isolé dens K' , la restriction de F & VN K' est dérivable
eu point a , ot a pour dérivée £'(a) en co point.

Ces remarques s appligueront surtout, en pratigu au cas
ok E-C  ® -R . ‘

2) La prop.% et somn ccrolluire oni &té énoneés de facon 4 g6
généraliser aussitét au cas ol on reamplace ® par un corps topole-
gigue guelconque. Mals, lorsque, dans la prop.> ; on suzposc que Vv
est un inlervalle contenanl X, , on peut remplacer 1l'hypothése gue

£ est un hoandomorphisue do V sur vn voisinage de f(x )., par

1'hypothdse équivalente que f est girictement monctone dans v

(Top.Gén., chap.IV, &2, th.5).

s & droite el dérivécs & rauche. Soit ? une fonction vectoriells,

définie sur un eusexmble contenant un intervalle seuil-ocuvert ﬁmj&@gbi

de R , et premant ses valeurs dans un espace norné B .

finitior 3. On ¢it gue lsz fonection %E ost continue 4 drol

5

&do
0“‘
prats
\J
(@]
fisto
=]
cr

X
¢

si elle a en coe point upe linile & droite

(%) (relativesont & A)

érale & §(KO)°

- (#¥) La potion ¢e linile & rog s (resp. lizite & sauche) en un ¢
d'une fonction d'une v volle n'a :
fonciicn ﬁ&'ﬂfl{&@ q?v e var

.3
4
7 b -._
&té dafinitd cue »rur une

1. £3
i

P it %4

My e ¢ 5y o e,
L7 e -,a‘fm!a 9 5@»‘&& P

i ul I's @l},“

(*\_ﬂ

mais ls dafinivion étena 7: : & une fonelion
valeurs dsns un wugaca %QE&Agﬁl‘a; G clsc ngue.
£ = <y s 3
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On définit de méme la continuilé & sauche.

DbfiﬂitiOh 4, Soit F une ionclion conbimuc & droite (resp. &_raucho)

en un point x, . O. dit que F est Cérivable & droite (resp. & gauchs)
f (x)- F(Z0)

gu point x si lu linitc & droite (rcop. & cauche) de

X=X
(o)
ste en ee point : la eur de cette linite slavpelle dérivée & droite

(resp. & geuche) de F : poitz.t , et _se note Eé(xo) {resp. ?f’;(xo)),
Si une fonction aduet une dorlvee & droite (resp. & rauvche) en iout

point ¢'un erscuble A < R , on dit qu'elle est dérivable & droite

(resp. & guucio) dans A , et la Tonction sz—f??°(x} (resp. x

définie dans A , esl avpelée Tonclion dérivée & droits (resp.

-

ou sizploucnt JUorivie 4 droite (resp. & gauche) de | ,ct se no
. ,

(resp. ?s).

Bxenples. 1) Au point x=0 , la fonction scalaire gxé sdmet une

%
i .

dérivée & droite dgale & +1, une dérivée & gauche égale 4 -

nladast pas de

b=

2) Au point x=0 , la fonction scalaire X sin
clirivée & droite ni de dérivée & gauche.

Il résulte immédiastement des définitions que, pour gufune founction §
continuc e un point x, admette en ce point une dérivée, il faut et il
suflil gue ? . 0880de au point X, unc ddrivée & droile et ume dirivée
& savehe, ol gue ces dérivées solent gzales ; on a alors
Friz,) = Palx) =Piix) .

as

% se générslisent susslitotl aux dérivées

w
&

bes propositions 1,2 e
aroite (resp. & - auche), on y recplagant partout le mol "dérivée” par
nasrivée & droite? (resp. "ddérivée & pauche"), le mol Pdérivable® par

"dérivable & drcite? (resp. "dérivable & gauche"). 4 ls prop.4

correspond l: suivaunte :
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Proposition 6. Soit f£ unc fonetion sealsire d4fimie dans un voigina-ec

d'un poini 'x've‘R s SL dérivable & droiite en ce point. Soit g une fonc:
‘ tion voctcrielle ¢éfinie dans un voisinare du point  mee:femexisn £(x,)

19 51 f'(x ) 7 O ; et _si g, acmet umeo dérivée & droite su point £(x ),

la foncb:.m LO.!QO&., 3 of adiscl au omt x une dérivée & droite

e:gale & 3'(f‘(x ))f'(x )i

"3{0 Si f’( )(O , ot si % admet une dérivée & & gauche au p@mt Uz ) ,

Ia foneticzz con oséa % £ adoct an gomt x__une dérivée & dm;&t@

et_une dérivée 5. gauche, %cﬂ admet ap point x o e dérivie &
éé}&.ﬂ-e O 0 '

1 L' hy ‘pothése L'(X ) >0 entraine par définition qu'il exists on inter-
Valle ]xo,b( tol que, pour tout x app arhenant & cot intervall; m’g ait

£lx) > £flx ) = 5i h =9 -f , on peut dome écrire h (x)- h(x ) g

£{x))-¢ . L(x)-£(Fc) pour x> x ot assez voisin de X
- B(x)-f xo X=X

1a proposition résulte du passage & la limite dans cette relation.

?° Déuonstiration analogue, en rerarguant que, cetle fois, pour ZpE,
e}if,:,:e’z! veisin do x , on & f(x) < f(x,) .

35 Holt sit f"{"' el que a>l ax(gg*(f(x )} ﬁg igae(f(x D,
de la déf.4 il rt,sal le que, pour tout ¥y assez voisin de f‘(x ) , on a
19 G- gesie N € af3-£(x,)| ; par suite | A== 2 j@f’(m | <
<4 \ f(x})c:i(xo)é pour tout x > x et assez voisin de ° X, ;8 1
limite, on % voit gue la relation fé(xo)zo entraine que gf,a £

"\ﬂm

>
2
s

4
o

139
[Freks]

b

aérivée & droite nulle au point x_ .
flous laiss‘onc* au leclteur le soin d'énoncer la proposition correspondante

pour la dérivie 4 jauche d'une foncticn conmposde.




=
M £i la fonction F 2 8v p oint %, wne dérivée & gaucho,
(raap. g_g&zg) fonet;gg x —»F (-x) possdde auw point -x, unc
@nm g._r_gi'c.e (resp 2 gauche) égale & ‘."(-x ) (resp. - F'(~~c )).
' L'analosue dc: 1a prop.5 est de méme :
Propositionzz. sdoit £ uno fonction scalaire gsirictemont croissante (resp.
sirictement deeroissanbg)et continue ¢ans un intervalle I [ ,’b}
soit gl apgllcatxon réeiprogue de £ . $i £ adnet su point %, une dérivée

& croite fé(xo)fo g admet au point f(x ) une G rivée & _droite (resp.

unc dérivée & g;auche) égale & / £i(x,).

L demon Lrabion c¢sb la méme gue celle de la prop.bH

\e#‘

4, Lo théoréme des accroissements firisg. Dans toutes les vropogitions préed

L‘S
%‘i«"

ziexﬁaes , hypothéses et conclusions ouni uxu caraciére local ;‘ elles ¥
in‘tervemr L Ue Ges propriétés des fonclions considérées cans un veisinage
,urbltraireman petit d'un point fixe. Le théorime gui suit est de carsc-
toére différent : d'une majoraticn de la dérivée d'une fonction valable

en tous les points d'um intervalle, il permet de déduire une majoration

pour la différence des valeurs de la fomction aux extrémités de
ifintervalle :

Thg’-';oré’ame 1 (t:cordne des aceroissements finis). Soit {'une fonection

vectorielle d'unc va swriable réelle, définie dans 1'intervalle ferné

i =[a,b] , continue dexs I , et aduettani une dérivie & droite sn tout

goint de 1'1ntervalle ouvert ]a,'b[ . Dans ces conditions la relation

1) %lfé(X)ﬂ < m  pour a<{x<b
entraine }
(2) | f- F | € n =]

quels gue goiont los poimis x,y do ltintorvallo fermé I .

Surposons d'asberd x et ¥ intérisurc 4 1 , et par exemple XL ¥ .
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- Supposons ¢'abord x et y intéricurs 4 I , et par exemple x< ¥ .
-SOit € un nc*.bre rize >0 ; considérons l'eunsemble J des uel tels
.1ue x<u<y el. que, pour tout v tel gue XV gu, onait
(3) | | Fo)-F(x)] < (mte)(v-x)
. ‘Llensemblo J n'est pas vide, car il contient évidemnent x ; nous
allons morirer gqutil est identique & l'intervalle [ x,y) .

Yout dfaztiord J ocat ur inlervalle dlorisine x , car si ued , lout
no7bre w tol que xgwSu appartient & J par définition (chap.IV, 32
prop.41) ; soit Z l'extre, sité de J .

1° g a,agdrtlent 8 J . bn effet, 1'inégalité (3) est vérifiée pour
tout v tel que x€v<sz ; la foaction f étant continue, 1'inégalisé
{3) est encore vérifide pour v=z , d'aprés le principe de pmlazsxgﬁ@m@m
des inégalités (chap.IV, ;5_.1:11.1).
2° 7 est corfondy avee y . Sinon, dlaprds la définition de la dérivée
& droite, il cxzicterall u' tel que z<u'<y et que, pour tout w tel

gue zg<wWu! ,.on alt

R N N[O

donc, d'aprés (1)
MEM®-F) < F i) + e)w-2) € (wre)(w-2)
e‘t.“, en tenant comple de la relation (3) pour v=z
N Ewm-Fl llf - Fiad] + | Fle)- gmg - (mre)(w-x) ;

il en résulte gulon aurait u'e d contralremm la ¢éfinition de z .

On & donc démontré 1l'inégelits

| F)- Fx) | <€ Gatre)y-2) .

Comme £ est arbitraire, l'inbgelité (2) en résulte bien pour x ol ¥
E.#E?P&?téﬂaﬂt 8 l'intervalle guveri }aghg ; en veriu de la continuité
de ? aux points 8 eb b , 1findealité (2) ect encore vrals guand on ¥

fait x=2 ou jy=bu .
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Remargues. 1) On cobserver:z quc los secules propriétés de la fometion

sealiaira pl x)= u x” guli solent intervenues dans la démonstration
précédente sont les suivantes : 1° p(x t)=tp( %) pour tout scalaire
£>0 ; 2° p(x +y) < p(x)(y) ; 3° p(x) est semi-continue
supéricuronont en tout point. Pour loute fonection scalai'ro p ayant
éas troié propriétés, on voit dome gue la relation p(f é(x))g m
pour a<x<b entraine p(f (¥)- F(x})g m’y-x} guels que soient
X ot ydans I . |

2) L'uypothésc de la continuité de f dams 1'intervalle I (et non
seulenmecnl sé continuité & droite) es£ essentielle pour la validité
du th. des accroissements finis (voir exerc.7).

3) Le thi.1 reste valable juand on y reaplace "dérivée & droite®
par "dérivde & gauéhe“, et 1l'inégalité ﬂ Fé(x) “g m par

IF i) <=

Corollaire. Pour guglg_;ie fonction veclorielle continue dans un intervalle

ouvert I suit conglante, il suffit gu'elle ait en toul point de I uune

derrvee & droite pulle. A
11 suffit d'appliquer le th.1 4 deux points gueleongues x,7de I ,
en prenant m=0 ,

Proposition 8. Soit § un-¢ fonciion vectorielle d'une variable réells,

définie et coniinve dans unp intervaile fermé [ b} , el _aduetlant une

dérivée & droitc en tout point de l'intervalle ocuvert j%»b{ . 83 la

Y

limite & droiie de §d(x) au polnt x existe et est érale 8 & , la
fonclicy g adaoet su point Jz:o e dérivée 4 droite épale & & .

16

Par hypothiss, pour tout €3> 0 , il exisie h >0 tel que les inégalilé

x, <z £x th oatr: sinen \E?é{z)&ié £ € ; appliquant le th.1 & la

S
£

fonction’ % (x)-sgix)-&x dans 1'intervalles {x X ii/zg , il vient,

j;gcm’ toul k tel que O<k<h




=4 o
d k) e ;
= el
ce gui dénontre la nroposition.

Provosition 9. Soit F une fomciion voctorielle dlune variable réelle,

difinie et conbtiruo dans uu intervalle ferué [a.,x } , el adzstiant

une dérivée & droite em tout point de l'intervalle ouverd Ja p< [

Si la limite & gauche de F (x) zu point x, existo ol esl dgale & L,

la fonction F admet au point X, boe dorivée & gauche égale & [

Pour tout € » 0, il existe 1 >0 tel que les inézalités xg«h LXL%,

entrainent ig ?é(x)n b “ < & ; appliguant le th.1 & la fonction

?(X)° bx dans 1'intervalle {x -h }i‘;} , i1 vient, pour 0<k<h

dloct la prspdsi tion.

Corcllaire. BSi E ect dérivable & droite dans un voisinase de X

2,

et _si sl ! eoci continus asu veint x, , £ ost dériveble en ce point.

Progosnwn 1C. soit g une fonclion vectoriells définie, continue et

dérivable & droite dans pn intsrvalle ouvert I ; guels gque soienb

leg points =x_,%x,y del , ona (en supposant paremmpl@ x<y)

(4) | £ @)- F- Pata -0 < |3-x |- Lomp | £ 40o SIENT

x5y o
Il suffit d'appliquer le th.1 & la fonction §(x) ga@ilzigjz ;

Propogition 11. Soit § une fonetion weclorielle définie, comtinue

et_dériveble & droite dams un voisingee de X, ; pour gue gfé soit

continue au point x, , il f:mt ot il suffit gue
F(n)- Bx)- Balm)3) _ o
- X

ll_a -~
(x,7) — (x »%,) é’
T

£

La prop.10 monire que cetie wnchtzsﬁ est nécessairs, car si g»

gdaz) §°d(x ) tend vers 0

@aw

est continue au point Xo - ‘,,Zu,pﬁ
T,

qua,nd x et y tendent vers X, 1 condition est aussi suf fi:gg}m@ J




supposons eu offet yue, pour tout €50, il oxiste h >0 tel qus les
relatlions ’:—:-xol ~h }y-x°j< 1 enir:inent
(%) | F)- Px)- Fa=)a-0)[ < & y-=]

Pour ioui X ol quo ‘x-xol<h , il oxiste k>0 {c4pendant do € ot
de x) iel asue 1la relation x<Ly<xtk eontrsine H F(y)- F(x)a ?é(x}(y-x)ﬁ
< s‘y-xl ; tepant compto de la relation (5), on voit gu'on s

| F y()- etz ) < 2¢
pour ,x-x ‘ h, ce gui nrcuve la continultd de g ! an point x_ .
(e} a . o
L0 th.1 se généralise de la “agon suivante sux fonctions veclorielles
d'uge varisble complexe :

Proposition 12. Soit gf une fornction veclorielle d'une variable

2

coaplexc, d&firlc, continue ot ddérivable dans une partio ouverto 4

(4]

du corps C . 5i on a ;é f‘(z)ﬁ;ig m guel gue soit z€A4A , on

H g(b)a g(a)l < m_.rb-a& pour tout couple de points a,b de 4 Lol gue

lo pepment d'exiréuités a et b goit contenu dans & (ce gui esi toujours
le cas si a el b sont assez voisins).

Posons en effet, pour 0gLt<1 , 3(‘&;): f(a‘i-t(b»a)} ; par hypothése,
% est uno fonction vectorielle de la varisble réelle t , definie,
contirue et dérivable dauns {O’i} ; on a %'(t)s ?ﬁ(a+t(b=a))(bs&},
donc ﬁ%v(a)“g m}b-a{ pour 0Kt <1 ; liapplication du th.1 & la
fonction % conduit 4 17indralité annonecs. .

Corollaire. Pour gu'une fomeclicn vectorielle g d'une variasble coumplexs,

définie dons up domaine 4 , soit conglante, il suffit gutelle zit une

dérivée nulle on toul point de A .

Zn efict, soil a un point gquelcongue de 4 ; l'en senble des points
de 4 ot f(2)

ouveri par application de la prop.12 (avee m=0) ; donc il est

i

2z 3 q 3 = o - 7 3
f(a) est fermé pulsque gv ost continue ; il est aussi

identique & A& .
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- Be.arque. lLa upwonsuratxon du th.1 fait intorvenir de nzaniére
‘essontiellio les prooriétés topolosigues particulitres au
corps R ; on no vout offeciivement éteumdre le th.1 & un corps
topolo:sique commuiatif guelcongue (voir exorc.6).
5. Cap des fonclions roellea. Les définitions ot xrsxxk&k propositions qui
| préeident sc conplétent sur guslqguos roinis lorsqutil s'agit de
fonctions rieiles (finjes) d'une varianble réelle.
Toul ¢'abord, ol £ est unc fonction rielle définie dans un voisinage

dfun poirt xoé R c©i continue cn ce point, il peut ge faire WUFS

. - f{x)-1(=x,

lorsque x tend vers x, en restant #x, , la Tonction —
3 .2 G

ait une lizite &anlea +o0 ou - oo ; on dit alors encore gue £

est dérivable su point X et o pour dérivés on ce point + o=

(resp. - oo ) ; si, en tout point x d'une partie ouverie 4 de R’
la fonction £ o urc dérivée (finic ou infinie) f£'(x), la fonction £
(& valeurs cans ﬁi ) est encore appelée la fonétion dérivée f{ou

-

gimplenent cérivée) de £ . On énéralise de mimo les définitions de
le abrIVbG & droite et de la dsrivée & gauche.
Exeiiple. 4u point x=0 ;, la fonctiom X /5 2 une dérivée ¢gale
& <o , la fonclion | x, /3 a une dérivée & droite égale &

el 92 1 apc dérivée & ~auche 6gale & - oo .

Soit C la gourbe repriésenbative y=f(x) dfune fonction nwiérigue
: 73
finie £ dans le plan R® . ©i, en un point x_ , £ a une dérivie &

droite finie, la ceuil-droite ayant pour origine le point il =(x ,flx )

£ ¢ ‘
fe)

2 b
de C , do paramiires directours (1,fé(xg))g est appelde demi-tenzente

£

& droite & la ccurbe C aum point Mxo ; lorsque ;é(xg}x+ ce (resp.

fé(xg)z-gao ), on arpelle encore ainsi la demi-drolte dlorigine M,

de paramdtres (0,1) (resp, (0,-1}). On d6Tinit de néme la demi-

tangente & gauehe au pcintﬁ@x 5 lorscufelle existe. Avec ces dcfini-
- .

tions, on vérifie aussildt que 1'angle gque falt la demi-tangeale 2

droite (reop. & cuuche) avep llaxe des ebseisses, est la .
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de l”abgné qye Jlt avee cot axe 1z deni-droite dlorigine Mko , passant
par le point “ v—(x,f(x)) de C , lorsaue x tend vers x, on restant > x

(zesp. <x ) _
On peu Jire aussi aue la demi- tangente & droite (resp. & -suche)
oot la l gg de 1la deni-droite dloris 1nerﬁ , et passant par MX
on® co:sxdarant sur llensenble dos deni- Groitga de méme origine,
12 topolorsic do l'espace guotlient & /R (TPop.gén.,chap.VI).
54 los doux demi-tansonten en wn poinu,uxo de C existeni, ellss ne
sonl opposées uo lorsgue £ o une dérivée (finie ou non) au polat x  ;
elles ne sont confondueu que l@raoue é'(x ) ét f?(i ) somt infinies

de-ugfnos contraires. Dans les deux eas, on dit gue E& droite guli con-

tient lcs devx deilnuanﬂertew ast la tanseunte & € an noint U -

X
o
Lorsque lu tangernle en M existe, elle est la limite de la droite
x5
passant par Ay ot ﬂx , lorscus x tend vers X, en restant %KQ 5

%o
i topolo_ic sur 1l'ensenble des droites passant par un méme point

, ) ¥ L
élans celle de l'espace quoticnt C /hR (Iop.gén.,chap.V1) ;
cles. d'ailleurs aussi la topologie induite par celle de l'espsce
T? (F?) des droites projectives du plan projectif %?EQE% )

(le plan nutdéricue &tanl ccnsidérd comme plongé dans le plan

’

projectif, les droites de R? identifiées aux droites projetives

;‘uont ¢llos sont les traces).

- ».,«
i

Les prcp,1 a 3ls'éteﬂdent au cas oh les fonctions qui y interviecnnent

£
[dl
%
3
fde
&
&
oy

sont 1dellos ob peuvont avoir des ddrivées (resp. dérivées
dérivées & gauche) infinies, pourvu que toutes les expressions gui ¥

flgurenh conscrvent un sens. 1L en est de méme de la prop.4 et

FUAEE R

premiéres parties deo la prop.5 (la troisiéme partie ne peut avelr de

23 om 3 on o

sens que si g a une dorivée & droite et une dérivée & gauche Linies) -

2




Enfin, cang ia prop.7, si on suzpogse f siriclenent croissante (resp.

éti‘ictezaem décroissanbo)" 6L contiauc uuis [xo ,bJ et oi I’{'i(xO )=0 , la
Ponction réciprogue g admel au point f(xo) une darivée & droite (reosp.
une (iérivéé & gouchio) ésale & + oo (resp. - oo ).

Pour le.'sA fouctions réelles, le th. des accroissements finis esi sus-

certible d'@ire pricisé comme suit
 Proposition 13. Soit £ une fonection punérigue finie et continus dans
1'intervalle fermé I=Ez,b) , ednettant une ddrivée & droite (Finie ou

non) en_tout peint de l'imtervalle ouvert ]a,b{ . 8imet M gont les

borues inférieure ob supéricure de fé dang }agbg , on a
(6) n(b-a) < £(b}-£(a) U(b-a)
sguf lorsvus f esi une fonetion lindaire,: auguel cus on g

o i E(0)-f(n)
. =8

vomontrons d'abord les indralités (6) en y remplacani les signes

< par < . 11 suffit de cémontzer que £(b)-£(a) < MW(b-2), 1'azutre

Sy
inégalité s'on déduisant par ie changement de f en -f£ . Or, celle iné-
_galité est évidenie si M = + oo . Sinon, a'aprés la remarcue 1 gui
suit le th.1, appligudée au cas o# p(x)=x on voit que, pour tount
pombre réel fini k> M , on a f(b)-fla) < k(b-2), et por suite

aussi f£(b)-£(a)< M(b-a) .

Supposons aaintenant £ non linéaire ; en remplagant au besoin £{x)
par f£(x) - £(b)-1(a) {x-a), on peut toujours supposer que fla)=£(b).

; b-a
11 existe par hypotndse ug point ¢ G]a,bg. tel que f(c)#fla) .
Supposons par exemple £(c)>£{a). En appliquant 1'inépalitd qui vient
& P E 5 A y : - - A
d'8tre démontrée aux intervalles Eagc: ] et cgb} , i1 vient
A7 ,,.,f.ig,lc .:,.fL_l'a 3 el e f{b)-flc) - 6 s cui achéve le
M 2 == > O . =i L < — <L B, cC Q{L.,; acheve

déoonstration.




- 15 =
.- ...  HBeiurqus. Les indsulilés {6) prouveni gu'une fonction continue
nc juulb avolir unc dérivée & drolis érale & - oo on tout point
_ dfun ianterville,
- hes urop.t ot Y, appliguées & une fonoction réell; sont cncore valableo

lorscue lez limites qui figurent cans lourc énoncds (ei gui sont iei
des nonbres rdels) sont égales & oo ou - oo, comme il résulie

auseitdi de lu prop.i3.

Proposiiion 14. Soit f une fonction nuaérigue finie ol continue cans

an_intervalle ouvert I ot semetiant en toul point de I ume diTivie &

droitc (fimic ou. nom). Pour gue f goit croissante dans I il Faul ot

2=

il suffit que fé(x) 7 0 pour tout x€l ; pour que £ soib

eroissante dans I , il fauy el il suffit que fé(z)ga-ﬁ

2

pour gue £ soit giriclement croigssunte dans I , il faut

que ,f&(x) 70 pour tout =xeI , ot que tout intervallec ouvort

intérieur & I contienne un point x tel gue fg(x) >0

La partic de l'énoned concernant les fonctions croissantes résults
auspit8t dc la définition de la dérivde & droite et de la pro:idre
inGeulité (6) oh on fait m=0 . En outre, si f&(x)zo en tout point

<
s e P
LG

e\:ﬂa

valle (cor. du th.1) ; inversement, si f est croissants, uais non &
tement croissante dans 1 , il existe un intervalle ouvert conlenu dans 1
ot danz leguel £ est constanle, ¢t on a par suite fé(x)zﬁ dans cet
intervalle.

2 e
droits®

fasl)

Remarcgus. On peut encors remplacer partout "dérivée
par "oirivée & gauche®” dane lec deux propesitions précédentes
sans modifier lour valiiitd.

6. Varistio: dos foretions rdelles. La plupart des fonetions numériques

dlune variablec reellc guo 1l'oa rercontre en a&nalyse sonl du iyps svivent

d'un intervalle ouvert contenu dems I , £ est constanle dans cel inter-
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elles sont difinies et comtimucc dans un snsenble cuvert A , ef ad:zettent

_en tout point de A uwe dirivde & droile {finie ou non) ; en outre, dans
chaque interv&lle 'I-=]a;b[', conposante connexe de A , il existe une
suite finie strxctoaeut crcissanue (ci)1<<i<:n de points de I telle gue,
d«;.ns chatzu;j,, _,mtervalles J 8,6, [ ]ca 2C5 44 [ (1<i «na‘i) }@ﬁgb L o»
lo sirne. “sgn(f (x)) reste coustant . I1 résulie alors de la prop.i14

gue, dans chacun de cos intervalles, f osi soit constente, soit stricte-

ment creisaante soil sirictemen?® décroissante ; on dit gu'on &

- 9&tudic les vgriauions ao la Lanocion f f loraqu'on a déterzing coo

] )

intervalles 3&rt1els : il faut pauz cels doterminer les points ¢. 0@

le fonction "change de sens de varistion® , c'est-&-dire od £

R

change de signe.
Remarqguo.
et dérivable dans uwn intervalle ocuvert rentre dans la ©

que rous veronis de considérer. Or pout former des exemples do

fonclions corlinues et dérivables telles gue, dans Toub intervalle

guﬁert, lour dérivée premne des vVulours strictement positives et
des valeurs sirictement ﬂeratives{*?%),
Dofinition 5. On Git gu'une fonction puréricus fipie £ dcfinie dans un
nte;gg;le I1c R , admet un aaxinun relatif (resp. maxinwa relatif

kxazpx sirict, minimun relatif, minimum relazif strict) en vn poin

o

xee‘I s'il exislc dsns I un voiginage V de x, tel qulen tout point
xeV différent de-x, , on aitl £(x) < f(x ) {resp-
£(x)<8(x,), £(x)>»f(x)) , £{x) >£(x,)). |
Remargue. Lorsgu'une fonclion définie dans I atieinl sa borne

le 2

f,.,.

supérieure {resp. sa borae inférieure) en un point de I , el

vn meximun relatif (resp. minimum relatif) em ce point.

S 4

(%) Rappelons cu'on pose, rour x réel, sgn x=tl si x>0 , spp x = -1
si X\Q,Gb fﬁ0=Q° ; 2 oa ooy 4 ™A
(¢ ) Voir par cxemple KOPCKE , Hiath.hom., €. XXXV {1890;, p.10%
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Pro,osition 15. Soit £ pne fonction numérigue finie, définie dams un '
i ntervalle I . Si, en un point x_intérieur 4 I , £ admet un maximum
(resg. MM) reisntif, ot a er co point une dérivée & droite et umo

vés Jaueie, on '(x )X 0 (resp. '(x )70), et f'(x ) >
(re,s':. f'(x ) £0). En g“rtlculzbr, gi £ est derlvable au point X,
f'(xu)-o .

~La proposition résulle trivialement des définitious.

Proposition 16. (théorime de Bolle). Soit £ une fonection mundérisue finie

ot _continug dang um iptervallg fornég 1 z{ag §

yalls ouvert )a b[ ot_tells cue f£(a)=£(b). I1

dg )a,b[ ol quo f£'(c)=0 .

La proposilion es. évidente si £ est constante ; siuon, elle

par oxeaplu des valeurs >f£(z), et atteint donc sa borne supéricure
en un point ¢ inléricur & I ; comme £ admet un maximui relatil au
point ¢ , £'(c)=0 .

théor>me des accroissements finis généralisé. Proposilion 17. foient |

s

une fouetic: vsetorielle, g une fonclion numérigue finie crolssante

o

dofipies dzug llinlervalle ferué 1= {1 ,b) , continues dans I gi deriva-

bles 5 .roitc duns l'intervalle cuvert }a,,b { . Dops ces copditicns,

a

la relation

(7) ngd(x)k*’ u. (x) pour a<l{x<b
entraine
(8) | fG)-F) < mezgw%g(x}g

guels auc soieni les points =X,y do I .

l
(=]
o

Supposons dfuboré gue gé{x)}r() pour adx<4b ; si u est

o

réeiproque de g , définie dans 1ltintervalle g(I) , dmet en tout

point y intérieur & g(I) une ddérivée & droite égale & 1/ g;d(;t‘f:;*}
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el Ty £ )

la fouaction composée h (y)=F(u(y)) admel donc en tout point y inté-
rievr & g(I) une dérivée a droite hc’i(ﬂ = f é(u(y))né(y) =
= f &(u(,y))_ -%—}m (prop.6) ; la relation (7) équiveut &

ﬁh&(v) “ém pour gla)<y<elb) ; on en tire immédiatement la
relation (8) par application du th.1 .

3i maintenant g('i s'annule dans ]a,b [ , 1a relation (7) entraine &

fortiori y fé(x)” < m.(g&(x)—fa) pour tout € >0 ; on peul alors

appliguer lu proposition & lu fonection sbirictement croissante

g{x)tex , et par suite, on a, quels gue solent les poinis x,y de I
| F)-F=) I < ﬁa(].g(z’)-g(X)§+ ely-z|) ;

comme € est arbitraire, on en déduit emcore 1'inégalité (8) .

Remarcues. 1) Dans l'énoncé de la prop.17, on nfexclut pas le

cas o& g&(x) peut prendre la valeur + o< en certains poinie.

2) Bn raisonnani comme dans la prop.i17, on déduii de méme de
prop.13 gue, si f et g sont deux fonctions numériques finics st

2 o V
TP e
JS Q&ufd‘m Q” (-.‘35;5"

: i = 1 &
continues dans I , dérivables & droite dans }agbg (1
; N

% (]
0
={

& droite étant finies ou non), et si g est croissanie
les relations
m.gc'i(x) < f"i(x)sg M.g{'i(x) pour a<x<b
entruinent
 m(g(b)-gla) )< £(1)-£(a)<M(g(b)-gla))
sauf si m=l et £(x) = n.g(x)tk (k constante) o
conslante daus [a,b) .

s

On reaarquera dfailleurs que, lorsgue £! ne devie:

aux mémew points gue g‘;é , cetie proposition

ment de la prop.13 , appliquée aux fomclions HMg-f et mg-1
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;co,e. 1) 501t F une fzm.ctmn vectorielle d'unme variable rdslle

f (xph)- £ (xg-k

h +k
: tond ve _.f"(x ) loroauo h ei k %endont vers O par waleurs >0 .

2) Dans 1’ incervalle [0 1) s On définil poar » seurrence une suite de

dérz.v'mle or. un :o:lnt X, - Jopirer @e le ru port

fonctionn continuce (£,) de la ‘1'1.niém gnivante : on preud f,ééz)az :
pour toute valour de n , :f osl line»aa,.a.m dans chucun des 3 inter-
valles [k , =t ] (0<kg 221y en outre, on prend

58 3 '
,a—s-e( )‘f(

k 2
e (‘B'E + '}‘?T) = fn("'ﬁ‘ 1 ;ﬁ%}

5
| fn;,,,(;k— + ;gﬁ-) <-—» ;%»»)
.Aontrer gue la suite (f ) ecnverce mii@znmezzb vers uwne fomction
continue £ , et que £ n'a de dérivée finle en sucun point do g '*’;f
(montrer que pour sucun point z de cet intervalle, lo rmgmxj@ -
f(x° ’.ﬁ);fx({x"_k) ne tend vors une linite finiec lorasgue h ot k ten-

denl vers O par waleurs >O0).

3) Soit 6(1) l'espace (complet) des fonctiong nuaéricuss conbi-
nues finies, définies dans l'intervalle compact I = && D] ds B .
Soit & lu jurtie ge ﬁ(l) formée des fonctions x ilelles que pour
un point au :oins tega,bg {d¢pendant de x}, % ail en ce polint une
dérivée & droite finie. Montrer que dans G(I) , & esi un ensenble

mzigre - ot par suiie gue con conpléentaire ssi un Seus-cop

indpuisable (soit An i'ense ble des fonctious =& L {Z} telles guo

; o 2 - = - 4 .
pour w ¢ valcur de t un meins salisfaiswmt & a<t<b- = (ol ¢

dand Ge x}, ou ait gx{tﬂ)-»z{t)g £ n%t‘-’atg pour toub L7 f;,, : tent
%
quo ehacun Ges A esl um enseuble forid Fare ¢ en remar vora LOUT

¢ola (o, dauve (‘5(1}, toute boule coabient un pol

part gque, gqucls que eoient €20 et m>»0 , il zxiste uue I




tout te I , ‘3’(1)‘{‘-‘; ‘Y"l(‘-)‘ } 2 )

4 droite. lontror «uo le im ol F ? egl disconiinue forsent

(i
U

v =24
Fef(1) ayunt en Lout poini unc anriv«ao & dro:lto, telle quo, pour

;ff,j s,nue dons un intervalle

us aour-..n.wable m do 1 (cl‘.m chap.V1i,§ 5,exerc. )
5) Soit. f une tm.im voctomna eontinme dans un intorvalle

ouvert I 5 . tous
lea ;:o:'mt., de (n.b(:i: , M po:ata d'nne partie ddncabrable A
éc eeb 1nterm11¢:. Montzor ue sl on & #F (x)]] < m on tous les

poinis x¢A on n 'f(b)v F(a)'ﬁu‘b-a‘ (Sam (a, }.: 1o ouit
fomde des ’rointa 4o A , raogfo dnng un ordre cuelconque ; HOUT
tout & , 11 existe un pomt b, 70y tel que, pour a_<z<b,
ﬂ F(x)- [-' {a_ )n { ' ?om-murar lfenaemble J des paim; n&l
tele que, pour n(:{t{, oo all ""(x)- F(a)“§ (mte)(z-a) +

+ & Z -5, lawﬂétntMmlndioesn tels que a, < u ;
mont rcr noe J==I ‘en furuinant 10 raisonpesont cemme dans le th.t).
6) O sait th m 10 m Q’ “ﬂ mbres p»adizguega tout
enuer p-adiquo s & an sdve

tols que 0<a;<-p-1 e W ;tié z’, oa fait correspendz
1tontier p-auique “8 ‘!‘l,ﬂzl'tzp‘h..-ltnp .. Honlrer gue,
duns ZP » £ oo une fonetion mﬁm, qu.'l n'eat constante

duns lo voisinag'a d'

rulle.

l.,,‘—
M

Vgl'k.taﬂalle (0 1[ , eoit

M8
R

7) Pour toui fozure z;,de

=t

el =
~ &
zf. r,

le diveloppeusut daadiqno pmm do 3 on pose f(x) = .
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dontrer gus £ est continue & droite en tout point de [O ) [ ; ot adaet
en tout point une dérivée & droite pulle , mais n'est comstante dans
aucun inlervalle.

&) Soit F une app:lication continue ¢'un intervalle ouvert I dans
un espacc noraé B ; si £ admet une dérivée & droile an point x I
aopntror que, pour iLoute for:e linGaire continue u sur 5 , ls fonetion

scalaire uaF adnet au point X une ddérivde & droite égale &

u((—’ (X)) ‘ | .

Ea dedulre que, si F adnel vnc dérivée & droite en tout point de I,
et 81 K est une partie gonvexe fourade de & , contenant l'ensezmble

v)- E(x)
f 3(X), pour tout couple de peinis distinets x,y de I , f (3%&_ <

appartient & K (utiliser le tk. do Hauhn-Banach, et le th. des acerois-
sements finis pour les fonclicns scalaires). Soit V le sous-espace
vectoriel ferné ddE enpendrs par K ; si, dans V , K posséde des
points intérieurs, montrer que -ﬂlg—:;ﬂ-’-‘l ne peut étre égzl & wn
point d- de la frontiére de K par rappori & V que si, pour tout z tel
cue X<ZLY , F('l(z) appartient & tous les hyperplans d'appui de &
au point & .

Généraliser de néme l'exercice 5 . En déduire que, pour tout ensenm-
ble convexe feras K de # , l'inlersection d'un intervalle owez;i;

%

quelconque contenu dans I et éu complémentaire de l'ensemble [ '(K)
(4]

est vide ou n'est pus donoabreble. x

9) soit f 1'upplication vectorielle de I=[0,1[ aans R3 dcfinie
comme suit : pour 0<t.<z F(t)s(-%,o,o) ; pour 1 s;é» )

£ (1)=(-1,4t-1,0) ; pour -s,ts% . F(t)=(-1,1,4t-2) ; enfin,
pour %st(‘l 5 F(t)s(4t-1 »3,1). Hontrer gue l'ensemble convexe

engondrg par ltenseunble Pé(l) r'est pas identique & 1l'adhérence de
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llensesble des valours de ﬂﬁe}{}ﬂg lorsque (x,y) parcourt
1'eonsemble des couples de points distimets do I .

10) Zoit £ ucc fonection sealairoc finio ot coniinuc daus un inter-
valle compact [a,b) » ot aduwottant en tout point de l'intervalle
ouvert Ja,b( uno Gérivée & droite. Soient m et U les bornes infs-
rieure ¢l supirieurc {Finies ou noa) de f('i cansg )asbg .

a) “opirer guu, lorsque x ol y parcecursatb ]:a,b} de smrie qus x£y ,

i'gngenble des valcurs de —5%52 est ic ezzt.s,cgue & l'intervalle
jm,M[si f n'est pas lindsire (se ronener & prcuver cue si £ prend

deux valcurs ¢o sifmos conlraires on ueux points ¢ et d de Ja,bl[
il existe deux points distinects de l'intervalls }c ,d( oh £ prend’
la méme valeur).
b) S1 £ adaet cr outre en lout poist de Ja,b [ une dérivée & cauche,
les borner inféricures (rosp. supancacee) de ¢es deux dérivées
dans ]a,b[ sont égales.
c) Si £ osi dérivable dans \’;a,b( , 1'image par la fonction £' de
tout intervalle conilenu dans ]a,b[ ost un intervalle (utiliser a)).
11) Boit F une fonction vestorielle continue, ;}rensz. ses Valeurs
dans un espacc normé E , d6finie dans un intervalle ouvert I et
admetiant en iout point de I une dérivés & droite et une dérivés &
gauchke. Joit F une partiec fermde de E , 4 1'ensenble ‘?'. t(F) , sup-
posé mon vide. idonilrer que llemsemble des poinis x €A o& é JEF
est dénombrable (soit Un 1l'ensenble ouvert des points de E dount la
distance & F est < - , A - 1l'cnsemble des points x €& tels gufil
existe ye I sat:sfa:.sant sux relatioms x - %gy<x et
FQX)x_g(") €U_ i montrer que l'ensemble des poinls de A n'apparte-
nant pas 4 An est dénombrable, en remarguant gue c'esi une partis

de llenscizble des orirines des intervalles contisus d'umne partie
fermée de R ).
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4n déduire que, si la topolosie de E admet une base démombrable,

i'onscublo dee poinis 'xeI o f §(x)f fi(x) est dénombrable (si
(U,) est une base dénombrable de la topologie de E , romarquer gue,
pour deux points distinmects de % , il existe un U contenant 1'un
mais ne conlenant pas l'autre). ‘

11 bis) On comsiddre, dans l'intervalle [5,1] , une famille (lﬂgp)
d'intervailos ouwverts deux & deux sans point cormun, définis par
recurrence comme sult ;¢ llentioer n prend téutes les valeurs 2 O ;
pour chaguc valeur de n , p prend les valeurs 1,2,.. a"* ; on &
lb 1 ] : ' 3 [ oi J est la rdunion des intervalles 1‘_‘1 - ¢éfinis

M,P
pour 0<m <n , le compléuentaire de J esi rounion de 2% ipnter-

L d

valles fermés K, - (1 <p<2n'1} deux & doux sans point commun;. 5i
)

Kn,p -[a,b) on prend alors pour 1n+1 ,p l'intervalle 'cwert dlextréd-
uités - 8 (1 + 15 ot b- 552
Boit B l'ensenble parfaii compldémentaire de la réunion des 1 2,p ’

par rajiort & [0,1] . Hontrer gu'on peut définir dans iO,%} wne
fonetion scalaire continue f qui admel en tout point x ume dérivée &
droitc ¢v qui n'a pas de dérivée 8 gauche aux points de E (prendre
£{x)=0 cans B , et définir convenablement f dans chacun des interval-
les In,p) .

12) Soit f une fonction nundrique finie et continue dans un inter-
valle compact a,b], et dérivable en tout point de ], ; montrer
cu'il exisle ¢ tel gue a<e<b , et que f£(b)-f{a)=(b-a)f?(c).

o déculre que, si £ el g sont deux fonciions nunérigues finies et
cortinues dans [a,b), et ayanl chacune une d<rivée finie dans Ewgb é:
il uxisle ¢ tel que a<e<db , et que

£(b)-£(a) glv)-z(a)

£1(c) g'(c)

4
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- i1%3) Scient £ el g doux fonctioms nund¢riques finles, strictement
. positives, comtinues et dérivables dans un intervalle compact [a,b} :
dontrer gue ci ' et g' sont strictement positives, et si £/ g' ost
striclemen! croissante dans \3’ a,b], ou bien f/g est striclement
nonotons danc [a,b) , ou bien il existe un monbre ¢ tel que afe<b,
et quo £/g ocoit sirictemeat dicroissante dans [a,cj , 6t stricte-
ment croissuntc danc (c,bj} .
14 ) $Hoit £ unc Tonelion & valeurs dans G , continue dans un inter-
valle ouvert I , ne s'y arnglont pas, et admettant en toul point ds
1 une dérivée & droite. Four que lfé soit ercissante dans I , il

fant ot il suffit que ﬂ(ﬁ%@)z 0 dans I .

§ 2. Primitives et intdgrales.

1. Le probléme des primitives. Hous no comsidérorons en principe dams co
paragraphe, quc des fonctions vectorielles d'une variatle réells,
prenant leurs valeurs dans un espace normé complet E sur le corps R .

Lorsqu'il s'agit en pa.rticsuiﬁ,er de fouctions nunériques, il esi
toujours sous-eniendu gue ces fonctions sont finies.
Le problime qui donne naissance & la nolion de prinitive est le

suivant

Probléme A. Etanl donné une fonebion vectorielle ? , Géfinie dans un

intervalle compact I =[a,b] de R , existe-i-il uvne fomction =
== 2= ’ == p 1

o

définie dens I , lelle guo f(x) soit 1la dérivée de % on tont point x

intéricur 4 1 , gue F(a) s0it las dérivée & droite de g au peint a ,

Ff(b) la dérivée & rauche de % au point b 7

I1 résulte de la foruulation de ce probléme que s'il admel une solution

%’ , cette fonction cst nécesssiremont coniinue dans 1 .
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Poute colution cdu probldme A e:i donec aussi solution du problice suivant

Problime B. Etgeftdonné une fonction f définie dans 1'intervalle

I =[a,b] » esiglo-t-il uno fonctior ¢ @bfinie ot contimue dans I,
telle guc F s0il la ¢orivée & droite de g, dans l'intervalle
gemi-ouvert [a,b[ ?

Avant d'oxaminer si ce probléze esi effectivement plus général gue
le probléme A , nous montrerons d'abord quc s'il aumel des soluiions,

toutes ces solutions sont délerminées quand on conmait l'unc dlelles ;

de fagon précise :

"y

o

Propopition 1. Si doux fonctiong 3 40 %o gcontinues davs I = a,b 1
ont unc méme dérivée & droite [ dams [a,b[, la différence 4 ,-9,
b Ur o

est corgtanic dansg I .
Clest en elfel une comscquence immédiate du corollaire du thioréme

Y

oDl

-3

<4
o

“wy
2425
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des accroissements Linis (g 1,th.1). Orn voit donc yue si le
a une solution 3 , 1'snsexmble des solutions est identique & l'ensemblc
des forctiions % +é& , oh & esi un éliément arbitraire de E .
Montrons ngintonant gu'il exicte des fonctions F pour lesc;_nel,;@s ie
probléme B posscde des solulions, mais non le probléme A . En effet, si
F est la dérivde de % dans ]a,b[ , el si, en un point x de cet
intervalle, elle aduel une linite & droite el une limite & gauch@gv
elle es. njcessairenent continue en co point, d'aprés les prop.8 et 9
du % t1. Le probléme A n'admet denc pas de solution si on prend pour 1
1'intervalle I:-‘i ,M] , pour £ la fonecticn scalaire égale & -1 daus
[—1,0{ , & +1 dans {0;1} ; par contre le probléme B admel alozrs des

i

soclutions, puisgue £ est ls dérivée & droite de la fonction Ezs:t

cang [-1',-%-1[ :

O voit wone gu'en se limitant au probléme A , on serait conduit

3 exclure la considération de fonetions aussi siaples gue la p
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e'est pourquoi nous éludierons dans ce qui suit le robléme B , el nous

' poéerons la définition suivante :

Léfinition 1. Stant donnée une fonction vectorielle F , @6finie dans
I .-.[a,b], on_cppelle prizitive de f toute fonmobion g définio ot
continuc dans I , telle gue F soit la dlrivée & droite de ? dang
.[a,b[ -

La prop.8 du ‘g‘i entraine que, si F admet une prinitive ? est

P £
continue & groiic o:. tout poinl de La,ba\ ol olle admet uns limite

8§ droiic.
Scit x, un point {quelcongue ) de [a,b ( choisi uno fois pour
si gl admet une primitive, il existe, d'aprés la prop.1, une prizitive

-

gr de F et unc_seule, telle que ¢ (x,)=0 ; nous désignerons pour le
moment cettc primitive par la notation ,:f (F); si h est vne autre
prizitive queicongue de f , on a v (x)= h(x)- h(x@}.
Il est clair que l'ensesble des fonctions définies dans I ot admet-
tant unc primitive est un gous-gspace vectoriel %o de l'espace
vectoriel EI de btoutes les applications de I dans E , et que lfappli-
cation F —3 39 { F ) esi une gpplicalion linéaire de % dans ls
sous-espace %o des fonctions continues dans I , nulles au point x, -
2. Existence des primitives. lous n'aborderons pus dans ce Livrs le problinme

des primiiives dans toulc sa généralité ; une premiére restriction
consisters i ne considdrer, parmi les fonctions appartenant & 5%1
que colles qui .sont borndes dans I , autrement dit celles dont ltensen-
ble est 1l'interscciion % = 557?; 8 32)(1) de % et du sous-ecapace

vectoriel % (1) de EI formé dos fonctions borndes dans I . On salt

- Lo : 1 s i
gque, pour voute fonction Fé‘— 65(1) , on pose %Hé = sg;g gg iz
S s = X i 8 =
on c¢biicnt ainsl une porme sur %(I) , qui définit sur SR (I) une

structure d'espace normé complet (Top.gén. ,chap.VEIL).
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ropogition 2. L' application ?-—-»;» j (F) est une spplication linéaire
continue de % dans le sous-espace E de B (1) formé des fomctions

cortinues dans I , pulles au point X, -
En effei, soit x un point quolcomgue de I ; comme I[ f (y)zf\ﬁ, [{ F 5:

pour tout yel , le th. des accroissenonts finis, appligué & 1fintervalle
dfextrémités x et x, domme, pour la primitive g = j ( gf ),
ug,(x)n<lx-x ! “Fl{ , G%od

(1) ¢} <@-a)|f|

qui démontre la proposition (;_gp gén. ,chap.VIL).

G

Théoréme 1. Le sous-espace %p de 85(1) est fermé (st par

omrlet). ‘
> f -
Comme llagypplication lindaire r —-——->Cf({’ ) est continus dans o7

peul la prolonger par continuité & % ; dous le désigneron

T £ o e
W b &F

o

par la mefie notation ; comme f( est fermé, elle sppligue sncors m
dans % . Soit alors F une fonction bornée, adhérente & %f? , 6t
posons g, = j’ { F ) ; le théordme sera ddmontré si on 8tablit que «5
est en tout point x de [a,b[ , la dérivée & droite de § .

Soit V la boule fermée de ecantire F el de rayon a dans % ; B3
et ¥ apparticnnent & V. N % ; OR a uu. V{ < 2a ; si on pose
h=9(uw) , k=F(v) » 1e théoréme des accroissements finis
prouve que, pour toub yel (dictinct de x)

(2) | b= . K y;l._...(x.zx:; | < 2«

Faisons tendre v vers sn yestant dans % ; i tend vern &
et 1'inégalité (2) donme & la limite (principe de prolongement des
ing; alités

(3) g%ml-ﬂﬁ%%illg§<2a

LB
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Dtautre part, il existe 2 >0 tel que pour x{ygxtz , on ait

u hi(x)-h(y) . u(x)/‘ <a
x-y
et, coume ]u.- Fll <o

| h&)-h) ()] € 20

Penant complte de (3), il vient fimalement, pour x<y<=xtz

| £2=26) - fia)] < 4

ce qui démontre le théorime, puisque & est arbitrairs.
Scholie. L¢ th.1 permet df'Steblir l'existence des primitives de fone-

tions bormées par lc raisonnemeant suivant : si on sait gue les fonction

d'une partie CL de %(I) adnetient uvne primitive, il on scra dg

o,

=4

méme des Ponciions sppartenant au sous-espace vectoriel fermé de

%(1) engendré par (A . Nous allons donnor dans ce qui suit deux
applications de ce proeédé.

Proposition 3. foute fomction continue dans I admot une primitive.

En effet, tout polynome F(x)= a_ X+ &1xﬂ°1+.. A, 4% +g2,g

I 2 - +2
X X= o g X obol gy
e R, s d

quelle que soit la constante 4 ot Or, on sait, d'aprés le th. de

pour primitive le polynoms &,

Weierstrass (Top.sdn.,chap.VIII) que le sous-espace vectoriel fermé

de %(‘I) engendré par l'ensemble des polynomes est identique & 1'espace

‘6(1) des fonctions continues dans I ; d'od la proposition. '
On voit en outre, dlapris les prop.8 et 9 du &1 gus pour touls

fonction F continue dans I , les primitives de g sont solutions

du probléme A .

Remercue. Le principe de la méthods précédente sfélend sans

- B 3

modification importante aux fonctions vectorielles d'une varis
complexe. Si U est 1l'adhérence d'un domaine relativement compact

dans € , unc primitive dtunc fonction vectorielle g? définis
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denc U est por dofinition une fonclion continue dans U ayant une
aérivée épale & [ en tout point inbéricur 2 U . si FH aseizme
encore lo sous-espuce de l'ecpace 83(0) des fonctions borndes
deng U , formé des fonctions admettant wno priitive, le th.1
sfdtond sans modification, um uillicwuat la proun.i2 du §1 . 93

on prond par oxemple pour U un disquo fermé, on voil comms ci-dessus
que toute fonction linite vmiformo de polymoxnes dane U sdiol une
prinitive cans U ; ces fonctions ne sont aulres nue les fonctions
¢ites holomorphes éans U , sue nous Gludierons om ddtail @ng un

Livre ulicricur.

5. Prinitives deg fomctions ropldes. L'espace % des Pomciions borndes admetb-

oy

tant une primitivc contient, d'aprés la prop.3%, l'espace % (1) des
fonctions conlinues dans I ; mais nous savors, par lisxeuple de 1o
dérivée & droite dc la fonction lx-a} (o ae€el), qu'il comtient susci

des fonciions discontinwes dans I . Dans cel exemple, il slapit dfune

fonctiou qui n's gu'un seul point de discontinuité dans I , ot gui sol
congclante dans tout intervalle oh elle est coniinue. Plus généraleucnt,
posons la dofinition suivanle @

Définition 2. uUn dib gulune forction veciorielle éfinle dens i e8t

une fonction eon eccalier si elle n'a gu'un noibre fini do wolnis de

gigcontipuité, et si elle esi conslauiec daug tout intervalle c& elle

osi continue.
s 3 o = suite finie stricte-
Soit }' une fouction en escaliocr, (C”l)ugi <n 1a puite finde siricte

ment creiscantc (e poinlg de I , telle que a =3 , o _=b les g, d'indice
8 O b g

2 a

tel que 1¢igi-1 6Glanl les poinic inldzicurs 4 £ , of ¢ osl discon-
= 2 ]

tinue. Damo ehacun des b intervalles }aﬂaiﬂ i (0gign-1), 1o

fonction [ est comstamie ; soit C; la valour qu'elle prend d
: in




) )\.3,
'a\j =

.

on volt done qu'en tout point de [a,b [+ f awe linite & droite, ot
en tout joint de )a,b) unc 1imite { sauche ; pour 0<ign-1 , on a
F(a +)= C 30 cb pour 1<ign , f(ai-)a C. -4 ; los valours de ?’ anz
o+l poinls oy peuvont maturellemont Ctre dmt:z.neto de 1g linite &
éroite ou do lu limilte & gauche de F eu ces polats. |

Pour que F sdmotte une primitive, il esl niecssoaire que ? oolt
partoul conlinpg & droite danc [a,b[, puisquiolle admet wnce limite &

droite en toult point de cet intervalle ; sutremeant dit, em doit avoir

F(&i)s C; pour 04£i€ n-1 . Mais cotle condition est avssi gufiigante

en offol, si oa d48finit la fomelion % dans I par les conditionp
suivantes : '

%(a )=0 , %(:{)a%(ai)-% Ci(z-e;) pour a;€zxge,,, 66 0%
on vérifieo ausoitdt que 3 ont une prigitive de £ .

11 ost clair jue log fonclions om oscalior contimuwes & droite dans
(a,b( forment un gsous-eupace vectoriel éd de /%(1} ; le th.1 nous
permet par suite d'afiimer l'em slence des primitives d;a toutes lez
fonctions appe.rtenant 4 1! adhérence é a de ‘g a dans ﬁ(l)g

clest-a-dire ies fonetions limites unifermes de fonctions em esczlier

eontinunes & droite. Nous allons earactérigser sulrement ces fobctlons,

Definition 3. On dil div gulune fonction vectorielle bornde dans I est

rérlés ei elle egi limito uniforue do fonciions en escalier.

Autrenent dit, si ‘é désigne lo sous-ospace vec.tcri@z, de
forné des fonciions en esealier, le 50UB-98pace des fonctions Tiglées
est 1'adhdrei.co ’g de @ dang a(l)

Inéoréme 2. Pour gu'une fonction bornée f définie daps I goit rdride,

11 fauli ol il gpuffit qu'elle ait une limite & droite en tout peint de

(a,b( et unc limite 3 genche en tout point de ’:ga,gb} :

5
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1° Lo cond Luon est nécessaire. Bn e"fet 5 Burposons que F€ g s ob
soit x s poiit ‘uelconme de (a,b( Pour tout s>0 il existo nur
hypoihéce une i‘onctzox en e.;caliar 3, telle rw.o ‘ F g “$ g ; af awire
pa.rt,-.g admet uno limite & druite su point x , Gone il existle y >x tel
C"m’ pour toui couule (z,z') de pointe de 1'intervalle }x,y} , on nit
g g(z)-g(z')’! £ & , b par suite “ F(z)- F(z'-)&g 3e ; cela prouve
que 1'imaze par  do la base do filtre for-dc 38 intervalles j x,g}
oh y>x , o3l ui :m»c, de fi.ﬁitz*a ¢e C~xuchy dans £ ; colte bagse de
filtre est donc conmr ente , Ce cui cz"aifw gue §3 a une liidte &

droiie au yo.e,nt % . Ou d ozzt ¢ de méuc que ? a une lizite & ;auche

en tout poinl de Ja,b! :

20 La comdivion est guliisante. Supposons-la remplie ; &tanil donné

™

£ >0 , pour lout x€I il existe uwn intervallc ouvert -V jcﬁfi [
contenunt X ot tel sue, dons Liintersection de I ot de chacun des

= : .
intervalies }cx,x g:,jz,dxg\, ltogeillulion de F soit €€ . Cowme I b
ot compact, il existe un nombre fini do poinls x; de 1 tels qus les

_in forment un reccuvroment de 1 ; coit (ak)o <k<n la suite obtenue

en ran cunt Gars 1tordre croisssnt les points de l'ensemble fini formé

des poinls a,u,X%;,6; oL d_ apparienanl & I ; daus toutl intervalle
zak,a,k +1 ( ? ‘a une ouseillation €& ; soit ek une de ses vaiieurs
(0<R<n=’€), En pocant g(a.k)- ?(ak) pour O0<Lkg¢n , et, pour tout
xé} 8y » 8311 ( %(x)-— Cp (0<kgn-1), on définit une fonction en
escalier g tello gue “3 - (% lg L€ .

Ou observera Lue si F oot coatinuo & droite dans Ea,'b [, on peut

modifier 1ézdrement le ruisonnement jricédent de fagon que % soit

eussi gontinue & droite dans fa ,b[ : en effsl, ‘dans chacun des intor-
¥allos gemi-ouveris {C‘k""kﬂ L (O<k<n-‘!) 1'oscillation de gi’ eal

z_;;lor,ss :.gs , ot on pout donc rrendre = g(ak)




Gorollaizo 1. Lifbn'se.';mo des poluts de discontimuits 4t
;ggm 1 ost dénozbrgble. -

_En effet, coit " une fanction ré*,loe , B 1'ensouble de mes points de
discont.’umit‘ sz- 1'euse ble «oe points de I oft 1'oscillation de £
est )1/:; ;jonn B= "i) B . O, 11 existo une fpnctibn en escalior
3, telle que ” F'?E Q?/?,n ; on en coanciut gulen tout point oh 3 est
continuo, ltoscillatior de F ost € 1/n ; dome B est contenu dans
1'onseible den points de discontinuits de ? » et oot par suite fini,

ce qui prouve que " estl d».’mo:qu’ale.

v

Corollaire 2. Une fonction puBériguc bornse ot aozzet@ne dans I os

z'a,{';ve. ; :
_#m effot, olle ailiet en Lout point de @,b{m@a iizite & dmiz,e ot

eu tom, veint de Ja,b_) uno lizive & gauche (Top.gén.,chap.IV, 3 5,

p_rop.l!-), ' } , }
Corollaize 3. Soiont [; (1<ign) n fonotions ré:lées dans I , prepast

respectivemoul leurs valeurs duns des esj :a,ces pormés E; . B1 g est

une application continue de sousg-eshace i ] } (T) de }TE ' dans
bzt
_un espace pormé ¥ , la fonction conposée =X —-73 ( ?1(2) gg(x), T ?n(x))

est réglde dans 1 .
Elle a on eofrel une linite & droite ¢t une 1limite & gauche en toutb

peint de I .

1l résulte en particulior de ce corollaire que les fonections gealalres

réglées dans I formen. un ampeau . _
Reunrgue. J3i £ ost une Pomcbion scalaire réslée dans I » 4 vune
fonction veciorielle ré;lbe dass un intervalle contenant £(1) ,
iz fonection compondie g «f nlest 'u;;-s:-m nécesualrsment rd lde »

danag I (ef. exerc. 2).
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Provogiiion 4. 51 f est upo foneiion zéplée @ffimie dans I , 1a
fonction! g définie par lee conditions 3.(::)= f(zr) pour z¢ (a,b[
9_1;. ?(b?a F(b), est une fonction ré&il go dans I , continpue & droite
dans (.;,b [, telle qus g (z-)= f(x-) pour tout =x G) a,b) :

En effet, coit | une fonction en escalier telle cue. || F-hlge;
on en conclut 4ussildt «:ét_m si on pose k (x)=h(xt) dans [a,b( et
k(b)= h(‘;.b); on a n3'° ku £e , ot [k ost unc fonction en escalier
continue & droitc ; d'eprds le th.2, 9 est donc continue & droite ;
~@'autre pari, on a 'k (x-)= h(z-), I £ (x-)- h(x-)ﬂg& e et
R %(x-)% k(xo)ng e pour tout xé] a,b} , donec gf ? (x-)- ?&‘x")ﬁé g 2

pour tout xé] a,b} , et comme & est arbitraire, §(x=)=g(x=),

on dit"pour abrérer que g eut 1a fonection ? rondue contioue &
droite dans [a,bf.

Hous pouvons maintonanl énoncer le th., suivant :

Théorime 3. kFour toule Affoncti_on F riclée dans 1 , et tout point %€ L

il oxipio une Josetion G Sl ube soulo définie et comtinug 1,

telle gue (x )=0 , adimotiani en tout point x de | a,b| nme dérivée

& droiic Gcale 3 ?(Jﬁ-) , et_en tout point x do )a,‘b} une dorivée &

gouchie 6rale & ?(x»).

En effo., soit §% la fonction [ rendue contimue & droite dans
[a-,b( , el soit % la primitive de ?1 s'anpulaut pour X=X,, primi-
tive qui existo en vertu du th.! ; en tout point =xc E a,b i , On a
g@gc' ga(x)z ?ﬁx)s ?(z%—} ,; dfsutre part, en tout point x é‘-,}@.,,bi.
?1 admei_uﬁe limite & pauchs égale & g’»(;«;a} ; donc (21, prop.9)

% g une dorivée & gauche g (a32) sf (z-).

Corollaire. Sauf sux points dlune partie dépombrable de I , la fonctio

: % admot _une dérivie égale & }?(x} .

1
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= & effol, venseb ale a,a'pointa _troiq ele'-ent.s f(x), f(xt)

et f(x-) me sont pas identiqnan eat. d& no.nbrable (cor.1 du th.2).

Remparguc. 11 ne fauurait. pas cro:lu. ue les fonctions réglden
dans I soient lc.., seul«w foncﬁom wornées dans I adrottant une
pricitive (cf. oxere. 3 et 4)
4. Intégrales. Pur abus de langare, _nous dzrona; encore, pour uno fonction
réclée F s gue toute v'primitiveie F '('xz-) est une prizitive de ye : toz;- |

tes ces prinitives sont de la fome ? + & (d élément de E). lous mous

bornerons désormais & 1t Gtude des pri:itives des fonctioms réglées ; la

pri: si*(.ive d'upne tclle fonciion f , @7signée par % dans le th.3, se

notera désormais ! ? ou j F"(-t')at ; la valeour de cette prinmitive
sy %

er un point m;elccn.me z€l se aote g’(t)d& ot s'appelle

: %g
intérrale de 1: fonction g‘ de xz, & x ; c'ost un élérent de 1l'egpace

noraé B . Si }a, est une jprimitive quelconque de g , on a identiquement

@) h@- k)= [ .

Le premier menmbre e celte formule s' éerit aussi souvent h(t)’

- Bemargucs. 1) La termmolog,;e ot les potations precedentes g%nt
: emprurit. os au Calcul intégral, qui couslitue, sous cortains de ses
aspecls, une ;<noralisation étencuc de la théorie précédente
(ef. Livre VIII). .

2) Dens la nolation j gj'-'(t)dt la "verisble® +© ne joue aucun
» réle : 1'6lément représenté par ce symbole n'est nullement fonction
de t , mais Dien de x ot X, 3 on peut donc remplacsr la letire ©
par toule autre leitre (de ;;.>réf§reixce vciiatinctc de x et-': x afin
_ diéviter touto éenfusion) sane modifier le Eaens‘ du symbole obtenu.
Nong avous coblenu ls Valeuz' ée 'L’intéz'-rale d'une fonction rorlée ?

(eutz‘z, aeux po:Lros fixcs X, et z) comme 1liiite d'intégrales
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(entire les nmiaes nonbres) de forchions en csealier. Ce proedds peout
slexprizer d'npe fagon 1Gserenont diffsronie ¢ supposons par exe1rle

xo<x » @1 appslonc pubdivision de 1'intervalle (xo ,x] toute suvite

e ) T 5 .y e Maye =
w!inilorvalles [xi,xi,HJ » de riunion (xo,xJ ; Oh (xl )},J. <ign est
une suilbo ciricterzont eroissa.te de roinis de (xo ,x) telle que %, =X

Hous apjellercas sommo de Riomans rolative & la fomelion'et & la aubdi-

vigiio:. fornée doa [xi ’xi-HJ » toute ox;ression de la forue

- éZb F(ti)("m'ﬂ) » Of ti a;purtiont & (xi,xi‘_?} pour 0<€ign-1 ,
=

On peut slore énoncer 1s ;mpggitio;; suivenmte :

Proposition b. soit ? une fonecticu
contenu ding I . Pour tout €20 , il oxiste un noabre p >0 itel gus,

reglée dang I, {xg 9:&} un intervalle

pour toute subdivieion de [xg,x) o4 _intervalles de lonruour <p ',
on‘ ait - %\:-% ‘
(5) H f,_f“‘)dt : i—;_g(ti)(x1+1"xi)5!‘\§ :
pour btouile somme de Riemann relative & cetie subdivision.
Er. oifol, soit g u%e fonction en escalier telle g e }! ? - 2 lé <€ .
X
On a i!f f(t)dt «jg,(t)dt llée (x»xo) d'aprés le th. dos accroisse-
, X, ' n-14
wents finis, ot H g F(ti)(xi*f-'i'xi)“ ;Z, 3’(ti)(xi~s~1“ 1)‘5@ E(K“,Xo) ;
= (4]

9
il suftit done do da‘ihoontrer 1 pmpositio?x lorsque gf ent une fonction

on eccalier. Joit (y,) = ia suite finio siriclement croissante
wellc que 7%, 9 ¥,7% , los ¥y inléricurs & Exong étant lesg
points e discontinuiis de f .

Pour touic subdivision de £10 ,.x} ou intervalleos do lonrusur < g ,
C.aCl: wog points ¥y arpartiont A deux intervalles an plus ; il ne
P9t wone y wvoir que 2m iwbervsllos dans lesguels la fonelion éz s0it
ﬁ," S 3 = Y0,
dinccucinue et pur suite non comsitante. Llexprovsion de g( t)at

(2

: x
montre slors que, si M désigne 1'oscillation de g dans . {xg,xj ,
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da diffsrecce ” j F(t)t.‘, - F(ti)(x 4 -xi)” ne peul excdéder 2milp
. b=0

1.1. suffil donc de ffrauare P < &/2mll pour obtenir (5).

c rollzi __1 F esg une fonetion re;g,;va dans I , on a
(6) jF(t)dt 1m 1 F(x + k 220)

.X"x gy_..-acon )
En effet leq poants x *k -=-9' (0Kkgn) définissent une subdivi-

sion de ( > ,x] en intervallos de lonspeur 1/:1 s Lendant donec vers O
‘dorsque n croit inddfianiment.
La formule (6) monire que 1fimtégrale do g de x, & x multizlidée par

le facteur -3;%-5{-— et limite de 1la moronns arithad i,:a,v ue d@e valenrs
*=T0

de F ern n points éguidistants n'aparte:«,m. L 3 Ez gz:} ; aussi dit-on

encore que l'expression —=—-§T g{t)dt es. 1s moyonns do lo fonciion
: o
? dans l'intervalle Exo,x} . o

. Yroprittés des intdésrales. Les ;ropriétés des imtdrrales des fonetbions

ré-léen 'ne aont auires que la traduciion, daans la notalion gqui leur
est propre, des propriéids des dirivées démonirdes aa §1.

By H‘premier ilou, 1la f‘ormule (4) montre cus , duels q'ue solent les
pointa X,5,2 dc 1 , on a '

(7) j {-(t}dt f}’(b)dt = 0

et

(8) ' j“t)dt +Jf(t,dt jg(z,)at

D'aprée les prop.1 et 2 du §1 , On :

(9) f(§+g>a ? f%

et naar tous scaleurn fixe k

'(«ao)v ' 'J&kg.‘ kjg'

Soicul mc l;‘t(}ﬂ'ﬁl‘t B F G trcin espaces normas cemplets, ( x ., ;M - E@z }-‘j

une :—::.p;g;licu.uu;. DilisGaire contirue de B x?V dans G . Soiont g?; ot 5,
doux foneliono vectoriellos définios ol conlinves dans I , brepant leurs

S0 : - L. : 3 ] E
volecurs dans et F rezpeciiveascni ; su posons on oubTe gue g; ot g
y
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et 4-0 i
2 aoient toutaa deax_pri li.tivea de foneucnn rg ,lves dans I . Dlaprés la

prop.3 du - §1 fbnction };(x)z {f (x) 3(3)] admel en tout point de
(a,b[uno m,rime a" droite 6yale A [f (x)- gd(x)J-z [Fé(x) g(x)]
chacdue des Jonctions {F 3, d} ot [ F 4 3] est une fomction 1o Q.}..ca
vd'ms I, ¢'eprds 1o continuits do Lx ]] ot le th.2 (lss fonctions
Fé ot ¢4 6tant prolonpbes de menidre guelconque su point b). On en
déduit 1a forwle

(11) L[f{t) g3(¥)] at -Effa) g(w]g h_hm g(t)|at

dite fomule af 1ntéat 0 par ties y qui pemet de celculer de

_'aombreuaes primit uwes .

Par vzeouple, la formule d'inidcration par pariios donmo la

ft,ff(z)m = t‘-(t)l f?(t)@z-,

el rasdne done l’m 8 llautre 1o c\xlcal don prinitwaﬂ des denx

formule suivanie

‘wnctz.ons F(x) ot xF d(x,)
: Tmuulsons maintenant 1a fornule de dérivation des fouctions composdes
(§1 ,70D.4 ol 6). Soit £ une fonction scalalre ddfinie ot continue
dans I » el qul solt prizitive dfume fonction rdplée.goit d'autre part
3’ une founciion veclurielle gontinue dang l'intervalle cempact i‘(I)
' sl h dssigne une primitive quolcomgue de 9 , h e@mot en tout point
| inte,muur & llintervalle £{I) unc dérivie égalc & 9 & lforigine de
- 1'intervalle uns dorivde & droite Gonle & g, y & 1lloxtrdinits une dérivée
& gouche Gralo & 9 ; il en risulie quo la fonction composée hof
aduet en tout point x de [a,b( une dérivée 3 droi te bgale &
g(f(x)) 1(x) ; cette derniére fonclion est d‘ailleur réglée dfaprds

ie th 2, el pur snite on pcut éerire la fomule

(12) f%(f(t))f'(t)dt j g(u)du




- 41 -
dita fomule dn. cluaggment do variablg . qui faoilite e;rala:lent le
caleul des primitives. -
Si on prend pa.r oxe: Lple f(x)-x _, on voit que la formule (12)
ramdne 1'un & l'autre 16 calcul des primitives des fonctions
?(x) et xg(xa) . '
Remargug. On peut étendrs la formule (12) au cas Oh on sui 088
sculement que g esi une fonction r¢slée gquelconque dans £(1) ,

Buis on supposant en cutre que £ est gtrictement croisgantie

dsng I; va offot, h ddsippant toujours wne prizitive de %,
h-f a encore en tout noint de [’a,b{ tne dérivéeo & &mité
6eale & }Lé(f(x))f'(x}% {§ 1,prop.6), clesi-4-diro &

' ,g(f(x)i-)fé'(X) s goite derniérc expression n'esi autre que la
linite & droite de la fonction %(f{x))f’(x),, et eoite fonetion
oot roglée, done on a encoro la formule (12) (en peut montrer
d'aillourq cue la formuls (42) s'5tond aussel on cas o g eat
une fonection réglée quol< zonque, ot P une prz'.rs.a.uve d'une fonetion
_reglée gquelcongus ; of. Livre VIII). -

Tfaduisons enfin le ihéordme des accroissements finis sous sa forme

génera.le (&1,prop.17); on obtient la propesition suivante :

Proposition 6. Soient g une fonciion vectorielle zd:lée, g ume fon@tien

scalaire rplée oL 0 , définies dans I . Quels gue solent les
peints x, ot x de I t;;s_gue X,<* ,98a

X
o | Pl < [ [Foolsom <l o
Cels rosulte de 1a PTOE. 17 du (1 appliquée aux primigmves des fone-
tions ? (x)g(x) (qui est zéglée d'eprde le cor.j du th. 2),
!/ g (=) /! glx) ot elx) (ees deux dernidres pz'imuves étant erois-
santes dans I d'aprds la prop.i4 du g1).

Bn particulier, pour g(t)=1 :
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3. Corollairo (théordne de la moyenne) Pour uouve fonctmn vectorialle '
_I:Qg;@ﬁ,defmisé'xrsl,g gnuvr:( '

, (14) I f f(e)at ”sj”fgt)f at € "H{ (x-x.) .

- On peut d'aille.a.rQ, dans lec formaules (12) ot (14), rempl wcer 1a
norme ”Fﬁ par sup ‘p(x*')”

Lorpgutil a'azj,it de fonciions réelles, la prop.13 du §1 pormet de
préeiser le corollaire préesdent de la facon suivonte : '
Proposition 7. 3Joil £ unc fonction » 1.
g__maz.n;‘ fx.),Mssugf(z),ona,_ ,
(15) n(b-a) < J f?’m)d < 4(b-a)
gaul lorsque £(xt) est c.ans‘a; wte dans I aujuel eas loc ircis menbraes

ge (15) gont ézaux. |
Zn d'autros termes, la moyopne de la fometion rdglée £ dans |
1'intorvalle Ea,b] eal conprise entre les bornes de £(xt)
dana cet intex'valle. .

%rolla;re i. 31 une fonction rd; dée réelle £ est telle gue 2(xt) >

__z_t_z_x_g l,ona jf(t)dt)ﬁ sauf si f(x-h)_o dans I .

Corollalm 2. Sownt T ot g deux fox‘ct::.ons réelleg réglées ds~finiaa

dans I, telles Gue g(x)70 darg I ; gi m—-inf £(xt) ,

ll =, 20D f{xt) , on a o

(16) j?(t)dt /f{i)g(t)dt fgqt)dt

Leos doux premlers Tmembres ne som, &raux que ai g(x+)(f(x+)-m)=0

dens I I , leg doux derniers gue si ,S(Xi‘luf(x‘f‘)-lﬂ)zg dans I ,

6. Intérrales impropres. Soit I un intervalle gucleonque de K » Tinl ou non,

3 : # - — 7
aforisine a et d'exirémité b (a ol b appartenanit & R ). Soit F uvne
fanction veclorielle définie dane I , prenant sos valeurs dans un

3 i . ﬂ
eu« uce norme coaplet B , ot telle gque lo rostriction de r & tout

intervalle compiet Jc— I ooit une fonction pdrlde dans J ;
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d*eprds le th.2, il revient aun mémo de dire que [ est bormée sur

Ytout intervalle compact contenu dans I , et admel en tout point

intérienr £ I unc linite & droite ot ume limite & sauche (ainsi gu'une
linite & aroito au point & , 61 a€l , uno limite & gauche au point b ,

81 DE1L) ; nous dirons enmcors gulume lello fonction esi une foneticn
r3gléo dans 1'iatervalle I .

- Remarguons maintenant que les intervallss compacts J<C I forment un
ensemble orconns filtrant k (3) pour 1= relation < (#) , car si |
[q., 33 et 6;5) soent deux intervalles coapacis contenns dans I , et
si A = min(a,y) , g = max(f, § ), llintervalle ﬁ\j: < g.j

contenu dans I el contient lss deux 1nterm3,lle° congiddrés. Pour tout

intervalle compact ig. ‘3} & 1 , nous désignerons par S I

1'intégrale j gft)dt ; on définit ainsi une application J —» g
R (1) aars B . |

Définition 4. Ou_apoelle intdgrale impropre de la fonclion g dans

ltliptervalle I {ou eimplenez:zt intépgrale de gf dans I) et on désisme
par la notation f f(t)ar ou j £ (t)at , la limite, si elle
existe _de l'application J —> g. smv‘mt l'ordmma filtrant }{ ().
11 revieni aun néme de dire que l'iniégrale J[ g(t)dt est 1la
linite do f F (t)it 1lorsque le point (x,y) tend vers ie point

(2,b) € R ; en restant dans l'ense;mle ixI
Par sbus de lansage, lozsm;.e 1'intée r'xle j ?(t)dt cxiste, on dit
%

aussi que c'eusl unc intézrale converper te

( %) Rappelons (Eng.B, 26) qu'un ensesble i decgartlms de I est Piltrant
our la relaticn < si, quels gue soient X & , YES | il existe
Yol aque ACZ, Yoo & ol a%fx dési ne la partie de & fornée

deg Y€ & telc qgue ¥YOX , les 5 forment lu base d'vn Filtrse sur

, dit filtre aag sectiogus de ,)L ; la limite (si elle existe) diune
applicalion T ¢e 2 dans un espace t@p@lm'z,wueg suivant le filtre
des secticus de &, , csl encore dite limite de £ suivant 1leusenble
ordonné filtraul S (cf.Top.gén., chap.l, 320 ol 6, et chap.1V,

&b, D 2] .

g

s\
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Romarque. Lorsgue I est un intervalle fini, et que £ eat une

fonction bozc'née-6 et réglée dans 1lfintervalle compact Ea,b] i

1%intégrale ‘L F {(t)at est Svidemment linile de S 3 mig_ant |
itordomn: f£iltirent .k(l}) ; ce qui justific la notation f F (t)as |
duaas le cw} général ol getic inté{-:ra%’e impropre exialto. - |

= :
kxomples. 1) L’i&tﬁg:;rezl& % at eat conver-enie el
1

6ulo & 1 ; car ij 3. =

% ) L'intd- rale [ ?—% est converseniteo ot 6ale & 2 ; car
[ 85 =200- .

5ﬁ%oit »(“"n)ngﬂ vnc svite de points de B , ot soib éﬁ ia fonec-
tion en escaller définic dans llintervalle {’% 3+ Q@{ par les
cixgi tions ?(x)s &An povr n&€x<ntl . Pour que l'intécrale

L ?(t)d’t polt convergerte, il faut et il suffit que lu série

de terne général u‘n soit converpente dans ¥ : en effet, on a

W Mn-1
: J g(t}dt = Z L P » donc la condition est ndéceossaire ; récipro-
5 . p-t .
quomanl, si 3.:;' gérie (u, )nﬁcnverge - nl}gm w =0 ; or, mi

n {x<nt1 , Vé f(t)g.ot = %liw!,+%n(x-n) donec ceble intdrrale
8 bien pour limite %% u.._‘ lorsque x tend vers + oo _
La propocition suivante esat t;m, consiquence ¢e ls déf.4 ol du critére
do Caucky, B &laul gomplet par hypothise :

Propogitiosn 8. (critore de Cauchy pour les intégrales). Zour guc 1%ints-

gralc imjropre de 5'3 das 1lintervalle I exisie, il faul ot il guffit

xiclo un intervalle compset J,=[a,8] I

. que, pour tout £>0 , il e

tel guo, ypeur iout intervalle compact Jos{a,s%]g;i tel gus, pour tout
intervalle compuct X a[z,y} conteonu dans I et n'ayant sucun point

r#
intéricur commun avee J o » 9B 2lt j ?(t)dtv,
o = X ' ,
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- En effet, le eritdre de Cauehy ﬁontra que, pour que l'mtewmla
j f (t)at soit convergeut.s nfzmt at 11 cuffit qu'il existe un inter-
vallo compact J_ v-@,ﬁ) ﬁel qma ﬁour:' tout intervalle compact J conte-
nant J, » on alt
I J; P(z)aa z f F(t)atl
fn particulior, B.I. xge est ucma_I , OB aura }E ?(t)d‘ B‘ e , dloh
i x{y<a , “ F(L)dt ”(25 ; on voit de meme que si B < %<y
on aii F(t)dt r € 28 . Réciprocuecment, si pour tout imtervalle eompact
K= x,y] n ayant aucun point irtérieur commun avec J,» ona
f ‘ (t)dt s pour toul inlervalle cozpuct o ag&ﬂa contenant Jo 5
en aura g}j ggt)dt j?(t)@t , dloh v
”‘%j ?(a)m’, - gét)atg ngﬁ(t)m; ‘rj HE }mg < 26
Bxemple. Si l”lntervalle L oot fipk, ot si 1la fonetion ’éﬁ est
~ bormée dans I , 1'intégrale j; F(t)dt existe, car on a dlaprds
le th. de lu zoyenne
%f P f F“(a-a) , éj?(t)&t gfg’; (b-8)
et 11 suffil donc de prendre a-8 ot b-f assoz j;e:ztii.a pour que
:v.io critdre we Cuucl':;,; soit satinfait.
Sj. c est un point intéricur 4 I , la prop.8 prouve gue si 191%@@?&16

é
j ?(t)dt est coxxgergenfe » 11 en est de m8 e des intéyrales
v[fg.’(fc)&t ot j g(f)dt - 62 on a @ -

(17) . j%(t)dt = L §3(t)dt +/£ § (t)as
(47

comme on le voil ern passant & L linite dans la relation

f? (t)at ag/ f (+)at +f f(tlat .
x et v sont unuxxpomtq de lﬂ intervalle [a,b} doe }? tels gue y<x ,
et dont 1'us au aoins est mautz. ue 8 aoub , on ;ose oucore, par
dsfing uion, [ f(t}dt -»J’ - (t.)dt. Avee ecebio conveniion, il risultse
de (17) gue, xurslr gue solent le,. points x,y,z do 1l'iniervalle sag%}}

on 4 encore




£ =
(18) ]F(‘u)dt -i'j F(t)dt +j F(t»)dt =0 . _
F est r"j.éa dens £ , ot si chaczmo des intdérralos impropreos
j f(t)d"' et f F (2 )dt %ﬁ“w il résnlte inversement du critére de
Caucl.: quo 1'1ﬁbexrake F(t)dt oxiste, ot on a maturellement la
forzule (17). ; |
Cciie propridté comdait é.‘g;éméralmer sncore la difinition de
1tintd;rale de F dang Ja,b ('llorsa_ue 1'on surpose seuleont que
53 cust roglde dans chacun des inlervalles guveris agcg et jc bf
et que loo doux intdgrales iupropres j‘?(t)dt et {gé S )dt
exisiont ; on ¢éfinil alors 1'inid 671“3.16 g (t)dt par 1. velation
(17), ot on vérilic aunsiill que j g(t)@t oxXiste guels gue
soiciy les poinis x,y, de E:}. b'} , et qu'on a la relation (18).
On ¢tend immcdlatement celis définition au cas ot il exisle une
guite {inie s.ricltesent croissante (ci)() <i<n de points de Eagbi -
tello yue ¢, =2 , ¢,=b , quc dans chacun des intervallos ouverts
Beivciﬂ ila fonction F solt réglde (O<i $n-1), ot gquo chaocune
des intégrales impropres j ‘MF (1; )it soit conversonte.
Gn pose alors f f(tra .5 f P vyas .
-~ 0 6B ¢ 2
si 1'intégrele impropre ds j. dans I converge, il oz esi de méme de
collc do k,g pour iout sealsire k , at, on a

ja k. f (L)at = k. f Ft)at

51 2-1 ’ 2 pont doux fonciions rl ldes duns I , 1l en est de méne de

leur somme éf ; 81 1'intézrale dmpropre de deux des fonctions [, [y, [,

converre, il on est de 18me de 1l'inlégrale lmpropre ds la troigiome,

et on o p ' k! 7
i n
| e j f e+ | (ot .
ke 49
La formule Llhmlmframun par parties (formiloc (”F}} e géndéraliss de

néme sux intdzrales imcropres : i1 fanl y supposer
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dans I , prinitives de fonctions régléea dans I ; si on désigne par

U? 3:” 1a l:hite (lorsqu'lle existe) de [F :“ loraque (x,y) tend
vom (a,u), 0. voit Guo a.i deux des trois expressious E ? 31 5

j [F(t) 3(3”)]‘1%‘ ] [F'(t) ?(ﬂ]dt existent, il en est de ménme

de la ’croisiéme, et on a

(19) f[f(t) gd(w]at; [F 9]' f[]—’d(s;) 9(s)] at .

Enfin, aoit f une fometion sealnirs définie et continue daps I prini-
tivo d'une fonciion réclée dans I 7 80it d'avire part 2; une foneciion
Veciorielle soniinuc dans i'intervalle £(I) ; en poasant & 1a linite
s a la relation (12), on wvoit 220 sl 1'uvne dos Jouz ints oralos Lapropres
f 9( F(t)) Faltlat /{( %}(u)dn est convergente, il en eci de
ndue de 1'autre, ¢i olles nse% ézales. ;

Co résultai s'étend dfaillours, par le méme raisonna: ont,
loragufon suppose seulerent j réslée dans £(I) J, Baie ¢
strictenont croissante dang I .

._Inté raies dmpropros dc fonectiong positives. Promsiticm 2. Boit £ une
fonction rés1Ge réells et 7 0 , 86finie dans wn iptervalle I de K .
Pour ¢uo l'intisrale impropre de F dans I soit converrente, il €ai
et i1 suffii quo l'ciasible des nombres / Jf'(t)dt s0ii majors,

iorsgue J purcouri 1t engezmble des iuntervallos compacts contenus dens I :
Ww

1'intéerale f £(t)dt osi alors 1o borre supirieure de cei engemble.

kn effet, comne £ 30, la relation &< gt entr fne e, g By

i'application J —P8; .8l done croissante, ot la proposition esi upe
conooguence du Lhlordms deo 1n limite monoione (Topn o £0R. , chap, iV g

‘5}5, th.2),

Lorsgue 1'apilication Jd ~»8; 1 nlost pas bornée, ells = pour iinite

+ 22 guivert 1'ordonad £iltrant k (1) ; om dit aloes » PAT exlousion,
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gue l'inlésrale ,} £(t)at existe« encore ot a pour valeur + o¢ . Les

proprictdas dea intd; ':mlcs mpropres vt.a'blm.., ci-desoun s'dlendent
(lorsqu'il s'asit de z‘onctiona }"~

qui interviennont doas cea propriotoﬁ' Bont infinies, pourvu que les

2 cas oh cortaines des intéprales

relations ol elles 1ntervmnnent p-u'dont un sens.

Propos ition 10. (prino:.pc de com ut‘aison) Soicnt £ ot £ deux fonctions

E. c¢og >0 , définies dang I , et ,tellcs aue fgg . 5i 1'intérrale
im; ropre do g dungs I ogl converﬁ unteJ il en est de méue de 1%intdrzale
imgrggre do £ , ot on a ij(t,dt < jzg(t)ut
mtcggqlus ne pouvent 8tro égaleg que gi f{xt) = g(x’*) en tout

p_oint gter.teur 8 i
Bn cffet, pour toui intervalle gompact d= I , on = j £{t)at <

/ glt)dt ; comms J{yk,(t)dt < Ig(t)dt, 1'intécrale j gfé’@}d“; reaste
bornée, donc 1'intégrale de f£ dems I oot convergeate ; on outre, en
juosart 4 la limite, on a f pf(t)at < Ig(’(‘.)cl’t, :

Suiposons e outre qu'il exisie w: point x intérieur & I tel gque

en outro, log deux

f(ﬁ).{.b(m) , eb s0it (c,d] un intervalle compact non réduit & zm
peint coutonn dang I el tel que xe[c d) ; on 3 j{ £{t)at <j 56:@}
(@or 1 de 1la J'Top. 7), el comme dlautre part _

[f(’c}dt <j glt)at et/ £(t)at g(t}dt dﬁapreué@@ qui précdde,
on volt en ajoutant membre & nemwbre quﬁ j £(t)at < ;{g{‘?")@t ;

Cet e propogition fournjt ic moyen le pius fmquemmeﬁt @mpigvé pour
déeidor i une intécorale improprs d4Y ane fonction £ )Q est ou non
counverentc, on gcomparant £ & une fonct:.on plus simple g , dont om
soit dojh si son ividsrole esi ou nom convorgenle ; nous verrsns au
chap.ii: commont peul so feire, dans los cas lee plus importants, la
Tochoreuo de cos fouctions de eomparaison, of nous en déunirens les
eritércs d'ayplleation umislle pour 1a convorgenee deg intdppalos

dasrorrea el log sorion.
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8. Intdérrales aosolumozw cgver,*,antes. Danmgion % . Un dit gue 1l'intdgrale
impropre d'unec I'onct;on £ = ;ﬁe F gggg intervalle I eat cboolument
onitive = —s || f(=)}]

conversentc, ni 1'ini ,
dana l'mtcrv.).lle I as§ conve%ante.

Proposition 11. §i 1%ints dnproprs de ‘- dang I est absclusent
cogyer onte, ollo oal ganveg-;ante, et on a

(20) I J; fcorae || < f o] as

En effet, rour toul inlervalls compact JC I, on a (nrop.6)

(21) !} Fuyas | < j I Ecerlf as

#i 1'intégralc de la mncticn tosivive = "?Egg {z} st convergenie,
~ pour tout €>0 , il eoxisie un inlervalle conpnci *%gp- /f; conteny dans
:1' tel que, pour Loul intervalle compact fx,y} cgéﬁ@m dans I et
n‘ayant aucun point intdirieur conmun avee (@,ﬁ} on ait
j gg?(t) i dt e ; on ea tire “f F (t)dt[!< € , ce qui démencire la
Aconvergezzce de l'intégrale de F dzms 1 ; en passant & l1la limite dans
(21), on en @éduit alors 1'indsalits (20).
Corollaoire. Soitl F foneti i 166 ot bormée dans un intervalle

£i g oot une foucbion r8plce » 0 duns I , leolle guo 1fintd raic

7
ivpropre de g dans I goit convergentu , 1%intécrele de 1a f@:z }g
daog I epl sbsolument conversente, el si on pose fi gégx gup gf g: H}gg -
on a
S {39 ]
(22) | fz-f(t)g(t)dt | <lIF] /zg(t)éfe ;

En effol, on & ggg(x)g(:ﬁ;) lg<§ j:.g(;’;), eo qui, en vertu du jprincipe
de comparalson, prouve que 1l'intdégrale de gzg; dans I est absolmaent
convergente ; 1'inésalite (22) s'obticnl en possant & in limiie dans
l'lnpg,allua éj g (t)glt)at !!4: {[Ht "ng("i;)d"L ; valoble pour tout
intorvalle compact JC I (prop.5). '
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Beiiarcue. Une in»enraln 1mﬁropre pout naturclleneut Stre conversente
sana 1'Giro shsolumont, c'est co fuo monire l'exemple de la fonection
en oseslicr définie ¢n: s 1'6X6W910 3 du n° 6 , lorsque 1a edric (ii—n)
eni conversonte sacs Ltru dbaolumeno conversente. ‘
Zxcreices. 1) Un conalderc dats 1l'espace EB(I) des fonections
veclorielles bormées daus un intervalle compact I , ls sous- espnce
5F'formé dec fonctions F agunt la propriéité suivante : 1l existe
une founclion vectorlolle -coniinue % dans I el upne »artis ddnom-
brable D de I (deﬂendant de F ) tels gue, pour tout x inidrieur
& I ol n! Appurtenanb Pas & D , g.admeite unoe dérivée égale 3
f(x) liontror que 5’7 est un sous-espace fermé de B (1)
émeme raisonuerent que dans 1o th.1, en comsidérant umo suite ds
Caunchy dans %F’, et utilisant ll'exerc. 5 du § 1).
2) 5i £ esi une fonction scalaire continue dans on intervalle
gcompact I , g une foxiction ré;16e dans £(I1) ; la fonctlion composéds
gJDf n'est pas nteessairanent Tégléo dans I (prendre pour 9
la fouclion sealaive sgn x ).
3) ilontrer que la fonction égale & gin l pour x#0 , & O pour
%=0 , est la dérivée d'unc fonction continue dans R (intégrer par
partios 1'intdgrale impropre [ sin dt , en remarguant que la
fonclion xas;n ; aduel uue duriVee en tout point). ,
£n doduire quo, si g(x,u,v) est unc fongticn continue dang le
cube d:ifini par |x| g 1, jul €1, |v]g 1, la fopetion égale

& gix,oin 4

s COS %) poar x40 ', & g(0,0,0) pour x=0 , est 1s
doérivéc d'une fonction comtinue dans ]-‘3 ,ME {avprocher unifor-

Lément £ par un polynome sn X,u,¥ , et aspliquer lo th.1)




= b=

= 4) iontrer ue. 1“ foncuz.on e,g-ale e* S —-—T--' S ) pour les
= e . ain % :
_ Auleurs do x istineton do -515 (n ontior #0) ot do 0 , et & ©

- pour les autres v:zlc,um de x , 6st la dérivée d'une fonetion continue
dons R (an vomin‘:wo dge X = -1-1-!-,-{ » faire 1le cha,ngsment de variable

X = e ooy °b utiliser 1'exerc.3 ; & l'aide du méme change
ment. de varmble ; inontrer qu‘ il exiate uno constante a>0 telle que

En-1)7T ( a

gin ( —
i c:in = ;5
Gre)it & :
En deuu;;.ro uue, si on pose g{x) lim j sin (-—--=-=s§===) at ,
e 2 - . : ein % ;

€
g admet pour x-O une deriVGe nulle ) -

5) Soicnt @ et B deux nombres réels finis tels que o< £ . lontrer
gque, si y et 3 soxi’i, deux nombres iels gue a{*ygg? < B , il existe
une fonction scalaire £ , (8finie dans un intervalle }0 a} , ne
prenanl gue les v;aleﬁrs @ ot 8 , itelle que, dans tout interva}.},@ ‘

(e,a} (e>0), £ soit une foactmn en esgalier eL que, si on poes
A e

elz) = f £(t)at (intégrale impropre), om ait

) : 5 ' :
lim.inf )-2(0) . 1—98 .gup, ..EL’Q:&‘LQ;Z =3
| > =

X‘?O”’:{}Q X Bx>

(prendre pour g(x) une femctwn dont la courbe represaxxtati?e est
une hgne brisée dont les colés comscculifs ont pour pen‘tes et B,
et dont les sommets so wcvvent aiternati?@mant , o0oit sur les
droites y=yx , ¥ = =dx pour Y# 5 , 80it sur ls droite ¥ = vxX et
la PdZde.Le 7 = yx + z° g;ca.;?/_ S =v ). - ‘
Par 1s mtue méthode, mcn'brc';z; nue si & et B soni finis ou pon,
il QXivﬁuC w.e fonclion scaiai;z"@ T définie dang :@@sajg , telle que
daps tout inturvallc Ee ag y £ soil une fonclion en as_c'alierg que

53.&%@,11;1;, i*zpmpre g(x) [ f(t)dt exisie, ot qu'on ait
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lim.inf _A'LJ.C.}::E.LQ).= a , 1im.eup &(x)=p(0) _ ¢ |

X=0,x>0 x=20,x>0 x
6) G concidire 1a fonetion sealaire £ ddéfipio dzms]e,‘i} par
les condltioun ~ . :

f£{x)=tt pour 52-};5 <z€ -3;-};5- ; £(x)=-1 pour ;%Eﬁgxgjém
L'intégrale i:propre f xf(t)&t n'a pas de dérivie a glmite au point |
x=0 (exerc.5). Monﬁrerégﬁil existe deux fonctions g,h,’ rériées dang
)0 ,1] -~ iellfs quse f(xl:g(:i)t {x), et que chacune des ihtég:rales im-
propres / glt)dt , j h(t)dt admette une dérivée & droiteo su point
x=0 (civiser lfintégzo'alle} 2;%_.1 ; ;u ) en 2 intervalles

&.oux, ot prendro sliernativeasnt p{z)=h(x) = g}'f(x) -

g(x)=n(x)=- V} £(x) dans deux iutervalles comsdoutifs ; opérer de

b
méne dans 1 i =13
= E -2nt2 ! '2;:1-:-*;) -
7) Soit g’ unc foncliofi r&plée duns un intervalle compact I ; mon-
tror quc pour tout € »0 , i1 oxistec une founction % cont inue dans I ,
telle que j}: ﬁ ?(t)-g(t)f’ dt £ & (se ramenser au cas oh f eot
une foaction en escalior). Tm déduire su'il xisbte un polynome F
tel Gue j “ ?(t)-'i@(t)g at £ ¢ .
I |
8) Soit ? une fonction réslde dans Eagb}, pronant cos valours
dans E , % ut.c fonction résliés dans Ea.,c} (c >b) prenani ses
valouzs dans F , (x%X,y)-> g‘,‘%eyj une application bilinénire
continuc de L xT dags € . Hontrer que  ,
ﬂ;v i : Z :
im . a5t at = 1) ¢ "«i;}eit
hg@éﬁboi{wz 3 (s w] j;E?é ).g(t)] at
(se ramemer su cas od ot uno fonction en escalier).
9) Les a7, othises élant les wfmes quo dans l'exerc.8, montrer que,
pour tout €70 , il existe un nozbre sy 0 tel gue pour taute

suudivision de {mel} ] on intervallou de longueur <P , 0oneit




Soy o

& > | |

I )b [F(t)' ﬂ(t)]dt = é [F(“1)° 3‘('1)]("1-14"1)" <°
guels quo soiont, pour chajue indice 41 , les poinis B3,V tels que
€U KXyuq » X SV, €%,y (o0 ramenor on cas ok £ ot G sont
desz fonctions en escalier).

10) Ou dit gu'vne suite (xn) de nombres réels appartenant & 1'in-
tervalle {0,1) est ézaloment réyartie dans cob intervalle si, pour
tout couple de nonbres a,p tels que 0€a<Bg1 , on a, en dési-
goant par 9V (e,B8) le noibre des indices 1 tels que 15i<n , ot
agx <6,

| 9 p(a,8)
ni%;

Montrer qus, sl la suite (xn, esl é'a.le"uani, répartic, et si ?
osi vnc foanction r?;rrlée dans [0,1] » OB a

: £

(2) plm 4 zr(x).—- Fedas

(se ramener au cas ot § &t 6 fonctin oo escalier). Réciprogue.

dontrer que, pour cue la suite (xn) s0it egalement répartie, il

faut et 41 sulffit que 1a relation (2) ait licu pour toute fonction P

appartenant 4 un ensemble partout demse daus l'espace <£ (1) -des
fonctions nuadrigues continues dans I . V '
11) Joit £ une fonciion secalaire croissante et bornés dans
ltiptervalle Ea,b) 31 on pose 1/
r(n) = —‘3-'-2 £ £(atk »—-ﬁ) - ff(t)@:&;
(£(v)-2£(a)).

12} Soit [ une fomction vactorzelle continuo dons I = fa,b}

nontrer q&’on a r(n)

ayont daus Ea,b{ une dérivée & dar ite réglée et bornde. 51 on pose

rize) = g f (aik l?:ﬁ) - Lf(t)dt
nontrer gu’on 8 nl._j_.’gzmn r{n) = b—a (f(p)- Fla))
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%

(exprimer 7(n) sous 14 :.orme Z / ‘?F (xk 5 E F (L))it on posant
n-atkl), - - e
13) vonnor un exe ;ple*ne fonct:.on sc‘ﬂ.&dre eroipsannie ot bornée f
dans [a,b] te.lle ;ae nr(n) ne teuao pas vers .b' 28 (£(b)-£(a)) lors-
que n croit wus;finimnt ( prané‘ro paur f 1'1 13 2ite dfunc sui to doerois- 5
sante (f ) dc functiona eroissanton uon& los courbes repriseniatives
sont des lignce brisGen, tollos que

£(atk -2 f(a+k ) pour 0<kg?2
et ” .
{(b-2) £ (ai—k --4 2n ff (t)dt; £ b-a)(f (b)- £ (2)) .

14) “oit F une fonction roplée dans un imcrmlla ouvert borné ju,bi

n

telle qu'il oxisle une fouciion acala:lre £ » docro;éqsaﬂta dans }a,b{
telle que Ef(x) ﬂ gg(x) ) ot gue lfintégrale ] gl{t)dt soit com-
versento. liontrer Gue . \"(n) (exerc 12) tend vors © lorscus n croit
indéfinimeri. Plue w:&.mlemt ai (e ) o=t une suite do mombres >é:s

tendani vers 0 , 6t telle me inf €. )0

nl-j;'i» i f(a.i e, +kb" ) = j P (t)as ,

’on LTS8T DLl Ul OXeL xglu qae ¢os r..ialtats peuvent tomber ou défant

lorsqu'on suppose 1'111&.&,1‘&10 / F(t)dt absolmeno convergento, mais

au; il n'oxisic pas de fomction décroissante g > ﬁ}’g el telle gue
g(t)dt ooit converszento (domner & m los valcurs 25 )

Mbis) svee los afhes h;rpothéses quo dang lfexorc. {4, nontror 46

110 1 ; (-1)F £ (ark b-a .
D00 2

15) Soit f une fonciion rdglds dcma un intervallse }aﬁ* c@i y telle

qu'il existeo une fonection sculuire g décroissante é«gxs Ea,w o= E

telle que I f(x)] g elx) , et que 1'intégrale g(t)at soit

cez:mrgente. #oniror sjue la adrio Z f {ainh) est abﬂclamem

rESs
convergenic pour tout k0 ot qu'on a lim h( ?(@am&?})”f r(t)ag,
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16) ~»o.w.t f une fonction veetoriolle continue dans (a,b] , admet-
tani uno dérivde & droito rd, _,lfc. .lma [a,b[ s 6% tell: que

f (a)= f(b)..o Montrar aue

I [ F et | Q&“’- o5 e [l F 3=}

17) Boit £ unv fometion réellu ecombinue » sirictemont croissante
dons wn iniorvalle [G,a) s et tello cue £(0)=0 ; soit g sa fonction
réciprogue, définie dans l'intervalle (O,f(a)} ; montrer que, si
0<x<a , O(ygf(ax) , Ona

xy - f £(t)at - jg(t)dt €0

@

1%égalits n'ayant lieu que ai y—-—-f{x) {Studier les variations au
premior membre en fonction de x , y restant fixe). En déduies que,

pour xy0 , y}(} » P21 , p'=pf(p-1) , on =& zygaxp + bypg
8i a»0 ,b»0 et (pa)® (p'd)Pp1 .

18) Soient £ et g deux fonections sealaires régléos, dofinies dons
un intervalle coupact [u, b} telles que g soit ddercissante et go
dans [a,b] mmtrei qu'il existe un point ¢ tel que age <.b et

ji‘(t)g(t)dt sla) /f(t)dt ‘
(Pdeuzidme tnsorime de la a0yerpe® : @e ramenor au cas o& g esb une
fonciion en escalier, el raisonuer alors par récurrence sur le
noubre de points de discontinuits de g ).

Avec los mimes hypothéses sur g , soit g’ une Toncltion vectoriclle
réslée définie duns [a,b), et preonant ses valeurs dans un sspace
norzé complet B . Soit X 1l'ensonble convexo famv dans £ , engendrd
por 1'encomble des valcurs de l’mtebrale j f (t)at ; +0TSgue %
parcourt Q&,b} dontrer que le point -’W jg £ {tiglt)

th

apparticnl & K (pour tcute forme lindaire conitinue u & » eppli-

z'
é’”
quer le deuxiéno thé oTdne de 11 no;,«ezme a 1'111%;*1*@1@ j u( £(+))e(t)at)
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2 & 3. Dérivées dlordre supérieur.

' 1. Dérivies dlordre n . Soit F une fonctiop veclorielle dtune variasble réelle,
continue e. ujrivailo donc un intervalle ouvert I . 8i la ddrivde F :
est contipuc duns uu voisinaze de X, & 1, et eviot en co roint une

dérivoe promilre, cotte dirivde e:t appelde ln dirivée seconde de F

au point X et pe note F ”(xe) o ° F(x O). i eq:,tu asrivée seconde
existc eu tout point de I , x -‘-,F(x) st une fonetion vegtéori@llo
qu'on désigne par la notation F ou D?‘F . Por rocurrence, on ¢éLinik
de méme la dérivée n-éme (ou dérivée dlordre m) de f , gu'en note
F (n) ou Bn? : par d6finition, sa valeur en un point x, €1 esi dgale
& la dérivée d.é 1a fonction [ﬁ?(”'” en ce point : cette définition
suppose donc l'existence de touhes les dérivées g(k) dlordre kgﬁgmf
dans up yolsingre de x, , et la dérivabilits de ?(‘M ) an polat 5
Pé.r récurrence sur B , on voit gue
() (P ) = POF
lorsgue lc second meabre est défimi.
“ans ce qui suit, f’ et 9 gont deux fonctions vectoriclles continues
| dans I , et adaettunt en tout point de I wne dérivee dordre n . 81 F
et g prennent leurs valours dons lo néue oo Juce vectoriel, F% %
edaet wne daorivée n-sne dans I , et on a
(2) 0*(f+g) = 0%+ Dng ;

De mGue, jour tout sealaire a , g;’& gJlael une dérivée n-6ne dong I,

st or).'a
() DY fa)= :ﬁ"g . a

£3 naintenant f' prend ges valeurs dans % et g danz F , et sl

«

(%,y)—> [x,. y} est une application bilinduire continue de L »F dans
€ , lu fonction x -#{F (x). %(x)] admel dans I une dérivée n-éme

donnde pur la formule (dite formule do Leibniz)
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4) [f.g] - [{.‘ ﬁ] e )[F"" ]-..-s-(”)[ "‘"’? "’)]+...+[g?.g"“)l

Cos trois for wmlecs se d&aontreni ds. lenc par réeurrenca cur n (en

8ulin, on vérifie aussitdi la fomnle suivante, of les hypothises
soni los me,ua que dang (4)

Lors,uwn F n) et 3' n) sont des fonctions rdclées (g2) - cette
(% :s) }‘

ot c'appelle alors fommule es,umwraa..ﬂm Par 3 o

Soit f- uno fonclion vectorislle d&finie dans un

. intorvalle ouvert I ; l'existencs do 1a dérivée de F an point ael
sit,nifz.g, que l'on a ; .

(7) x-,é:m z)= ax:a '(a)(x-a) _ 0

autresent Jdit, quo x?aeeﬁs "a;proxinativenont égzale® & une fonction
dinéaire su voisinage de a {ef.ohap.1I1). Hous allons montrer que
1'existence de la dérivée dlordrs n de F au point & entratne 4o 1a
néme manidro que f esi ®approzinativement éga.le" & un polynome de
___g,;_n\ 2 au voisma{)e de a . Do fagon precise :

Theorine 4. 81 la fonction p admel, une dérivée n-éme au point o

| ...=828 = . = s if,;t.:.
L - .. L) F(a) Pria) (580 - oce) Lgza)-..- (7 3
- - X-»a,xda (zesa) :

Le théoréme est vrai pour n=1 ; supposoms-le déuonitré pour les fone-
ticos admettant une dérivée (n-1)-ome nn point & . Un peut 1l'appliquer
& 1n dérivée £' de f ; pour tout >0 , 11 existe done h >0 tel gue,

pour ) -a,j <h, on ait

terant comito de la rolalion ( J= ( )+(p_1) pour la for"*ula de Leibniz).

e (S ) S G UK R S

formulc s'écrit sous la forne éttulv_zlente j [ﬂ@'} g f@?

(6)/ [F‘ ). g(r)]Ma([F (é)gw)s—[f' (&) g‘u}]+ «(t}“i%‘éw ? ME;;%




= | <% :
l[F(-a)" F’(a)- Fﬂ(a) .(E&). F ( ) s%'_ﬂl -..-F(n)(a) ;: : “<$ 3 «d

Acpliquonse 1o tia. cos acoroisselu;eni;s finis (g 1,th.1) dons llintervalle
dfoxirsmités a ot z , en supposunt |z-ajg h ; i1 vient
NF G- fla fre) EBd _ pacs) Gonl . pla)() Lxeal'f ¢ ¢ 12

ce gui démontre le thdorcne.
tn peul donec éexire

ot UA{x) tend vers U lorscue x tend vers a ; cotte formule est

dive fc;:-r;‘nlo dc Taylor ufoz'dre n, rolativo an pednt a2 ot lo second

mecbre ¢t apj plu le eiavelongem%'c ) Ta,-l@r dfordre n de la fopction
an point & . Lo demier te;:o 1’n %) = ux) Qg‘gﬁ est appeld le
Tegle do la formule de Taylor d'ordre m .

Lorsqu'on su,pose que £ admel une dérivie (nil)-émo dans 1'inter-
voalle I , ot yuo celte ddérivée est une fonction réslée dams I , on peut
oxpriaer fn(x) & 1'aido a8 f (a+1) ippliguons en elfet la fosmule |
dv'in‘;;én,r:xbioa par partice ¢loxdre n ou prodoit ?(@M }g , o
elt) = -(i‘-’:l ; 41 vient
(19) § )= Fads o) (a0) 1 page) gl o+ (o) L2
| f platt) ta& at
auatrement dit,

11) f(x)w ! F(nd) 'Mdt

Cette expression d.a resie wrmm souvent d'en domnor des aanjorations
si:rzplcg ; par exemplsg si “ f(n'ﬂ(x)[j <M dms I, on o dlaprds
 1lg formuls de la moycimne (2, formle (1 ;)}

(12) fro ) g ¥ J;—-—:%g -
De maunilre pius amcmo, el £ est une fonetion peoluire sdmettani ume

ddrivée (nt1)-tme »2;: 160 dans I , ot si mgf(r’“}(;@} €M dansI ,
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om a, pour lc rosito da la for"nl.e de ’r-ag.lor Afordre n , les inéralitda
{pour 220} el
(§ 2, foramle (16)) ; il zi'y a 5,’;*,&%111’.& quo lorscuzo f(m‘” est coms-
tante dans l'intorvallc [a,x] |

La définition do lu Qérivée d'omre n et leco fox*".;lle% nr! cédezztea

se généralisent de fagon irmédiste sux fometions d'ume varisble ,
comploxe ; rous n'insisierons tas davaulsge icl sur cetie guestion,
qui sera reprise em délail dang le Livre connners aux fonetionn |
anzlytiguos.
Sgnargues. 1) 8i { admet uso dérivée (nii)-Gume au point a , et si
' - 2 . n
(14) F (z) = a + & (x—a}i-@»a(x-a) t...t2 (z-a) *+¥ (z)
- est son développewent de Taylor dlordro u su point & , le développe-
- ' = 11 s - -
ment dg Ta;lor d'ordre ni1 an point a dlone Qmitim guelcongue %
ée ? est o
3 3 wned [0
= 1 X-a} x=2 o= _ P
g(2)=gla)r 2 (xma)r oy (Bal'va, (xady 1o (za) +) o (6)as
On dit qu'il s'obtisnt en "intézrant teme & terme® lo développe-
ment {14).

2) Dans les mlmos hypothéses, les coeificients 4, de (14) sont

i
déterminés par 1dcurrcnce par les relations
a, = r(a)
4
@,
&
6 % e o0 s 0 0w s : = = ‘ﬂczamlé
, 8(z)- fla)-afz-a)}-..-&, [Lx-2}
& = iim Ao
n )

E-—>a ' (-8}




~ ?mzé*iéféﬁf o& aaO :'on canclat en ..artigulmr de 1a gue lo dévelop-
poent de Tﬂylor a'ardz'e po do - F (xn) (p entier » 0) n'ont autro quo
F(P) = a, t2,2 + 3% gt oy (F)

v (xp ) &tant le ronte J,e oo duvelo Do .ont (cf. chap.iIi).

3. Prmit:wef.a dlordre gup: ;riemr Voo :m itive 9 dfunc fonction £ rég;lée ’
~ @ons un ioctervalls compact 1, Gbant continue dans I , ¥ sdmetl & son

tour unc priazitive ; uuc guolcongue dos priilitives de % ect dite
primitive ceconde de F Plus g(méralamant, on arpelle pri:itive
dlovdre n do f wune primitive d'unc prisitive d'ozdre n-1 ds [ .

Un voit imiddiatemont, par récurrence sur m , que la éifférence ds

deux primilives d'ordre n de ? est un polynome do depré su mlw

% : :
6p8l & n-1 . Une priaitive diordre n do §’ est entidresent ddtorminde
si 1'on sc donme, uu point a , sa valcur el celles do ses n-1 preniézes
dérivées . . W

Un désis ¢ on part&cslier par la notuu.on f F collo den nri itives

td*o:rdre n de la fonetion F gui ost nvile au point 2 , ~ingl quo ses

‘n-1 premierc.s dérivées. La formule de T s,, lor dlordre p-1, n.;,;.ajz;z}u@zs,;%ea

a ce)'t,m, priaitive, nozatm

e [ oo st

ot %wom, donc la dazemlnai,im dog primibtives d'omdrs n au @"z;i,n Bl

d“une secule inid rale.

7

Em.micew. 1) woiemt 5, 7,6 s,m.l:, OBLa0es A@mm, . (% > 8 ) => 323/

-
i

B

P
Fi
&

Bue apy l.x.c,tzl:ion b;limuu"e coutinue da LAl cong G . Si

une Fometion veelo: *mllo & valeurs d.xm B,

“‘i%g
B
(6]
o=y
’O
s».a
o)
o

*ﬂ,cucsmulu 3 Valours uwm b3 du.u. ilog ot b ,gﬁ,i, darirvablog

Qons un intermzlla erer i P gn & idam,z,uw; sent




V.,ag.:

2) Avee las notations da l'oxerc 1) m au pose quo la relalionm 2 ym@
pour tout yeEF uatraine &aO Dans cea conditions, si les z@

(0 €i¢n) sont 2+t foncuona voctox'icllea & valours dans B du.;n:&%
dang uvn int ervalle ou:vez't I et tallas que, pour tous toute fonction vecto-
rielle f & valours dons }.‘ , foia deﬂ.vable dans I , on ait

L&, Fl+ [a,- f]-i*, 3:- [a. P Y 0
les fonctions &1 sont identiqamem; mxllea.

3} Avec los notations do l'exerc 2 on suppose guo chocuno des fone-
tions @, esi k fois dérivablo ; pour toute fonction £ n fois
@oriveble duas I , on pose
[ ] 11 oy ] e €9 1= [ e[ T 0, 7
ce qui définit les fonctions | 4 sans ambiguité, d'eprés lfexzerc.2 ;
montrer quion a identiguement -
(R O E O R () R AT M O P E N

4) Soit £ unc fonetion mtonelle 8 fols dériveble deus un inmter-
, on' a 1dentiquaﬁent

velle I . ontror que, pour 1/:€I
-—,:rf""(l)-w) 7 [ ']

(roisonner par récurrence sur n)_.
-5) Soient u et v deux fonctions scalaires n fois %érivablas dens un
i.nterm}.le ouvert I . Si on poee D” (-E) = (-'i) ~=-—g»- en tout

v

pcint of vfc ’ montrer que




= he o

Q v - 0 O 00 80c o Q

u‘ V' v o - LR B A ) Q

uﬂ ?ﬂ av' ? 4 o @ 8 0 0O 0
fnﬁ

.'..C...’l.‘..‘.."l.'.'..‘-.......

( 4 -3
o(2) .J(n) Gree gl (o

(posani f=u v , uiriver a fois 1'iccalité u=iv).

6) tari donnéos n fonclionn scelunires f:l (1gign), n-1 foig asri-
vablos duno un intervalle I , er apolle wrongkien do la adouonee de

fonctions (f1)1€1$2 , l¢ ddterninant

{5

r1 f; fﬁ e g 0o ¢ f‘ﬁ ‘%)
e én«’i}

£ £t L8 = i

& 2 &

?g(f1’f2,..,fn)' 8 6 8 8 » T O 06 0 &6 v ¢ © OO € O L E G Q S8 BT SO

} £ 2 s, ol
L n n B )

Démopirer lcs formulos
1'/5. h.
a) W(f,0g,8508,...,8 og) mg! ¥ (ﬁ( ,...,fm)eg) -
b) W(gf1,gf2,...,t;f ) = Pule ,fz,...,f ) ;
£ i
e) Fw(f1;fg:-'-:fn)°w[(?‘) s ("")v“t('}&) i
1 i
a) D [‘j(f‘i""fn-Z’fn) ], W(ftg_ wfn-a) w(L1,- °sfn~23fma“éafn)
e | f»‘,":’ n-z,fn-1) {W (f1’ u’fn 23 u.’ )j
7) 2oit f unc fonetion vecsoriellc d6finis dang un intervallc cuvert
T.0mpose A F(X;h1 )= f-'(x%'h' )- F(x) , buis par récurrence

AP f(ziBq,Bs,. 40 )=AP‘1{.'(x-s-hp;h yeesby 1)- B AR e, )

fonctiocis gul sont définles pmxr x€l, et, pour chaguo X , ioTrsque

igs b’i sont assez petits.

a) 8i la fonction f est n folo dérivable gu point x (et nar ouite

ot .«.gig dorivable ez tout polat dfun voisinage de %), oa o

74

o A"f tx;h, by, .. ,0) ?m; -
(B o) =>(0,0-,0) 128 T = (x)

-
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(raisonner par récurrencc surm ; en oonaidérant 1z fonction de ¢
A% PratiDy,e by )5 p“"(:)n,ha_‘__.. -
b) 81 f est n fois dsrivable W I,o0na
“A F(x,h,,,. . ,h J= F(n)(x )h1h2. . nl “h,‘hz. .h ‘supg f’m)(:ﬁfftﬁ.‘n,g b )=

?Qﬂ (x,) %
of les t, proment toutes los valeurs de 1'intervalle gjie g

c) 84 £ est une fonction scalsire n fois dérivable dans I , on o
%ol ()¢ [
A f(x,h1 ,ha,..,hn)s hyh,..h £ (ma,éh?m : %—f.)ﬂnm}
les nombres 0, appurienant & [0 1)
8) Soient £ une fonction ecalaire p fois différentisble am point % ,

W

%. une fonclion vectorielle m fcois différentisble au point £( g’a’@% :

Soient ,
£(z th) = & tah +...+ ann3+r(h)
(y,tk) = b, +bk+...+t:k“+s (k)

les développemenis de Taylor dlordre n éo £ et g oux points %, et 7,

respoctivement. Montrer que la somme des nt1 termes du développencat
ds Taylor d4fcrire n de lu fonoliom composée 3 of au point Z, egt
ie¢ polynome formé des termes de deyé € n dans le pm. mome

byt b, (aghr.. ra b") by(a,bt. 4o h") %t b HCH nt. +a 1")"

Bn déduire les doux formules smvantes s

(P) £
a) Mg (£(x)))= 2 i !mg%..m : (2(x)). (-Ti-l) (m%s?i}

la sommation étant Gtendue & toua les systémes d'entiers siriclement

positifs (m,,. ,,mq) tels que
mﬁ—%"amz %‘o & .'f'Qﬂ = n

et p désirnant la soame n,im .,..ﬂn

17
®) D (%’f(xm" 3 (i‘(}»))[é (1”)(-f(x)) 1 ¢ f@;ﬂ
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9) Soit £ une fonction acala.:lm déi‘inie ot n-1 fois dériveble dona
un inuervlele ouvert I s x1 9E g0 ,xp dea points &ir;h:mcta do I
(1€i§p) p uitiers 0 tols gue n, +n ..+n =n . On cu.posc qulay

point X s £ sta:avle ainsi aque 808 n1-1 premiéx-efs dérivécs pour
1€1¢p ; montrer qu'il oxigte un point § intériour an plus petit
intervallc contenant les Xy ot tel que f(n -1) (§ )-—O

10) Avec l.s mércs notations cue de:c l'exerc.9, on suipose £ n fols
derivable dans I , maic par allleurs guolcongue. Soit g le n@lvmxza
de degré n tel qu'an point *y (1 €4 gp), g ot ses n,-1 pz romidres .'
darivee:-s soieut rosps;ctivemaat ég,aux & f ot ses B, - -4 premiéres dérivées.
Hontrer qu'on o

(x-x, )i(X-x Y%, (x-
E(x)=g(z)+ =1 _ = ) #(2) (&)

=

of ¢ est iniéricur au plus petit intervalle contenant les pointe

2

Eypoeo <PJr:p et"x (Appllquer %?e:erc .9 &(la fonctxoa de %
Z : K=F J 1’ s & E
£(t)-g(t)-a ol xP

: nt
ot a est une coanstanic convenable).

11) Avec les miues notations, soit f une fonction vectorielle = fois
dérivable dans I s § le polyncme {vectoriel) de depgrs n tel gulan
point x, (1< gp), 9 et sos n,-1 premidres dérivées solent respecti-
vement éraux ’é. £ ot ses n, -1 prewidres dérivées. ontrer gue, Sf_m
est le plus petit cnsenblo convexe fermé contepant 1'imsse per

du plus petit intervalle conterant x et loo x, (1<4 <p), en peul

égl'iz'a 3 e ( : )}"a ( )’!ﬂu / 3 %Q/Lz’j
> ! - z"‘x < X"x % P Z’ip;’:’,. / ‘g"
1 2 )
= g ;' e e
F(x)= (x} , = |
of 4 appariienl a ¥ (métm;vde de llexerc.8 du S 1).

12) Soit g une fuaction sca}dire impeire, dofinie dons un voisl

éde 0 et 5 fols ébfﬁ.?&bl{" dong co ngmage &@ntmw aaﬁfm e

~ 53 c .
5) = (2 aheg(0)) - B gS0(g)  (Goox,

\
}

i




% o R4 5 f V {’Kaﬁ" = ? ;

riy) ey g 1’(;,, gly) &%) ... g 18 |

: E ; £ & (n-2% ¢ 3 §

2080 1(g)-... f(’ ‘(e d [ &5, gf5) oo 8 A% |
eeeee 00.0‘0-’..°.°.;ﬁ£) ,v o 0 0 908 T ’. ., . é@alé:)”?) ﬂ’%: “

. (%) 2(8) ... 2 (gn & ¢ g) glg) ... g = fal

-~ S 2 6) :
(méne nélhods gue dans l'exorc w) ‘ .
En ddauire gue, si £ ost une fonction scalaire définie dans g;aﬂz}

et eing Tois derivaola daus cette .’mtervalle e on a

£(0)-£Ca)= 228 [21(a)ier (b ragr (252 )- %ggl €)% <t @)

(formule do Simpson).

Géréraliser aux fonctione vectorj.elles ( cf, exerc.11).

13) Soit o wno fonetion pealeire admetiant mno dérivés roglée et
non nulle dans l'intervalle {a,x} 8l T est une fonciion scalaire
ay:mt _tg.go aez 1vee (nH 3 roplés a‘ms [a x} nontrer gue ls reste r (x)
de lg fomul@ d.a i‘aylor dlo2drs B au point & p@uu s'éerire

ﬂ (‘1“5 Ji &

T (x) = (o(x)-@(a); ge “"“““’:;‘?t”s’?jg’z‘

44) Solent f‘,§ F gi"x}l,,g‘s soe o8y on foz;ctians scalaives n-1 fois

aérivables dans ua intervalle I . Soit (x), <1 g 20 B stricte-

Bent croissante de n points da I . Hoztrer gue le rapport des dsux

déterainanis
ACHE ACHETE ACS g(x) gx) ... glx)l
fo(x) £,(x%) ... fa(%) ‘ &,(xz,) ’ gg(xz} ggﬁxﬁ')
fn(x‘i} £ (3:2} .,._’fg(xa} gﬂ(x,i) gn(x2§ gﬂézﬁ}

egt 6ral au rappor. des deux diterminants
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oé 51“""‘1 s } <§2<x3 9 §3<§ <x3a"'o En_,,(}ngx

appliguer au cas ol -
n=1
g,(x):-—-‘l - ga\x)zx sees By (x)=x . ,
15) Soit F une fonction vcctorielle d.finie dans l’intezvall@ fini
I =E-a,+a) » et deux fois dérivable danc cet intervalle. 5i on pose

B,= :lelg uf(x)“ s B =x8;1£ ”Fj?’(x)ﬂ- , Donmtrer que, pour tout x€I -
on a -

m 2, 2
Pl g 2t xn .
¥n déduire quc, si f est définie daus R tout emtier, et si
i = f‘g% ﬂg(x)fé U, = sup | #7(x)]| sont finis, i1 en est do

méne do i, = sup g(ﬁ (x)ﬁ , @t on a
% % -=
: J2 ‘é iﬂ M

1 < _ :
~ En déduire que, si f est p fols dérivablo dans R ,etsi i, et
M = sup “ "(p)(x)ﬁ sont finls, MU= aupagg{k’(z} | est fini pour
GG otons 0k 4 4
i< v xif-ﬁm]?

k - 0 by
(procéder par récurronee).

16) Soit I un intervallc ouvert de R , F une fonction vectorielle
définic et contiru. dans I ; op suiposc qu'il existe n foncticns vee-
torlelles &, (4 <ign) définies dans I ot telles que la fonction
de x _

L (fon b D B 4

o xrg j= X )= S 5

n* = 1
tende, mifgmémém vers O sur Lout in ngllu compact contonu dana -
iorsque h t@nu vers 0 . |

a) On poge g (z,h)= /_‘,;p ?(,&, Jh. w,h) (exem 23, Yontrer que pour

s

3 Toaat 3o
1<pgn , -L- %p(x},@) tond m,hM vers 4 _t(x) sur tout intor-

Z

valle c@mpuzeﬁ, contenu Gans I , lorsoue b tend wers 0 , ol queo los 2 - ’
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POUY [=n ., pay- 1”; > atc )

aont dog fonctlons contmuefa dmﬁ I (lo deamontmr succensivenent

L) 2a donuire quo £ ponnd fo a0 u,nrimze n-dme continue,

e‘ | 7pat on a F (p ) é& pour 1 pg,n {tenir cempto de 1a mlaﬁwn

%I L?(x,h)n-g» (x:h,n)e g (x,1)).

$ 4. Dirivées et inidyrales de functxom dupamant |
' d'un paraétre. :

=r..Ve,e dluno linito de fczxctwna. Soit I vn intervallo coapaect de R

= %

E

tant une prianilive, c»si, fozmd, (s résultal peunt 239@2’7 lmor outzoment
11 siznific guo si un £iltre sar % a une limite dans 72160
colie limitc sg‘_,}ul vient 2 % B5i or 80 ranpelle qus 1 comvergenc

dans @(.@.) a efa't. aubre, poar définition, que la gonvergence uniforme

sur I , 66 5i on tiocnt c:cmpte par ailleurs de ia continuité de iz

Fzdeurs dang un ogpaco noxmd comjlet B , définies et conlinuves dans

1l'inieryalle conpact Isiaib}: at admettant une dérivée & droite

' Dborpée dans (&,bf - Soit Gt up Ziltro sur 1'ensemble d'indicos A ;
=
21 los fo actioug (§= )9 cm;m gonvergoml uniformément dano i ag@{

fonction ¢ , suivanl 1@ f‘ilt,m h , et s'il existe un point

| ~ définies dans I , & valours dame un eobace n @zm’} eomplet I , on o vu

kJ

Z’\

Proposition 1. Soit ( gf o’y a 520 famille do fonetions veeloricilss 2

mément dans I verb une fonct, i@m h, sawant le fiitre &

”(x}:%,(x) pour tont =x¢ iea? Ef

Lq dém@n'straticn re»uulte iaf., roaargquos qui préeddent, @pgiigv%@

&

auz feng‘io;mg : gﬁizin ? {ﬁ)

L4

D:mr l'cp;ace norad cowlet @ (1) des fe ions vectori.lles bomlies

< 2 SR
(22, th.1) que lo sous-espaeco € forms aes foncitions borntos. admot-

fonetion 3’{ § ) dens % (g2 ,prgp,z) - on obiient 1'dnoned pulvant :

tel gue Mmga §:’ (-c J @Xiiii ,;@zu;es' fonctions g g Sepverpzent uniior-
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Beoaryuz. Colte proposition s'étend anxz fonclions dfune variable
gcoaploxe Cifiniui el conbimnos dang 1!'adhdéronce d'un domaine
relativemont conpact D& € , el admotiant dans D upe ddrivée
bornde (pourva que doux points quolcongues de D nuissent &irs
Joints par une ligne briséo contenue dans D et ds longweur
bornée) ; los raisonmosents de la prop.2 et du th.1 dn 3 2
a'Ctondent on effet dans ¢e cas sans 7odification.

2. Intégrale dlune limite de fonetiono. appliguée =m cas particulier dos

prif:xit:.vas do fonctionms roglées, la prop.1 se traduit de la oniérs

suivauw "{,..a g 14 Lot_xtion rcpm 'mx :11 tévrala s

PI‘OpOgltiO.u 2, So:.t Aun cuaembie filt.w “w up Filtre ¢k , (£

une farille do fonctiong ropldes dofinies dong 1 gé& '."9 s & vale

,3"‘1
e

Gous B . 5i los fonctions §, cowverreni wsiforidment dons I vers

zac fenction (roglée) ? , B pulvapt le filtre St , on e
(1) | 1m6,J *f ot = %fm

Deuz corolluires de cette proposition aem, importants dans les
applications

~ Lorollaire 1. iolt A une

,'agg;lica'i.ioxz de Ar1 cong un ogpuce mormé coaplet # , telle gue,

pour tout a€A , 1la fouuction X —» §(x,a} polt réglée. £i log

fongtione g (x,a) convoz*g;onﬁ wnifermément dang I vers uwe fonclion

portic d'un espace topologigue 7 , 7 ume

'(z;éggé@}‘ %(x} lozrggue a $200_vers vers un point & €% en rostant

d A (%)
ana P 7 & ﬁ‘@

(P) : d-s«g, %A] (=, a,)dx %\x;&x
,mr'ts,wlier, 51 A=F oot con act, ef sl ég esl une mplﬁ.@ ion

‘

continue de Axi dans B , ©  eost upifomément cont ADBO, 6t par
sulle les fouctions F(x,c.) coovergent uniforméaent ver ?(xg%}
loruque @ tond wers un %o;nt queleongue 6 -~ €4 ; on on conelulb gue
la fonetion k(o) = jr F(x,a)clx est ‘M&Mé&% & {@@@mmw@é

@'unc imtigrale par rappori uwa parumdtre® ).
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Voici un oxe plo 4t applie-zb Lon da cotte dernidro remargue ; la

fonction x® est continuo daus _lo produit Ixd , oh I =[a,b} ost

un intorvalle tel qua 0<ea <5 J un intervalle coripact guelcongue
dange R ; on en comelut que f xdx eost fometion comiinue do %

dans ‘R ; or, pour e ratiomnel et # -1 , cetio fonction ont égale
o+t g+l
-L-Tﬁ-“-——- , ot esi par snile uniformément coniinue sur 1'in-

tersection d% et dg toul, intervalle de R ne contennnt pas -1 ;

on g donec Lx dx = -P-—---- pour tout @ el {a- ; ecla signi-

fie encore que, pour tout a réel, la dérivée de % est ax@’ !

(ef. chap.Il, $2).

Corolinire 2. Joit (f ) npo suite de fomclioms résliées ddfinies
‘dang 1—(3 b] 2 valcurs duns E . 81 1a suite (f o) gonverse wnifor
mémer. Cons I vers uno foneticn (roézlée) f ,one
(3) Llin J f o(t)as s[ f (t)at
7 0 Jg (R
En perticulicr, si uns péric dout le temme général W, esi uue
fonclion rdglée & valours dang E , converge uniformément vers f;’;
la série de terme géndral u-a(t)dt est convergente et a pour somme
j F(t)dt (*intsgration tez:xe a terme d'une série uniformément
convergenie® ).
Remaryua. o corollalre 2 est inexmci lorsqu'on supposo seulement
que lu suite ( !-’1‘) converge gimplesent vers f dans I : la limite
.' -du vprcmier‘mambra dev(j) pout alors n.é pas exister, ou 8‘2;2@
distincto dﬁ fsc}éond ‘menv;,bra. On & un exemple‘ du sscond de ces
deux cas on pronent £ (O)-—-—G» 2 (x}-zn pour 0L x<1/n, £ (x)=0
pour 1/ngxg1 la suite (£,) converge smpleﬁnu on tout point

de [0 1] vers 1. fonction O , mais on a f (‘t)@%‘;m”a guol que

soit n . On ourail un exeaple oh lo pxemier membre de (3) pe tend
vers aucu.o limite eu remlugant la suite (£, ) précédonte par 1o

suite ((-1 )g‘;‘fn), qui coxivargf;e cacore simplement vers O .

1
1
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Teuiafoia, 1a cmver “enca umfome do la suite ( {.‘n) n'eat
< nnlla ont nécengalre pour la validild de la formle (3) ;

nous gunomlisomns plus ta.rd 1z foraule (3), en nfuo temns

‘ & que 1: notlon d'intérralo (ei‘ Livre V1II), el obtlondrong dos

Z

. nfost poc néceggairement velaviu.

Cfest ce quo montro 1l'ezasipleo Go 1a saite do fonctions ({“’

coudzuons beaaconn moins rem.rictivos.
olt i un intervalle
ggel_e_gmm dams R , ( f' a’a éﬁ. uno fan.llle de fonctions vectoriellan
rezlées duns I , & velcurs dass un espace noral complet E ; seit g
vn filtre sur lfonaer.:'ble dtindices A ; suppogons que
10 pour tout a €4 , 1'iutégrale impropre I?&(t)dt exisle ;
2° suivani le filtre & , la famille ( F“) converge uniformdmend
cur Lout intervallo compact contonu daans I , vers uno fonction g
{naeessaircaont riglée daus I). .
Haus cc.. condiilions, 1n formulo analozue & (1)

(4) :5.3:"..,65t ); Foltidt = .& g(t)as

%

définie ci-dessus, cousidérée dans llintervelle cuwvert 70,11

D

ey
nsnm £

 daus cel intervulle ; elle conver;e unifordnont vors O our
| tout invervalle compact.
Lorsqus I est un intenvalle infini, on peutb méme donner dos
exemplcs oh 1a formuls (4) n'a pas lieuw, bien que la fomille
( fq) converge unifornément danp I vers g (et non soulomont
uniformémont sur tout iutervalle co anaet contonu dans )
un tel exemple eost fourni par la suite {gﬂ) définie dans 1'in-
‘&:ez'walle 30 + QOE par laes condivions g;n(z%)g’@fm bour

.1

n® <= <(11+?) S &n(x)-D pour toute avtre valaar de % ; la suite

NS’)

(E,n) goLverge ;mi fornaénent vers 0, nais j/ gﬁ %}Qtai?w‘s 1

tend vers 2 lormcuc n croft indéfiniment.
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Lorequo 1oa doux mewbres de la relation (4) oxistent, le premier

s!éorit limg( limu) ./ Fq(t}dt), le second sléerit de mdme

R(I)(lm ‘5_ ,/J F a(t)dt), coapte tenu de la prop.2 et de l’hypemé%

sur les ; la relation (4) estl donec valable lorsqufon pem;

a
intervertir los limites de la forction (J,a) —-:afJ f a(t)dt suivent

le filtre F ot 1o filtre des cections @ de llensemble £iltrant

JZ (1I). or, nous connaissons wae condition suffisante pour que cettie

ipterveraion soit lieite , Bavoir I’exmtence de la limitg de l“a}}wﬁr’&a

tion (J,q,) o J,J '@g:t)at suiver t 1o filtz‘e pmtiuit @ <5 {ZTop.
g ,c‘m,p 2 3&,5)1‘03) 8) : en o;tze, comme ng jg e (£38t existe

par hypothdse pour tout intervalle compact JeI , et gus E est
complet ceti;e conci tioa peut se transformer en uvme auire &guivalente
( op. gén., chap.Vili, 21), gue ncus allonﬂ formuler en posant tout

d'abom la deéfinition suivante :

Définition 1. On dit gue 1'intéerale improore jl 5-’ J(tlat est wnifor-

mément conversente pour & €A {ou dang A) gi, pour tout €50 ,

exz..s teo ur ictervalle compact J g;_I tel qus, pour “

=

comgact K< I pc rencontrant pas J , ot tout @€4& , on ait
& :

() | [ fooe) <o

b1 aprds la prop 8 du 22 , 81 Fq,(t)dt est unif@mmanu converzente
¢ans 4 , gllo est convergant pour tout aé&A .
 Avec cetle définition : _
Prcpositioﬁ 3. Boit ? ) uge fzmille de fonctlozas rdgléos

R
£
5
st

e}

lflntcmralle i, telios gue : - =3uivant le filtre % ; 2a faud

B 9 o) coaverse uniformément vers uno fomciion 9 UL _tout intervalls

CM&C» contenu dans I ; 2° l'mu, ‘Tale im,.ropre j r‘“ (t jat . g@j;g

unifoxm,mem converzeants dang 4 . Da.ns ces GOZ}.(lL tions, 1'intégralic

:gr@pz'a j g(;‘ }dg ast CQHVQ_&BHT, , ot on a 1o relation (4) .




-'1
‘= e, =

L'hypothése que f I f oftlat om,'mii‘omémom convergente pour
a€h est cu réalité tron ron i;ricti_.ve. z1 siz;i-‘ﬁt de szi.;ape ser qug,

G'une pari 1'intégrale impropro jI ?a(t)dt ent conversente pour

tout a€d , ot d'autre part que, pour tout e}@ ; i1 existe um

intervailc compact J CI ol un encemble M€ % (dépendent de &)
tels gue, pour toﬁt intervelle compacl K< I ne repcontrant pas
J o 2 €% tout _'méfyi > on ait (5). Rappolons rapidement le ralsomne-
ment de "convcr*ence wniZorme locale” Qui eenéui*" es résultat
(wg.gén. 99531&1) Viii, §1 »xcp.5). La mlm‘:ion (5) ayant lieu pour
tout ceik ;, on a, “pour tout initervelle K ne renconts |
en utllz,sant 1a yr@p 2, ot pasourt 4 1a limite suivas
%j g,(t)dt <€ ot cela ontraine le convergence do
mepru j g{ 5)dt (5 2 g2 TOD. 8) en oulrs, pour sout

eompact H conilenu dans I ot eantea:.mt J , 00 &

W g0 Jy geras] cze o L f(oras [, Faltias)

o mm‘ tout a.eA

Or, pour un :J.ntervalle coapaet damzé H .%J ¢! il exiglte wn
ensemale He 9( ; contenu dans M et tel que, p@&r%@uﬁ ecl
nj 9{t)at- j Feltlat u 5§e , 4faprés 1:3, prop.2 ; on & par sulte
aussi, pour tout & el é £ 9(t)az- Jz eg,(t}@t < 5e , oo gul
 6tablit (4)

e

Comme pour la ;rop,a - @,@ux corolisires de 1z prop.5 =0 ;t, importanis

deus les aypli@va.‘tions 5

C@mllg:a.re 1. ::m;i, A une *’3; az‘me é.'fun U

B = RBO
¥ F oot
?

c.gtiog de A}u. daw ] eupage normé comgle 5, t@llu gug, pour tous

cEh mgm X — ?(x,a} poit rirlée dano 1'intervalle cu

83 dluse pert, les Lo lction% r{;c,o,) cosversent unifoymément, Sur

iz;tarvallu Q@Iﬁﬁ&@b contenu ci«.zm ZE yors une fonclion
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w L ek en regtgg_zj dana A3 ' tl"autre’ art 1¥intd~ralo impropre
f F(xaa)dx es, uniforméme '
.JI g(t)et est converrente ot g 8. - .
i, L= i oo
%n particulier, si A—F o8t g@p_gg; ot sl F est une application
continuc ¢o AXI dans F , les f (x a.) convergent wmiforménent vers

ergente dans A , 1l'intdorale impropre

F(x,a ) sur tout eunse.dle coipect C.I par suite, si 1'intdgrale

dmpropre fI f (z,a)dx esi uniformément conversente dams A , olle sat
fonction contiruo de a dans A . ("continuité d'une iniégrale f%;f*m

par rapport av parandire®).

_Qg‘gg_.,lg;gg_g Soit ( F ) ans guite do fonctions rdglées daus 1linte
volle euvert i convergegt zm:l @mt sur tout iﬁt@m’@ls
g_qgtenu daus 1 , vers umec fonction % ; si 1'intéprel

f f (t)at est uniformément convemente, 1!intépraie impropro w
ogt convergenis el on &

. lio t)a f : t)at
M  aak Feaa)ign

£, Integgales normalement convergentes. Soit (FQ aep Vue famille de
fonctzons réglées dans un intervalle ouvert I , & valeurs dans un

espace normé complet E . Su, posons qutll existe une fonction seslelizs
téglée & telle que, pour tont X2l ot tout a €A on sit §§§;

et que 1l'intésgrale impropre j;g(t)dt soit eonvergenis. Dauns ¢es conii-

tione, 1t mtegra}.a. impropre jI fa(t)dt est uniformément conversont

dans A - car pour tout intervalle compaet K contenu dans I sy OD 3
i“f Falt)at i S fxs(v)dt

et la convergsnce de 1'intégrale jxg{t)dt entraine gue, pour tous

e>@ s 41 existo un intervalle compact J< i tel que, p@‘&ﬁ tout

- dntervalle compact X< 1 ne rencontrant pas J , on ait f&gum €e .,



- aaaa ff] nomalanent converpent.e. 8' eat eo que nontre par exem-
_ple la suite (f ) de fonctions acalaims définies par les condi-
tions fn(x)-—‘!/z pour p<xgatt , £,(x)=0 pour les autres
: vaieur'* de x ama‘ A )1 + 6?( . I1 ost imédiat gue 1%inté;ralc

f pltlat est uniforaszont convergantc, main elle nlest pns

--,neghmig;out cunverbento, car.la- relaw.oxz g(x) £ (x) pour ioub

' ;»;" wat n on traine g(x)) - _et par auito 1'1n‘§‘11,. ‘inpropre

de & uaus )1 i-eo{ u'est pas convorgente

En particulior, considérons ure _a_g___ dom, le terme général U, est
ane fonction réglée dans l'intervalle ouvert I , et supposons gue la
série do lemme génoral |4, (x)|| converre wnifomément sur tout
intervallc compact contesu dane I , vers unc ‘fonction scalaire g tolle
que l'intugralc, impropre /Ig(t)dt soil convergente. Alors, si on pose
fo= Z. W, , ltintégralo inpropre j fa(t)at est uniformément

foet
eonvergenic, car pour tout mtervalle compact K contenu dons I , 00 &

“f Fn(t)di'a 2[ ﬁ“‘ (t)u as €ng(t)dt ; par mite, oi £ oot lo nomae
fot
de 1a §é‘i‘ie (61. ) » f eot une fonction mblee gans I telle que
1'intégrale mpropre f f(5)at soit comrergente et on a
[1 f (t)ai -LZ&'.f @ (t)at

®

9. Dérivée dlume intésralo dépcndant d'un paoresmétre. Scit A un voisinage

cozpect d'un point o dams lo corps R ou le corps @ I"E"'b]
intervalle compaoct done W, [ une epplication continue de IxA dans

un espace normé cenplet E . On 3 vu (n°2) gue dans gee conditions,



: %(o.) =

conditions

.G"C

1 clexla‘ pr0n.2) , Bl les fonotions F (x, ar F (x,ao)

" G-0
convergent nnifornément dans I vors une fonction h (:3 lorsque ¢
toud vors e, 3 adnet unc éer .vée égale & f h(t)at ; d'ailleurs,

{z,a)- 2{(z,a
pour chaguo ZXE€1 , P : o 2%0) tond vers h(x), done h(x)
0 3
est la dérivée au point % de 17application ¢ —p g (x,a) ; nous dési-

d.onc (cor.;

gnerons cette dérivée (dite dérivée partielle de £ per rapport & a)
par la notation 8’ (:x,a, ) ; les hypothémes faites entrainent donec que
e) - g(a}}[?(ta)at

i proposition suivante donne une conditim sufﬁ.aame plus simple
pour la validité de la formuls (8) :

Promsi;;;on 4. i 1s dérivée particlle f 1(x,2) exigte pour tout xel,
et si 1'appli-

eL tout o apprartenant & un veoisinare ouvert V de o ,
. i :
gation (x,a) — E;(x,a.) est continue dans I xV , la fonction <

admet ow point o o 228 dérivée domnée par ls formule (8).

_ Ea offet, sl W est un voisinage compact de o contemu dass V ,
l'gpplication (z,0) —> F'(x_ o) .est uniformément continue dene
1'engemble compsct I XxW , done pour tout & >0 , il exigte =z >0
tel que ;a»a ‘ < T entraima ?H'(x,a)» §$(x,ag)ig < © gupel gue
golt X €I . Dlapréds la » Prop. 10 du §‘i on @ donc pour i““%%% r

et pour touL zel

| f£(x,a)- ?éﬁs“g;z fxe)] < e |
“ %= . o ﬁ € (x,0)- F(x,0,)

ce qui prouve la convergence uniforme de — vers
| | o

f"':gx’mo)v lorsque a tend veris G
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- Les autres notations gardant 1a. méme aignifieation ’ su.:posons main-

tenant que I soit un intermlle> gueleonggg dane R , f ume spplica-
tion @ & e de IxA. cduns % . -Dans ces. conditlons, 8i 1'intégrale
i*:tpropm g(a.) = j F(t ajat existe pour tout €A et est fonction

continue dc ¢ , la fonction Z n'a pug neceasai;'ement au poiot o
une dérivée dsnle & F 1{t, ¢, )at , mdae si la dérivée partielle

f’(x,a.) vorifie wute,s les cornditions de lﬂencncé do 1a pmp 4, et |
‘gi 1'intégralc impropre j F (z, %y )it existe (cf exere. 3).

Une condition sgffzganta pour gue la xomale (8) se gbénéralise dans
co cas est donnde par 1a pmgouz.tz.on auwante 2
Pr iti - Soit I un intervalle dans ‘R F une fozze‘bioza conbi-
nue dang dans IxA . Yo _sup pose _que : .

19 14 dorivée p_,_ u;‘tzclle Fﬁ (x,»a.) existe pour tout x€Z ot tout
¢ apparienant a un voisingsﬁ;m Y. gg G, 5 &t i'application
(x;a) — FI (x,0) est continue dans IxV ; |

2° l’ini:egmle imgropre jI‘ F’I (t,a)dt est vniformément gonver-
gente dans ¥ '

3" W f ?(t ,a Jat ggt convergente.
Dans ces condltlons, l'intég_talo impropre %(a.).s j F (t a)dt est

unifomément converpente dans Vi, et la f‘onction g az}met en toub

Point de V uno démveo donnée par ls formule
(9) g'(a) = Jy PA(t,0)a
Ep efi‘et, pour tout ;.merva..ll«;a compact 4 wntemz dang i , posons
“ila)= /5 §(t a.)cﬁ; les hyp@t‘ 18g08, et la prop.4, antmﬁzzsnt que,
pour tout o€V , w! (a.)«- "[J ? (t o.)d;t . La convergence uniforme
dans V do 1%iutd .g,mle / F (t,a] ‘d*t aié,nifm done i w! ; converge

mimmémem duns V vers cotte ;nwgralc,, suivant lo filtre des sactions

P ae l"onﬁmpme f’iitrmt }%(I) . goamo d?wt;’e pza,m;g é%.(aﬁ o une
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- aune limite suivant § , on peut appliquer aux fonections Us la
prop.1 (le 10le do 1l'ensemble d'indices étant iei jous par f (I) ,
colui du filire & par le filtre ders sections Q de cot onsemble
filtran.), cloh 1a proposition.
Romargue. A 1'étude de 1'inidrale j F (t,a)at dlune fonctian
dipondani d'un paraméire, durs un intervalle fize, on peut rab-
iacher 1l'Gtude du.cas plus giudral of les limiles dfintépration
,.dependen aussi du parazdire a . Considérons cn effet 1'intéprale

f wf?(t a)at , ot surposcns que ala) et b(a) restent Linis
pour touom los valeurs sonsidérdes du paramétire & . On a, par
leo chanrement de variabls % = a(a)(1-ulb(aln

j §ct a)at = j Pa(e)(1-n)#(a)e,a)(bla)-a(a))da
el orn est bion ramend au cecs précédeni (cf. oxerc. 4,5 et 6).

6. Interversion des intd-rations. Soient I = Ea;n} et A a{@ga) deux inter-

valles compactg duns R ; soit { une fonction gontipue dans IxA ,
& valours duns uwn cspace norm’ complei E ; d'aprdés le corellairs 1
de la prop.2, f F(x,a)d.x est vne fonction continue de o dans A ;

50 inteégra.le Z } F(t a)dt)éa 8o noto sussi pour simplifier

j da. 1 F(t,a) v

Progos;x.;gg 6. 51 f as» continue &gﬂ s ‘s,fa.ﬁ . 008

(10) jdo.j f(t,a)at -j ! f (t,a)da

{formvle diie formule d?inueafwm ion des 4 intészatwm)

idous allong uOIl'bI‘E)I‘ que, pour to % €A ,0na
‘___('M) 5 d.f:» j g(t @it = jd‘b jﬁ(t e )da
'A "Gom:aa les deux &embmfs de cetie ieiation oot Uos oneiona do §
ég_,ulw pour é = ¢ s i1 suf}’izra 2o gfa::u ver que leurs dérivies gont

bgales pour i.out % tel que € <« %Qd . Bi on pose véa)a ;g L(t,0)dt ,
E‘L(t %) ~j ?(t,wda la z’eluu.on U‘i) "Vom‘it
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j%(a)da fh(t § Jat

Or, la dérivée du premicr membre est 3,( € ), celle du second est
f h (t, § Jat d'aprés la prop.4 puisque h (t, §)= ?(t §-) est

cont.inue ; les deux oxpressions ainsi obtenues sont bien identiques.
Susposona mainicnant que &= E:,d] soit un intervalle gompect dens R

el I un intorvallc guclcongue dans R ; solt [ une fonction continue
dons IxA , & valecurs daps B , telle quo 1l'intérralo impropre

f(t,a)at soil convergente ; n8me si la fonction 2 (aj= fz f(t,a)at

est continuc dang A , on n'a pas nécousairement la formule analosue
a (10) d - &
(12) ldq, Jg’(t,a)at = ) o J[?(t a)da

car liintéprale mpm;pre ua socoad membre paut ne pas exister ou &ire
distincte du premier membm {cf. exerc.8). ‘ :
?rggosition Z. 8i 1la fonction F esl convinug daus I xA gt gl 1'inté-
grale impropre f ?(t a)dl es} paiformimont convergenie dans A ,

2
1'intéprale imgrogre / at f F t a.,ﬁa, est_converssente ol on g la
relation (12).

Pour tout intervalle compact J sontenu dans I , posons
"-"J(a.)a j f(t,a)dt . Lihypotidss entraine que, suivent le f£iltre des
sectlions @ de 1l'ordomné filtrant k(l’), 1la fonclion comtinue u;,g
co%vez'ge uniforménent dans A vers f ?(t a)it ; donc (prep.2),

s da jé g’(t a)dt a pour limite jda f E?(t a)dt suvivent @ ; mais
d'az)ras ia prop. 6 ; oD &
(1;) - j ae. f g(t a,}dt Ee detf §(t & }da

Lo I‘t’ﬁ&ltd& precedent s;;*mfie dcnc que },9 nuu&zam impropre

j d‘t j ?(t a,)d.a. o5t cenvergem,o, ot on pa%aat & la limite dans la

z'ela’c.g,@n (13), on obtient ls xelation (12).
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m;eiceg. 1) Soit (f ) un engoadble de fonctions réelles définies ‘
dans un intervalle ouvert I , a,dmeutant;/ chacune unoc pril:xitive
dans 1 , ot formanl un emsemble filtrani pour la relation X .

S0il £ l'enveloppe supéricure de cetie famille. 51 £ adaet une
4pr.tmit1ve dazs I , et si g (rasp &) est la prinitive de £,
{resp. £) gui s'annule en vn point xo.el , mqntxjer que g est
1'enveloppe supéricure do lag famille (ga). (81 v eat ltenveloppe
supérieure de la famille (g,), montrer dfsbord gue
u(xth)-u(z) € g(xtn)-g{x) , puis que pour tout & ,
ulxth)-uix) 2 g (zﬂz)»ga”x” et conclurs de cetie dernidre
iné<slilé que | 3.3;?} jnf, Mw Sfx) 5 P déduire la
rroposilion).

2) Soit (fa) un engemble dve fonctions réelles régléeé dang un
intervalle compact 1 , f:iltram pour la relation 3 , et ayant O
comme enveloppe inférieure ; monirer gue le filtre des sectioms
de cei cmsemble filtrant converge uniformément vers 0 ( reisonner
comme pour le cas des fomctions continues (th. de Dini , ¢f. Top. '
gén. ,chap.VIII, 54))

3) Montrer que la fancg on scalaire

gla) = J.:i"(x a.)dx
ot f{zf.,cz.) ot continue pour tout a e ,

P b

mais n'admel nas de deri*vee prur a=t ; montrer Guoe f” x,0)

ems’ce pour tout a eR et tout xé} =1 +‘3 gza =L . et esl conti-
pue dans I € R . que 1*’ intégrale j f;(x a.)dx existe pour

tout aeR , mals vez"ﬁ“ie(, gue coiie intégrale nfest pas

unifornéent convergenie :d&ns un voisinage du poimt a=1 .

|
17
|
{




on supposc que afla) et bla) sont continues dans un voisinage de a

doms IxA soit ronconiTs en un nom"bre fini de points vpar toute druit

=2, €1 toule rmta‘ U4=0,, :I;L‘xge& s %o f)

@ 18(} -

4) Soit I un intervalle c'“ ®,A un voisimge d'un point
f' une application sontinus de

@ dans le corps 'R ouk'le "oo
., tello que f 1(x,0) existe ot

IxA dans un cspace normé: couple v B

soit coniinue dans Ix4 . Zolest e(a), b(a) deux fonctions définies

dens & , % valours dang I :&cntrer que, i a'(a,) ot bﬂ(a, ) existent,
la fonciion {a) = f !? (tyo)dt admet au point a, une \riwée
égnlo & | (? \t,n )dt*’b‘(a )F(b(o. ),a J=a! (a, } (&(a. ), a, )

%
5) Les Lypothéses sur 1,A et F 6tant les memes gue dans 1'ex ere.4,

Q'
mais n'ont pas nécessairement de dérivée en ce point. ionlrer que gi

on a idené.(lquement f-(a(a),a.)'to et ?(b(m),a%ﬂ la fonction
%(a) J ?(t a)dt admet enccre au point a_ une dérivés éga,l@ 8

o
- j g: (t,05)at

'(ai .Ell est la boma sumznewﬂe de F'(t a) dans Ix4 , remarquer 8

l?aide_ du th. de Bolzano que, pour tout point = de 1l'intervalle
dfextrimités :b('a'o? et b{a) , on a aF(x,a)QQ Mgaaao! ).
€ ) Soit { uno fonction vectorielle continue dans 1'intervalle

gonpact Iag") a) Montrer que si, au point 6,€1 , il existe £, 90

; 3°-F‘@ 1
thB{gg +% &

4!

tel gue roste ornd lorsque x iend vers &

fonction %(a) = m’ & au poin‘!: g *@ne dérivée égalo a

1/4(% ,x}[g s
- m@nfr@r que ig f@n@tim 9.

"’a

Lorsgue ? est la fonction ﬁsea? 2lzo x

correspondsnte & une demvée:s infinie su p@im a=0 .

‘7} Soiert 1I= L& H] } -~ A,{c d.j deux iLtarvaue;m @Q;pé@w dong

i

3
80it - we Jopmetica éai‘iuzq dang 1 XA , & valeurs c?;zm“ un espacs noimeé

s ' . Lo 8 g = ﬁ :
complet £ , et telle gue l'enseable D des poinis de e;%.w@@ﬂtmmtu ds




-8 -
a) Eontrer que la fometion 4 (o.) = / f(t,a)dt est continue dans

A (6tanl donnés @ €A ot £>0), montrer qu'il existe uf voisinage V

de @, e. un nombre fini d'intervalles Jk contenus dans I et dont

la somme des longucurs est < £ , tels que, si J désirne lo complé-
pentaire de y Jk par rapport & 1 , 3 solt continue dans V xJ).
b) Sountror que la formule d'interversion des intdgrations (formuls
(10)) est encorc valuble (raisomner comme dans a)).
8) Soit £ uns fonction scalaire définie, continue et dérivable dens

1'intervalle ouvert }0 +oe [, ot tolle que iim 2(z)=1in £(z)=0 .

2 -

z.'mta,: rralo impropre f f'(at)it est dSfinie ot continuc dans tout
inberva,lle gompact {0,3) moatrer que l!intégrale impropro
ﬁ f'(at)de peut no pac exisier ou 8tre disiincie de
“’ $% 04
du j £ (at)at .

(4

; une fonoiion

5) soient 1 ot J deux intervallos ouverts dans B ,
vec.orielle définie ol continuc dans Ixd , & velours dans un ospacs
norné compiet E . Un suppose gue @

1° 1'intégraie impropre / F {x,y)ix et uniformément convergonte
lorsque y décrit un intervalle couapact quelconque contenu dans J ;

2° 1tintégrale iapropre j f(x,y)ay est uniforméuent convergente
lorsque x décrit un intervalle compaci quelconque contenu dans I ;

5 sl on pose, pour tout intervalle compact H contepu dans I ,
U (y) = jﬁ F (x,y)ﬁx 1'intégrale impropre j&‘ b o(y)ay est uniformé-
uent couvergente pour H € ﬂ {1) . :

Dang ceo conditions, les intéSgrales impropres Jédz .i!;, ?éx;y}&y
ot f dy f f(x,7)dx existent et sont égales.

1 49@2 D&c{igga xgﬁle l'exere.9 que les integre.;es impropres
J{ dx *’i o Aain Fay st j f 5')( gin vy dx exzistent et

sont éganles.
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'hihoum CHAPITRE II / (Gtat 3)
FONCTIONS CONVEXES. FONCTIONS ELEIENTATRES.
31. Fonctions convexes d'une variable réelle.

1l nous sora commode, dans ce paragraphe, de faire usege d'un langage
géom3irigu: pour 1'dmonecé et la démonsiration de propositions concernant
Vdes fonctions numériques finies d'une variable réelle.

Etant donnés deux points distincis A,B du plan ‘Rz’ , On désign@ra par
AB le segment (fermé) qui les joirt ; la pento de AB , désignée par p(AB)
est par définition la pente de la droite contenant ce segment {Top.gén.,
chap.VI,a ); si A=(x,y) , B=(z',y'), et si xExt, on & p{4B) = Z?*iﬁ{m .

= xg =X
Blant dom.e~~ une fonetion mumdrique Ffinie £ définie dans un

intervalle 1< R , et sa courbe représentative C dans 7;%"3, pour tout
X €I , on dési nera par U _ le point (x,£(x)) de C . On dira gufun point
: &:(a,b} tel que 2&1 est zu-dessus (resp. strictement ou-dessus,
gu-desgoug, pirictement au-desgous) de la courbe C si on a bz £(a)

{regp b 7t(a), b%f_(a) , b<gla)).

Seient A=(x,7), B(x',y') deux poinite du plan tels que x<zx' ;
el M esi au-dessus (resp. su-dessous) du segcment AB (considéré comme
courhe reprogentative d'une fonttion lindaire), et si son abscisse est

d:‘z, tincle do x et x' , on a p(sd) )y p(AB)»p(MB) (resp. p(AiE} ¢ p(aB)<

.g p(MB T est atrictemenf au-dessus {resp. striciement gu-dess tz@ )
éa A , il faut remplaz::ez‘ dans t28 inégalités les signes > (resp. < )

par ; (Z'@sge {)

1. i}‘-af:z.;ai ion des fonctions convexes. Eiofimtwn 4. Un @it gu'une ..@nc tion

3 T s

nammw finie I , définie 0.%1 an_intervalle I< R, est conv exs

dans I si, qusls. Gue sc;wnt les poluis distinets =x,x' de I , tout point

du _se caent M M ent au-dosgus g La. courbe reprogentative de £ .
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Cetw cond:.uwn eat équivalen‘e é. 1a suivante ¢ guels gue solent

xgxf dans I et t tel que 0$t 1, on a
(1) 2(txH(1-8)x") § t1(x)H{1-5)2(x)
Par récurrence sur n , on dadvit de cotie relation que, si xs (‘%§ ign)
= sont o points de I , t, (1K1<z) b nonbres réeis tels qus t, 20 st
Z t;»1 , on g

o= : 3

(2) ' £{ Z 4% ) < Z t,2(x, )

=%
gn effet, I:xpposens la prop uéte dpmoncz“ée pour ‘n—i points de £ , et

A,i)/( Z t’) (en sz;p"oos

ant_que les ‘Li d'indice < n-1

s}
o

et évidente) ; o
Tt ons %>
DES = A

et t =1-t , donc, 6}9 aApros (1) HtXr('t t)xﬂ)<.tf(z)—s-{’é t;f{x }

€

Xel ,

dfantre parl, la propriété élent vraie pour n-1 wolnts , ona

a3
f(I) < 22 £ ;(x} , Clost-a-dire tf(x) Z tif(& : combinant
o;etfs': xzegaugto avec la précédente, on en tire (2) ‘
 Seit £ une i’onctior; convexe dang I , x,x! deux points ds I tels q*ae
ix < 3 : &1 zéI est extériecur # (z, ] M est au-dessue de 1&

droite b ;oigzxant Eﬁ et g - on offel, supposons par exemple 2z >z' ;

si M etait sarictement au==dessous ds D , M, serait strictement au-dessus

0T ehent MXM 7 Co-qui contredit 1'Hypothéss.

un en conclut. qu.s siz e.at un pomt

z
esl sur M-Bu. . + car ® , doiil 3ti'e & la fois au-dessus ot au-dessous de
: e ? : s . : : ;

sgit so® le sogment i‘\ﬁxhﬁx, - pouz;' tout z' tel que xX<¢zigLx' , B ,

ce aeg;mezzt , <lapris ce qui prénéc’-’ie ; en d'autres terues, T est slors
ég 6 & uno mmumn lmeuire dﬁile {x b4 )

Dunm ui@n 2. Un dlu ou?uhe fo‘z,ciﬁ.;on punérigue Tinis £ , défipie dang

=

un uﬁ*m‘wa};i@ I C; % es*i oL uc: s,eaep%: gonvexe dans L , si elle oot

convexe dans I , & ;.}%*%, Gpule & ,s,me-: fonction 1incaire (mns 2ucun

intervallie ouvert contenu dan g
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: r 58 l at :-prscadent s'exprime de la manidre
saivazzm : guels guo soiea’c 19:3

Avec e3lis 4ofinition

oints x,x',x! do I tele gue x<x'cx?

; 11 revient
au méme go dire gue, usls quo saunt Z,x! distincis d.a,ns Iett tel
que Ot <%, on doit avoir

(3) £lrxr{1-t)x' )< t7 (x)%‘(‘)-t)f(xi)

On em doduii comme ci-dessus que, si £ esi siriciement convexze , %

le poiit Mx' cSh s‘z:mcwmcnt au 0(.330@.5 du segment M M

les 5, (4%1<n) sont n points a stincts de I , 6t les &, (1Sign)

- i >
%
B nombres melﬂ tels ane 0<ti<‘3 - t,=1 , on o
“ DeaE
(43 £ S tx, )< z 6 £(x, )

&r-: %

Bxemplos. La fonction x@ e,st strictement convexe danz R

= » 3 BrACR o Z AN : > = o A
“foonctdon 1/z siriclement convexe dans j9,Toe] ; on conslale ex

s

. Femilies ¢o &,on i ons ggmrexgs. Solent £: (1<1<n) n fonctions convexss

dmm un .;.”IE{DI"V‘:L}. 3;21 : oi les ¢, {1<1<n) sont n nombres positifs
aa‘acewuum,' 2= Z: if3 est convexe dans 1 , comme il résu_, te de (1),
Si une des foncti on,.: i 3 st sirictement convezs, ot s8i le nombre ¢
COFrGSwC)Ldaﬁt est 20 , T esl st temem convexs.

| ..,o,s,’? (£,) uio famillo de f‘oncu(mo convexef* dans un intervalle 1.

ol l’emalu Ipe sul;crﬂeu.re g{x):sup f (x} de cette faaille est finie
ézi tmz gamt ci I s c’ast ule foncuon convexs dans I ; en effet,
des rel ‘,t'*@z:zs fa(tz+(1~t)x‘) L (x)ﬂ‘i t)f (x? } ; On- ae@a&,‘t
(Zoz chap. IV, 5, fomale‘a (f)) ot (17))

bw %gt w-‘t)x') t. san 7= (z) F ?”t}'eﬁiﬁ" £,(z%) =

Fogroue. La mfue indgallsg ,zon%re gue, si g(x) et g(x') sont fini

- 2z es fiﬁi pour ‘e’:mt %z ,el que x(.ggg;x s ot g oot Gone

COU¥CRC dang 1! lmarfalle x,x‘ j
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Avec los mémes novations, si legs fbneuions £, converpeﬂt gimplenent

dana I vers une fonction £ finie - suivent un £iltre sur l'ensemble
des indices, £ esl convexe dans I (principe do prolongement des

indgnlités}.
%, Continuité d'une fonction convexs. Proposition 1. Uue fonetlon convexe

dans up inicrvalle I est continve en tout point intéricur & I .

Soit x un point intérieur 4 1 , x!,x" doux poin‘-bs de I telf: aue

. %
et au-dessus de laz droite Joignent H_, et éz ; par suite

x'< x<x" . Pour tout z tel que x<Lz<x" , U _est au-dossous de M A ,,,

) , avtrement dit, en posant o = p(H (i )

P(ngmz}g p(M‘zMz> p(iL X x" s

= P(Mzﬁﬁxn}
alz-x) £ £(z)-£(z) € 8(z-x) ‘ :
éa gv‘;;i. ontraine la continuité & droite de £ au point x ; on éilablit
de méme sa continuité & gauchs. '
Femarques. 1) Une fonction convexe dans un inbtervalle I n'est pas
nécezsairement continue aux extrémités de I . Par e:é@mzﬂ;eg dansg
ltiptervalle E 1 +1] lia f‘onct"ic_gz égale & 12 pour -t1<¢x<1 , & 2

p@ag z=1 et x=-1 , est comfexe

g} i une fonction f e_,t continus dans un intervalle I , ei conwess

Py b2 e o

dans 17 intérieur de I , eJLle ect convexs dans i ; en effet, duns

1'4ngealiss (1), il suffii, de laissor t et % lees, ob do Lo
tendre x' vers une eztmmhte do I (oﬁ f est aefinie j pouzr

démontror Ia 1 onositzon.l

L’?rm‘;@si“ op 2. Four gu'me fonctlcm cortinue £ Soil couvexe

T R T

bement convexe ) dans un mtez'VaJ e I, it saffit gue paw tout ec

B50 .

{ o
Lo

- ﬁg@% nis x,x* de I (x<x' ); il .,.@_&?_@.2.@ un pom’é; tel gue Z< G <7

et gus ui? 501t sn-dessous (zaap. swicbs.acm ou=-dos

£
§x 3&” Al : e - ,15
Xz - : e i




aw f non eonvexe dans I ; il exig-

Ramonzzodu p;r l'abauz'd.e en sug pos

tercit doux poinlo a,b Aa- ,'_els que lo seg;nent 4 M‘b ne soit
pas au-dessus de la conrbe re*m-aantauive C de £ ; nous allons monirer
cuc cela est meo;:zpauibl;e vec— *'h;gpotxawe , ©n ,prouve,nt; gulil existe-
raii doux poinis x,x' tels cuo ag<x <x'¢b et que MQ&X, soit tout
epticr au-dessous de O (ﬁg,,'l_). En offel, soit
g(x)=t(x)- f(»z)-P{m ¥ xz-5) ; par hypothdse, g est continue ot 1fin-
terseciion de a,b[et de g() 3 +ao[) ntest pas vide ; get%& ifter- -
sr::et;fy.‘- g2 cs. gouc un e.scablc cuvert z;o.n vide dans R ; oot x5t
une de ses composantes conneres (iifo,").»gé . ,chap.1V, § 2,prop.2) ; oo @
- g(x) £0, mais g(x) est limite s g(z)»0 , z tendant vers x en ¢ te
>'x , donc g{x)=0, et de méne g(x')=0 ; comme g(z)>0 pour

z'< z< X' , B serail au-despus do HXMX‘ pour x<z<{x' , et pous

]

obtonons 1 contradiciion annoncds.

Coroilazizre. Pour gufuno fonchion continve f soil convexe {rozp.

'g‘t‘;"iéteme;:; convsﬁzé) dans I , il suffit gue, pour tout couple do

poinls dislingis #,x' do I, opait 2(EE)g e(z)e(x )
(oo, £(EEL) (K o(z)E(x')) ).

Dérivabililts dlune fonction convexe. Progosition %. 51 une

20 Ul intervalle I , plle admet une dc,r.wée &

< b

dériv e & paucho fluies eo tout Qoint p 4 mtz,rleur iI,etonza

5L x<5<32' , oB a p(M M )gp(M M ), sutroment d,ii: p(iiyl%ig?f 68

"_?ezf»z@moa croissante de z pour z)x ; d'autre part, sei x'<x% , on o

B }‘f\i&”(“ A ): ce qui prouve n‘v;a la fonction Dp(M M ) est minooo
’mu,:f x4z ; 9119 a done au ')oint une limite & droite fimie £!(%)

é'& on a *3{111 M ) f:l(x) pe)ur' tout x'< % . On démonire do

1 existence de f*(z}, ot 11 mé,gall'&e f‘(x}( pli "Exﬁi} pour tou: z




tels gue

(5)

(6)__ - 1! (t' )< p(hl ..)< f’(X")
En effot, sl x"( x(x" '-fux o8t strictemenu an-dessous de ;‘;Q:& -
donec, d'aprds (5) o

i‘é(::’)ép( .M )(p( lix,,)<p(MxMx.,'} L= .
Propogition 4. Pour gu'une fonciion f soit convexe (resp. stricioment

camrexe} Zaug un intervalle ouvert I , i1 faut ol il suffit gu'oll

sait continue dans 1 , adnetiec on tout goint de i une dérivés & droilc

"’ima et gue ceq,te &oriv«ae scit croissante (resp girictement crois-

@i@.}&a«éﬁ 1.

Lz condition est nécessaire, car il résulte de la prop.5 et des
inégalités ( 5) et (6) que, si £ o8l convexe (resp. strictenent somvess )
et %'¢{x" , ona f'(x'){ (x') (resp. f'(x')<f’(x")) Abéeciproguement,

auppcsans f& cz'oissanto dans 1 ; i £ n' était pas convexe, il exisiszalt

trms poinis e,b,c de 1 (a(e gb) tels qua M sorh stri c‘te Dt cu-dor
de W , cequi entrafne p(H u,,)>p(ucub) : mais, d'aprés le théaix

d.es sceroissements £inis (chap. I, 21,th. 1), on & p(M M )< sup
a -%..4« < e

L ] | s § e
et @(ﬁ b&b); mi‘ £ (x) On surait done 2538¢c £ (*z:);; Lnf, 50
eomrawe:aent l'hypothése que ‘L"’ eat croissante dens I .
}- -Si. mamten&m f& est Busposée z;strictement crolesante dams Z , £ oo
conveze ol ne peut 8tre égalc & 3}me fonction lindeire dans aucun in

vallo cuvert contenn daus L ca:i.' daig cel intervalle Y gerait co
! i o




o

Comne f' a en a.ou.t point; ure limite & d.roite et une limite & gauehé -
olle ef** continue & droite dans I (chap.1, 3 1,prop. 8), et en tout
point x , na linite a faacke est f'(x) (chap.X, 1,prop.9). En
outre, on a "'(x)—-f’(x) senf aux pomts d'un ensemble ddénombrable

’ (ch:.-xp..‘fi,;»a,cor.‘i du th.a), aubrement dit, sauf aux points d'un

o

enscmble ddéncibrable, £ est ddrivable.
Un peul cneore expriner la prop.4 en disant que les Tonclions comvexes

dans un intorvalle sont identiques aux priasitives des fonctions crois-

santes guns cet intervalle.

Corollaire Soit £ une fonc tion- continue ok admeutani: une dorivés se:

E et
dans un intervalle ouvert I ; oovr gue f so:.t conveze dans I , i1 faut

et i1 suffit“‘fﬂ(x) 70 pour tout =xEI ; pour gue £ poit strictement

conters ducs I , il Poul et il suffit gue f£%(x)» O pour tout xe&l

pour yue f guib strictement coavexe dans I , il faui eb il suffit cue

£7(x) 70 pour tout xel , et guc dans lout intervaile ouvert conten:

dnons 1 , i1 exisic ua point x el gue £%(x)70

Clest wne consdgucrice de la preposition précédente et de la propit

du OZ.L: y.&’gl‘ e

= z. =z = ’,‘
Zxemple. Dans 1'intervalle ]O,w’- o | , la fonction x 2 ume dérivic f

seconde égale & r(r-1)x" : - done, si ry1 ou fr-éQ - x @ﬁlu

sirictenocnt convexe ; au cc;ntrairé , Bi 0Lr(1, -x* est stricte

_ ~ ment convexs. : i _

B Eroites 4. oui. Solt £ une fonction convexe dans un intervalle ouvert e
'en un point x€i , soit a un mmbre quelconquo tel gue fﬁ(x) L0 <

f”(z) ¥unr tout x'<x , on a p(M u_ j<a et pour tout X' x

(M M 3;770, ; par suite, la courbe representative C de £ est tout

emuwrg au-Gessus do la droite pe.gsant per B et de pente & ;

B8i une dmm@ zﬁuw‘umt par M_ o di3 pente B a cette propriéis, on &




= 89 - 2
P 8 ) <B<p(8 M _,) pour x'<x<x" d'od, en faisant tendre x! et x°
Vers x , f’(x) B < f'(t) Les droitcs passant parA& et dont la
pente esl comprise entro f'(x) et f'(“) sont appelées 103 droites

dfapmi deo l'ensemble des points cituds au-dessus de la courbs G .

On notera que, si f esl strictement convexe, toute droite dlappul n's

gufun soul poini commun avec C. Lorsque £ est dériveble am point z

la seule droite d'appul passant par Mx est la tangente & C on ce point.
6. Variation des forciions convexes. Considérons d'abord une fonchion ©

strictemani comvexe dans un im ervalle, ouvert I . Conne fgi est slers

atrictomeni croissanto, : on vaa ,- en cc,sns_sd érant les points de I ob
f'(zr) SO et coux ob f'(x)@i) e%—eeaase—eé-—f-‘-(-z‘}‘(‘% gue trois cac
genlement sont possibles :
1° £ est strictement croissante dans I s
O £ ezt sirictement décroissante dans 1
3% 11 existe a€l tel que, pour X £ a , £ soit strictement déerois-
sante, ot pour =x 78 , strictement croissante.
~ Lorsque f est convexe, :ais ron strictement convexe, £ peul etre
constanic dans un J.ntermlle contenu dans I ; soit J= ja b L le plus
“grand intervalle ouvert of £ esi corslante {cfest-a-dire 1'intérigur

de 1'intervalle ok f'(x).-O) f esl alors striclement décroissante

dans 1'intervallc formé des points de I qui sont < a (s?il en o
strictement croissante dans 1'intervalle formé des points do I gui
sont >b (s'il en existe).

Dans tous les cas, on voit qus £ posside vne limite & droite &

”

llorigine de 1 , une limite & gavche & 1'exirdmiid de
et 16 }.

N,

A
e

(o)

'{_;;

et
}3 (H

eudy
LS

peuvenil 8irs finies ou infin‘es (ef. oxzerc. 14,
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Bxercices. 1) Soit £ une forection numnérique finie définie dams un

intervalle 1. Pour qus £ soit convexe dans I , il fout et il suffit

‘que, pour ioui couple de nombres a,b de I (aq<b) et pour tout pombrs

réel t
en e cu b

2) oit £ une fonction numériaue finie, semi-continuwe supérieurement
dans un intervalle I . Pour que f soif convexe dang I , il faut st

il suffit quc, pour tout x intsériecur & I , on ait

lmmup __ﬁé_.tli‘il&ill:eéizl > 0 (On montrera, & l?a;de de 1fexsrc.’

- ’j N
gue peur toub &;)G - 1a fonction f{x)iex™ est convexe dans 1).

PN
LS4
re

'3) Hoil f une fouction nuaéric gue f.inie,v semi-continue supds
dens un intervalle I . 5i, pour tout x intérieur 4 I , il existc

S 4 - oy ;
cite DX vassant par MX

courbs reprasentalive de f soii au-dessus de Dx , £ est convexe dan

{exerc.2}.

4) soit £ unme fonction numéricue finie définie dans un intervallc

ot tolle que f(-zl)gz (£(x)+2(y)) quels gue solent x et y dens

¥ontrer que, si f cst bornée supérieurement dans un intervalle

42

contenu azms E

o— T

bornés supéricurement dans tout 1ntervalle compact contenu dans I

puis fus £ es: continue en toul point intérieur 4 I).

- ‘3./,,»7 -

5) Soit £ une fonction nuuidrique Pinic ct continuc dems un inte

ouvert I . Four gue £ soit convexc dans I , i1 faut ot i1 suf?f it guo,

&{a&
7 - - > Q\‘c
téricur 8 1 , on ail

pour tout X in lm sujp ( }

ﬁ}w

(m8.e mithods gue dans 1lexsrc.2). .

6) a) Soit H un ensemble de fonctions convexes dans un intervallic

- doni des ve la«re en gaa‘tra poimts a,b,e,d do I {(adbdc<éd) Bo

&

borndeg. wmunirer que, dam Bﬁiz! tervalle ib c} 1“@@&6@,@&@ 2 oot

Goulgontinng.

1s fonction f£{x)ttx aiteisne sa borne supérisure dans [a,b|

i’ est convexe dans I (on montrers d'svord gue £ =20

@itjaw‘@&(@z’f 7
&




e

b) Soit S un £iltre sur 1'enpemble des fonctions convexes dons I

L%

qui canverge simplement vers une fonctiion g finie dans I ; montrer
gus g convor;.c uniforméucnt vers g sur tout ensedble c@szwt
conteiuu dans I. (Utillser a)).

2) Soii P wne fonction comvaxe dans un intervalle I , b un noabre

70 , et 1 llintersection de I et des imtervalles I+h et I-b ;

si Ih r.'csi, pas vide, les fonctions -
_ - R+A

= £ixin Hf(x- : =1 C£3at

£ (X) 5 2 (}';) -gﬁ x._ﬁ, f{&a G

2

sont convexes dans Ih . #Aontrer que 55(3)'(%(3’ , et que, Bi Lok
£ (x}<£ka) gtsogg (y) gg,k( x) o :

8) Toute. foncuion convem ﬁ'ﬁ:ﬁu un wte"valle empeco I eat linite

¢'une sulte décruissante wniformément coavergen e de Tonctions cc
voxes dans I admotiant une dSrivée secconde en tout point intézric
- 8 I (ulilisor 1'ezerc.7, ou approcher la fonction d'sbord par
fornction couvexe dont la courbe représentative est uns l#riw Eii?:
8 bis) Soit £ une foncticon convexe el strictement monoctons @azg/
un intervalle I ; soit g la fonction réciprogue de £ (def«n@w deng
1tintervalle £(1)). Honirer nue, si £ est déeroissante dens 1
g est convexe dans £(I) ; ei £ est croissante dans 1 , =g est
vexe dans £(1). . - ”i; -
9) Soit £ une fonotion convaize dans un intezvelle I , & une fonc-
tion convexe et zroissante dans un intervelle contenont £(I1) l
montrer gqus gof est convese dans I . :
10} Soienl f et g deux foné%ions positives convexes dan s un intor

vé,lla I= {a,b) , telles gufil exis*e un pombre g€l de sc¥ie ¢

dans chaoun des intervalles {, , f:. st Efa 1’} ; £ ot g varient doog

=

ie méme sens. iontrer gue },. 5 D .,12,‘% £z est oonvaxe dane I .
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B

‘ d:;czr )3,. ‘3"( s Ou bz.en f(x)/ ost croissants, ou bien

-32

11) Soit I un intervalle contunu dens]{) +oo[ si f'('l/x) est cop-

vexe duns 1 , Al en eet de meme de xf(x), et réciprogucment.
42) Soit £ ume ionction posit.,ve convexs dans]o + mf , aethb
deux nonbres réels c;uoiconques dontrer que 1a fonction x="£(x b)
est convexs dans lec _ca,s euivants :

1 ax(uri)fz , |B| 31

2° xP2(x7P) croissante, a(b-a)30 , ajy(b+1)/2 ;
39 222(x"°) décroisaa.nte, a(b-2) 30 , a (b )2 .

(Otiliser 1'exerc.8).
Dans les m8mes hypoth&ses, montrer que e% £{e”>) est convexs
(1éme -"'hode). | - .

o | 3) Montrer qu’ une foncuion nou constante et convexa dans R neo
peut &ire bornée, : '

14) Soit T une fonction jconve:;e'd'ane 1t'intervalle ouvezrt }e;ﬁ o

8'i1 existe un point ¢ tel qus, dans ]c,+oa[ , T soit strictems

croissanto, on a lin  £(x)=+ o . : -
E2+4 00 ¢

15) Soit £ une fonction conve;'.e d.ans un intervells ‘1 8,7 2§ ;
montrer quse f(x)/x a une limlte (finie ou infinie) lorsque X

vers + c© , ei quoe cette limite est aussi celle de fé ot fé ; cebic

iimite est >0 sl £(x) tend ﬁ'ers + oo lorsgue x tend vers T <=

16) Soit f une fonction conve,r,e dans un intervalle 3&,'%' G‘ﬁf (a 0

montrer que, dams cat intervalke, la fonction £(x)- xf%x) (orgomnés

8 lforigme de la demi- tangeates & droite) est décroissante (strict

S

Bonl decmmaante s:s, g est str c’cement eemzem) ¥n déduire guo,

i e

S

éccmxssazrl’e, ou blen 11 en»tz; @)a,. tel que, dans 8,6: , -~

solt décroissaate, ot dans Ec,. + w{ ’ croissante.

1

i
i
)
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iéontrer que a1 l:lm (f(x)-xf"(x)) est finie, il en est de méme

de lim f(x)/x ; que la courbs roprusentatzve de f 2 une asymptote
-pour x temlaat vers + o2, et esi situce au-dessus de cette asynpltote
(stric‘cemgnt-v au«-dessus 8i £ est strletevaent convexe ),

: ;ff"gme for‘ction conve te dans un intervalle ouvert I . [onirver

ik i..',"Lﬁhendemues vers un point x€I , en restant >x et
distincts, (f(y) f(z))/(y-a) tend vers f'(x)

18) Boit ¢ une fonclion corti e dans un in‘cervalle owert I ot
sémettant en toul point de 1-uvie dérivée & droite finie. S5i ,' pour tout
€I el tout y>x , lo poirt I est au-dessus de la demi-tangente &
drqite au point ﬁz. ; 1a fonctim £ esi convexe dans 1 (monirer gus

f" esi croisganie dang I ; en Hrouvant gus f'(y);;, (M M ) pour x<7).
19) Soit f une fonction bornés dans un intervalle quert i, et

teile que, pour us poinl dormé x eI , el pour tout coup.:,e de nombres

non auls »h1 ,hp ; _tels qub les points *hq 2 X Jl—h2 . % gh,e-!fh« appar-

: S '-ﬁg%zﬁ%ﬁ)ﬂef@ b&,-g.fx-;g(,__ i ‘F‘a) H(x,) 7}%(
Pl th %
&) Hdontrer que, pour h> O ;! a fonction *%o - C> est

- #inorée; sl s est un minorant de celis foncuon, en déduirs que,

pour xzx , la fonciion ﬂ(xf}-a(x-xa) est croissante.
b) Hontrer que £ admel une dérivée & droite e. une dérivée & gauche

au point x_ { remarquer que, pomr h 70 ot n entier tels que x tmhel

= 2(z,rn)-£(x5) _ £(x tnn)-£(x,)
§e € 7E )
" - . flx +h})-{z.
En décuire qus, si }1 3@ ﬁig‘s e Zi e , pour tout €0,

s e ? - f ;
On s ‘:f(xvﬁ} ﬂx"))gbm 31 b }O ess aaaez petit, en uwhsmt

Lo S

ontinug }141%5 i8¢
. S Bk

‘@q une infinité d<nombreble

|




20) a) Soiend (a..) - (b ) deux saites do n nombres >0, k un nombre

tel que Q(k(? ; éémontrer 1! Lneg;alits
Yo

(1) S Bt o Zia)(Zb)
ezt 6%
1%¢:a11t6 n'ayont liou que si oa a, soa.t Z, aisﬁ soit Zb =0 -
a. ezt : y
soit our 1€il+<n opliguer 1'inépuliié & 1ls
o 2..31 -E‘t: D (applig 5o (,a) &

fonction siricielcnt convexe -x° , at chenser convenablenont les
notations).

b) Soiuni (aqj),, < (1€ig ), p suites de n nonbres 0, kj,

? “°l’ﬂreen>0 tols gue P %'J..z ' némontrer ?x.'inégalité
P .
. ko
: (2) l'-:Zi ai'laig 'aa ( Z ai1) ( Z: a’i2) e . ZJ )kp

=%
" J24

(dii’.é inéralité de Holaer) dent l'lnegalite (2) ezt vn cas partisuli@z?

{}Qéduire {2) de (1) par récurrence sur p)

- L18-alitd q’a licu dans (2 gue ai 2_, aia-:O pour un indice 3 an
vzt
Bding, ou si -
i14 12 a
R st e S — 4 ‘___’_,1;2_.’

pour 1<i<n .
2%) a) Soisnt (a8;) , (by) deux saites de n nombres 30, k un ponbre
21 ; Géaoulrer 1'inegalite, :

, n k. k.1/k
(3) (€2 a) +(2:,b> i 1( kS k1!
. b, b“ b
lsé”&.&i\n nlayant ldeugue gl 2= _2 _ _ B
J a < Q@ ¢ a

- - - k. A/k
(a; pliguer 1'indgalits (3) du te*tte ia fometion (1ix )
strictemsut convexs pour z= 20).

b) soicut (a, )1 <i<n (s<‘< D) p suites de n nowbres 20 ,

k un 203 Lre }x - dbmantrer ]'.LI eg;a,l;-.*.:e

&

ki k ik

(@) S M > o 1! ,_ |
 {dite indga diu, i aﬁlnhewgki,, d oxﬁf ( 9] a5t un cas particulier (dédulr
() de (3} par récurronce su:r p). L'égalité n'a licu dens (4) que si,

' pawf toui indice jy1, lec n mhporw, ay - Segq L 1<4 <n) sont égeux.

.l;
%
3
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7 : : fg 2. Dérivées des fonctious exponentielles et clrculaﬁ.res.

conxexite, de 1a fonction 2*. Ftant donns un nombre &3>0 , on & défini en

Tqulogie‘;;ém’zrale (Zon.gém. ,chan. VI, § ') la fonction &= : on sait gue

X =8> esi uno représontation continue du groupe topologiguo (adaimf}

R des nombres rdels, daas le groupe topologiquea (mui biplice.tlf) R

dos nozbres réels >0 ; o'est un iso wmhisule de R sur R i a#l .
On e donc, quels qus solent e>0 , x€eR , ye R,

- 1
2% i=a%ad a =1f 2> a%=1 & =a
54 a>1 , a* esi otrictement croissante, et on a
: 1im a® = + oo > lim & =0
X >poo : X=>-00 7

Enfin, la fonction 1% ost constimte et égale & 4.

Rapt elons encore gque, pour a#, liisomorphisme de K _ sur R ,

> .9 = . .
o reclp onue de X-—8 ;, est appe’.é logarithme de base a , el gue 82

valeur pour x>0 se note loga::: ; on s
log, (xy)=log xtlogy , log (1 /x)=-log x , log 1=t , 1log a=!

aingi gue la formule du changemeri de base ‘

(1) log x = log,b.logx ‘
Propogition 1. 81 2z est >0 et #1 , f‘onction &x est gtrictement
convexe dans .

Comme &* esi sontinue, il suffdw { $1,cor.de 1a prop.2) de démontrer

1'in6galits

| | r < 1 a}\. o7y ,

pour Xy ; 8i on pose a;sax" 5 3—2;? 5 cetae inégalité a'éorit
- (2) gjm(.u(wé* ‘

et gst bguivalonie & { {"» gfm)z‘?@ dlol la pr@p@ zition.

Comlluimo Juels gue solont lag | momms réels 3,:1 9x25”3 n ot

Nﬁ

ZJ' 9;;1

[ - , j

less noabres posltifs Dy, 9Dps - za t@-»r?}.&m Z@vﬁ y S8 .8




_ . 5 s
(3)  aPi%iDoE, . 4D X & pyaTlipai2t. . 4p a™n

Cette inépelité n'est aulre en effet quc 1'inégalits (2) du “:‘1
appliqude & la fonctlion convexe a® : or outre . 1es deux membres de (5)
ne sont égaux gque si tous les X; correcpoandant aux mdlces tels que
Py#0 , sont 6zavx (@ 1,n n°1). 51 on poze z,=8 o | , 1%inégalits (3)
sléerit aussi ' '

‘ Pi,p2 Ppn s
(4) B, By e..Z) €p1z1—ep2z2.....~pnzn

les z; étant cetie fois des nomires >0 , ot 1'6zalité n'ayant lieu gue

sl les 2y gorrespondant aux indices tels que p.#0 , sont tous égaux.

On dit que le prumier membre {(re¢sp. le second meabrse) de (4) est la

~

moyonne réométrique pondérée (resp. la moyenne arithméticue pondérés)

des n nombres z, , relative sux polds Dyse-esBy - Pour p,=1/n (1:

=

#v\

on ditg oue les moyennos arithnétique et rreo*:aétriqv.e corrogspondanies

sont les moyennes arithmétique et géomdirique ordinsires. L'indgal ité

(4) s'sorit alors - 4
X o

(5) ; (21 2' « 2 ) “(251“*'22'*3'.-.(’2 )

On notera que 1%inésalité (2) nf es* autre quo le cas particuller

de (5) correspondant 4 n=2 ,

2 Dérivée de &~ ; nombre . Théordne 1. i 2 est vu noabre »U gt #1 , d2

x =
fonczlom &* admst cu toul point u.ne dérivie 6pals & lcg@a a , 08 ¢

est un pombre »1 (indépendant de x et de a).

A

Uomns * est convexe (prop.i), elle aumet en tout poini une éérivée
& droite et une dérivée & gauchei { 14,prop.3). Hontrons d'abord que

N

pour x=0 , ces deux dérivées :.;Qllt Sgales ; on? en effsel, pour L >0

54 : J -y L AR a3
P e e a & ® mmT & =
-h =h . h i : “ 7 42 Z
vers O , a =1 et «-‘2 , om; mémo linite. la fonctiom & a

donc ou point x=0 ume deriwe,, que nous noterons provisoirement par

q:(a) On en dedui* tout d' aboxd lue 2> o en toub palmt vne dérivés

’,,

t,.
S



& X a1 .

: BB h )
; o(a) est fini, et #0C .

Soit meintenant b wn aﬁtfe nontre quelcongue >0 et #1 ; la fongtion

e a uno dérivée égale & 9(b).b* , d'aprds ce qui précide ; dlantre

pid x,loga‘b

pert, on g b= , donc, ¢'aprds le théoréme de dérivation Ces

fonctions conposées (chsp.I, §1,rrop.4), la dérivée de b* est éoale 2

108 b.o(a)a™ 10zgb ; per comparaison des deux expressions trowoes on
en tire :
. (6) a(b) = m(a).;og b

Nous allons en déduire qu'il e:. iste un noombre b et un seul tel gue
1/mfe)

9(b)=1 ; en effet, ceite relatior éguivaut, d'aprés (6 ), & b=a’

Nous d6si -nerons par e lo noubre ainsi déterminé ; d'aprds la formule

(1), on'a e 7 e

q’(a)c‘l/log ° = logea
Digutre part oL a par déﬁnition
.. )= O
ce qui montre gue e* est strictenent croissante, ot par sulte e > L
Hous verrons au § 3 comment on peut calculer dos valeurs smict
approchées qu'on veut du nombre e . .
Définiticn 1. Les logarithmes de base e sont agpeles logarithmes

;ghri ns.
- Ox c,onvient dfordinaire d'ometi re la base dans la notation d'un

logam thae népérien.

| la a0t alion log x (y70) de*ai'};netra done toujours le logarithme népérico

22 fe-l Sauf mention expresse du contralic,

de X . Avec nette ccnvention, 19 th 4 a'exprme par 1a relatiocn
(8) - p(a*) = log a. ax '

valabla pour & guelcongue >0 (wmsque pour a=1 , log a=0).

gisvamn
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* LM_QQ log X COme ax est atmctemant monotone pour ag#l , lfappli-

cation du the,orame ée dérivation des fonctions réciprogques

(chap.I, 31,prop.5 ), donne, pour x >0

(9) D{log x) = ~ i

&  Xloga
el en particulier
{(10) : D(log x) = 1/x

Si u esi une Tonction admottant une dérivée & droite (resp.& gouche )

au poiat x_, et telle gue u(xo)>0 , la fonction log u admetl o
point x  uge dérivde & droife (resp. & gauche) égale &

u&(xo)/u(xo) (resp. ué(xo)/u(xo)). Eu particulier, on a

_ DQog |x|)= 1/]x] = 1/x =i x>0 , D(logix|)=-1/|z|= 1/x =i
- gutrement dit on a D{log 'x%).—:% /= pour toub | z#0 . On en coneiutl av

si, dans un intervalle ouvert i , la fonction nunérigue u n'est pes

ziul-le ot sdmet une dérivée finle, log|u(x)| admet dans I ume d&ri-

vée égalo & u'/u ; cette dérivée esi dite dérivée logarithmi:

i

de u . I1 esi clair que la dérivée logarithmigue de |

- &
aé esh

¢ u'/u, et quo la d6rivée logaritimigue d'un produit est écale & 1e

somme des dérivées logarithmigues des factours ; 1'353plicaticn; de
ces régleos porzol souvent de c;ﬁlculer plus rapidenent 1a dérivés
(:i"‘une fonction. Elles redorment en _partigulier iz formule

(41) (%) = ax®*! (a réel quelcongus, x3;0)

déja é;emontree par une autre m,.)ie an chap.I ( '74 2B °2)

Exemple. 5i u ost une fonciion #0, v une fonction nuw1dzi-

gue guelconque, on a Elog(!uﬂ ) = v.log|u| , done

ol 5( |u] ) é”l@g}u'-’r vu?/u

jat”
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4. Dérivées dec fonchions cireulaires ; moibre n . On a défini, en Topologie

génsrale (iop.gbn.,chap. Vi, 2 ) 1thomomorphisme x —s &(x) du groupe
to1010; iguo (additif) R des nowbres réels, sur le groupe topologinue

muitiplicatif) 1/ des noabres ccmplexes de valsur abs solue 1 ; da fonc-
‘»f tion €(x) est conc continue dens R et satigfait sz relabicns

le@)|=1, emp=e@er), e©=1, edmi, G- .
€(3)=1, €(1)=1 . .

Blle est périodicue et adme’ 1 pour période 1)1‘12101?38.79a
O 2 aussi défini (loc.cit.) les fonctions cireulaires principeles

relaiives & une base a » O , per les relations

' gin =
cos X = @,( 3(%)) ) ®in 5( 8( ﬁgaz = “E%g%w

o

ves fonctions cos ox et sin X so:at d.eg applications continues de K
dans (-1,+1) et aduotterl a pour péricdo principale ; on g,
sin (xr €)=cos x. En outre, ona cos x » U pour - 2<x< ,

a Z 8 : 2 a” 7 = 2R 4

; a
sznax;O pour ngg? <

Yropogillon 2. Lg fonction -sin x . epi conveze dans 1fintervalle }
 Goame sin ax oot continue, il suffit ( 21,cor. de 1z prop.2) de
démontrer 1'ipégalité ,,
(12) ‘ sznax +slny €2 eina —5?-

pour OKx g% s Ogys.e. . Or, on a

+ g =2 8 XL cos, -5
sinx + sin y = 2 sin, ——e?- o %

ol comme - % g..iééx_ £ % ,oma O Seos, l%l»g‘i ,.co qui ddmontro (1=

2!
"‘{; s,( Sth
L hs

| Théorime 2. iz fonction e(x) adulel en tout point unedérivée é
. 2me(z), ob n esl un nombre >0 (indépendant de x).

En effet, couile -sin o5 est convisxe dans }Q, %E {pro mw} 213.

en toul point uo cet intervalle L"IG dérivée & droi‘be et ung &4

gauchie Tinles ; on en dsduit gue ; cos X = sin %{: £ EFD admet une
: ‘ o
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é droite et am, &vrj.vée gaueho “iniea en tou’c poini; de ) = ..- . 5 [
donc e(-x-) = cos, x’-i sin x adme., une dérivée & drolte et ume derivée
a gauche flnies er toul point c:e 1 0, 'y [ Mais comme

(13) M:Em— € (x-x ) ( (xd{'h)' €(xo) , on en déduit que €(x)
admet une dérivée & droite el une dérivee & gauche finies en tout point

de R. @'autre part, pour h >0 , J:%‘l. = e(-n). ;e;i%)ii_. et comnme

€(n) tend vers 1 lorsque h tend versﬁo la dérivée & droite et la
dérivés & pauche de e(x) son’t é*ales an po:mt x=0 ; olles sont done

Les fonctions cos x ot sin x eon done dériva’b;.es dans R ; comme su
point ==0 , cos x admet un nexinum relatif, se dérivée est nulle en

ce point ; celle de sin . x est 20 , puisgue einax est croissante

dans {0, 2}; como D(€(Z))=D(vos x)t1 D(sinx) on voit que &'(0)
est de 1a forme ai , o a0 ; comme €(x) n'est pas constante, il
résulte de (14) que 0 >0 ; le noubre @ ainsi défini se mote 2= .

Nous montrorons au ¢3 comuent on peul calculer des valeurs

sugsi arprochéss qu'on veul du nombre n .

On a donc la formule

,%E.cosx
a

(‘16) ~ Dlecos,x) = -ﬁ gin X , D(sin x) =
im voit que ces derniéres fcrmulvs se simplifient lersque a=27% ;
cfest pourquoi on utilise exclas:wemant en Analyse les fonctions
‘clrcnlmres relatives & la bass 2n ; on convient d'omettrs la bage dan
1la notation de ces fonctions ; sza’mtj"mention expresse du contraire,

les potabions cos x , sin x ot 1.) z aésicneront done respectivemcnt

cogg »—K Fl ﬁirx,y _‘X et tggg .‘

Kol ik &= 2%
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Avec cep conventions, on s dore

(17) P(cos x)=-gin x , D(sin x)=cos x , D(ig x):’i~-%«tg2x : 3
g , cos“x
: A c8ié des trois fonctions circulaires cos x , sin x et tg x
on emploiec encore, dans le pratique du calcul numérique, les trois
foneclions auxiliairos : ecctangente, gécante et cosbcante, définies
par les formules '

1 1 1
cotg X = o—— ec x = 8 =
g tTgx *° ez ! 7 sin X

5. Fonctions circulaires réeiprogueg. La restriction de la fonction sin x &

i'intervalle [- -2’; y T 12‘-] ea’ strictoment croissante : on désigne par

-]

Arc sin x sa fonction réciprocue, qui est done uee application siricte-
ment croissaute et continue de 1'intervalle [-1 ,¥1] sur % 2]

fy—
o

Le théoréne de dérivation des foactions féciproques donne la dérivée

de cctie fonction :

3 1
D(are sin ) = “Cos(Are sin %)
Comme - ZgAre sin x(-g- , on & cos(Arc sin x)70 , et comme

2
sin(Arc gin x)=x , cos(Arc sin %) = \]1 -x° , dloh

(18) D{Arc sin x) = -t

De méric, la rcstriction de cos x Difintervalle (O,n) , est strictement
déeroiesante ; on désigne par Arc cos X sa fonction réeiprogue, qui

é‘st une application strictement (écroissanie de (—1,%-1} sur {O,ﬁ} :

On & d'ailleurs

sin(-’;_;‘w - Arc cos x) = cos(Are cos %) = x

. _ Ko N
el comie - 55 - ATC COB X 7 , 0n 8
(19 Arc cos x = £ - Are sin x
G
diod résulie en particulier j
(20) A B(Arc cog x) = - .

[1-x




= 21 D(arc tg x) =
6. L'egogntiella complexe. Un a ditcrming (;op.geh. ,chap. V1, § ,n° ) tous

‘ Dossible est donec, d'aprés co gj{xi précéde, que f=-dzy et

= 102 .

 Enfin, la restriction de iz % & l'intervaile) £, § [ et stricte-
ment croissante ; on désigne par Arc tg X sa fonetion réciprogue qui

est une application strictemen’ croissante de R sur }- % s % E ;

on g

% o -]‘E =£
xl})m.w Arc tg x = 5 xl_.’gn’_mArc tgx=3

ot, par application du théordme de dérivalion des fonctions récipro-
ques, el de lua Joraiére formule (417)

1+xa

les homomorphismes du groupe tcpologique (additif) C des nombres
complexes sur le groupe topologique (multiplicatif) C : des nombres

conplexes #0 ; ce sont les aprlications
(22) xHiy — P e(yxtd y)

ob «,B,v,0 sonl guatre nombres réels assujeitis & 1z seule condition

ga-gy #0 . 31 f djsizme l'application (22), l'application partielle

tion partielle ¥y waf(,xriy) ost dérivable quels gque solent = et T
a pour dérivée (f+2xni o g ):?(x-%-iy)
"‘narcnone si on peut deterninzar les pombres a,B,v, 3 de sorie
que Uapp.-.z.cauon 2z — £(z) alt une dérivée {par rappori & ia
varieble complexe z) dans C ; ='il en est ainsi, et si on désizne

< 6 T

par g celte dérivée, l'appliua‘t;ion particile x — £(xHy) aurs pou:

dérivée g(x+iy), 1l'ep;lication partielle y —» f(xtiy) aura pour
dérivée ig(xtiy). Une conditicir pécegsalre pour que le probléme soil

.

F i %
Q=25 0

'-‘»)w

o S

. . o Za. 4 =z
on e aiors q,,% QQY = 23;(%'21- {"“"[ 5 done il ft}’?lt en ouitre ¥ o P
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54 on prend en particuiler a=1 , y=0, on obtient 1'homomorphisme

xi-iy —3 O e.(l-) » GUO 10OUS notercns pour le moment £ ; pour tout antre

syatéme de nombres a,B,Y, 3 saté.si'z-zisant aux conditions précédentes,
on a, en posant a=oi2miy , axt{y = ﬁ(az), ot yx+dy = j(%ﬁ;) :
1'hozomorphismc correspondant a'est donc autre que z — £ (az).

Nous allons voir que les conditions trouvées sont suffisantes ;
d'apris lec thadoroms de dérivatior des fonclions composdes, il suffize

de montrer que £ _(z) a une dérivie en towt point de € . Nailleurs,

. 2 ‘ ; -~ S
comme £ st un homororphisze de Csur €7, on a

f (zth)-£.(z) _ £ (n)-1
(23) o v e = fo(Z)’_ o
et toul revient & mentrer que I, esi dériveble au point 2z=0 ; sa

4

dérivée en ce point (si elle existe) est nécessalrement égale &

puisque clest la dérivée de la restriction e~ de fé & 1%axe résl ; nov

sommes donc remenés & montrer que

(24) 1 Lolz)-1-2 _
z -0 _—T"

Hettons z sous forme trigonomdirigue z=t(cos aii ein a) (t;r»(})a ot
posons (pour o Pize quelconque)
s(t)—f (t{cos ati sin a))- 1-t(cos ati sin a)

= g¥ €08 “e(*’ g:.‘n 222y _1-4t(cos &+l sin a)

on a - g'(t) (cos ati sin ou)(eJc €0 o e(gino 1)

‘ , E"(t)z(cos o+i sin a.) gt cos ¢ e (% Bi? @)
On & dono &5 ‘t)‘ of , ot g (0)=g(0)s= . Supposons %<1 , et

applxquons deux fois le th. des a;,crcissemants finis =sux ffmc‘bs ons

, g'_ et g dang 1'intervalle 5:0, } 1;, CoOTIme ggn(-s}_é g @ dang cel intervel ©

ilnvient
le(t)

N\
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et éomme. t=|g] , cela démontre a fox-fiori la relation (24).
 La foraule (2%) montre alors cue, pour tout z¢C , on &
{25) D‘(fo(Z)) = fo(z)

Cetie propriété rapproche enccre Afo de la fonetion o> , aui est
dtailleurs sa rostriction & 1'axs réel ; pour cette roison, on pose
lg définition suivante : , |
Définition 2. On appeils exponer tiélle 80mploxe l“hemomomhiéf:s@
xHy —e* _e(gﬁ) de C sur C_‘d'; Ba valour pour un nombre compleze

guelcongus z ge note &% ou exp z .
Avec cettie notation, la f‘onmla (35) s'éerit

(26) D{e?) = &°
dfoh, pour tout nombre complexe s
(27) D(e%% )=ne™*

Remargue. Si, dans la for.'.nnle (27), on restreint le fonction &

& l'axe réel, on obtient sncore, pour x réel
{27 bis) D(e%?) = 20%%
Coetie formule pernet de calculer une prinitive de chacune des

fonctions e“’eoa g8x, ‘“‘Bin gx (a ot B réels) ; en effel, o o

oloHiplz_jax 0 gy 4 .08 sm Bx , done, d'aprds (27 bis),

el ¢ 5?{ a,liﬁ | (a.ﬂ{i)x ) )=e*%cos Bx

B Jgh o1 i@‘fg)"))w“" in px
De la méne 4&11@9, on raméne le calcul d'une primitive de
" x%6™c0s Bx , ou de x"e%'sin 8x (n entier 30), & celui d
primi‘tive de = e(ahﬁ}x ; or, la formale d'intégratdon par
parties d'ordre nti (chag__;u.,I ,fgﬁsf@mule (6)) montre gquiune
- prinitive do cotle demi?»:;;?ﬁ.'e fénstim;'gam
;-

&
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(orig)x | X2 n(n-1)22"2
e 2 - —-u P s 08 ( 1 )
oF1 3_ (ati B)§ (atiB) (a,+1@}""“’
‘9. Prooriétés de la foneiion e%. D'aprds 1o ddfinition de o2 , on a, pour
. X réel
(28) e(x) = T

ce uil pormel d'derire lcs forealos qui définissent cos x ot g8in x
sous la forre

(29) cos X = —(eix%'e"i’x) : pin X = -é-{
(;o ruules d'Buler).

( ix @“i}i)

‘5.:
€

BEn vertu des formles 4'suler, on peul exprimer toute pu

e b S

entiére de cos X ou de sin x & 1'ailde d'exponenticlies & -
(p entier positif ou régatif). D'aprés la formule (27 bis), on

m

pourra donc trouver ure ;rimitive de tout polymome & un nothos

]

guclconjue d'inddterminéas, remplacbes, llune par z , leg ouoios

"X ou des fonctions circulaires

per des exponentielles e
coc Bx ou sin Bx (c;‘e'?; B réels).

Exemple. On a

2n. (2n-2 }W i
sin®lx = n (eiz _ 2n L—-)-°1 gaﬁi‘; =( 470 . te .!
. 2 ,
d’ofi ! ' - ' -
‘rl ..k'f.a >
= - - -t = Iz
jsmant _ a)n [i sin 2nx-( )sin(2n-2)x. +H(-1)7(7
o 3
et er_particulier
J sin®t at = (40)
s 2!=-
Pour tout z=xtiy , on a
(30) _ e%=e de = ex(cor; y +1siny)
- ¢t corme e )0 , on voit que e =2 pour valeur sbsolue @
gaplitude ¥ (mod 23} .
wo faiit que z —e? ,t une r’cyresentatwn de ¢ dans i, g6 Lrodui

rar les iventités




o
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(31) o2t2! _o2,2! oY1 . a-zz.l/ez

Comme 2x est psriode principa:;e de €(x), 2ni est une période de
eZ ot 1o _groupe des périodes de e est l'ensemble des nombres 2nnl
od n parcourt Z . ‘

On déduit de 1& que, sl B dés’;ne la "bande" formée deés_ points
z=xtly tels quo -ALy<LH, ¢ »rend chacune de ges valeurs uns fois
et unec seule dans B ; autrement dit, z —>e” est une application
biunivoaue et continue de B cur C*; 1'ingge par celte application

du segment (semi- ouvert) E=E, - @;
s,t,‘ )_. V,- * .-: _,. =
llmage de 1a droite Jay s =5,

8. Lo logarithme complexe. Il résulte de ce qui précdde gue 1'imsgse v
z —e2 do l'intéricur # de 12 tonae B - clest-a-dire de 1lenser
des z tels que tj’ (z)‘l < © , est le complémsntaize I du domi-ax:
nég,dtif (fermé) dans C ; si on convient do désigzze“ par Aun{z)

.L

W mmk

mosure de l'amplitude do z qul eppariient & ( i, 47 |
peut encorc éire défini comme le gecteur angulaire (cumz’t}

-n £ An(z)< % . Comze 2 —6% ¢st un homomorphisme de { sur
b =

| l'imaga par cetle application de tout en.,em”nle ouvert dang B (dozc -

~dans C ) est un ensemble ouvert dans G’ (donc Gans F) ; auiremest i
) {.ﬁ -
la restriciion de z ->ez & 3 bst un hméomorphisme de B sur ¥ .
o

On designe par 2z —log 2 1'homéomorphige de ¥ sur B , ré@ip

du précédent ; pour un sombre cc;mplexe z€PF , Log 7 est eppo

&etemination » p 1 L22g l‘iuhwe de Z - Si z=xtiv , ‘o8 77
u'i-w : :

on e Xxtiy=e done |
{32) 4
: : ? W ﬁ&(z)

Ona d’ailleum - ,(v-%° )=- 2 @i 370 ; on en déduit
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o
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]

(32 vis) ) o2 AMtU?, -.ai :
lvn’g-f.rctr-if 81 ye« O

i1 egl clair qus Log z est un prolongement & F d.e la fonection log x
~ Géfdple sur le dewi-axe réel pocitif (ouvert) R 81 z,z' gont deux
points de F tels quo zz' ne soit pas résl nwatif on a

Log(zz'):Lo& ztlog z'+2eni , o € =t1,0 oun -1 suivani les valeurs
de An{z) ot Aa(z!).

On notera qu'aux-points du demi-axo résl négatif, la fonection lLog =
_ & s

n'a pas de limite ; de fugon précise, si x tend vers x,<0 , et 8l ¥
tenl vers 0 en restant positif (resp. négatif), Log z tend vers
log|x |+ ni (resp. log‘xo‘-ai.) ; lorsque z tend vers 0 , |Log 3|
croft indéfinizent. :
Hous verrons dans le Livre congacrd sux foncticna analytiques,
comment on peut prolonger la fometion Log z , et définip le
: logarithme complexe dans ioute sa généralité.

= , 1e théoréne dos

Coxzme Log z est un hondomorphisie réciprogue de e
dérivations de's fonctions réciproques montre qufon toul point de 7 |
Log z ost dirivable, et que
(557 D{Log z) = ‘i/e‘Log % = 1/a

fornule qui prolonge la formule §;10).

3, l’ris@itiveg_ des fonctions rationnelles. La formude (33) permet deo calculer

la primitive dfunc fonction retic:mnelle guoleongue 1r(x) de 1a variable

;Qe;_.'_tg x, 8 COuLflCLGRtS roels uu coaplexes. En effet, on sait
(Alg., chap.V,& ) qu’une telle‘ Tonction peut stécMre dlune ceuls
maniére sous la fore dlune 80 msts dfun no abra £ini de termes, guli ool
a) soit des momomes ax® (p entix;?;r 20, & nombre compleze) ;

b) soit cos fonciions de 1la fozzz;-.;e a/’(x«-b)m‘ (m entior >0 , 8 61 ©

>

nombres complexes).




0.

- 1()8 »
Or, 11 est facile d'obtenir uis prinitive de checun de ces termes :

1
' @) une prinmitive de axf ost "ﬁf' :

b

ot
b) ai m71 » vne prinitive de o  egt - =

= (x-b)" (1-m)(x-b)""" =
c) enfin, d'aprcs les foz‘*zm.leu (10) ot (33) une primitive de =
est :
a.log‘x-b‘ gi b est réel ;

a.Log(x-b) i b est conplexe.
Dens ce dernier cus, si b=ptiq , on a d'ailleurs (formules (32 bis))
Zog(x-b)=log \/(x-p)2+e® + 1 Are tsg =2 45

- Nous renvoyons & la partic de cet ouvrsge, consacrée au Gelenl
nunérigue, 1'examen des méthodes les plus praticues pour lea
géterminaiion oxplicite d'une primitive d'une fonction ratiocnnc
donnée explicitement.

On peut ramencr au calcul d'une primitive d'une fonction rationno’.

ax.
19 le calcul d'une prinitive d'une fonmction de la forme r(e J,

r étant une fonciion ratiomnelle ; en effet, par le changement de

ax

variable u=e“* , on esi ramené & trouver ume primitive de r(u’;;/t:;

2° 1le calcul d'une primitive dfune fonetion de la forme

f(ein ax , cos ax) , £ étanl une fonction rationnelle de deux variail.

par le chansement ds variable u = tg % or esl ramené & trouver
une prinitive de
f(._2. )5
‘*r ,-

Fonctions clrculalres coaple'{es s 17 'onctions Jrerboligues. Les f,.er..)__

d!Zuler (29): ot la définition c,k_.e e® pour tout z complexe, pormeiic:’
de '".‘91’01011591' & C 1les Ponciions cos x ot sin x définies dens

en posant, pour tout z e C
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(33)  cosz = %(eiz+e'1z), 8in z = %(eiz-e‘iz). (cf. exerc.15)

‘Aveciceile difinition, toute identité alsdbrigus entre cosinus et
sinue d'un noibre fini d'arguwsents de la forme DyXqt... 4D X, OB les

pifabnt“entiers,ales x, réels, esl emcore valsble lorsqu’on y remplace

les x, par des varizbles complexes guelcongues z, . ¥n effet, une telle

identité revicnl, par les formules d'Euler, & une identité de la forus
o, ix, ix iz, ;
fle *, e *,...,6 B)=0, of £ esl un polynome de n indétermindes ;

comme, lorsgue X déerit R, o*k prend une infinité do valeurs,
le polynouc .f(u1,..,un) est idertiguemont nul ; on e donec aumssi

£( iz, 123)_0 . . = T . :
e gese3® =0 quels gue sopent €8s nombres coploxes Zy 5 ClOBT-E-

dire, en vertu de (34) l'1dent1tu al sébrigue donnde oh on g remplacst

_les xilpax laa 5k

En particulier, on a .
: c0922'+ siﬁzz = 1'
cos(z+zf)=cos 2z cos z'-sin z sin z!
- sin(z+z!)=gin z cos z'+sin z'cos 2
D'auire part, la foraule (26) rontre que cos z ot sin 2z sont
dé;ﬁvables dans € , et que l'on a
D{cos z) = -8in 2
D(sin z) = cos 2
Bqui z=ix (x réel), les formules (34) donuent
cos ix = }(exi-e'x) i eip ix = -(e -6

El esu coamods uO desz,ner par une notation particuliére lsﬁ Ponciic

=x)

reelleg qui s'iniroduisent ainsi ; on pose
S ch x = j‘Ce e x) (0031nusrhm
(35) ls& %= 1(9 ™) EMM de x)

(
ih % = Zg = - (;gnﬂeute hyperboligue de x)

'efboliyué de x)




| ‘
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| On a donc, pour tout x rédel
(36) coe ix =ch x sin ix =1 sh x

Do toute identi b6 algobriquo eatre cosinus el sinus d'un nombrs fini

d!'argunents de la forme P4X,t .»:vpnxn (pk entiers, X, réels) on déduit

donc une identité opire cosinus st sinus hyperboliques des mémes argu-
nents, en remplsocant cans 1'icenlité donnde, chague variable Xy por
iz, , puis en utilisant les formales (36) ; en partiéulier, on 2
' chfz-arfx = 1
ch(x+=! )=ch 7 ¢1 x'\’fé- sk x sh x!
eh(xix')=sh . 62 x! + cb x gh x'
Ces fonctions permettent en ou.re d'exprimer les parties réelie
ot imaginaireo de cos z et gin 3 pour z=xiiy , car
cos{xtiy)=cos x co iy-sin x sia iy
=¢cos ¥ Cr ¥ - isinxshy
sin(xtiy) = ein x ¢os iy + cos x sin iy
=ginzchy+icosxsehy
Enfin, on &
D(en x):--sh'x . Dleh x) =0 %
D(th x) = 1-th°x = 1fek’x
Gomme ch x>0 pour tout x , ¢n déduit de 1a que sb x est sirict
ment croissanic cans R ; comme gh 0=0 , sh x a donc le sigrzc:; o :
Par suite, ch x est atriotemen‘i.;’ciiécroissanta pour x<0 , stricier
croigsanie pour x; O . Enfin, th x esl siriclemeni crolssante dang

R .- 0o a en oulre

lm Bh X = - oo ’ iim sh x=+ oo
3o ! E ~>p0m

1inm ch x = s:Lm ch x = + =2

i S , S B :

giim - thx =-1 e dim thx=+1 .

i - X >»-oo i £ oo
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On désicne parfois par Arg sh x 1la fonction réciprbque de sh x , qui
est une application strictemeont croissante de R sur R . Coite fonc-

tion o'exprime d'ailleurs & 1'aide du logarithne, car de 1la relsiion
=gh y= 1 (-0~ y), on tire 323' 2%6% =120 ; 8t comme ‘ey>€_)

yaxld 1, clest-a-dire

Arg sh x = log(xryx2M) |
De néme, on désigne :parf‘ois Par Arg ch x la fonction réciprogue do la
re.stnctlu e - chox [0 ‘!‘w( cfenl une application girictenen. e
croissanic de [1 f'm[ sur [O +00( ; on monire comme ci-dessus quo

Arg c¢h x = log (Jﬁ-v‘ 1)

uni‘in, on dési ne par Arg th x la fonetion réciprogus de th x , gui

- R A = ¢ = -
est une zpplicalion sirictement croissanse de }-1,% [ sur & ; ona
d'aillours

Axg; th x = % 1o iz
& g Tx
izoreices. 1) ﬁémontrer que, pour x>0 , (1+ -) est stricterent
: . Xl - <
cicvissanie, (1+ ;{-) girictoment decroissante, el que ces deux

fonclions tendenl vers e lorscus X tend vers + oo . Uonirer de -
méme que, pour x > 1, (1'—1_)}{ est strictement croispante,(1- ’
svrictemont décroissante, et quo cop deux fonctions tendent ver
1/9 lorsque x teud vers + o@
2) Pour x>0 , y réel guelcongue, on g

| +
zy< x.1og nied - '

{voir chap.I, §2,exerc°17 J ; donc guel cas los deux membres
sonl-ils ézaux ¢ '

3) soicat a,,.. 4 desi nombres PO A, 9% G ldes moyennoo
12228008, 2 n

ariths ietique et veamé‘tmqu:; q mmirea de 84,83p:::;35,

A ., ot G%A celles de awa.),..gam . Démontrer gus




ik

- 11 -
n(4 -G o) S (ot (A - G 1q) -

(9 'c 1 - -
it yi;;b) n'a;ant lien qus lorsgue anﬂ Gn {poser 8, .4 =% :
4) Soient A et G les mnoysnreg arithidtique et géoméirigue ordinel-
res dos nonbres sirictement positifs a;,8,,...,8, . Hontrer que,
si on pose X,= i/A , 1a relation G Z(1-a)h , 0o 0 ga <l ,
entraine pour 1¢4i<n

% -1 n-1
x (1 - L) PACE Y

)

- En déduirc qu'on a, pour tout indice 1 , 14x'( xig’ivxﬁ , of X! est

1a rqcino nazabtive, x" la r: eine ~aoui ive, de 1l'éguation

(14x)o F=(1-a)® (cf. exsrc.1).

5) 81 =x,y,3,b sont >0, pontrer que

xeF
o+

% log L{_-’r 7 i08 i?(m) log
1'6galité n'ayant lieu que sl %, %’..

6) Soicnt 24 4 (14 <n, < J¢n) des nombres g0 tels que, pour

uout indice i , on alt a.ij==1 , et pour tout indice j ,
it
Z %3.—.»1 . Soient %, (1<i <n) des noabres >0 ; on pose
(PR
¥3=8; 4 X, Ta % T oty X (11 ¢n)
ilontrer que ¥ ya..y z X ...xn

(minorer 1log 7; Dpour chaqme indice 4).
7) On dit qutune fonction I & valeurs >0 , définie dans un

intervalle I , est logarithwiguesent convexe dans I , si log £

est convexe dans I . uontrey gue, i f et g sont logarithaiguesent
convexzes dans I , il on est de méme de g (ubtiliser 1fingpalits

de Holder, g1, exerc.20; .
%,

8) a) Soit 7, ¢; 4% xj , ah ji"'cij (1¢i¢n , igign),

©

une forme Lbzm;a.giomm définie positive, A son ddterainant ;




ant
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po.surer uc N € ©44Cup- ¢ C (expriner A el les Cyq & 1l'aide

n
des valeurs propros de la forme).
b) Zu ¢didaire gue, ol (ai;)) ec. une :atrice carrde d'ordre né

¢léaenin co 1plexes quelconqucs, /\ son dcteminan’c on a
|AL ((?Z,Qa”‘ ) z, |24l )...(2\ J| )
114 alitc n'syant lien que s; un des fac eurn du second membrs
alanuulo, ou si on a, quels cuc soient les imdices diplincts hjk
81854 O oByp e By =
9) Soient L Gy 4%y % 3 7' dijxixj deux formes heraitiennes
dadiinicn )omtlvou ct n varlcblou . dsmo?tmr 1'inégalite

> 17 -
5l Fl;! <G|

(ramener sinultanénent les dcux formes & ne contenir gue des

teraes carrés).
10) Dicuire 1'inégalilé de\}?élder (3 1,exorc.20) de 1'inépalité

(4) (majorer & l'aide de 1! im,ballte (4), chacun des termes
() - ) -
ZJ 851/ 4’4 :9. _ % ip
11) lonirer que‘ tgﬁx;x .po_ur Osx <'g' . ‘

12) Soit a un yombre roel vel que O<a (_.27}. . montrer que la

fouction
> g X . Ez_’s'z;
X
X VI X-85g8 -
es hrictem,nt cz‘oissame dans l'interv slle ) : 5 { (voiz' chap.Z,

§1, exerc.12). V ,
43} iioi't f une fonction déﬁ.ﬁnie dans un intemalle ouvert I , telle

é_ue , pour *_‘#o'ut systéze de irc?is points F9%p %3 de I patisfaigent

% x1<x2<x5<,x % , on ait -

(1) olx )Sih(...z~2’-., }2—?(2:2)312 (x yﬁ)s;(x Sin_{”‘xg—x,ﬁ} 20

~0ntTer que :




e

a) £ ost continue en tout point de I , ot y admet une dérivée &
droite et une dérivée & gauche finies ; on a en outre .
(2) ~ #(x)cos(x-y)-£1(x)sin(x-y) < £(y) ,
pour tout couple de points x,7 de I tels gue tx-y l < 7w ; on a aussi

1'inégalité analogue & (2) cé on re"nplace fé par f’ ; enfin, on &

_ f’(x) f'(x) quelg que soit xeI . (Pour demontrer (2), faire

tendre, dd.us (1), X, VOB x} e1 laissart fixe X 5 ot obtenir ainsi

(x2)-£(x4) . :
une mgjoratlon de 1511 %% ; puis faire tendre 35 vers x,

dans 1'inégalité trouvée ; en déduire 1l'existence de f'(x) , 6t

1'inégalité (2) pour §>x ; prrocédés enalogues pour le:s aubres
guestiocns). _ :
b) Réciproguement, si (2) e lieu pour tout couple de poinmis X%,y de

I %ols gue ’x-y‘ <& , £ vérific (1) Gans I {considdrer 1la difféxs

f(XQL = f( %4 ) )
Esn(ﬁ}-:tg) sin{x 5-2: 2 :

¢) Si £ admet unc A67ivée ceconde dans I , (1) est éguivalente & iz

condi‘cipn
(3) e(xHen(x) 30
pour tout x€I .

Interpréter ces résultats en considérant la courbe plane définise

par X = —-Z,-%H cost , y= (%) 8in t (oonvexité par rapport &
1'origine).
14 ) Soiént 8y 585,98, n'no:hbres complexes distinets. lontrer gus,

sin polyr*cd‘es pl(z) (& cc eff‘icients coaplexes) vszien* itides
p,,(ZJe 2 4 v, (52 )eaa +, ..t P, (z)e ® =0

'pouz' tout 2z ¢ € (on sculemer 3;' pour tout z réel), ils sont identl-

quement puls (procéder par 3 c:i%;rrr;ma, sur n ot dérivations

| S

successives).
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éta.at sirictensnt imerieur & cmlul de g . Boit p le D.g.c.4. 6o g
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19) <n sait (Alg. ,chap.IX) que, dans le plan complexe c2 , le groupe
des angles A est isomorphe au groupe orthogonal 02( Cc), l'iemozp‘fsin
canonique entfe ces doux groupes faisant correspondre & l'ancle &
la rotation d'angle 8 ; on transporte au groupe A la topologie dec
02(6) par colte isomorrhie ; ce qui fait de A un groupe topologigue
localemenl compact ; en outre l'application @ —»cos 68+ gin 0 est
an isomorphisue dufgroupe topol cgigue A sur le groupe multit:-licatif
C*des no.:bres complexes #£0 , l'isomorphisme réeiproque étant défini
par les formules cos 8 = -1-(5 +2) ,8in8 = ;.i (z- = ). Déduire de
ces relations que tout homomorpiisme 2z ~=;><9(z) du groupe additif c

sur A , tel que les fonctions complexes cos ¢(z), sin o(z) soient

- dérivables dans (% , est défini par les relations cos 9(z)=cos 2z ,

sin ¢(z)=sin az .

46) Soit D la pariie de C réunion de 1'ensemble d4fini par

- L R(z) € +n , j_(z))O , ot du segment J(z)=0 0 gﬁ(z)éﬁ :
;‘ionircr que 1z restriction de lsg *‘onotlcn cos z 84 D a.pplique
biumvoguement D sur C ; la restriction de cos z & l'intér r de P
est un honéomorphisme de cet ensemble ouvert sur le csmnléz:mwirea
dens G , de la demi-droite y=0 , x <1

- ‘37) woiont £ et g deux polynomes premiers emre 9ux, le degré 0

e‘c do sma dorivée gf ' q le gu ot tent de g par p ; montrer qu”il ------

A, s X
P A S
~ 3 &

goux pcl;yno.nes_uﬂ &niq_ueman‘%,_ diterminés, de degrega respectifs ©
ment inforicurs & ceuz de p e:nt tle g , tels gue

(

En cwdairs gue lco coeffi«.,iez ts de u el v appartienzent au plus

f
corpu (sur Q ) contenanu 1: 8 A @@zfﬁ.cicxﬁ 5 de et g ot contepn Gops

C’_t N‘“
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~18) Soient £ et g deux“-‘"‘
decre slrictemont infe

Troalers entre eux, £ &tant de
‘de g . Soit K un sous-corps de &

contenoui leon coofficiéﬂfs“dé' £ é”{.' C , ot tel que g soit irréductiblc

sar K . Four gu'il existe une primitwe de £/g de la forme zfz Log ., ¢

od les 8,

irréductiblos sur K ¢ il faut m. il uffxt gue 1'on ait f=cg' ,

sont des conatante.., appartenant a4 K, les u; des ,go?;,rﬂ:z,zc;n

¢ constante (;z,partcnant & K
19) Momirer qulon pout ramenor le calcul dtune wrinitive de
(ai'bx)Px (p ot g novbres réels guelconques) au calcul de la pxi i
tive d'une fonction rationnellcz\lorsque- 1'un des nonbres p,q,p's
est entier (positif ou négatif).

20) 8i f£(x,7) esi un polynome guslcongue en X,y, monbrer gue |
calcul d'une prinitive de £(x,log x) et de £(x,arc sin x} 56 ]

au calcul de prinitives dé fonctions rationnelless.

21) a) 31 » el n sont doux entiers tels que 0O0mdn , démontres
formule f*""y&dz ooy
12 n sin 2
b) Mortrer que , pour Ogadi , 1'1ntégrale /

e a=4

L. bx
uniformémont couvergenle pour g variant dans un inlervalle compnoct,
ot déduiro de a) que
j 7z dax . m
T+= sin an

4 - X : /11 n 2
22) 84 Im - sl une priaitive de sim x cos x , montrer

e |
)

n 240 (m ef n nombres reeals quelconques )

mi1 nt1
_ _gin & 6 p 4 mt1 ¥
wion - I Mj T S m,n

' : : me ¢
est une prinitive de sin” *-LO8 X .




Botrouvez_' 3 l'mde de ’cette fornmle la"fomule
s (n entier > 0)

ét du*nontmv' 1'1 fomnl - |
j¥ gin” 2o % dx = %% V(n entier}z o)
5 (#]
23) bomontrer la fomule de Wallis

1 . 246 . _.2n - [%
%.}g.moo ﬁ 1.;.5..-(57’ r

en utilis;:mt 1'oxerc.22 et 1'inégalité sinnﬁx <sinn‘z_ pour O < z< .

L

24) a) Cﬂculer les intégraleaa

j (1-22)"az f o

& 1l'aide de l'cxerc.22.

b) ¥outror que l'on a

=X £ ® - pour 0gxg
o~X < - ' pour Xx3;0
=
c) L‘unire de a) ot b) et de 1z formule de Wallis aue
E-x dx =2 "-& , &9
o 2 o~ Fain 2
25) a) L‘omrer ag,ue, pour a » 0 , la dérivée de I(a)sf ———

J.
est ézale & - 4Xsin x dx . g

b) En déduire que o
sln X 4.. _ &

26) Dsduire de l'exere.2% ci-dessus, ct do l'exerc.10 du chap.i, = 4

que . ‘ . = '
; sin xgdxts = -g' ,
7 P 2. e

27) Calculer, par dérivaticn nor ropport au parandtre, et uil

de 1'exere.23, lesp intégrales

o2 2
e | 1{ = 2 &,
j{"iemw{ jfem‘;s;zdx
J = 0
Lo




-
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28) Soit F wne fouction vecltorielle réglée pour x 30, continue

au point =x=0 , el telle que 1'intégrale / ?(x) g so:L‘c CONv o1~

fente pour 2 >0 . dontrer que 1° intég;rala
] .ﬂ&x_)._f_(_ﬁ ax

est convorgente et érd.ca 8 }(O)log =

&

§5. Développeronts dos fonctions exponentielles of
circulgiros, et des fonctions qui s'y rottachent.
1. _Développement de 1'exponenticlle réollé. La formule D(e*)=e™ donne,
par récurrence, Dn(ex)ae ; cn on déduit le développement de iavlc:

X

d'ordre n de & , relatlve au po: .nt x=0_

2 ( 2
. > oon‘» X-
(. s -1 ity !
be reste de ceite Tormule esl >O pour x >0, du signs de (-1)

pour x<0 ; en outrc, d'aprés 1'inézalité de la noyemnno, on a

LB = n n+l X
(2) T < / -(—-,-x't)-'- e%t(—r—pﬁ—xn_' ] pour x; 0
nH o= nt1i

() <‘ /—1—"—4‘ obat ‘4 T

Or, on sait que 1z sulte L-r)- sour limite O pour tout nombre
: }370 (fop.gén., chap.IV, 2 9 7) ; si donc on Pait crcitre n indéfini.

ment dans (1), x restant fiz3, on a
. ks
x S ¥
(4) o= > ——
Yz0o : ;
ot d'aprds (2) et (3), la séric du second membre converge absolument

et unifomiiizat dans Lout :mterv»lle conpact. In particulier, cin o

(5) 1+%i El 0’-+‘3ﬁ'§" o8 0

Cotle lormule permei do calizulor des valeurs ratiommeolles auss’

approchdes cuc l'on veul du nonbre o (ef. Galeul munériguc) |
“on obtient aingz.

= 2, 71?’8’”328
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f" " pn £ par dc,fau'é.. La for, u.le (5) prouve en cutre gue e

e un,-néﬂfbre 1r;at-onnel (“‘o .gén. ,chap. IV, 8 ,n%3).

_-; w Coame ‘1o reste de la formule (1) es‘{. 7 O pour :&;
on a, pour z;O

216 = g0
1= Tt A
: & ) 11 21 n!
et, a forliori
ex; r
: T ‘ o=
pour toul eatier n ; oa cn déduit gue ?3- tond vers T oo &7¢

pour tout cntier n ; mous retrouverons ce résuliat au chap.iii,

par une autre métuode.

2 D8y eloggements de 1!t exgenentwl lg | oziglexe et de cas x et sin x .

Conne si-dessus, on on conclut|

9)

o ;;apacte das C .

un nombre complexe quelcongus, et considérens 13 f@m on f’*fd: :'

de' 1s variable rcelle t; ons " q}('l:)--znezJG - e‘c e s@(‘é) VoD E

sion de ¢f 1) par 1s foré:mlo de Taglor d'ordre n donne donc

L
(6) ?=1+t&t2 ,.,.4-—{- z”*”j -(-g-?-);»ez%t
]
fornule qui, lorsque z est réel,est équivalente & (1). Le rests

r z) =z *'j 1-)" zby: ds goite foraule se majore encore, & Tall

absolue, & l‘oaidzé! de 1'ind;=lité de la moyenms ; si g=xtiy ; on &
‘e"‘tl = o** ; done ‘eat‘ <1 81t 20, tezé‘;ggax gi x>0
vient dome : ,

ot .
(7) ’ = ‘r (z)fg -%_1 ; gi x <D
._(,8) | ir (Z}§ < z|® 1§ex _ si x>0

1o sbrie conver: ceni abs

W

t umfomamm dans toute partioc
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De (6) on tire, en particulier, pour x reel

2 } er
diot on déduit les developpemen 5 de Taylor de cos x et sin £ : en PEG=
nant la partie réelle de (10) pour l'ozﬂre 2ot , on &
n x * ,_ Eaf}'f'% e
(11) aosx:1»2—,+z§-r+...+ -1) (-1 } }%ﬁvw cos t 4t

(@)1

2
x

{11

avec ls limi‘tation du reste
j E o santit

Ie méme, en nrena,nt la partie irgginaire de

cos 4 dt ‘(
)

il vient

P S
2211"1 —Zl 5 { o
(5: 8in X = x- +§T+°'+( 1) ,,m,
avec la limitation d,u reste
ik 2n 2nti
(14) £ .(at%%lj.f. cost &t | ¢ _%W
| = >
§ *0C
Ez outre, en comparant les rectes de (11) pour les ordres
2nt3 , on & 8 K Sl
(7 (x t;zm" gz-; 2& - :
1 <" 2t o8 t o
j ﬂ+ c°8t dt m E}"‘"'i }f o G’
L4
o = . 3 5
et en tenant compte de (12), on voit que le reste do (11) est
£ ) -
sieme dg (-1)%" ; de la méme ranidre, on montre gue le rect
2 ] n - ’ 5 g
est du aigne de (=1) x . En particulier, pour »n=0 et p=1 da
poBr n=i n=2 dans (13), on obtient les :i.népa,lr%;é
{(15) 1 = 525 cos x £ 1 pour tout
{156) X - % <sin x {x pour X
Znfiv, en feisant z=ix daps la forsule {9), en &
> w 3 3
(17) cos = D, {-‘i)
=0 (221‘2!
: et )n 1223. 1
{(18) sin x (=1
; * (2 'n"MEz
‘les siérics sopv tout
compect .

pour 1'ordre

(2]

5 o
< &4 %
9%
SALL
=
o Ao { % .}ﬁ %
e W TR 5 7
g LS
o 44
S 1 o 5
&2 *7.8
e
{
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. _Le développement du binfme. Soit r um nombre réel quelcongue. Pour x>0,
on a D(x")=m(m-1)..(m-n+1)2"" ; on appliquant & 1o fonction (i+x)"

la foraule dc ‘'aylor d'orcre n relative au point =0 , on obiient
pour x > -1 , la foraule ' -
(19) ()%= 1z )P AR w](b‘t Jarey ot
ok on a posé (m) = ﬂw:é_ﬂl Ta formule (ﬁ?) ge réduit a la

formule du biudme (Alg. ,chap.IV) lorsque m est entier, >0 ot nza ;
par extension, on la nomae enccre formule du bindme, et les coeffi-

m ,
cients () sont dits coefficierts binomlgux lorsque o est up noubre
réel quelcongue.

Le reste de (19) a le signe ds ( ) e x50 , le signe de

o+
‘ 4
(-1)117‘ (n-H) si x<0 . Comme “_t\<'x pour t > -1 appar

1'intervallo dlextirémités O et x , on 2 la 1imitation du resie
(20) ‘@L&J.L‘_SMJ](%) (s+t)m"1dt‘<’-( )x" [('iﬂ:)m
¥n outre, pour x 0 et n7n-1 , On a (144 )2 12/1 pour ’;é”

d'ot 1z limita.tion

24 n(m-1 2...§m-n2 (x-t z
) \ )n-anF dt]'(‘ (nM) A
.,né;relités qu'on &, pour \x| < 1

ot
X

Hous a.llons daduire de ceg

(22) (14x)" z; C)x
la série du sccond nenbre éf::mt a‘bsolment convergente, et vnilorma-
nent converg ente dans toul intervalle compact contenu dans E“’
En efiet, on peut éerire

gt BL m”' 7 &"‘i
(23 ) =41 (1 2Lo- 9.0 50)

i {m)! < (4+ .L@.’ﬂ.)(‘i-% ‘L?igl) ..(‘H” Ln’?‘")

i fz;{<r<1 ) OB Pea.t trouver ;u tel que 1 .;.iﬁl <’m ; 08 T P17
d'ch, en 1osant k = (1-’- J——L“.‘(%GLL )
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} (m-‘l nl k}x‘ (; )n-no
ce qui démontre, la proposition. Au coniraire, pour x>1 , le teme
générel de la mérie (22) croit indéfiniment avec n ; en effet, dfaprés
(2%), on a, pour n)n,i;!m-HI

| | 2)a- BD...¢- -—)] L___L),.,U, let1] ,

Bolt n »n tel que, pour ays , on a.it = /% , oh
1<{x"¢x ; si on pose :
K =[(1- B, (1o B )(1-%%-) .(1- L=-J->
on aura, pour n)n
_ Q) = |y x;° &,
d'od la proposition.

La formule (23) monire que lorsque mti1 D0 , (2) tend vers ¢

lorsque n croft indéfiniment, car le produit infinl de Facloux
général 1 - E?' a ses termes L1 et ne converge pas dauc
(Top.=én., chap.IV, 97,th.4) ; on déduit donc de la formule

que le resie de (19) tend vers O pour x=1 et m»-1 ; auitremsnt

dit, la série de terme général (g) est convergente pour m>-1 ,

et on a >
(24) & a éa()

Au contraire, pour nti <0 , (m) ne tend pas vers C lersque

n croit indéfiniment : on a en effet t( )i=1 pour tout m :
mﬂ

pour mH < 0 , le produit infini de facteur 1- =5~ converge
vers To° (M' schep.IV, § 7,th. 4), done i( )i tend vers
+ o0 .,

La formule (19) n'a 6t8 6tablie que pour x > -1 ;
fait tendre x vers -1, le¢ premier membre tend vers +oo lo
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vers O lorsque m>» U ; dans le premler caes, lo roste tend donec vers

_ + oo , dons le second cas vers une limite finie T ; en outre, en
pa ss'mt & la limitc dans (>0 , O0 @ ’ } !(m'1)i, et comme

m=1 > =1 , 11 réculte de c2 cui précéde que T, tend vers 0 lorsgue

n tend vers + oo ; on 2 donc encore la formule

(25) 0= S (1) )
pour @3>0 . On rana:q‘v.fera qu. e, dans cette série, tous les termes
gont de méne signe & partir ¢'une certaine valeur de n ; cela prouve
donc gue la série de terme ginéral ( ) est alors ebsolument conver-
gente ; par suite, la formsle (22) est valgble pour |x| £ 1

- lorsque m 70 , et la gérie du second membre sst uniformément

converrente (et méme pnormalcnent convergente) dans ce’c intervalle
ccmpaet
Sioys verrcns av contrairs su chap.IlI (& ) que la série de

terme ginéral (ﬁ) htest pas absolument convergente ;orsque -1<m <LC.
Remargue. La forme générale du reste de (19) se sinplifie lofst;ue m=-1 ;
on a alors en offet, d'aprés la :f“omulevde 1la division de 1-::’1“ par 1-x
;(26) "’t’%-‘i" 1-xtx2., , +(-1)" & (-1 xn+1
En dérivant k fois cette formule, on a aussi une au*tre expression du

_develogpa.aent dc s flor de (i+=x)° -k .

(ef. exerc.6)

(2 (" pikt1  PTEH ]
7) .(_—_7? 1‘}’( 4 )x v g)x Ty i— ) +D [( 1) 1 + =
4. Développements de log(i+x), de Arc g x et Are sin x . Intégrons les deux

membres de (26) entrs O et x ; on obtient le développenent de Taylor

dlordrs nt1 de log(tix) , valalile pour x > =1 o
o dt
e

1 nt
(28) 105(1_5_,-;:) 2',:6- “g’gw? bl o T (“’1) Xn' J—-( ‘s) 15
Lo reste esi du signe de (- 1)3""‘ el x)G , ot o8t <0 8l -1<x<0 ;
en outm, rour x 0, on a ‘i—H; 2 4 pour 0<£tg&x et pour x<0 ,

’H—t >1- lx{ pour x<t<0 ; donc on a les limitations




(29) } -E;Tﬂ ' pour x > O
(30 , / t’*“dt ‘“’2 1<% <0 .
) ‘ < ”’%m pour %

De ces deux demiéres formulras, on déduit aussitét que, pour
-41<x<1 , ona |
(31) 10s(ii) = S( 1P 2
la série étant uniformément com ergente dans tout intervalle compact
contenu dans ]o‘l 31] , Bbsolument conversente ,x! <7
Au contraire, pour |x| > , le terme gbnéral de la série (31)
croft indéfiniment en valeur sbsoclue (n®2). Pour x=-1 , la gérie
ge réduit & la série harmenique, qui a pour somme + o0 .
De méme, remplagons dans (256) x par x° , el intégrons les deux
membres entre O et = ; il vient le développement de Taylor dfordre

2ntt de Arc tg x , valable pour tout x reel
F-8- - B AT P
8 z R P Sen e e
- (32) Are tg x = T 3' 1 o A+Ht®

Le reste est du signe de (-1) x F et comme 1447 21 ,o0nzala

limitation .
2nt 2 nth

) ‘ f tm lﬁ_

d'ok on tire gue, pour
< 2n+1

(34) sretgx= 9 (1)” _x.ﬁﬂ.

N=0C
la série étant unifornéuent convergente dans cet Mtenalle, ot

gbsolument convergents pour l;' <1
En psrticulier, pour 3::1 ; on obtlent 12 formuie

n
{34 bis) 31-3- -5 - A1) ZmT—+°"

' Pour \ ‘)’i , le terme ges 6val de la série (34) crolt 1ndefix1i=

menl en valecur absolue av: sen
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Epfin, pour obtenir les développe’aents de Tay or de Arc sin x ,-
partons du développement de sa ¢érivée (1-x°)°3; ce dernier s'obtient

en remplagent x par -x° dans le développement de (‘H-x)-} suivant

la formule du bindme, ce qui dorme pour |x[ <1

4 >
2. - 4 2

avec les iné;alités

0 <R (x) € 5%.2_1. da:._).x’c‘n [......._._ -1]

"1 _?w,
Diod, en prenant la prinitive
ant1

- 5
(35) drosinzex+}d+ %" b 3l L s

ol S (x) est du signe de x e saiisfait & 1'inégalits
')&
(56) ‘S (x) ‘g%—@:’l] ] & 6 © O ‘=° i:—iamm
e oW oo 2 e cbooe el
1 t \f‘iex
On voit donc gue pour un £ tel gue }x'<1 ’ Sn(x) tend vers O

lorsque n croit indéfiniment ce gui permet dféerire

2nt4
(37) Arc sin x = ‘%4) x 2

'h:c
la série convergeant ggifoménent daos tout intervalls compact contenu

dens ] 1,41 [

Au chap.IIi, nous montrerons méme gue cetie série comvergs

uniformément et a pour scmme Are sin x pour |x| <1 (cf.exerc.b)
Au contraire, on montre, comme pour le développement du» bindnme,
que le terme général ds la érie (37) eroft indéfiniment avec n
en valour absolue lorsque [ |>1 -

Zn faisant par exemple x = 1 gens (37), on obtient une

2
nouvelle axpreﬁaion du menbire T :

= Z 10 © a-\-f n'1l 1
& oc) csn ? (ﬂn+1)?zmn%’1 5

Qui permet (mieuz gue ls ;)..;"ie (34 bis) de calculer des valeurs

aussi approchées qufon veil du nombre x ; on obtient ainsi

(ef. Calcul nunérigue)
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= 3,141592653. ..
a 1/10° prés par défaut.
uxerg;ceg 1) Seit £ unc fomction n fols dériveble dans un inter-
valle IC R, . Démontrer la fomule '
D f(ex) Z # sl )(ex)
en tout point x tel que e €l , lo coefficient a.m étant donné par
Z( )(m-pt1)”

(méthode de 1'e~:erc 8 d\g cha: I, §3, en utilisant le développement
de Taylor de e%).

2) Soient £ une fonction n Tols déribable av peint x , g une

fonction n fois dérivable asu point £{x). Si on pose

Pg(£(x))) = g e )(f(x) Ty | :x), wu, ne dépend que de le fonchio
af(y)na{ af

¥
> o

)

on £

en déduire que vy (x) est le cocfficient de & dans o £{z)

3) Pour que la fonction (1 -+ E)X’? soit décroissaate pour x>0
i1 faut ot 11 suffit que p3 4 |

4) ¥our que la foncticn (1 + %)x (1 + %) soit décroissante pour 7/ -
x50, 11 faut et 11 suffit que P %5 .

) four que la foncticn (1 + ﬁ)ﬁ? colt déoroissanie pour x50, ‘1
il feut et il guffit que 0<pg<2 . |

6) Hontrer que le reste du développement du binfme {19) est ézal 2

— : :
mgm-‘l)..{m-n.)_. {4+x) ‘1 d‘iﬁ- * En déduire que, si -1<8<L0 , o8

o {13u) “
reste est en valeur absolue, }xam

(‘i_—%~x)m (rezplacer u par zx
dans l'intégrale). BEn conclupe gque la séris '(57 ) ccmarge mnifagrglé»
ment veré Arc sin x dans l’:“i}.ntervalle compact 5:-1 ﬁ"i} G

7) éﬁcntrer que‘,,. dane Nintaz;}*q‘alle [:1&-%1] ; +a fonection §z§ aig;f
limite uniforme ds 'polyno@;es;;,i en remarquent que .%xg =(1=(1'“32 ))&
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Epn déduire une nouvelle dénonstration du théoréme de Welerstrass

(Top.gén. ,chap.VIII, & 4) (montrer que toute fonction continuo dans
un intorvallc coapact est lizite uniforme de coabinaisons limdaires

de fonctions -a!x-b!i—c ).

' o
| (1-42)%at
C(1-t2)"at . | |
intervalle (—1 ,-e) , et tend unii‘ormé%ent vers +1i dm%s tout inter- ,»'
valle (5,1] (e »0) (remarquer que j(‘i«tz)ndt )’ j
(74

8) Lorsque n croit indéfinisient, montrer que le polynome

tend uniforadment vers -1 dans tout

p,(x) =
W5y, O

& 2
in déduire gue le polynome c,n(x)z D n(t)ﬁt tend uniforiéuent

e AN S

vers |x| dans ﬁ}‘i,ﬂ) ;
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