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1. Progrletos topologigues des ensembles convexes dans Fi za

1. Défirition d'un ensemble convexe. 2. Adhérence, intérieur ,
‘frontiére d'un ensemble convexe. 5. Encembles convexes compacts.

4, Hyperplans d’appui. 5. Duelité des ensembles convexes.

el
(&)

Fonctions convexss : 1. Définition des fonctions convexses.
2. Familles de fonctions convexes. 3. Continuité d'une fonction
convexe. 4. Crlte res de convexité. 5. Fonctions convexss Dposi-

 tivement hompgénes. 6. Fonctions d'asppui.

Commentaires. On n'a voulu insdrer dans ce chapitre gue les prop priétés
les plue importantes des ensembles convexes de dimension fiaie; reje@ante'
les autres, soit en exercices, soit au Livre V s'il s'agit de propri tésr
valables pour les convexes généraux. Dans cette derniére catégorie "
'reﬁtre la notion G'enveloppe convexe, dont il parait'inutile de parler
ici j de méme, on n'a pas fait une,étade‘détaillée (dans le.ﬁexté} de-la
coque dfun ensembles convexe; réservant cette étude (avec 1a-notipn de :
point'exﬁrémal et dl'ensemble stfiotemént convexe ) pour le Livre .V ; avec |

le th. de Kreis:

}..lo

n-:filman ; le th. de Linkowski est amplement suffisant

=
L

pour ltlapplication essentielle gu'on en fait au Livre IV , savoir le

e
parle des Dolyeures convaxes; gqui d'aprés Weil n'ont plus au
tance pour la Topologie algebrwque :

7 Les propositions du début du %1 ont été formulées de sorte

fqu on puisse les transporter sans modification (ainsi =zmws gue leurs

vmons.ratvoas) aux eacernles convexes Jeaeraw», au Livre V

- oo -t - -




€ . LIVRE 1V

FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE

(Théorie élémentaire)

 CHAPITRE I
: n
ENSE.BLES CONVEXES DANS LES R .

: n
§ 1.  Propriétés topologiquss des ensembles convexes dans K
. A

on d'un ensemble convexe.

=S -z .- e - 4o  * 3.2 £ ™ n e am
DEFINITION 1.- €n dit gufune partie A diun espace E=R est un

opnsemble convexe si, quels gue soient les points x,¥ de A ; le

segment ferndé dlextrémités x el y est contenu dsns A

I1 revient au méme de dire gque, gquzls que soient les points X,y

P

de A , le point =z = A x+(1- A )y appartient & 4 pour tout nombre réel
A telgne 0 <A < 1
On déduit de cette définition que si (xn) i est une famille

finie de points de A , (A,.) Lo ane famllle de nombres réels > O

tels que Jli =1 . 1de point Z Zi J% x, appartient & A .

L= g
La proposition résulite de ce qui precede %f%f p=& ; ontfons la

par récurrence sur p . Si oﬁ pose = ;2 Jki' et ¥y = ﬁ 23 A x
1'hypothdse de récurrence montre que yEA . Comme JLP = 1- H~ et
é¢y+(1-§4)xp ;s Z éppartient aussi & 4 .
Exemples.- 1) L'ensemble vide est convexe ; il en est de méme de

l'ensemble réduit & un point queicongue.

: £y
T CERY g B ) - Z : 3 St ot % - - g 2T \ e
2) Toute variété linéaire affine = de E est convexe ; il en est
de méfs de toute demi-droite et de toul segment.
%) Les seules parties convexes non vides de R sont les
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4) pans R® . toute boule_eualidienne

(Lop.gén., chap.VI, §2

noj) ouverts ou fermge est consexe, car

centre a , ¥ et y deux points de cetie boule

gi B est'une boule de

1t'inégalité

o du

3 - G - o § 103
trianzle pour la norme euclidisnne || x| dans R~ donne, pour

tout N tel que 0 < A & 1

Nt Ny-a | ¢

- J\%ad ol +- L] ye |
5 i ] 1 R & Lo 1
done, si ﬁ:Xaagé < r et fyalar (vesp. | zallcr ef
v ;’l X T Hié b .4,_(.{1 3 P %1 S (i ey
= y-a g < ool o oL .,-;.r\'.-.f.j-'a < z CEoST.
W) Sy .
NAxHU-A)y-al £ z) .
Au Livre V . nous étendrons .5 d5finition et un certain nombre
2
les propriotés des ensembles convexes dans un espace vect toriel O
o e . A ~ .
dimension finie sur W , auX ensembles contenus dans un espace
vectoriel quelcongue sur R _
e - o = o
PROPOSITION 1.- Soit f vune spplicatbioi: linésive affine de B = W -
< - e ratn
m 2 : > 3 - iy
dans F=R ; l'imsoce par f de toute iartie convexe de E est une partvie

1'imape réciprogue par f de

toute vartie convexe de

de B

{ %) Rap , une ver: éié linbasire =affine non. vide est
ua 2ns anslation d'un sous-espacs vectorisl de R ™;
uns vas gesant par € est er@fe agjﬁlés Taribté .
lin ion d'une variéié iilméeire affine noan vide
eat Lon du i~espace vectoriel gui lui est
par » augsi 1i'ensembl ide comme

une =1
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La premiére partie résulte de ce cue 1l'imasge par f du segment fermé
d'extiémités x,y est le segment fermé d'extrémités f£(x), £(y) . On
déduit ée 14 que 1'image’réciproque par £ d'un segment fermé de F con-
tient le segment fermé joignant deux qaelcénques de ses points, dfol
a secohde paftie de ia prop. 1 .

i
COROLLAIRE 1.- Tout demi-espace cuvert (tesp. fermé) est convexe.

En offet, si (x)=0 est l'équaticn d'un hyperplan H , g étant une
appiication linéaire affine.dé E dars R , les demi-espaces déterminés
par E sont les images réciproques paf g des demi-droites dforigine O
dans R

7

SCROLIAIRE 2.- Les parties convexes non vides d'une druite D contenue

dens D sont la droite D elle-méfie, ¢t les demi-droites et segments

conbenus dans D .

En affet, il existe une applicaticn linéaire affine biunivoque de K
sur D et toute partie convexe de ! est transformée par cette applica-

?

tion d'une pariie convexe de K .

PROPOSITICON 2.~ L'intersection d'une famille guelcongue dl'ensembles

convexes est un ensemble convexe.

La prorosition est évidente 4 partir de la déf.1 .

COROLLAIRE.- L'intersection d'un .ensemble convexe et dlune variété

lindaire affine st un ensemble convexe. Pour gutun ensemble soit

convexe, il faut et il suffit gque scn intersection avec toute droits

de E soit, oum vide, ou la droite ertiére, ou une demi-droite, ou

eniin un segment.

PROPCSITION 3.- Soit A {(resp. B) unme partie convexe de E=TR"

(rosp. de E=?{m}-; ;é produit AXE  est une partie convesme de EXATF
in effet, les projeciions du segument Termé d'extreémités (x,,%Z;) ©

(7,.¥ ) sort lsc sepments fermés d'extrémités x,,y, et x,,¥, res
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COROLLAIRE 1.- Tout pavé dans R 2 (Top.gén., chap.VE, $1,n°1) est

un ensemble convexe.

COROLLAIRE 2.- Tout paralldlotope dans TR = (Top.zén.,chep.VI, §1,

n°3) est un ensemble convexe.

En effet, c'est 1'image d'un pavé par une application linéaire affine.

COROLLAIRST 3.- S8i A et B sont deux parties convexes de E , 1'engemble

A2 +pB (ensemble des Axtuy , ob XehA et ye&B) est convexe

quels gque soient les nombres réels .. et @ .

En effet, AA +pB est llimage ds AxB par 1l'application linéeire
(x,5) —> Az + puy de ERE dans B. :

PROPOSITION 4.- Soit A un ensemble convexe, X, un point guelcongus de

% . La réunion C des demi~-droites fermées dl'origine xg passant par les

points ds A distincts de x, est un easemble convexe.

En effet, on peut, par une translation, se ramener au cas oll %5=0 ;
1'ensemble C est alovrs 1llensemble des éléments Ax , ol x parcourt A
et A lfensemble des nombres » 0 . Jr, si Xe€A , y€A , a >0, § >0
et 0¢p €1 , on peut écrire pax +(1-p)By = A (ox+(1-0)y)) en prenant

- - s t derniére relation donne
h=pa +(1-p)8 , et = a5 ° cette derniére relatio ,
-15 -1 = (39- -1) % >0 , donc on a bien 0o < 1 , ce qui prouve que

pax +(1-0)8y est de la forme Az avec A>0 et zeA ; on raisonne
plus simplement encore lorsque l'un des nombres a,B est nnl;

vn dit gqu'un ensemble convexe C est un cOne convexe de gommet X,

lorsque toute demi-droite fermée d'origine X, qul contient un point de
C different de x5 est toute entiére contenue dans C . La prop.4 mentre

que la réunion des demi-droites fermies dlorigine Xy passant par les

points dl'un ensemble convexe A distiicis de-Xx, est un céne convexe

{guton dit engendré pazr A ).
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501t A un enserble convexe quelcoxqﬁe‘dans E=R" ; considérons,
dans l'espace F=ExXxTR , llensezble convexe A,=A X {_1} , et le
cbne convexe C engendré par £,y , clest-a-dire 1t'ensemble des points
(Lx,)\) de F, o& x parcourt A et A 1lfensemble des nombres 2 0O ;

il est clair que A1'est l'intersection de C et Ze 1l'hyperplan S = 1

dans F . Tout ensemble convexe dans E peut donc &tre considéré comme
la projection sur E de 1lfintersecticn d'un cbne convexe de sommet O
dans F et de 1l'hyperrplan g =1 .

. Adhérence, intériesur, frantiére ¢'un ensemble cunvexe.

i\

PROPOSITION 5.- L'adhérence A dans E ¢'une partis convexe A de E

est convexe.

#n effet, pour tout J%e-[0,1] , (2,5y) — Ax+(1-A)y est ume

@npllca+1on continue de A XA dens A ; elle applique donc & <7

dans A (Top. gen.,chap 1, 34,prop.1), ce qui prouve que A est convexe.

n
DEFINITION 2.- OUn appelle dimension d'une partie convexe A de E—'?( ;

1a dimension de la variété linéaire affine engendrée par A (autrement

dit (Alg.,chep.IX) 1le rang affine de A).

e : - : ‘n
Pour toute variété linéaire affine & p dimensions de R~ (p > 0),
il existe un déplacement transformant cette variété en une variété
2 - o 2 ﬂ e : = 2 2z oY p 2
coordonnde & p dimensions de R~ , identifiée & R ; tout ensemble
- : : A n - .
convexe de dimension p< n contenu dans R est donc transformé
par vn tel déplacement en un ensembls convexe de dimemsion p contenu
dans TR 2 . Nous allons donc commencer par considdrer les ensembles

_ L . . n
convexes de dimengion n contenus dans R

PROPOSITION 6.~ Pour gu'une partic convexe A de T{ -ait un peoint

intérieuvr, il faut et il suffit gue A goit de dimension n




-

La condition est nécessaire, car la variété lindaire affine engen-
drée par une partie ouverte de Rr o est identigue & ‘Rn . Elle est
suffisante : en effet, si 4 est de dimension n , il existe v+1 points
de A formant un systéme affinement libre ; par une transformation
linéaire affine de ’R- sur lui-méfe, on peut supposer que ces pmnts
sont 1l'orisine et les n vecteurs “‘i (1< 1 \n) de la base canonigue
de ‘Rn ; & contient slors tous les points g, )\ 18, of -

Z, 'J\. $ 1 (un tel point s'éecrivant A e,+('1- 7. f‘a},
bz %=1 -
par suite, il contient aussi le cube ouvert foxme des points tels

0 = 2\-1_41 (1 kgn).

Ju);

SfoL

(Y]

m e

PROPOSITION 7. -

QO

iv
Scit A un ensemblc convexe dans B = R,

si . x, est un point intérieur de A , x un point guelconcue de A ,

tout point du sepment ouvert d'extrémités x_ et x est intérieur & 2 .

© Pour gu'un point x soit intérisur & A , il Baut et il suffit gue,

gsur toute droite passant par X , i.. existe un segment ouvert contenu

v g

dans A et _auguel X appartient ;

4° S0it en effet A\ un nombre quelconque tel que 0 <A < 1, et
supposons gue la boule de centre x, et de rayon r » O soit contenue
_dans A . Nontrous gue le point z= }tx—*—(?—-!\)x{} est ‘intérieur 8 A .
Comme x est adhérent & A , pour tout € >0, il existe un y € A tel
que !g X-y E%:’: £ . Pour tout u tel que ii X,-U g§< r , le point

A y-%—{’é-}x)u appartient & A ; donc la boule ouverte B

et E‘ de csntre zozj —H:”x xis_}"%‘ et de rayon i jL') est
g, f’ Z o« f/\\"/ ,:..4 o) 23 y 7 o V' { =
N %2~ ——contenue dans A (Pi;.1) ; meis on a z-z = A(y-x%) ,
_{' \ ',/': /__,.vf;’ S 2 O ®
D v —— / i it , =
= b donc i z-z | & #€ €l si e est assez petit, on a
’f; ‘ '
e | z-2 | < (4-A)r , ce qui ncntre que z€B ot par
= g, A >
i
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2° La conditicn de l'énoncé est évidemment nécessaire pour gque x
goit intérieur 8 A . Réciproquement, si cette condition est remplie,
il existe n points y; e A tels que les n vecteurs y;-X soient
1inéeiTement indépendants, donc A est de dimension n ; si x est inté~
rieur & A , x appartient & un segment ouvert joignent x, & un point
de A , donc est intérieur & A d'aprds la premidre partie.

: e - : ' ; ; n
COROLLAIRE.- 8i A esl un ensemble convexe de dimension n deng R,

. ‘ (o} , ,

1'iptéricur A de A ost un ensembls convexe, identigue & 1'intérisur
ezm - ~ - - - = 0

de & ; lladhérence de A est identigue & i'adhérence de A .

{}

11 résulte aussitdt de le premidrs partie de la prop.7 gue 4 est

convexe ; d'autre pari, si x est intérieur & £ , et y intériecur & 4 ,

ls droite jcignant x et y contient un segrent ouvert conterw dens A&
ot augnel appartient x ; il résulte de la premiére partie de lsa
prop.7 que x est intérievur 4 A . #nfin, la premiére partis de la

_ : - 0
prop.7 prouve gue tout point adhérent & A est aussi adhérent & 2

&

e . - n
PROPOSITION 8.- Soit A un ensemble convexze de dimenmsion n dans Yo

1° 51 x est point frontidre de A , x point intérisur de 4 , liinfer-

section de A et de la droite Joigment x % X est un gegment ou ume

demi-droite dont x est une extrémité.

29 zdurggufuﬂ point x soit point frontiére de A , il faub et il

suffit gu'il exiete une droite pascant par x et dont 1'intersection

avec A est un sgegment ou une demi-droite dont x est uue extrémits.

1° Bn effet, l'intorsection de la droite joignant x et x, et de A
ne peut contenir de segment ouvert auquel appartienne x , car X
gserait sglors intérisur & A d'aprésvla preniére partie de laz prop.7 ;
dlautrse part,'ceit@_méﬁa propositicn‘proave}que tout point du segment

ouvert diextrémités =x,y sppartlient a4 A .
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2° Le nécessité de la condition rénsulte de la premiére partie ; il est
évident d'avire part cqus si elle es’ remplie, x est point frontisdre

de A : ‘ :
COROLLAIRE.~ S8i x, ggt intérisur & A , toute demi-droite fermée D

diorigine x, Bon contenue dans A rencontré la frontidre de A en un

point (distinct de zo) et un geul.

En effet, ll'intersecticn de D avec A est un segmsat forné S car si
D éteit contenue dans X , cbacun de ses points 8@”&1% intériewr & A
d'aprés la prop.7, contralrementfa L'hyp@tﬁése. 81 x ect l exuréﬁ té

+

de S distincte de X, % sppartient & la frontidre de A et touvt poiat

"\
;\«.e

2

i

de 5 distinet de x ost intérieur & 4 d'aprés la prop.7, 4! va

corgllaire.

‘ - . .
PROPOSITION 9. = Soient A un en cnsemblv convexs de dimension n daus K=

: o ~ i b
i upe epplication linéaire affine ce_ R sBur R ; 1l'imses par T

de 1'intéricur de A est idemtigue & 1'intérieur de £(A) dape TRP
‘ g o g 3 s : . a 'Y ;;‘;A : X
Par une appiication linéaire affine de R~ sur lui-méfe, on peut ee
reme: as of £ es 3 RE 166 coordonnés
remener au cas ol £ est la projection de R~ sur ume vari coordonn
& p dimensions, identifiée & ?{ ; alors l'image de l'intérisur ds A
est un ensemble ouvert dans }Q . Inversement, soit x wun peint inte-

zieur a A , zrnf(xcl»sa projection : si z sst intérieur & f(A), il
o ] i z

Lorsgue A

i &
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point de A distinct de x , il existe un segment ouvert contenu daus A

et auguel appartient X ; on dit encors que ces points sont les QOlnts

cqw

internes de A . De méme, d'aprés la prop.8, les points x de V qui sont

points frontiéres de A par ragporv £ ¥V peuﬂnnt 8tre caractérisés par la

-

propriété suivante : il existe ume droite passant par x et dont i'inter-

section avec A est un segment ou unc demi-droite dont % est uns

extrémité ; on Gi% que l!enqsmb]@ de: ces p01n s est la gogus ds 4 .

o

3, Bnsembles convexes cocmpactis.

PROPOSITION 10.- 81 A 98t un ense &bd convexe compect de dimension n

: - . = 7 , .
dgng ;{ﬁ' i} existe un homéomorphisme de R sur jui- néme gui
transforme A sn la boule ferwee L .
yi 2 Lol gl S e e G B = LE ) £
- On peut toujours supposer que 0 eet point intérieur de A {p?,p.s;.

Scit © la frontiére de 2 , gui est coupscie ; comme O n'apparitient

vas & C , l'appiication z —> 7?%?5 de C dans 'S§»1 est continue
i1 LA -
dang ¢ ; elle est biunlvooue d'aprés le cor. de le prop.8 ; enfin,

o
(@]

elle gpplique € sur S;bq s buisque 1te demi-droits d'origine U
n'!

contient des points internes de A el des pgints

E
@
§-'5
Q
£
o)
el
“
LR
*
©

donc un point (et un seul) de C . Yer sui

me de C sur S _, ; pous la désignerons par i . Scit g l'application
2z 2 g 2 - 1’3.
réciprogue de £ ; pour tout Xxf0 de R, GiaXH -2~} gt le point oh

‘l1a demi-droite fermée dforigins O pesssnt par x rencontre C , et on

\.1
FY

pwt%ﬁm¢x=ﬁg€r§Lawc A= ﬁ?fﬁg(m\% ; nous

on
prolongerons li'epplicaticn f en une apul;CdtLOD biunivogue ds BT
& P N

,4

lui-m8me (nctée encors f£) ep posant f£(0)=0 st, pour tout x£0 ,
= 5 j J

£(x) = T : Fn notant ercore g lfapplication récipreque

( ol




st .
de £ , on a g(0)=0 et pour tout 17!0 , e(x) = x” g( —= t"\ Ces

formules montrent aussitot que £ et g sont continues en tout point X240,

Dtautre part . si a ot b sont la borre inférieure et la borne supérieure
7 | x

de |x|| dane C , on a 0<agb , dcne i f\x)” < -L—aﬂ et

| (x)ﬂ < b ﬁx\i » ©e qui montre guejf et g sont continues su point

&

, . S Z : e -
¢ ; ce sont donme deux homggmorphlgzg_g 8 récipregues de R sur lui-méme, -

et comme f£(8) = B_ , la propositicn est démontrde.

e et do dimension p de 1fespace

ot

ac

go=tre

On dit qu'une vartie convexe, com

’r’i

]

5§1~
*

RE est un corps LHYEES ‘3’" -

- - . % AT Y e
w22 @Q.-'BV'-:;K& £ CcOupantz 06
Do = S mmas ¢ e

ey “T e e e e - a : ¥ & .-V-\ - -«:&':i
DEFINITION 3.- Etant donné un ensemble convexe feimé A daps E = =

on ¢it qu’un hyperplan H B egt uz hyperplan d'appui de & gl d

"contient au moins un point de A et s8i A est contenu dsns un Geg
= — S ey o

deri-espaces fermés (fop.gén. ,chap. VI, § 1,:0.04) déterminés paxr H .

" L

Si glx)=a est une équation de B (g forme linéeire), il revient au
méme de dire qu'on e g(x) > a pour tout xeA (ou glx) € & pour
tout xéA) et glx)=e pour au moins vnm x4 .
EBxemple.- En tout point x de 1a sphdre S + » i'hyperplan pas-
sant par ce peoint et orthosonal au segment 2t O et x
< b , Ly ’)r 2
¢lest-a4-dire lihyperplan d'éguation < 7,%> =1 ot un hyperplar
o EPEE 4 i i
d'appui de la boule Bn 5 };aui;squa <z,;§’> =1 et gue, pour
) 3 o ‘ e =
iyl <1, o0n8 (3,25 ¢ ,g yi
Tout hyperplan d'appui diun obme convexe C contient son sonmet.

S8

{‘.f) :

2

&
n

somnet de C ; si g(x)

e:'ﬁ

En offat, supposons gus U so

v 3 U b Yoo s e g iy s SR =% ~;
¢i0n G'un aypeypian g'sppuil Go ;. O B8 F« [AOWPLE L3 ,_.‘) = &

'

SR
§ L Ahmaye
9 e B

fAY




Lo
pour tout xeC et .,g(xo)=a pour un x_ €C au mbins ; 81 xoéo -
notre assertion est démontrée ; sinon, om a aussi Ag(x )=g(A x,) 7 2
pour tout A > 0 , clest-d-dire ) & a3 pour tout A > 0 , ce qui
n'est possible gue si a=0 . '

PROPOSITION 41.~- Soit Ac E un epsemble convexe compsct. Pour toub

hyperplen H pagsent par O , il existe deux hyperplens d'appui Qig_tiactfz
de A paralléles & H , sauf lorsgue A est contenu dems un hyperplen

parziléle & H . _
En effet, soit g{z)=0 une équatior de # (g forme linéai:r:'e) ; & étant

continue dans £ , atteint en un point %,€ 4 sa borne sapérieum»k‘és
dans 4 , el en un point y ¢ A sa boine infériecure 2 dans A ; on a
a £ b, et pour 'tos;t zch , @ac g(z;) <b, ce_qui'mozitre que les _
byperplans H%, Hg df'équations g(z)=a et g(z)z‘b- sont des hyyerplgms .
dfappui pour A , paralldles & H .;- sl g(z)=c est un autre hyperplan
peralléle 3 H ot contenant un point ce A., ona agcgb; sicest
distinct de a et de b , on a g(g0)<c<g(za) , done gl(z)=c nfest
pas un hyperplan d'sppui de A . ’ |

un dit que l'ensemble des points 3 €E tels que a < g(x) gb es’
une bande d?apﬂy‘ngi; de 4 , limitée par les deux hyperplans d'appui H P
B, (elle se réduit & un byperplan lcrsque H&zﬁz).

, B
PRUPOSITION 12.- goit A un ensemble convexe fermé contenu dans K .

Pour tout point %5 n'appartensnt pas 4 A , il oxiste un hyperplan H

tel gue Z, appartienne & 1'un des demi-espaces ouverts déterminés

par H , el gue A soit contenu dans l'autre (on dit gue H gbépare le
point x_ et l'enseumble A).

#n effet, soit u un point de A ; pour tout peint de A n'appartenant

ase & Lz boule fermée S de centre x ot de ravon u-x_|i on &
P < : (o} (3) 3
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“ E-Z ” 7 “u-xo " ; comme S ﬂ. A est compact, la distance | X-X M
de x_ & un point x de A atteint sa borns inféricure a > O dans A en
un point yeS/NA . Soit H' 1'hyperplan orthogonal & la droite joi-

_ gnant X, ot ¥, ot passmt par y (fig.2) ; montrons que H'
ect un hyperplan d'gppul de 4 , et de fagon préeise, que

4 est dmne le deni-ospace fermé déternins par H' ot ne
contenant pas xo . B erfat, H! 2 pour éouation
g(z)=<y-z, 7-3..)8 0 ot le demi-espace cuver: aéterming

par H' et contenant x, est formé des pointe z tels gue

{Q

(z) >0 . 81 vn point z de ce demi-espace appartenai 3 A -;:l en
a3t de méme des points x-y+1\(y~z) pour 0 <).., < 4 ; or, om &
EJX‘ xgﬁaw-—- y- Bi‘l 2 lg(z) - A2 ﬂ‘y -Z “ 5 pour J;L)Q assez petit,

on aurait doze u x-x ﬂ( “ y x “ ; c&ntrairement & 1a définition de y .

,GE

Cela étant, il est clair gue l'hyparplan H paralléle é. B' ot passant
per le milieu du segment Joignant x, et ¥ satisfa:.t aux condz.tloaa

de 1° énoncé

COROLLAIRE 1.- Un_ensemble convexe fermé est 1'intersection des
demi-egpaces fermés qui le contienmvsnt.

COROLLATRE 2.- Soit A un engemble comveze conpaot, V une veriété yari6té
linéaire affine ne rencogmt m 4 . 11 existe alors un hme@lag_

séparant V et A . ,
En effet, soit pL n la'dilmanaion de V , ot soit W une variété

orthogonale & V , de dimension n-p ; projetons orthogonalement ¥ ol

‘(:i?‘

<13

o

r ¥ ia projection' de A est un emsemble convexe compact B ,

Pt

&

o]

rojection de V est un point x a'sppartenant pas & B ; il existe
Sonc dsus W un hyperplen L (de dimension n-p-1) séparant x, et B ;

l1fhyperplan H paralléle a4 V passant par L sépare V et A .
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Remargue.~ Le corcllairse nest plus exact si on SUPPOSe
seulement que A est un ensemble convexe fermé (exerc. 12}.

Théoréme 1 (dinkowski).- Soit A un ensemble convexe formé dans R
ar tout point ffontiérg X, Ge A , il passo un aqg rplan ani ds & .
En effet, 1la borng inférieufé de la distance de x, aux hyperplans
d*éppai de A est v , sansiquai Xo gergit pcint_intérieux

o
foad
e
o
ot
()
fed
i
@
Q
i

tion des demi-espaces fermés contenaat A , contrairement & l'hypothése
(cor.1 de la prop.12). Pour tout entier m > 0 , il existe donc un hyper:
plan &’appui H tel que, si & est la projection de x, sur hm ; OB ait
He 2 S N o - o

| %,-8, [|< 1/m ; posons b =(x,-a )/ | %,-8, (eu supposent x, gm?e :
dans 18 cas contraire le théordme serait démontré) ; Q,Qa* vn peoint

de S s et comme S est oompget;.aﬁ peut (en-@szayan; gu besoir

n-1 n-4

une suite partielle) supposer que la suite (b ) converge vers un point
. A o S o % LA A

‘be S, . Par hypothése, on a {x-g,,b > 7 C pour tout xch ; & la

limite, on a donc < %-%X,,b) » U pour tout xeA , ce gui prouve gque

1l'hyperplan dtéguation <:x4xo,bj>=0 est un hyperplan d'appui de A

contenent x_ . : ;
n

COROLLAIRE.- Soient A un ensemble convexe de dimension n fermé daus R l

V une variété linéaire affine de dimsension p< B , ne rencontraut pas

1'intérieur de A ; il existe alors ul hyperplan conbtenznt V et ne

rencontrant pas liintérieur de A .

En effet, soit W une variété orthogonale &4 V de dimension 2-p ; proje- §

tons orthogonalement V et A sur W ; la projection de A est un ensemble {

pit

convexe B de dimension n-p ;, la pr jaOU$Gn de V un pomn* x non intérisul

& B (prop.9) ; si, dens W , L est uwi hyperplan (de

-y

a
passant par x, et ne rencontrant pas liintérieur de B , l'hyperplan

3

engsndré par V et L est un hyperplan ne rencontrant pas ifintévriour

de A . On est donc ramend au cas ok 7 est réduit 3 vn point = .
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. Soit alors C le clne anvexé de sommst X engendré par A ; X, ne peut
&tre point intérieur de C , sans gquoi toute demi-droite ouverts d'ori-
give X _ contiendrait un point de A , donc toute droite passant par X,
contiendrait un segment ouvert contepent X, % contenu dans 4 . autre-
ment dit (prop.7) X, serait intérieur & A , contreirement & lthypothése
Cela étent, tout hypernlan d‘appul de C paqsant par X, est évidemment
un h;nermlan ne rencontrant pas 1fintérieur de A , d'oh le cozollaire.

Bamaroug.- 5i V ne rencontre zos A , il n'est pas toujours “a?ai
ble de trouver un ‘hyperplan d? pui de A conbsnaaa v (azafc, 135},

5. Duzlitsd dea erngembles convexes.

Soit A un asemale COQ?@X% dens X =R | cout@n@;t 1s point C .

-

Considérons l'ensemble A de& ﬁormeﬂ ljﬂéai;eg xt gur B telles que

*’vj-?>>g‘1 pour tcuu xc—& . L'enzemble A® est une partie couvexso

b

de 1 aspace vectorlel B dual de E ., car si on a £X,x"> < 1 eb

e

;ﬁ) £1 pour tout x€A , om ¢ aussi <X, A F*+(1 M)y > £ 1 pour

0 < A < 4 : le point O appartientlévidemm@nt 8, A ; enfin A ast

b

formé, étant dans E' 1'1nteraectlon aes deni-espaces fermés z’x x/; 1

lorsque x rarcourt A . On 4dit que A" est 1'ensemble convexe goniugué

* - S
de A dans B! . On a (A) A" en vertu de la continuité des formes

”

éoires dans B .

et

.‘,‘
e

n
PROPOSITION 13.- Soit A un _ensemble convexe dans E , contensznt le

2 2 : = Y4 4 %— - - -
peint 0 . L'ensemble conjugué de A est identique & A .

i1 est évident que A est contenu Cans liensemble. A conjugué 4e
%' 3§ - - 4 "’ T < - e - b 4NV % -y = e ot
4 sutrs part, si X €4 , il ex' ste un hyperplan H séparant X _ 8%
% W
A {(prop.12}, dont on peut éerire une éguaticn <;X;;g:>zﬁ , en SupDPO-
<f
sent gquiona <x ,x' > >1 ; ona GLC 7., x' > <1 pour toul XER
P G o & R \ -8 PA / 7 3 4 . * :.h e N L LA s B
o Y
% b - -
ce aui mentre que X%'€A et gue & @;5 . dfot la proposiiion
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. notera que si A est un cOne corvexe de éemme*a 0 , son cénjugu.é Ef%
est un c8ne convexe fermé ;; en effet, si <x,x'> <1 pour tout x€4A ,
on & aussi <X,Ax'>=¢Ax,x'> <1 pour tout xea , ot tout A >0
puisque AXcA pour tout A >0 ; conme A x,x> =_/‘\,<x,x’> .
on voit que pour tout x'e i ,ons £ x x! > £ 1/,,>L pour ftout xec A
et tout A > (] , clest-a-dire < z,x'> <0 pour tout xXc A , &%
réciproguemsnt ce te condition entrsine évidemment X'e ﬁ\k . elle défi-
nit dome le cBne conveze ﬁ% . v

Plus particuliérement, si A est un sous-espace vectoriel de B ,

: % o : it :
l'ensernble convexe conjugué A ct sutre gue le sous-espace vetioriel

a

& A , car pour tout xeA , tovt

M

o
~ 3
2

e

de B! orthogomal (Alg.,chap.II, “3;4
Ly o 4 o

¥1.F et iout hER  ona )

b N vl s L
AX X' D =%, AX' D> = AL %,X > <1

ce gui est équivalent & zz;,z*;‘;v = 0 pour tout xch
: n

Eemaroue.- Soit A un ensenmble ccnveXe cansg E= K . eontenant le
R s D 3 BB WS ARTMRDTEED s

{ )

point O . Congidé , dans l'espace F=Ex R , le clne convezs C

r4

Yo\

Ge sommet, 0 enzendré par l'enserble convexe A=A x {1 7’5_, ctest-a-
ire l'ensemble des points (ax,a) , of X parcourt A et o 1'eusemble
des nombres >0 . Toute forme lindaire y' sur F peut s'écrire

d'une manidre et d'une senle (x,A) — x'(x)- pA , o8 X'EW

¥

et peR ;s8iy'eC ,ons x{(x)-p £ 0 pour tout =x €A st

réciproquement ;ai on identifie y' au point (x!, gL} de B'x R ,

on voit donc que C n‘es’t autre que ls cdne convexe de sommet O

engendré par liensemble convexe A < 2, } dans Fi=E' x K .

Exercices. - 1 Moatrer que, dans 'R“ , tout 61’18“‘.11‘?378 CONnYeERs

1

e - & : - ﬂ > L WS % o -y
ouvert non vide sst homéomorphe & R {vtiliser l'exerc. 12 de

Top.gén., chap.VI, §2).




e

S
£

1'e:xy‘i;~.,

T4 -
: - n
2) a) Soit A un ensemble convexe ferné non borné dans B

S'il existe une droite contenue tout entidre dans A , pour chaque
point xeA 1l'ensemble deg droites passant par x et cantenues‘
dans A esl une variété linéaire V(x), et pour deux points guelcon-
ques x,y de A , V(x) ot V(y) o) déduisent i'une de l'sutre par
une trenslation. | .

b) Déduire de a) que, =i V(x) est de dimension p , il eziste une
” 7

-

application linéaire affine de K =~ sur lui-méme gui transforme A

= 4 e : :
en un ensemble ds la foxme TR*xC , oh € esgt un ensemble convexe

';‘S

farmé contenu dans REP »

%) Soi% A un ensenmble convexa fermé non borné dans ??E'. Pour

Qlt point xéi& , il existe auv moins une demi-droite fermée d?cfi~
gine x , contenus dans A . L'encemble C(x) des demi-droites fermées
dlorigine x , contenves dans A , est un cbne convexe. Pour deux
points guelconguss X,y de 4 , les clnes ccﬁv&xes c(x).c{y) se
déduisent 1'un de l'autre par ure translation.

4) Soi%t C un cdne convexe fermé dans T{B‘, de sommetvov, ne con-
tenant aucune variété llnealfe ¢e dimension )>0 : Montrer gue le
vcomolemengﬂlre par rupport 4 la sphére 'S' -4 Ge lt'ensemble C‘“fin‘“
est homéomorphe & Tzqu {faire une projsction stéréog rannzquu
d'un point de Cfisvhﬁ , et utiliser llexerc. 12 de Top.Gén.,
chap.Vi, §2§, Si C posséde un pcint intéfieur montrer € f%%;n

est homSomorphe & la boule fermée B, (méme méthode).

o n ;
un ensemble convexe fermé ncn borné dams K . ds dimen-

L
LS
&
(%)
evv' »
ot
o>

sion n re contenant sucune veriété linéaire de dimensiocn
L 7 : 0
Montrer gue la frontidre de A ezt homéomorphe & |

les exerc. 3 et 4)
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6) Soit 2 un ensemble convexe dans 'Rn - Montrer gue l'ensemble
des points de R dont 1z distaace & A sst < o (resp < a) est
on ensemble convexe pour tout nombre a > O .
7) Soit A un ensemble convexe ds dimension n dans 'Rn . Bontrer
gue, si un hyperplsn H est tel que chacun des demi-espaces ocuveris
 déterminés par H cont.,.ent un pomt de A , E contient un point inté-
rieur de A (remarquer que A est ltadhérence de 1fintérisuxr de L)
L'intersection de H et de la frontidre de A est alors un ensemble
rare (Pop.gén., chap.IX, $5) par. rapport & cetts frontidre
(se ramen’ér au cas of n=2).

8) a) Soient A4, (1gigr) r ot vense‘mbles convexes dans w?

e

on suppose que r-1 guelcongues des Ai ont zme intersection mm
vide ; montrer gue les T ensembles A ont une intersectiocn non vidse

{s0it x; un point de l’intersection des ﬁ,j d'lndlce j:.éz. ; i1 existe
L

I nombres )\. non tous nuls tels gue Z JL.-U et Z, ]Lixj_.u& =
grouper dans ces équatlons les termes co%éaspcndan* aux- -?\ 7 0 |
et ceux correspondant aux ‘Ai <0 3.

b) Soit @ un ensermble d'enserbles convexes compacts dans R
HMontrer gue, pour que l'intersection des ensembles A€ @7  ne soit
pas vide, il suffit que l'intersection de nt1 guelconques d'entre
eux ne soit pas vide. _ -

9) Montref gue si T est une aprlication Biunivoq_ue de Rn sur
lui-méme , qui transforme tout ensemble convexe en un ensemble con-
vexe, f_es’t une application linéaire affine {(remarguer qu'iun seg-
ment ferné est 1‘in{:ersec’cion des ensembles convexes qui contien-
nent ses extrémités).

10) Un considdre 1!'ensemble E‘:(E) des parties fermndes de Rn

muni cée lz structure uniforme déduite de la structure uniforme




point, et utiliser le corps convexe conjugué de A
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additive de 'Rn , par le procédé de llexerc.7 de Top.gén. , chap*II,_

9 2. Hontrer que, dans cet espace, 1l'ensemble j: (E) des parties
convexes fermées de E est un ensemble fermé., En déduire gue si K
est un ensezble compact dans R : ; l'ensemble des }partieS'convexes
fermées de ‘Rzl contenues dans K est vn ensemble compact dans
% (E) (cf. Top.gén.,chap.II, $4,exerc.6).

11) Soient A,
dens ‘Rﬁ 3 ‘J? 1ls ao:w«espaea vectoriel paralléle & la varié“i;é

(1€1¢p) vn nombre £ini d4'ensembles convexss

lingaire aff‘inn angan&ree par 5; (1€1 £}

W, , momt ror gue ls variété linédaire @ng@;@cﬁ,z‘é% par lmf"s:zzmr%
; i B - ‘
t=4 : _
' convexe Z ‘5“5 (0% les A; sont tous #0) est parslidie
é& % i .

. . 7 < i z V ) o < - .- :
12) a) Soit A un ensemble convexe fermé dans R~ , x, un point

n'appartenant pas & A ; montrer gu'il existe un hyperplan conte-

nant x et ne rencomtrant pas A .

o :
b) vn considdre le cBne convezd ;ermé C dans ’R’ défin i par les
par

J.négalltes xX>0,5> 0 y 2 20, z° LXy ; mcmtrer que Dbeg

droite D d'équations x=0, z=1 . qui ne rencontre pas C , il me

passe aucun hyperplan ne renconﬂrart pas C .
13) a) Soient A un corps convexe, V une variété linédaire affine
ne contensnt aucun point z.m,u,lm,:z, de A ; montrer gu'il exisie un

hyperp lam d'appui de A& contensn’ V (se ramener au cas oG V est un

‘s..m
L]

b) Soit A l'ensemble convexe formé dane R “ formé des points
tels que x ; 0, 20 ét xy 2> 1 montrer que par aucun poing
tel que’ x <0, ¥ £ 0 il ne pause de droite dfappui de A .

'54) 'Eéozitz"er que la distance mazime de deux hyperplans &’ﬂpoul

paralléles d'un ensemble convexe compact A est &gele su dizamétre de
A




N
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45) Soient A et B deux ensembles conve xes compacts, de dimension n,
sans point intérieur commun ; si O est point frontiére commun dé 4
et de B , montrer gu'il existe un hyperplan d'appui H commun & A et
B passant par O , tel gue A et B goient respectivement contenus daﬁs
chacun des deux demi-espa¢es fernés déterminés par H'(appliquer is
th.1 & l'ensemble ~convexe compaét A-B). A

16) a) soit A un ensemble convele compact de dimension n ;  pour

tout x‘"‘#nﬁﬁ ; on désigne par Ax) 1= plus grande luﬁ”k@bf des
segments contenus dans A ot para 13les au vecteur X . Soient u,¥
deuxz points de A iels que le s@gaant dtextrémités u,v scit paralléle
au vecteur x et ait pour longueur A (x) ; montrer gu'il exists

deux hyperplans d'appui parallélés passant respectivement par v et ¥

-

(appliquer l'exerc.19 en considéiant l'ensemble A+h(z)x) .
b) Soit O la distance minima (e demx hyperplsns d'appui parslidles
de A ; moutrer quill eziste deux points &b de 1s frontidre de A - |

tels que {{a-b” 5 , et que les hyperp&ans pagsant respectivement

Apar a et b et perpeldlculaires at Sngent d‘extrém és a,b solent

des hyoerplans d'appui de A (utiliser u)}

@

17) bOIt A un esnsemble compact,cans T% , ayant des points inté-

@

?ipurs. dontrer gue si par tout point frontiére de A 11 passe au

molns un hyperplam é'appul de A , A est convexe (raﬁsonner par 1‘&@-

surae en montrant gue, s8i a et b sont deux points de A tels gue le

o

segment d lextrémiiés a2, b ne soit pas contenu dans A , et 8i ¢ es¥

Vg o

uwn point intérieur de A non situé sur le segment diextrémités a.b ,
e 5 : -

il existe un point frontidre de & , distinct de a et b , dans le

[

trisngle de sommets a,b,c )
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16)_Etant'donné-un engemble convexe fermé A daus ?%n , on dgt'
gu'une variété linéaire affine V de dimension <« n est variété
d'appuj de 4 si V rencontre A e% si, pour tout x&VN 4, tout
segmeﬁt ouvert contenu dans A e’; contenant X est contenu dang V .

a) Mcntrér gque tout hyperplan c'appul de A est une varidté
dtappui de A . :

b) Soit x un peint frontidre de A , F, la réunion des segments
ouveris contenus dans A et contenant x {ou liensemble réduit
lorsqutil n'y = avcun seg: gment cuvert ayent la propriété Qfé ddents).
Montrer gue F_ et un ensemble convexe n'ayant gue des points inter

X
nes, st gque la variété llﬁéalre V en'endree par Fy eﬂt la plus

e

Ty

petite variété dfaipul de M,ccmienamt b ; ona V. NA ik . On a1

gue U est la va“iété'dfaapui de Aen x , et * la facet tte de X

aans l* ngemblie convexe A .,

¢} Montrer que si y est un poirt 4 coque de F_ , la variété

d'sppui de A en ¥ a une dimensicn striciement igﬁérleure 3 celle
de V. | ‘

4) 31 V est une Var;oté d'appui guelconque de A , F sén intersec-
tion avec A , W la veriété linéeire engendrée par F , monirer gue
S o d'appui de chacun des points internes de F . et que
F est le facette de chacun de ces points .

49) a) sSoit £ un ensemble convexe Pfermé contenant O . Soit X, un
peint frontidre de A-;'méntrer gue 1l'ensemble des points X! du
conjugus A% de & tels gue <:xo,x;:> =1 , et que x? soit point

: S 3%
frontiére de & , est une facetts de A , dite facet te dusie

b) On appelle ¢ de? de x, le dinensicn de sa fauette, c

2.9 la dimension de sa facette duale ; si p et g sont ltordre et




P

e

,«\

- 21 - . |
la classe de z, , montrer que 1+gLn-1 . montrer gue tout point

o
interne de la facette de x, & méme facette duale (et par suite
méme ordre et méms classe) que 7o ; On dit encore gue la facette

duale F' d'un guelccngue de ces points est la facette duals de la

facette F de x5 la facette ducle de F! n'est autre que F (on dit

encore qus F et F! sont iaux facettes duales).

c) Un point de & de classe n-1 (et par suite d’ordre 0) eat
appelé gsommet de A . amontrer que l'ensembla des scmmmts de A est

dénomnbrable (considérer les feceties dueles des sommets de A st

d) On dit qu'uns facette F de f , d'ordre p et ds classe g , est
réenlidre si ptu=n-1 . Si vne variété lindsire W de dimension
n-p reuncontrs ¥ sn un seul.peiﬁt}intsrna'da E monﬁrer,gaa (31
oint est un sommet de l'ensemble convexe ¥ N A . En déduire gue
lienssmbie des faeettes'réguliézes dfordre p de A est dénombrable
considérer la projection de A sur chacune des varletés coordonnées

V & p dimensions ; si l'ensemble des faceites regulleres dfordre p

dont la projection sur V est de dimension p n'était pas dénombrabla;

_;t

montrer qu'il existerait un point de V appartenant & une infinité
non dénoabrable de ces projecticns, en considérant les poinis de V
& coordonnées rationnelles ; utiliser ensuite ¢)). Donner un

2 )

exsmple 4Ff enfeL;.eg'canvexe ‘‘‘‘‘ ayant une infinité non dénombrabls ds

facettes non régulidres.

) 8i tous les poinits frontiére de A sont de classe O , montrer

gue l'application qui, & tout x appartenant & la frontidres G de A ,
3 L uns

Pait correspondre 1l'unigue point de sa facette duale, es

s : : - : A% (utili
appiicstion continue de G sur la ’“onmxera de A (utiliser is
o
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Q2. Fonctions converes.
Soit A une partie de E.---.'Rn , £ une fonction numérique finie défimise
dans A , G 1e gré.phe ou ensembie reprisentatif de la fonction f dans
1'espace produit ExR =R el 5 ctest-a-dire l'ernzemble des points

mxzi x,f{x)) ot x parcourt A . Hous co: viendrons de dire qu'un poip®

(a,t) de E xRP tel que. aeA , es: gu-dessus (resp. strictement

au-dessusg, au-dessous, strictement au-dessous de G ; 8% on & b r£la)

(resp. b >£(e) , b £ 2(a) , b < £(a)

PR noue ddsignerons par PQ lz segment fermé d'ex trémités P st 4 .
2% | : ! <

ke i

}J. Si P et Q sont deux points de

°

4. DéFinition des fonciions couvexes.

. . - : = n ‘
DEFI i‘@l"*”l@ﬁf 1.- mteant dovngs une partis Convexs U de E=R , om dit

gu' une fonetion numérigue fiuie £, 45finie dans D ,'»est convexe Gang

D gi l'ensemble des ) ':ain.ts de E x F snués au-de:ssas du graphe de ©

(zutremsnt, l'ensemble des points (=x,y) tels que y > > £(x)) est convexe)
Cette définition est équivalente & la suivanie : guels gue soient les

points distincts x,x' de D , tout point du segment MM, est su-dessus

du graphe G de £ . En effet, ceite P“ﬁditlon est évidemment nécessaire
pour gus T soit convexe ﬁans_D ; elle est sussi suffisante, car ells
équivaut & 1'inégalité suivante : |
(1) | £(Aer(1-A)x1) € aflxp(1- )ex")
pour tout couple (x,x!) de points de D et tout A e[0 1] . 81 (x,7)
et {x',y') sont deux points situés au-dessus de G, on &

y/f\x) ' > £(x') , d'oh )\‘gv-%('f~]¢_)3ff _;7,. _/\,f(x}%—{%}q_ 2(x%) >

s - =

> L) x%:{’i—./)a)x') pour O< A £ 1, co cui montre que tout point du

segrent d'extrémités (x,y) et (x',y°) est su-dessus de & .
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Exemples.- 1) Lcute fonction lineaxre affine (numérique) est
, convexe dans "{n -

2) ba fonction x° eat convéxe déme '% , Car on a

AxH+(1- ]L)z""’-u x1~(1 Alxt }2 }L(’Hﬂ)(‘“x' 1 7 G ,.
pour 0 < A £ 1 A
3) La fonction 3:&3? o5t convexe dans ’Ra A car on a

| Azt xrtdgt(- M)yt | ¢ A [ealeti-d) | st
pour v < A < 1 v : : ‘

L'inégalité (1) so généralise de la fagon suivante :

PROFOSITION 1.- 8i (x,), <1 ¢p 28t une famille finie de p points de D ,

(Ai)é . ép upe famille de p nombres réels tels gue 0 € A, <1 st
B =5 : , :
> J\-i =1  ona

P ,
£( Z1 Ax< ‘Zg}l AL £(x;)

En effet, icc points (Jci ,i’(x )) appartbiemnnent & l'ensemble convexe
ds s points situés au-dessus du graphe de £ , done aussi. lg point

Z A (x 2l ) * '

La condition de conmvexité (1) peut encore s!' mterpréter de 1s fagon
suivante : pour que £ soit convexe dans D 5 il Pant et il suffit que pour
.'toate droite [\ rencontrant D , la restriction de ra DN A soit
convexe dans cet ensemble., Autrement dit, @i t —>atth est unme
roprésentation para:nétriqize de A » B% si 1t intereéction. PN A est
l'image d'un intervalle I de R par cette représentation, la fonction
f(attb) de la variasble réélle t doit 5tre convexe dams 1l'intervalle I .

Soit f une fonction convexe dans D, x,x' deux poiﬁts distinets de D ,
z un point de D situé sur la droite passant par x et x' , mais non sur
le segment d'exteémités x,x' ; alors le point M =( z,7(z)) est au-dessus
de la droite /\ Jjoignant M_ et M_, . En effet, d'eprds la remarque

précédente, on peut se ramemer aun cas ot n=1 , D étant un intervalle
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dans K ; si par exemple x<x'(z et si ﬁz éteit strictement au-

dessous de 4 , M_, serait strictement su-dessus du segmont MM
contreirement & la 4&F.1
On en déduit que si z est un point du segment 3 dfextrémités =x,x!

tel que M, soit sur le segment M_#_, , pour foub autre point z°*

de S , M?, est audui sur le segment ﬁ E : en effet, i1 résulte de
¢s gui précéde que ﬁz, doit étre & la fois gu-dessous et au-dessus
de ce segment. ’ ‘

S B ¥ 00 Y e 10 A E o et . n » T e
DEFINITION 2.- Etant donnée une pasriie convexe Dde R ., 9B Giv

o Z

au'une fonction numérigue finie T , définje dans D , est strictement

—S-

gopvexe daus D si, qgelg gue goient les points =x,x' ds D, tout point

m

oz

dn_segment %Xﬁx' digtinot des extrémités, est strictemsnt su-des

dn gxéphevﬁe £

~ I1 revient au méme de dire gue, pour tout couple (x,x') de points
distipncts de D et tout nombre réel A tel que 0 <”A {41 , ona
) C f(AxH(1- M)x) L A (x)H(1- A)E(x!)

Le prcpooitlon suivente est l'anclogue de 13 prop.1 pour ies

fonctions striCtemsnt convexes :

' PROPOSITION 2.- 81 f est strictemert convexe dams D , pour toute

famille (x.) <igop gg pj> 2. points distincts de D , et toube

4
-~
Pamille (A,) ds p nombres réels tels que 0 <:A'i'< 1 et

$ig
=1 ; BB 8 : b
£

x; ) <\ A JE(x)

é'z'l v £ ’1

=t 25 A g2 A

eaé

‘apréﬁ (1)
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Des exemples donnés ci-degsiis, le premier et le troisiéme ns
sont pas des fonctions strictement convexes ; par conire on Voif
gue %= ast ‘une foﬁc‘sion str.ctement convexe dans R '; ’un calcul
analogue montre que 1/x es’ strictement convexe dans )C,—%-oai

vn dit que T est concave (resp. strictement concave) dans D si -f est

convexe (resp. strictement convexe) dans D . il rev:.ent e méfie de dire
. gue, pour tout eouplee (x,x') de points distincts de D et tout
+ \3 7
Ae |0 15_ , o8 a "F(i‘ x+(1-A )x’) 7 A P(x)+H(1- .f‘e.):f.’( )} {(resp.
V4

.;f(ﬁx—’r(i")\,)x' > _}uf(x}ﬂ@mﬁ«h{xw )

Hemargue.- Soit A un corpe couvexs contenu dang K

L)
W
£

1%

£,

({18

S - - n""? £ o= - 225 > & A
projection svr K {iden:ifi e variéié coordonnse
4

i %5 A : n ) - T & oy o
Qﬁzo) D eat un corps convexe dans R . Pour tout point

u,eD , 1'ensembls des poin.s (u,z)¢€ Ral Tﬁ qui sppar-
tiennent & la déroite u=u_ mét un segment fermé ; désignons
par :E1 (v) et fa(u) les projections de ses extrémités sur K
(avee f‘,.(_u_) < 'fa{u)). Le foncticn f, est convexe dsns D , car
le segment dlextrémités (u, f (u)) (v £, {v)) ost contenu dane
D donec par dé;mitlon su-dessus du graphe de f ; on voit de
meﬁe gue f2 est concave dans D . Le corps convexe A o8t @onc
.1'ensemble des points (u,z)é€ R0l ;?; R tels que uébd ot
£, (u)g f,,(u)

2. Familles de fonctions convexes.

PROPOSITION 3.— Soient i{1 £ig¢p) » fonctions convexes dans un
ensemble CONVexe !?D - RY s (1<1 ¢p) p nombres posgitifs guelcongues]

f. est convexs dans B . En outre, si pour un

-1 fon tlon f«.Zc

indice j au moins, ;f‘.i est strictement convexe dans D et ej >0 , L es

gtrictement convexe dans D .
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Celsa rééulte aussitdét de 1'inégalié (1) (resp. (3)) appliquée &
checune.des fi , en multipliant les ceux membres de 1tinégalité relative
& f. pab ci_,'et ajoutant membre & membre. '

U i
fte
(]
13
{0
(]
()
15
(4
e
(1)
in
{5
]
3
in

PROPOSITION 4.- Soit (f,) une famille de fome an
ensemble convexe YBC:RI‘; si l’enveioppe supdrieure g de cetie famille

est finie en tout point de D , elle ¢st convexe dans T ,

. En effet, i'ensemble des points {x.y) tels que xeD ot ¥ » gl(x)

o

7

e 5
oy

identigue & l'intersection des crsembles convexes formés vespective-

meni des points situés av-dessus du graphe de chacune des fomctions £ .

PROPOSITIOR 5.~ goit H un ensemble foncticns conveXes dang un

' n . : s - :
engemble convexe DC R ™ ; si ‘?j» est un filtre sur B gui converge

simplement Cans D vers une fouction rumérigue finie fo ; cotte

i i s e

fonction est convexe daus D .

11 suffit pour ls veir de passer & la limite suivent %; Gang
1'inégalité (1) : ' . -

%2, Continnité d'une fonction convexe.

Pour étudier les propriétés des forctions convexes dans un ensemble
convexe D CE = Tzn', on peut se liniter au cas oh D est de dimension n;
dans.le cas contraire, on est ramené (par une application linéaire
affine) & une fonction définie dsns va ensemble convexe de dimension
p < n contenu dans 'R‘p . Supposons donc que D soit ds dimension n , et
s0it £ une fonction convexe dans D ; soit S l'ensemble convexe des
points (x,y)eB xR telsgus xel et y'zy £(x). Montrobs gus
lt'intérieur g de cet onsemble n'est autre que l'ensemble des {x,¥) tels
gue Kﬁig et y >#(x) . Il est.clzir en premier 1i iem gue S est de
dimension n+1 , donec g nfest pas vide (39 1,prop.é) ; en outire, comme

G c
projection de S sur E ; D est la projection Ge S sur E

o
-

D est ia

\a’
{(prop.2). Pour tout x € D , il existe donc un point (x.,y) de S
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- intérieur & 5 ; on en Géduit (9 1,prop.7) gue les points

‘ "‘«_!‘-“‘ } Kl
\\F‘“" ~j (z,z) tels que 3z >£(x) (resp. z<f(x))} sont intérieurs
_____ Eﬁhm“,//// (resp. extérieurs) &4 8 . Si 2z<f(x)<y ; il existe donc un

cube fermé X de centre. 'x,z) extérieur & S et un cube

"""""" &:%K Termé K' de centre (x,y) intérieur & § (fig.3) ; si ¥ est

i

\x) F le cube 1erme de centre i dans E , intersection des projec-
tious de K et k' gur B 3 V est centenn.dans 5 et dlapres
ce qu; précéde, £ sst boinée danms V : en outre, 1'intersection
H=8N(VxR)ds VxR et du graphe G de f est identigue & 1fen-
einbls des poiants frgnﬁiéras de § contenus dsns l'ensemble fermé VxR
clest donc un ensemble compact. Cela étant, la resiriction & H de 1z
vrojection de E % R sur E est continue et biwnivocue et ells gppli-
gue ® sur V ; son aprlication réciprogue est done continuve dans V .
meis comme cstte appli cablen réciprocus n'est autra que £ (restreints
& ¥) on voit gue :

PROPOSITION 6. - ~S0it D un ensemble convexe de dimension n dans E= &

Toute fonction conveze dens D est cortinue en tout point intérieur & D .
-

Hemaroues.- 1) Une fonction convexe dans D n'est pas nécessaire-
ment continue en un point frcntiére de D . Par exemple. dans

-

149int rval"’e I= {() 1] de R la fonctiom f eﬁale 4 O pour
Dcx<l 8 | pour x=1 , est convexe.

2) 8i £ est continus dans ur ensemble convexe D de dimension n |

®

ot convexe daus l'intérieur de D , elle est convexe daus D ; en

('v

en Pfaisant tendre x {ou x') vers un point frontidre 4

D daus l’iﬁé;allté (1;, coette inégalité est emcore wrais 3 la
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3) 85i £ est convexe dans 1'intérieur dlun ensemble convexe D
de dimension n>1 , elle n'a pas nécessairement de limite en
un point frontidre de D (exerc. 4).

4, Critéres de convexité.

deus avons vu au n°1 que pour provver quf une fonction T def:;,nie cans
un ensemble convexe Bc: ’Rn és’c corvexe , on ==t Tsmens 4 montrer gue
la restriction de £ 3 D N /A est convexs pour toute droite A .
Hous nous bornemns donc dans ce cua. suit & d;on:aer des cm’c Sres de
convexité pour les fonctions numérigues dfune seule varisble réells.

FRCPOSITION 7.~ S0it T une fonction numérigus fimje défin

Pt

1ie d
intervzlle I< R . Pour que f scit convexe dang I , il faut et

suffit gue, pour tout couple de nombres a,b de I tels que a b gt

tout nombre réel ®os la fonction f{x)rux atteigne sa borne

N

gzz}yéz:;eure daus {a’“} en 1'un des points & ou b .

4,:a conditior est micessaire ; en effet, comme (X esi convexe

dans R il on est de méme da f(x)«%—g&x ; on péut donc se bormsr gu
cas - mz ‘uwo . Oy, ‘pour X = }*»a-b—('i»}h)b y on a
£(x) i;_)\_fta)-i-{" AYE(D) £ Max(£(a),f(b)).

La condition est guffisante. Prenons en effet @ =-(2(b)-£{a)}/(b-a)

2

ot soit g(x)=f(xj+ (+% ; on a g(a):,v(b)‘. donec gl(x) < gl(a) pour
- rifie suesitdt gue cette indgalité éguivaut

O

tout xé€ {a,nj t on v

& (i) o on a remplacéd x par a et x!' par b .

8
PRUPCSITION 8.~ Soit £ une fonetion zumérigue finie, semi-continue

supérisurement dans un intervalle ouvert Ic¢- R . Pour gue f soit

convexe dapns 1 , il Paut et i1 suffit gue, pour tout =xelI on ait

lim.sup f{ =+h ).x_f( - ;-—23‘."(.Xl;,, a
h 5, 40 e .
4

J
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La condition est évidemment nécessairé, puisgue lorsque xith el x-h
sont dans 1 , on a f(iﬂ.s %{f(x+h)+f(x—h)) d'aprés (1). Héciproquement,'
supposons gqu'elle goit satisfaite ; montrons d'abord gue pour tout € >0,
la fonction g(x)zf(x}+ax2 est convexe dans I . Appliguons pour cela
le critére de la prop.7 ; soit A urn nombre riel guelcongus et
‘m(x} a(x)+Ax , et soit [a,ﬁ} un irtervalle compact guelcorgus centenu

: L : o ' . ~
daﬁs i (a<:b) ; 9 est seni-continue supérieurement dans {% ?j donec

:%
wf
o
fmand
t

atteint ss borne supérieurs dans [g,b} en un point x_ de cet inte
(Fop.gén., chap.IV, §6,th.3). Uontrons gue x ne peut 8trs inté-
rieur & ga,ﬁﬁ ; 1'hypothése entrzinerait en eff@u gue, pour tout
£ 70 , i1 existerait des vaeleurs da h >>G telles gue h< o , gus
xawh et &ofh appartiennent & [a 5) et que |
" o(x +2)+o(x_-h)-29(x, J=g(x +h)+e(x,-h)-2a(x, 3> 2en?
co gui est contradlctozre avec 1a dé?lnitlon de x5 s puisqve :
@(chh) g'¢(xo) et ¢(x0-h) @(x ) La prop. 7 prouve donc que g est
2

convexe 5 cela étant, lorsqgue & tend vers 0 , & converge simplement

vers f dans I , donc (prop.5) £ est convexe dans I .

COROLLAIRE. - Pour gu'une fonction nunérigue finie T , définie dans un

ensenble convexe ouvert I)c;??ll , et s semi»continue gupérisurement

dans D , soit convexe dans D , il La&t et 11 sufflt gue pour sou*
. _ ;
couple de points x,x'* de D , on ait £—== x+x ) € 1(f(x)vf( 1)),
- On notera que si on a en outrs —z%5~)<('% (f{x)+L(x )} pour

tout couple dn‘points distincts x,x' de D , T est stricteﬁenﬁ

convexe ; en effet, dans le cas contralre, il existe un G@gL@%*

S dlextrémités distinctes Xx,x' dens Dl, tel gue tout point du

segment’ ﬁxmyz appartienne aun grapnc de £ (2°1) ; on a done &n
4‘"’ :
o

b

s = 1 : : e -
perticuli (5i§~u = 1(f(x}+f(x‘}), contrairement & lthypothése

-
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5. Fonctions convexes positivement Yomogénss.

=y

DEFINITION 3.- On dit gu'une foncticn pumérigue finje p définis dans

Rn‘est positivement homogéne si, pcur tout A 70 et tout =x¢ R
on & plAx)=Ap(x) (ce qui entraine p(()}zo)

Qn%t D une fonction convexe &t positive

B vt o e e s P

ent homogéne dans E= “Rn
'ensemble C des points de F=E xR gqui sont au-dessus du graphe de
p est un gOne convexs fermé de sommet O, car il est convexe st fermé
(p étant continus}, st ol v plz) ,ona Ay > )Aplx)=p()\z) vour
tout -/\‘- # 9O ; en outre, le point (C,1) est point intériecur de C .
Inversetent, soit C un cdne convexe fermé de sommet O dens F , non
identique & F el tel que (6,_1) soit intérisur & C ; il n’eﬁ;isf’;e pas de
- droite z:x_n contenus dane € , car slors le point (Ax o= }@ﬁputz,m_-'
drait ¢ pour tbm:. A > 0 ., et par suite guesi le point &_G,%'i.)', dioh
résulterait (% 1,prop.7) gque U est intérieur & C ,‘ ot par suite O=3
- gontrairement & l‘hygpo’cihése,‘ Dlgutzrs i}art, pour tout xci , itensen-
tle des Te R tﬁls gue (X;}/’)E ¢ ost un intervall.e [:}'@,%-cwf :
en effst, pous vencns de voir quiil sst borné inféri ememe-,u; ot i1

contiant sa borms inférieure ;\; . puisque C est fermé ; en ocutre, C con-

tient les points )\ ( (0,1 )+ {J(x,v )u(uvx, 4\+€Ly ) ponr A 20 et

£
NV
o
-

en particvlier tout point (x,y, +tA) o A 70 . 51 on pose
= m.l.&

y . =o{x} , p est donc. par définition une fonction convexe dans K ;

en outre, comma G est un cﬁne: la ralation Ay ’3, p(Ax) est équiva-

lente & ¥y p(x) pour tout .ﬁ.}o , done pl{Ax)=Ap(x) , p est

L'intersection A, du z0ne C et de l'hyperplan y=1 dans F est un

ansemvle convexe fermé ; si C, es‘é 13 céne convexe de sommet G engen naré

-n

par A, , on 8 6’1-.:(5(‘2.?@ , ofi M est le demi-~ espace ferme y >0 .
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¥n effet, il est clair que G, CNi , dlot T,cCNU puisque C
i

est fermé ; :im'ers‘ement, si (i’.,y)e(}ﬂm , on a (x,y)-—:gr(% x,1). 8i
-y >0,, done (x,y)€C, dans ce cas; d'autzre par’é, si (x,0)eC ,
on a (x,y)eC et par suite (x,y)€C, pour tout y>0 ., done

(x,0)€T, . Il est immédiat que T, n’est autre que 1l'ensemble des

points situés au-dessus du graphe ¢e la fonction convexs D .

Considérozzs Mégs mais les fcnctiors positives, convezes st

positivement nomwgmzms dans E =R“ . Pour une telle fonction p , soit
C le cdne convexe défini par ¥y, p(z) dans F , A, llintersection de C
et de l'hyperplan y=%1 , A la projection de A, sur E ; A egi un

3

enserble convaxe fermé dans B , cortenant O comme point iatérieur, et

¥

\’\

identique & llensemble des xcE E tels que plx) < 1 ; nous dircns r.;;;ie
A est l'ensemble convexe indicateur de la frontiére p .g 3‘1 ciproguement .
si A est un ensembls conveze fermé dans B , auquel O st in‘i:éz:ieu.x*
et G, le cOne convexe de sommet O dans F engendré par A1 A x %1 _}
-3 est identique & l'ensemble des (x,y) tels quel T > >np{x) , of D
est une fonction posi vive, positivement homogéne et convexe, dort A

est ltindicateur. On dit que la fonction p est la Jjauge de liensemble
A par rapport & O ; on psut définit p(x) pour tout = €E conmme ia
borne inférieure des nombres A 7 0 tels gue % X €A .

On notera que si p est la jauge de A par rapport & 0 , les points x

tels que p(x)< 1 sont les points jintérieurs de A , les points x
tels que' p{x)=1 s=ont les points frontiéreg de A .

Si A est borné, il existe un nombre a >0 tel gue \xll= a

entraine p(x)ﬁ}, 1 ; Gonc on a ply) > 4 pau.r fout v e o> .

n=-4

a n-
le méme raisonnement prouve gu'linverse ment i lg borne inférieure
4 ¥
de ply) sur 5 est >0 , A esi borné.
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Un voit en papticulief t.iue si p est une norme dans R n (Top.
g_é_z_x,.,ché,p.IX,ng,noi) les P"bcules® ouvertes ou ferméss, pour
la topologie définie sui' RYT par p sont des ensembles convexes
de dimension n , dont O est roint intérieur, et qui sont ’
symétriques (invariants par la'syméfrie X - -x)
. Fonctions d'=zppui. | v ‘ .
So0it A un ensemble convexe compact contenu.dans E:"Rm ; pour toute
forme linéaive x' sur E (élément dv dual &' de E), posons .
(5] hix!) = suj) <:x;,3*,5’f:

Nous dirons gus la fon

f’.‘s
ot

tion b ginsl définie dans E' est 1:3 fonetion A

d'appui de l'ensembls conveze compact A . Un a évidemment n{0)=0 ;
pour x9flt3 » 81 on convient de dire gu'un point ycE est du cbté
g_gﬁg_t;.ﬂg de 1'hyperplan x,%x'>=0 lorsgue {y,x'> < 0 , on j;ev_t
encore dire gue :h(ﬂ) est la plus petite wvaleur de a tells gue A soit
tout entier du c0té négatif de lfhyperplan L x,x'>=a .

Comme A sst compact, pour tout =x'z B! il existe un xc€ A gu moins
tel que < %,x" > = h(x') ; l'hyperplan d'équation < y,x'>= h{x') est
un hyperplan é'appui de A au point x (d'ot le nom de "fornction d'appui®
'i = R est la disa“ance de O & '*et ayperplan.

 Bxemples.- 1) La fonction d’ appui de la beula Bn est

hix!)=|=x'|| , car o & {x,x7> ¢ | x| . z x’g{ pour tout x¢ B,
: Ly i Sl
et ai x=x! /} [zt . <x,x > = xtl
2) 81 A est le segment ferm$ joigrant les points 2 et -3 de
o . o -
R , ona hix') -—-r} <a_,,x¥/>i .
13 ATR A
3) Ch erchons la fonction fappul du cube fermd K : Eﬁli <L
TS = - :
Si X:(?gj} x’z;?i) . oD a \A.}. } Zg T '§ , dlou
o 7 v el | = S imla g e e
dans K , £ x,z'>< Z } 3‘5 | 0 second membre étant atteint
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lorcqufon prend ? =+1 pour § ; ’§i=-1 pour
§i L0 . 0nadone hizx')= ) f l.

Lz forcticn é'appii b 4'un ensemble convae com'o@cf A 25t pogitive-

\rf\"x

ment homogdne et convexe ; la prem:érs de ces propriétés est immédiate|

et la seconde résulte de la formule (5) et de lia relation

<xgx?+yf> =(x,x' >tix.y >

Supposons maintenant que le poin’ O a rartienne 4 4 ; alors hiz®)

wdm
est positive daus B' , et la 4éfinitiocn 4u conjugus A ds A montre
S 2 :
que la relation %€ A  est équivelente & h{x!) €1 ; avirement dit,
h est la jzuge du conjugné de A psr rapport &4 O . Plus particulidre-

ment, lorsque A est pn corps ceonvers auguel O est inté risur, la dis-

tance de O aux hyperplans d'appui ¢e A est bornde inférieurement. par

un nombre a >0 ; on & done h(x'] » a pour i x'] =1, ce qui
4] ~

¥* : i -
montre que A esi un corps convese auquel O est intérisur ; d'aprds

la prop.13 du § 1 , la javge p de [ par rapport & O est donc identigue

4 la fonctiop d'appui du comjusué A" de A .
On peut encore diie gue si A et A?’ sont deux corps convexes
conjuzués (auxquels O est intérieur), p ot g leurs jaagea
réspeetives par rapport 60 . on & 1fidentité
(6) p(z)alx!) > x,x'>
Lorsgue les deux membres de (6) sont égaux, 1thyperplan

7\

4 ¥:x' > = alx!) est. lt'hyperplan dfappui de A au point Y/P(X);
ifhyperplan \x,y'::a p(x) hyperplan d'appui de & au point
x'/q(x') et réeiproq uement ..

Exercices.- 1) a) Soit D un ensemble ouvert con avexe dans R 1

H un ensembie de fonctiong numéric convexes dens B

<:J
@
(%)
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Soisnt K, K' deux ensembles cuverts convexes contenus dans D ,
tels quu K K' et XK' D . On suppose que les fonctions de

H sont uvniformément majorées sur la frontiére de K! et unifor-
mément minorées sur la frontiére de K "mcntrer que l'ensemble

E est Sguicontinu dans K (se Tamener su cas o n=1}.

et

b; Soit H un onsezble de fOnctions convexes dans D , '@i un

filtre sur H qui converge simplement dans D vers une fonction

finie £ _; montrer que EE cOnverge uniformément vers i sur

tout ensemble comp sot ccﬁt@na dens D (utiliser a) , en remsrguant
26 pour tout cube K contenu dans D , i1 existe un ensemble H
¢u Piltre & tel que les fonctions sppartenant & I soient uni-

a@rrﬁes dans K ).

2} a) Soit D un ensemble convsze de dimension n dans “ﬁ?n :
HMontrer qu une Aancticn convexa dans D ot non constante ne peut
efteindre sa borne supérieure ians D en un point intérieur de E
(e remener au cas n=1).

b) %ontrer gue l'snsemble des points de D ot £ atteint sa borne
inférieure dan& D est convexe. | '

¢) Montrer que si D est relativement compact, f est miﬁcré@
dans D {utiliser'le fait gue P est continue dans tout ensemble
compact contenu cdans D , et gus pour deux points_queieonquss . x!
de D , les oo*n g8 de la droite joignant M, et M , qui ne sont pas

sur le segment ﬁ ﬁ., sont au-Iiessous da graphe de f).

&

Ea

d) Montrer gue i D contient uane variéte linéaire de dmre Sio

N

wh
4

‘or
te

f n‘est pas constante, T ne ?cut 8tre tornée dans D

e T g - e o E % Y
{se tznmenegr g cas n=1) .
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3) &) soit P une fonction convexe dans un intervalle I1de R .
Hontrer que, ou bien f est monotone dans I , oun il existe un point

¢ intérieur & I tel que f soit déeroissante pour x £ ¢ et crois-

sante pour x 3 ¢ (utiliser la prop.7).

o

D) Soit D un ensemble convexe de dimension n dens 'Rp . 51 T est
convexe dans D , montrer qu'en un point frbﬁtiére % de D ,
%i?ég?§ f(x) est finie ou égale & + oo (utiliser llexerc. 2c)).
Si x €D, ona f(x )z llm iﬁf 8 £(x) ; pour toute droite AX
passant par x , f(x ) est au.molns égal & la llmlte de f(x)
lersque x tend vers x, en restani dane PN A

4) a) Soit D un ensemble convexe de dimension n dans R® , tel
gque U salt bolnt frontidre de D . Pour tout =x#0 on désigne par
A_ la borme supérieure des A > 0 tels que )LxeD , et on pose

p(ﬁ =0 ;. plx)= E/Jk (p(x)z&-ov si A =0). ontrer que l'en-

- senble des points x oﬁ p(x) est fini est un cBne convexe ¢ et gue

© est une foncticn convexe dans € .

b) Déduire de a) un exemple de fonction convexe définie dans ume
partie convexe D de T{a'at non continue en un point frontiérs ds D.
:5) Soit £ une fonction numériQue finie, semi-continue inférieure-
zment dans un intervalle I . Pour gque T sbit convexe dans I , il
suffit que, pour tout couple de points g,b de I tels que a < b ,
il existe un point z tel que a ¢« z ¢b et que ﬁz g0it au-~dessous
du segnment ﬁaﬁb_ (raisonner par l'absurde, en remarquant que
ltensemble des points X tels que %  soit strictement au-dessus de
est ouvert).

&) Soit £ vne fonction numébrique finie définie dana un intervalle

Ic ® telle que F(-- ) & Lip(x)+e(y)) quels que soient x,y
: 2 > . : ‘e
: # S
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Hontrer que, si f est bornée supérieurement dans un intervalle
cuvert ]a,b[ contenu dans I , 1 est convexe dans I (on montrers
dfabord gue T est bornée superieurement dens tout intervalle. co:n-
gact contenu dans I ; buisque f est continue en tout point in+ér5 sur
4 1). Génér ﬂliser aux fonctions définies dans un ensemble COnYexse
de dimension n contenu dans R© . V

7) Boit £ une fonction numérigre convexe et strictement monocione
dans un intervalle ouvert I < R ; soit g la fonction féui}? cgue

de £ (définie dans 1'intervalle £(1)). Hontrer gue ai f ¢ est décrois

\_,0

asonte (resp. croissante) dans I ,g est couvexe (resp. concave

£) Soit £ une fonction convexe dans un intervalle I ® . F
une fonction convexe et 62?015"&1"!38 dans un intervalle coamuawt

#{1) ; montrer que gof est corvexe dans I .

G} Yontrer que dans *Rn , toute norme p est éguivalente {(Top.
z £ O - s 3 .. 7
géa.,chap.IX, §3,n 3) & la norme euclidienne (utiliser la prop.b

pour ’ncntze que sur S , i1 existe deux pombres a >0 , b >0

n-14
tels que a £ p(x) £ b)

40) Pour tout corps convexe A syant O comme point intériear,,v goit
P, la jauge de A par rapport & C . Montrer que, si %O(E} désigne
l_"@msemble de ces corps convexec, muni de la structure uniforme
dé&finie dens l'exerc.10 du ‘S‘M ltapplication A—-;>pA est un
isomorphisme de &{O(E) dans l'espace ‘gc.(E, R ) des 'appiicatiohs
continues de E= 'Ejnd,ans R , muni de la structure uniforme de la
convergence compacte (Top.gén.,chap.X, §1).

14) a) 81 h est 1l fonction d'eppui d'un emsemble convexe compach

A , morntrer que la fonction d'arpui de -A est h(-x7) .
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) soient Ai (1€ i<.p) o) ensejables convexes compacts, h. (1 1< D)
la fonction d'gppui de Ai 5 )&i (1<1 <p) p' nombres } O ; montrer
que'l'% Ponction d'appui de l'ensecmble convexe A = Z’ A iﬁ. est
- 2 An, .

c) Pour tout x' € R® | soit C; ltintersection de A, et de l'hyper-

plan dfappui <x,x'> = h,(x') ; nontrer que 1'intersectiocn Je 4 st
- 2 "%
de son hyperplsn d'appui <x,x'l>= h(x') est lt'enseuble fi%‘i j‘tzi‘:
. n ;
} & tont ensemble convexe comyact A dans E=R , on feit cor-

4
1

§\)

respondre sa fonction d'appui b . qui sppartient & 1Yensemble

%, (2, R) des aprlications continues de E dans R . S5i on munit

%

l'ensemble {7 (%) des ensembles convexes compscts dms E de la _
structure vmiférme définie dans L.'exerc.v’!(-)‘dﬁ §1, et ltengemble
¢ (B, R ) de la structure uniforme de la convergence compacte
(Top.gén. ,chap X, '3), nontrer qie l'applloatlon A --?h és‘b un
iscomorphieme de ﬂ{' (E) éans ‘6 (E R).

z _ ,
En déduire que l'application 4 —>A de l'ensemble ko(E}

des corps convexes auxquels O es’ intérieur sur l'ensemble SZ’O(E'_)
est un isomorphisme (pour les shructures uniformes de ces deux

snsembles) (ef. exerc.i0).
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