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LIVEBE IV '
Fonctions d'une veriable réelle, (Théorie 6lé&mentsire).
Pown CHAPITRE .I-? Clab R

o

‘Dérivée. Primitive. Intégrale.

Paragraphe 1.- Généralités, dérivée premidre.
1.- Prélininaires. ’

Les fonctions quir se rencc:itrént le plus so@'ﬁnﬁ 27 zuelyse sont
d6finies dans le corps R des nombres réels, ou dans le corps G des
nombres complexes, et prennent leurs valeurs dens des gspacss vectorisls
normés admettent raspectivemani g ou ( comme domaine dfopérateurs.

Bappelons gufur espace vectoriel V sur le ccﬁ'}j.s des réels R (ou sur
le corps des complexes G , dont lee éléments, ou vectgars; sont dési-
gnés par des minuscules grasses, alors que les nambrés réels {zesp.
complexes) le sént par des minuscules italigques, est dit pormé, lorsqu'on
atiache & chague élément X dé 1'espace, un pombre réel posiitif, sppelé
porme de l'élément considéré, et désigné par la notation (K I, cette
porme possédant les propriétés suivantes : {(Livre 11X, Chap.VIZ,per. )i

i x}y0, (pour X #0) ; §x)=0, (pour X=0);
I R R I R s 4 R 1 RS T A
" Une tells norme définit sur V une structure d'especs méiriqus, donc une

topologie et ume structure uniforme, pour laguellse les fomecticns kX

et X + ‘}f sont continues.

§§§§§éiégﬁﬁif Og_appelle fomction vectorielle une fonction défimis dans

R oudans € et

prepant ses valeurs dans un espace vectoriel mormé com-

plet sur R ou sur C respectivenment.
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Ce livre est spécialement comsacrs a 1'étude des propriéiés les plus

simples des fonctions vectorielles d'une variable réelle, mais certaines
de ces propriétés, particuliéramént.celles dont il sera guestion dans
le présent paregraphe s'étendent aux fonctions d'une varisble complexe.
Plus généralement, elles s'élendent aux fonctiope définies sur
un corps topoclogigue comuutatif }( et prenant leurs wvaleurs dans
//» un espace vectoriel Y sdmettant K comme domains d'opérateurs et
muni dlune topologie telle que les fonctions Xty ;-x;
kx , (ke K) ; soient continues. Tn el espace V est dit |

espace vectoriel topologique ; {(bivre VI).

Le cas des fonctions d'une varisble complexe, trds important
en lui-méme fera 1l'cbjet de plusieurs livres ultérieurs ; le cas
~ des fonctions vectorielles d'une variasble décrivant um caxgé;;
topologique est dfun intérét sensiblemeaﬁlmcigdrﬁ, cussi pous
: bornerons«ncusxé signalef‘éomﬁairament, daps lzsuite, les dé?@giw
_ tioms et propriétés restant alors velablies.  :W
Sei; ? (z} une fonction vectoriells définie dans K , & valeuxéf:
dans ?i. iorsque ¥ se réduit & R :, estte fonction prend lis aaﬁ de fé@e»
tiogﬂféelle ou gcalzire de la vaﬁiable x.0n casrimﬁertan@_eat cslui oh
¥ se réduit & RE ;'lféﬁada de la fonction vectorielle F»iz} ?e?ieét__
alors,é ia considération simuitanée de n foncticns scalaires de la '
variable x . ‘.. |
51 A est la partie de R sur laguelle est définie la fonction vectoriel-
le F {x}, 1'image directe de & par cette fonction ss nommefl?hoﬁagraghs
de g {x) ; lorsque V ge récuit & 1l'espace ?ﬁn , cet hoéagrapha_prend
aussi le nom de egurbé,éé l'espacs & n dimengions.

Yz dopne le nom de fomcticn vectorielle affime & toute fometion g (x)

de la forme § (x) = &4z + b . L'bhodographe d'une fonciion zffine est une

drocite dans l'espace V .
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Lorsque V se réduit & R, la partie de R2 définie par les relations
' e d 7= f(x)
se nomme la cmurbe représentative de la fonction.

On notera que cette courbe est distincte de l'hodographe, legusl
_\\ : se réduit alors & une parties de R .
| La courbe représéntative d'une fonction seslaire affine est

une droite.
2.- Dérivée d'une fonction vectorielle ; calcul formel des dérivés V's".

oot F(x) une fonction vectorielle définis sur un veisinag;e:_‘_‘ﬁ du

point x, dans R ; supposcns [ (x) continue en x -

Définition 2. S8i . I;Cim o »f (x)x- F;I ) smsﬁe, on lui dam:;i@’"ie nom
> ,J‘. = &

de derivee remiére, (ou plug simplemez.b aerwee} de la fﬁaetma g (x)

u_point z s et on 1s note g'(xo)

Définition'?a. Si la dérivée de F (z) exigi:e'vez‘l tout oDoint dsgg spsenble

ouvert B — A , on dit gue g (x) est @ér;vabg sur B . Cette dérivée

F'-(x) .est une nouvelle fonction vectorielle de la varisble = , QéFfinie
sur B et prena

parfois B F

nt ses valeurs dens V . Cetite fonction se note sussi

. Exemples. 1) 8i la fonection f(x) est constan’w et “g@la & 4 ,
sa dérivée est anulle. ' _
2) si la fbnc'tion F(x) = &% , le vectour 4, étant fize, on & :
Fé(x) = d . La dérivée d'une fonction linéasire és‘t done écnstante.

3) Soit f(x) = ‘i/z ; c'est une fonction & valeurs réslles défi-

it

pie dans R’ ; ; on aiei (f£(x)-f(x )}i(x X5 ) =f%i,/m:ﬁ ; la conti-

12

; : .
nuité de 1/x sur R entraine done £'(x) = -i/x
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Remargue.- Une fonction dérivée n'est pas nécessairement
continue en tout point .oa clle existe :  clest ce que montre
1'exemple de la fonction xasin(‘x /x) ; elle a partout une
dérivée, mais celle-ci est discontinue pour Xx = 1] .ﬁ_

toutes deux définies sur un voisinage

Proposition 1. Si F(x) et %(x),
A de x, dans R et prepant leurs valeurs dens V , gnt respectivemezd

une dérivée en X, s

égaie 3 la somme ?’(;:o) + %'(xo) :

Clest une conséguence triviale de la continuité de 3C+ 7y dans VxV .

iz fonction ?(x) + c%(x) a en ce point une dérivée

Proposition 2. 51 & est un ncmbre réel fixe et si ; {z) définie sux BN

yoisipage A de x_ dans R , & ume dérivée en x_, la Tonction el (x)

posséde on ce point une dérivés égals & e 2; ‘(:aa ).

Clest uﬁe conséquence triviale de ls continuiid ¢ axxX en % u;t
point de V . '

Considérons alors. les foncitions veciorislles § {x) définies et_dérie
vables sur un intervalle A ¢ R ; les deux propositions précédentes
expriment que l'application F =—> F = DF de cei ensemble dans l'en-
se'nble des fonctions vectorielles définies dans A est iipgaivs.

Envisageous msintenant trois espaces vectomelles normés V, W, U, et

une fonction bilinédalire -
' (x,y)—» [xv]
d&finie dans Vx® et & valeurs dans U ; cette fonction satiefait dome
aux conditions suivantes : :
| [ax ,by‘l = &b [X. Yl
E(X'%‘}é;’).{y'“r"}” = [x.y] #{x. ] + [=. ~;,f'g~s»s ']
Ceite fonction sera de plus supposée ggntinue. Soit alors g {x) ot

% (x) deux fonctions vectorielles définies sur un voisinage A de %
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dans R et prenant leurs valeurs respectivement dens V et dans W ;

hi(x) = [F(x). %(x)] est une fonction vectorielle définie sur 4 s

& valeurs dans U .

Proposition 3. 81 F (x) st %(x) ont respectivement une dérivée en
x, ; j (=) possdde en ce point une dérivée égale 2
h'(x) = [F(xo). 9'(x,)] + IF ' (=) %(2‘9)]
En effet la bilinéarité de la fonction [F - %E eniraine
La propriété annoncée résulits alors de la continuité ¢
VW% , puis de celle de Z+Z' dans UKU .
Exemples.- 1) Soient £{x) une fonction réells, %’ {x) uns fm@@ti@n
vectoriells, itoutes deux définies et dérivables sur uz cuvsert
B C K ; la fonction vectorielle h (z) = f(x)%{x} asﬁ dériveble
sur & et admet pour dérivée }
h'(z) = 2(x) g'(x) + £(x) 9 ()
C'est un aspeet particulier de la propositiocm 3, avee U=Rx ¥V .
2} 81 4 est un élément fixe de ¥ , la fonction F(;.) ;:,;z,xn s
ok ne N* , & pour dérivée en tout point de ¥ - gfgi‘_x} =
207 | C'est ce qu'on a constaté plus baut pour n=t : la véri-
fication par récurrence se fait en gpbligvent 1'szemple précédent
& la fonction bilindaire x y définie daws R x V , la fonction
' % {(z) étant priée bgale & g x°7? .
3) Scient 2o 5 84i--03dy 4 ; 2, ; btl vecteurs fixes de V .
La fonction ?{,x) = &Gx“ +é,,ixu’1~&*.. ; .«?a,ﬁ_gz -_é‘clfa -8 pour dérivée
en tout point de R : £ (x) m&oﬂan*&{(ﬂ'? )‘Zﬁ-a"?’uﬁ%’&#v@
C'est une conséquence triviale de la proposition 1 et de i’ezamgle

précédent.




- g =

4) Premons pbur v l’esyace euclidien E p 3 OR a défipi dans
Enx E g uae fonction bilinéaire symétrique : Le produit sca-
laire (X .y‘) & valeurs dans R . (Liv.II Chap. , Dar. )
Si F(x) et % (x) sont deux fonctions vectorielles & valeurs
dans En et possédant des dérivées au point X, » la fonction
scalaire h(x):-—-(P (x). C}(x)) a aussi une dérivés en x, donnée
directement par la proposition 3 ; il en est ds méme dn produit
scalaire & symétrie hermitienne de deux foioiions vectoriellss
dérivables prenant leurs valeurs dans l'sspacs hermitien & m

dimensions }{3 .

5. Théoréme des fonctions composées. (Changement de ?g_&;*;abla}.

Soit £(x) une fcncticzé réelle défipie sur un ouver: A de R , et pre-
nant ses Vale;zrs dans up ouveri B de K ; soit aig {y) une fonction vecto-
rielle définie sur B el prenant ses valeurs dapns V ; la fopciion composés
%Of est définie sur 4 e_t prend ges valeurs dans V . On dit souvent que
cette fonciion h(x) = _%(f(x}) résulte de liapplication 4u
"changement de variable” y = £(x) & la fometion ¢ (y) .

&

Proposition 4. 8i f(x) posséde une dérivée au poink ., €A , et 81

%(y) possece une dérivée au poipt f£(x ) de B , h(x) posside au

point X, une dérivée ésgsle & h'(xo) = %’('f(xo))f‘:(:%? :

: ¢ = 7 f{ 7y = {.‘ 3
En effet om peut écrire Jux) - nixg) = k(x) Sl , avec
x - % x - X
e i oo G(2(x))- GE(xs))
R(x) =q(2(x))), st £(x) = £(x;) ; ou k(x) = e

Bi f£{x) ff{_xo} >
Lorsque x tend vers x sur & , £(x) tend vers f£(x,) sur B ; K(x)

tend vers %’*‘(f{xo)),, le passage 2 lg limite dans la formuls précédente

est légitime grice & la continuité de =Yy dams R« ¥ , et il vient
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o= I -

h(z) - hix,)

o X -x ) = giels,)) £
x tx, C.Q.F.D.
xeA.

Corollaire 4. Soit f(x) mne fonction réslle ;: si en un point > S5 f(xO)
existe et n'est pas nulle, ot ei f'(xo) est définie, la fonction

1/?(1) possdde une dérivée ézale & —f'(xo)/?z(xb).

Clest une conséquence immédiate de la propositéor nricédente et de la

veleur de la dérivée de la fonction réelle ﬂ/x :

Corollaire 2. Soit £(x) une fonction réelle définie et diffirsnte de O

au point x_, possédant une dérivée en ce point ; scit s% %) uns fonction

¥ectorielle définie et dérivaeble eu point x ile fonctioxn

Zy 5
hiz) =<§(x)/*(x) admet au point xb une dérivés wgala )
o (x,)f(z,)- 3 (x )" (%,
X =
h Y% af(xo 2
C'est une conséquence immédiate de la prepesition 3 et du eorollaire

&

L&

précédent.

Remarque 1. Les régles gui viennent d*éirs établies donnent en paiicu-

lier le moyen de calculer les dérivées des polynomes zégig gt des frec-
tions rationnelles réelles. On notera que la dérivés d'un yalygem@ n‘est
autre que le polynome dérivé tel qu'on 1l'a défini en algébre {Livre II,
Chap. , par. ). '
Bemargue 2. Les défimitions, propositions, éémenstraﬁieﬁs et
exenples qui précédent sont velables sans changement daps le ces
des fonciions vectorielles définies sur un cerps topologigus K 5
prenan® leurs valeurs dans un espace vectoxriel %opolegique sur K.
Relativement su théordme des fonctions conposées, on dolt alors
supposer gue V est un espace vectoriel topologique sur un corps
tcpél@giqa@ KQ, que £{x) est une application d'un sous-corps

topologique K de K' dams [K', et qus wﬁawfg définie dans KF




prend ses valeurs dans V.

¥Ylus spécialement, on voit que les régles de défrivation des
polynomes et des fractions rationnelles établies dans le corpe R
des réels, s'étendent aux polynomes et aux fractioms rationnelles
définies sur un corps topologique K et prenant leurs valeurs
_dans un sur-corps topologiqus K!' de K .

Enfin les définitions montrent immédistement que si uns fomction
vectorielle F (x) définie sur un corps topologigue W ., et pre-

rant ses vsleurs dans un espace vecitoriel topologicus sur K,

posséde une dérivée en z € K , la resiriciicn %\% de cetie

fonction & un sous-corpe topologigue H de ¥ |

is0ié et contenant x , a pour dérivée en ce point {1‘3’{};@}.

4.- Dérivées & droite, dérivées & gzauchs.

Heprenons une fonction vectorielle éf {x) définie sur un intervalls

A= [xo,b[ de R et prenent ses valeurs dans V .

(&

£

droite en x, gi

{ (x) 2 ume limite & droite épale & [(x,) qused x %end vers x en

Définition 4. Ls fomction [ (x) sst dite contizue

restant dans A4 . ,
On définit de méme la continuité & gauche sen remplegsnt linite & droite

par limite & gsuchs.

Définition 9. BSoit g (x} upe fonction continue & droits (resp. & gauche)
- h 2 . Eilx) - Cix )
ez un poind £, 5 8 l1a limite & droite (resp. & gauche) 48 - = o

pand z tend vers x existe., on lui domnns le aom de dérivés & droite
(resp. & gauchs) et on la note f 52_;{3{@}, (resp. éﬁi(:ﬁa}
Exemple.- La fonection réelle £(x) = |x| posedde pour xz=0 une

Sop’

®

dérivée & droite égele &4 +1, ot une dérivée & geuche dgale & -1 .
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Bemgrggar 11 résulte immédiatement de la définition gque si une fonection
vectorielle F(x) posséde au point x, nne dérivée & droite F +(x )y
(resp. une dérivée g_'m F (x ) -, 1a fonction ? {=xz) possdde au
point -x , une dérivée 4 gauche égala a -'F;j-zb) (resp. une dérivée
4 droite égale & =-f'(-x) ).

- 11 arrive parfbis que 1'on git & comsidérer des fonctioms vecto~
riclles F(x) définies sur une partie guelcongue 4. de R. Ia
dérivée & droite d’une'ﬁelle fonction en un geint 35553'39 aéfi-
nit, lorsqu'elle existe, par le méme procédé, en faimant tendre
x ¢ A vers %,, par valeurs supérieures. &aAfcnetibg doit paturel-
lement étre continue & droite sur & , dans ila tapclcgia-iﬁﬂuite,

~

Nous n'aurons pas & envisager cette génerali,,m.wa dg

}‘w}

ne 16

présent Livre.

Proposition 5.- La condition nécessairs st suffisante pour cu’uns foncticn

F (=) 2it upe dérivée pour x = x 98t qu'elle possdde em ce polist upe

dérivée & droite et une dérivée & gauche, ges deux dérivées élant égales.
9 ¢ = ¢

On 2 alors ? {xo) = F+(zo) Fe(xo).

C'est une conséguence trivisle des définitions.

Toutes les propositions des numéros précédenis sfappliquent a?;w dérivées
& aroite (resp. & gauche) ; il suffit de remplacer partout le mot dérivés
_par dérivée & droite (resp. & gauche). Il faul cependant modifier 1égé- |
rement 1'éncncé de la. proposition 4, relative 4 la dérivation des fonctiocns
composées : Si on suppose seulement que £(xz) posséde une 5.é;ri?ée & droite,
(resp. & gauche) au point x , il feut supposer encors que *;;’} posséde
une dérivés au point f(xo) ; alors la fonction hix) pﬁsse&@ une dérivés
& drocite, {(resp. & gauche) donnée par la formule :

hilz,) = %‘iif(xg)),f_g,(xej ; resp. hW'(z ) = di(f(x }).fi'(x)) .

#
Il n'y g rien & changer asux démonstrations.




5.- Théordme de la_moyenne.-
~ Dens tout ce qui précéde on n'a fait gutexaminer les preprétés locales

des fonctioLs considérées : existence et calcul de leur dérivée en un
point x, de leur domaine de définition. Les propriétis qui vont 8tre euvi-
sagées'mainténant ont un caractére différent : elles fomi intervenir non
seulement un point x et ses volsinages, mais encore un iptervalie ponm nul
sur lequel la fomction doit &ire définie ; aussi conviendrons-nous mainte-
nant que le domsine de définition des fonctioms considérées est un inter-

valle I R
Théoréne. (ihéorémpe de la moyeane).= Soit g (x) une fongotion vectioriells

4]

<zghb,

de la variable réelle x , définie sur l'intervells I : <

contlnue sur cet iatervalie et admettant uns dérivée & droite pour

< x<b , cstis déri?és vérifiant la condition
g?ﬁxmfgﬁ : (a < % < B)

ot ¥ désigne une constante réelle ﬁoswfive. Op a alors pour tout X et §

sgtisfalsant £ 5 <y <y
If@ - @] € uG-2)
Scit € un nombre pogitif fixe. Considérons l'enssmble J des unel st
supérieurs & x tels gue l'0om ait, pour x v gu,
%3?(?)Aa'fz(z)§£ £ (#e)(v-x) ; (1)
Cet cnsemble J n'est pas vide car il contient au moins le point X ;‘scit
alers z la borne supérieure de l’eﬁsamble g .

1°) J contient z.- En effet 1'inégalité (1) est vérifide pour thut v 2

&
Noner”
<

L&Y
@b
by
g
€
ot
ot
Q
]

: fi g . ; : :
la fonection [ (v) étent continue, le premier membrs de (%)
continue de v, par suite 1findgalité (1) est encore vérifide & la limite

pour ¥ = 2 .




29) 2 est confondu avec b .- En effet, dams le cas contraire, il existe-

rait un u'> 2 tel que l'on ait, pour tout u vérifiant les inégalités :
z<ugu b,
) £ ) - F(2)
u-2
on surait donc aussi

Ew - f)] € (u-2) :}[F;_(z)}( - s]g (e ) (u-2)

puis en tenant compte de (1) pour v =3 ,

- @] < lFo - fifﬂﬁ | fee -£ ]

ATV -

<lifsa ] +e

per suite u' zppartiendrait & g z ne gerait pas la berng supsrisurs
de cet cngsemble. L'inégalité (1) est donc vrals pour tout ¥ supérisur & X

appartenant & I et pour tout € 7'9 z le principe du prolengement des
négalités montre donc qu'ells est emcore vraie pour 8=0, et eaﬂa tien
guels gue soient x et y intérisurs al

f{ f ) - F(x}[( g ¥y - %)

inégalité dans laquelle on peul passer & la limite ot fairse X = 8 ;

et y = b ® g'QG?BZ}O
Bem argue.- Le théoréme précédenti est encore valable dans le casg plus
général ok % (z) est une fonction vectorielle définie dans le corps {3

(]

des nombres camplaxes et prement ses valeurs dans un sspace veshoriel

sur {3 , qufom supposs ltounjours pormé. Oun supposc alors la fomction
définie dans un domaine de {® conternant deux poiniz a et b, ainesi gqus
ie segment Jjoignant ces dsux poinis, ctest-a-dire le liseu des poinpis

=
g
lorsque le nombre réel t déorit l'intervalle 1 = [ﬁgej 5

= o
£ =8 &+ ti} s a

©
%ﬁ

(z) étent dérivable sur ce segment, et sa dérivée satis-
faisant a4 1'inégalité g g*(z}§3:§ 4 , ot ¥ est un nombre réel positif.
On a alors, comme dans le cas réel

é?ib? = Q(?)ét < Ebwa%

et




o
11 suffit, pour le voir, de poser sur le segment 8D, g (t)ag(a'%*t(b»a));
d'ot, par application de la remarque 2 du K° 3, 3'(1:):(‘0-3). fiiz),
puis | 3'(1;) “ & H)baai . 1'applicetion du théordme de la moyenne & la
fonction S(t) sur 1ltintervalle [0,1} conduit alors & 1'inégalité
annoncée.

Corollaire.- Pour gu'une fonction vectorielle continue sur un inptervelle

ouvert I gscit constante, il faul et il suffit gulells it en tout point

de I une dérivée & droite nulle.

11 suffit d'appliquer le théoréme précédent & tout intervalls compact
contenu dens I .

Proposition 6. Soit [ (x) une fonction vectorielle de ls varisble

réslle = définie, coptinue et admettant une dérivée & droite en toud

we I d'un point - 51 {i(x) a une limite & droite
: - : BL +

gu point Z, s la fonction g;ix) ot continue & droite en ce point ;

si g;ix) s une limite & gsuche su point x_, g {x) g uns dérivée &

gguche gu point > S ézgale & cette limite.
Désignons en premier lisu par g le limite & droite de %f;{x} quand

% tend vers x par valeurs supérieures ; étant domné un nombre € > 8 ,
il existe un nombre h > U tel qus pour tout nombre k satisfaisant &
0<kgh , et pour 'Eaut‘ndmbre x satisfaisant 2 Rl E {:{G%Z , on ait

§§ ;,(x)“’ & ﬁ <& ; conmsidéroms alors la fonction %(X}s g{;;:}— ax ;

on e %jyix) = ?;(x}h & ; applicuons ls théordme de lz moyenns 4 la

fonction %(K} dans 1'intervalle ]xo,xn%-kE ; il vient

I F (xtk)- f(x,)

| : RS

st cela quel que soit k strictement pesitif inférieur &8 h ; par suite

ls dérivée & droite gf*(xo} est bien égale & 4.




- 13 -

_ Sbit en second _lieu b 1la limite & gauche de f;(x) quand x tend vers
X, par valeurs inférieures ; un raisonnement identique montre qus la
dérivée & gauchs f -"(x:;) existe et est égels & L.

Corollaire.- Si en un point x, , F _;(x) est continue, g: (x) edmet une
dérivée en ce point.

Proposition 7. Soit f {x) une fonction vectorislle de ls vwariabla

réelle x définie et dérivable sur up intervalle ouvert I, sa dérivée

tant de plus continue sur I . Soit ael ; étant donné un pombre € positifl

arbitrairement pelit, il existe un intervalle ouvert J gontensnt a st

coptenu dans I , tel gue 1l'opn sit, guels gue soient x €% ¥ appartenant

g J,

- F@ - @) = fr@)an) + h(-x)
aree | hige.

<
En effet 1z continuité de lg dérivée dans I 'eﬂtraf‘i‘z‘z@ qu'étant donnés
acl et ey 0, il existe un intervalle ouvert J contenant a et contenu
dane I, tel que 1l'on ait _ ;
[ pr - fraf<e

guel gue soit x appartenani & J . Considérons zlors 1a fonetion

(=) = i5’;(1;) -x f'{a). Sa dérivée dans I est égales &
%’(3) = F*(x)- ?‘(a) ; on a donc dans J &‘i%’(x) lé < € ; appliguons
le théoréme de la moyenme & la fonction % (x) ot & deux noubres X <Y

appartenant tous deux & J ; il vient

F@) - F@ - frown] < e

i
ce gui éteblit 1a preposition.

Lfhypothése de la continuité de la dérivée jous um rils essentisl ;
—~ :
i *gmmn& an contrairs g(y) reaus et égale & Fain. s/',h : o

forciion dérivée a pour valeur -Cos i/g: + 2x sin 1;3& » 84 % ntest
! pas mul ;




pour x=0, la dérivée est nulle. le caleul de k , qui est ici
un nombre réel, en prenant & et x'poaitifs, v nul, nonire gue ce

nombre peut &tre rendu sussi voisin qu'on le veut de 1'unité e

6.- Cas des fonctions réslles ; comglcment au thégréme de lga moyenne ;
variations de ces fonctions.-

Considérons maintenant une fonction réelle £(x) définie, continue et

finie sur un intervalle compact I = [a;‘n]c R ; sa dérivée a droite
(resp. & gauche) en un point x €I se définit, lorsgu’ells existe,

comme dans %g‘cas dfune fonction vectoriells ; mais il psut se faire que

la valeur deflimite domnant cette dérivée, soit infinie ; on dit slors

que la dérivée existe et est infinie. Us m8me =21 la dérivée & droite

(resp. & gauche} existe en tout point de I, la fonctlion deriv 8 droite

e
o -

:ﬁi B

(resp. & gauche) est définie sur I et prend ses valeurs dars
Exemple.- Les dérivées & droite et & gauche d'une fonctio¢n réelle
continue en un point peuvent &tre toutes deux infinies, aﬁec
des signes opposées ou svec le méme signe, (auguel cas la.dérivéa
existe et est infinie) : cl'est ce gue nmonitremt les exen p&es
des fonctions xﬁ"/;6 et'ixlﬁ/ﬁ pour % = Q*.

On voit facilement que toutes les propositions reletives su caloul for-
melvdes dérivées s'étendent imnédiatement au cas des fonctions réellés
ayant des dérivées infinies, pourvu que les relationsvezprimaﬁt ces
propesitions consexv&ht un sens. ‘

Proposition 8. (Complément au théoréme de la movemne}. BSoit f£(x) ume

fonetion réelle continpue et finie en tout point de I= ;a;ﬁ} ; 2dmettant

une dérivée & droite finie sur tout l'intervalls ouvert correspondant.

5i m et ¥ pont les bormes inféricures et supérieures de cotle dérivée,

on & m{b-a) £(b) - f{a) < ¥(b-s)




- s =
Q_I;m;zg_l_g_g_g_g_g f(x) eat une fgnctign affine, pour leguel on doit rem-
placer le sigge < par le s;ggg

Considérons les deux fomctions :
g(x) = 8(x-a)-£(x) ; - h(x) = £(x)-m(x-8) ;
elles ont respectivemé#t;pour dérivées"-é. droite. g_;_(x) = H—f;(x) ; et
hi(x) = £{(x)-m ; on a @onc»’g'_;_(x) ’g M-m ; et ih_;(x)‘ g o . Ltappli-
cation du théordme de la moyenne aux fonctione g(x) et h{x) sur llinter-
valle I donme done les inégelités .
M(b-a)~(f(b)-f(a))} £ (¥-n)(v-8) ; ‘(f(b) -£(a))-u(b-2) | s,g (#-m}(b-2) ;

dont la comparsison fournit ila suivants

m(b-a)  £(b) - £(a)  H(b-a). {1)
Lorsqus ¥=m=%k ; on a nécessairement g'(&; nj‘_i::f = 3, puis '

£(x) = kix-g) + f{a), et la fonction f(x) est =ffii..

Supposons au contraire £(x) non sffine ; alors m < ¥ , et il existe
une veleur xcI telle gque hi(x) —r’-f(a) ; appliquons successivement les
inégflité.s (1) & la fonction h{x) et aux deux interv;lles [a;x et
[x;bj ; il vient

0 L £(x) - £(2) - m(x-a) £ (¥-n)(x-e)
0 < £(b) - £(x) - m{b-x) L (#-m)(b-x)

BN,

o

W e

d'oh par eddition la double inégalité

a(b-a) < £(b) - £(a)  ¥(b-a) ;

Le méme procédé appliqué & la fonction g(x) donne la double indgalité
m{b-a) £ £(b) - £{a) < #(b-a) ;

dfod par comparaison les inégalités plus précises

m(b-a) < £(b) - £(a) < M(b-a).

pourvu que f ns s0it pas une fonction affine.

PO
AN]
Mreed?
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Proposition 9.- So; f(x) ane fbnction réelle continue finie admet

tout point d'un 1ntervallg ouvert I une derlvee 4 droite ; pour gu'elle

soit strictement croissante'dans‘l il faut et il guffit gu'il exigté en
outre dans tout intervalle ouvert intérieur & I un point = pour leguel

f'(x) > g

La pertie de cet énoncé concernant les fonctions croissantes résulte

trivialement de la définition de la dérivée & droite, et des lnegalztéb
(2). Le corollaire au théoréme de lz moyenne indigué au neﬁ montre de plus
que £(x) ne peut &tre strictement croissante si i'on & £'{x) = O en tout
point d'un intervalle ouvert contenu dang I . Réciproguenment; el £{x)
est croissante, mais non strictement croissants, glle est constente sur
un intervalle ouvert contenu dams I , et fé(x} = O en tout point de cet
intervelle.
" Bemargue.- Dans les deux propositions précédentes on peut pertout
remplacer "dérivée 2 droite® par "dérivés & gsuche"” ou "dérivée”.

tions des fonctions réelles.- Za plupart des fonctions réelles

continues intervenanti dans les applicatlons opt une dérivée & droite en
tout point intérieur & leur imtervalle de définition, cet intervalle se
décomposant en un nombre fini d'intervalles partiels sur lesquels celte
dérivée est nulle, strictement posiiive ou strictement négative. La fonc-
tion considérée est slors constante, strictement croissante, ou stricte-
ment décroissante sur ces intervalles partiels. On dit gue l'on a '

"§tudié les variations de la fopction? iorsgu'on a ainsi déterminé la d4é-

i e A L e S T G T )

composition de 1t intervalle initial en intervalles partiels sur lesquels

le "sens de variation® de la Ponction est détermipsd. Il faut pour celas

reehereher les points de lfintervalle de définition en lesquels la fonc-

t;em »naage de sens de varistion : ce sont les points o% la dérivée

(165

o

droite change de signe on devient nulle.
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Remarque.- Il ne fsudreit pas croire qué toute fonetion continu:
et dériveble dans un intervalle rentre dans la catégorie exa- |

Ez— minée ci-dessus. On peut former des exemples de fonctions con-

tinues et dérivables telles que, dans tout intervalle ouvert,

leur dérivée premne des valeurs strictement positives et
strictement négatives. |

Définition 6.- On dit qu'ume fonction réelle f£(x) définie sur un_inter-

vyalle I , admet un maximum relatif, (resp. meximun relstif strict,

mipimuz relatif, minimum rel:

tif strict) en wn polmt x €I stil existe

un_voisinage V de X, dans I tel qu'en tout poiut e ¥ 8% différgnt de

x, on_ait £(x) < £(x,), (resp. £(x)<E(x,), f(z);f(xo}, £(x) > £(x,) ).
Remargue.- Lorsqufune fonction définie dens I siteint sa borme
supérieure, (resp. sa borne inférieure) en un point de I , elle
2 un meximum reletif (resp. mipimum relatif) en ce point.

en un point intérieur & son interwalle de définmition,

Proposition 10.- Bi

pne fonction réelle f(x) possdde un maximum (resp. minimam) relatif, et

s en ce point une dérivée & droite et une dériveée &Agauehe, lg dérivée

4 droite est nésative, {resp. positive) et la dérivée & gauche positive

(resp. négative) . En particulier, si f(x) admet une dérivée en cs peint, |

cette dérivée est nulle.
De cette proposition, qui résulte trivialement des définitions, on
déduit la proposition suivante (Théoréme de Rolle) :

Proposition 1%1. Scit £(x) une Fonotion contipus et finie sur un inter-

; & z a P -« 3. : -
valle compaet I = Lé’b} , nulle sux deux extrémités de ifintervalle,

-

; < % 2 = i 2 S <
et adznettant en tout point de ja,b‘ une dérivée. Il exisie un point C

4
0.

tel que a ¢ <b ot fi{ec)




s

- 18 =
La proposition est évidente si la fonction est nulle ; sinon elle prend,
par exemple, des valeurs strictement positives, et atteint donc sa borne
supérieure en un point ¢ intérieure & I ; comme la fonction 2 en ce point

un meximum relatif, on a nécessairement £ilec) = 0 .

7.- Dérivation des fonctions réciprogues.

Prcopogition 12.- Soit £(xz) une fonction réelle, strictement croissante eb

continue dans un intervalle I ; soit gly) sa fonciion wéciprogue ; si en

un point x , la fonction £(x) possdde ume dérivée & droite £!(x )#C, la

bN

fopction g(y) a av point yoz f(xo) une dérivée & droite égals

D

R

1/£;(xo) ; 8i £3(x,) = 0, la fonction g{y) = _encore au méms point une

s

ale & + o2 . Lorsque f(x) esi strictement décrois-

dérivée a droiils €

capte et f;(zg) = 0, %/ff(xo} est la dérivée & gauche de gl(y) au point
—r
i, i 2 fi(xc}=6 , g(y) g su point y une dérivée & gauche égale & - oo.

Cela résulte trivislement de ls rehtion

gy) ey - =
¥ - ¥, P(x) - £(x,)

81 f(x} est strictement créissante, (resp. gécrcissante) dans I et admet
en tout point de I une dérivée & droite, la fonction dérivée & droite,

(resp. & geuchs) de gl(y) est done %/f;(giy)).
: : o / e
Bzemple. 8i 1n e / , la fonction xﬁ!& s pour dérivée, en tout

oint x >0, 1/(nx€-1/ﬂ). _

w3

On en déduit aisément, moyemnent le théoréme du changement de
variable, que la fonction xg/% , kg % 0} & une dérivée égale &

{g/q)xiy/Q)"i, pour x/} 0, p et g étant deux entisrs guelcongues.
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Remargue.- Revenant au théoréme du changement de varisble dans le
cas d'une fonction vectorielle 9 (y), (proposition 4), si on
suppose que la fonction ¥ = £(x) définissant le changement de
variable est strictement croiséante (resp. décroissante), on voit,
sans rien changer au raisonpement fait & cet endroit, que 1'hypo-
these de l'existence de la dérivée & droite <=2 1a fonction £(x)

au peint x_, aipsi que celle de l'existence de 1a gérivée & droite
{resp. & gsuche) de la fonction i;(y) au point f(zo} entraine
1'existence de la dérivée & droite de 1z fonction vectorielle

h (x) = %%{f(x)} su point x , suivani la formule

¢ =P g . N \.—f-;" 1 {w )
h 1=, —%+(b(xo)}.f+(xg) ; Tesp. }¢+(zg; —ﬁv{f‘xg)),q_{%g
Dans le cas particulier de la proposition 12, on @& g(f{x}} i

d'ot par application de la remarque précédente
=1 1 :
1 = gl(£(x;))-£1(x,) ;
ce qui permei de retburer 1ll'expression de lsz dérivée & droite
de la fonction réciproguse.

Forme générale du théoréme de la moyspne dans le czs deg fonctions
vectorielliss.

Pyoposition 1%3. S0it ? {x) une fonction vectorielile de ls variable

réelie x et g{x) une fonction réelle strictement croisssnte, toutesg geux

définies sur llintervalle I - a <x €Y, coptinues sur cet intervalle et
R TR R R R ~ e 2 e R R WSERT

admettant des dérivées & droite pour a< x <b , ces dérivées vérifiant

la condition
TS R HE

¥ étant une cgpstagpawgéglleﬂ3931?@3@. On a alorg,peur'togg zety

catisfaisent & a <% ¥ P,

[Fon ool < uter - s
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En effet soit h(u) la fomction réeciproque de g(x) ; faisons le changement

de variable u = g(x) et posons F(x) = F(h(u)) = €(u) ; on a

Fl(x) = e!(g(x)).g{(x), et par conséquent ” e_;_(u)” £ ¥ , pour

ne )g(a) ; g(b) ( . L'application du théoréme de le moyenne sous sa forme

primitive & la fonction € (u) dans l'intervalle fg(a) s g(b)] :

conduit immédiatement & la propriété annoncée. -
Exercices.- 1) Si une fonction est dériveble en tous points dfun
intervalle, les points de continuité de sa dérivée formenl un ensean-
ble,inépuisable sur tout intervalle fermé contenu dans l'intervalle
donné.

2) Soit £(x) une fonction continue et finie dans un intsrvells
compect }:a,b} et admettant une dérivée & droite en tout péin‘% de
}a,b( . Soient m et ¥ les bornes inférieurss et supfieurss de cetis
dérivée dans ]a,b( . Montrer que l'ensemble des valsurs de
(f(y)»f(x))_/(x-y) lorsque x et y parcourent [a,'b\% (de sorte gue
x # ¥) est identique & w,M lorsque f n'est ‘—pas‘llinéaire. (11 '
suffira d*établir que si f;(x) prend deux valeurs de signes contrai-
res en deux points c et d de ]a;b[ , il existe deux points distincis
ds l'intervalle ]e;d( ch #£(x) prend la méme valeur. _

5) Soit P(x) une fonction continue et dérivable dans un intervalle
ouvert I . Hontrer que l'image par la fonction £'(x) de t‘b'u’f; inter-
valle contenu dzns I est un intervalla. (Utiliser ll'exerc. 2).

4) Hontrer que si une fonction F£(x) continue sur un in‘cérv'alle
compact Ea,b} , admet en tout point de }a,b{ une dérivée & droite
et une dérivée & gauche, les bornes inférieures (r{%zsp, s&?é:@ieaz‘es)

de css deux dérivéses dans \éa,b{ sont égales.
] % :




> ot =

%) (Théoréme dea’accroiéaeménts finig). Soit £(x) une fonction
continue et finie dans un intervalle compact a,?] ;, edmetteant en
tout point de ‘]a;b(’ une dérivée ; il existe un point ¢, tel que
a<c<b et que £(b)-£(a) = {b-a).f'(c). .

6) Scient f(x) et g(x) deux fonctions conitinues et finies dens un
intervalle compact a,ﬁ] , ayant des dérivées finies en tout point
de )a,b{ , il existe un point ¢ tel que a<c<b , et gus

| £(b) - £(a) g(b) - gla)

= 0O
£'(c) g'(c)

7) Une fonction continue ne peut avoir une dérivée & droite égale
& + oo en tous points d'un intervsalle.

8) Soit £(x) une fonction complexe continue dens un intervalls ouvert
I, ne s'y annulent pas, et admettant en tout point de I uns dérivée
8 droite. Pour que ’f(x)‘ s0it croissante dans I , il faut et il
guffit que %(f;(x)/f(x)); 0 dans I .

9) Scient f(x) et g(x) deux fonctions strictement positives, conti-
nues et dérivables dans [a,b] . Hontrer que si £'(x) et g'{z) sont
strictement positives, et si £'(x) /g’(x) est strictement croissante
dans [a,b} , ou bien £(x)/g(x) est strictement monotone dans [a,b} ;
ou bien il existe un nombre ¢ tel que a<c<Lb , et que f(x)/g(x)
soit stirictement décroissante dans [a,c} et strictement croissante
dane [c; ,b:[ .

10) Soit £(x) une fonction dérivable en un point X - Montrer que

£(x)-£{y) /(x-y) tend vers f'(x ) lorsque x tend vers x, par yaleurs

n

upérieures, et que y tend vers X, bar valeurs iciérisures. L& Droposi-
tion est encore vraie sans asucune restriction sur la fagon dont x 8t §

tendent vers 3:@ lorequs f esi dérivable ‘dans un voisinage ¥ de %, gt




1 = e

gue f'(x) est continue dans V. Montrer sur un exemple que la propo-
sition est inexacte si on ne fait pas ces restrictions.

141) Soit £(x) une fonction admettant une dérivée & droite en tout
point d'un intervalle I. Montrer que l'ensemble des poinis X tels

que f_;_(x) > 0 ne peut admettre de points isolés.

Pargerappe 2.- Primitives et intégrales.
1.- Position du probléme.- Nous ne comsidérerons dans ce para-graphe, gue

des fonctions vectorielles d'une varisble réelle, prenant lsurs valeurs
dans un espace vectoriel V , normé, complet, admettani R comme domaine
dfopérateurs.

ie probléme qui donns ngissance & la notion de primitive est ls suivant:

A F 2 z s
Progbléme A.- Une fonction j-(x) étant donnée sur un inisrvalls compact

I ={a b} , existe-1-il une fonction %(x) égalenent définie sur I , doat

F(x) soit la dérivée ?

Désignons par J et K respectivement les intervalles La b): et a b]
On peut reiarquer que, d'aprds la proposition 6 du précédent paragraphe, si
la fonction F posséde en un point xed une limite & droite F(x+), 'ou.
en un point xeX une limite & gauche F(x-) , alors F(x) est nécessaire-
ment égale & cette limite. Le probléme A ne se pose donc pas pour une '
fonct:.on auas; gimple que la fonction réelle égale é =1 sur L 1 0( et
& +1 sur LQ,?} , fonction qui appersit naturellemsnt lorsqu'on dérive
la fonction réelle égale & |x| . Ceci conduit & substituer au problime A
le suivent : '

Probléme B.- Une fgnction g(x) étent donnée sur uu intervslle compact

I ::[?,gbl , existe-t-il une fomction 5(:&), ézslement définie sur I, et

dont g {x) soit la dirivée & droite sur J ?




La m8me proposition 6 montre cette fois que si en xXeJ , F(x+) existe,

on a nécessairement F(x) = F (x+) ; mais il n'y a plus aucune condition

relativement sux limites & gauche. En particulier la fonction réslle

considérée plus haut est la dérivée & droite de la fonction égale & | Xii :
Nous désignerons dans la suite, par OL l'ensemble des fonctions vec-

torielles F(x) définies et de morme bornde gur I = [a,b\} , (a < b).

Définition 1.- On appelle primitive d'une fonction ? e (L s foute

fonction 3 définie sur I, telle gu'en tout peint =xe&d ; % ait une
&

gérivée & droite émale s [ .

fos
ot
]
o0
42
&
s:)»
£
O
%
e
3
Lo
1))
Q\

Nous désignercons par % ia partie de L sur lagqus
les primitives. Nous ne ceractériseroms pas ieci ceite partie ; nous nous
bornerons oo fait, & définir les primitives sur une partie ssulement de

; , mais ceite partie comprendra toutes les fonctions se renwon trant

dane les sppiicetions.

s 2 o e g
R T e et e e e e e

Proposition 1.- 81 % st ﬁ gont deux primitives de la fongtion
4 2 ST ’

la différence ’93 = 9 est constante sur I .
= i b = e
GC'est une conséquence triviale du premier corollaire du théoréme de la
moyenne ; inversement, si l'on connait uvne primitive % de ia fonction g’ -
toutes les prinmitives ds F sont données par la formuls % + d , oh
C. désigne un élément constant arbitraire de V .

-

Corollaire.- Soit =x, sppartensnt & I ; i la fonction ? posséde des

P

primitives, il ¥ en a une et une seule gui s'annuie en X,

C'est une conséguence triviale de la proposition précédente. Si % est
vne primitive de g. , la fonction % {x)- % (z,) est la primitive unigue
s?znneiaant en X,

Dens le plus grande partie de ce paragraphe, nous fixerons %, guelcongue

dans I, et nous ne considérerons que les primitives stanpelant en x, -
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Si une telle primitive existe, ‘elle est unique. Nous la désignerons

provisoirement par la potatibn | 3 = j '(f ), en la regardant comme une

fonction définie sur 'K . .

Proposition 2.- Les p_rimitiveé sont définies sur l'ensemble des polynomes.
Considérons en effet le polynome F (x) =a.°xn+ a.1xn'1+. A x T

ok les 4 ; a.1 3eees Qopq b Ay sont des éléments constants de V .

La fonction ? appartient évidemaent & Cl ; or, il est clair, quselle

gue soit la constante an +q Que le polynome
2

xm"i = X X4l admet £ (x) comme
= nt e ;—+...+q'n-1 e e -

dérivée, et 1'on peut toujours choisir le vecteur & ., de facon &
2 i %

b

annuler ce nouveau polynome pour X = X .

L'ensemble @ des polynomes est donc contenu daus "}%

2.- Propriétés générales de l'ensemble ')5’ et de la fonction ’j (F ).
Rappelons d'abord (Livre III,chap.8,par. ) que (J. est un espace

vectoriel topologigue sur le corps R , la topologie y étant définie eu
moyen de la norme suivante :
]l = sop }i?(x)“ ; »
xel e
Relstivement & la structure uniforme correspondante, l'espace OL . est
complet. | -
Proposition 3. Soit Fé B ; soit q = j( £) ; 1a fonction 4 est

de norme bornée sur I .

En effet, soit x appartenant & I ; appliquoans ls théoréme de la
moyenne & la fonction % et & l'intervalle compris entre les nombres X
et X, ; poury appartenant 4 cetl intellrfvalle , On a i‘ ? (¥) %% :;g %& ? %% ,
et, par suite “ Ca(:x)»!g < sx.exol . ug: “ R4 d'o% résulte immédiatement

gl <= f (1)

ce qui établit 1l'assertion.
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La fonction J prend donc ses valeurs sur une partie )5’ de dL

formée de fonctions mulles en x, et dérivables & droite sur J .

Théordme.- La variété ) est une variété linéaire fermée dams (L ,

gur laguelle la fonction j (F ) est _une fonction linéaire uniformément

continue.

1) Linéarité de ¥ et de 3’( £).- Soient F1 et ?3 appartenant &8 ¥ ,

puis cc) 1 et 32 les primitives de ces deux fonctions nulles en X, 3

soit k une constante réelle guelcomqgus ; il est clair que }:31, %{k 53 s

sont nulles en x, de norme bornée sur I, et ont pour dérivées & droite

respectivement k F 1 et F + 7t ? 5 - D'od la linéarité de ia variédté %

ot de 1la fonction (f)sur B .

2) Uniforme contipuité de fj (?) sur ’)6 .- La démonstration ds la pro-

position 3 prouve gue &i Fé % et si 3 = Lj (F ), on a, (relastion 1),

“ % “ < (b-a) i; F" ; compte tenu de la linéarité de ls fonction j { F ),

on a aussi “ %1- %w“ £ (bea)u fi- le » 94 et G, peuvent donc 8tre renmdus

aussi voisins qu'on le veut en prenant les deux points guslcongues F 1

et Fa suffisamment voisins. L'uniforme continuité en découle.

3) }3 est fermée dans (L .- Supposons le contraire. Soit o F appar
tenant & l'adhérence de % sans appartenir & i j étant uniformément
continpe sur )3 relativement & la structure uniforme induite, et prensnt
ses valeurs dans Qi/ qui est séparé et complet, on peut prolonger cette
fonction par uniforme continuité & tout point de l'adhérence de %

Soit 3 la valeur de ce prolongenent en E . 1 saffira de monirer qﬁe

ad posséde en tout point de J , une dérivée & droite égale & F ) C€

qﬁi contredit le fait que % est la variété maximale sur laguelle est

définie la fonction j :




Il est d'abord évident que % (xo )=0. Donnoms-nous deux nombres a et B
strictement positifs et arbitrairement petits. Considérons les ensembles
W, et Wz respectivement formés par les fonctions het kK de %' qui sont
telles que || ! - Fil <o et que “k;_ -f )l < 8 . Ces ensembles sont les
images par la fonction if des ensembles de points de 75 approchant F
en norme & a et B prés respectivement. Les Wa s (& > 0) constituent une
base du filtre des voisinages de 3 , bar suite de 1. continuité de la
fonction j :

Pour tout x appartenant 8 I , on a

FHOER O] R ki@ - f@f < @)
ce gui entrafne gh;(x) - k_;.(x)fé £ ot+B , puis, per application du théo-
réme de la moyenne sur un intervalle guelcongue non nul {x,j} intérieur

2 T

“_lgt_g_%_hg)__ = k(x)«-k(ﬁﬁ <o+ B

£ =7

Faisons maintenant tendre § vers 0 ; le filtre de bass E‘?g ayant pour
limite % ; 11 vient par passage 8 la limite suivant ce filtre

hiz) -h -
o bG) . 40 230 [{ <a (2)

Fizons maintenant le point x ; il existe un nombre u strictement positif

tel que 1l'on ait, quel que so0it y satisfaisant aux inégalités X<y« xtu ,
i _h(x) - h( s <)/
|

d'o®, par combinaison avec 1l'inégalité (2),

!5 9 (x); S;(g:) - h! (x) Bé < 2 (3)

Tenons comple epsuite de 1l'inégalité (1), il vient




[2E =2 - p | ¢ s (4)

X-3
Lorsque a tend vers 2zéro, il en est de méme de u ; ¥ tend donc vers x
par valeurs supérieures, et 1'inégalité (4) prouve que la dérivée & droite
de la fonetion 9 existe et est égale, zu point x, a 5_;_(1) = £ (x) .
Comme x peut Stre choisi arbitrairement dans J, le théoréme est établi.
Hemargue.- 1) Le théoréme précédent permet de défipir la primitive en
utilisant le procédé du prolongement par continvuité uniforme ; si, en

effet, la fonction 3' est déje connue sur un ensemble tic: }?_ , cette
fonction sera automatiquement déterminée par prolongement, sur 1fadhérence
%é' de ‘é , et on sura ‘@ e }5 . C'est ainsi, par exemple, que la pri-
mitive est comnue, simc i quton 1'a vu plus haut sur la variété linéaire
Caﬁ formée par les fonctioms polynomes ; on peut donc la regarder sussi
comme définie sur la variété linésire C@L constituée par les fomctions
qul sont limites uniformes de polynomes sur I .

Les polynomes étant des fonctions continues sur I, il en sera de méme
des fonctions de CE} ; on ne peut donc obtenir par ce mcyen sn partant
des polynomes, que des priszitives de fonctions continuss. 7%En fait,
gomme nous le verrcns dans un prochain paragraphe, la variété CE} est
constituée par toutes les fenctions continues sur I%;

2) Tout ce gui vient d'étre dit dans le présent parasgraphe, s'epplique
sans presqgu’saucune modification au cas des fonctions vectorielles d'une

- Yariable gomplexe z premant leurs valeurs dans un espace vectorid normé
complet sur 1e corps C . Il faut seulement prendre garde gu'on ne peut
traiter alors gué le probléme A , au lieu du problédme B , puisque la
notion de dérivée & dr@ite disparait. De plus il faut cette fois
remplacer 1'intervalle I par une pertie A de C gu'on peut supposer

gompacte - asfin de se trouver d'emblés dans le cas le plus imporbtant -




- &b -

a

mais qu'il est nécessaire de supposer convexe, de manidre & ce qu'il soit i
toujours possible d'appliquer le théoréme de la moyenne entre deux points ;
guelconques de ce domaine. (cf; la remarque succédant au théoréme de la |
moyenne dans le précédent paragraphe). L'application du théoréme 2 & la
variété QB des polynomes_ggnduit alors & définir les primitives des

fonctions de la variété QQ > * cette variété congtituent alors, comme
on le verrs dans un autre livre, un espace fonciionnei d'uns importance

fondamentale : l'espace des fonctions analytigues holomorphes dans A -

3.- Les fonctions en escaliers.-

Reprenons l'intervalle I = a,ﬁ], soit (ap},(p = 1;2;...;n.) une famille
finie strictement croissante de points de I ; supposons er oulre gue
&, =a, ebque a, =0 . Nous dirons que I résulte de la juxiaposition
des intervalles compacts [ p’apﬁﬂl (p=1,2,...,n-1) .
Définition 2. Supposons définie dans Lgp, p+1) , pour p=1,2,...,0~1 ;
woe fonction gfp(x) de norme bornés. lLa fomction } (x) définie dans I
par 1l1égalité
, -
f(x)sg-‘p(x) pour xé[ap,ap_i_1l {p=1,2,...,0-1)

est une fomction de norme bornée résultamt de la juxtaposition des

fonctipne par la droite.

Si les fonctions Gz)sont continues {(ou continues & droite) la
fonctibn gui résulte de leur juxtaposition par la droite est continue
& droite.

On définit de méme la juxtaposition paf 1a gauche, gui, appliguée &
des fonctions continues (ou continues & gauche ) donne des foncticns

continues & gauche.

Définition .- Upe fonction en escaliers sur I résulte de ls juxtaposition

de fonctions counstantes.




La Jjuxtaposition par la droite domne les fonctions en escaliers continues
& droite ; elles sont évidemment de normes bornées, et appartiemnent par
suite & l1l'espace ()L dans leguel elles forment visiblement une variété
linéaire g 5
Proposition 4.- Les primitives sont définies sur % :

Soit F une fonction en escaliers résultant de la juxtaposition par
la droite de fonctions constantes el égales a @t} dans les intervalles
Lap,apﬂ] . Nous définirons une primitive % de ? , par récurrence,
comme suit :
= x) = q( Z E
%(aq) 0 %(x) %(ap% ep(x ap) pour X € [ap,agﬁj
Il est clzir gue % est une primitive de F ; par suite 5 (g’} =q- f_}f{'x,‘),
& 3 (9

Théordme.- Les primitives sont définies pour les fonctions limites uni-

formes de foncltions en escaliers.

Il suffit d'appliquer le procédé du prolongement par uniforme continuité

e,

a4 la variété “2, ; la fouction J( F) se trouve afinsi défipie sur ¢

adhnérence de ‘fg .

s

4.- Propriétés spéciales de la variété "é 5

Proposition 5.- Les fonctions de ‘¢ sont continues & droite .

Elles sont en effet limites uniformes de fonctions continues & droite.
Comme dans le cas des fonctions continues, 1l'uniformité de la convergence
entraine la continuité & droite des fonctions limites.

———

Proposition 6.- Les fonctions de “é ont des limites & gauche en tout

~ 7 x s
point x appartenant & l'intervalle ia,b) . 8i gj-f ¢ ot si g = (£)

la fonction % posséde, en toult point du méme intervalle, unms dérivée &

gauche égele & [ (x-) .

Il est clair que toutes les foncticus de “?, ont des linmites & gauche
en tout point xz appartenant & 1l'intervallse }agb;i . 20it alors donné un

nombre o strictement positif sussi petit gqu'on ie ¥oul:ia, et considérons




R

une fonction F de %— n'appartenant pas & "g . I1 existe une fonction
h eppartenant a ‘¢ telle que l'on ait H F -h 'k & . Prenons mainte-
nant x quelconque appartenant & ~]a,b] = 11 existe,'puisque h posséde
une limite & gauche au point x , un nombre strictement positif k , tel
gue, quels que soient y et z appartenant 4 lt'intervalle ] x»k,x.[ , on
ait l’lk(y)~§1(z)“ £ @ ; on a donc dans les mémes conditions,

” F{y) - F(z)}‘sg 30, , ce qui assure évidemment l'existence d'une limite

& gauche au point x, pour la fonction F . I1 résulte ensuite de la
proposition & du précédent paragraphe, que, sl g = j (g’ A % i(x) existe

et est égal & g(xe) :

Toutes les primitives des fonctions de ‘2 sont donc & la fois dériva-

——

bles & drcite et dérivables & gauche.
: 3 2 = 7 - s - 255
Or, on constate aisément que la fonction t {x-) est limite unifarme,

gsur I , de fonctions en escaliers contifnues & gauche ; comsidérons slors

le grbbléme ¢ qui s'énonce en remplagani les mots dérivées & droite par
ceux de dérivées & gauche, et l'intervalle J par l'intervalle K , éé.z;s
1'énoncé du prcbléme B . Le procédé du prolongement par continuité '
uniforme donne toujours le moyen de résoudre ce nouveau probléme, g‘t lg
primitive de F(X“) ainsi obtenuc, ayant F(x-) comme dérivée & gauche,
ne vpeu"c étre que % . L'application de la méthode & la recherche des
primitives des fomctions limites uniformes de fonctions en escaliers
conduit su méme epsemble de primitives, & la Pois dérivables & droite el
dérivables & gauche, que 1l'on résclve le probléme B pour les limites
uniformes de fonctions en escaliers continues & droite, ou le probléme C

pour les limites uniformes de fonctions en escaliers continues & gauchse.

Proposition 7.- ‘%7 contient l'ensemble des fonctioms continues sur 1 .




=
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Notons d'abord que si F est une fonction continue sur I , ” F tx)”
est une fonction réelle, positive, finie et continue sur lt'intervalle
compact I ; d'aprés une propriété connue, (Livre III, Chap.4, par.b,
Théor.%1) elle est bornée sur I et la founction f appertient nécessairement
) <$Z . De plus, F est une application continue du compact I dans l'es-
pace uniforme V, donc F est uniformément continue dans I, (Livre III,
Chap.2,par.4,Théor.2), paer suite, étant domné € > O arbitrairement petit,
il existe n > 0 tel que, quels que solent x et 7 ex . 7tenant tous deux &
un intervalle guelconque contenu dans I et de lomgueur inférieure & n ,
on ait g F(zja §(¥){E:§ € . Divisons alors I en un nombre
valles de longueurs inférieures & 1 ; considérons la fonction en escalier
h (x) obtenue par juxtaposition de fonctions constantes dans chacun de
ces intervalles ; prenons la continue & droite, et choisissons sa valeur
dans chacun dfsux, égale & l'une des valeurs de ? dang le méme intervalle.
On a visiblement “F - hﬁ <€ . On peut donc gpprocher ? ex norme dlaussi
prés qu'on le veul par le moyen d'une fonction appartenant & ‘fé ; donc

Fet

En particulier les polynomes sont contenus dens 'ﬁi

Défipition 4.- On dit gu'une fonction é; défipie sur I , & valeurs dang V ,

est continue par morcesux sur 1 , lorsgu'elle est juxtapogition de

foncticns continues.

Une telle fonction est de norme bormée sur I, puisgu'elle résulte de la
juxtsposition d'un nombre fini de fomctiouns continues, guil sont donc de
normes bornées sur chacun de leurs intervalles de défimition.

Si la juxtaeposition est faite par ls droite, ls fonction ? est

continue & droite, et appartient a L




- & -
Proposition 8.- “Z. contient l'ensemble des fomctions continues par

morceaux, continues & droite sur I .

Soit ‘3 une telle fonction ; soit F1 1'une des fonctions continues sur
upn intervalle comgpact, intervenant dans la formation de f par Jjuxtaposi--
tion par la droite ; F peut-&tre approchée en norme & € prés, par une
fonction en escaliers appartenant & fé ; 80it }1€ cette derniére .
Opérons de méme sur les autres fonctions continues dont la Juxtaposition
fournit F , et juxtaposons & leur tour, par la droite, les Tonctions en
escaliers telles que j11 ; on obtient une nouvells fonction en escaliers

LR

appartenant & ‘ﬁ et approchant g en norme & & prog ; & étant arbitrai-

rement petit, la proposition se itrouve établis,.

Bemarque 41.- La proposition précédente n'épuise pas le contenn de

.

1'ensemble ‘% . On peut ceractériser intrinséguement les fonetions

appartenant & %Z' ; {cf. Exercice ). Cette caractérisation n'a
qu'un intérét théorique, d'silleurs assez ninime. L'ensenble des
fonctions continues par morgeauz, qui forme une variété linéai?e
dans (J , étant d'une étendue trds suffisante pour la plupart des
‘applications, nous houélbornerons, conformément aux limitations
que nous nous imposons-danslce livre, & la constatation de soﬁ?

inclusion dans %i - -
Remarque 2.- On peut toutefois, lorsque V = R , montrer que 1@ contient

aussi un sutre ensemble important de fonctions réelles, & savoir les

fonctions monotones coniinues & droite et bornées. Bemarquons dtabord
qu’une_fonction monctone syent partout une limite & droite, les fonctions
monot@ﬁ@e appartenant & C)g sont nécesssirement continues & droite.

Soit aleors f(x) la fonction momotone considérée ; soient m et ¥ ses hornéa

inférieures et supérieures, toutes deux finies. On peut diviser
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l'intervalle {@,M) en un nombre fini d'intervalles de longueurs inférieu-
res & € positif arbitrairement petit. Les images inverses de ces inter-
valles par la fonction f sont aussi des intervalles, (éventuqllement videsﬂ'
ou se réduisant & des points)}, et l'intervalle 1 résﬁlte de le Jjuxtaposi- |
tion de ceux de ces intervalles, en nombre fini, qui sont de longueur
pon nulle. En procédant comme dens la démonstration de la propesition 7,
on construit imnédiatement uns fonction en escaliers approchant la fonc-
tion £ & & prés en norme, ce qui établir l'assertion.

Considérons maintenant trois espsces vectoriels normés completis :
V?; Vg, v}, puis, comme nous l'avons falit au cours du para
{Prop.3), une fonction bilinéeire continue

=
/ b \ ¢
%}{%3}{,3_; “‘—5’{}{1 .?(»,}g
% L= L |
définie dauns “3%-?9, & valeurs dans V, . Epvisesgeons comms plus haut
s &
les espsces vectorisls normés CZZ C@ Az raspectivement formés par

les fonciions définies sur I, & valsurs dans V?, Vn, ¥, , bornées en

normes, continues & droite lorsquelles ont une limite & droite. Soieat

toujours “%1 ,‘é@ ,%ii les ensembles de fonctions en escalliers corres-
4

pondants.

Proposition 9.- E£i E é% et si [ éﬁ 1s foncticn g §§ éf ]

dsfipie sur I , & valeurs dans V, » 2ppartisnt & *é

~1g fenctiez § = ii ;

% 8 3

La continuité de la fonchion bilinéaire entraine alors. r$vialement ia

Il est clair que si [,€ 6, et f,e

proposition.

En particulier, si V, = VQ =¥V = R et si la fonmction bilinéaire
s
t8

?d
k;.‘
fw
g-'a
M
f.‘b\
£
B
fide
@
‘\ﬂ 5

se réouit au produii ordinaire dans ?%
P

i

P

s'exprime en disant gus f% est un gnnsay . : ,
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.- Intégrales ; notations ; propriétés.-

Soit F un élément de % . A partir de maintenant nous désignerons
par f F ou / F(t) dt 1la primitive de la fonction F que l'on &
désivne jusqu'a.'alcors par (j ( f ), et qui s'annule au point X el .

Si xel , la valeur de cette primitive au point X sera désignée par
‘j F(t)dt . 8i est une primitive quelconque de F , OB &

L F(t)dt 3(x)~3(x ) (ce gui se note aussi % {t)l ).

Xo
81 x etoy sont deux points quelconques appartenant & I, on a par suite
] fit)at + F(t)dt 2
De méme si x, v et z sont trois points quelcongues appartensnt & I, on & '

g(t) at + f [(t)at +j§3(t)at =0

fcmale m se généralise alsément de prochs en proche dans ls cas

zf““‘w

dfun nonbre fini quelcongue de pointe appartenant & I .

: = : e
Cn donne le nom d'intégrale indéfinie de la fonction Foe touts

primitive de cette fonction ; on donne le nom d'intégrale définis de le

fonction F sur l’lntervalle I, au vecteur

‘ i f () dt ;

Liintégrale définie est donc un élément de l'espace V ; on utilise -

parfois la notation '
U = j f(t) at

On donne souvent le nom de somme au signe j Ces diverses dénominstion

sont empruntées su calcul intégral qui constitue, sous certsins ds ses

sspecis, une généralisation éiendue de la théorie précédents.

Propridtés de lindarité du signe somme.-
D'une fagon générale, les propriétés de 1'intégrale indéfinie ou définie
ne sont que des traductions, dans un langage différent, des propriétés
des dérivées. glies expriment certaines qualités de la relation existant

snbre une fonction et sa dériveée, _cw entre une fonction et :




S

G'ost ainsi que les propriétés de linéarité de la fometion o (f)
~ deviennent en notatiom intégrale :

f =kjF f(F‘b%) jF-&-}ﬁ
quelles que scient la constante réelle k ot les fonctions F et 3

appartenant & “%

Théoréme de la moyenne pour une intégrale définie. -
De méme, si F appartient & ‘& et sl 3 3’( f ) est uns primitive

de g-? , on & vu que le théoréme de ls moyenne entraineit 1° inégalité

E% H < (b-a) ) F “ ; prenons en particulier la primitive nulle pour

x = a ; cetle ine alité donne slors

[ | < e )Fl

qui est l’expresslon du théoréme de la moyenne pour les intégralies

définies. On en déduit immédiatement la forme équivalente, pour X%,
et X appartenant & 1 ;

j f(t) dt' < \x=x ‘ “H‘

qui est l'expmession du théordme de la noyenne pour les intégrales

indéfinies.

' Ces formules comportent diverses généralisations. En premier lieu,
dtaprés la forme générale du théoréme de la moyemne pour les feonctions
vectofielles, (rar.1; prop.13), si F(x) est une fonction vectorislle
et g(x) une fonction réelle strictement croissante, toutes deux dériva-
bles & droite, et sl

[ Fs @) < ugy
E désignant une constente positive, on a pour axX (7
| £G) - @] g Kely) =&(x))

La traduction en notation intégrale est immédiate :

b,

/N

F {z) est une

e

fonction vectorielle définie sur I et asppartenant & “%, , 2t 81 glx)
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est une fonction réelle strictement Egsitivé, linite uniforme de fonctions

en escaliers reelles continues & droite ; si de plus il existe une

constante positive M telle gue
} I Fx) | < e
pour_ tout x agpartegant &1 ,onaquels gue solent x, et x dans I,

“ j F(t)at }l Cu. fj;(t)dti

Ce résultat peut encore s'énoncer de fagon un peu difféfente, souvent plus

cozmode dans les applications : Si fE(x) est une fonction vectorielle

définie sur I et sppartenant & 1& , et 81 g(x) est une fonction réells

gtrictement positive, iimite uniforme de fonctions en escaliers, si de

piuvs il existe une constante ¥ pogitive telle gue

| F ] <

pour tout x appartenant 4 I , on a quels gue soient x_ et x dams I ,

I j‘xg-‘(t) g(t) at || € # jxg(t) dt

H
L] > o
I1 suffit pour le voir, de remplacer dans 1°® énoncé précédent, g (x) par

? {x).g{x), en notant que, d'aprés la proroeitéon Y, le produit
§.(x),g(x) appartient bien & ‘é :
Plagons-nous naintenant dans le cas des fonctions réelles. On & donné
plus haut, (Par.1; prop.8), un complément au théoréme de la moyerme seule-
ment valable alors. La traduciion en langage intégral s'énonce ainsi :

8oit f(x) une fonction réelle bormée définie sur I et limite uniforme de

fo neuz@nb sn escaliers continues é droite. Soit m et ¥ les bornes inféeri-

lI,9008 -
m(x-x ) < /xf’(t) at £ #(x-x )

; o
sauf 83 £ ost constante, avguel caes i1 faut remplager les sigmes < par =

Ce dernier énoncé entrailne trivialement les conséguences suivantes :




. 3y
; X
Si £(x) appartenant & % est positif dans I , on a J £(t)it > 0
)
pour x 3 x sauf ei f£(x) est partout nulle danms I, guguel cas 1'inté-

grale est nulle.
Si £(x) » g(x) en tout point de I, et si ces deux fonctions appartien-

nent a '{Q, , on a

= &
/f(t) at.-> /g(t) dt DOUr X >X
x; x,
sauf si les deux fonctions sount idoentigues.

s

Soient f(x) et g(x) deux fonctions appartesant & G , 1a seconde
~ étant positive ; soient m et M les bornes inférieures et supérieures

de la premiére sur I on a
n fg(t)d.t < / £(t) g(t)dt < U /g(t) dat pour X > x,
‘/x Z ‘xo
{On notera czue, d'apréso la proposition 9, la proguit £(x)z(x) sppartient
bien & “f; ) »

La formule d'intégration par parties.-

Cette formule n'est que la traduction en notation intégrale de la
formule de dérivation d'une fonction bilinéaire. (Par.1;prop.3). Beprenons
comme nous l'avons déja fait plusieurs fois, trois espaces vectoriels
normés et complets : V, W, U. Soit une fonction bilindaire continue
(X so0) = [x : y] définie dans VX W , prenant ses valeurs déns U;
considérons les variétés linéaires % - 9‘.: s @ respectivément consti-
tuées par les fonctions définies sur I, & valeurs dans V, W, U, et qui
sont limites uniformes de fonctio?f en escalie:sis de méme nature.
Soient alors deux fonctions Fé i et g e & ; supposcns les toutes

——

}
deux dérivebles & droite en tout point de J, F‘r appartenant esncore & 'é

s

et g; appartenant & 5‘/ . La fonction h = EF . ‘ﬁ] possede une dérivése

& droite en tout point de J et l'on a

[Fo. gio] = ke - [ fe. 9@)]
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Or on a vu (prop.9Y) que les fonctions [F. 45‘ ] et [F . 3] y/appartenaien’
s + +
toutes deux & (% . Prenons alors une méme primitive des deux membres de
la relation précédente, et observons que {F %] est évidemment une primi-

tive de h_:_ ; 31 vient %, fz.

j[?(t) S(t)]dt —[F(t) 3(1‘-)} [(t) g(t)] at ;  (x; x,€1)

C'est la formule dite d'intégration par parties. Elle est d'une trés

grande utilité pratique.

Chzngement de variable dans les intégrales définies et indéfinies.-

Les formules gue nous allons obtenir ici sont les traductions en nota-
tions intégrales de la formule de dérivation d'une fonction composée. Or
nous avons vu gque cette derniére présentait deux aspects différents : dans

un premier cas, f(x) est une fonction réelle dérivable & droite emn x, ,

et %(y) est une fonction vectorielle dérivable en f(xo) ; alors la
fonction %(f(x)) admet une dérivés & droite en x, égale &
%'(f(xo)).f;(xo). Uans un sutre cas la fonction f(x) est une fonction
et %(y} sst une

réelle sirictement crmssante dérivable & droite en S

fonction vectorielle dérivable & droite en f(xo) ; alors 1la fonction

%(f(x)) admet une dérivée & droite en x égale & é+(f(x y). f'(x )

A ces deux gspscts vonit correspondre deux régles différeates relatives
au changement de variable dans une intégrale.

Plagons-nous d'abord dans le premier cas. Soit £(x) une fonction réelle
définie sur I et dérivaeble & droite sur J, telle de plus que £(I) soit un }
intervalle compact. Soit % une fonction vectorielle définie sur £(I) ;
cat‘;e fonction doit 8tre la dérivée d'une fonction }1 ; on prendre doneg @
limite uniforme de fonctions en escaliers continues & droits sur £(I1),
et pour que h ait en tout point de f£(I) sa dérivée & droiié égale & sa

-

dérivée & gauc.b.e, il faudra prendre g) continue ; ¢e sera suffisant et




toutes les conditions seront remplies (cf. prop.6) ; h (£(x)) sera alors

une primitive de 3 (£(x)). f'(x), et on pourra écrire pour tout x et tout y
£09) appartenant & I

jg(f(t)) £1(t)at = j g at

Il y a lieu de noter qu'en général la founction sous le signe somme au
au premier membre, n'appartiendra nullement & la variété '% relativement
& 1l'intervalle I. On peut toutefois affirmer qu'il en est aimsi lorsque
f(x) est continue et admet une dérivée & droite continue par morceaux
sur 1 .

Arrivons maintenant au deuxi®me cas. Supposons f£(x) définie sur I
dérivable & droite et, par exemple, strictement croissante. Imposons encore
la condition supplémentaire que £(I) soit un intervelle ; on voit aisé-
ment gue cela entraine la continuité de la fonction £ , puis le fait que
(1) est compact. La fonction vectorielle é sera prise appartenant &
1l'enserble des fonctions limites uniformes de fonctions en sscaliers
continues &,droite sur £(I) ; elle sera alors la dérivée & droite d'une
fonction h ; h(f(x)) sera la primitive de 3 (f(x)).f_:_(x}s et oa
pourra écrire pour tout x et tout y appartemant & I

f %(f(t)) £1(t)dt jag%(t) at=:

Ici encore, la fonction sous lef%%gne somme, au premisr membre
n'appartient pas en général & la variéié ’g relativement & lvintervalle I ;
clest ce qui arrive cependant si % est continue par morceaux sur £(I)
et 381 f(x) admet une dérivée & droite continue par morceaux sur I .

Bemargue.- Dans la plupart des cas, ls fonction £(x) est continue,

ce qui entraine que f(I) est un intervalle compact.




6.- Intéerales imprbgres.v

Soit % -:) a,b (, (2<b), un intervalle quelcongee, ouvert dans R
dont les extrémités peuvent appartenir & ?i'. Soit F {(x) une fonction
vectorielle de la variable réelle x , définie sur I, prenant ses valeurs
dans un espace vectoriel normé complet V , et qui soit limite uniforme
de fonctions en escaliers sur tout intervalle compact J < I . Ou dési-
gnera dans la suite par 1{1 la valeur de l'intégrale définie l: ?(t)dt 5
et par ;y‘ le filtrs sur I ayant pour base les complémantairGS;ddans I,

des intervalles compacts J < I .

Définition 5.- On désigne sous le mon d'intégrale impropre de la fongction

L O

e-.J

el : 2 . - 2
- sur 1l'intervalle I , la limite, si elle existe, des ljj suivant®

£i v

On écrit alors .
U =Lin U = f (t)at = j (t)at
Jc J I_F a F

et on dit que cette intégrale est convergente.

Proposition 10.- Pour gue 1'intégrale impropre de la fonction F

l'intervalle I converge, il faut et il guffit gu'é tout € strictement

positif corresponde un intervalle compact J < I tel que l'on ait pour

tout couple d'intervalles compacté J' et J" satisfaisent & J<J'cCJd"cl ,
|y - % |

C'est une conséquence triviale du cri%ére de Cauchy.

Exemple 1. Considérons la fonction réelle égale & 1/x2 et l'inter-

valle semi-ouvert I = I};+-cx>[' ; llintégrale impropre correspon-
dante est convergente ei égale & 1

Exenple 2. Gbnsidérons une suite de nombres réels (uﬁ} s (n e,ﬂf% :
puis la fonction en escalieré réelle f£(x) définie par

f(x) - (z ¢ (n,n+4 ().
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L'intégrale impropre de la fonction £(x) sur 1l'intervalle sexi-ouvert
1= (p; +<x)[ , est convergente ou non suivant gue la série de terme
général u, est ou non convergente.
Propriétés des intégrales impropres.-

Elles résultent par passasge & la limite, des propriétés des intégrales
définies ordinaires. On observera que, si dans les relations par les-
guelles s'expriment ces propriétés, figurent deux (resp.trois) intlgrales
impropres, il suffit de l'existence de l'ume (resp. deux) de ces intégra-
les, pour pouvoir conclure l'existence de la deuxidme (resp. troisiéme).
On a alors les énoncés suivants :

1) Sgit I un intervalle ouverit ou semi-ocuvert de R , ayant a et b ,

(a<b) comme extrémités, et ¢ un point appartenant & I st le partageant

en_deux intervalles mon puls I, et I, ; si F (x) est définie gur I ,

et si deux des trois intégrales impropres

f{f(t)dt ; fF(t)dt ; [ { (t)at

convergent il en est de meme de la troisiéme, et l'on &

jf(t)at =/F(t)dt +[F(t)d*

On 1le volt immédistement par passage & fé limite dans la relation

fF(t)dt - ff'(t)dt +f f () at

ok J est un intervalle compact contenantbc, intérieur & I , et partagé

en deux intervalles conpacts J1 et J2 par le point c .

2) Si 1l'intégrale impropre }ﬂ F(tﬂ dt converge, il en est de néme
i
de l'1ntégrale impropre jnk F(t) dt , k désignant une constante réelle

guslcongue, et l'on a

ka§(t) it = kl?(t) at

3) Si g = gi + ?2’ et si deux des trois intégrales impropres
é E ; J[ g : Jf convergent, il en est de zéne de la troisiéme, st
I3 L
L T = T

iz } £ 'ov A |
. /Z' — }{;: gi + - ?21 ,...?...Q




4) Soient encore déﬁifféﬁctiOné”'F 'ét'g déPinies, dérivebles & droite
sur 1'intervalle ouvert I , d'extrémités a et b , {(a<b), et Prensnt leurs
valeurs dans deux espaces vectoriels normés conplets V el W ; pyuis une
fonction bilinéaire ( x; y) ——&[X . y} définie dans VxW , 3 valeurs
dans un troisiome espace vectoriel normé complet . Désignons pgr {? o
la variation de la fonction Eg .5:] entre 1llorigine el llextrénité de

l'intervalle compact J C 1 ; désignons aussi, si elle existe, par

r ~ i - e
i F > } ou ;. G ] la limite de Lg. G | suivant le Pijire j?,
= I > 0 o 0 112 ?‘@J / %
Si deux des trois expressions | }. 5,}' s bCtE glt)idt -
o iﬁb vjjy 2 g‘ﬁ’ = /
(t} {“) dt convergent, la troisiéme couverge aussi. et on 2
7 ﬂ £ ?- on g
e i " =
L t)l dt = ‘F } (%) ﬂit\ I a4
[%( ) ( }J | GJ} @ J1at

5) 301t f(x) une fonct;on réelle deflnis et coat;nue SUr un jntervalle
ouvert I ; dérivable & droite sur tout semi-ouvert & dreite contepu
dans I . Soit g (y) une fonction vectorielle continue sur £(1),

Si l'une des deux intégrales impropres

J %(f(t)) fd:_(t}dt et Jf(I) %.{fz} at

converge, l'autre converge sussi, et ces deux intégrales sont &gales.

Ont le méme énoncé en supposant de plus f(x) strictement Croissante
(ou décroissante) sur I , et en demandant ssulement que % 80it tel que
l'une des deux intégrales existe.

Cas des intégrales impropres de fonctions réelles.-

Proposition 11.- 3o0it £(x) une fonctior réelle définie sur 1'iptervalle

ouvert I < R , finie, positive, limite uniforme de fonctions en escalies

sur tout intervalle compact J I ; pour gque l'intégrale improp:

-

jT £{t) d% gsoit convergenie, il faut et il suffit gue l'ensembie des

intégraies ng = jﬁ £(t) dt soit majoré dams R .
%
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En effet, f(x) étant positif, ls rélation JC J!' entraine urgu

Jt’
En d'autres termes, llapplication J —>u_ est croissante sur l'ensemble

J
filtrant des intervalles compacts contenus dans I . (Livre III ; chap.4 ;

 para.9 ; théor.2) .

De plus, la borne supérieure des uy est la valeur de 1'intégrale
impropre. |
Proposition 12.- (Principe de comparsison).- Soient f(x) et g(x) deux

fonctions réelles et positives définies sur l'intervalle ouvert I , satis-

faisant toutes deux aux hypothéses de la propositiom 11, telles de plus

que f(x) < glx) sur I . §i 1'intégrale impropre de g(x) sur I est

convergente, il en est de méme de celle de f(x), et on a

jrf(t) dt-< /fg(‘c} dt ; si en outre il existe un intervalle compact
25 7 -
{
J sur lequel f(x) < gl(x), on a J £(t) dt ":uj i) At
o oL a2 . -

L'hypothése entraime que, pour tout intervalls compact J contsnu

dans I , on ait _
u; = jf(t) dt (¥, = jjg(t) dt

J
d'ot la premiére partie de 1'énoncé, d'apréds ls proposition 11. L'inéga-

1ité sur les sommes résulte du principe de prolongement des inégalités,

(Livre III, chap.4, para.9, théor.1). Si de plus £(x) < g(x) sur 3,

on a en décomposant J en trois intervalles I 49 J 12 par laa extrémités

0’

de J /( £(t)at ‘~J[ glt)at |, ‘j £(t)at ~<“/,g(t)dt j £{t)at <
~ I Jo 5

< g!t)dt d'oa la proposition, en djoutant ces inégalités membre &
I,

membre.

Application ; régle de convergence de Cauchy-iac.Laurin.-

Soit £(x) une fonction réelle positive déeroissenie définie sur

o
: O3 Z a P P 3 %
1= L@; +<x>{ . Soit (w) 1a série do terme général u =f(n) ; (e 4 '),

Pour gue cettsc série soit convergente, il faut et il suffit que 1'inté-
I 2 m .
grale impropre j £{t} dt le soit.
T

o




Envisageons en effet les fonctions en escaliers suivantes :

g(x) = f(n) ; (x¢}jn,n¥! {) o h(x) = £(n) ; (xe[n-*l,n[).
D'aprés une remnarque antérieure, (Ex.2, supra), la convergence de la
série (un) équivaut & celle de 1'une ou l'autre des intégrsles

impropres

jg(*) dt ou /h(t) at

or on a vzs¢0:e@ent, par suite de la aécrozssanca de la fonction -

n(x) { £(x) g(X)

Layrégle résulte alors de la proposition 12.

Intégrales absolument convergentes.-

Beprenons maintenant une fomnction vectoriells g (x) définie sur
un ouvert I , limite uniforme de fonctions en escaliers sur tout
intervalle compact contenu dans I . 11 en est alors de méme de la
fonction réelle et positive ,lfz(x)‘l
Proposition 13.- Pour gue l'intégrale impropre : F(t) dt comverge,
il suffit que 1'intégrsle impropre j “ F(t&“ 4t soit convergente.

L'iptégrale proposée est dite alors absolument convergente.
En effet, sur tout intervaile compact J'c:I , on a, d'aprds le

théoréme de la moyenne

“ j fe) at “ f" f)f at .

Soient alors J!' c J% deux intervalles compacts contenus dans 1 , ayant
respectivement pour origine et extrémités a ; § ei Y ; d . La diffé-

rence J"-J' est alors la somme des deux intervalles compactis
",

<\
[7;&% et {ﬁ;d] , et l'on a
P
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ce qui établit la proposition, moyennant la proposition 10.

Corollaire.- (Théoréme de la moyenne pour les intégrales impropres). -

Soit F (x) une fonction vectorielle définie sur un intervalle ouvert I,

limite uniforme de fonections en escaliers sur tout intervalle compact

J C I, et telle de plus, que l'on eit pour tout zel ;

| F ] <

M désignant une constante positive. Soit de m8me g{x) une fonction

réelle, strictement positive, définie sur I, ielle gyue l'intégrale

impropre
fg(t) at
I .
s0it convergente ; il en est alors de méme de 1'intégrale j[F(t) g(t)at
I

}jp(t)g(t)dt" L ¥ l(t)dt.

On = évn.dement ” F(x) g(x)” K g{x) ce qui prouve, d'aprés

gt 1l'on a

les propositions 12 et 13 la convergence absolue de 1'intégrale

impropre

j {(t) g(t) at ;

L'inégalité annoncée 8 obtlent alors par prolongement de 1'inégalité

j f(t) g(t) at fg(t) dt

gui résulte du thédéréme de lg mogenne pour les intégrales ordimsires.




Remargue.- Une intégrale impropre peut naturellement &tre convergente
" pans 8tre absolument convergente, comme le montre l'exemple suivant :
*

Soit f(x) une fonction réelle positive décroissante definie sur

= (O;+'cz>( , et limite uniforme de fonctions en escaliers sur tout
intervalle compact contenu dans I ; on suppose de plus que

lim. f£(x) = 0 . L'intégrale impropre
*€l x >to0
£(x) sin x.dx

est alors convergente. En effet, posons

(k+1)n (k41 )=
I = f(t)sin t 4t = (=~‘!)k uw avec u = #(%) . sint |4t

k kn - kn
On a manifestement, d'aprés les hypothéses faites sr» la fomnection £(x),
u u et Lim. =0
k 4 k+1 k =+ k

La série de terme général Ik sst donc une série alternée convergente,
(Livre II,chap.4,para.7,n%), et il en est e méms de 1l'intégrale
impropre considérée car, en posant 8y 21 I , i1 existe pour tout
xel , un entier positif litm gue
8 £ £(t) sin t dt ( Bipq
Or, il est aisé de voir,oper un choix convenable de la fonction f£(x),
gque l'intégrale peut ne pas &tre absclument convergentie ; on_érendra
par exemple
£(x) - 1/n  pobr ‘ﬁ 6{jn-1;n] -

On a alors Ik = 2/(k+1) ; la suite (1/n) n'étant pas sommable dans
R , 1'intégrale n'est pas absclument convergente. ‘

Exercices - 1) Soit £(x) une fcncfion réelle continus daps

Lg bﬁ telle que f{a) = £(b) = ©, et admettant en tout point

de a,b§ une dérivée & droite. Momtrer que

el




5 ¢ -
g (b-2)". Inf. f£1(x) ( j £(t)at 7 (b-a) sup. £1(x) .
RS TE (7 a<lxdt +
Dans quel cas peut-il y avoir égalité. :
2) Soit f(x) une fonction réelle continue strictement croissante
dans un_intervalle [O;a] , et telle que f£(0) = 0 ; soit g sa
fonction réciproque définie dans [O;f(a)] ; montrer que si

0<x(a , 0<y<f(a), on a

o3
xy - Jf £(t)at - fg(t) at £ 0
0 o
1'égalité n'ayant lieu que si y = £(x). (Btudier la variation du
premier membre en fonction de x, y restant fixe).
3) Soient k > 1 ; k' = k/(k=’?) ; montrer que l'cn a, guels que
soient x » 0 , y 79,
kk Kt 1/kS
15 xy - 41 %) {ary ) £ 0
k k! z 2 kb ok
xy {ax + by si a>0, b >0 et (ka) (k'b) >1
k k | k . k=1 k-1
(xty)" ( ax +Dby si 830, D30 et ila F 4/b < %
(éthode de 1l'sexercice 2).
4) Pour qu'une fonction vectorielle F définie sur uh intervalle
compact I soit limite uniforme de fonctions en escaliers, il faut
‘et il suffit que, pour tout a > 0, 1'ensemnble des points de I ol

1'ogscillation de F est »a , soit un ensemble fini.

DR I @S DS o




Paragraphe 3.- Dérivées d'ordre supérisur.

S G s I e S et g

1.- Défipitions.-

Soit f(x) une fonction vectorielle de la varisble réells x , conmti-
nue dans un intervalle ouvert I et y admettant en to{zt point une dérivée
'F'. Si F' est continue dens un veisinage de x € I , et admet en ce
point une dérivée premiére, cette dérivée est encure appelée la dérivée
seconde de ? su point x , et se note F"(xo), ou D° g(xo). 8i cette
dérivée seconde existe en tout point de I, c'est une nouvelle fonction
vectorielle qu'on désigne par les notations ?” ou D'gg? . Par récurrencs,

me

on définit de mbme la dérivée n° {ou dérivée d'ordre n) de la fonction

? gu'on note Ftﬂ) ou Bﬂéj ; sa valeur en un point x  est égale & ls
dérivée de la fonction gj("n""}. Cette définition suppose l'existence de
F(n«‘i) dans un voisinage de x et la dérivabilité de cette fonction

en x .
Il se peut évidemment gue ? (a-1) ait en un point une dérivés
& droite, meis non une dérivée. La notion ds dérivée aéma & droite
présente peu d'intérét.

Dans les formules qui suivent, et qui expriment les propriétés de le
dérivée n°2e | ? et g désignent. deux fonciions vectorielles continues
dans I , admettant en un point de I toutes les dérivées figurant dans
les formules, ce qui impligue la continuiié, de.zis un voisinage de ce
ﬁsint, de celles de ces dérivées dont l'ordre est inférieure 4 1l'ordre
mé.;imvm ges dérivées considérées.

: ( (
a) Dérivée 222 Giupe gomme.- On & Dﬂ{gJi‘ 9} = %"‘n) +%\,n§ (1)

Les fcpctions ;;’ et g prennsent ici leurs valeurs dans le méme espace

vectoriel ; la formule résultis de proche on proche, de la formule amalogue
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concernant les dérivées premiéres. De méme, si k désigne une constante,
on a Dn(kF) = kf'(n) .
b) Dérivée n°® d'une fonction bilinéeire.- Un &
=2 :
Dn”‘ﬁ]'—'[ 2 3]4»( )[F(n L ' + ( )[F(n) ) 3”]+ ..... +
B TSI TS D

Ieci, comme dans les paragraphes précédente, F et 3 sont deux fonctions

vectorielles & valeurs dans des espaces vecltoriels ¥ et W , tandis que

(%7 y) -->[x )’j désigne une fonction bilinédaire continue définie dans

-

VXW et prenant ses valeurs dans un troisiéme espace vectoriel U . 1a

formule (2) connue sous le nom de formule de Leibriz se démonirs aisément

n n-1
par récurrence en tenant compie de la relation ® Yoo } + { 1} entre
P p-1 p-

les coefficients bipomiaux.
I1 faut encore noter la formule suivante - -
[£=*). g1 [p.g ™l n A [F ™ g - [Fo. 1] £ [0, g1
..... P (e gL o)
d'un grand intérét pratique, et qui entraine comme nous le verrons

ci-dessous la formule d'intégration par partiees d'ordre n ; elle se wéri-

fie sans peine par un calcul direct, compte tenu de la formule de dériva-

tion d'une fonction bilinésaire.

e o e e e S D e O s 0 S e S s e e
R S o T o = 55 o o o o e O s i e

Soit ? une fonction vectorielle définie sur un intervalle ouvert I,
et dériveble en a6l ; l'existence de la dérivée F'(a) implique qu'a
tout € 70 correspond un nombre h >0 tel que |x-a|h entraine

| £ (x)- fla)-(z-a) ?'(&)" < Sixﬂ&é
ce qui peut encore sféecrire

F(K) = ?(&) + (x-8) [?’(a) + q } , &vec g!a, 55 <8 .
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Ltexistence de la dérivée premiére permet donc de donner une expression
approximative de la fonction F(x) au voisinage du point a, par le
moyen de la fonction affine F(a)+(x-a) F'(a). De méme, si 1'on postule
l'existence de la dérivée n°®® au point a , la formule de Taylor permet
de donner une expression approximative de la fonction au voisinage de

ce point, par le moyen d'un polynome vectoriel de degré m par rapport

& la variable. D'une fagon précise, & tout nombre positif € arbitraire-

ment petit, correspond un nombre positif h tel que \xoag <h entraine
2 n in
= -~ - n);. o 1x-al”
|f - fad- J ree)- el prca)-...- Sl (G < o L8
Montrons-le par récurrence sur n . Supposcos demc 1'énoncé exact

lorsqu'on y remplace n par n-%, et appliquons-le & la fonction ?' qui

posséde par hypothdse une dérivée d'ordre n-t1 au point & ; on a, pour

PR

: n-1 5
“ f’(y)- F'(a)f g F"(a)- Lxé—‘-?ﬁ F"’(a)-...e_% F(n)(a)&g\e J—ﬁ%{—

Penons compte du théordme de la moyenne générslisée, (Parsgraphe 1,
n® 5 et 6, prop.13), appliquons-le dans 1l!'intervalle Eé,x} , (avec
ix-al & b), & la fouction figurant au premier membre ; notons que,
pour n pair, Ey-aln°1 est la dérivée de la fonction strictement crois-

n
sante sgn.(y-a). lziﬂl- ; i1 vient alors l'inégalité annoncée

2 hY
[ Go)- fla)- 4522 pra)- G258 prca-...- Z5a )| ¢ o Lzl

n!

dont 1la relation _
2 \
?(x) = F(a)+'L%§El.?'(a)+ Séi%l_ ?n(a)+...+ iﬂi%ig [?(n)(a}hm] -
. avec ﬂ&ﬁ<$.

est une forme équivalente. Cette derniére formule est la formule de

Taylor d'ordre n . Son réle est capital en analyse. Le dernier terme du




=
du second membre, le seul qui soit de formation irréguliére, & savoir
in%lf & eost appelé reste de la formule de Taylor. Dans le cas général,
on ne sait rien sur a , sinon qu'on peut le rendre en norme aussi petit
gu'on le veut en prenant x suffisamment voisin de a . Mais en précisant
les hypothéses faites sur la fonction et ses dérivées, on peut déterminer

plus explicitement ce reste :

Formule d'intégrét;gn par partie d'ordre n : forme intégrale du reste.

Soient F et % deux fonctions veciorielles définies et continues

o . : > émss
sur I , dérivables jusqu'a l'ordre n , leurs dérivees n ® étant conti-

nues. La formule (3) donne, pour a et x dans I ,

j [F(n)”) g(t)]dt ‘—i[F(na?)(t) %(‘t)] (J 2)’ x‘) ﬁ‘l'@)‘rr e

: e [feng ™ ] }H 1)) £(t). q“‘)(t)} at ;
formule dite "d'intégration par parties d'ordre n'. &ppliquonSelé en

particulier au cas od, la fonction bilinéaire (X;Y) —> Ex. y] se
réduisant au produit d'up noubre réel par un élément de l'espace V , on
prend pour 3 ls dérivée F' d'une fonction vectorielle définie dans I
et y possédant des dérivées continues Jjusqu'a l'ordre nii, la fonction
réelle figurant dans la formule étant égale & (tax)n/h!,. 11 vient
alors, par un calcul facile

f(x) = fa) 45280 01(a) +L§;-LF (a) +....+ L2zal plndeg) ¢

f(x- 2 F“‘M)(t) at ;

On retrouve la formule de Tgy%Pr dfordre n, la forme du reste étant
cette fois précisée par a =¢[ (%E%)n §3n+1(t)dt. Ctest la forme
intégrale du reste. £lle pezmeg séuyent de donner des majorations simples

-

de ce reste ; si l'on a par exemple, dans tout l'intervelie I ,

} f!(ﬂf‘%l&)a i 1 3 + e , 4 +tion d héorene 68 ls move
I £ ¥ , il vient par spplication du theoresme Ge La moyenne powur
| Y :
-~ a S w2 i ,:g 5‘7'1: % ;
les,&ate&raleﬁ définies (Paragr.2, n°% in.fine), %czﬁ g =i
d % A #4 5ic 8
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On peut améliorer cette limitation dans le cas des fonctions réelles.
S5i m et ¥ sont respectivement lesvbornes inférieures et supérieures de
la dérivée (n—H)éme de la fonction f£(x) dans 1l'intervalle ouvert I ,

on a

¥ zg  (pour x>a ; échanger le se¥ des inégalités
mn+1<a. < nHi 7 dans le cas ol & > X )

comme on le voit en appliguant le théoréme de la moyenne pour les inegﬁ—
les définies de fonctions réelles sous la forme correspondante (Paragr.2,

r° 5, in.fine ). Les inégalités sont & remplacer par des égalités ssule-

) gme

ment si la dérivée (nt+1 est une constaunte.

o » P > ° > 3 2 S 2 ’;
Primitives d'ordre supérieur. Une primitive %% d'une fonction %
limite uniforme de fonctions en escaliers sur I, esi continue dans

I , donc y admet ume primitive ; une guelcongue de ces primitives

est dite primitive seconde de F . Plus généralement on appelle

@

prinitive d'ordre & de §3 vne primitive pimz d'une primitiv

d'ordre n-1 de g . On voit immédiatement, par récurrence sur n ,
R yd *1 - ° s : ?

que la différence de deux primitives d'ordre n de f est un

polycome vectoriel de degré au plus égal & n-1 . Une primitive

d'ordre n de F est entidérement déterminée si l'on se donne &n

un point a , sa valeur et celles de ses (n-1) premiéreg dérivées.
On de&lgne en particulier par la notatlon j ? celle des

ﬂrimltlves d'ordre n de la fonction F gui est nulle au point 2 ,

ainsi gue ses n=1 premidres dérivées. La formule de Taylor d‘ordre

n-1 appiigu (ggbte fonction, montre Qque

e e

t raméne donc la aéterminetion des primitives d'ordre n au calcul
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Exercices.- (N.B.- Pour éviter des longusurs, on suppose une fois
pour toutes que, dans les énoncés gqui suivent, chague fois qu'il |
s'agit, dans les formules, des valeurs d'une fonction et d'um certain
nombre de ses dérivées en un certain nombre de points, 1la fonction et
les dérivées considérées sont définies dans un intervalle ouvert
contenant tous ces points. S'il y a des hypothéses supplémentaires,
elles sont mentionnées explicitement).

4} dontrer que »
f- 3(“)} =U3'3](n) =(?)[F'.g](n'” +(-1)°( )[§(p) gL .t
£ (- ’2) U’{n) 31
2) Soient c& ; A e et gﬁ des fonctions vectorielles d'une

k]
variable x ; on pose

B N S (D R N LA

y
Montrer gue

[2.¢]-[6 e[ 01"+ " [8.6] = asf efaFlrsfan F).

%) Si 1l'on pose PP (n/v) (- 1) f /v nontrer que
u i s 0 s 0 - 5 U
. u’ 5 vt ;N : s =0
- u? o a8 st ey e ; 0

e 4 © @ ¢ ¢ & ¢ © © ¢ O ¢ & O @ & o © o © © © ¥ © o O ¢ © 6 © © O 6 O & , n

n = n, n-2
ul2) ; +2) : (1)v(n 12 () s s (0w
n-%
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5) lMontrer que

2 m x
b lﬂp(f(x))} Zm — (p)(f(x)) ...L_l) 1 (%%Q) 2
...(f(zzgxl)mq

la sommation étant étendue & tous les systémes d'entiers strictement
positifs (m1,m ,...,mq) tels que

m1+ 2m2+ }m3+...+ qm.q =n

t & t é > = m .ok
et p étant égal & m, 2 5

6) Montrer gque
[@(ffx))'i ‘Z% (p)(f(x))o{z el “’Qr‘f( G}]

7) On considdre le déterminant (dit wronsklen des fonctions

S fz,...; fh) e
epaeh. s £
P b e fzn"’”
W, ,f,,..,f )= 2 2 2 2
1
Poiiofl bW 3o el
n n

Démonirer les formules :
2) , n{n-
W [z“%(g(X)),fQ(g(X)),---,fn(g(x))}= [g'(x}}

| Wie (), 5,(5), ., 2,0 |
oh il faut remplacer y par g(x) dans le second membrs, une fgis
les dérivations effectuées par rapport & y ;

b}

T
17 2’ n)

(63 -
- f \E i Pand (£ \
E ; M — el n |
Wyt v | (3 ,)»(é)s A2 |

W (gf,, &f,,...,80)) = g (f

Ea-iz
-t B3
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d)

- [W(f“..,i_’g_z,fn }= Wty Ty0)e W(hy, - 000 008 108,
WE,,..,T 2
) [‘W(f’,....,fn_a,fn-,' )]

n-2’"n-1
, o)
8) On pose Ah1 £(x)=£(xth, )-£(x), Ah1’h2 £(x)= Ah2 (Ah1 £(x))

: =1
et, en général, [;i o p I(x) —A (AP .
12y hp h1’h2"°’hp=1 £(x))
Montrer gue
Ap £(x)=h,h ...h f(p) (x+8.h +6 _h +..i 48 h )
BBy By 12 e Th 22 PP
les nombres 91,62,...,9 étant compris entre U et 1
. P
9) Soit £ une fonction définie dans un intervalle I , XisEgse00,%
B

des points de I tels qu'au point x, {i=1,2."..,p), f et ses n, -1
premiéres dérivées s'annulent. Montrer que, si on pose

n= n1+n2+.,°+np , 11 existe un point § intérisur au plus petit
intervalle contenant les points xi et tel que f(n°1)( % ) =0

10) Avec les m@mes notations gu'a l'exerc.9, on suppose maintenant ?
quelcongue. Soit g le polynome de degré n tel qd'au point xi
(i=1,2,...,p) & et ses ni~1 premiéres dérivées soient respective-

ment égaux & £ et ses ni-1 premiéres dérivées. Montrer qu'on a
By Ao Oy,
(x-x1) ’ (x-x0)=.. . (x-x5)°F (n)
£ (§)

A
(6] 1 % est intérisur au plus petit intervalle contenant les points

flx) =glx) +

XTI X T et - x

(On appliquera l'exercice précédent & la fonction de t
(t~X1)31 (t°XQ)n2 . {t-x )’p
T(t)-g(t)-A = A D

ck 4 est la consiante déterminée par l'éguaticn '
(z=%4)"1 (x-22)"2. .. (x-x,)"p
x-%q4) ' (x-x2) =,, \X-X, -

{ Z e
£x)-g{x)-a ——
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11) Soit ¢ une fonction admettant une dérivée continue finie, et #0
dans l'intervalle [é,x] =epf f(n+1) est continue et finie dans [é,x] :
montrer gue lfon peut écrire le reste de la formule de Teylor d'ordre

n sous la forme _
n
R (x) = [cp(X)-@(a)] (x; ?‘!)
avec a <§ < x .

12) Boit g une fonction impaire. Montrer qu'on a
)
glx) = [ '(x)2g! (O)J 130 3(5)( §) ( ? =6z , 0 <8 <1)

{on procedera d'une maniére analogue 8 celle de ltexerc.410).

f(n+1 )( f )
AN ?J

En déduire gqus
{%
£(b)-£(a)= -—«Lfv(a)«rf’(b)mf'(a*b)_' Gea)? %) (§) (e<§<P)
(formule de Simpson}.

i T ¥ & g } ¥
1%3) Soient X, < %y ...<:xn ; dg rapport des deux déterminantis

f1(x1) f (x ) ..f1(xn) g1(x1) g1(x2) e gs(xn)
fz(x1) fz(xz)....fa(xn) - 82(x1) 82(12) e gg(xn)‘
fn(:!.1) fn(xz) £ (x)) gn(x1) g, (x,) g, (x,)

est égal au rapport des deux déterminants

ety 0 2ol eey ain) )

1 %1 1 z"'z ' : £, §4. &4 izgz ?._'5—01
(¢ = Ii- ir G-

f‘d( g*L) fé( %21). . .fzn { EM.) . ga( (E*L) g{'}( § Y -85 I g;ﬂ)_

© 8 6 © & v 0 » & © 0 © & © © © O & O & & 5 ¢ 5 0 O ® © 2 & © ® 0 & 6 92 o B O 6 B & O F B H O EH

ot i:x, %<%ﬁx2, §<§<LV”,%m1<% <x




Appliguer au cas o#

g (x) =1 , gz(x)zx,....,gn(x)=xn'1 .

14) Soient p et q deux nombres strictement positifs, a et b deux

nombres réels tels que a<< b , b-a 72 /a . Soit £ une fonction

admettant une dérivée seconde dans [a,b] , et telle qu'en tout

point x de [a,b) 3 lf(x)‘ {P, £r(x) < qQ . dontrer que
£a) -2 feu ;o D) L2fa
19) Montrer que, si x >1 et t >1 ,0na
251 > t(x-1) + % 6(8-1)(x-1)3/2°
En déduire gue, si OKp<t,etel a >0 et b U

-

aPp!-P < pa+ (1-p)b - gaguf pour a=>b

puis qu'en général, si les nombres 847855038, 5 DgsPo,--.

n
sont strictement positifs, et P, tpot. . .-Ppn =1
Pq Py Pp
&y 8y --e8 < p,l.«.a,1 + pza?. = I_)nan

sauf si tous les 25 sont égaux .

comoomE R Em oo e

s P
n
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Paragraphe 4.- Intégrales de fonctions dépendant d'un paramétre.
Différentistion et intégration sous le signe somme.

1.- Cas des intégrales ordinaires.-
Soit I un intervalle compact de l'ensemble R des nombres réels.

Considérons une famille de fonctions vectorielles Fa(x), ou Fa. 5
définies sur I , prenant leurs valeurs dans un espace vectoriel normé
cornp;et V , et dépendant par ailleurs d'un indice & aéerivant un ensemble
d'indices E sur lequel est défini un filtre fk . Hous supposerons que,
pour toutes valeurs de & , la fonction ch. appartient & l'ensemble 75;
des fonctions limites uniformes de fonctions en escaliers définies sur‘ 2 Gt
On a vu plus haut, (Paragraphe 2, n® 2) que llensenble ‘}%T. gteit fermé
dans ll'espace @- des fonctions définies et bornées en normes sur 1 ,
le topologie dans Q& étant définie au moyen de le norme

161 = s, | Fo
Si. donc la famille de fonct:.cns Ea, converge suivant le filire Jﬁ’ vers
une fonction g au sens de la topologie précédente, cetie fonction %
appartient & )51 , et 1'on a

Lm;jf (t) at = j%(t) at

quele que soient x el ¥ appartenant a1

Si 1'on passe aux fonctions dérivées, le résultat s'énonce ainsi :

Soit f a(x) une fonction vectorielle de la variable réelle x , définie

et dérivable en X , en tout point d'up intervalle compact I , et dépen-

dant d'un paramdtre a décrivant un ensemble d'indices E muni d'un filtre
; . Si leg limites
¢ 2
F (x) = g(x) ; limﬁ? (z) = hix)

exlstent au sens de la topologie de la norme sur (_%1 , on a en teut

Q'.o'in’r:._de I g (x) = h(x) .
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Voici deux conséquences importantes des propriétés précédentes :

a) Continuité sous le signe somme.- Supposons que l'ensemble d'indices E

soit un espace topoldgique et que le filtre des voisinages d'un point

o de E soit le filtre / . Si_la fonction f.‘a définie dans E , &

valeurs dans (/) est une fonction continue de a gu _point a, s il en est
& B :
¢

L)

mf’(

de méme de (t) dt , regardée comme fonction de @ , guels que

S
soient x et y dan

I , pourvu naturellement que les F : appartiennent
& 361 dans un voisinage de &

b) Limite des intégrales des fonctions d'une suits.- Supposons gue

1'ensemble des indices soit l'ensemble N des entiers positifs, et que

foh

/2 o > = 2 E [ z z e
+ soit le filtre de Fréchet. Soit ( sz) la suite de fonections envi-

1

sagées, toutes appartenant & }SI . Si cette suite 2 upe limite 9 dens

(ézz , cette limite appartient & 761 et l'on a, pour tout x et tout y

dans I, Ve .
Lim an(t)dt - J£%(t) at .

2.- Cas _des intégrales impropres ; intégrales uniformément convergentes.-

: o . 0
Soient maintenant I un intervalle ouvert dans R , et (g—&) une
famille de fonctions vectorielles définies dars I , & valeurs dans un
espace vectoriel normé complet, et dont les restrictions &4 tout inter-

b5 .

des fonctions limites uniformes de fonctions en escaliers sur J , et

valle compact J contenu dans I soient des éléments de l'espace

cela pour toute valeur de l'indice a cécrivart l'ensemble d'indices E
munl du filtre ‘}? . Postulons de plus la convergencs, pourytout a ,
de l'inte5rale impropre “[ f {t) at , et supposcns encore l'ex1stence
d'une limite % de g i sulvant le filtre F sur tout intervalle

compact J contenu dans I , au sens de la topolugLG de la narte dang (Jé
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I1 est clair que cette dernidre hypothése entraine l'existence d'une
linite 3 (x) de Fa(x) suivant le filtre f en tout point =xel ,
au sens de la topologie dans ¥ . On est souvent conduit & examiner le
validité de la formule suivante : ,
Lm}2 l f_(t)at .-./{ g(t) at . (1)
Observons d'abord gue les deux membres de cette ~<lation se présentent
en fait comme des doubles linmites, le premier s'écrivant
Lin YJLEE .jg . (t) at | ;
la limite entre crochets étant prise suivant le filtre des complémen-
taires des intervalles compacts dans I , tandis gque 1le second s'écrit
de méme
JLE;;I Limf)_. fJ Fa () dt} ;
d'aprés l'hypothése faite de l'existence de la limite g sur tout
intervalle compact J contenu dans I . :

La question qui se pose est donc celle de l'interversion des deux

limites de 3 gza(t) dt suivant le filtre !;? et saivant le filtre
des complémentaires des intervalles compacts dans I ; respectivement.
Cette interversion n'est pas légitime en général ; c'est ce gque
prouve l'exemple suivant :
Exemgle.-*’?renons a réel, et soit }?'le filtre des voisinages
de 0 , origine dans R . La fonction considérée sera une fonciion
réelle ayant pour valeur en tout point de l'intervalle

oo

I = [0,+<x7( s (%) = §l§—9§ . L'intégrale impropre §;§€§§ dt
(¢}

est convergente, ainsi qu'on 1'a vu plus haut, (Paragraphe 2,n°6,

in fine) ; soit i{a) sa valeur. Le changement de variable t —at

morntre immédiatement gque i(a) est égal & la constante




s b1a-
409 :
A =j §-’=I—1%-t4dt pour a0 , et & -A pour ag O ; de plus i(0)=0 .
(1}
La fonction i(a) est donc discontinue pour a=0 , et il n'est pas

légitime d'échanger les limites dans l'expression

4
BLim, |Lim f §_1_9.€2'.§ dt:l
F lt>ee o
le premier membre de (1) étant ici égal & T2 , suivant que a

tend vers O positivement ou négativement, tandis que le second

membre est nul%.

Nous nous bornerons ici & indiquer une condition suffisante pour la

validité de la relation (1) .

Intéerales uniformément convergeuntes.- Conservant les mémes notations,

nous posSerons encore
UJ(G.) — fa(‘b) av Ul(a,) = L E . (t) dt

Définition.- On dit que 1'intégrale impropre UI(a.) sst uniformément

S

convergente si, & tout nombre strictement positif & , il est possible de

faire correspondre un intervalle compact Je contenu dans I et tel gque
1'con git
“UI((}.) -Ud(a.)“gs (2)

pour tout intervalle compact J contenant J_ et contenu dans I , cet

intervalle J_ pouvani 8tre choisi indépendammen®; de a dans E .

Dtaprés ce qui a été supposé sur la fonction Fa et ce q@i a été dit
su numéro précédent, UJ(a.) a une limite suivant le filtre :F qui
n'est autre gue UJ = f.} 5(t)dt. Or, l'hypothése de 1l'uniforme
convergence explicitée ci-dessus entraine d'abord nU J?(a.)w UJ}"(G,) “ £ 2s
pour Jg cdlcI"cl , puis par paésage 4 la limite suivant le filire
f’, H'gJ?« UJ" u £ 2'6 ', ce qui impligue, comme on vsai‘t; la convergence

de liintégrale impropre UI = Jp 3(%})@.‘5 . I1 vient ensuite




= $2.=
“UI"UJ “ § 2 pour JDJ_ . Par ailleurs, on peut trouver un ensemble
X, € ][L tel que o,eXs entraine “ 'UJ- - 'UJ (a)” £ € ; par combinaison
avec (2) et avec la précédente inégalité il vient uUI- UI (a) " g 4¢
pour o €X_; donc UI est aussi la limite de UI. (a) suivant le

filtre 7& , et 1'on peut émoncer la prorosition suivante :

Proposition 1.- 8i 1l'intégrale impropre / E‘ (t)dt existe et est

uniformément convergente gquel gue soit a , si de plus la fonction 90.

g une limite % suivant le filtre }2 sur tout intervalle compact J

contenu dans I , au sens de la topologie de la porme dans (Jff, on a

Lim Ji{»’&(t) at = 4{3&) at

les conditions_précitées étant suffisantes pour l'existence et 1l'unicité

des deux membres de cette égalité.

Les conséquences de cette proposition sont les mémes que dans le cas
des intégrales ordinaires :

a) Continuité sous le signe somme.- i'ensemble des indices étant un

espace torologigue E , et # étant le filtre des voisinages d'un point

a. de cet espace, si la fonction Fa(x) donne par restriction & tout

intervalle compact J coptenu dans 1 , une fonction de a continue au

point a, au_sens de la norme dang l'espace (Q:J. , 8i de plus 1'inté-

grale izpropre / Fa(t)dt existe et est uniformément convergente
I

dans un voisinage de @ s cette intégrale impropre est une fonclion

continue de o au point a, -

b) Limite des intégrales impropres des fonctions d'umne suite.- Supposons
gue l'ensemble des indices soit l'ensemble N des entiers positifs, et

/L - s z > 3 - °
qus jL soit le filtre de Fréchet. Soidb (Fn) la suite de fonctions snvi-

aggées ; si les restrictions de ces fonctioms & tout intervslle compact J :}j

contenu dens I , appertiennent & }53 , 81 1o suite de ces restrictions
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est_convergente dans (ﬁlJ au sens de la topologie de la norme, vers
une fonction 5 nécessairement définie dans I, si enfin 1l'intégrale

impropre ] Fn(t) dt converge uniformément relativement & 1l'indice
I
n , alors la suite d'intégrales impropres
U, = J;, £ (t) at
est convergente dans l'espace V , et a pour limite 1l'intégrale impropre

[
Jy g(edat .

3.- Différentiation sous_le signe somme ; cas des intégrales

ordipaires.-
Nous supposerons dorénavant, que l'ensemble d'indices E , est un

intervalle compact du coips des réels R , ou une partie conpacte et
convexe du corps des complexes ¢ . La fonction §3 , désignée mainte-
nant par la notation F (x;a) sera définie sur liensemble produit
ExI de B par un intervalle compact 1 de R ; elle sers éupposée
appartenir & %I guel gue soit a dans 5 , ot &tre fonctién' continue
de a dans B , quelqgue soit x dans I . D'aprés ce qui précéde, ia
fonction % (a) = G F(t;a.)dt est alors fonctior continue ds a
dans B , quel que soit 1'intervalle compact, indépendant de a , J .,
contenu dans I . ‘

Supposons encore la fonction F (t;a) dérivable par rappqrt a a
en tout point de E ; soit ?{'L(t;a.) cette dérivée. La question se pose

paturel lement de l'existence et de l'expression de la dérivée de la

fonction % (a) . Le théorsme suivant donne une répomse & cette

guestion :
Théoréme.~- Pour que la fonction %’;{cx.) posséde en tout peint de B

i

vne Gérivée donnée par la formule
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5'(a) = l F; (t;a) dt
il suffit gue la dérivée F' (t;a) existe et soit continue dans ExI .
a = R

ExI étant compact, la fonction F ;(x;a) est uniformément continue

sur cet ensemble ; si donc on se donne un nombre positif arbitrairement
petit € , il existe un nombre positif n tel que }p~a{:g n entraine
li?é(x;ﬁ)- F&(x;a)" € & pour tout x appartenant & 1 et tout a appar-
tenant &4 E . On peut donc écrire, en appliquant une proposition anté-
rieure, (Paragraphe 1, n° 5, Prop.7),

£ (x;8)- P(x;0) = f&(X;a)-(ﬁ-a) + h.(8-a)
avec nfzﬂ £ €& , ce qui impligque, par application du théoréme de la
moyenne,
@AW - f e e s K
avec }%ku,§-€g_ , 4 désignant la longueur de 1l'intervelle J . Notre
agsertion en résulte, en faisant teundre € vers zéro.
Cas des limites variables.- Il arrive souvent que les limites de
1'intervalle d'intégration J = [a;b] soient elles-ménes des fonections

du peramétre a ; on a alors, en désignant par a(a) et b{a) ces

limites, 4(x) A8 20,
4(8)- 9(a) =f [F(t;ﬁ% (-'(t;a)]dt + A f (t;8)at - ] f(¢;p)at ;
o) 1 af,
Divisons les deux membres par f-a et faisons tendre B ve?g a ; sous

les mémes hypothéses que pour le précédent théorémeé(}e prenier terme
LA
du second membre de 1'égalité obtenue tend vers ,f‘ F'(t;a) dt , le
a
@
second terme s'écrit, en désiguant par fl(x;a) une primitive de

g(x;a) sur T

jlrb(ﬁgég} =§§£b(a);ﬁl . b(8)-bla)

(a) 8 - a
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Supposons la fonction réelle b(a) dérivable en tout point de E ;
h(x,a) ayant pour dérivée parAragport & x la fonction P (x,a) qui
est uniforménent continue sﬁr ExI , il est possible, aussi petit que
soit € positif, d'assigner un nombre positif n tel que, pour tout x

dans I et tout a dans E , ly-x '(n entraine
| bl = hGue) . fief|< o
b(B) et F(X,B) étant par ailleurs des fonctions continues de B ,

on voit qu'on pourra prendre B assez voisin de a pour gue

h[b(?’g(g} = };[z &l différe d'aussi peu qu'on le voudras de

g [b(a);a} . La limite du terme considéré lorsque B tend vers a est

donc ? [b(a);a] .b'(a) . Un raisonnement analogus montrerait que
lg limite du troisiéme terme est - F [a(a);a} a'(a) . 11 vient donc,
sous les conditigns indiquées

5'(0.) = j FC'L (t;a)it + F[b(a.);a.] .b'(a) - F[a(a);a-.] . a'la)
Clest 1la formafg générale de différentiation sous le signe SOMAS .

Intégration sous le signe somme.- Supposons ici que l'ensemblie E

se réduise & un intervalle compact de l'eusemble R des nombres réels ;
bornons-nous de plus & ne considérer que des fonctions vectorielles

f (x;a) continues dans le rectangle ExI . La signification de

frdt : fsf(t;o.) do.]

est bien claire : t ayant une valeur déterminée, 1l'intégrale.

[

 } ? (t;a) da est, d'aprés ce qui précéde, une fonction continue de %

l'expression

% E 3 5
sur l'intervelle I ; on l'intégre ensuite sur cet intervalls. Je dis
gufil est légitime, dans cette expression, d'échanger 1'ordre des

intégrations sans modifier le résultat ; on a done
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fat Up(t ;a) da ] - lda. U[Z(t;a) dt] ;

qui est la formule d'intégration sous le signe somme.
Soit en effet I = [ﬁ;b] et B = [c;d:). Remplagons dans cette

formule, b par un nombre variable x appartenant 4 I ; 1'égalité &
vérifier devient

fdt}:ff(t a)da.J = fda. [ff(t ) dt]
Les deux mémbres de cette relation sont des fonctions vectorielles de X
qui sont visiblement nulles pour x=a ; il suffira donc de prouver
que leurs dérivées, par rapport & x , existent et sont égales. BSoit
donc

(t)--f‘(t; da ; (x; =f (tia) dt
g EF a) da h(x;a) wg a) @

la relation & vérifier devient
2 &

fg(t) at =jh(x; a) da
E
or, les dérivées des deux membres par rapport & x sont comme l'on sait,
éi(x) et jqji' (x;a)da , elles sont toutes deux égales &
F(X a)da , ce qui établit notre assertion.

E 4.- pifférentiation sous le signe somme ; cas des intégrales impropres.

 Les résultats du numéro précédent sont en général inexacts dans le
: *
cas des intégrales 1mp£9pres ; c'est ainsi que revenant au cas de
1'intégrale i(a) = '§12%2§'dt , étudiée en exemple zu n%2, on constate
Yo
gue la dérivée i'(a) est partout définie et égale & O, sauf pour a=0,
alors que la différentiation sous le signe somme, effectuée brutalement,
conduit 4 la relation
+on
i'(a) = Jr cos at dt

o
dont 1s second membre n's aucun sene.*’zci encors, comme au n°2, nous

»

dopnercns seulement des conditions suffisantes pour gue l'opération de

‘différentiation sous le signe somme reste légitime dens le cas d'une

1nz@5ra3ﬁ impropre.
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Supposons, comme au n° 3 que E soit , ou un intervealle compact du
corps des réels R , ou une partie compacte et convexe du corps des
complexes & . Par ailleurs , L sera maintenant un intervalle ouvert

dane R . On a le théordme suivant :

Théoréze.- Soit F(x;o.) une fonction vectorielle définie dans ExI ,

& valeurs dans un espace vectoriel normé complet, (sur le corps des

réels ou sur le corps des complexes suivant que B est une partie de R

oude C ) ; cette fonction sera supposée appartemir 2 }55 guel que

soit a dans E , et _quel gue soit le compact J contenu dems I , relati-

vement & sa restriction & l'intervalle J ; elle sera supposée dérivable

en a , en tout point de E ot quel gue soit x appartensnt & I , cette

dérivée étant continue dans ExXxI ; enfin les intégrales impropres

{
U_{a) =fI F(t;a.)dt et VI(a,) = JI F&(t;a) dt serfoni supposées

uniformément convergentes ; dans ces _conditions, on a Ui(a} = VI(G.)

1'accent dénotant la dérivation en a .
Posons en effet ‘

UJ(u.) = fJF(t;a) at. VJ(a.) = £g& (t;a) at
pour tout intervalle compact J contenu dans I . D'aprés les conclusions
du n° 3, on a U"}.(a) = VJ(a._) . D'autre part UJ(G.) et VJ(G.)
convergent respectivement #ers Ul(a) et Vl(a) suivant le filtre
des complémentaires des intervalles compacts dans I, et cela unifor-
mément par rapport 8 a dans B . Cela revient & dire gue les foncticns
Ua et U} convergent vers UI et Vl relativement & la topolo-
gie de la norme dans l'espace des fonctions vectorislles bornées en
normes, & valeurs dans V, et définies sur le compact E ., Il suffit aslors
d?appliquerie résultat du n° 1, relatif aux fonctions dérivées, pour
pouvoir conclure gue U‘%(a) = V’Z(a,) . On ndtera gu'ieci, cfest le

filtre des complémentaires des intervalles compacis qui joue le z8le
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du filtre j& , le r8le de l'ensemble f£iltré du n° 1 étant joué par

lt'ensemble des couples d'extrémités d'intervalles compacts J contenus
dans I .

Remargue.- Nous venons d'utiliser les résultats du n°t dans un
cas ot 1'ensemble compact I peut €ire une partie compacte
convexe du corps des complexes, au lieu d'un intervalle compact
du corps des réels. C'est l'occasion de dire que les résultats
des nunéros 1 et 3, relatifs sux intégrales ordinaires, s'appli-
quent sans modification au cas des fonctions d'une variable
complexe prenant leurs valeurs dans un espace vectoriel normé
complet sur C , définies dans une partie I compacte et

convexe du corpg € , et limites uniformes sur 1, de polynomes ;
(cf. Paragraphe 2, n% 2, in fine).

Intégration sous le signe somme ; cas des intégrales impropres.- Le

e

forﬁule d'intégration sous le signe somme s'étend auszi, sous certaines
conditions, aux intégrales iipropres. Soit F(x;a) une fonction des
deux variables réelles x et a définie et continue dans le rsctangle
Ex1I , E désignant ici un intervalle compact, et I un intervalle ouvert,

du corps des réels R : 8i 1'intégrale improrre UI(a) = JQF(t;a)dt
est uniformément convergenie dans E , on a

Ldt [Lf(t;a)da] = fEda[fIF(t;a)dt}

Soit en effet J un intervalle compact contenu dans I ; d'aprds la

formule d'intégration sous le signe somme dens le cas des intégrales

e o
ordinaires, (n~ 3,supra) on a

jJ'dt [Lf(t;a) aa} - fsaa[/IF(t;a) dt}

Lorsque 1l'intervalle J tend vers l'intervalle ouvert I, le second

menbre de cetie relationm a pour limite

f U_(a) da

E i

car lg différence de ces deux gfpressiOﬁs n'est autre gue
e -

[ iﬁj {a) - ? ?(t;@) da | da

z}“ I t}\r

£ L
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vecteur dont la norame est inférieure & fe - -€ désignant la longueur
de 1l'intervalle compact E , pourvu que l'intervalle J soit suffisamment
voisin de I , comme il résulte de 1'uniforme convergence de 1 'intégrale
Ul(“) . Le premier membre de 1'égalité précédente a donc une limite
quand J tend vers I , ce qui prouve la convergence de l'intégrale

impropre J; it [Jf(t;a)dt] et établit en méme temps notre assertion.
E

Convergence normale des intégrales impropres dépendent d'un paraméire.-

I1 arrive fréquemment, lorsqu'on étudie une intégrale impropre
f_?(t;a)dt dépendant d'un paramétre a qui décrit un ensemble E ,
qée l'on puisse trouver une fonction positive réelle g(x), définie
sur I , et telle que 1l'on ait pour tout x dans I et tout o« dams E ,
“ F(x;a)ﬁ € &(x), 1'intégrale impropre fg(t)dt étant de plus
convergente. Dans ces conditions, on a, d'iaprés le théoreme des la
moyenne, (Paragraphe 2, H°, in fine), et pour tout intervalle

compact J contenu dans I “

] f(t;a)at “ < ]g(t}dt
ce qui entraine 1mmédiate:nen3;‘. 1'uniforme coane-rgence sur B ,d.’e-j 1'inté-
grale proposée, puisque l'intégrale impropre de g(x) sur I est
~ elle-méme convergente. Lorsgue ces circonstances se présenj_t_ent -

on dit gue 1l'intégrale f : F (t;a)dt est normalement convergente.
1

R R R R R




