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CHAPITRE I
TCPOLOGIES D'ESPACES VECTORIELS.
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1. Préliminsires. Fosembles 4toil

(v

gngenbles convexes.

-

Structures vectorielies Pour toutes les propriétés générales des espaces

réelle et complezs. vectorieis dont noues avrons

&
Livre, le lecteur est prié ds se reporter su 2 2 du fascicule de

résultats d'Algébrs, cu au ch. II du L&ﬁf@ it .

1l ne s'agira, dans ce Livre, que d'egpsces vectoriels sur le

corps (C des nombres complexes ; quand nous parlerons simplement

d'espace vectoriel, il sera toujours sous-entsndu qu'il sfagit d'un

tel espace. Heis, sur un ensemble E support d'une telle stiructure
d'espace vectoriel, mous aurons souvent & considérer une seconde |
structure d'espace vectoriel, déduite de la précéd@mte.en restrei-.
gnant le domaine des opératsurs‘au sgus-corps R de C (é&g, R, 32). f
On distinguera ces deux atrggturss en les appelant respsctivenment :
structure vectorielle gg@mlége et st:ucture vectorielle réells sur E;

de méme, on appsllera gcomplex xes (resp. réellies) les variétés linédai-

i )

res et les formes linéairees de la structure vectorislle gomplexe

o

~ (resp. réells) de E , ainsi que les applications lindsires de E ,
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muni de sa structure vectoriells complexe (resy. réelle) dans un

espace vectoriel F , muni é4galement de sa structure vectoriells

complexe (resp. réelle) ; une variéié linéaire & n diemsusions de la
structure vectorielle complexe (resp. réelle) sers dite variété

lipéaire é p dimensions complezes (resp. ré@lles}; on sait gutune

var;ete llﬁeaiA@ complexe est aussi une variété linésire réells ;
vne variété linédsire & n dimensions complexes est uns variéte & 2n
dimensions réelles.

Toul sous-espace vectoriel & n dimensions complexes {resge

réelles) est isomorphe &2 G2 (resp. RZ).

Une variété linéairs &

B
i)

ure dimension complexs (resp. réelle) est
appelée droite complexe (resp. réells).

Soit f une forme linéamire complexe dans E ; il sst clair qus les
fcactzgns g = Ei& , b= §§f ‘gont des formes linéairas réelleg dans

E ; en outre, la relation P£(ix)=if(x) entraine 1l'identité

n(x) = -g{ix). BRéciproquenment, sl g est une forme linéaire réslle,
: . s 3 3 C-\ :
£(x) = g{z)-ig(ix) est une forme linéairs complexe telle que. 4 f = g.

I1 en résulte que tout hyperplan complexe, dféquation f(x)= o + iB ,
est l'intersection de deux hyperplams réels glx)=a , g{ix)=-8 , et
- réciproguensent.

¥

Soit ¢ une applicstion lingaire biunivogus de ﬁ dang B , %, et 7
7

£l 5 ﬁ' 3 =S 3 L 3
deux points quelconques Ce R tels gque é £ 1, 8t soit x @{%
; }

y = 9(3) ; 1'image par ¢ diun intervelle illimite ouvert {resp.fermé)

d'origine ou extrémité ¢ , est appelé demi-droite ocuverte (resp.
J = -
A & 5 4 e tof ie
fermée) d'origine x ; l'image de llintervalls | % E (szyaig,z 7 {;
% [ S 2

¢ > o

} %, n) 3 E% s ngfg en gupposant %A<:n dans ces tro i; derniers cas)
L : : i
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est appelé gegment fermé d'extrémités x st vy (resp. segment ouvert
d'extrémités x,y , segment ouvert en X , ferné en y , segnent ouvert
en y , fermé en x). |

Une demi-droite ouverte (resp. fermée) dforigine x et passant par
y%x peut encors &tre définie comme l'ensgemble des points {(4-p)xtpy ,
avec p >0 (resp. ¢ » 0) ; un segment fermé dfextrémités x et ¥
(resp. un segment ouvert d'extrémités x et y, un segment ouvert en X |
fermé en y , un segment cuvert en y , fermé en x) comme 1l'ensemble
des points {(1-p)x + py , avec 0L p <1 (resp. OU<p<i , O<p <1,
0 £0<1) ; la droite réelle passant par x et y est dite le support
des demi-droites c'c origine x , passant par y , ot dee segmentis d'extré-
mités %z et y . Sur une argi;e réelle D passart par x ;, il 7 a d@uz
deri-droites fermées (resp. ouvertes) dlorigins x et de support D ;
gi y est un point de D distinet de x , lfune dfelles est 1'ensenmble

des points (4-plxtpy pour g =0 (resp. p >0) , liautre l'snsenble
(feep. PLO)
des points (1-p)xtpy pour p < é&”ﬂigs d@&f demi-droites sont dites

opposées. Dsux demi-droites fermées parslléles sont dites de ﬁeme sens
si ls translation gui awéne liorigine de l'une sur celle de l'autre les

fait coincider ; sinon, elles sout dites de gens contraires (la trans-

letion précédente amaﬂant liune d'elles sur liopposés de llautrs).
Toute application lindairse (réelle ou complexe ) ds E dans un espace
vectoriel F transforme uce demi=éraiﬁ®-{eu¥arta ou fsrmée) en une deni-
droite de ufme espéce, un segment en segmsnt de n8mne espécs.
Bemsroue. Dens l'étude des espaces vecloriels par rapport au

,
S

corps (© des nombres campl@xegs et de leurg variéités lindaires

4

{réelles ou complexes) est comprise cel des espacss vectoris
par rapport au corpe R ; en effet, un tel espace E peut toujounm

dtre considéré comme gous-espace vectoriel résl d'un espace
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vectoriel par rapport & € . I1 suffit de comsidérer; sur
l?ensemble E x B , la structure d'espace vectoriel par
rap;}ort a Cdéfinie par les relations (L x, Ay)=Ailx,y) sl
A est résl, et i(x,y)}= {(<y,x) ; E est isomorphe au sous-
espace vectoriel réel de ExE formé des points (x,0).

ensembles cerclés : indicatrices. Définition 1. Un

engenble A dans unp espace vectoriel E est dit 6toilé par rapport &

un point xgéﬁ, si, guel cue soit x€A , le segment fermé d'extrd-

nités zé et % est contenu dans A (ou encore i quel gue soltl €A

le point (‘%=g}xc+gx appartient & A pour tout p tel que 0= < 1).

Soit £ une spplication linéairs'(réail@ ou complexe) d'un espacs
vecioriel E dans un'espa@e vectoriel F ; 1'image directe par f d'unme
partie de 5 , étoilée par rapport & %, 5 ©8t un snsemble étoilé par
rapp@rt & f{x ) 5 llimege récipraque par f d'une partie de F étollése
par rapport & un point ag , es8tl un ensembla étoglé par rapport &
tout point de %{X9 :

En particulier, la translstion ‘x-%§z«xe trapsforme un ensemble
étoilé par raepport & %, en un ensemble &toilé par rapport & O .

=

On peut donc se borner & étudier ces derniers. ‘

Soit done A un ensemble étoilé par rapport & 0 , et x # Q un
point guelconque de E ; l'ensemble des valeurs_ positives da t telles
que tx€4 est un intervalle d'origine O , femé_' en O , ouvert ou
fermé suivant les cas & son exirémité ; soit €, cetle exirémitsé
(0 £t s+ oo ). Posons pé(@):@ - p&(x)s‘%/tx si x#0 i(ai =0,
QA'{X):%“ oo }); la fonction Py s ainsi définie dans E , est appelée
l'indicatrice de l'ensemble étoilé A . L'ensemble A contient l'en-

&

1 -1
semble p‘é( gﬁs i E} @t B8t contenu dans l'engerble p%{, {G;‘?}} .
< N : 5
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ces deux ensembles sont étoilés ; les points x£0 de l'ensemble

”éA({b,1£) sont dits points internes de A ; ils sont caraciérisés par
le fait qu'il existe A >1 tel que AxeA . On appelle gogue de A
l'ensemble ’%A(1).

Il est clair gue, pour dk‘>?O 5 .pA{_k x) = ),pﬁ(xjc
Défipition 2. Une fonction numérigue p définie dens un espace veclo-

riel E est dite positivement homogdne si elle mmk satisfalt sux

conditions sulventes : 1° p(x) 7> 0 gquel que soit z€E ; 2° p(0)=0 ;

_gue soit A >0, plAx) =Ap(x).

Ltindicatrice d'un ensemble étoilé par rapport & O est donc positi-
vement ﬁomegén@,m Réciproguement, soit p une fonciion pgaitivement
 homogéne délfinie dans E ; ifout ensemble contenant j\ O if‘ et cantsau
dans pé[? 1 ) est 8%oilé par rapport &4 0 , et p ezy son lnuécatr;ceo

Un ensambla A étoils par rapport & O est dit &quilibré si som indi-
catrice est finie en tout point de E : cela revient & dirs qus l?;n-’
tersection dé toute droite réslle passant par O ot de A contient un.
Bagment @uvert auguei appartient O .

Soit £ une appllcatieq vectoriell le d@ E dasns un 6space vectoriel F
et s0it A un sougeensembéa de B , étcilé par rapport & O .

81 y est un point guelconque de F , la borme supérieure des valeurs
de 4K > 0 telles que .ﬁ éi%ﬁ; est lz borne supérisure des valeurs
de A pour lesquelles il existe un x tel qus AZEA ot flx) =3
Autrement dit, l'indicatrice g de £{A) est donnée par la formule
aly) = ig? p{x). 11 en résulte en particulier que, si x est point

bé&_(if} :
interne de A , f£(x) est point interne de £(A) ; st r

2

8
si y est point interne de £(&} , il exisie un point interne x de A

tel que f£(x) =3 .
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inversement, si B est un sous-ensemble de F » ©t0ilé par rapport
& llorigine, et § son indicatrice, 1'indicatrice de "%(B) est la
fonction composée g of : car ls relation A,xéa%{ﬁ) est éguivalente
a4 Lf(x)eB .
Définition 3. Un eggggbie £ dans un espace vectoriel E est dit

Serolé par rapport & um point x si, guel que solt x A , le point

(?=p)xéf 0x gppartient & A guel gus socit le nombrs complexe g tel

ug !gg <1 - .

51 £ est une aspplication lindaire complexe de E dens F , elle

transforme tout ensam&ia gcerclé par rapport & %, €n un ensemble
cerclé par rapport & f{xc}e Inversement, si une partie de T est
'cerclée par repport & xé‘; son image rec;praoue var £ est gercliée
per rapport & tout point de  +(x

' On peut se bormer A comsidérer les ensembles cerclés Qar Tgpport
80 .

z

Un tel ensemble A sst aussi St0ild pPar rapport & 0 ; son indicatrice

7

P, ©st lcl homogéne, c'est-a-dire que QA(A;K) } g {x), quel qus

Py
soit A compiexe et %0 o suffit pour ls voir de remmraaar gus,
8l y=8x, oh e est n nombre complexe de moduls 1, la relation
txeA (% positif) entrafne, d'aprés la définition 2 , texec 4 clest-
a-dire tyed , et réciproguenent, dong. yfiaz) z'p (z).

Inversement, si p est une fonction positive homogéne défigi@ dans
E , les ensembles §(£§ ?E) et a(&? ié} sont cerclés ; at tout ensen-
ble cerclé cgnt@naaa is Premisr de ces @asemb’a $¢ contenu dans
le second, e pour indicatrice T

Le réunion et 1'interssction d'une femilie d'ensembles étoilés

oilés

L'

resp. cerclés) par rapport & U sont encore des enssmbles &
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- (resp. cerclés) par rapport & O. Liindicatrice de la réunion (resp.
intersection) d'une famille d'ensembles étoilss paf repport & O est
l?enveloppe inférieure (fegp. supérieure) de ls faomille des indica-
trices de ces ensembles.

81 (F;) est une famille d'espaces ?act¢riels et A_ un ensemble
ét0ilé (resp. cerclé) par rapport & O dans E i §j§&¢ sat 6toilé
{(resp. cerclé) par rapport & O dans ?;?E; , comms intersection des
ensembles &toilés (resp. cerclés) ﬁ%@ (ﬁ%) ; cetie remsrque monire
enr outre que, si p, est l'indicatrice de A©,3 1tindicatrice de & est'
lienveloppe supérisurs des fonctions composées ptagxg . Bn pa_ti@?ii
x = (zg ne peut 8tre point interne de A qﬁa si, pour tout €{3 X
est point initerne ds A& ;

On déduit de 18 gue, si A et B 3ogt deux enaeﬁ@les}ét@ilés par
rapport & O dans un espace vectorisel E , ﬁ.A.%;&E est aussi 6toilé
'par raepport & O , guels que solent les constantes réelles ‘i ; B
en effet, A x B est étoilé dans ExB , et (z,y)—»Az+tpy est
une application linésire de E % £ dans E . En outre, pour quﬂun

point z e¢AA+ B soit point interne de cet emsemble, il est néces-

F~

saire gu'il existe un couple (x,y) de points zeh , y¢ €B. tels que
= Az + uy et gque x soit point interne de & , et y point interme
de B .

Epsenbles convexes. Définition 4. Un ensemble A dans un espace vectoriel B

est dit convexe si, guels gue soient les points X,y appsrienent & A ,

le sogment fermé dlextrémités x el v est contenu dans & .

Cette définition équivaut & la suivante : un ensemble est convexe

: 571l est 6t0ilé par repport & chacun de ses points.
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Si £ est ume spplication linéaire (réelle ou conplexe) de E dens F
1'image directe par f d'uns partie convexe de E est une partie convexe
de F ; l'imsge réciproque par f d'une partie con?ex& de F est une
partie convexe de E .

L'ensenble vide est convexe ; il en est de méme de 1l'ensemble
réduit & un é&lément.

Toute variété linésire, toute demi-droite, tout segment, est convexs
en outre, d’gprés le caractérisatign des intervaelles sur lg droite

numérigue (Top.géné.B, ¢ ), les seuls cencembles convexes non vides
s S 3

e
o
e
e
L
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& o
&
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sur une droite réelle sont la droite tout e
et les segments portés par ceiis dro
Conszdar@ng un epsemble convexs 4 egﬁﬁanaat l?@;iéiﬁé 0 , et 80i%t
gﬁ l‘inéicatrice.&@.g par rapport 40 ; la f¢§@¢ien p. satisfait &
17inbgalité | '
(1) _ p,{xty) < p,(x)+ 2 (¥)

- L?imégalité'eat évid@aie gi 1'un des nombres ‘pﬁix}g pﬁiy}' est
infini ; sing»A cient a, b @snx nombres posl Lifs tels que a }»pa{x}g
b>p§)£y} ; on a donoc x/@. eA , y/b €4 , et, comme a/&m-'b} ;%Q,
b/(a%b} >0 , le point (3¢y}/ ”3} appariient au S@gm@n% farné
dlextrémités x/e , y/b , dome & A par hypothése ; per sulte, on a

(zxty) € atb , et comme a et b sont arbitrairement voisins de- Pl (x)

A

et pA€3§§'oa en déduit éa}g

Définition 5. Une fonction pesitivement homogéme p définie dans un

et

25p8acse vectorisel E est 41

e convexe si, guels que solent X et ¥
dans E , on & plzry) < plarols
Houg venons de voir gue ltindicatrice par rapport & O dfun ensenm-

ble convexe contenant O , est une fonction convexe. Léciproguement,




=g
soit p une fonction convexe ; l'ensemble %([p 1[) et l'ensemble
p(l@ 1)) sont convexes, comne il résulte de 1l'inégalité
pltx+(1- t)g)<tp(x)+(1=t)p(y), valable quels gue soient x et y , et
quel que soit t dans }0 1[

En outre, l'ensemble V = %(0) (clest-a-dire l'ensemble des droites
réelles homogépes contenues dans ”é([b,a)) ) est un sous-espace
vectoriel réel de B , car, si €V , AxeV quel que soit A réel,
et si x et y sont des points de V , plxty) g p{x)+p(y)=0 , d'ots
p{xty)=0 , clest-a-dire xﬁyéifg 81 en outrs p est homogdna, V est
un sous-espace vectorisl complezs.

Si &c:p(i‘gﬁw} on a z%yef%{gp {l quel que soit yeV , en

)
vertu de la relation p(xty)<plxlp(y ) @{x} .

g.,_s
Pt
fj’,
Q"
c:‘%"
&
o]
=]
&
>

8i W est l'intersectiion de l'ensemble p i? ;3} et d?am sous=-68pacse

vectoriel supplémentaire de V , il existe une application vectorielle

A
J
V.

biunivogue du produit V1% sur “é(E@,ﬂ :
Exemple. La distance euclidienne d(0, X ) de l'origine au point X
est une foﬁcticn}cgnveze dans l'espace numériqus ggﬁ ,‘eonsidéré
comme espace vectorisl résl ; toute boule ouverte ou fermée est
donc un ensemble convexe dans 5%3
Hemargues. 1) sur la droite numérique, considérée comme e=pace
vectoriel réel, les seules fonctions positivement hoﬂ@g es sont
de la form@'suiﬁauta . plx) = agzi pour ‘x >0 , ‘plx)= b%zg
pour x €0 , a et b étant deux constantes positives distinctes
ou non. On vérifie aisément gue ces fonctions sonl gopvezes.
2}VS@iﬁ‘f une application vectorielle (réelle ou complexe)
d'un éspaCs vectoriel ® dans un espace vectoriel F, et soit p

une foncticn convexe définie dans F ; il est clair qus la
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fonetion composée peof est convexe dans E . En particu- |
lier, d'aprés la remarque précédente, si £ est une forme
linéaire (réelle ou complexs) dans B , ‘fl est une
fonctién convexe dans B {elle est en outre homogéne
guand £ est uns forme linésire complexs).

Soient x1,x2;,,°,xn n points d'un ensemble convexe A ; le point

X = jfﬁt 1%55 ot les ti sont des nombres quelcongues de 1?1ntervall@

[9 {Yﬁz tels que Zﬁ B=1 appartient encore & A . La proposition

résulte de la Qéfinltian 4 pour n=2 ; démontroms-la par récurénes :

en supposant tnfi (sans quoi la proposition est évidente), on peut

: "4 i
écrire Xs(?wt.)y+t X -, 8V8C J = Eittlxi/{1mtﬁ}3=d90& la proposition,;
=2 . %

¥y appartenant & & A par hypothése. ; . ;
|
Toute intersection d'ensembles convexes est convexs (ce qui équi-

vaut & dire que l'enveloppe supérieure d'une femille de fonctions

gonvexes est une fonciion convexe} 5 @n paxticuiieé, llintersection
d'un ensembxe convexe et d'une droite réells est, soit 1'ensemble
vide, soit la droite tout @ntiére, s0it uune demie&r@ité; goit enfin
un segment. . ' .

Etant donnée une partie guelcongue A de B , il existe donc un plus

petit ensemble convexe contesant A ; on l'appslle enveloppe COnvexe

de 4 , ot on le note K(4) ; on dit énéoreiqu@ E(4) est engendré
par & . 1l est clair que Kfﬁ) est contenu dans la varié%élcinéair@
g(A) engendrée pari&_, 301f t—> X, vne rawréaenﬁaﬁidn pa?&mé trigque
d@'A'a@ moyen d§uu emg@mbla a?luﬁ&ca 1’5 g(g} @s; i-@hu&@h@ & 1'en-
senbls des points x = 2; t.x, , ot les ti sont des nombres de
l*lntervalla {P ?) ‘ nuls é l'exception d'un nombre fini d'entre sux,
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| et tels que zZﬁ t, = g ; 8t les x des polats guelcongues de A ;

en effet,;g(A) doit contenir l'ensemble de ces points, et diautre

part on voit immédiatement que cet ensemble est convexse.
11 en résulte en particulier que l'envsloppe convexze d'un
ensemble cerclé par rapport & un po;nt %, est encors un
ensemble cerclé par Trapport & x, -

81 (F;) est une familie d'espaces vectoriels, et A, un ensemble

convexe dans F, , '[F'A& est un ensemble convexe dans ngfl !

comme il résulte de la propriété analogue pour les snsembles étoilés ;

on voit de méme que, 8i A et B sont convexes dans B ,_A,A + 1B

est encore un ensemble conv&xgg quels Quﬁ goient zﬁ;et A réels.

éEE 81 A cantient liorigine et est COnvexs, 0L Temarquera qﬁa'
Ath = 24 ; cette relation est inexacte lorsgue A est un
enae¢ble étoilé qu@leongue @m a seulement slors la relation
2A c A+h ; il peut méme se faire qu'il n'existe auvun nombre
A>oO tel gue A+A C Aa ; c'est le cas, par exemple, pour
l'ensemble étoilé défini par la relation Exyg <1 dans
le plan numériguse E%Ze
31 A est un 3nsémble convexe, l'ensemble B des demi-droites fer-.

mées dlorigine O , passant par tous les points de A , est convexe.

En effet, les points de B sont ﬁe ld. forme Ax ; Bvec ﬁ. s XEA

soient Ax » BT @am de cegs poinis, e.;: p un nombre quelc@nqué de

'(é;),‘i] : le point Apxt(i-p) wy peut sfécrire sous la forme

a(oxt(1-0)y) , avec & »0 , 0 £ ¢ <1 ; il suffit de prendre

: o =0 A+(i-p)p , 8t o= gzﬁ/(sﬂﬂ"{‘%@}we |

Le théordme do Hahn-Banagh. Soit H un hyperplan réel homdgéne dans un espace

vectoriel B . L'espace qguotient &/H est isomorphe & R {(considéré

conme espsce vectoriel regl ). Les i.mam«;s Téciproguses, paﬁ’ Nag@l%;am
on
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canonique de E sur EfH , des intervalles LO,+00£ et} - oo ,O)

sont appelés demi-espaces fermés déterminés pur H ; les inages

réciprogues des interv_alles}()ﬂ 00[ 5 }» oo 30[ sont de méme appe-

l1és demi-espaces ouvertg déterminéds par B . 81 D est une droite

réelle homogéne supplémentaire de H {‘c:'estwé=dire non contenue
dans B), et x fo un point guelconqgue de D , tout point %¢ B se
met d'une maniére et d'une seule sous la femme yoix, , avec ven
te R ;: 8l E, (resp. E,, Ef, Eé) désigne l'ensemble des points x
tels que © 20 (resp. t<0, t>0, t<0), E, ot E, sont les
demi-espaces fermés, Ei et 2’% les demi-espaces ouverts, déterminés

par H .

Une partie A de E est dite tout entidre d'un mbme ¢dté de H
{(resp. strictement d'un méme cbté) si elle est contenuse dens un
deni-sspace fermé (respu ouvert) déterminé par H . Deux parties

A,B de E sont dz.tea d’m men@ c8té (resp. strictement d%m néme

coté) ds H si A U B est e.?un néme coté (map s‘bri@témmﬁ: d'un
mmme c@ta) de H . Bau.x par*i@s A,B de E 5on~. dites géparées (V"@apv
stricuament geparées) par H ; 81 glles sont coxztemes dans deux
deni-sspeces fe.meg (mgp guvax'ts} distincts, ciw.a:mz,zxeg gm,r 0

Pour que deux poipts x,x! sgient_gép@'és {reapo strictenent.
séparés) par H , il faut et il suffit que le segment fermé
(resp. eumm) @?extrémi‘ééa %, ' rencontre H ; en effet tout point
de ce segment est ds ls forme

| = (1-p)ptoy! +((1-p)t + ptt)x, _

avec ¢ 6( j éresp o é]@ 4 E} 2 p@m* cﬁ,,u’ 0 puisse avolr
(1-p)t+pt!=0 , il faut et il suffit gue 1t' £ 0O (resp. %t' < 0).
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Il en résulte que les demi-espaces (ouverts ou fermés) déterminés

.paer H sont des ensembles gonvexes.

Ces définitione et propriétés s'étendent immédistement sux hyper-
plans réels pon homogénes, & l'aide d'une translation.

Si un ensemble A étoilé par rapport & un point %, est tout entier
d'un méme coté d'un hyperplan H ne passant pas par Xy s
pas de points internes de A , et réciproquement ; en ménéral si une
variété linéaire V pne passe pas par Xq et ne contient pas de points
internes de A , on dira qu'elle pe pénéire pas dans & ; cels égquivaunt
& dire que, dens la variéié lindaire W angandréé par V et Eg s l'en-
semble étoilé A NW est d'un méme coté de l'hyperplan V .

Théordms 1 (Hahn- anach},lgg;t A un ensemble convexe éauilibré par

rapport & un de ses points e , ot soit V une veriété linésire réelle

ne pénétrant pes dane A ; il existe un hyperplan réel H contenant V

et tel gue A soit tout entier d'un méme coté de H .

Dens cet énoncé, il faul entendre que A est considéré comme ensem-

ble étoilé par rapport & a ; 1'hypothdse que A est éyuilibré entraine

que V ne passe pas par a , et par ailleurs que la variété lindaire
engendrée par A est 1l'espace & tout entier.

On peut évidenmment toujours supposer, & l'aide d'une translation,
que V est homogéne. '

La démonstration procéde sn deux etapes

1) Cas o& E est un gspace vecnariel a deux dimeﬁsjen@ réglles.

Les nyp@rplans gsont ici les dw@ites real 7241 n'y 8 ée démeasm

tretion & faire qgue lorsque V est réduit &4 l'origine, ce pglﬁt nﬁéuan%

pes point interne de A par rapport & af0 , par lghyp@thésa.,

H ne contient
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Soit B l'ensemble convexe formé des demi-droites joignant O aux
points de A ; cet ensemble est équilibré par rapport & a, et O n'en
est pas ﬁoint interne ; il en résulte que B est distinct du plan B

tout entier, et par suite ne peut contenir deux droites concourantes.

Lemme. Si B contient une droite homogéns D et un point ¢ non gitué

sur D , B est identigue au demi-plan f@;mé déterminé per D et

contenant ¢ .
En effet, si b#0 est un point de D » B contient tous les points
Bb + yc , avec y 20 , d'aprés sa définition ; si en outre B conte-

ngit un point @b + yc avec vy L 0, i1l contiendrait la droite I

Joignant ce point & l'origine, donc deux droites comcourantes,
centrairement & 1l'hypothése.

 Soit alors € une droite passant .par a , mels nom par O ; sorn inter-
gection avec B contient un segment ouvert é&quel.apparzient-a-;iaous
distinguercns deux cas. |

&) GC B . Soit &' la-paralldle & G menée par O , b#0 un point de
G'. B est contenu dans le demi-plan fermé détérmimé per G' et conte-
nant & . Sinon, il existerait un point am + BbEB , avec o L0 ;
la droite D joignant O & ce point coupe G au point a +.§ b, gui
&pp&ftiem% doonc & B ; par suiie, les deux droites concourantes D et G
seraisnt comtenues dans B , contrairement & l'hypothése.

b) GNEB est un segnent, ou une demi-droite. Soit h%a' une de
ses extrémités (si c'est un sggméat) ou son origine (si c'est une
aemi?draite), 2o0it G' ka droite Jolgnant O &b ; B est contenu dens
le demi-plan formé détermins par G' et contonent & ‘

En effet, désignons par ¢ la seconde extrémité du 5@gmen£ G OB

lorsque cette intersecltion est un segment, par c¢ ls différence a-b ,




. =15 =
lorsque G N B est uﬁgsgizite. 11l est immédiat que B contient tout
peint Bbtye , pour B>0, Yy >0, et ne contient aucun point
Bb + yc , avec B >0, y <O . '
En effet, si G M B est une demi-droite, G N B comtient par
définition tous les points b%gAc avec A > 0 , donc B contient
les points ,M-(b-hAc) avec L 0 ; GMN B ne contient asucun
point bt .A c avec A < 0, donec B ne peut contenir gucun
point W (bt Ac) avec .A.<O “>ao.
8i GNEB est un segment, il contient tous les pointe
pb+(1-p)c , avec 0 < p <1 , &om@ contient tous les points
A_(pb+(1fp)c) avec'4{>>o y U . <pic 3 BT, %eela que soiant _
B>0,vy>0 ,'il existe A >0 , et p tel que 0 <p< 1
vérifiant B = Ap , v 3;A(?wp)o On voit de méme que B ne peut
contenir de points fbtye avec B >0, y < 0 , parce que
G M B ne peut contenir de pointg eb+(1-p)c avec p > 1
Pour démontrer notrs proposition, 1l suffit de voir que 3 ne peut
contenlr aucun point de la forme Bb + ye » avec B <0 , vy €0 .
Comme B contient le point d = -(Bb+ye) , il contiendrait la droite
D Jjoignant ce point & l'origine ; meis B contient aussl des points
strictement séparés par D (par exemp169 les points a +‘% C: a=-$ c,,
dfaprés le lemme B serait le plan entier, contrairamant a 1'hypothése.
2) Cas géBQQQQ,AS@L»'ng l'ensemble des varidtés llaaaixeﬁ h@mﬁgémes
réelles contenant V et ne pénotrant pas dans & ; grdonnong ’ZE@ pér
inclusion. Il est clair que la réugian deg variétiés linéaires appar-
tenant & une partie totalement ordommnée de 7T , est encore ume
variété linéaire appartanamt a W ; autrement dit, T est inductif

(Bne. R, $ 6). Le théoréme de Zorn montire par suite que (U6 posséds
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un élément maximel H ; 134théorém9 gera établi sl nous prouvons gque H

&

est un hyperplan réel.

Supposons le contraire ; comme A est équilibré par rspport & a ,
aucun ensemble de U ne contient a ; soit K le sous-espace vectorisl
engendré par a et H . Dans cet espace, H sst un hyperplan, ls drolte
D Jjoignant O et a un sous-espace vectoriel supplémentsire de H .

Comme X n'est pas l'sspace E entier, il existe une droite D' passant
par O et non contenus dans K ; soit X' le sous-espace vectoriel
engendré par K et D' , et A' l'ensemble convexe intersection de A et K'.
Dans l'espace K', le plan P Qngandré par El@t D! est supplémenteire
de H . autr@ment dit, tout x €K' se met, diune meniére et dﬂgn@ seuls,
sous la forme Plx)rg(x) , avec f£(x)EP , g(;«:}@ﬁl . La f‘oméi@m £ est
linéaire, donc 3B = 2(A1) ost convexe dans ¥ , el éﬂuiiibré par rapport
& 2 ; en cutre O = “(h) n aat pas pobnt interne e B , Il existe donc
d&ns P une droite L” passmnt par 0 ; et ne péué trent pas dans B : 1a
vari té lipeaire H? @ag@u@rée par H ot D" n'est pas{idenﬁiqu@ & H et
ne pén stre pes dans A' , Bi a‘forti@ri dénﬁv& ; H ﬁé éarait donc pas
un élément maximal de 011 @émtréirsméni & l'hypothese.

. - C.Q.F.D.

Remargue. Si un enssmble convexe A est équilibré par repport

é un de ses g@iﬂtﬁ & , et 8i ¢ n'est pas un point interme de A

par rappoert é un guelconque de ses points b , ¢ ne peut étre

point interne de A par rappert &4 & . Eo uffﬂt on pesut supposser

a=0 ; par hypothése, il @xisﬁe A>0 tel Que “ Abea s 8l e
4

était point interne de A par rapport & O , il existerait M > 1

: . % e
tel qgue Jc€A ; ls point 4 = ppe-A{i-p)b eppartiendrait

£
£
m
in
(=
&0
s
£
&
[$
g»...
2
£ s;
53]
&
E-.,.‘m
(s
@

@[Q;%,'; or, si on prend
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p;(1+.}k)/(y.+.l), on a bien O0<p<1t , et d = btolc-b) avec
g = (}U'* A,M)/(/L'!' A) 71, contrairement & 1'hypothése.

81 en outre ¢ est un point de la gogque de A par rapport &4 b ,
c'est aussi un point de la gogue de 4 par rapport & a .

En effet, pour p et ¢ dans [p,1] s 1@ point

, d = plobH(1-c)e)- A{4-p)b .

appartient & A ; prenons ¢ = /()1 +0) ; omn aura d = ae , avec
a = Lﬂeuﬁa)/{ﬁ,+@}, et pour ¢ suffisamwent voisin de 0 , & est
aussi voisin de 1 qu'on veut. |

On voit donc que, lorsq&&vﬁ est éguilibré par rapport & un
de =es pbimts'a , et gulune variété linéaire ne @onti@g% sucun
point interns de A éelativement & un point b de A , elle ne
contient pas non plus de point interne relativement-é_@ ; lors-
gu'on dit qﬁ”alle fne pénézra pas” dans A , il est donc inutile
de préciger-par rapport & quel point et le ithéordme de Hshn~
Banach lui est applicabieo ‘

pul

s peth o

On appelle hyperplan d's

d'un ensemble conveze A &quilibré
par rapport & un de ses points a_; un ﬁyperpl&n c@ntemén% au
moins un point de la gogue ds A par rapport & a , et ne péndtrant
pes dans A (done tel que & soit tout entier d'un méme coté de
lﬁhyperplag) ; ie théoréme de Hahn-Benach a en particulier
pour congéquence quéﬂ par toute variété linéaire réelle ne
pénétrant pas dans 4 et contenant un polnt de la cogue de A ,
pPasse un hyperplan d'appuil de 4 . I1 peut natursllement passer
plmsiaurs hyperplang d'appul, et m@me une infinité, per un point
de la cogue d'un ensemble convexs 6guilibré & ; lorsqu'il ne
basse par un tel point X qugggggggg hyperplan d?app&ig_@n_dit

que A est gtrictement convexs au point X, ; & est dit
% 7 St = : s g
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strictement convexe s'il est strictement convexe en tous

les points ds se coqus.

Corollaire 1. Soient p une fonction copvexe finie définie dans un

réel de B , f une

espace vectoriel E ,
forme lindeirs réslle définie dans G et telle gue £(x) £p({x) en

L

tout point de G . Il existe une forme linéaire réells f définie dans

prolongesnt £ , et telle gue F(x) < p(x) en tout point de & .

En effet, on peut supposer que f n'est pas identiquensent nulle
{sans quoi la proposition est trivisle). Soit V la veriété linésirvs
définie, dans G , par la relation £(x)=1 ; on a douc plx) >
tout polint ds ? ; autrement 4it, si & est lﬂs“g@mble COonvexe yiégpﬁg},
Y ne pénétﬁe‘pgs dans A . Cémm@ A est équliibra par rapport & O, onm
peut appliquer lé‘thécréme da'aahnnganach : 11 existe un hyperplan
ré@i H passant par V et tel que y:S 5a;t u@ut @nt&@r du méme coté de H .
Scit T la forme linéaire réeLlﬁ déflnjo dans F , et tells que F(x)=1
sur H ; commea dans le sousnaapacp g,V ast un awpernlan sur lequel .
le restriction de ? et T a@ng égaiesg on & ffx)“fxx} en tout polint
de G ; enfiny comme le p@;nt o appartlent au demi-espace fermé
F(x) €1 , ce demi-espace contiené A ,'ﬁutrement aiﬁ ‘?(x} 3>%
entrefne p{x) » 1 ; en particulier, Flx)=1 entraiae p{z }

.d@o&3-®3 vertu de l‘hoﬁogénéi%é &@‘?gat de p , %(x) g p(z) en
tout point oh ?{x} >0 ; et comme sux sutres points de E , on a
F(x) €0 <p(xz) , la proposition est démonirée..

Bemarque. Ie théordme de Habn-Banach s'applig ue en particulier

lorsque la veriété V pe rencontre pes l'ensemble convexs 4 ;

mais cette hypothése supplémentaire ne permet pas diaffirmer

gufil existe un hyparpiaﬁ passant par V et ne rencontrant pas A
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(analytiquement, 1'inégalité stricte f{x)<p({x) en tout point
de G n'implique pas l'existence d'un prolongement linéaire 1
de £ & E tel gue F(x) < p{x) en tout point de BE). Si on
considére, par exemple, dens l'espace Rg, i'ensemble convexe A
formé des demi-droites fermées joigpant le point (9,09%) aux
points de l'ensemble convexe défini par les relstions x 20 ,
Y70 , 3y »1 , z=0 , la droite y=0, z=0 ne rencontre pas 4 ,
meis le seul plan passant par.cetie droite et ne pénédirant pes

dens A est le plan y=0, qui rencontre 4 su psint (0,0,1).

Corollaire 2. Tout ensemble convexs A éguilibré psr reppori & un de

ges gointsva et contenant ss cogue par rapport & a , est identigue &

llintersection des demi-espaces fermés le contenant.

11 suffit de voir que tout point x de cetle intersection eppertient
& A ; or, dans le cas contraire (en supposant, pour aimnljfi@rg a=0),
11 existerait AA<<i% tel que ls point Ax appart&an 1e & la coque de A ;
par le pciﬁt Az pasgeralt dgnc un nyperplan.xee; ﬁ asvcgﬁt@namt_pas
O , et tel que A soit contenu dans le demi-espace fermé déterminé par

H et contenant 0 ; or, ce demi-espace ne contient pas x , contraire-

ment & 1'hypothése.

Mémawfini@$wdéfinle

dens un espace vectoriel B , & un sous-espace vectoriel complexe de

E , £ une forme linéairs complexe définie dans G et ell@ gue

%f(x)i < p(x) en_toub point de G . Il exigte une forme linéaire

@9mplexa_? défipnie dans B , prolongeent £ , et tells gue Efay)? < plx)

en tout point de & .

En effst, seit g = ng ; & est une forme lipéeirs réslle dens ¢ ,

=

et on 2 g(x) < p(x) en tout point de G ; d'aprés le corollairs 1

du th.1 , il existe donc une forme linésire réelle g , prolongeant de g
; i a k ,
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telle que g(x)< p(x) en tout point de E . Posons F(x)=g(x)-1g(ix) ;
f est une forme linéaire complexs, qui prolonge fak,etons .
gﬁ,f(x) < p{x) quel que soit x ; d'aprés l'homogénéité de p , on en
déduit, pour tout & tel que |e| =1, gg(@f(x))zgﬁf(ﬁx)sgp(ax)sp(x);
dfol } f{a)%~< p(x) .

Cette proposition correspond, dans le cas complexe, au corol-

leire 1 du théoréme de Hahn-Banach ; is propesition qui

correspond au théoréme de Hahn-Banach lui-nméne est la sui-

vante : gi A est vn ensemble convexe éguilibré par rapport

& un de ses volnts, et V une variété linésire complexe ne

pénétrant pas dens 4 , 11 existe un hyperplen complex 9 H

contepant V et me péndtrant pas dans & .

En effet; supposons V homogdne ;’ii existe un hyperplan
rée) H' contenant V et ae péﬂétranﬁ pas dens A ; soit £{x)=0
son éqaation; @t'ﬁw 1'hyperplan réel dféquation #(1%)=0.
H=EH NH est uwn hgmerplaa complexe contenant V et ne
peaétran? pas dans & . ‘ . » |

Proposition 2. Solent & ot B deux ensembles convexes, tels gue 4

soit 6guilibré par rapport & un de ses points & , et _gu'sucun point

;#tegne de A n‘éggartienne & B . Dans ces conditions, il exigte un
hyperplan réel H &égarant A et B . ‘

En effet, considérons l'ensenble € = A-B , qui est comvexe. Si b
est un point quelconque de B , ¢ est 6quilibré par repport & a-b ;
d'autre part, l'origine O niest pas un pointAinzarna de ¢ . Il existe ?
donc un hyperplan réel H' , d'équation £(x)=0, et tel gue C soit tout
entier d'un méme coté de H' ; on peut gupposer par axémpl@ que

4

£(x) > 0 en tout point de C . Il en résulte que, pour tout x e A

&)
ct

et tout yeB , f£(z} > £{3). Posoms a *y%?g f(x) ; o est fini ;
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en tout point x €A , £(x) » o , et en tout point yéB y Hy)<a;
1'hyperplan d'équation £(x) = a gépare donc A ot B
Exercices. 'i;) Soit A un ensemble convexe, B un ensemble guel-
congue contenant A . Parmi les ensembles convexes contenant A
et contenus dans B , il existe au moins un ensemble maximal.
2) Soit A un ehsemble_ convexe, et soit A' la réunion de A el
des coques de A relatives & tous les points de & . ¥ontrer
gue A' est convexs.
Montrer gue l'on peut avoir (A4')! £ A' sur l'exemple
suivant : B est un eepace vectoriel aysnt une base dénombrable
(e,) (2=0,1,...) ; pour cheque 2 >0, on appelle C 1?1@215@1&?}1@
des points ,/ien-;&*(‘zmi/ n) 5/1130 ; ok A et - prennent toutes les
valeurs réelles telles que A>0 » p20 ., At “ <1
A es’;c_ l?.én.samb_le convexs engezidré par la réunion des C_ .
On i“em Yoir que @@§i£§9 , tais ac«ﬁ(‘&}}? :
3) Soit A un ensemble étoilé par rapport & O , ne contenant
aucun point de sa coque. Montrer que si AtA=24 , b est convexe
(on montrers, .pgfrésux‘mme sur n , qua 8l xel . yeA

A contient, pour tout en‘tmr' k tel qxie 0<k <2 , +es points

Ax+ py , pour tou‘tes;es__va,leui’s de A et p satiefaisant
aux inégalités : ' A '
. ochapt . Ggpe kP )
4) Soit A une partie quelcongue d'un espace vectoriel & n

dimensione réelles. Monlrer gue il'snveloppe convexe de A est
: ek o :
2Lt
7]

bz

identiqus & 1l'ensezble des peints %, , ok chacun des

i
gnﬂz}f ~points x, p_gmgum A ,et ol t= ('ti}g <ign paﬁ:@um

;.,,_15"-?31-;16 de R définie per les relations t320 , %—7.; tf'ﬁ :
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(On établira d'abord le lemmse suivant : ei les (n+1) points

X, formnnt un systéme libre, et si =x = 2: t;x, , avec

i
&=0
1,70 , Zﬁ t,=1 , il existe un indice k et n nombres
&= 0
é <1 = °
u; (if#k) tels que 2,70, L%ﬁui.\ ot % z%&uixi_ )
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$a.

Définition 1. Une topologie sur un espace vechtcriel E est dite compa-

tible avec la structure vectorielle complexe (resp. réelle) de cei

space, si elle est compatible svec sa structure de groupe sdditif,

et si en outre elle vérifie lisziome suivent : (%) L &gglicaﬁi@n

(A,x) > Ax de CxE (resp. d¢ R« .Es) dens E egt continue.

Une structure complez@ (resp. ?é@l&@} diesnacs v*cﬁ@ri@l et _uge

topologie compatible avec cetite structure définissent sur E une

structure d'espace vectoriel topologigue complexe (resp. zSel) ;

& ; m&n;'de cetle gtructgre, ?st appélé espace vectorisl t@polg%gggg

conplexe (resp. réel). } .
Exezples. La topologie de @F (rag&:g.tﬂﬁﬁ} sa‘aisfait'é
1'gxiome (L}s ainsi gue nous lfavgné vu en Topologie générale
(eh. ,§ ) ; elle est dome cémpatibl@ avec la 3tr@§§gre
vectorzeﬁle conplexe {resp ‘réelle) de cat @space 5'£§u5

¥8rrons dgaigé@mrs.au 3 que c?ﬂﬁﬁ ia aeul@ topologie

~ Béparés qul possede cette pr@@r été. ‘
11 agt clair qu'uns t@p@¢@gia &cmpatsz@ avee la gtf@@tu& veetoriel-~
le complexe de B egt aussi campau&bﬁe asvec sa structurs réelle .
Dens @éa@ ce Line$ nous étﬁﬁi@r&na les pr@priétég des structurss
d?éap&@a vectoriel topologique gggg;ggg‘; les résuliats .@@r“@%@@ﬂ@&nﬁﬁ

pour les structures d'espace vectoriel topologique résl s'en déduisent,
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ou sfobtiernnent par des raisonnements tout & fait analogues ; nous
: laisserons scuvent au lecteur le soin de les énoncer, sauf lorsqu'il
slagire de prop:iétés spéciales sux structures réelles.
Par un sbus de langage, et pour abréger les énoncés, nous
dirons souvent par la suite "espace vectoriel® au lieu
d'"espace vectoriel topologique complexe®™, chaque fois que
cette manidre de s'exprimer ne préiers pas & confagioa}
Une tlopologie compatible avec la structure vectorielle (complexe
ou réelle)} de B , étant une topologie de groupe abélien sur E , 3

définit une giructure upiforme (ch.III, §2) ; lorsque nous parlerons

t vl

de la structure unifomme d'un espace vectoriel topologique E , c'est
toujours de cette structure qu'il sera guestiocn.
Ltaxiome (L) entraine que, pour tout 3,6E , Ax  est fonction

uniformément continue de A dans € , d'aprés la relation (4 - ,Aé}x@ -

! ' - : : )
)Lxcm)a %X, - De néme, pour tout )%.Gé e ; 1'homothétie X —» A x

est vniformément continue dans B en vertu de A x = .}a x? s;.}t (x-x1).
43 . A o 0 0

1l en résulte que toute homothétie de rapport ;’:@ est un lisomorph

izme
de la structure d'espace vectoriel topologigue de E sur allewmémfa'
(et gussi un isomorphisme de la structure uniforme de E sur allevméme).
En particulier, si A est un ensemble guvert (resp. fermé) dams B ,
Aa est aussi un ensenmbls ouver% {resp. fermé) pour tout )L?%G .

Voisinages de l'origine dans un espacs_vectoriel tonlggiqueo Fous allons

cherchsr & caractériser le filtre ﬁ; des voisineges de 1l'origine danms
un espace vecloriel topologique E . Remarquons d4'abord gue, quels
que soient A€ € . %, €E , on peut écrire

5 };K - J‘f@xos( A- _ﬁ@)(x»% )#ﬁb{xw% )*%»{_}L 5 j&.@:?}‘:.@
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et comme la topolozie de B esst ume topologie de groupe, l'axiome (L)
est équivelent au systéme des trois exiomes suivants :
(L{) Quel gue soit X €E , A.xo est fonction coptinus de A su

Qgént «A- = O ° 4 :
(Li,) Quel aue soit A € €, A x est fonction continue de x au

EOint X = 0 o
(0,0) de CxE.

La définition des fonctions continues (Top. gém., ch.l, § 4) permet

de remplecer les trois conditions précédentes par les conditions

équivalentes :

x €B ; etueluasoi"t Ve 33 , i1 existe

JUE o
a >0 tel gue J\.x €V pour tout AeC tel gue E}Lg%@

(LII Quel que scit Aoé € gt guel que s0it V € ﬁ , i existe
WeL el oque Acvgc;v, " ' |

(L“ J *uelmyuewsoit N € lj il existe '@ € X§ et a >=Q-'t@ls gue

111
J\WCV pour tout Aee tel gue g}\,éga,a

Mgis les deux d@rniéms conditions peuvent g'sxprimer autrement :
(Lgl) signifie que, si Ve [ , Av € I§ quel que soit A%@ , ou
- encore qus ﬂ est invarient par toute homothétie de rapport %@ :
gi maintenant, dans (L7 on pose V! = AW , on voit que V!
’ (i) o pe e ™" 2 -1
o8t un voisinage gerclé contenu dans V ; et réciproguement, l'exis-

t@nc@ d'un tel veisinage contenu dans V entraine Uf; Femarquons

.
11
eneore qaa lorsque V est cerclé %M%> signifie que V est_éguilibré

par rapport & O ; enfin, en tenant compte des axlomes des volsinsages
de 1l'unité dans un groupe t@p@l@gig&@ (Top.gé z; ; ch.I1I, 91), nous

arrivons au théordme suivant :
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Théoréme 1. Si E est un espace vectoriel topologigue, il existe un

sxstéme fondamental Gg de voisinages de 1l'origine, invaerignt par
toute homothétie de rapport #0 ,

(EV) Quel gue soit V€ @Z il existe W€ @5 tel que W+ W C V.
Béciproquement, une base de filtre (5, sur E satisfaisant & ces

conditiong définit sur E une topologie compatible gvec la siructure

plexe de B , et dans laguelle (5 est un systéme

es de l'origine.

yectorielle com

fondamental de voisinag

Remargues. 1) DLes mémes raisomnements, pour une structure
d'espace vectoriel topologigue réelle, conduisent au résulist
suivant ;sle théoréme 1 subsiste, en y remplagant les motis

?ena®mbley cerciés et équilibrés paer rappori g O par

Wansambles ét@i¢esﬁ svmétrzquea et éau?linreg par rapport & 07.

2) On 8 déj& tuiré l”ata@nuian gur le feit que, méme dans un
: groupe Bépare, un ?ngLnag@ da 1 cr&ﬂin@ peut 8tre nop | borné

(Top. gén.,ch.I1I, 21) ; nous rencountrerons par la salte des

espaces vectoriels topologiques géparés oh Ltoul voisinegs de

l'origine contient un sous-espace vecloriel & une infiéité

de dimensicﬁs¢ | ‘ :

323 Soit x'_ag&(x) une application de E dans C , tells gus

_%&(x}é.g k pour tout z dans un voisinasge V ds O ; la fonction

)&(x)ax est continue au polnt %x=0 ; en effet, si W est un

voisinage-queléanau@ de 0 , contenu dams V , pour tout zé&@/k

on a Jlfx} zek. (Wik)=W .




.on peut toujoure supposer que les ensembles de 6

i Db =

Définition d'une topologiec d'espace vectoriel Si 6 est un systéme fonda-
per une famille d'indicatrices. mentel de voisinages de O

dans un espace vectoriel E , satisfaisant sux conditions du théoréme 1

cogue ; car, lorsque V parcourt (& , les ensembles ”gév( E@,'i))
forment un sysiéme fondemental de voisineges équivalent &
(puisquion a V/2 = ,;v( [0,%} )C 2V ), et possédant les mémes
propriétés qus (& . | ’

Un peut en ocutre toujours supposer que l'intersection de deux

snseibles quelcongues de @ (qui est encors un ensemble cercls,

~ €équilibré et contenant se coqus ) appartient & @ .

do :
La donnée # @ revient glors & cslle de l'ensemble @ des

indicalrices des ensembles de @ ; cet ensemble est formé ds fonc-
ticne homogénes et finies ; si p e é . Ape CzJ quel gue éjgit .)L}@ =
enfin, én exprimant que l'intersection de deux ensembles de @
appartient & @ , et qué' @ gatisfait & (LV), on voit que @

satisfait aux deux conditions suivantes :

(LI, ) L'enveloppe supérieure dfun nombre fini de fonctions é@ CE

agg&rt;l,en‘t a @

{Llil) Quelle gue soit pe @ ; 11 exigte o >0gt qe @ tels que

les relatione -a(x) <ae , a(y) <o entraloent plxty ) <1 .
Eee;lproquamsnt considérons un ensembls é@ de fonctions homogénes

et finies, sat;sf‘ai sant aux conditi@as : L};Z) m‘t (A;I,ZZ) : zl est
immédisti que l?enﬁemble @ des ensembles y i ), ok P parcourt .
@- st A parcourt N@nsem‘ble des nombres >0 , @sw’r famé d'ensen-

bles cerclés et équilibrés et satisfait aux conditions du th, 1 ;
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autrement dit, eet un systéme fondamental de voisinsges de O dans
une topologie d'espace vectoriel sur E .

Définition 2. Un ensemble ¢ de fonctions homogdnes et finies,

sgtisfaisant aux conditions (LI;) et (LI;;) est appelé un systéme

fondamental d'indicatrices.

Toute topologie d'espace vectoriel peut donc &tre définie par un
systéme fondamental d'indicatrices.
Considérons un ensemble | de fonctions homogdnes et finies sur

E sstisfaisent uniquement & ls condition :

(L1} ) Quelle gue soit p€ T , il exigte o >0 gt des fonotions
Q4sQ5-0+09, 4o T telles que les conditions ,(zx)<a g_gi{y)<ga

(i=1,2,...,n) entrafnent p(xﬁg}éﬁ .

. On en dédult un systéme f@mdamental d*im@icaﬁrlc@a €§ en prenant
l'ensemble des enveloppes supérisures d'un nombre finli de fonctions
ds I" . On dit que T angéndr@ le systéme fondameuntal § . Si en
outre [ ne éeétiené aucun ccuple d@ fonctions proportionnelles, on

dit que [' est ub gystéme réduit d'indicatrices.

On définit de la méme maniére les sysismes fondsmentaux et
systémes réduits d'indicatrices pour les structures d'espace
vectorisl topologique régl ; il suffit de remplscer partout
"homogéne® par "positivement homogéme et symétrique” .
81 4% est un systéme fondemsntal d'indicatrices dans B ; et 81 on
désign@,par,Vég%;_lg ya¢tia,@a'ﬁ;§$ définié par pl(x-y) £ a les
ensembles V 7 fg:ment un syetéme fondamental d'eniourages d@_la

g
structure uniforme de E .

- : & 0/ ; :
Propeogition 4. Soient %: 5 fg’ deux topologies sur un espace

vectoriel B , compatibles avec la structure complexe de E ,
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et définies respectivement par deux systémes fondamentsux d'indica-

trices ¢, . Pour que ¥’ soit plus fime que ¥ , il faut et il
suffit que, pour toute indicatrice p e @ ; 41 existe g € @l et a>0

tels que plx) < a. q(x) gusl que soit x .

En effet, si ?ﬁa est plus fins gue %f pour mm P e @ et tout
A‘?Q, k1 existe ¢ 652 et u>0 tels que c;;_({@s, w, ‘ : (,i@ } : par
suite, pour tout x tel que pl(x)ZA , on a o{;z‘ 7 b ; ceci entraine
p(x) £ 2‘: a{x) en tout point oh p(x)#0 , st Z’;?iaégalité est évidente
BUX aut:g;s points de E . La réciprogue est immédiate. ‘

Deux systémes fondamentaux d'indicetrices sont dits éguivslents

&

s'ile définissent la u8me topologie sur E ; la proposition 1 permet
dfexprimer la condition pour que @ et {ig sont éguivelents, sn écrl-
vent que checune des topologles € : f@f est plus fine que liautre.

Propbsitign 2. Une topolegie sur un espace vectcxi@l E définie Dar

un gystdme fondé.mental'd’ indi,catriceé c§ » €8t ls moins f}.n@ des

Vtooioi@scomatzbles gvec.la structure vectoriexle ci@ E , et pour

.Lesgualies les foncticns de @ sont continues & l'lorigine.

En effet, il est clair gue les fonctions de (ﬁ ~sont contlnues
au p@iat 0. Réci@i‘oqziement si les fonctions de @ s@m: contiauéa &
liorigine dans une t;opologle f compatibla amc .La structure vecto-
rielle de E , pour tout p € § et tout A>0 p( [@ } )'egtv‘un v—';:oie
sinage de O dans E , ce qui exprime que ‘ﬁ est plus fir;@ gue ls
topologie définie“par le gystéme (E L

81 1e topalogié de ¥ est définie par. un systé_zm@ fondam@mﬁal d’indi-

' @étmaeé <§:> , une c@nditi@n'z;écessaim et suffisante pour que E soit

séparé est que, pour tout =xF0 , il existe une indicatrice p € tell
£ =4 : g 7 Jr : &

Dewtle

gue p(x}%@ ; cela exprime en @ff&b gue l'intersection des voisinagses

i
Gl

o | Sl B ' L
ol [@r/‘k} ) se réduit su point O (Top. gén., ch.lII, §2).
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Remarquons enfin que l'iptérieur d'un voisinage cerclé et éguili-

s

bré de 0 est encore un ensemble cerclé et équilibré ; si on remplace
. les ensembles d'un systéme fondemental de voisinages (6 satisfai-

sant eux conditions du th.1 , par les intérieurs de ces emsembles,

on obtient donc un systéme éguivalent @g/satisfais&nt aux mémes

conditions, et formé d'ensembles guverts. Il en résulte que les

indicatrices des ensembles de (c,  sont semi-continues supérieurement
dens E ; autrement dit, on peut toujours définir une topologie
d'espace vectoriel par un systéme fondamentsl d?imdicaéricés semi-
continuss supériéurament.dans cette topologis.

spaces vectoriels. S0it G un sous-espace vectoriel (complexe ou réel)

d'un espace vectoriel E ; lfaxiome (L) montre immédiastement que

toute topologie compatible avec la atructure dsegpgc@ vgctorielfde

E ipduit sur G une topologis compaﬁible’avec la.sﬁruetur@ d?@ﬁpae@

vectoriel-(ré@lle ou ccmplexe) induite sur % par,ea;;@ de B .

G , nuni de la structure d'espace vectorisl et de la topologie
induites par les structures correspénﬁagtes de E , est dit gous-

egpace vectoriel topologigque (réel ou gomplexe suivant les ces)

de E (pour abréger, on dira souvent "sous-espace vectoriel” au
lieu de "sous-espace vectoriel topel@giqu@ﬁ lorsqu'il n'en résultera
‘pas de confusion). ‘

51 1a topologie de E est définie par un systéme f@naaﬁ@nﬁal
d'indicatrices @ : celle de G est définle par le systéme formé
pér les restrictione & G des fonctions de <@ .

Les tranglations dans E étant des homéomorphismes de E sur E ,

;

on voit que toule yariété linéasire complexe (resp. réells) (munie

de la topologie induite par celle dé E) est homéomorphe & un sous-
: g€ 18 pal : ,

espace vectoriel complexe (resp. réel).
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.-Dans un espace vectoriel séparé, toule drolite homogéne

complexe (resp;.gggggg) D est un sous-espace vectoriel iscmorphe

a4 € (resp. R ).

En effet, soit 9 une application vectorielle biunivogus de (G

(resp. R ) sur D . Les voisinages de O dans B étant équilibrée et
cerciés, l'image réciprogue par ¢ d'un tel voisinage contisanl un
ensexble de la forme i %\é@. (e >0), ce qui montre que ¢ est
continue. D'autre part, soit %0 f 0 un point quelconqgue de e
(resp. R ), et soit x gg!lé } ; comme E sat @ébaré par hypothése,

i1 existe un voisinage cerclé V de O dans E ne cgnteaan* pas X, ;
si U désigne, dans C (resp. R ) 1l'ensemble des points E tels que
}%g i% L @(U) cont;en% le trace sur D du voisxneﬁ@ v done 9 est
bicontinue, ce qui établir la proposition.

Corollaire. Dans un ©5pace vectoriel topologi qus, tout eﬁaembl@

étoilé est connexe.

En effet, si x est un point d’un snsenble A é&oxlé par rapport
& un point a , le segment fermé d?extremiteg a et x est contenu dans
A , et ce segment est connexe, Comme image COntlﬁu@ dlun ense mble
conpnexe deans R :
ggggggnm, L?hypothese de la contlnulté de la fonction A.x
.Pér rapport & l’ansemble des deux variables A ,x , intervient
de fagon essentielle (paﬁ l'intermédieire du th.1) dans la
pr@pcsitigg B On peut en effet donnér des exemples de
»ﬁépolagiés de grg&p@ sur'§% , distinctes de la topologie de
la'droii@ numérique, et pcuﬁ lesguelles le prodult Az est
}csntina par rapport & chacun éas deux argunments, meis non '

: - (%}
par rapport & leur smsembls.
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Espace guotient par un scus-espace Vectoriel. ©Soit G un sous-espace vectorial,;

comﬁlexe d'un espace vectoriel topologique E ; on sait (Top.gén.,

ch.III, §3) que la topologie quotient de celle de E par la relation

. d'équivalence x-y € G , est compatible avec la structure de groupe

additif de l'espace vectoriel quotient E/G . Pour voir qu'elle est

aussi compatible avec le structure d'espace vectoriel complexe de

E/G , il suffit de montrer que 1l'application (A ,x) —>Ax de
C x (B/6) dans E/G est continue. Or (Top.gén., ch.I, $9,th.1), il

suffit pour cela de voir que l'application ()1 yX) —» ),, x de CxE

dans E/G est continue {(x —» X désignant l'application canonigue

de E sur E/G). Meis cette application est composée de ltapplication

canonique de B sur B/G , et de 1l'application ( A , X)) > A x de CxE

dans E , gqui somt toutee deux continues.

E/¢ , muni de sa structure d'espace vectoriel quotient de celle

de E par & , et de la topologis quotient précédente, est dit espace

vectoriel topologique guotient de E par ¢ (pour abréger, on dira

souvent simplement "espace vectoriel guotient”, si aucune confusion

n'en résulte),

= °

Rajsonnements el résultats analogues lorsque G est un sous-
espace vectoriel réel ; 8i G n'est pas sussi un BOUS-88D8Ce
vectoriel complexe, on ne Géfinit ainsi sur B/G qu'une
structure d’espace vectoriel topologique réel.

Remargue. On sait que E/G a une structure d'es spece vectoriel

igomorphe & celle d‘un s0ug-66pace vectoriel supplémentaire
de G ; maia il se peut qu'il n'existe aucun scus-espace
vectoriel supplénmentsire de ¢ , et dont la topologle soit

isomorphe & c@lle de E/J &
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Les voisinagés de l'origine dans E/G sont les images par ltappli-
cation canonique x —> x des voisinages de l'origine dans E . Done,
si é est un systéme fondamental d'indicatrices cdans E ;, et 81 &
tout p€ P , on fait correspondré la fonction p définie dans

E/6 par la relation H(X) = inf p(x) , om obtient dens /G , un
; XEx%

ensemble‘cé gui engendre un systéme fondemental définissent la
topologie de E/G .

On sait que, pour que E/G soit géparé, il faut el il sulfit que
G soit fermé (Top. gén., ch.III, ¢ 3,prop.4). Suppesops en particu-
lier que E ne soit pas séparé, et solt N l'adhérence ﬁévl'origine
dans B (intersection des voisinages de 0} ; on salt qus ¥ est un

sous-groupe du groupe additif de E ; il est clair en outre qus N

est invarient par toute homothétie ; donc B est un sous-espace

vectoriel fermé de E . L'espace vectoriel quotient B/N , qui est

séparé, est dit l'espace séparé gssocié & l'espace non séparé E .

Fonctions linésires continues. Soient E et E' deux espaces vectorisls et T

une application vectorielle de E dans E' ; =i A' sst cerclé et

-4
équilibré dans E' par ¢app0rt a 1'or1glne, “(A ) est carcle et
6quilibré dens E par rapgort a l*orlbine ; on en conclat que sl

E' est muni d'une topclogie d'espace vector @1 ilimage réciprogue

de cette topclogienpar £ est gcmpatible avec la structure vactgé

rielle de E . _v - . ‘ ,
Damﬁila éas ok E'est un sous-espace de EY, et T léappli@a=
ticn csnomique de B déns Ef ; on retrouve sainsi quell@ topo-~
logie induite sur E est comﬁatible avec la structure vecto-

riells induite sur B .
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Si ¢@’est un systéme fendamental d'indicatrices définissant la
topologie de E', l'ensemble @ dees fonctions gof , ol g percourt @, -
est un systéme fondamental d'indicatrices définissant la topologise
image réciprogus par £ de celle de E!'. ,

De cette remarque, et de la prop.1, om déduit aussit@t’uaé condi-~
tion pour gqu'une application vectorielle dfun espacé vectoriel '
topologique dans un gutre soit contbinue :

Progosxtion 4 501ent B et P deux es gaces vector;els‘tapolo;__www

B g@s 7 gg_:;.t“_ccntipue_q -:g;;l_ faut et 11 suffit gue,
ar_toute indicatrice q e W , il existe Dcd ot & » O tels
,i”;,géurwtout :;€E - | '
Sl e q(f(z':)) a.p(x)
Si £ est une application vectorielle continue de B dans Eﬁg,Ggéggﬂ)
| est un souseespaeewvectoriel de E , qui est ggggg sl F @st:ggggg;o

Per la décomposition canonigue de £ (Ems. B, §5), on obtient une

appl;cat;en vactowielle biunlvooua et contjah@ g de a/Q gur £(B)

on dit encore que f est un homomorph;sma de E dens F si g”és+ 1

Lsomgr;hism@ de E/&-aur £(E) ; il faut et il suffi’ pour saia que

lﬂimage per f de tout vaisinage d@ O dans E 2 soit un voxsin&gﬁ d@
0 dama P (@f T@E gén., ch. Jli 5} |
T@ut@ epplication V@eborlei?@ continue d'un espace ?@cé;?ﬁel
' t@p@YQ igue B daas un autre F , est en particulier une repr é%@gtati@a

continue du groupe additif de E dans celui de F , ou, @@mmﬂﬁem dit -

o
=
¥
as
(o]
)
&

encore, une fonction additive ceﬂyinka ﬁaigg réciproquene

la pr@prlété sulvante_,
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Proposition 5. pplication sdditive et continue £ d'un espace

vectoriel E dans un espace vectoriel F est sussl une appiication

vectorielle réelle de E dang F : c'est une appiication vectorielle

complexe do B dang F si elle satisfait en outre & 11identite
£(ix) = if(x): .

En effet, de l’identité P(xty)=£{x)+f(y}, on déduit d'ebord,
par récurrence Z£(nx)=nf(x) quel que soit l'entisr n ; en remplagant
% par x/n dans cette identité, elle devient £(x/n)= 2(x)/n , d'ot,
pour tout r ratioppel, f(rx)= rf(x) ; mais alors, Bi j\, est un
zzom‘bré réel guelcongue et € >0 arbitraire, il exziste n > g tel
aue, pour [K-Algp, [2((A-pIx)| = |2(ha)-2Cpx)| g &, ob
’(.f‘\,« ;L}f(z}§§ g ; en prenant | rationnel; oz en déduit
lf()tx)a if(x)} < 0% -et comme & est arbitraire, f(}i x}% ‘jL 2(x),
d'od la prop@sition . | ' . |

Produld d*espaces vectoriels tcpclopiqaes Soit (B ) une femillls d'espaces

vectoriels top.ologiqu@sg E leur produit. Ozz sait (Top. gén 3eh 111,
é}) que la topologie produit Gié celles dea Eb &8st e@mpatibl@ avec
la structure de groupe addi tif produit de cellas des E& m@ntmns
en outre gue cettse topolagie est wmpatible a.vac la struamz’@ vec-
torielle produit de celles des EL ol aufura de mir que l’applz.u
cation (Ag(:;;@):, — (A x@) de ExE dane B est conmzm@?._‘ ou
encore (Top. gén., ch.I, 28,th.1) que, pour chaque :indic@ h &t, ;

e

{Aaéxz‘}} -2 }\x% est une app}.ic’ation continus de CxAE dans E

S
or, cette application est composée de {A z ; —> }if et d@
(A X)) —> (A g'pr%x) gui sont toutes deux cammnwso
D : v s & ¢ H
On dit que l'espace vectoriel E = | | E , muni de la topologie
2 L.‘

produit des topclogies dss Ez, , est l'espece vectoriel tovologique

produit des espaces E .
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Si la topologie de E, est définie par un systéme fondamental
: d'indicatrices @i , les fonctions P oPT, engendrent un systéme
fondamental d!'indicatrices de la topologie de E (lorsque : parcourt
l'ensemble des indices, et que p  percourt <§b ).
Remargue. On a vu au ¢ 1 que tout espace vectoriel réel E
‘peut 8tre comsidéré comme sous-espace vectoriel résl de EXE
muni d’ﬁne structure vectorielle complexe convenable. Si
on suppose que E ést muni en outre d'une topologle compatible
gvec sa structure vectorielle réelle, la topologie produit de
celle de E par ells-méme est compatible avec la structure
vectorielle gomplexe de EXE . Tout revient & montrer gue
1lt'spplication (x,y)—>i(x,y)=(-y,%) de EXE dens lui-méme
est continuéa Or, si V parcourt un sysiéme fondamental de
voisinages gymétfiquea de O dans E , V ¥ V parcourt un sys-
tdme fondamentel de voisinages de (0,0) dens E X B ; ef,
comme l'application (x,y) — (-y,%} applique V % V dans ¥V x V,
elle est continue. On peut done toujours considérer un espace

d "amn eofpate Veetous

vecioriel topologique réel comme sous-espace vecioriel’ topo-

logique complexs.

Egpaces vectoriels topologigues fopciionmels. Si E est un espace vectorisl

topologique, I un ensemble guelconque mupi de la topologie discrétes,

J
l'espace vectorisl topologique produit E n'est autre gus l'ensemble

des ap

inueg de I dans E , muni de la gtructure uniforme

de la gonvergence gimple, et de la topologie gqui s'en déduit

¢ (Top. gén.,ch.VIII, §1).

Plus généralement, considérons 1'ensenble ﬁg(F,E} des applica-
tions continues d'un espsace tcpol@gique F daps E . SI Lﬁg est un

ensenble de parties de T satisfaisant aux conditions Q#z}@t '{ngbg
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(Top.gén. ,ch.VIII, §1) on sait que la topologie déduite de la struc-
ture uniforme ?Q' est compatible avec la structure de groupe addi-
tif de fZ(F,E) ; on obtient un systéme fondamental de voisinages
de l'origine dans cette topologie en comsidérant, pour tout voisi-
| nage V de O dans E , et tout ensemble A é.ﬁ% , l'ensemble U(V,4)
des fonctions u € é(F,E) telles que uf(a)C V.

Or, 12 (F,E) est sussi muni d'une structure vectorielle complexe;

cherchons & quelle condition la topologis précédente est compstible
avec cette structure vectorielle. ;Dn peut s8 conienter de consi-
dérer les ensembles U(V,A) correspondant sux ensembles V dfun sys- -
téme fondamental G; de voisinages de O dans E , setisfaisant aux
conditions du th.1 . Il est clair alores qﬁe les U(V,A) sont gerclés
et que 1l'ensemble @S/des U(V,A) est invariant par pométhétie.et
satisfait & la condition (LV) ; tout revienf é_voir si U(V}A) est
un ensemble éguiiibré, ce qﬁi éqﬁivaui.a la condition auivante 3
(LF) Quels gue soient u € @(r E) , A€ 5{ , 8t Ve © , il existe
A>0 tel gue u(A}C }\.V ;

Cela impl;que en particuller que u(A) est borné (Top. gén.,‘

ch.I1I, 5}), nais cette condition n'est pas équivalente & la

précédente (voir exerc. ). . _

5i p est l'indicaetrice de V , célle de U(?,A) n*@ét autre que ls

fonction g définie par le relation q(u) = sup plul(x)). 8i la
condition (LF) est ramplie,'les fonctions qxéiﬁandrant un systéne
fondamental d?indicatrices de la topologie de ifﬁigf B), lorsgue A
parcourt j@_ et p un 5ystem@ fonaamental d?'indicatrices de E.

Considérons plus particuliérement le ces @& F est lui-méme un

espace vectoriel topologigue, et soit %2? (P,E) la partie de

égr (F,E) formée des applications vectorielles continues de F dene K;
% . T
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si la condition (LF) est vérifiée, °Cyzw E) est un sous-espace vectlc

riel topologigue de ‘@ %(r ,E). On sait en outre (Ton géné.,ch.VI1I,
¢1) que, si la condition (K) est vérifiée par 1'ensemble \ﬁf , 8t 8l
BE est séparé et complet, @k(F,E) ost aussi géparé et complet, et que
1'ensemble des représentations continues du groupe additif de F dans

celui de E est fermé danms @ (F,E) ; maie le raisonnement qui sert

& démontrer cette proposition.%s'étend augsitdt aux applications vec-
torielles continues de F dans E , et montre donc que Ofu% (F,B) est
fermé dans @ AE, E) , et par suite complet.
Lg cozzal tion {X) ne peut &tre remplise que &si 1ltensemble 5{
contient au moinsun voisinage de C dans F . ﬁam invemamant
si on considére un ensemble quelconque @7 de mminagna x:le 0
dens F , l'ensenbls 59' des homothétigues des @:qaambles d@ @
satisfeit & le condition (K) ; en outrs, on psut se bar:a@z' &
ne cénsidérer; dens s£ (F,E) que les voisixmg@é!}(v,ﬁ) ol -
4 € @; car les relations u( A AA'}Q:V , et u(a) C %"//A ~ &tant
équivalentes, on a U(AA,V) = Us,V/h).
11 faut remarguer & c¢8 propos gqu'il se présente des cas ol
 aucun voisinage de O dens F ne peul satisfailre & la condition
(LF) ; nous en rencontrerons des exemples par la suite.
8i & est 1'ensemble des az‘tiasf‘inies 5;@ P , la condition (LF)
ast toujours remplis, comme on 1?a vu plus haut, meis la condition (K)
pe ll'est pas ; et en général, l?espace correspondant @f (F E) (espace
des applications vectorielles continues de F dans E , muni de la '

structure de la convergence simple) n'est pas complef, méme lorsque B

est séparé et complet. Toutefois, dans ce cas, toule parile formés S

a8 Gf (F,E}, formée de fonctions également conmtinues, est un '

sous-espace couplet de @6 (E’ B) (Top. gén.,ch.VIiL gf 2, prop. 2).
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La condi‘bion dfégele continuiité des fonctions de S s'exprime faecile-
ment si on s'est donné les structures de B et F par des systémes
. fondamentaux d'indicetrices 41) et '\}:f respectivement : pour toute
indicatrice q ¢ ¢ , il existe une indicatrice P, € V et un
nombre aqy O téls que, pour tout =z€F et tout uecs ,
glu(x)) € aq.pq(z;). En effet, cette condition exprime l'éga),e con-
tinuité g l'origine ; mais inversement, si elle est remplie, et si
X, st un point quelconque de F , on aura q(u(z)-u(x,)) saq.pq(x-'xo)
pour tout ués s 66 qui montre l'égale continuité su _p_‘oxint Kc .
Comglétion d'un espace vectoriel topologique. Soit E un espace vectoriel

topologique géperé, E son complété. On sait {Top. géu ,ch.III, § 4)
que la structurs d.@ groups aaa,g,é;if de E se pr @l@m@ ) .5'.‘5 ; montrons
de méme quon paut p.:.oiomgcu 8 E la struct ture Wct@u@? le topologiqus
de E . Il suffira d?étabijr gqu'on peut prolonger par wgt nuité &
C x % la fonction A x définie dans Cx E ; cela va résulter de lg

proposition générale sulvante :

Proposition 6. Solent E,F,G irois sroupes sbéliens séparés et

complets ; A un sous-groupe partout dense de E ; B un sous-groupe

pertout dense de F ; soit enfin £ une application bilinésire continue

de A XB dans G ; f peut gtre prolongée par cbntinui*l:é dang B x F ,

En effet, s0it (x s¥,) un point quelconque de E x F , 1}, ;
'Ij les traces sur A et B resmaetw@mem des filtres de voisinages
de x_ et y, ; il suffit de montrer que £ %A 7 EP} est une base
de filtre de Cauchy daps G (Top.gén.,ch.I1I, ¢3,prop.7). Soit domc
W vn voisinsge quelconque de O dans g ; i1 existe vn voisinege U de
O dans E , et un véissin&ga Vde 0 dans ¥ , tels que P{{HU) N4 ,

(V+V) N B) C W . Choisissons x, € (Dex ) (YA , 5y elViv )(OE
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(ce qui est possible, puisque A et B sont partout denses dans B et
F respectivement). On peut écrire

£(x!,y)-£(x,y) = f(x’»x,y1)+f(x'=x,y’~y1)+f(x@,y'ay)

’ +(x-%,,5'-7)
8i les points x,x' sont quelconques dans (U%x )N A, les points
¥,¥' quelconques dans (V+yo)11 B, on a done
f(x'=z,y'=y1)+f(x=xﬁ,y'ey) €W+ W. Dautre part, 1'application
partielle x —>f(x,y,) est continue dans 4 ; il existe donec un
voisinage U' de O dens E tel que £((U'+U!) NA,y;) C W ; on voit
de méme gu'il existe un voisinage V' de O dans F tel que
f(x“(v*-&-VV) NB)cC ¥, Si on pose U, = ((UN U }—é-x YN A
.-((Vﬂv%‘)—ky)ﬂB,onadonc U, € M, , N € ﬂg,eu, si

(x,7) et (x',y?) sont deux points quelconques de U,xV, , on a‘
£(z',y%)- f(x,y)éiw+%+w*§ ; d?apréa ce qul précéde, d'ol la proposition.

Exercices. 1) Pour que 1'application ( A ,x) de C*x & dans E

(B espace vectoriel topologique) soit uniformément continue
dans un voisinage de l'origine de 1l'espace C x B = 11 faut
et i1 suffit qu'til existe un voisinage V, de O dans E , tel

- que les ensembles )\.‘J’o forment un systéme fondemental de
vVoisinages de O dans E (ce qui entrafne entre egutres que la
structure uniforzﬁe de B est métrisable).

2) Soit B l’espace vectoriel formé de toutes lses fonctions

conplexes bornées c;éfz.nies gur l'intervalle EQ ‘%f P@zz,r tout
couple S » €) de nombres >Q s on deaigm par "*'é’g lvenmmu
ble des X €E tels Que Ex(t)% 3 sauf sur un @%@vabia “f”@v*m@
d'un nombre fini d?lnfs@rvallzas n@:a empiétants, de longueur

totale < e . Montrer gue les V § ¢ forment une base de filtre
¢ ?
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satisfalsant aux conditions du th.1, et définissent par suite

une topologie sur E compatible avec sa structure d'espace vectio-

b

riel ; cetts topologie n'est pas séparée. Qules gue soient J e

€ , 11 existe un entier n > 0 tel gue ¥(V3 )=E , mais sucun
)L?Otelque E = )‘Vﬁs Bl & <1,

3) Soit B un espace vectoriel & une infinité de dimensionms.
Montrer que 1?ensambleiqg de tous les snsembles carclég”@t,éguiv

1librés par rapport &4 lforigine ne satisfait pas & l'axiome (LV).

(Etant donnée une base vectorielle (x ) de E , soit (& ) une
2

%
suite infinie extraite de cetie base ; pour chague n , oun désigne

p&r,ﬁn l'ensemble des points EL tizi , ot les nombres complexes
t, décrivent l'ensemble défini par les conditions : %ti) €1/n

(1 €1 €1) , 1,70 ; soit A la réunion des & B un sous-espacse

543 t
vectoriel supplémentaire du sous-espace vectorisl engendré par
4 , C l'ensemble A+B ; montrer qu'il n'existe sucun ensemble M ,

cerclé et équilibré par rapport &4 0 , et tel gue M + M C C .)

?3. Ensembles comvezes, variétés lipéaires

PRI

et formes linéalires contipues

o

‘dans un espace vectoriel topclogicusg.

(93
g ey

Propositiop 1. Dans un espsce vectoriel itopologigue, l'adhérence d'un

ensenble convexe sst un ensemble convexe ; l'adhérence d'une variété

linéaire réelle (resp. @omglex&, est une veriété linésire réslie
{resp. complexze).

En @f“etg soit A un ensemble convexe (resp..une variété linéaire

réelle,
t €R

une veriété linésire complexe) ; pour tout %éi§05%} {resp.

, 4 EC ), (x,7y)— txt(1-t)y est une spplication continue
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de A % A dans A , donc elle applique & % 3 dans A (ZTop. gén., ch.I,
'§4,prop.1), ce qui prouve que K est convexe (rasp.'uﬁe variété
linéaire réelle, une variété linéaire complexe).

Définition 1. Dans un espace Vectoriel topologigue £ , on appelle

variété linbaire complexe (resp. réelle) fermée engendrée par upe

2

pertie A de E , l'adhérence de la varidté linéaire complsxe (resp.

réelle) engendrée par A .

On peut encore dire que la variéié linéasire fermés engendrée par
A est la plus petite variété linéaire fermés ccntenant & .
‘Bemargue. On a vu au ¢ 2 que la variété lindaire engendrée
par un voisinag@ qmg;ccnque de 0 est l'espace L tout entisr ;

o

il en résulte gue, sl V est une variété lindaire distincis

de B , ella ne pau? contenir de point intérieur ; en particu-

1&9?5 une variété linéaire fafmoe et distincte de E est un

ansembie éU&LS dang B fTo? génc ca yrl, 9.

f“

Corps convexes. Prop@sit;on s b; un ensemble convexe A conitient un point

;ntérieur %, l”interlear de A est identicue & l'eusemble des poials

internes de & par rapport & X ; la frontiére de A est identigue &

W,w3%2w€%1:§§§¢%.xo .
En effet, om peut supposer zQsG ; B0i% z%@ un point ﬁueic@nqu@
de A ; quels gue solent z€4 et t«ai?,%{ ; & contient le point
tx+(1-t)z ; sutrement dit, om a txetxt{1-%)AC A , ot comme @=t§@ ;

- (G

tx est point intérieur de (1-1)at+tx , et par suite de 4 .

Q

Si x est un point de la coque de A , et V un voisinags guslconqus

-,

)

de 0 , i1 existe tcﬁ{} 1} tel que txeV ; done (1-t)xe(Vix) MA

(1+t)x € (V=) N ( {3 A) ,

|
-
ce qui m@atr@ que x est point frontidre de

1'ensemble & (ceci s'applique méme si A& est simplement éloilé




par rapport & l'origine). Enfin, soit x un point n'appartenant pas
& A nia sa cogue ; 11 existe donc t < 1 tel que, pour 0 <tf<t ,
t'x€A , et pour t7>% , t’i’zté.gﬁ ; 11 en résal‘té gue, pour g._,in?
térieur & & , le point z+(1-1/t)y n'appartient pas a A , éégs |
quoi, comme tx = t{x+(1-1/t)y)+(1-t)y , tx serait intérieur‘é,év,
ce gqui est absurde, tx étant un point de la coque de A ; l'ensenm-
ble x+{im§/t)i est donc un voisinage de x ne rencontrant pas A ,
autrement dit, x est extérieur 4 A , co qui achéve ds démontrsr

la propesition.

Définition 2. Dans un espace vectoriel topclogigue, on sppelle

COIps convexXe un gngemble convexe fermé st aaat@naat un point
ipntérieur,
On voit done que si un ensemble convexe A contieni un point

intérieur, son adhérence est un corps convexze ; lfintérieur de 4

est identique & 1'intérieur de £ , 1l'adhérence de A4 & 1'adhérencs
) « ' “
de A .
On retrouve ainsi le fait que, dans ggn ; 1?&dher%ﬁﬂ@ d'une

boule cuverte @af la boules %gvmé@ de méne ﬁ@nare @t m@ﬁ@

rayon, l'intérieur d'une boule ferme@ le boule aa,srté de
néme centre et méme rayon, la frgn;;aie dfuns boule \ea?@rt@

ou fermée) la sphdre de m8me centrs et méme rav:

(G
{0
ot
el
v
g
eF
bte
L)
&
)
Y
v
~

ement simple : pour gu'un ensemble convexe A

dans R ait un point intérisur, il faut et 11 suffit que

la variété iinéaire engendrée var & soit identicue & R .

videmnent pégessalire : pour voir gulelle




=
: A contient un systéms libre de unti1 poin%s ; par une transforma-
- _ tion linéaire biunivoque, on peut transformer ces n+1 points
en l'origine et les n vecteurs unitaires ei (1<i<gn);
transformé de A , qui est convexe, contient alors le pavé
[O ?/n] , dome contient un pcint imtéria&* d*oa la propo-
;zzlon, On en déduit gue, si un ensamble convexe dans §2n '
engendre une variété lindaire & p dimensions {p<\,n} il possé-

-

de un point intérieur par rapport & cetie variéts.

La propwsition précédente montre aussi que, pour qaguﬁlpsint
x, d'un ensemble convexe A C R® soit intérieur & &4 , il fau

et il suflit gue A solt £quilibré per rapport & x,. Cette pro-

4

position est inmexacle pour les espaces vacitoriels top s;@g&@u@g
4 une inf inité de dimensi ions : on peut domaner des sxemplses

dfensembles convexes équilibrés par rapport & chascun ds lsurs
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points, mais ne contenant saucwu
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Hyperplens fermés et formes linésires continues. Propogition %. Pour gufun

R

hyperplan complexe (resp. réel) soit fermé, il faut et 1l suffit que

et

gon complémentzire sit un point intérieur.

Lg condition est évidemment nécesssire. Réciproguement, si un

hyperplan B (réel ou complexe) n'est p&g fermé, son adhérence est

-

une variété linésire distincte de H et c@ntanand H , donc nécesgaire-

ment l'espace tout entier ; autrement dit, H est pertout dense dans E |
dto# la proposition.

Ihéoréme 1. Pour gu'un hyperplen homogdne compleze (resp. réel) soit

=

- ferme, 11 feut et il suffit gue le premier meubre de son égustion soit

une forme l;gé&;ra c@mp1ax@_ (resp. réelle)} continue.

e
o
@
o
(7
)
S

m

La conditior est évidemment suffisante {Top.gén.,ch.I,
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Réciproguement, soit H un hyperplan homogéne complexe (resp. réel)

fermé, x, un point de ﬁH ;Pout point xcE se met d'une menidre et

d'une seule sous la forme x = ’a(x).xoﬁr(x) , ob t(x)€C (resp.

W

t(x)€ R ) et y(x)€H ; nous allons voir que & est une forme linéaire

complexe (resp. réelle) continue dens E . Il suffit de montrer gu'elle

st continue au point =x=0. Supposons le contraire : il existerait
un nombre a > 0 tel que, dans tout voisinage cerclé V de O dens E ,
il existe un point z tel que ét{z)[ >8a, ot par suits sussi un
polrt 2t tel gue t(z'}=a . Auirement dit, si H' désigne 1'hyperplan
dféquetion 1(x)=2 , on aureit H' NV # @ , ce qui signifie gue

le point O est sdhérent 4 H' : or H', gui se déduit de ¥ vpar trans-
lation, est fermé par hyna‘théses et ne conment pas l?@r;ginsﬂ o
conizm&;ctigng ce qui prouve le ‘méomme. : . ‘

Corollaire. Si H est un hgperalan réel fermé, les demi- -~85DaC88

fermés (resp. ouverts) détnrmines par B sont des ensembles fermés

(resp. ouverts}

En ai‘fe‘t, si H a}pouz-'ﬁ équation f(x)=a , £ est continus, ot les
demi- espaess fermés (reep ouverts) détemiues par H sont les
@nsemblps I{ faﬁ c:o[) f(} = oo ,a} ) (resp. ug’{ Eag gi}

f(] oo ,za{)? é?o& la Qrgposmicn. ‘
Propositicn 4. Four gu'une forme linésire f (réelle @i:e~ cgmﬁls}zs} -

80it continue dans E o 11 faut et il suffit gu'il exists un voisi-

2

nage de l'origine V tel gue, si 1 () désigne l'indicetirice ds
3 2y Y g

1'snveloppe convexe de V . on git, pour tout xz el .
: ; b

§ 5 1
150 € gy
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BRéciproquenent, soit £ une forme linéaire complexe continue, et H
l'hyperplan d'éguation f£(x)=1. H est contenu dans l'hyperplan réel

K dl'équation ‘3&f(x)=1 , qui est fermé, puisque Eﬁf Vest continue.
Llorigine O est contenue dans le demi-espace ouvert He(x)< 1 ,

donc il existe un voisinage V cerclé de O contenu dans ce demi-espace ;
comme ce demi-sspace est convexe, g(v).y est contenu ; on a dong,

quel que soit x€E , g)i,f(z) < (x) , d'oh , pour 3@{ =1,

3 = Pxev)
R(ee(x)) = £(ex) §§3§(¥} (ex) = ggév)(x)g clest-a-dire
!f(x)l < PK(V)(X) . Démonstration analogue pour les formes linéaires

réelles.

Corollaire. Pour gu'il existe une forme linésire continus non idemti-

guement nulle dans B , il faut et il suffit gu'il oxiste un voisinage

de l'origine dont l'enveloppe convexe ne soit pes identigue & 1l'espace

B tout entier.

Clest évidemmeaﬁ nécesselre d'aprés la prop.i . ;nversamsntgjsup=
posons qu'il existe un voisinage cerclé convexs V de l'origine, non
identigue & B . Si z0§é§ , et BL D est la droite complexe joigpant
%, & l'origine, tout point de D est de la forme x =tx  , & eCc .
la Ffonction ?(x)=t est une forme linésire définie sur D , et on &
}iféx)} g.py(x) en tout point de D . D'aprés le prop.1 du ¢ 1, il existe
donc une forme linéaire complexe T qui prologge fak é_at est telle
que g?(x)! £ pg(x) dans E ;,? sst déne eantinae et non idenﬁiguement
aglle} dafol la proposition. '

On peut donuper des axemples d“espacss géparés oh le "@naiti@a
précédente n'est pas remplie, el oh il n'existe donc au@ua@

forme linéeire non identiquement nulle (ﬁ@ﬁr @X@fc, é) Dans un

tel espace, tout hyperplan est donc pariout dense.




> B

- 46

Soug-espaces vectorisls é n dimensions. Proposition 5. Dans un espace vecto-

riel séparé, tout sous-espsce vectoriel & n dimenﬂ;gggwggggégggg
(resp. réelles) est isomorphes & ¢2 (resp. R“")

La proposition étant vraie pour n=t (_§2,pro§.§}, nous lg démon-

trerons par récurrence sur n. Bemarguons d'sbord, avec led notations
du th,%, que l'epplication x —s (t(x),y(x)) de E sur liespace
produit CxE , est un isomorphisme ; car t(x) est continue dome
aussi y(x)sx=t(x)exo ; et réciproquement, llapplication

(t,7) — tx ty de C » H dans E est continus. Considérons alors un

sous-espece vectoriel G de E , & n dimensions complexes ; soit K

un sous-espace vectoriel de G & n-1 dimensions complexes ; K est

n-1

aussi un sous-espace de E , donc est isomorphe & ( , d'aprés

o
q:‘*

1'hypothése ; il est donc complet, et par suite ferné dens G .
Meis, dens G , K est un hyperplan fermé ; & esi dounc isomerphe &
CxK , d'aprds la remarqus précédente, et par suite & (Cx e
c?estwéedirs é- (in: Demoﬁst“atJO? analogue pour les sauS%@ap&ces

o

vectoriels réels & un nombre fipi de dimensions.

Corcllaire. Deps un espace vectoriel séparé, toul sous-espace

yectoriel & un pombre fini de dimensions f(complexes cu réslles)

est fermé.
En effet, c'est un sous-espace gomplet, d

Propogition 6. Si un gous-espasce vectioriel complexze (resp. réel)

fermé G d'un espace vechoriel séparé E a pour supplénentairs un

Bous-espace vestorlal & n dimensions complexes (resp. réelles)

K ., E est isomorphe & l'espace produit € A K .

%@us venous d@ le voir @u“ n=1 : démonircons-1is par récurrence
2

%
!
it
BES
=
oo
@
i)
{33}
()
1)
]

aur n. Soit X' un sous-espace vectoriel de X , &4 n
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complexes (resp. réelles)}, K" une droite homogdne complexe (resp.
réelle), supplémentaire de K' par rapport &4 K ; K" est aussi supplé-
mentaire de G+K' , qui est un hyperplan H de E . Or, G est formé dans
le sous-espace H , et K' est supplémenteire de G dans H ; H est done
isomorphe & G x K' . D'sutre part H est fermé dans E ; car, daens
l'espace quotient E/G ,'q&i est séparé et & n dimensions conplsxes
(resp. réelles), l'image cenonigue de H est un sous-espace & n-1
dimensions, qui est fermé dans E/G , d'aprds la prop.4 . E est dome
isomorphe & E xK' , donc & (G xK')xK" , et par suite & Gx(K'XK") ;
comme K'xK" est isomorphe & K , d'aprés la prop.4, la pr@p@sition
est démecntrés. . '
Exercices. 1) &QQtr@r queg.ﬁans_lfespa@e E défini dans llexerc.2
du §.2 glnsi que dans l?espage séparé E' essccié & B i% nlexis~
te aucune ferme linéaire c@nyiﬁue non léeazzquem@nt ﬁkll@ (Bi f
_ ast une forme lipéaire continue, bornés sur un %3 c m@mtver'
que T X)SQ pour toute fonction =x éégza 5 galla dans RQ ﬁf
sauf sur un ensemble formé d'un nombre fini d'intervalles non
empiétants, de 1@agueur totale <& ).

2) Soit (B,) une famille déespacag vectoriels topologiques B
leur produit. A toute forme linéaire continue £, sur E , on falt
correspondre la forme linéaire continue sur E , fi = f&o pr, .
Montrer gus toute forme linéeire continue sur E est une combinai-

son lipéaire d'un nombre fini de formes fi

3} Dans un espa@@_vact@riel topologiqus, i9anvglgyp@ COnVexse
d'un ensembls ouvaé% est un angambl@‘@gv@rtc Donner un @z@mpl@
d'une partie fermée d@‘Rz-dont l?@nvel@ppe convexe n'est pes

un ensemble fermé.




4) Dens un espace vectoriel topologigue & un nombre fini de
dimensions réelles, l'envsloppe convexe d'un snsemble éomgact
est un ensemble gompact (utiliser lfexerc. 4 du § 1).

Dans l'espace vectoriel RI , ot I est un ansemb1e infini
qgelconque, on désigne par e, ( € I) le point dont toutes
les caordonnées sont O, & l'exception de celle d'indics ¢

.
("vecteurs unitaires®). Si A est la partis de R~ formée de

liorigine ei des points e, (2€ 1), montrer qus 4 est compact,

: - - i
mais que son enveloppe convexe n'est pas fermée desns R~ .

24, Esgaces localement convenes.

g B est locale-

Définition 1. Op @it gulun espace vectoriel top

ment convexe lorsgu'il existe un systéme fondamentsl de voisinages

"'de l'origine formé d'ensembles convexss.

Op peut encore exprimer cetle définition de la maniére éguivelente
suilvante : un espace vectgr;el topologigue E est localement convexs

<

8% les epveioppes convexee d@s Voisinages de l'origine forment un

i'sys%eme fondemental de volsinages,

Les voisinages convexes de l'origine dans un espace local mé&t
convexs sont des seusembles cerclés, équillbtés - leur ensenbls §{
' ‘est inveriant pasr homothétie et vérifie fﬁ“} Efm&i en raison de la
- relation V#V=2V , vaiable pour les ensembles comvaxas, la c@a@iui@n
{L@} eetvisi une conséquence de 1'invariance ds 5Qf par homothétie.

Ay t“@ment dit, dans un espace vectoriel E , toute base de Tiltre 3?

fazmé@ d'ensembles convexes, csrclés et equliibfer ar wan%ar% g

ilorigine et invarianis pgr hsmothét;aﬁ 8@% uz systéme fondamental de

yoisinsges d'une topolog

ie compatible avec la structure vectoriells de
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Exemples. 1) L'enseable &%r de tous les enmsembles convexes

o
cerclés et équilibrés par rapport & O définit sur B une topologie
d'espace localement convéxe';‘c’est évidemment la plus fine de

toutes. Dams cette topologie, tout hyperplan complexe est fermé

b

car si H est un hyperplan complexe ne passani pas par 0 ;, il est
1l'intersection de deux hyperplans réels K,K' ne passant psas

par O ; si V,V' sont les demi-éspaces ocuverts contepnant 0 déler-
minés par K et K! respectivement W = VN V! el un snsenble
convexe contenant O , équilibré par rapport & O et ne rencon-
trant pas H . Soit W! l'intersection des ensembles &W , lorsgue
€ parcourt le cercle unité jsg.a 4 ; W' est convexe et cerclé
par repport 4 O , et ne rencontre pas H ; il suffit ds veir que
W' est équilib:é'p&r rapport 4 C . Or, soit D une droite complexe
homogéne ;‘D_F&%: est un ensemble convexe 4 contenu daaa.ua
espace vectori@l 8 deux dimensions réelles : soit x un point

de D tel que x et ix soient des points de 5/2 (il en exists,
puisque é est équilibré par rapport & 0) ; tout point ex , avec

i ' - - e - - :
g@} £ 1 , appartient alors & & , cdonc & W' ; lour susemble esti

équilibré par rapport &4 O , d'od la proposition. Dans laz topolo-

%

gle définie par Y , toute forme liméaire complexe sur E est
- :

donc continue.

B

2) BEtent donnée une topologie %ﬁ d'espace vectoriel sur 5
1'ensenble des enveloppes convexes des voisinages de O dans E

est un systéme fondemental de voisinages dans la topologis loca-

lement convexe le plus fine de toutes celles qul sont moins fines
que A ; cette topologie est appelée la topologis localement
convexs gdijointe & lea topologie %? . D'eprés la prop.3 du

les formes linéaires continues sont les amfmes pour la topolog
¢ ot pour son adjcints.

ad s

€

(G SN
o
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Comme tout voisinége convexe V de 1l'origine satisfait & le rela-
n : :
. tion + V = nV , quel que soit l'entier n >0 , la définition d'un
ensemble borné dans un espace localement convexe (Top.gén., en.I1I,

9 1) équivaut & la suivaente ; un ensemble A est borné si, guel gue

goit le voisinsse V. de O , il existe un nombre réel ) >0 tel gue
B Av

Semi-pormes. S1 églest un systéme fondamental de voisineges couvexes cerclés

de l'origine, dans un espace localement convexe E , les indicatrices
des ensembles de G; forment un systéme fondemental d'indicatrices

convexes définissant la topologie de E .

Réciproguement, ioul ensemble T' de fonctions convexes, homogdnes
et gggggg sur un espace vectoriel E engendrs un systéme fondamental
dtindicatrices définissant une topologie locelement convexs %f sur
E ; en effet, en vertu de la relation de comvexité p(xty)<p(x)p(y)
. 11’ |
On dit que T est un sysiéme de gemi-normes définissant la topo-

il est immédiat gque |  satisfait a (LI

logie ﬁg : le systéme fondamental d'indicatrices gngendré per i
est encore un systdme de semi-normes définissant T } |

~ En vertu de 1'inégalité %p(xjcp(y)g:g p{x-y) , on voit en ocutre
quse les semi-normss d?unjsyStéme Eﬁldéfinissant ig tcpglggi@ ?f |
sont &nif@rmémaﬁtICOQ%%gggg dens E , su sens de la structure uniform
correspondant & %f ; les fonctions p(z-y) (p € [ ) forment un
systéme d'écarts définissent cette structure uniforme (Top.gén.,

ch.VII, §$1).
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1l est clair que tout sous-

espace vectoriel d'un eépace
localement convexe est un espace localement convexe ; il en est de
méme de tout espace quotient d'un espace localement convexe, l'image
d'un ensemble convexe par une-application linéaire étant convexe
(voir§2). Enfin, comme tout produit d'ensembles convexes est convexe,
le produit dfune famille d'espaces localement convexes est localeu
ment convexe. Plus généralement, si un espacse vectoriel B @gt loca-
lement convexe, l'espace égjgiﬁgEﬁ (ot ,i{_a&tisfait & la comdition
(LF)) est un espace localement canvexa; d'aprés la définition d'un
systéme fanaa%ental d'indice trlﬂes d@ la topelogie de cet ©8pacs { 3 2).

omplétion d'un espace localement ConveRE. Sl I est un pysteéms fondamsntal

Ce semi-normes définissant la topologie d‘ud espacs localement
convexs séparé E , les fonctions de 17 , aui sont uniformément
contipues dans E , se pxoiong@nt par continuité dans le camplété-%
de & ; soit'iqglvensembla de ces fonclions prolongéss. D'azpres le
principe de prolongement d@s lnégallzéJ (Top.gén.,ch. EV,Srﬁ l@s
fonctions de Iﬁ sont convexes dans E, et éviéamman% homogénes.

En outre, si 7 Gésigne le prolongement & &@e la Tfopction p € 7 5
les fonctions D(z-y) fo?meni'un systéme d'écarts définissaent la
structure uniforme de E (Top.gén.,ch.VII, §1) ; les fonctions p
forunent donc un systéme‘fomdamsﬁtal d'ipdicatrices de gg d'od résulte

A

gu® gus E est localement convexe, et que les semi-normes définissant

le topologie de E se prolongent en semi-normes définissant la
topologie de E.
Kotons encore que, dans un espace localement convexe complet E ,

dont la topologie est d&finie par un systéme de semi- normes $
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une condition guffisente pour qu'une famille (x, ) de points de E

s soit sommable (Top.gén.,ch.I1I, §2) est que, pour toute semi-norme
pE @ Z, p(x ) soit finie. Bn effet, pour toute partie finie H
de l'ensemble d'indices I , posons sy =15§§ x, ; 8l 21 p(x, ) est
finie, pour tout € >0 , il existe une partie finie ﬁo de I tells
gus, pour toute partie finie H de I ne rencontrant pes H, , on ait

L%;h p(xb)-< € ; comme p est convexe, on en déduit

- . . -
pleg) @ H x,)= ) p(x,) €& ; comme cela s'applique & toute

semi-norme de @ par hypothése, l?image par l'application H —> By
du Piltre des sectiocns sur l'ordonné filtrant des periies finies de I
est une base de filire de Cauchy sur E', donc converge dams E .
Cette condition sgffisaﬁte n'est pas nécessaire en 'enér&l
(voir )

Formes linésires continues et variétés linésires ferméss. Proposition 1.

Soient E un espace vectoriel topologigue, A up corps convexs dans B,

‘{.,5
‘L"?

cnéirant pas

Y

G une variété linéair@ complexs (resp. réslle) , ne

dana AmwmilmexiStewunwawue?Q cgmplaxa {resp. réel) fermé contenant

G et ne pénétzgmlggag dang A .

Considérons d'ebord le ces o & est une variétd lindaire réelle ;
d'aprdes le théordme de Hahn-Basnach, il existe un hyperplan réel H
/ ' . e ;
contenent G ot ne pénétrant pas dans A ; comume E;H contient 1'inté-
rieur de A , donc au moins un point intérieur, I est ferms.
; 81 G est ume variéié linésire complsxe, quion peut supposer
homogdne, il existe up byperplan réel H formé daaquat1@A 2lx)=0-,
| ' - réel
contensnt G et me pénétrant pas dans & ; £ é%ant continue, l'hyperplen)

E? d'équation f£(ix)=0C est fermé, donc T?hyperpian complexe E MHB! ,

qui contient G et ne peuébL@ pas dens A , esi fermé.
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BEn particulier, tout hyperplap d'asppui d'un corps convexe est
fermé, et on salt que, par tout point frontiédre du corps convexe,
il pssse su moins un hyperplen d'appui.

Corollsire 1. Dans un espace localement convexe, si G est une variété

linéaire fermée et x, un point de (:G , 11 existe vn hyperplan

fermemconpenant G et ne contenant pas x5 -

En effet, %, étant intérisur & {jG il existe un ensemble ouvert
convexe A contenant X et ne rencontrant pas G ; l'applicetion du
th.1 montre gu'il existe un hyperplan fermé contensnt G et ne

rencontrant pas A .

Corollaire 2. Dans un sspace localement Couvexs, 1& variété liné&ire

'ferméewenyendvéew)ar une vartie A est l’;ntarsectlgn des avﬁarglans

Larmea cont@nant A

En effet, cette intarsecti@n contient la variété lindaire fermée
G engendrée par A ; et 81 XOGL{:G ; 11 existe un hyp@rylan'fermé
contenant G et ne contenant pes Ey -
Ccrolla;ré 3. Daps un espece locaslement conveze séperé, sl V est un

sous-espace vectoriel & n dimensions, il existe un sous-espace

vectoriel fermé supplémentaire de V

La proposition est une conségquence du corollalre 181 p=1; 11

suffit de l'appliquer & un point XQ#G de V , et & la variété liﬁéair@

G réduite au point O , qui est fermée. Si maintenant V est a n dimen-

Y

sionse (o > 1), soit i une base V@ct@riall@ de V ; i1

“i'1<i4n

existe un hyperplan fermé Hi supplémentaire de la droite homogine
o

i Y ;
i

=4

*d

passant par a. ; l'intersection des H; est un sous-sspace vectorisl

4

1]
i
'
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- En effet, si la structure de E est définie par ume famille <§ de

semi-normes il existe a >0 et pe¢ ® tels que lf‘(x)f < a..p(x_) en
tout point de G . D'aprés la prop.1 du § 1 , 11 existe donc une forme
linéaire 7 qui prolonge £ & B et est telle que !Ekx}g gg,a;p(x) quel

que soit x€E , ce qul montrs que T est continue.

oaeewlocalement“convsxe, Eo7

i-porme telie gue p(x )#0 ; il existe unme forme 11@§§££§'

Corollaire. Scient E un es

continue f telle gue f(x ):p(x ) et ’f(x}gl< p(x) gu@l gue soit erE
On peut le déduire du th.1, en remarquant que si, pour t@ub point
= 1X, on pose g(x) t , g est une forme linéaifa cantinu@ sur la
droite hcmogéne passant par x, , telle que Eg(x)i = p{x). On peut
gugsi remarquer que 1lg prnpositlon exprime s;mplement que, par 1is
point x_ de la frontidre du corps convexe p(x),\ p(xc) passe un
hyperplan dlappui fermé.

Proposition 2. Dans un espace vectoriel topologlgue B , s0it 4 un

corps convexe, et B un ensemble convexe ne contenant sucun point

intérieur de A ; il existe um hyperplan réel Permé sénarant A et B .

En effet, il existe un hyperplan réel H séparant A et B ( 9.1
prop. 2) et comme H ne penégra pas dans A, £ H contient un point
intérieur, donc H est fermé.

Corollaire. Dans un espace localement convexe, toud ens@mbia-@sgvex@

fermé est une intersection de demi-espsces fermes déterninés par des

hyperplens fermés.
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En effet, soit A un emsemble convexe fermé dans un espace locale-
ment convexe E . Si xoﬁ 61&,’11 existe un voisinege convexe ouvert
V de X, » he rencontrant pas A ; il existe donc un hyperplan fermé E
séparant A et V , ot X, n'est pas dans le demi-espasce fermé déterminé
par H et contenant A .

Boit A un ensemble précompact dans un

localement convexs. espace vectoriel topologique séperé E';
quel que soit le voisinage V de 1l'origine, il existe un nombre fini
de points 8y (1 €£1 <n) tels que A soit contenu dans la Téunion
des voisinages V+ai ; en particulier, si G est le sous-espace vectorie.
engendré par les points & (et dont le nombre de dimensions est < 1),

A est contenu dans V4G .

Propogition 3. Tout espece localement convexe localement précompact

&8 un pombre fini de dimensions.

’ En effet, supposons qu'il existe une semlmnarme p é@ns E tells gque
le voisinage V = p([? i)) de l'origine soit précompact 5 ce v@i&i»
nage sst donc borné autrement dit, quel que soit le voi 5¢m&ge w de 0,
il existse ). tel que ?:gzﬂk W , ou encore ?/?t _ W ; mai@%@@l&
exprime gque léé'agsembl@a z%?’,'oﬁ A parcourt 1l'ensemble des

nombres >0 , forment un gystiéme fondasmental de voisinages de

l?oﬂlgine, ou encore gue la structure de E est définise par,ia.s@ul@
semi-norme p ; E étant séparé, on a d“amiisaas p{x)#£0 pour x#0
{nous étudierons de mangéra déta l &g leg espaces de cette nature
su ch.I11). '

x Quel que solt & >0 , il existe un sous-esgpsce vectoriel G & un

et
n

pombre finl de dimensions, tel que 'VC: G+ eV . 31 E a une infini

, : -
de dimensions, 1l existe unm point zx éi%}& : éﬁaﬂwas ¢e qul précede,
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comme G est fermé, p(y-x) a unse borne 1nférieure é >0 lorsque ¥
percourt G ; premons yeG tel que d < p(y-x)g d/(1-¢), puis
posons xoz(x=y)/b(x=y). On a évidemment p(x,)=1 ; d'autre pert,

quel que soit z €G , le point y+p(x-y)z appartient & € ; done

p(x,-2) = p(x-(y+p(x-3)2))/p(z-7) » 1-¢

lais xcav » @t par hypothése, il existe zZc€ tel que _p(xo-@-z-') <€

on a donc une contradiction , puisque € est arbitrairement petit.

Exercices. 1) Soit E un espace vectoriel & une 1nfinité de
dimensions, (e,) une base vectorielle de E . Pour t@mtf ‘

X z‘jgéxgs% (H fini), on pose p(x) = (5%%}4r2§:§>2:§ m@@tr§r
que l'ensemble réduit & la ssule fogetion p est un systéme
fondamental d'indicatrices d'une structurs dgeaﬁacé'véctoriel
topologique sur E ; qui n'est pas localement convexe ; montrer
gu'il existe des fe:mes lipéaires continues pon identiguement
nullas'dans,E .

2) Dans un espacs localement cénveze, 1'enveloppe convexe
d'un ensemble précompact est nn enéémble grécgmpacti,vf

3 ) Montrer que‘l'espace séparé associé & l'espace E défini

dans l’e‘xercsa du §2. n?@st pes localement précoxﬁp&ct,
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