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CHAPITRE 1

CALCUL DES CARRES DE STEENROD

DANS LA COHOMOLOGIE DE @ZX

I - ETUDE DU COMPLEXE DES CHAINES DE @;.nX.

A) Définitions et notations.

1. Pour n € IN on désigne par @;n le groupe des permutations de 1'ensemble
{1,2,...,n} , @0 dtant le groupe trivial.
Si E est un ensemble, le groupe (S, opére i droite sur E" = E X ... X E(n-fois)

par :

e ) = (30(1):---,90,01)) (o E@m)

2. On note E@;n - B@’,n le @n—ﬁbré principal universel de Milnor, E@n
est un espace contractile sur lequel opere librement le groupe & n’
Soit X un espace topologique. @n opere alors librement sur E% x XM et

1'on désigne par @nX 1' espace quotient E@ﬁ X Xn/@n .

3. Remarque : Une version simpliciale de la définition de 1'espace @—‘;nX est

donnée dans [ 2] . Pour X un ensemble simplicial
n
@rlX = W(%XX /(grl ,

ou W@n est le groupe simplicial contractile associé au groupe @n

4. Onnote W une résolution libre de Z (considéré comme vhH

Cs;;l - module trivial) sur Z[%;] . D'apres la définition de EQ} , On a une



équivalence de chaines @n-—équivariante entre le complexe des chaines singu-
licres de EE 2 C *(EG;n) et W . Dans toute la suite, on désigne par C *(X)
le complexe des chaines singulieres d'un espace topologique X .
D'aprés le théoréme d'Eilenberg-~Zilber, on a une équivalence de chaihes :
n n
C(EGxX"/g ) ~ C(EE) C;@ c, (X%
n

N . n . n
o1 on a noté C*(Eq‘)@;& C*(X )} le quotient de C*(E@h) % C*(X ) par
n

1'action du groupe S, -
11 en résulte :

C,EX) ~vwe c ).
@n

Notre but est d'exprimer le complexe des chafnes singulieres C *(@p;l X) en fonc-
tionde W etde C *(X) . D'apres le théoréme d'Eilenberg-Zilber, les deux
foncteurs X — C *(Xn) et X — C*(X) ® ...0 C *(X) (n-fois) sont équiva-
lents, mais il n'existe pas de transformations naturelles @,’n—équivariantes
entre ces deux foncteurs sinon il n'y aurait pas d'opérations de Steenrod.
(Pour la définition de 1'action de &, sur le complexe C *(X) ® ...8C *(X)
(n-fois), voir le paragraphe II, B) .)

On va appliquer le théoreme des modeles acycliques pour avoir une équi-
2

valence de chaines entre W ® C *(Xn) et W® C.°(X).
& ©

n n

B) Groupe et catégorie.

1. Action d'un groupe sur une catégorie.
Soit G un groupe et C une catégorie ; on dit que C est une G-catégorie

si, pour tout élément g de G, il existe un foncteur :

$d :C— C
g



vérifiant :
(e désigne 1'élément neutre de G)
ii) @ =¢ od ,g' € G
(i) @, o °%y (g8 )
Pour une G-catégorie C, onnote Gx C la catégorie dont les objets sont les:

objets de C et dont les morphismes sont définis par :

Hom . ,(A,B) = 11 Hom,(® A,B) (A,B € O0b(C)) .
GxC g€G C' g

Le composé de deux morphismes f : <I>gA » B et h: @g,B -+ C dans la caté~
gorie G x C est défini par :
Exemple : Soient G et H deux groupes. On suppose donné un morphisme de
G vers le groupe des automorphismes de H . On associe canoniquement au
groupe H une catégorie notée H telle que :

Ob(H) = % et Homﬂ(*,*) = H.
Par définition, il est clair que la catégorie H est une G-catégorie et on vérifie

que la catégorie G H est associée au groupe G x H produit semi-direct des

groupes G et H.

2. Extension de foncteurs.
Si C estune G-catégorie, alors il existe un foncteur
i:Cc— GxC
défini par : i(A)=A pourtout A € Ob(C)
i(f)
Si g est fixé dans G, alors1'ensemble Hom. (A,® A)= -L—lHom (€, A,® A)
’ GxCY 7 g héG C"h g

Il

f pour tout f € Homc(A,B) .

possede un élément privilégié g(A) correspondant, pour h=g , al'identité

de & A.
g



Ltapplication :
Hom,, (@gA,B) — Hom, (A,B)

t i ()

est 'inclusion naturelle.

DEFINITION. Soient C une G-catégorie, C' une catégorieet F: C =+ C!
un foncteur covariant. On dit que F s'étend a la catégorie G x C s'il existe

N
un foncteur covariant F rendant commutatif le diagramme suivant :

Si F: C = C' seprolonge a la catégorie G C , alors on définit pour tout

g € G une transformation naturelle :

T : Fo &
g ' F > Fe %
par : Tg(A) = F [ Lg(A)J pour tout A € Ob(C).
On vérifie que :
(1) Te = id
(ii) ng,(A) = Tg(fbg.A) 0 Tg,(A) (A€ op(c);eg,e €G).
Inversement, 1'existence d'une telle transformation Tg : F2Fo @& g pour tout
g € G vérifiant les conditions (i) et (ii) implique que le foncteur F s'étend
a la catégorie G x C en posant :

(iii) F(A) = F(A) pour tout A € Ob(C)

(iv) F( ot (A) = Fl)oT(A) pour tout 1€ Hom,(@,A,B) .

DEFINITION. Un foncteur F : C = C' qui se prolonge a la catégorie Gx C

est dit un KG - foncteur.



Soit (C,M) une catégorie avec modeles, C' la catégorie des Z-modules,
F: C - C' un foncteur covariant, représentable (au sens de [?] , page 28)

et L. un G-module libre.

LEMME 1. Si C estune G-catégorie et F un D<G—foncteur, alors le foncteur
NS
L® F s'étend & la catégorie avec modéles (G x C,Mm) en un foncteur L® F

représentable.

- Démonstration. Soit Té : L&F-2(L®F)o @g la transformation naturelle

définie par :

Té(A)(e@ X) =g-.e® Tg(A) -x- (g€ G, x€ F(A), A€ 0b(C))

ou Tg est la transformation naturelle correspondant au prolongement de F. Té
vérifie les conditions (i) et (ii) , ce qui montre que L® F est un x~foncteur.
Puisque le foncteur F est représentable, pour chaque M € Ih , il existe un
ensemble BM c F(M) tel que, pour chaque A € Ob(C), le Z-module F(A)
admette pour base la famille des éléments F(f) - m , ou m décrit les divers
ensembles BM et ou, pour m€ B, , £ décritl'ensemble Homc(M,A) .

Soit {ei, i€ 1} unebasede L, pour montrer que le foncteur }@ est

représentable sur la catégorie avec modeles (G XC ,) , on considére pour chaque

N
M € Ih le sous-ensemble {ei ®m,i€I, mé€ BM} de (L® F)(M) =L %F‘(M) .
Pour chaque A€ Ob(C), ona :
™,
(Le P)(f)('ei ® m) [(L ®@F)(f) o Té(A)] (ei ® m)
g€G,i€I, meB

M

g-e ®(Ff)o Tg(A)) -m ;5 (
fe€ Homc(@gM,A)

D!apres la commutativité du diagramme suivant :

Fle . (®]
g

F(M) , F@ _(A)
e

%Ml l T (A
F(@ (M) FO Fw)




ona : (Ijg%)(f) ~(ei® m) = g-ei®(T (A)oF[& (0] -m .
g g1

Comme F est représentable, pour & _1(A) € Ob(C) , la famille des éléments
g

M et ou, pourmEBM .

A), est une base pour le Z-module

Fl&® __1(f)j . m ou m décrit les divers ensembles B
g

& _(f) décrit 1'ensemble Hom,(M,&

g—1 c g—1

Fl & 1(A) 1, Tg(A) étant un isomorphisme donc la famille des éléments
o J

(Tg(A) oF[® —1(f) ]) - m est une base pour F(A) . On en déduit que la famille
rd Z’ g —/\

des dléments (L ® F)(f) - (ei ® m) est une base pour le Z-module

N
(L® F)(A)=L®F(A) oh i €1 , m décrit les ensembles By, et oli, pour
y 4

me B, , t décrit 1'ensemble HomeG(M’A) .

COROLLAIRE 1. Soit G ungroupe, M un G-module libre sur Z et L un

G-module libre, alors L % M est un G-module (pour 1'action diagonale) libre.

Démonstration. On prend pour C la catégorie telle que :

ob(C) = % et Home(*,*) = {id} ,

C) Application du théoréme des modéles acycliques.

1. Soit (C,Mh) une catégorie avec modeles M , & la catégorie des complexes
de chaines augmentés et applications de chaines conservant 1' augmentation et
P et R deux foncteurs covariants de (C,m) vers 8§ . Le théoréme des
modeles acycliques s'énonce ainsi (les notions de foncteurs représentables, acy-

cliques et catégories avec modeles sont exposdes dans [5 ], [ 7] et [15]).

THEOREME 1. Avec les notations précédentes, si P est représentable et R

acyclique, il existe une transformation naturelle :
T : P~ R

unique a homotopie algébrique et fonctorielle prés.



-

2. On désigne par J la catégorie des espaces topologiques et applications
continues avec comme modeles les Aq , q= 0 .La catégorie AL cee X& (n—fois)
est naturellement une @n—catégor‘ie avec comme modeles les (Aq1 yeen ,Aqn) ,

q; =20, 1=i=sn.

Onnote P, C, CoP et S les foncteurs covariants suivants :

P s 3
(X1, ,Xn) —> X X oo xX
C g — 5 8

(X1,...,Xn) P___éc*(x1 X vus xXn)

n
S : g o »

(X1,...,Xn),___, C*(X1)® e ® C*(Xn) .

Les foncteurs W® CoP et W® S libres et acycliques sont de facon évidente des

. ré N rd . n \
D% ~foncteurs qui s'étendent a la catégorie @’gn X avec comme modeles les
n
/\\

—
(Aq ,...,Aq ) q= 0, 1<isn endesfoncteurs W® CoP et W® S
1 n
libres et acycliques.
D'apres le théoréme des modeles acycliques, il existe une équivalence

d'homotopie fonctorielle, déterminée a homotopie algébrique fonctorielle preés :

] T T~ N
F : W®C0P—__7W®S

En particulier, soient o € @n et X ,... ,Xnn~espaces topologiques, le diagramme

rl?

suivant est strictement commutatif :



F(X], ...,Xn) \
W® c*(x1>< "’XXn) We C*(Xi) ® ...®C*(Xn
/\\ . N
(We® coP)[ag(x1,...,xn)3 (We S)[LG(XT, ...,xn)]
We® c*(Xoﬂx ,..,Xo__ ) = ! ) c*(xcq)@ ...®c*(x0_1)
() (n) R () (n)
(1) (n)
Soient f l'application de X1 X.oooxX vers X _q1X...XX -1 qui, a
_ n o o
(1 (n)
(X1"“’Xn) fait correspondre (X0_1 ,...,xc-ﬂ et g 1'application de
(1) (n)
C*(X1) ® ... ® C*(Xn) vers C*(XGZ11)) ® ...® C*(XG(J)) définie par :
g(oz1 ® ...® oen) = signe - @ -1® ... ® o -1 (ai € C*(Xi) ;
(1) (n) 1< i< n)
o
log |+ fe;]

ol le signe comporte le facteur (- 1) chaque fois que ozi et ozj sont

échangés (Iozil = dimensionde a, ; 1< i< n).

Notons ho l'application de W vers W qui a w associe 0 w. Ona :
N
We CoP)[LO(X},...,Xn)] =h ®f,
A~ «
we s)[e.c_(x1,...,xn)] =h ®g

Le diagramme strictement commutatif précédent s'écrit :

F(X1 b -..,Xn)

We C*(X1>< ...xXn) > W® C*(X1) S vu® c*(xn)
h0®f* h0®g
W® C (X -1 x.xX__1) S WeC (X _1®..9C_(X__1)
*T0) T FX Xy X o) *70T)
(1) %(n)

On en déduit 1! existence d'une équivalence d'homotopie fonctorielle, déterminée

a homotopie algébrique fonctorielle prés entre les foncteurs



X— WeCX) e X ws ci‘f’(x)
© G

définis sur la catégorie 3J .

D'aprés 1. A, 4), ona :

n n®
C*(@HX) ~ wg c*(x) ~ W® C.o(X)
n n

On a donc établi le résultat suivant :

PROPOSITION 1. Si X est un espace topologique, alors on a une équivalence

de chafnes fonctorielle entre le complexe des chaihes singuliéres de @nX,

C (G X) et W g CIP(X) ob W est une résolution libre de Z sur Z[E] .
n

II - DESCRIPTION DE H*(@zx s Z/2)

A) Le transfert.

1. Soit (Y,p,X) un revétement fini & r-feuillets ; on définit un transfert tr
de C *(X) vers C *(Y) qui, a un simplexe singulier de X , associe la somme

de ses r relevés dans Y .

2. Soit G un groupe, H un sous-groupe de G d'indice fini et M un G-module
a gauche. On note MG le quotient de M parl'actionde G et 'MG le sous-
module de M formé des éléments invariants par G . On définit deux transferts :

(i) L'unde M. vers M,, qui, alaclasse de m ¢ M modulo G, associe

G H
la classe de 1'élément (g1 ‘m+ ...+ gp-m) € Mmodulo H oli r estllindicede H
dans G et ou les g (1= i< r) sont les représentants dans G des classes

de H\G .
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(ii) L'autre de MH vers MG qui, a mé€ MH , associe 1'élément
(gm+...+gm€Mou les g, (1< i< r) sont les représentants dans G
1 T 1

des classes de G/H .

3. Remarque. Si (Y,p,X) estun revétement fini & r-feuillets, on considére
Z= U F_ ou F_ est 1'ensemble des bijections de p—1(x) vers {1,2,...,r}

xeX
muni de la topologie telle que X EUV FX soit un ouvert de Z des que V est un
ouvert trivialisant. Le groupe @P opere librement sur Z par :

0.f=c0t (0€EG,, t€2).

L'application de Z vers Y qui, a f €Z, fait correspondre 1'élément f_1(r)
de Y est @’r_1 - équivariante et induit un homéomorphisme de @r_ 1\ Z vers
Y . De méme, 1'application de Z vers X qui, a £€ Z , fait correspondre
1'élément x de X tel que f € FX est Cc;r—équivariante et induit un homéomor-

phisme de @r\ Z vers X. On ale diagramme commutatif suivant :

®P-1\Z > ¥
q J/p
AN C 5 X

ce qui montre que le revétement (Y,p,X) est homéomorphe au revétement
(gr_ \ Z,q, @;r\ Z) . Le transfert de C *(X) vers C*(Y) défini & 1'aide de

2. (i), coincide avec celui défini au 1.

4. Pour n un entier, considérons le revétement (ECc;n xXn,pv,@;’nX) . Ona
en cohomologie un transfert :
tr 1 HY (X" ;M) —— H (& X ; 1)

ou Il est un groupe abélien.
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P
Soient u, € H Yx s Hi) (1< i< n); onnote (u1,...,un) 1'élément
Pit..
1

t(u. x...xu) de HV "Plex.ne..00)
1". n n , 1 LE X3 n‘

B) Définition de la cochathe P, -

Soit II un groupe abdlien muni de 1'action triviale de <& n’ d'apres
la proposition 1, C¥ (@nX ; 1) est équivalent au complexe Hom - (W@ C2® (X),H>
h

des cochathes & n—équivariantes de WO C?fg)

(X) avaleurs dans IT .
Pour u¢ CP(X ; M), on définit la cochathe u" =u® ... ® u (n~fois)
de Cf(X) vers ™ .

Le groupe & opere sur Cr_;@ (X) par :

(J'(:»c:1 ®...® xn) = signe - x0(1)® . ® X5 ()

Le signe qui apparait comporte le facteur (- 1) I - 1}{3 ‘ chaque fois que x, et
x, sont échangés oli on a noté lxi\ =dimensionde x, (1< i<n, 1= j<n).

L 'action de &, sur ™ st définie par :

g0(1)® -..®g0_(n) Si»pEO (2)

c-.{g.®...0¢g) = (o0 €x)
1 n 6(0)'go~(1)® e ® %5 (x) sip=1 (2 n

On note @h(ﬂ,p) le quotient de Hn® par cette action de @n . Onen
déduit que : |

Vo - x,®...9%x)] =0 culx, ® ...®xn) (chE Ce;n)

et que la cochaine

e ®1 n @

we clo(x) 221, P Ly n
est @;n-équivariante, ou e désigne 1'augmentation de W et "™ est muni de
1taction de O définie précédemment. On a ainsi construit une application :

P : cPix;m — c®EX ;e m,p)
qui induit en cohomologie [19] une application notée encore Pn :

. P . np & T &
P, : V(X ;1) — HP(SX ;& (p) .
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C) L'homomorphisme H( Q&,-n ; ) — H*(EnX ; 1)

L.'application de chaines 0" dquivariante :

” n&®
We c‘f’(x) d® e W

induit une application de chaihes W gg Ci®(X) + W/ (5, qui correspond géomé-~
c

triguement a 1' application
s: & X — @n(pomt) = B@n

Si X est un espace topologique non vide, le choix d'un point x., dans X déter-

0
mine une section pour 1l'application s . On en déduit que 1'homomorphisme
s* s H*(@n ; 1) — H*(@;nX ; Il) est injectif, ce qui permet d'identifier

H*(@n ; II) avec son image dans H*((;nx ;).

D) Conclusion.

On est en mesure maintenant de décrire la cohomologie de CézX a
coefficients Z/2 . Dans ce paragraphe, C *(X) désigne le complexe des chainhes
singulidres de X a coefficients Z/2 ; H *(X) 1'homologie de X a coefficients
Z/2 . |

Comme Z/2 est un corps, il existe une équivalence de chafhes de C *(X)
vers H *(X) (considéré comme un complexe muni de la différentielle nulle) qui
induit 1'identité en homologie, unique a homotopie pres. Elle induit une équiva-
lence de chaines de W g Ci® (X) vers W % H_i@)(X) bien déterminée a homo~
topie pres, ceci résulte d'un lemme dii a Steenzrod [ 17] , page 204. On en
déduit :

(i) Hom e, W® cff’(x),z/z) ~ Hom s, w,H*(x) ® H¥(X))
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(i) HP(T,X ; Z/2) = © 1O s
k42 =
p

k<?t

HY %) ® b (x) @ H (x) ® HY(X)) ®

o H( ;H e X) e H' () e HX) @

r+k+€=p
r>0,k<?

® H(E,; H(X) e HX) .
+28=p
Pour k < ¢ , on peut écrire :
k 2 e k k 2
HX)eH X)oH X)e HX) = Homz(z[@zj SHY(X) © H (X))
ce qui montre [ 3 ], page 118-120 :
Ho(®2 v @ HE(x) @ P (%) @ HYX) = HY(x) @ HE(x)
r R £ 2 k
H (@2 s HEX)OH X)oH (X))@ H(X)) = 0, pourtout r>0.
I1 en résulte :

H(®,X;Z2/2) = (@ H(eH (X))e( e HI(E;HXeHX)).
K+2=p r+2s=p
k<2

Soit E un espace vectoriel sur Z/2 de base {ei ; 1€ 1} , on suppose
1 totalement ordonné ; Hr(GE: ; E® E) admet pour base la réunion disjointe des
deux ensembles suivants :

*{ei®ei; i€ 1}

.. 2 . .
*{ei® ej+ej®ei; (i,j) e 1° et i<j} .

On en déduit (voir remarque III, 3)) :

PROPOSITION 2. Soit {xi ; i € 1} unebasede H*(X ; Z/2) , on suppose
que I est totalement ordonné (on peut supposer que i < j sile degré de X,
est strictement inférieur au degré de Xj) ; H*(G"»ZX ; Z/2) admet pour base la

réunion disjointe des trois ensembles suivants :
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* {(Xi’xj) s (i) € I? avec i <j} ou (Xi’xj) désigne le transfert de Xixxj .
¥ {szi ;i €1}
r

* {e upzxi; r>1 et 1€1} .

Il - CALCUL DES CUP-PRODUITS DANS H*(@ZX s Z/2)

1. Une approximation de la diagonale pour C*( @‘ZX) .
On considére sur la catégorie & 2 X 72 1e foncteur covariant, libre et
acyclique W® S (les notations sont celles du paragraphe I, C)), le théoréme

des modeles acycliques donne 1'existence d'une transformation naturelle :
e U~
D:Wes — (Wes)®
On a donc pour objet (X1 ,Xz) de @2 X 72 une application de chathes :
- \ 2®
D(X1,X2, P WeC (X)ec,(X) — Wec (Xx)ec,(X,)
qui rend commutatif le diagramme suivant

D
(XX,

We C,(X)® C(X,) We C, (X)) ® C,(x,) >
h,®g J/ [h(,@ 8]2®

We C (X)®C (X,)

L 4

W C (x)®C, (x )%

W

D
(X, X))

o h : W= W est détinie par ha(w):c .w {0 le générateur de Céz) ,

g : C*(X1)®C*(X2) - C*(X2)®C*(X1)

Ix, lx, |
est définie par : g(x1 ® x2) =(=1) Xy ® X,

On en déduit que D induit une transformation naturelle notée encore D .
22
— W e c®)
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Pour prouver que D permet le calcul des cup-produits dans H%(@ZX ; Z 2) ,
on considere le diagramme suivant :
P, %) -
We c*(xq) ® C*(Xz) > (We c*(x,') ® c*(xz))
gl k
(x,xx)1%
W®C*(X1><X2) (Wwe C, 1 X%,) ]
J I -
C*(Etézxx,ixxz) > [C*(Egzxx1xxz)]

1
D (E&fzxx,l ><X2‘}

ou D': C~ C2® est 1'approximation de la diagonale de la catégorie I et les
fleches verticales sont les équivalences d'homotopie algébriques données au
paragraphe I. Le théoréme des modeles acycliques appliqué aux foncteurs :

(X1,X2)—--' C_*(E©2 x X, X Xz), représentable et

1

2

(X1,X2)-—~* [we C*(X1)® C*(Xz)] , acyclique

donne 1'existence d'une transformation naturelle du premier foncteur vers le
second, unique a homotopie algébrique fonctorielle prés, ce qui prouve que le

diagramme précédent est homotopiquement commutatif. Par conséquent, 1'appli-

29 2®]2®

cation de chafhes D de W & C* vers [W g C

2

permet le calcul des

2
cup-produits dans H*( @ZX s £/2) .

2. Construction de D .

Le groupe @2 opére diagonalement sur le complexe W® W . Le @52-
complexe W est libre, le (§Z-complexe W® W est acyclique ; il existe donc

une application de chaines DW @2-équivariante, conservant 1'Yaugmentation, de

W vers W W.

Soient X1 et X2 deux espaces topologiques. On note D(X1 Xz) la

composée
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D, ®D. ®D!
WX, TTX

1 2 28 20 29 E
2) woecy (x1)®c* (Xz) —_—

We® c*(x1)® c*(x

— B [wec,(X)® C,(x)]

ou E est 1'échange des facteurs. On a ainsi défini une transformation naturelle :
VAN
D:WesS — (Wes)® .

3. Remarque. Soit €Y le générateur du HY(S, ; Z/2) (j= 0) (dans toute la
Remarque 2

suite, e désigne a la fois la classe de cohomologie et le cocycle équivariant qui

la représente). Si x € H*(@,zx ; Z/2) , onnote e’ L x 1'élément s”(ed) U x

*

du H*(@;ZX ; Z/2) ou s  est1'homomorphisme défini au paragraphe II, C).

Soient u € H*(X ; Z/2) et z un cocycle qui représente u , alors e’ « qu

est représenté par la cochaine équivariante e‘] ® z® z . En effet,
ed o qu = {eJ ®e®et vui{e®z®z} (si v estune cochathe équivariante
de W® Ci®(X) , onnote {v} la classe de cohomologie de @2)( qu'elle repré-

sente ; ¢ désigne génériquement 1'augmentation).

1 ¥y (L
W x®D')(c"®ec®z@c®2)}

e UPu = {(D
i ¥ * *
el UPu = {(Dy(e?® e)eD'i(c®2)® D' (c®2)} .
Or D";(e ® z) difféere de z par un cobord et D§(€J® ¢) differe de e‘] par
un cobord équivariant ; il en résulte toujours d'apres le lemme de Steenrod

[17] , page 204 :

eJuqu = {eJ® z®z} .

On peut éviter d'avoir recours a ce lemme de Steenrod en choisissant

D? (ej® e:):ej.

> 1 3 ﬂ* —
X,W et DW de facon a ce qu'on ait DX(e®z)-z et D

W

PROPOSITION 3. Pour u, v, X, y, x' et y' des éléments de H*(X ; Z/2) ,

ona :
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M) [doprplolefopy] = Jop oy

) . (0 . .
@) [ opploty = A
i(uvx, ucy) si j=0

(i) ) o &L,y = ux',yoy)+xoyt,yoxt) .

Démonstration. Soient z et z' les cocycles représentant respectivement u et

Vv; ona :

r - et e nt™® ' 1
Levpf]u[evpf]—{®w®DX®D)Me®e®z®z®z®z)}

={e®zouz'®z.2"}

= €up2(U\JV) .

*

Comme e:;l o ek = eJ+k

dans H*(Z/ 2 ; Z/2) , on a démontré la formule (i).
Avant de démontrer les formules (ii) et (iii), on va prouver le résultat

suivant :

LEMME 2. Si (Y,p,X) est un revitement fini, alors, pour u€ H (X ; Z/2)
et v€ H*(Y; Z/2), ona : uuitr{y)=tr (p*u o V) ou tr estle transfert

associé au revétement (Y,p,X) .

Démonstration. On considére le diagramme commutatif suivant :

ld/YxYYxid
y_pxid  Sxiy
p 1 1id><p
X d ., xXxX

ou d est 1'application diagonale.
Si tr' estle transfert associé au revétement (X x Y, idxp, X x X) ,

on a le diagramme commutatif suivant :
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C, (X xX) ——-.—L—-—:)AC*(X) ® C,(Y)
tr‘l J/Id@ tr
C, (X xY) AN c,(x) e c (V)

ol les fleches horizontales sont les équivalences de chaihes données par le

théoreme d' Eilenberg-Zilber. D'apres la fonctorialité du transfert, on peut écrire :

d%o trt (uxv) = tro d*(p*u X V)
*
(

it

d"(uxtrv) .
I1 en résulte :
uoutrv) = tr (p*u vV .
Les formules (ii) et (iii) découlent du lemme 2 appliqué au revétement

(B %"2 xXz, D, @2}{) ; en effet :

[eijzu] v (x,y) = [ejuqu] wir(x xy)
= tr[p*(ejuqu)u'(XXy)J .

On a 1:)*(eJ o qu) = p*(e:’) N p*(PZu), p*(qu) =uXxu et comme EG, est

contractile, le diagramme suivant :

2
E@zxX > EC~S2
S Y

montre : p*(e‘])z 0 si j#£0
= 1 s j=0 .

On en déduit :

i 0 si j#0

[e?oPul o (x,y) =
(uux,uvy) si j=0 .
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De méme, on 2 :

(x,y) U (x",y")

tr(x xy) Utr(x' xy')
tr [p” (tr (xxy)) U x'xy") ]

Or p*(tr‘ (xxy)) = xxXy +yxx modulo 2 , doncona :

(X’y)U(X',Y') = (XUX', yvyl.)'l"(x\JY', YUX')

IV - CALCUL DES CARRES DE STEENROD DANS LA

COHOMOLOGIE DE Cc;zX .

Soit X un espace topologique. Dans toute la suite, C*(X) désignera le
complexe des chainhes singuliéres de X a coefficients Z/2 . Onnote V la
résolution libre de Z/2 sur Z/2 [Z/2] telle que v, = Z/2[Z/2] iz 0)
engendré par Vis di(vi) =(1+ T)Vi- 1 (i>0; T legénérateur de Z/2) et
e(vo) =1 (e est1'augmentation de V) .

Soit 7' la transformation naturelle, Z/Zféquivariante de V® C vers
C® C, donnée par le théoreme des modeles acycliques appliqué aux foncteurs
V ® C représentable et C® C acyclique, définis sur la catégorie 3 . L'action

du groupe Z/2 sur V® C *(X) et C *(X) ® C *(X) est définie respectivement par :

T -(v®x)=T-v®x et T(x ®x2)=x ® x

1 2 1°

i
En cohomologie les carrés de Steenrod sont induits par les applications Sq de

cP(x) vers cP*(xX) (1= 0) définies de la manidre suivante :
Squ, 0) = {u® u, TXVp-i® o)) siisp

=0 si i>p
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A) L'application de chaines de V& C*( QZX) vers C*(‘\?:~2X) ® C *(k;)zx) .

1. Sur la catégorie & b<32 avec comme modeles les (& ,& ), q.,9,= 0,

- 2~ 9 9 12

on considére le foncteur W® S libre et acyclique (les notations sont celles du

paragraphe I, C), 2. Le théoréme des modéles acycliques appliqué aux Z/2-
/\ //\‘\ 2® ‘

foncteurs V® (W® 8) et (W® S) (1'action de Z/2 est celle définie préce~

demment) donne 1'existence d'une transformation naturelle Z/2-équivariante :

A
T V®(VV€?>S)~—-—-—->-(W® )%

D'apres la définition de la catégorie @2 X 8’2 , T induit une transforma-

tion naturelle Z/2-équivariante notée encore T

, 22
r:veWwe c®)_Lwe )

©, &,
Le m8me raisonnement que dans III, 1., montre que 7T peut &tre utilisé pour

calculer les carrés de Steenrod dans H*( ©2X 1 Z/2) .

2. Constructionde 7 .

Le groupe Z/2 x @2 opére sur les complexes VO W et w® @ v

de la fagon suivante :

sur VO W (T,id){(vew) =T -vO®w

(id,o)(ve w) = v® ow

®vv1®v2) = W,9wW, ® Tv_ ® Tv

2® 2® .
sur W ® V { (T,1ci)(w1®w2 A 1 2
(id),o)(w1®wz®v1®v2) = OW,®0W,0V, 8V, .
Le Z/2x & 2—comp1exe. V® W estlibre, le Z/2x & 2-complexe W2® ® V2®

est acyclique ; il existe donc une application de chafnes F Z/2 x @z-équiva—

riante, conservant 1'augmentation, de V® W vers W2® ® V2® .
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Soient X1 et XZ' deux espaces topologiques. On note L la composée :

1772
, FRId 20 _ 20 1
Vo We C%(XT) ¥C, (X) — S wTeviec X)eC X)) —1
1 1
2® Id® TX1® TX2

——s W e Ve c (X)]e [Ve C (X)]

. E
® 2% 2% 2 2®
— W & CY (X1)® o (X2) 5 (W& C*(XT) ® c*(xz)j

ol E1 et E2 correspondent a 1'échange des facteurs.

On a ainsi défini une transformation naturelle Z/2-équivariante :

T VeWss) . (We 5%

i
B) Calcul de SqP2u .

THEOREME 2. Soit u€ HP(X ; Z/2), ona :

k i~k 12§ i
u= 2 (Squ,Sq W+ =2 (: el

i J
Sq P2 v Pz Squ
k<y/2 0<j<i/2 -]

Démonstration. Notons z la cochaine représentant la classe de cohomologie u .

Par définition des carrés de Steenrod, on a :

i
<SqP2z,c> = <P2z®P z, T(v, .®c))

2 2p~-i

ou T estl'application de chafhes construite au paragraphe IV, A) 2.,

V2p—i € V2p-i , CE€ C2p+i(@2X) et P,z=c¢®z®z.

i i
Par lindarité des Sq (i = 0) , il suffit de calculer @ 5= {SqP
s

22,W3®x®y>
ou Wj € Wj , X et y sont deux éléments de C *(X) . En remplacant T par son

expression donnée au paragraphe IV,A) 2., on obtient :

o, .
1,]

It

1t )
(e®c®z829707, (Id®TX®TX) o (F®Id) (vzp_i®wj®x®y)>

i

1 1
(2828282, (T,®Ty) o (€®eB®Id) o (FOId) (Vzp_i®wj®x®y)>

i

1 H
(z®z®z®7z, ("X®"X) o (TV®Id) (vzp_i®wj®x®y)>
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est la composée :

vew __F _ w®ey® _Be®ld

ou T
Vv

En considérant VZ° comme un module sur Z /2l Z/2 xZ/2] , onpeut écrire :

T (v.ow) = Z X, . vV, ®v
Vi ] K+ =i+ i,j,k,¢ 'k 2

ol Ay sy € Z/2(Z/2xZ/2) .

On obtient :

a . = {(®¥0z9z, 2 Ao oo [y (v, ®x)® 7o (v, ®y) ] ) .
i,] . K+2=2p-+j-i 2p-i,j,k,e - X'k X'e

Le groupe Z/2 x Z/2 opére sur le complexe C2® ® C2® par 1'action produit

(Z/2 opeére sur c2® par 1'échange des facteurs). La cochafhe z®zQz®z est
équivariante pour cette action ; on peut donc écrire :

z Py
k‘l‘ 8 =2p+j "i

o. .
1,]

. 1 !
ap-i,i K, ¢ (z®z, TX(Vk®X)> (z®z, TX(V2®y)>

p-k p-2

2 Y . .
k2 Dpekjmi M2p-i, ik, e - 54 (D) - Sa (2))

Ay

ou est 1'image par 1'augmentation de X

Azp_i’jykye 2p-i,j,k,8 ’
On en déduit :
i - ; p=k -2
SqP,z = = >‘2—i‘k2€J®SqZ®SgZ
k+8 =2p-i+j P=150,%;
J

; p-k p-2
D'apres la proposition 3, pour j£Z0 et k#¢2, el _(Squ, Squ)=0.

On obtient :
i —- p-k p-¢ ; p~k p-k
SqP,z = = Mopi 0.k 259288Sqz + > ¢J®sqz®Sqz +
k+8=2p-i “PTHV K> 2k=2p-i+j
J#0

+ cobords (%)

Pour achever la démonstration du théoréme, on a besoin des valeurs de

et A . ui sont données par le lemme suivant.
Zp"l,.] ,k, ¢ q p

Aop-i,0,k, €
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LEMME 3. (i) xk+€’0,k’g =1

i) X . - cfj'j (dans Z/2) .

Démonstration.

(i) L'application de chafhes D, de V vers V® V détinie par

Vv
qui permet le calcul des cup-produits dans H*(Z/2 ; Z/2) . Ona :

Dv(vi) ='rv(vi®w0) (iz 0) induit D, de V/Z/2 vers V/Z/2® V/Z/2

1= (¥ vel, ;k_l_g) (\-ri désigne la classe de v, dans V/Z/2,i=0)

k A
= {e ® ¢ ’DV(VK+€)>

= 2 X <ek® ee

,V.® VD
mn=l+ £ k+2,0,m,n m

n

= "k+e,o,k,e

(i1) Soit ?V 1'application de chafhes de V/Z/2® W vers
V/Z/29 V/Z/2 , @2-équivar*iante induite par T, , elle permet le calcul des

carrés de Steenrod dans la cohomologie du groupe Z/2 . Ona :

S sq (<, vy (i=2k-j)
= <ek ® ek-, ?\/G;i ® Wj)>
= (¥ X, e+§=j+i Xi,j,e,m le ® x‘rm>
- Xi,;j,k,k

La formule (%) s'dcrit alors :

i p-k  p-¢ k=j i p-k  p-k
SqP,z = = Sq z®ng+ z C Je‘]®ng ®S§z + cobords
k+8=2p~i 2k=2p-i+j
j#0

qui s'écrit encore en posant i - j=2m .



24.

i p~k p-¢ p-¢ p-k i-2m ;_ m m
SqP.,z = L (Sq z®Sqz+5Sqz®Sqz)+ & C 1 2m®Sq z® Sq z
2 k+8=2p-i O=msip P™M
kel
+ cobords
-n - i-2m i=-2m m m
- Z(Sq Z®Sq z+Sq z®Sq zZ)+ L C € ®8qz® Sqz
n<ig, o<msiz P™
+ cobords

En passant en cohomologie, on a démontré le théoréme 2.

COROLLAIRE 2. Soit u€ H’(X ; Z/2), ona :

E i-e=2k i k
Sq(e v P, u = 2 C C &t ZKUPZSqu .
k;e J P2k

Démonstration. La formule de CARTAN permet d'écrire :

i J £ . m
sq(¢ P,u) = T SqédUSqP,u
- 8+m=i
£ m=-2K p_ k
= & C It [Z‘ (Squ Squ)+23€ e 2kuPZSqu}
e4m=i J S n<myy -
£ m-2k - : k
- % cc M2+t CP,Squ
e+m=i J Pk
k
On remplace m par i~ ¢ etontrouve :
i g € i=e=2k  jid.. k
sq(ed P,y = T . C K P squ .
“ k,e J Pk

C) Carrés de Steenrod et transfert.

Soient u et v deux éléments du H (X ; Z/2) ; par définition,
i
(u,v) =tr (u xv) dans H*((z-;zX ; 4/2) . Donc, pour calculer Sq (u,v), on
va commencer par étudier en toute généralité le comportement des carrés de

Steenrod par rapport au transfert.
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PROPOSITION 4, Le transfert commute avec les carrés de Steenrod.

Démonstration. Soient G un groupe, H un sous~-groupe de G d'indice fini

et X un G espace a gauche. Au paragraphe II, A,2., on a défini un transfert
tr de G\C %(X) vers I—I\C*(X) qui, 2 la classe de x € C*(X) modulo G ,
associe la classe de 1'élément (g (XAt g2°x) de C *(X) modulo H olt r
est 1'indice de H dans G et les g (1= i< r) sont les représentants dans
G des classes de H\G .

Si uc€ Hp(H\X ; Z/2) est représenté par le cocycle équivariant z , ona :

<Scllz, Z g ex)

i
{ir 8q z,x)
1=FEr J

it

i

T (z®z, (v .®g -
i ) X(p_l g X))

ol 'r;{ de V® C *(X) vers C *(X) ® C *(X) est 1'application de chathes Z/2 x G-
équivariante qui permet par passage au quotient le calcul des carrés de Steenrcd
dans H(G \X ; Z/2) (le complexe V est la résolution libre de Z/2 sur

Z/2[Z/2] définie dans IV). On obtient :

i

(1) <trsqz,x) = 2 <(z®z,(g. xg) T;((V . ® x))
1Sj51‘ J J p=~i

De méme, par définition des carrés de Steenrod, on a :

i 1
{(8qtrz,x) = {trz® tr z, TX(Vp—i ® %))
= (z® z, (g xg)'r' v..®x)
1=k, e<r k==t X tp-i

= 2 (z®z, (gkxgk)'r;((vp_ich)) +

1<k=r
Y"‘"\
+ L. Kz®z, (gkxge) T;((v L ®x)) .
1<k, e<r p=1
k#¢
La seconde sommation peut s'écrire :
I 1
Z z®z,(g xg,)1(v. .®x))=  Z {(1+T)(z02z),(g xg, )T (v .®%))
1Kk, 2&r Pk TRE TX p-i 1<k<t<p kTR X p-i

kA2
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et comme (1+ T)(z® z) = 0 modulo 2, on en déduit :

i 1
2 (8qtrz,x) = & (zQ® z, (v .® x)) (modulo 2) .
(2) qtrz,x) 1Sk§rz Z (gkxgk) Tva__l x)> (modulo 2)

i i
Les égalités (1) et (2) montrent bien que Sgotr=troSq .

Remarque : Ce résultat est démontré dans [6] et peut &tre considéré comme
une conséquence d'un résultat plus général de [12] , 2 savoir que les opérations

de Steenrod commutent avec les morphismes induits par les applications stables.

COROLLAIRE 3. Soient u et v deux éléments de H (X ; Z/2) , ona :

i J i-j
Squ,v) = & (Squ, Sq " v) .
o<j=i

Démonstration.

i i i
Sq (u,v) = Sqtr(uxv) = tr Sq (uxv)

i i-j
=tr{ Z SquxSq V)
o<j<i

i i
= 2 (Squ,Sq v .
osi<i

V - RELATIONS D'ADEM

Comme conséquence du calcul des carrés de Steenrod dans la cohomologie

de ®,X , on va établir les relations d'Adem.

Soit X un espace topologique. Considérons le diagramme commutatif

suivant : Id xd 2

EG, xX y B, xX

fixia 1 l p

D .
B@;z x X @2}(

]
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ou d de X vers X xX estl'application diagonale.
Si tr, t'r; et t"r désignent les transferts associés respectivement
aux revétements (E Fy X Xz,p, ’“1%12X), (E:Ez-z x X, 1T x Id,B(szx X) et

(E '1?52,1?1 ,BGT alors :

)
t'"r = O modulo 2.

Le diagramme commutatif suivant
C%(E:cc;2 XX) oo 5 C*(EG_;Z) ® c*(x)
t'r t"re1d
. w:_w__;. &
C*(B(ézx X) C*(Bﬁpz) ® c*(x)
montre que t'r = 0 modulo 2 .
La fonctorialité du transfert entraine :

X%

DY otr = t'ro(ld xd)® = 0 modulo 2 .

Une détinition des carrés de Steenrod, équivalente a celle du paragraphe IV
est donnée par la proposition ci~-dessous ; cette définition est celle de Steenrod-

Epstein dans [16] .

PROPOSITION 5. Soit u€ H(X ; Z/2) ; ona :

—i i
D*(qu) = eplequ
=i<p

Démonstration. La composition suivante :

F

wec (x) >, wec ¢ @ld

G : wec,(x) 9%, 28 (x)

S ci_@ (x)

ou F est1'équivalence de chalnes &= 2—équivariante définie au paragraphe I,

permet le calcul des carrds de Steenrod dans H* (X s Z/2) .
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Le diagramme commutatif suivant
2 x)

W/, ® C () — W & c:*(xz) — 2 s we C
[ @’ *
? 2/2 2
Cc (B xx)-—i» C (&.X) ‘
VA R ~x 2
(HXId)* Py
C, Eé,zxX)————-%» C*(E,(EZXX )
/ 0
J 1d® dy 2 £ 22
—> WO C (X)) —=—— We cy (X)

W® C *(X)

montre :
(e®z® z, Fo(Id® d*)(wi® x) (\Xfi est la classe de Wi)

/K -
{D (Pzz),wi®x> =

(z® z, (¢ ®1d)o Fo(ld® d*)(wi® X))

(z®z, G(Wi® X))

p-i
(Sq z, x)

i

ou z est le cocycle représentant u . On en déduit :

. p_l

D*(Pzz) = 2 e'esq z .
(=i<p

Soit u€ HP(X ; Z/2), ona :

PROPOSITION 6.
' K=p+i p-k+i-j ] p-i+¢ pHi-e=k ¢
Z C__. Slc)l JSqu = Z cC o Sa Squ
o<i<p P o<g¢<i P

Démonstration. La fonctorialité des carrés de Steenrod implique

i

i

(1) D¥sq P,u = Sq D* P, u
Lo Lopi o) o Pl gS g
(2) SqD" P,u = Z  Sq(e”™¥xsqu) = & sqePdxsgsqu
0=j=p O=j=p
S+I=i

- s ]
z CP_. P Sq Sq
0<i<p p-]
r+s=i
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n p-n - - £
u = D*[Z (Squ,Squ)+ =~ P g 1-28 «P,8q u]

o i
D"SqP 2
n<if. o<e<iz P

2

Comme D* o tr = 0 modulo 2 , 1'égalité précédente s'écrit :

i p-i+é - 2
(3) p* sq P, Z y c::pm{3 N Ch 28 _P,Sq 0)
e=i/2
p-i+t
C

o<e<i/z Pt
=m=<p+¢

. m 2
(e1728x 1) o (P M x s5q Squ)

, p-i+2 i pm m ¢
. L ¢ PH-EI o0 squ

ose<i/z  P7F
O=m<sp+¢

L'égalité (1) peut se mettre sous la forme :

r i S j p-i+¢ o m ¢
(4) T oc . PITygsdu=- T < PHE L 50 squ
o<jgp P o<e<if2 Pt
r+s=i O=m<p+?

soit encore

k-p+j P-kH-j j |
z:e x( 2 ctsq  squw=Cefx( T
o<ij<p P Kk ose<i2 P

~i+2 pH-8-k ¢
P Sq Squ)

en posant k =p - j+ r dans la premiére sommation et k=p+1i- ¢ -m dans

la seconde. On obtient :

k-p+ ~k+i-j ] p-i+2 p+i-e-k ¢
2 c:__Hsp Squ = 2 C__, sg Squ .
o<j<p P~ o<esifz P

Pour retrouver les relations d'Adem sous la forme classique, on termine comme

dans [16] page 119 et on obtient, pour n< 2m :

n m n-2r m-r

Squu«ZCmPqu Squ .
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CHAPITRE II

DEFAUT DE STABILITE

I - DEFINITIONS ET NOTATIONS.

Dans toute la suite, on désigne par 5% la catégorie des espaces topolo~
giques pointés et applications basées. Pour un espace topologique pointé X , on
note :

QX 1'espace des lacets de X,
ZX la suspension réduite de X ,

OX = lim oPgPx = °z°x .

Onnote X » X le foncteur d'oubli de g* dans J. (J désigne la catégorie des
espaces topologiQues et applications continues).

On note * le point base de X et on considere Y' le sous-ensemble de x" :
Y'Y = ,{(X,',...,Xn) € Xn/B i X; =%, 1£i< n}.
Soit Y le sous-espace EG xY' /@n de &X, onpose :

&x - Gu/x

ol (& X est défini au premier chapitre L[.A.2.

II - LYHOMOLOGIE DE @;}X et de OX .

A) L'homologie de G X .

1. Avant d'étudier le complexe des chaifhes singuliéres de @;}K , nous allons

rappeler les définitions suivantes dues & Steenrod [18] et May [ 9 ] .
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DEFINITIONS. a) Soient X un espace topologique et A un sous-espace fermé.

On dit que (X,A) est une SNDR-paire (Strong Neighborhood Deformation Retracts)
s'il existe :

1° Une application u: X = [0,1] telle que A= u—T(O) ;

2° Une homotopie h, : X + X (0< t= 1) vérifiant :

i) hO = idX

ii) ht(x) =x pourtoutx € A (0= t=< 1)
iii) h1(x) € A pour tout x tel que u(x) < 1

iv) u [ht(X)] <1 désque ux) <1 (0= t=< 1) .
b) On dit que la paire (X,A) est représentée par (h,u) .

¢) Si A estun point, on dit que X admet un bon point base.

LEMME 4. Si (X,A) estune SNDR-paire, alors 1'application de chafhes :

c,(®/c, (A)— T (x/A)

induit un isomorphisme en homologie.

Démonstration. Le lemme découle du fait que le sous-espace A de X estun

rétracte par déformation stricte de son voisinage ouvert V = u_1([0, 1) . La

rétraction est donnéepar r: V =+ A telle que r(x) = h1(3<) .

Le résultat suivant est dii & Steenrod [ 18, théoréme 6.3, page 144] et

May [ 9, lemme A, page 164] :

PROPOSITION 7. Soit (X,A) une SNDR-paire représentée par (h,u). La

P s
paire xP, U x* Ty AxxP ) est une SNDR-paire représentée de manidre
i=1
@p-équivariante par (k,v) telle que :
o 3 = o sse o
1 v(x1 oo ,Xp) u(x1) u(xp)

20 kt(x1,...,xp) = (ht1(x1),...,htp(xp))
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ulx., )
t. mln (—(-—-)-) s'il existe j#i : u(xj) < u(xi)

o=

t si, pourtout j#£i, u(xj) = u(xi) .

2. Soit X un espace topologique admettant un an point base. D'apres la propo-
sition précédente, la paire (C‘;j") X,Y) estune SNDR-paire, donc, d'apres le
lemma 4, le complexe réduit C *(@pX) des chaifhes singuliéres de @DX est homo-
topiquement équivalent & C *(c% X)/cC L) . |
Soient X TERE ’Xp p-espaces topologiques ayant de bons points bases
(% désigne génériquement le point base et P désigne le complexe des chafhes
singulieres du point. On désigne par Vi (1= i< p) le voisinage ouvert qui se
rétracte par déformation stricte sur le point base dans Xi . L'inclusion :
i p

151 C%(E(gpxx1 X e XV, X ...><Xp) — C*(E@'p X [131 X X eeeX VX oo pr] )

induit un isomorphisme en homologie. Comme Vi se rétracte, par déformation

stricte sur le point base, il en résulte que 1'inclusion :

P
= - 1
;1 C (Ee >\X1>< x%x...xXp) — C%(E(% xY")

induit un isomorphisme en homologie.
Soit F 1'équivalence de chaihes définie au premier chapitre [.C.2; on

a le diagramme commutatif suivant :

Z) C (E@ xX

i=1
21
P
z W®C*(X1x...x—>ex.. ><X) \W@C (X X eee ><X)

! ;
1><..,.><ae><...><X )— C E@f)xY y—= C Ec%xx X eeaXX )

i=1
F

z: W® C (X )®..°®P®.. ®C (X - W® C*(X1)®...® C*(Xp)
i=1
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On en déduit, pour X1 = hee = Xp =X , que l'application :

p
W ® [ ZC,(X)®..®P® .0 C*(X)] — C, (¥)
@T') i=1

induit un isomorphisme en homologie. Il en résulte :

THEOREME 3. Soit X un espace topologique ayant un bon point base. Le

complexe C *(G;pX) a le méme type d'homotopie que W g);_ ESX) (x) .
p

3. Soit p: @;25_(_ - ©2X la projection naturelle. Au niveau des complexes de

chaines, on a le diagramme commutatif suivant :

~2® i 2%
W® C°(X > W® C°°(X
&, ™ >We CL ()

id p*
we &%)
G, S

On en déduit que le morphisme p* de H*(G—_IZX) vers H*(@'z)_() est injectif, ce
qui prouve que les formules donnant les cup-produits et les carrés de Steenrod,

démontrés dans le premier chapitre, sont valables dans la cohomologie modulo 2

de Gszx .

Remarque : Dans [ 2 ], on aun résultat plus fin & savoir que si X est un
espace topologique pointé, alors @p§ a le m&me type d'homotopie stable que

p
\Y% (Cc'kX) A (BGp k) . II en résulte que la cohomologie de @pX est facteur
N S

direct dans la cohomologie de @pﬁ .

B) L'homologie de QX .

)
Soit (]Rn) P le produit cartésien de R" p-fois privé de ses diagonales ;

on définit 1'ensemble :
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((p)) (p)
(R") = {t=(t) .t )€ ®R" " | dlt;,t) = 3, i#j, 1<i,j<p} .
((p)) clest
On note (]ROO) =1lim (R ((0)) Yun espace contractile sur lequel opére librement

n-+ 4o
le groupe @p . Pour X un espace topologique pointé, on peut prendre comme

modele pour & X (voir le premier chapitre I.A.2) 1'espace gquotient
()
(R") o Xp/@ .

p

®)

Soit (t,x) unpoint de (R") xP ; on définit 1'application £ de S

vers Z™ =s" . X par :

* s zf _LL D;
f(z) = { =i<p
(z,x) si z€ D, (1=i<p)
ou Di désigne le disque de centre ti et de rayon 1 dans R" (1= i<p). Ic
s" apparait comme le compactifié d'Alexandroif de R" , le point base étant le
point a 1'infini. D'aprés SEGAL [13 ], on récupére une application continue hp
de @p& vers QX .

On a 1'application de chathes :
" (hp)*
LE80 L @x P, c (o)

qui permet d'avoir le résultat suivant (voir [ 8 ]).

THEOREME 4. Si X est un espace topologique pointé et connexe, alors 1!'appli~

cation de chaifhes :

o0

® C*(GDX) — C*(QX)
p=1

induit un isomorphisme en homologie.

Remarque : Dans [2 ], le résultat précédent s'énonce ainsi :

THEOREME 5. Si X est un espace topologique pointé et connexe, alors QX a
(o]

le méme type d'homotopi e stable que V @;pX . On adonc :
p=1
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H (QX) ~ piH*(@pX) .

III - DEFAUT DE STABILITE.

A) Opérations cohomologiques externes.

DEFINITION. Soient Il et G deux groupes abéliens, n et p deux entiers
naturels. On appelle opération cohomologique externe E de type (n,II; p,G)

H ( H I!) -""-—""_» H (Q( ) H E;)
] * ?

considérés comme foncteurs a valeurs dans la catégorie des ensembles.

E est donc la donnée, pour tout espace topologique pointé, d'une application
n
By : H(X; I) — 5 H(QX ; G)
de telle fagon que, pour toute application basée £: Y + X , on ait le diagramme

commutatif :

Ey

H(X ; 1) » HP(QX ;5 G)

*
£ (Qf)
HY;0) —— S H(QY ;G .
By
L'ensenble des opérations cohomologiques externes de type (n,Il; p,G) esten

correspondance bijective avec uP (QK(I,n) ; G) .

B) Exemples d'opérations cohomologiques externes.

1. L'opération r
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Soient n un entier o X un espace topologique pointé séparé ; on consi-
dere les applications suivantes :

e : sk o4 X

ZX : X — GIX 1'adjointe de 1'identité de = X
&7 s ez"x o+ @aszix - oMlsMlx
V\n
X
On a le diagramme commutatif suivant :
e%
H™(X) n . H(@" 2" x)

- *
} (@™ n,)
n+1\ 2 X
A\

H*(Qnﬂ En+1 X)

La limite projective du systeme {en ; 20}  est notée

r* o H(X) — HY(QX) .

On vérifie les deux propriétés suivantes :
(i) r* est fonctorielle,

(ii) si i: X = QX désigne 1'inclusion, alors ier =id.

Remarque : L'application I‘* permet de scinder la suite de cohomologie de la

paire (QX,X) .

2. Le r~défaut de stabilité.

DEFINITION. Soit ©® une opération cohomologique interne de type (n,II; p,G) .

On définit le r-défaut de stabilité de @ par :

Ag = ©@or -1 o0® .

Le r-défaut de stabilité apparait comme une opération cohomologique externe de

type (n,IT; p;G)
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Ag H*X ; )—— HP(QX ; G) .

Si i: X QX désigne l'inclusion, on a :

i"olg =i 0@or —i"or 0®
= @éi*or*—i*oP*OG
- e -6
-0 .

Il en résulte que A © est une application a valeurs dans Hp(QX,X ; G) .

3. Exemple.

Soient k un entier et © 1'opération cohomologique suivante :

6 : u¥x ; z) —— u¥x ; Z)

N 2
* uou =u .

u

Par fonctorialité, il suffit de calculer le r-~défaut de stabilité de @ dans

lecasou X =K(Z,2k) =K et u=t laclasse canonique de H2k(K ; Z) . Comme
K est (2k-1)-connexe, alors A U € H4k(QK K ; &)~ H4k(@2K ; Z) engendré

par 1! élément P2 L On en déduit qu'il existe A € Z tel que :

t = AP.L .

A 2

Q]
Soit p,: Z - Z/2Z la réduction modulo2 . Ona :

2k
On en déduit (voir proposition 9) que X = 0 (2). Par les mémes méthodes que

celles de la démonstration du théoréme 6, on montre que A =2, ce qui prouve

que © n'est pas une opération cohomologique stable. On démontre que

® = Bz Scfk"1 Py ou B 5 est le Borkstein associé a la suite exacte courte :

X 2 ,
0 - Z -+ Z » Z/2Z — 0

v
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IV - CALCUL DU r-DEFAUT DE STABILITE DES OPERATIONS

COHOMOLOGIQUES GENERALISEES DE PONTRJAGIN.

A) Les opérations 'yp

1. THOMAS [19] a montré 1'existence d'une opération cohomologique interne

de type (2n,Z/pZ ; 2np,Z/p2%) oli n estun entier et p est un nombre premier

vy H*(X ; Z/pZ) — H*P(X ; Z/p°Z)
vérifiant :

@ 7 e u = ppz(up ), ue HX ; Z)

- ; p
uwl=u
pp[)/p( )]
ou on a noté :
pp :Z 2 Z/)pZ

5 les réductions modulo p
A Z/p“Z -+ Z/pZ ‘

WP = uo ... u (p-fois)

@) v () = (U)’*"Y (V)+® [ z (r s)urqu]

r+s=p
r, s¢£0
- 1)1
ou (r,s) = ﬂ%'_;‘)_ et @p: Z/pZ -~ Z/pzz est la multiplication par p .

(iii) yp est fonctorielle.

2. Remarque : La formule ii) donne, par récurrence :

k k 11'1 .
'y (Z u) Z v (1)+@ [ z (1‘1,...,1“1{) Uy e v Uy ]
i=1 =1 P ' +oeetll =P
1 k
11,1’... ’I‘k%o

ol u; € H2 "X ;Z/pZ) (1=i< k) et (FT""’P - ...L__I): .
g Loy !
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Dans ce paragraphe, on se propose d'expliciter le r-défaut de stabilité

des opérations yp .

B) Encncé du théoréme g

1. Notons \pr(T g7 ,Tn) le pieme polynome de Newton. Soient X reeasXy
des variables abstraites dont la jieme fonction symétrique élémentaire est Xj .

Par définition, on a :

‘ n
’Q'Q,X) - 2 X.I) -

¥ (X I ox;
i=1

p1 n
Soit p un nombre premier, la relation :
n p n
[ ) Xi:l = X xip (modp )
i=1 i=1

montre que les coefficients du polyndme T? - '\Irp(T greee ,Tn) sont congrus a zéro

modulo p, on pose donc :

X (T pee,T) = 2[TP 0 (T ,...,T)].

p 1 n p-1 p 1 p -
D'aprés II.B, ona :

@2(Z/pz;2n) = ee. = @p(x/pz,zn) = Z/pZ .

Il en résulte que, pour 2< k< p et u¢€ Hzn(X ; Z/pZ) les éléments Pku

L2nk

appartiennent & H (@S'kX ; Z/pZ) .

Notation : On désignerapar P u 1'élément rru du HZH(QX ; Z/pZ) .

1

THEOREME 6. Aypu = @pxp(Pw,qu,...,Ppu) .

2. Remargue : D'apres la propriété (i) des opérations yp » on peut écrire :

Il

GRS L7, ) - vy )]

(1r'*u)p - r*(up ) .

it
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Or, modulo p , il existe une opération stable © telle que Gu = uP , donc
Ep(Ay u) = 0 (Pour une opération cohomologique stable © , le r-défaut de stabi-
P
lité Aev est trivial, voir proposition 9), ce qui montre que Ay u est dans l'image

p

de ©
p

C) Démonstration du théoréme 6.

Par fonctorialité, il suffit de démontrer le théoreme 6 dans le cas ou

X =K(Z/pZ,2n) =K et u=1 1'élément canonique de 12K ; Z/pZ) .

1. L'homomorphisme de Hznp(QK ; Z/pZZ) vers HZn‘p(Kp ; Z/pZZ) .

Dans ce paragraphe, on désigne par 1’1p la projection de E(;p x KP

vers 6p5 , par hp 1" application de SEGAL de @'p_}g vers QK (voir II.B) et

<] .

par K espace K . ... » K (k-fois) .

PROPOSITION 8. Si p est un nombre premier, 1'homomorphisme H;o h:; de

H2P(QK ; Z/p°Z) vers HEP(KP ; Z/p°Z) est injectif.

Démonstration. Soit k< p . On note D la composition suivante :

k,p

2Pk, 7022y w2 z 0220 e n2 K], 2/022) —

N e
Ck-fois
p
p
— PP zp%2) = o (PP /)6 e 2PN 20%2))
C;-fois

ou la premiere fleche est 1'application diagonale et la deuxieme est 1'inclusion
naturelle. Comme K est (2n-1)-connexe , Ccsz est (2nk-1)-connexe, donc
HP(QK ; Z/p°Z) ~ 591 HP'P(@K ; Z/p°Z) ; onnote X, Ilinclusion de

=

Hznp(ng ; Z/p°Z) vers HYP(QK ; Z/p°Z) .
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. - o <k® ~K® oy e
Soit I'Ik la projection de Wk® Cy (K) vers Wk% Cy (K) ; on vérifie
que 1'homomorphisme Hgo hgo )\k stidentifie a Dk p° H:j . Notons tr le transfert
’

Nk® ~
de Wk% Cy (K) vers W, ®C

donc, pour p un nombre premier et k < p , 1'homomorphisme: n;{* est injectif.

*@(K) ; ona: H’k o tr = multiplication par k! ;

Pour achever la démonstration de la proposition 8, il suffit d!étudier le

cas k=p qui résulte du lemme suivant :

LEMME 5. Soient Il un groupe et C un Ill-complexe, tel que Ci =0 pour
i<m. Ona :

Hm(C/Il) A Hm(c)/n' .

Démonstration. Considérons la suite exacte courte :

0 —sKer & —» C ..9.‘_>Hm(c) —_—0 .

Ona : Hm(Kerog):O et Hm(Ker a/N) =0 ; on en déduit :
Hm(C/H) A~ I—Im(C)/II .

11 en résulte :

HZ“"(@DK s z/p%m) ~ (52PP); 2/0%2) 7P ~ zjoz .

Cet isomorphisme envoie le générateur ep Pp L de H':“)np(Cc}Tp k ; z/pzz) sur

le générateur @p WP de Han(K [pl;z/pzz) .

2. Notons tr le transfert associé au sous-groupe & 1 x@r') -1 de @p ; on

définit 1'application de chafhes :

s twe Px) T w e Px %9 ¢ («x .

D'aprés [ 8 ] , le diagramme suivant est commutatif :
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*
S
H" (K) P —>H(gK)
% 4
T h*
p
*
H" (QK)
Ona :
*. ¥ S * ¥ ¥
0 h A 1 = Ohry)-0 h r L)
pp Yp yp( b p ) D p (yP
¥ ¥ * ¥
= 0°s" )~ s L
7p(llp sy ) - T sy )
= yp(:,x1><,..><1+...+1><.,.><1><L)-
('y LX1X‘DOX1+§..‘+'1XOIO X"X)/p‘;) -
D'apres la remarque A.2, on peut écrire :
r r
n“n"a . = @[ -z (r“...,r)a 1x1x...x1u;..u1x...x1xc p] .
PP 7p P r1+...+rp=p p

F,]’ OQO’I‘p%O
Posons X, = 1X eee X 1X1t X1X0a X1, L a la ieme position

(1< i<p). Onnote XJ. la jeéeme fonction symétrique élémentaire des classes X

(1<i<p). Ona :
* # ‘

n h AA == X PP X .

PP 'yp“ & XpXqr e esXy)

: onen

Or, par définition des opérations P, , ona (8] : IIf: h* Pt =X,

déduit :
x

(P1L,...,PPL) = Xp 1,...,Xp} ,

n*n* X
P PP
ce qui permet d'écrire :

* ¥, ¥ ,
I A v = 0'n [@pXD(P1L,...,PpL)3 .

¥
PP ')’p PP

La proposition 8 montre que :

= P . e s - sljelolls
Aypt, @pxp( e ,sz,) c.q.t.d
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D) Application du théoréme 6.

Soit MY une variété stablement parallélisée plongée dans R ,

p assez grand. La construction de THOM donne une application ¢ : S4k+p -+
- EpM+ et donc une application £ de S4k vers QM+ .

Dans [ 8 ] , on montre que la forme quadratique de Kervaire ¢ de

H2k(

M ; Z/2Z) dans Z/2Z peut &tre définie par :
4k
qu) = <P2u, f*[S 1.

Le théoreme 6 montre que le r-défaut de stabilité du carré de Pontrjagin

est : A u=0, - P_u(mod4), cequipermetd'écrire :
Y5 2 2

©, ) = (4, u 1, [s™7) | (mod 4)

<y2r*u, f*[S4k]> - <r*y2u, f*[s4k]> (mod 4)

4k]>

<f*72r*u, [S4k]> - <72u, r £ [S (mod 4)

=0 - ()/zu, M1 (mod 4)

ce qui montre que la forme de Kervaire peut &tre définie a 1'aide du carré de
Pontrjagin 72 .
Le théoréme 6 a le mé&me type d'application dans 1'étude des formes qui

généralisent les formes quadratiques sur les variétés [ 8 ] .

V - STABILITE D'UNE OPERATION COHOMOLOGIQUE INTERNE.

A) Position du probleme.

Etant donné une opération cohomologique interne ®, on considere les
trois propriétés suivantes :

a) A ® triviale
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b) © stable
c) @ commute avec les morphismes induits par les applications stables.
En comparant ces trois propriétés, on cherche a trouver une forme équivalente

a la stabilité de © .

B) Définitions et notations.

1. DEFINITION. On appelle opération cohomologique stable de type (i,I,G) ,

une suite € = {®n ; n= 0} d'opérations cohomologiques, @n étant de type
(n,IT; nvi,G) , telle qu'on ait, pour toute paire (X,Y) d'espaces topologiques

et pour tout n, le diagramme (—1)1-. commutatif :

Hn(Y ; n) n > Hn'l'l(Y ; G)
5 5
n+1 ®n+1 Nei-+1
H7(X,Y ; IT) ' > H xX,Y; G .

2. Soit X un espace topologique pointé. Il résulte de la définition de 1'isomor-
phisme de la suspension £ de ?I*(X) vers ﬁ*+1(2 X) qu'une opération cohomo-
logique stable © = {@ R = 0} detype {i,l1,G} est telle que le diagramme

suivant soit (-1)" - commutatif.

~ e ' o 1
H(x ; 1) n SH™YX ; Q)
z Z
o) .y
Hn"ﬂ(EX . 10) n+1 >ﬁ“*“*“(zx . G) .

PROPOSITION 9. (i) Si © est une opération cohomologique interne de type

(n,I1; p,G) , alors a)&>¢) .



45,

(ii) Si @ est une opération cohomologique stable de type (i,I1,G) ,

alors b) =>¢) .

Démonstration. (i) Une application stable f de X vers Y est la donnde d'une

suite d'applications {fn ;n= 0} .

IS n n g —
f 12X~ LY telque Zf = L (n assez grand) .

L'application stable f permet de définit une application :

f
n

Fix —2 So"z"y — 50y
~, g ¥ . .
ou fn est 1" adjointe de fn .
D'apres la définition de 1'application r , le diagramme suivant est
commutatif :

H*(Y) >H"(X)

* %
r f

K
H™ (QY)
L'équivalence a)&=> c¢) résulte du diagramme commutatif suivant :

H(Y ;D) —C 5 WPy ; Q)
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(ii) L' implication b) =3 ¢) est une conséquence du diagramme commuta-

tif suivant :

N € L
HP(x ; 1) p > HPP(x ; m)
£ 4
~p € ~ s
HP(Y ; T) P > HP™(y ; q)
= | P
3 e ) N
NPy . ) p+n , [P Ny . G)
>l B =",
¥ e
s fn /g fl’l
Py ;) ) > Py . )
p+n

C) L'homomorphisme Ht_T‘(QKn;Kn) - Dt(n) .

1. Dans toute la suite, la cohomologie est a coefficients Z /2Z , on désigne par

Kn 1'espace d'Eilenberg-Maclane K(Z/2Z,n) et par . n 1'élément fondamental
n

du H (Kn) .

On représente 17 élément =P, n € Hn+p(EpKn) par 1'application :

p ”p - x
ZVK, > Ky (%)

etonnote D_(n) et F_(n) respectivement la cofibre et la fibre de <pp . La
P p

suite exacte longue en cohomologie de la cofibration (¥) s'écrit :
* *
S © ]
t t t t :
--- —H PO, () —PHPK ) PaHik) _BoH *"“(% ) .-

p p

\ ’ . . - .
ou sp est 1' application naturelle sp : Kn+p~* qup(n) . Onpose :
bl = lm I—It+p(D¢ () .
pr+e P
La limite inductive lim Ht+p(K ) estla tidéme composante Al ge 17algébre de
p 4+ p
Steenrod A .
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En passant a la limite inductive en p , on obtient la suite exacte longue

suivante :
* *
cee — DY) 55" _ O o) - -

© t
_ r SH (Kn)
qui montre que les groupes Dt(n) mesurent les défauts de stabilité des opérations
cohomologiques internes. D'autres considérations sur la cofibration (%) permet-

tent de relier les groupes Dt(n) aux r-défauts de stabilité ce qui permet de con-

clure sur 1'implication a) =>Db) .

2. Le foncteur aP appliqué 2 la cofibration (%) donne la cofibration suivante :

oP
aP =P x K . ,.D ()
n n qP
gop
qui donne, en passant a la limite en p :
J
Q Kn — Kn :> DJ(I’I) o

LEMME 6. Soit i 1'inclusion de K n dans QKn . Ona :
(i) joi est homotope a l'identité de K »

() j¥=r opour ¥< 2n-1 .

Démonstration. (i) D'apreés la définition des applications stables ep de

oP =P K, vers K (voir II1.B)1.) , on ale diagramme commutatif suivant :

P Z PP gP Zhale, p
ZP K, L LPeP Pk > 2P K
-d ‘
1 ep ({Dp
~ ¢
p p
P K > Ko

Il en résulte :

P P - P _
<ppoE 9 q:pozf; = wpoepozi = gop ,
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ce qui montre
\ ¥
L%
En passant a la limiteen p, ona : i oj (¢t n) =, Cequiprouve que j est

injective en cohomologie et jo i est hanotope a 1'identité de Kn .

(ii) On sait que r* de H*(Kn) vers H*(QKH) est un isomorphisme
pour ¥ = 2n-1 . D'autre part, i* o ;j% =id et i* o r* =id ; on en déduit que

i =r" pour %< 2n-1. En particulier j (¢ o= r(u n) .

. . . . ..
3. Remarque. L'application r: QKn - Kn est stable tandis que j: QKn » Kn
est une véritable application ; le lemme 6 montre que j* et r?* ne coincident
qu'en basses dimensions, c¢'est de cette différence entre j* et r* que nait le

r-défaut de stabilité pour une opération cohomologique interne.

4. Considérons la cofibration suivante :

K, ——» QK —— D) .
On a le diagramme suivant :
0
*
H (Kn)
¥
<11
r
i* 8
0 —> H(K) == »H (K )z > 1D () ——0
i A s
¥ 7 5os™
¥
H (Ti(n))
0

ol le morphisme IT est défini par I(§x) =x - j*i%x .
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LEMME 7. §os : H%(Di(n)) -+ H*H(Dj(n)) est un isomorphisme.

Démonstration. Surjection : soit y=8x € H%H(Dj(n)) ; ona :

i"(x=3i"x)=1"x=i"x=0, donc x-ji'x=s5"2z et 6x=8s z=y .

Injection : si 65" x = 55*37 , alors s*(x-y) = j*z et

¥
i*s*(x-—y) =z=0, donc s (x=y)=0 et x=y.

5. Rappelons que si X est un espace topologique pointé, 1*application ¢ de
26X vers X induit en cohomologie " de H%(X) vers H*'1(QX) qui est un
isomorphisme pour % < 2m deés que X est m-connexe.

L'application v de Equ (n) vers qu (n) qui met en évidence le lien

P : p
entre fibre et cofibre [ 11, page 1533 induit un isomorphisme v , de

*
n *(E F@p(n)) vers Il *(pr(n)) pour ¥ < n+p+q-2 dés que Fﬁ)(n) est (g-1)-
connexe. La suite exacte d'homotopie de la fibration :
F_(n) ———s ZPK ..____._._,;,% K
@p n n+p
s'écrit :
3

P
et entrathe :

ﬂ*(qup(n)) =0, pour ¥< n+p=-2 .

On en déduit, pour p assez grand :
v

*
(F (l’l)) P (D (n))

2n+p 1 2n+p

Le morphisme qag de H*(Kmp) vers H' (=P Kn) est un isomorphisme
pour ¥ < 2n+p=-1; il en résulte que H*(Dw (n)) =0 pour ¥*< 2n+p, ce

qui entrathe, pour p assez grand, que ﬁp F(p (n) est au moins (2n-1) - connexe.
p
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Pour ¥< 3n-1, ona :

* P ' v'*
(ZGF () =~
%

dlou 1'on déduit le résultat suivant :

H H D) ~ H7oym) ~ HUoK KD =~ HTH@,K) s

PROPOSITION 10. Pour p assez grand, F o (n) est (2n +p - 1) =connexe.
P

PROPOSITION 11. Pour t=< 4n, il existe un homomorphisme ¢ de

Ht—1(Di(n)) vers Dt(n) .

Démonstration. On a les homomorphismes suivants :

(1) v* : H@ o () — H*"(npxr(p (n))

2 P
est un isomorphisme, pour * =< 3n-1.
(2) o H*+p_1(F(P (n)) — H*-1(Qngo (n))

p p
est un isomorphisme, pour * < 4n .

* * *+p=-
(3) v* :H'PD () — HPNE ()
‘ @ @
P P
est un isomorphisme, pour ¥ < 3n+p-1.

(4) H*(Dj(n)) AN H*-1(Di(r1)) 1'isomorphisme du lemme 7 .

Pour p assez grand et t< 4n , on note fp 1"homomorphisme de
Ht(D P (n)) vers H*P (D@ (n)) défini par : fp = (v%)—1 o (cr%)-1 o,
Y % p
Soit f la limite des f.p , on obtient un homomorphisme ¢ défini par

le diagramme suivant :
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o) — &, p')

A Ht(DJ.(n))

6. La construction de 1'homomorphisme ¢ permet de montrer le résultat

ci-dessous [ 8 ] .

THEOREME 7. Soit t< 4n et € ¢ Ht'1(Kn) . Si 1'opération cohomologique

externe A@ associée a © est triviale, alors 6 est stable.
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VI - UN ISOMORPHISME.

L'homomorphisme £ défini dans la proposition 11 réalise, pour
t< 3n-1, un isomorphisme entre Ht_1(Di(n)) et Dt(n) . Dans ces dimensions,
Ht_1(Di(n)) est naturellement isomorphe a Ht-1(@2 Kn) . On se propose dans la

suite d'expliciter cet isomorphisme ¢ de Ht_1((§§2Kn) vers Dt(n) , (t=< 3n-1) .

A) Une suite exacte courte.

1. Soit t< 3n-1 . On considére la suite exacte longue :

s* t-n go*

e sDm) — S5 A SH(K) % D™l ..

H @,k )

On en déduit une suite exacte courte :

z b= t-n
0 ——3 (Coker <‘p*) ____,_Dt(n) — s(Ker <p*) 5 O

1 t-n t-n

-
(Coker o) = Ht—1(Kn) /Ime" et (Kero") c A

D'apres [ 14 7], H*(Kn) est 1'algébre de polyndme ayant pour généra-

I
teurs les éléments Sqt n oli I parcourt 1'ensemble des suites admissibles d'exces

strictement inférieur a n . On en déduit que Ker <p* est le sous-espace vectoriel
sur Z/2Z de A de base formée par les Scll ou I est une suite admissible
d'exces supérieur ou égal & n et que, en basses dimensions (t< 3n-1), coker <p*
est 1'espace vectoriel sur Z/2Z de base formée par les classes des

qu Ly v SE{I th ou I et J sont deux suites admissibles différentes d'exces infé-

rieur ou égaux a n .
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2. On ale diagramme suivant :

% -1 t % t-n
0 —>(Coker¢”) 4D (n) ____y(Kero") > 0
.
a |2 £ g Y |2
t-1 t-1 -1 t-1
0 s (Imtr) " — L H (gan) —H (@2Kn)/(1m tr) s, 0

o ll'isomorphisme o est défini par :

\ I J I J
al(sq L Sq Ln)] = 8SqL uSqui

THEOREME 8. Soient t< 3n-1 et I une suite admissible d'excés strictement
t"‘ 1:

inférieur 2 n et de longueur |I| . L'isomorphisme y de I{tﬂ(@2 Kn)/ (Imtr)
t
vers (Ker¢™) véritie :

I n+|I]+p+1 1
7(epupzsqtn) = Sql P Sq

3. Remargue. On vérifie aisément que, si t<2n+1, le groupe Dt(n) est
trivial et que, pour t=2n+1, g réalise un isomorphisme entre Hzn(@2 Kn) et

n+1
APt , donc g(P2 Ln) = Sq .

B) L'application P de X . @ZY vers GZ(X ~Y).

1. Soient X et Y deux espaces topologiques pointés. On considere 1'application

n .
X x BG xY" _dxd X" x BG x Y" BG, x (XxY)"

B

ot d": X+ X" est définie par : d(x) = (x,...,x) (n-fois) .

On vérifie que cette application est @n“ équivariante, donc elle induit :

P - xA@-nY — Ce_;n(XA Y)
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L.'application : E@n X (XxY)n - E@n x X x E&;n x Y" est @n-équivariante,
donc elle induit :

R : @n(X YY) — @‘SHX ACr;nY

LEMME 8. Le diagramme suivant est commutatif :

idAR

X A @2}.’ '> X A B@z ~ ng
P P.id
©,X . Y) - > G X.GY

Démonstration. I.e lemme 8 découle de la commutativité du diagramme suivant :

2 2
XxE@'zx(SoxY) .___.__...__;XXE@"ZX(SO) xE@ZXYZ

: 2 2
Egzx(XxS‘ng) ———— E@ZX(S?XX) xE@zsz

LEMME 9. Soit u€ ﬁp(X;H), veﬁq(Y;G); ona :

j+k

R¥[(eI o P x (o Pl = ™ P uxy) .

2. Reprenons les notations du paragraphe I. L'application @2 - équivariante

de E®, X (X x ¥)2 vers E®, x )iz x EG, x_}(_z induit 1'application notée encore R :

R: G (XxY) —— ©Xx&Y .

Soient Py et Py Ies projections de X xY sur X et Y qui induisent

les applications U de &, (X xY) vers GSX et Vde G,(XxY) vers & X -

On vérifie que R s'identifie 3 (U,V) .
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3. Comme la cohomologie de @Z(X ~ Y) s'injecte dans la cohomologie de

@Z(D_{_X Y) (voir II.A)3) , le lemme 9 est une conséquence du lemme suivant :

LEMME 9 bis. Soit u€ H(X ;1) , ve€ HYY ; G) ; ona :

R [(ed o qu) x (¥ L P2v)] = Itk Pz(u X V) .

Démonstration. Par fonctorialité, on a :

U™(

If

(U,V)*[ (e o qu) X (ek v PZV)] e o qu) o V*(e:k o F’zv)

= Ledo Py(ux1)] o [efo P (1xv) ]

La proposition 3 (i) montre :

R¥[ed L pu) x (¥ J+k

2 (uxv) .

upzv)] = e’ UP

2

Remarque : Cette formule est vraie dans H2(p+Q)(@S~2(X - Y) ;@2(H;Q) ®@2(G,Cl)) ;

en effet, on a une fléche naturelle : @2(H® G,p+q) - ©'2(n,p) ® @?(G,q) .

PROPOSITION 12. Avec les notations du lemme 9, ona :

k _
P*[Pz(uxv)] =z Squx(epkupzv) .
k

Démonstration. D'apreés les lemmes 8 et 9, on peut écrire :

P* R*(qu xPov) = (id x R*) o (P¥ x id)(P,u x P,v)

P*[Pz(u xv)] = (id x R*)(P*(qu) XP,v) .

N .. * k -
D'apres la proposition 5 : P (qu) = T SquxeP k
k
On obtient :

K % oo
P*[Pz(uxv)j Squx R (P Jk><PZV)

I
w1

k -
Squx(epkvPZV) .

]
=t



4. Application. Pour X = sP , on obtient :
P::2Pg Y — @ Py
vérifiant :

P*[PZ(Epu)] - P eP P u

2

5. Remarque. Si Y = aPz , on obtient une application T :

Pe afz T S,z
\f /40") |

@nzpnpz

C) Démonstration du théoréme 8.

1. Considérons le diagramme commutatif suivant :

®
k k
sF K - K ——=D_ ()
\'\k_p V
z #, (D)
<Pp j
k-p ‘pk-p ‘
=KPy K — > D (n+p)
n+p n+k <pk__p

En cohomologie, on obtient, aprés passage a la limite en k :

*

t t-n [0 t
- - ———e Sy D (n) S A — H (I\n) C———— e
*
M
!
t+p t-n QD* t‘*p \
- - ——=>D F(n+p) ~ A .. H (KrH-p'} —

ou g = lim u: est déterminée par la proposition suivante :

56.
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PROPOSITION 13. Soit t = 3n -1 . Le diagramme suivant est commutatif :

t" 1 [ g t
Ehpo T* ii I *
t+p-1 £ t+p
H (G;ZKmp) s D" F(n+p)

~

ou T estl'application de la remarque VI, B)5.

Démonstration. En appliquant le foncteur =P 0¥ 3 1a situation (D) et en passant

a la limite en k , on obtient le diagramme commutatif suivant.

=P
/}:p ok 3 =Pk 5P D,(n)
h
p
QX Kn <pp v
o
pip ———Knp —— DJ(n+p)

ou l'application h est décrite par :
Pa¥sfK = ZPaP@“PEM PPk - @ PN PPk
On vérifie [8] que le diagramme suivant est commutatif :
* o} inclusion * p
H*(@,zPK ) > H (QZPK)

.|

p l h*

H (P K ) H (ZPoK )
2 n - : > n
inclusion

Par fonatorialité, on a le diagramme commutatif suivant :
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t=1 € t
7P, 7" | ™~ t *
T > H'(D(n) g

| A
i *
i V {

t+p-1 t

HPTH S, K ) i .. D"P(n4p)
\ /
~ t+p
> H (Dj(n+p)

d'ou la proposition 13.

2. En cohomologie, on obtient le diagramme commutatif suivant :

t-1 g &-n t
e —HTB,K) __® A . HIK) .
E—poT*
t+p-1 g ton t4p
A (BKpp) —— AT SHTEK )
Posons t=2n+p+1 ; ona :
n+p-+1 s
g(P2 Ln+p) = Sq , dlaprés la remarque A)3.
= 5P, 7%
= elE o) Py, )]

= g[epupzbn] , d'aprés B)4.
On a donc moniré :
n+p+1
gePupP, e ) =8¢ . 0 .

3. Soit I une suite admissible d!exceés strictement inférieur 2 n . La stabilité

des carrés de Steenrod montre que le diagramme suivant est commutatif.
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<P _
Kn = “nip > Dp(l’l)
I 1
Sq Sq
<P
“ Km»il{ —> Kn+p+ 1] > Dp(m- )

11 en résulte qu'en cohomologie le diagramme suivant est commutatif (t< 3n-1) .

- b-m * Ht
BN R I Y S )
N
I I .
Sq Sq Sq
*
--—H (gan-f-{Ii) —_— S A WH(KYIHU)”’”

Posons t=2n+2|I] +p+1 ; ona :

I
Sc{[g(epuPztmm)l = glsa(e®P oPy e )]

i

14
p .
gle VPZSq Ln) .

n+ I +p+1

D'aprés (3), ona : g(eP o PZ Lt m) = Sq ;' donc on en déduit :

1 n+ 1| +p+1 1
g(eP UP,SaL ) = Sq i+ Sq (4
ce qui prouve :
D I n+|Il+p+t I
y (e uPZSan)=Sq Sq .
c.q.f.d.

Remarque : Une autre démonstration du théoreme 8 se trouve dans [ 10,

théoréme 4.6, page 46 ] .
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