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Ce premier cours sur les nombres transcendants a été enseigné a Orsay, en 1973,
Comme il s'agissait d'un cours semestriel, il n'était pas question de traiter tous
les aspects de cette théorie ; le choix s'est porté sur 1'étude des valeurs de la
fonction exponentielle, A l'exception de la méthode de Lindemann Weilerstrass et des
résultats effectifs (mesures de transcendance, minoration effective de formes liné-
aires de logarithmes de nombres algébriques, indépendance d'exponentielles et d'un
U~nombre, ... ), il semble que‘tous les résultats actuellement connus sur la transcen—
dance ou lt'indépendance algébrique des valeurs de fonciions exponentiélles gsoient
présentés ici, dans le cours ou en exercices,

La théorie des nombres btranscendants ppsséde 1tavantage de fournir des énoncés
(ét des conjectures) trés aisément compréhesible par des personnes non initiées ;
de plus, et c'est peut-&ire moins connu, les démonstrations nécessitent également
trés peu de connaissances préalables, Le chapitre 1 contient les notations et les
principaux résultats (classiques) qui sont utilisés dans toute la suite,

Les énoncés de la §remiéreipartie (chapitres 2, 3 et 4) concernent les valeurs
‘de fonctions méromorphes en uhe suite de points ; les applications les plus intéres—
santes utilisent les variétés de groupe, mais, par soucl de simplicité, nous nous

- ' i - b
contenterons du théoréme de Gel'fond Schneider sur la transcendance de a , d'un

le .
J , et du théoréme de Hermite

théoréme de Lang sur la transcendance des nombres e
Lindemann sur e . Nous appelons "méthode de Schneider" (chapitre 2) celle qui con~

siste & construire une fonction s'annulant en de nomoreux points distincts, et
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" "méthode de Gelt!'fond" (chapitre 3) celle qui impose, en plus, un ordre de multiplici-~
¢ s P . b ,
té élevé a ces zéros, Par exemple, pour la transcendance de a , la méthode de
Schneider utilise les remarques suivantes :
3 b . 7 .
si a, b et a sont des nombres algébriques, avec a # 0, a #£1 et

b ¢ @ , alors les deux fonctions

sont algébriquement indépendantes sur ¢ , et prennent des valeurs algébriques

pour
z=1i+3b, (i,5) € ZXZ ;

tandis que la méthode de Gel'fond est fondée sur les propriétés suivantes :
si a, b et ab sont trois nombres algébriques, avec a % 0, a % 1 et

b §.0 , alors les deux fonctions

sont algébriquement indépendantes sur ¢ , prennent des valeurs algébrigues en
Z:j.Loga,jEZ,

et vérifient des équations différentielles & coefficients algébriques,
A partir devces remarques, la structufe des deux méthodes est la méme : on construit
(en utilisant le principe des tiroirs de Dirichlet) une fonction auxiliaire ayant de
nombreux zéros ; on considére ensuite un point ol cette fonction ne s'annule pas ;
on majore la valeur de la fonction en. ce point (en utilisant des propriétés analy-
tiques), puis on minore cette valeur (gréce & des considérations arithmétiques) ce

qui permet d'obtenir le résultat voulu,
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on peut généraliser ces résultats en remplacant le corps § des nombres algé-
briques par une extension de & de "type de'transcendance" fini (chapitre 4), Mais,
pour la fonction exponentielle, on peut faire mieux (chapitre 7), au prix de quelques
complications techniques : on utilise un critére de transcendance de Gel'fond (cha-
pitre 5) ainsi qu'un résultat de Tijdeman sur la répartition des zéros de polynbmes
exponentiels (chapitre 6).

Cette étude prend fin par un exposé de la méthode de Baker (chapitre 8). Comme
compléments & ce cours, nous étudierons (en appendice) quelques théoremes locaux,
concernant non plus des fonctions entiéres, mais des fonctions analytiques dans un
disque,

Les différents chapitres sont, dans une large mesure, indépendants les uns des
autres ; en particulier chacun des chapitres 2, 3, 4, 6 .et appendice peut &tre lu
séparément,

Les exercices proposés sont de difficulté et d'intérét inégaux ; certains sont
des applications directes de théorémes étudiés auparavent, d'autres au contraire ap-
portent des développements et des compléments & certains résultats du cours, L'ordre
logique n'a pas toujours été respecté pour les exercices, mais le lecteur scrupuleux
pourra vérifier qu'il n'y a pas de cercle vicieux,

Ces pages ont été dactylographides, avec beaucoup de soin et de compétence, par
Madame BONNARDEL ; je l'en remercie vivement, Je suis également reconnaissant a

Maurice MIGNOTTE qui a relu le manuscrit et y a apporté quelques corrections,

Orsay, juillet 1973,
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. CHAPITHE

Préliminaires

Nous noterons WM 1l'ensemble des entiers naturels, Z 1'anneau des entiers ra-
tionnels, @ le corps des nombres rationnels, R le corps des nombres réels, et ¢

le corps des nombres complexes,

§1.1 généralités sur les extensions de corps

soient X et I deux corps ; si K<L, on dit que 1 est une extension de

K ;3 L est alors un K-espace vectoriel, et on dit que I est une extension finie
de X si I est un ZK-espace vectoriel de dimension finie ; cette dimension se

note alors

"Un élément o € I est dit algébrigque sur X s1il existe wun polyndme non nul

P < K[X] tel que P(a) = 0, clest-i~dire si 1'homomorphisme canonique
B : k[x]~-1,

qui laisse invariants les éléments de K et envole X sur o, a un noyau non nul,
Ce noyau est alors engendré par un polyndme irréductible P E‘K[X] ,etbl’image‘dg~»§;
clest-d-dire le sous—-anneau K[a] de I engendré sur X par o , est isomorphe au
corps K[X]/p(x). Si on impose & ce polyndme p d'8tre unitaire, alors p est

unique 3 on dit que p est ;gtpolyﬁﬁme irréductible de « sur K.
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s 7

Inversement, si l'homomorphisme § associé & un élément « de I est injectif,

alors on dit que « est transcendant sur X .

Une extension I de K est dite algébrique (sur K) si tout élément de I,
est algébrique sur X . Par exemple une extension finie est algébrique,

Si E est une partie dlune extension 1 d'un corps X , on note K(E) le
sous—corps de I engendré par E sur K (appelé aussi sous—corps de I obtenu en
adjoignant & X les éléments de E), c'est-i-dire l'intersection des sous-corps de
L contenant X et E ., De méme on note K[E] le sous—anneau de L engendré par
E sur K. Une extension L d'un corps K est dite de fype fini s'il existe une

partie finie E = {x ,,..,Xn} de I telle que

1

L = K(E) = K(X'],...’Xn) -

En particulier une extension finie est de type fini, et toute extension algé-
brique de type fini est finie. D'ailleurs, tous les corps que nous considérerons
seront de caractéristique nulle ; alors toute extension finie L d'un corps K est
simple, c'esi-a~dire qu'il existe o € L (algébrique sur K) tel que I = K(a)
(théordme de 1'élément primitif),

8i o est algébrique sur XK, on a
K(a) = K[a] s
et le degré du polynbme minimal de @« sur K est égal & [K(a) : K] ; on appelle
ce nombre degré de o sur K.

Un corps Q est dit algébriquement clos si tout polyndme non constant (c‘est—

3-dire de degré supérieur ou égal & 1) de Q[X] a au moins une racine dans Q . Le
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corps € des nombres complexes en fournit un exemple, Si X est un corps, il
existe des extensions algébriques de K qui sont algébriquement closes ; si Q est
un corps algébriquement clos contenant K , 1l'ensemble des éléments de Q algébri-

ques sur K est appelé cl8ture algébrique de X dans @ , et noté ¥ . Ainsi, nous

noterons § la cl8ture algébrique de § dans € ; c'est le sous—corps de € formé

des nombres complexes algébriques sur @ .

§1.2 Corps de nombres

Un nombre complexe est dit algébrique (resp, transcendant) s'il est algébrique
sur @ (resp, transcendant sur ).
Soit @ € § un nombre algébrique, et soit p le polyndme irréductible de «

sur @ . On peut écrire p sous la forme

n Zn-1 _n—1 %o
P(X)=X +b———X +..‘.+-F- ,
N1 [0}

o, pour tout i =0,...,0~1 , a; et bi sont deux nombres entiers rationnels pre—

miers entre eux, avec bi > 0 . Soit . le plus petit commun multiple de

bo,...,bn_1 s notons
°n
J
e polyndme
n n—1
c p(x) =c, X+ N G R T 2[x]

est appelé le polyndme minimal de « sur 7% .

Pour un nombre algébrique o , les trois propriétés suivantes sont équivalentes,
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(i) Le polyndme minimal de o« sur Z est unitaire, ce qui revient & dire que le
polyndme irréductible de « sur @ est & coefficients entiers rationnels,

(ii) I1 existe un polyndme unitaire (non nul) Q € Z[X] tel que Q(a) =0 .

(iii) T1 existe un sous-Z-module M £ 0 de @ , de type fini, tel que oM C M .

On dit alors que o est entier algébrigue (sur 7). La condition (iii) montre

que 1'ensemble des entiers algébriques forme un sous-anneau de @ , L'intersection de

cet anneau avec une extension finie K de @ (c'est~3~dire un corps de nombres) est
~l'anneau des entiers de X,
S0it « € @ ; l'ensemble

b, = {» € Z; na est entier algébrique}

est un idéal non nul de Z ; un élément positif de cet ensemble est appelé un dénomi-

nateur de « , et le générateur positif de cet idéal est appelé le dénominateur de «j

on le note

d(a) .

Pour voir que 1'idéal Da est non nul, on écrit le polynbme minimal de o sous

la forme
n
C X Heeet C_,
n 0

et on constate que c, est un dénominateur de « , pulsque c, o vérifie la condi-
tion (ii) précédente, avec

n .
a(x) = ) QU Xp—1 + C c X?F2 Feeot A 02-1 = z : c, cn"‘j—'1
g *

n

J
n-1 n-1 n £ .

On peut remarquer que c, ntest pas obligatoirement le dénominateur de « (consi~

dérer le polyndme
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4X2 + 2X + 1

par exemple)o

Soit K un sous-corps de € , et soit o wun nombre complexe algébrique sur X ;

notons

n o
P(X) =X + a Xn 1 teeoot &
n—-1 0
le polyndme irréductible de o sur K, et
a17'-99an
les n racines complexes de P (avec a, = a). Ces racines sont deux & deux dis-

1

tinctes (car, pour tout J ='1,...,n , P est le polynbme irréductible de aj sur

K , donc aj n'est pas racine de la dérivée P' de P), et on a
n
P(x) = 1 (¥a,).
=t Y

On dit que a1,.¢.,an sont les conjugués de a sur K . Il existe alors n

K—-isomorphismes 61""’Gh de I = k{a) dans ¢ , déterminés par

cj-(a) = oy ? (1 ¢ 3 ¢m.
On définit la norme de o sur K par
n

(oﬁ a, = P(o)). Remarquons que la norme d'un nombre algébrique non nul est non
- nulle, et que la norme sur @ dtun entier algébriqﬁe est un entier rationnel,

Quand X =@ et « €Q , on note

(1.2.1) |2| = max |a.] ';'
‘ 1<dkn

on définit Ja taille ("sizem) s(a) de a par
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(1.2.2) s(a) = max(Log|al , Log a(a)).

Rappelons que d{a) désigne le dénominateur de o , clest~i~dire le plus petit des
entiers rationnels 4 > 0 tels que d.a soit entier algébrique,

La propriété fondamentale de la taille est la suivante

(1.2.3) 81 « est un nombre algébrigque de degré inférieur ou égal d n , on a

—

~2 n s{a) < Logla .

Pour cela, on remarque que la norme

NQ(a)/Q (d(a).a) =‘321 d(a).aj

sur @ de d{a).a est un entier rationnel non nul, donc que

n
m de).fe.] » 1
5=t !

 On en déduit
(1.2.4) -n Log d(a) - (n~1) Log]&f < LOg[a{ ’

dtol la relation (1.2.3).
Dans le calcul de la taille de certains nombres algébriques, nous aurons é whkiliser

les propriétés (évidentes) suivantes :

Aep) < le).alp) 5 (@l < 3[R
Aarp) < ala)alp) 5 (5] < (&l + 1B 5
d(a.a) < a.dla) s |eval = a.|ql ;
ald® ¢ @)™ 5 e = &

pour. a,B €Q , et a,m W,

On en déduit, pour Tyrevarly €qQ,



S(a1...am> < S(a1) oeot (o ) 3

S(a1+...+am) Y S(a1) Fouot s(am) + Log m .

Si, de plus, « seessl sont entiers algébriques, on a

1

S(a1+...+a ) ¢ max s(o, ) + Log m
: m
1¢hgm

Remarque, La taille de 0 v'a pas été définie, On laisse au lecteur le soin d'examiner
ce que deviennent les différentes relations concernant la fonction s lorsque cer-
tains des nombres algébriques incriminds s'annulent, Un abus de notation commode est

le suivant : au lieu d'écﬁire_
a#0 ou s(a) ¢a,

on écrit simplement
S(a) A

Les nombres algébriques dont nous aurons & calculer la taille seront donnés
comme valeurs de polyndmes & coefficients entiers rationnels en des points algébri-
ques, Pour cette raison nous introduisons les notions de hauteur et de taille pour
des polyndmes,

Soit P € C[X1,...,Xq] un polyndme non nul en ¢ variables & coefficients com—

plexes, On note

o
egX.P
i

le degré de P par rapport a Xi , et

1(p)
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la hauteur de P , clest-a~dire le maximum des valeurs absolues des coefficients de P.

Maintenant, si P € Q[XQ"“’XQ] a ses coefficients entiers algébriques, on note
[®|
le maximum des valeurs absolues des conjugués des coefficients de P, et on définit

la taille de P par

t(P) = max{Log |P| , max 1 + degX P} .
1<iKq i

Remarquons que, pour P € Z[X1,...,qu , on a
u(e) = |3 .
On déduit alors facilement des propriétés de 1a fonction & le rééultat‘suivant.

(1.2.5) soient «

freeety des nombres aleébriques, et soit P € Z[X1,...,Xq3 un

polyndme, de degré inférieur ou égal 3 r, rar rapport & X, (1 ¢1<¢a)

Alors ‘P(ai,,.,,aq) = B est un nombre algébrigque,
rf rq
‘Oﬁd’
a(ai) (aq)

est un dénominateur de B , et on a

o(8) < 10g H(B) + T (x, sla,) + Tog(r,41)).

i=1

Pour raffiner un peu quelques indgalités, nous utiliserons également la norme

L2

euclidienne sur @{X1,...,Xq}

pour
i Ty ‘ NN
P(X,,0eesX ) =3 o vie 3 (A s DX WX
1 q - i a’™ q
| M= A =0

on définit
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m[—-

2]l = (z Z:' Ip(x,“.,x)i)
M

On a donc (Parseval)

|~

21 21 vl
(1.2.6) l]PH:(fH |p(e “y1,wf.,e nyq)l2dy1...dyq) ,

q

A,

ou Hq est 1l'hypercube

{(y1,...,yq) erY, 0¢ yi< (1<igal.

On a de maniére évidente

(1.2.7) n(p) < ||p]| ¢ m5(®). % (1+deg, )t |
k=1 k
et
(1.2.8) el < max lP(X1,...,Xq)l .

|X1‘=1,...,lqu=1

§1.3 Un lemme de Siegel pour les corps de nombres

Ies démonstrations de transcendance que nous allons étudier débutent toutes par
la construction d'une fonction auxiliaire, Cette construction repose sur la possibi-~
1ité de résoudre un systeme d'éguations linéaires homogeénes, Pour des raisons évi-
dentes de dimension d'espaces vectoriels, il est immédiat qu'un systeme d'équations
linéa.res homogéne a coefficients dans un corps K possede au moins une solution non
triviale dans K , d®s que le nombre m d'équations est inférieur (strictement) au
nowbre n dlinconnues, Mals, de plus, on cherche une solution qui ne soit pas trop
grande, Ceci est permis par un lemme de Siegel, dont la démonstration repose sur le

principe des tiroirs de Dirichlet : si p : BE-F est une application dfun ensemble

B & n éléments dans un ensemble F = F., et si m<¢n, alors 1'un au moins
1gjgm Y
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des ensembles F1,...,Fm contient les images par ¢ de deux ¢léments distincts de
B . Il revient au méme de dire, plus simplement, qu'une application d'un ensemble &

n éléments dans un ensemble & m éléments ntest pas injective si m ¢ n ,

Lemme 1.3.1., Soit X wun corps de nombres, de degré & sur § . Soient a; 3
?

(1¢ig¢gn,1¢jgmn) des éléments de K entiers sur Z . Soient OyseeesOg les

différents isomorphismes de K dans € , et soit A un entier rationnel vérifiant

‘A > max Z:: lgh i3 ‘ .

1€j{m  i=
1¢hgd

Siona n> ém, glors le systeme

n
Z:a...X.=0y(1<j<m)’

admet une solution non triviale <X1,.°.,Xn) € Zn , vérifiant

_mé
n—m6

max lxil < V_ 5.A)
1<ign

Remargue, Pour résoudre un systéme
n
Y e, .x, =0, (1¢<igm,
= 5,371

a4 coefficients dans X , on se raméne au cas ou les a; . sont entiers sur Z en
?

multipliant la j-iéme équation par un dénominateur commun dj de

a - o e & a - -
1,377 ™,

I1 suffit alors que 1'on remplace A par

A max d, .
1€igm

Avant de démontrer le lemme 1,3,t, nous commencons par résoudre un systeme df'inéqua~

tions linéaires,
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ILemme 1,%,2, Soient vy 3 (1 £igv,1<€7¢« p) des nombres réels ; soit U un
?

nombre entier vérifiant

et soient X et £ deux nombres entiers positifs tels que

z” < (X+1)v .

Alors il existe des éléments g ,..,,gv de 7 , non tous nuls, tels que

1

max g | < x

1<Ky
et
v
UX
mgx lz:: v Y] g1' ST
1<<p 1=

Démonstration du lemme 1,3,2

Considérons l'application ¢ de l'ensemble

0(v,x) = {(z,,..052) € 7’ ;0%

;<X (1 ¢igv)] dans BY, qui, & (51,...,av>,

fait correspondre (ﬂ1,---’ﬂ ), avec
©
ny =Y U g (1 <3< n

o

Pour 1 ¢ j £ p , on note —V_,| (resp. wj) la somme des éléments négatifs (resp.

positifs) de l'ensemble

u ~,-oo’u TR
J

On aura donc

VJ.+Wj U pour tout j =1,...,p .
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| On remarque que, si <§1""’£v) € N(V,X), alors l'image (nq,...,np)u=@(§1,...,év)

appartient & l'ensemble
= B, ‘ V
B = {(m,..,,nu) CRY 5 =V.X <0y < wjx} .

On partage chacun des intervalles [ijXI,WjX1 en £ intervalles (de 1ongueur<§g§),'

ce qui fait que E est partagé en 2% sous ensembles ® (1'< k ﬁu). La condi-

k

~tion‘
M < (14x)Y = card w(v,x)

‘ ‘ ‘ %
permet d'appliquer le principe des tirocirs : il existe deux éléments distinets g

*%

et & de WN{v,X), dont les images par ¢ appartiennent au méme sous-ensemble Ek~

*  *%
de E , Notons ¥ 1la différence ¢ ~% , et 1 1'image @(g). On aura

g = (51“‘.’5'\) 74 0, avec  max ‘gll X,

1<Ky
et
X
n= (ﬂ?,a..,ﬂ ) , avec max |n.| < =,
’ 1€3<p :

- d'ol le lemme 1,3.2.
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le lemme 1,%.1.

Numérotons les différents plongements o, ,...,0. de X dans ¢ , de telle manidre

1 76
 que l‘on‘aif
oh(K) cR pour 1hgr,
et
“rresk T 3r+k

(conjugué complexe de G§+k) pour 1 kg s ,

oW r et s sont deux entiers vérifiant & = r+2s . On définit des applications



TyreeosTy de K dans R par :

r Gh pour 1 {hr;

Th = ¢ Re qh pour r+1 £ h £ r+s

g Im Gh pour ris+1 ¢ h ¢ § = r+2s ,

Choisissons deux entiers X et ¢

.o

6
X =[(y2 )" ™7, et
L=1+[V2 ax] ,

oh [ ] désigne la partie entidre, de telle manidre que 1l'on ait

m6
n—m6

(V2 &)

kS
N

et

(1) 0 5 (y3 A)M0

donc (puisque A > 1) ’

()™ > (1472 ax)™0 5 0 .

Le lemme 1,3%,1 (avee v =n s p=md , U = A) montre qu'il existe des entiers ra-

tionnels X yeeesX , TOD tous nuls, vérifiant
_mé

max IX I (V‘ A)n—mé
1<ign

et

v n

e BEN RN

1hgs im B 1+[V~ AX] "
1€

On en déduit

n
AX
max ‘ (a. .)X.l § mmm————
1¢her g;; %M, 57 1+[V2 AX]
1<igm



et
N mE A o - Sy
THighgd i 1sJ + ]
1€3<m
dtou

)
K/Q(Z:: %,35 %4 )l ¢ 2 (1+[V? AX]> :
Dans cette derniere inégalité, le membre de gauche est un entier rationnel, et le

membre de droite est majoré (puisque s < g) par

T2 AX 16
(T:Tvﬁ“zij) <1

®
Dol

Z ai,j x, = 0 pour | {Jgnm,

§1.4 Bxtensions transcendantes

Soient K un corps et A un anneau contenant K ., On dit que des éléments

X1”"’Xn de A forment une partie de A algébriquement libre sur K (ou bien que

X1"“’Xn sont algébriquement indépendants sur X) si lthomomorphisme canonique

B : K[X1,...,Xn] - K[X1,...,Xn]

(de 1'anneau des polyndmes sur X & n indétermindes, sur le sous-anneau de A en—

gendré par X1,...,Xn), qui est 1ltidentité sur XK' et qui envoie Xi sur X,

(1 ¢ign), est un isomorphisme,
Dans ces conditions, tout sous-ensemble de {X1,.,;,Xn} forme une partie algé-
briquement libre de A sur K ; en particulier, chacun des éléments XyreenrX est.

n

transcendant sur K , Deux éléments X, 0%, sont algébriquement indépendants sur X
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si et seulement si x1 est transcendant sur X et x2 est transcendant sur K(X1>'
Inversement, si lthomomorphisme B n'est pas injectif, clest-a-dire s'il existe

un polyndme non nul

P ¢ K[XT,...,XH]
tel que

‘P(X}‘,c-oyxn) =0

alors on dit que XreeesXy sont algébriquement dépendants sur K .

Une partie E (finie ou non) de A est algébriguement libre sur K si toute

partie finie de E est algébriquement libre sur X .
Soit I wune extension dfun corps K ; une partie B de I est une base de

transcendsnce de I sur K si B vérifie 1l'une des trois propriétés équivalentes

sulvantes,
(i) B est une partie maximale algébriquement libre de I sur X .
(ii) B est une partie algébriquement libre de I sur K , et I est une extension
algébrique de x(B).
(1ii) B est une partie minimale de I, telle que I soit une extension algébrique de
x(B).

Toute extension I de X admet des bases de ftranscendance, et deux telles
bases sont équipotentes ; si I admet une base de transcendance finie, le nombre

n 3y 0 d'éléments de cette base est appelé degré de transcendance de I sur K (ou

dimension algébrigue de I sur K) et noté

n = dim
KL.
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Ainsi une extension de type fini a un degré de transcendance fini, On remarque que,

si KoL <M sont trois corps, alors on a

dimK M= dimK L + dimL M,

dés que 1l'un des deux membres a un sens,

Notons qulune extension de K est algébrique si et seulement si elle a un degré
de transcendance nul sur X .

Deux exemples d'extensions transcendantes seront utilisés, Le premier est X=4q,

L=C ; on dit que des nombres complexes sont algébriguement indépendants s!'ils sont

algébriquement indépendants sur @ (ou sur @ , cela revient au méme), Le deuxidme
exemple utilise comme corps I le corps des fonctions méromorphes sur un ouvert con-

nexe U de € ; on définit wne injection

en faisant correspondre & ¢ € € 1'application constante zw+ g de U dans (¢ .

Soit

1'application identité fo(z) z pour tout = € U, et soit

K = e(f )

(que 1'on écrit quelquefois K = €(z)). On dit qu'une fonction méromorphe f : U - ¢

est algébrique (resp., transcendante) si f est un élément de 1, algébrique sur X

(resp. transcendant sur K), clest—b~dire s'il existe (resp. s'il n'existe pas) un

polyndme non nul P ¢ @[X1,X2] tel que

P(Z,f<z)) =0 pour tout 2z € U,
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Par exemple, pour des raisons évidentes de périodicité, une fonction exponen-

tielle

z > exp(4z)

(o £ €€, £+#0) est transcendante, Plus généralement, on a le résultat suivant,

yeeesb  des nombres complexes, Les fonctions entiéres

Temme 1.4.1. Soient D h

1

sont algébriquement indépendantes sur ¢ si et seulement si les nombres

1,--.’ h

gsont @-lindairement indépendants,

Démonstration du lemme 1.4.1

I1 est clair gu'une relation
Ab, 4t AB=0 , oh A €7, (1<),

entraline

b1z A bhz)xh )

e ') (e

1 pour tout z €C .

Supposons maintenant les nombres b1""’bh @~linéairement indépendants, et

soit

P € C[XO,...,Xh]
un polyndme non nul, Il s'agit de démontrer que la fonction entiére
bz bhz

F :ZMP(Z,e 1 7¢oo’e )

n'est pas la fonction nulle,
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Ecrivons le polyndme P sous la forme

)

6o h
P(XysewesX ) =2 1 eee 2P

. __ )\.,o-.,}\q
xovo xh_o e} h

ainsi

A

F(z) = (: p(x) z ° eXp()\1b1 tueot %hbh} )
X '

o on a noté (A) = (xo,,‘.,xh).
Les nombres
Mby bt AD, 0K A €8s (1 ¢3¢n),
sont deux & deux distincts ; écrivons les
W1!0"’Wq— ?

avec g = (6, 41)...(86 +1). On peut écrire alors la fonction T sous la forme
4 1 y;

P q 5o sz
P(z) = Z:: Z:: ai,j z © ’
1i=1 J=1
ou p = 60+1 ,et a, . (1 igp, 13K q) sont des mombres complexes non tous

’

nuls (car P # 0). Il nous reste donc & démontrer le résultat suivant

(1.4.2) soient P1,...,Pq des polyndmes non nuls de C[X] : soient W‘,...,Wq des

T

nombres complexes deux & deux distincts., Alors la fonction entiére

q sz
Pz Z:: Pk(z) e
k=1

n'est pas identicuement nulle,

On démontre (1.4,2) par récurrence sur q ; le cas gq = est immédiat ; sup-
posons ¢ > 1 , et notons P; le degré du polyndme Pi (1 ¢ ig q). On remarque

qu'il existe des polyndmes Q1,...,qu1 de C[X] , de degré P1""’pq~ respecti~

1

vement, tels que
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dp "' w o =1 (ijw}g -
P +1 © F(Z) :Z;: QJ(Z)Q °0
az 4 3=

D'aprés 1lthypothése de récurrence, le membre de droite n'est pas identiquenent nul,

donc F #£0 .

$§1.5 @énéralités sur les Tonctions complexes

Soient f et g deux foncti§ns réelles de Variable‘réelle. On note
£(x) <« g(x) R
ou, plus simplement,
f e,
s'il existe deux nombres réels positifs A et C tels qﬁe
x>A = £(x) ¢ c.elx)

Soient p un réel positif et f une fonction entidre (ctest-b~dire une appli-
cation holomorthe de € dans @), On dira que f est d'ordre (strict) inférieur ou
égal & p sl

e

(1.5.1) Log IftR =Log sup |f(z)] << R pour R - +oo,

HE

de deux fonctions entidres dtordre inférieur ou égél & p .

Exemples. Une fraction rationnéile est d'ordre inférieur ou égal & p éuel que soit
p> 0 . Les fonctions sinus; cosinus, exponentielles sont d*ordre inférieur ou égal
31. 81 ne€Z,n>0, la fonction z + exp(z’) est dlordve imférieur:ou égal & n,

si £ est uné fonction paire (f(-z) = f(z) pour tout z € ¢) dlordre inférieur
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ou égal & p, alors f(VZ) est dlordre inférieur ou égal & g . Enfin la fonction
z v explexp z)

n'est pas dtordre fini,

Principe du maximum '; lemme de Schwarz,

Soit £ une fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque fermé

{z ¢¢; [zl ¢ R} . Le principe du maximum s'énonce alors (sous une forme faible, la

seule que nous aurons & utiliser)

sup lf(z)[ = sup if(z)‘ gii

) lf‘R *
| 2|z |2|=r

Dans chacune des démonstrations de transcendance, nous utiliserons le principe
du maximum pour majorer, sur un disque lz[ T, une fonction f holomorrhe sur un
ouvert contenant un disque ]zl (R, avec 0<r <R, lorsque la fonction f pos~
séde de nombreux zéros sur le disque iz' £ro.

Le cas le plus simple est le Jemme de Schwarz :

(1.5.2) Si f est une fonction holomorphe dans un ouvert contenant un disque

lzl < R, telle que f(0) = 0 , alors, pour tout =z € € , 'zl <R, ona

; Lzl ey
£()] < L2 el
La démonstration du lemme de Schwarz est un exemple typlque de celles que nous

aurons & effectuer., Le développement de Taylor & 1l'origine de la fonction £ s'éerit

: 2 n
£(z) = 8,2 + 8,27 4.t 8T 4o,

pulsque f(O) =0 . Soit g 1la fonction définie par

n~-1
g(z) = By + 8,8 oot 87 Feee 3
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g est holomorphe dans un ouvert contenant |z] ¢ R, et £(z) = z.g(z) dans cet
ouvert, D'aprés le principe du maximum, on a
[g(z)l RY tglR pour tout =z € ¢ , {z! §R,

done

el
R

2] = |za(2)] < 2] lel, < 2.

pour tout =z € ¢ , [z} R .

7éros de fonctions entidres

L'analyticité des fonctions holomorphes permet de montrer facilement qu'une

fonction holomorphe non nulle dans un ouvert comnexe U 'g.ses zéros isolés,
En effet, soit z €U, et soit A le plus grand disque ouvert de centre z,

inclus dans U, Dans A , £ est égale & la somme de sa série de Taylor calculée en

£(z) =) . an(z—zo>n .

n30

81 f ntest pas la fonction nulle dans U , alors (en vertu de la connexité’de
U), f n'test pas la fonction nulle dans A , donc les nombres a s (ﬁ > 0) ne sont
paé tous nuls., sSoit

h =inf{n y 0 ; a, £ 0} .

La fonction

g(z) =Y a ) (os )

k>0

est holomorphe dans A , donc continue en 2, et

flz) = (z—zo)heg{z) pour tout z € A .
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I1 existe un voisinage ouvert V de Z, dans A tel que

[g(z)[ S —5— pour tout =z €V ,

car a = g(zo) % 0 ., Dans 1ltouvert V , la fonction f admet au plus un zéro (zo).

Notons en passant le résultat suivant ¢ si f est une fonction holomorvhe non

Lt

nulle dans un ouvert conmnexe U , pour tout z €U il existe un entier n 3 0 e

que

B
__Eff(zo),% 0 .
dz

Nous aurons besoin de renseignements plus précis sur les zéros de fonctions en-—

tiéres, Nous utiliserons pour cela la formule de Jensen : soit £ wune fonction holo-

morphe non nulle dans un disque ouvert de centre 0 et de rayon R > 0, Soit r un

noubre réel, 0 < r < R, soient a1,...,ap les zéros non nuls de f (comptés avec

leur ordre de multiplicité) dans le disque lzl &, et soit ckzk (k > 0 entier)

le premier terme non nul du développement de Taylor de f & ltorigine, Alors on a

(1.5.3) L J’ZW Loglf(reie){de = Logle, | + k Log r + Zfi Tog 1—
21 0 k iy ‘ahi

Pour démontrer la relation (1.5.%), on remarque que la fonction

e
h

1Y
-k
G(Z) = Z .f(Z). H ""(' -
h=1 T Z-a}?
est holomorphe dans le disque lz! { R, et sans zéros dans le disque |z| ' r . Donc
la fonction Log‘G(z)[ est harmonique dans un disque lZl { r+g (avec e > O), et

par conséquent

2% .
tosle(0)] = o [ eelotes™)ao .
0

Oor



et

d'ol le résultat. Pour plus de détails, voir par exemple [Rudin, théoréme 15-18],

ILa formule de Jensen montre que, si f est une fonction entiere non nulle

d'ordre inférieur ou égal 3 p , alors le nombre n(f,R) de zéros de f dans le

disque ‘zl < R vérifie
(1.5.4) n(f,R) << R® pour R -+

Une conségquence qui nous sera trés utile est la suivante : gi f est une fone-

tion méromorphe non nulle d'ordre inférieur ou égal & p , et si Xy reens®y sont des

nombres complexes O-linésirvement indépendants, avec n > p , alors l'un au moins

des nombres

flex, +orkx ), X €2,k 31 (1 ¢i¢n)

est non nul,

Nous allons démontrer un résultat plus précis que (1.5.4).

(1.5.5) Soit f wune fonction entidre non nulle, et soit A > 1 . Pour R > 0 zéel,

on note n(f,R) le nombre de zéros de f (comptés avec leur ordre de multiplicité)

dans le disgque tzl <R . Alors o

&,

n(f;R) <K Loglf]m pour R — +o,

Notons a1,...,ap,... les zéros non nuls de f , avec [ap‘ £ i pour tout

N

P Y1 . 8i ces zéros sont en nombre fini, le résultat est trivial,
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Soit p 3 1 un entier, tel que {ap[ <~]aP+1{ , et soit r wun nombre réel,

iap; < r g lap+1{ . Dtapres ls formule (?.5.3) de Jensen, on a ¢
e e e - s Iy
Log - & Log {f}_ =~ Log jc.| - k Logxr ,
h=1 lahl T k
f(k)(o)
“ou C = TR est le coefficient du premier terme non nul de la série de Taylor

de £ en O, Or on a
D P T T
T ax n(f,x)-k
TR LY M S
n= EUNR =R EN

D'autre part, la croissance de la fonction x> n(f,x) , et 1'indgalité
n(f,x) >k pour tout x 3 O

montrent que lton a
‘ AR AR
nif,x )=k ni{f,x )~k
(a(e,r)-1)t0 ¢ [ kg [T nltm)k
R
On en déduit, en choisissant x = AR

1

(1.5.6) n(f,R) ¢ TR

~(Log {f{kR - TLog }ckf - k Tog R)

ce qui démontre (1.5.5), donc aussi (1.5.4).
Enfin, nous dirons qu'un nombre complexe £ est un iogarithme dtun hombre a
si ez = a , En particulier, un nombre £ est un logarithme d'un nombre‘algébriqu@
L -

si e’ € @ ; ainsi, le nombre dim est un logarithme d'un nombre algébrigue,

8i x est un nombre réel positif, on notera Log x le logarithme népérien de x,



§1.6 Références

Les résultats présentés dans ce chapitre 1 sont & peu prés tous tres classiques,
De plus amples renseignements (avec démonstrations) sur la théorie des corps pour—
ront étre obtenus en consultant [Lang, A.] par exemple, La notion de "taille" que
nous avons donnée est celle de "size" dans [Lang, T,] 3 elle n'est pas universelle~
ment adoptée, et dlautres définitions sont légitimes (les exercices 1.2.a & 1.2.c
proposent guelques comparaisons entre différentes notations),

I1 existe de nombreuses variantes du lemme de Siegel ; les premidres ont été ob-
tenues par Dirichlet dans 1'étude d'approximations de nombres algébriques [Schmidt,
1971] ; mentionnons également un théordéme de Kronecker sur les approximations dio-
phantiennes [Hille, 1948, lemme 2] ; 1'énoncé 1.%.1 est df & Maurice Mignotte. Nous
établirons plus loin (lemme 4.3.1) un lemme de Siegel pour les extensions de @ de
type fini,

Le lemme 1.4.1 sera considérablement amélioré au chapitre 6 ; mais, pour le dé-
but, ce résultat grossier sera suffisant,

La définition de 1'"ordre" d'une fonction, telle qu'elle est donnée au §1.5, ne
coincide pas avec la notion classique (2.3.1) des livres de théorie des fonctions
analytiques, par exemple [Rudin ] (il mangue un e). Ici encore, nous avons suivi
les notations de [Lang, T].

Le chapitre 1 ne prétend pas contenir tous les résultats utilisés dans la suite,
mais seulement les principaux ; par exemple nous n'hésiterons pas & utiliser, sans

les démontrer, les propriétés du résultant de deux polyndmes (au chapitre 5).
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EXERCICES

Exercice 1.2.a

Soit

m1 m
P = !

A

170 N

g A My
_ p(x1,...,xq)x1 X € @[X1,...,Xq]

0

un polyndme en ¢ variables & coefficients complexes, On définit la hauteur de P pa

H(P) = mnax ‘p(7\,1,'007)\4 )l bl
A, yeeosh 4
17 ? q
la longueur de P par
m m
L
L(P) :E e e lp()\,1,o.o,>\ )‘ ’
M= A0 4

la norme euclidienne de P par

m m
1 q 1
ol =25 -en T 1Ry ee e 15T
K1:O A =0
et la mesure de P par

2inu1 2inu
u(p) = expf LoglP(e s0003€ q)!du1...duq ,

H
q

avec M(O) =0 .

Vérifier les inégalités suivantes :

H(p) ¢ 1(P) ¢ (1+m1).‘.(1+mq) H(p)
21l ¢ (2) ¢ Crem)E.. (em ) ]

5(p) < [|P]| (m1+1)%..(ﬁh}1)%H(P)

e
u(p) ¢ u(p) ¢ 2 4 u(p)

~(m 4,..4m —y)
o T ey ) <l

by

ou v est le nombre dl'inconnues X1,...,Xq , qui interviennent avec un degré 3 1

dans P . [Mahler, 1961].
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Exercice 1.2,b.Soit « un nombre algébrique, et soit P € Z[X] le polynbéme mini-

mal de o sur Z :

P =) a2, n-[ale) ] .
350

On note Oy seeesOy les racines de P , clest-a~dire les conjugués de ¢ sur §

(avec o =0 par exemple). On définit la hauteur de « par

H(a)

H(P) = max |a.| ,
0<ign

la longuevr de o« par

L(a)

ll

1) =1 eyl
Jj=0

la norme euclidienne de ¢« par

el = 11ell = (5 1o, 2%
3=0

la mesure de o par

1 .
u(a) = u(p) = exp‘f Log'P(eZlﬁu)‘du ’
0

et la taille du polynbme minimal de o par

ola) = t(P) = maX(LOgH(a),n+1),
Rappelons que lton note
] = mex o] .
1<in
1. Vérifier la relation
|&| < H(a) +1 pour tout « € @ .

En déduire, pour « % 0 5

lo| 3 [B()+1]7" .
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[cijsouw, 1972, lemmes 1,2 et 1.3].
2, Vérifier 1'inégalité
H(a) ¢ (2.d(a)omax(1,[=]))" ,

pour tout nombre algébrique o« de degré  n

[schneider, T., lemme 4] ; [Remachandra, 1967, lemme 1] ; [Cijsouw,‘1972, lemme 1.4].
3. Quelles inégalités lient les nombres

H(a) , L(a),[la]l » m(a) » ola) , |o| , [0(a):@] 2
(Utiliser ltexercice 1.2.a).

4, Berire 1'inégalité (1.2.3) en remplagant la fonction s successivement par les

fonctions

H, L,]|.|

, Met g,

5., Vérifier 1'égalité

M(a)

I

a|. 1 max (1,
ol 1 ety )

[Mehler, 1960].
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Bxercice 1,2.C

1) Montrer que, si P et Q appértiennent a Z[X] , on a
n(p+@) < 1(P) + L(Q)
et
L(r.Q) ¢ 1(P).n(Q) .

[Mahler, 1969].
2) soient « et g deux nombres algébriques non nuls de degré n et m res-
pectivememt. Vérifier
- n,m _m n
L(a.ﬁ 1) £ 2 L ()1 (5) .

[Peldman, 1968a, lemme 3],

En déduire des majorations de
£(ap) et flag)

en fonction de f(a) s f(ﬁ) , o= [Q(a) :Q] et m = [Q(B) :Q] , Ppour chacune des t

fonctions f de ltexercice 1.2.b :

HL, L, moet o
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Exercice 1.2.d, Soient a1,.,0,aq des nombres algébriques de degré

pectivement, On note

d = [Q(a1,¢..,aq) 1q] .

d
1

ses ey

d
q

reg-—-

Soit P ¢ Z[X1,...,Xq] un polynéme de degré inférieur ou égal & Ni par rapport &

s (1 ¢ ig q). Montrer que, si

P(a1,...,aq) # o,

alors on a

dn.
i

-a 2 Cod.
s> el

!P(a1

(Utiliser ltexercice 4.2.4 et consulter [Feldman, 1968b, lemme 2]).

Bn déduire une minoration de Ia—Bl (quand a et g sont deux nombres algé-—

briques distincts).en fonction de

H(a) , H(B) , [@(a> :q) et [a():a] .

[Feldman et shidlowskii, 1966, (1.9)].
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-"Bxercice 1.%.a, Solent ug 3 (1 Lig¢v, 13K p) des nombres réels, et soient
’ .

U1,...,U des entiers rationnels positifs, tels que
u

v
Uj >7 . ‘ui,jl , pour 1 LI pe.

1=1
Soient X1"°"Xv s z1,...,z des nombres entiers positifs tels que
- 2
\Y
Beeet < T (14%,).
i=1

Montrer qu'il existe des éléments g

1,...,gv de Z , non tous nuls, tels que

lgsl < X, powr 1¢igv,

et
T w el <
U. .l = max X. .
cpr i,J ~°i ﬂJ 1¢igy i
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Exercice 1.3.b., Soient a; . (1 Ligmn, 13« m) des nombres algébriques, Pour
2

1 £ Jm, notons Kj le sous-corps de ( obtenu en adjoignant & @ les n

nombres

et

le degré de Kj . Soient A1,...,Am des entiers positifs vérifiant

n

Ay max )T Ick(l‘j)(ai D opour 1 <icm,
1<h<6j i=1 ’

FEVIC)
IR
J
sont les différents plongements de Kj dans ¢ (1 £33« m), On suppose
n > p,=‘—61 +...+6m.

Montrer gu'il existe des entiers rationnels non tous nuls
q

X "ao,Xn

vérifiant
n
E : a, .x. =0 pour 1 jgn
- i,5 %4 P < Jd S ’
et
g 61 6111 nl
max IX.I £ (2 A L...A ) H .
. 1 1 m
1£ign

b

Montrer ensuite quton peut remplacer 22 par 1 dans cette derniére inégalité, dans

le cas partictilier ol les corps X ,...,Kﬁ_ sont totalement réels (c'est—d—dire
(k)R pour 1¢ni by, 1<d <)
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Exercice 1,3%3.c. Soit K un corps de nombres, Montrer qu'il existe une constante

C. > 0 ayant la propriété suivante., Soient a. . (1 ig¢n, 1¢3jgm) des é1é-

K 15d

I\

ments de K entiers sur Z, avec m >n , Pour 1  J ¢ m, soit

A, = max s(a. .).
: 1sd
1€1n

Alors il existe des éléments XiseeerX) de X , entiers sur ‘Z , non tous

nuls, et tels que

n
=
m
=]
-

n .
a. . x. =0 our 1
Doy % =0 ¢

et
1
max s(x.) { — (A, +eee+ A+ mC_).
1¢ign i n—m 1 m K

(Indications : utiliser le fait que 1l'anneau des entiers de K est un Z-module de
type fini et de rang [K :Q] ; écrire les inconnues x reeesXy dans une base d'en—

1

tiers de X

W ...W
19 ’ 6 ?

et appliquer 1l'exercice précédent pour calculer CK en fonction de & et de

max o).
1<hgd
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Exercice 1,3.d. Soient Uoreeesy des nombres réels, Soit H un nombre entier posim
tif, Montrer gu'il existe des entiers rationnels go,.,.,gm', non tous nuls, tels que

max lgi' ¢ H
OKigm

et
luoﬁo Touot um§m| N (Iuoi Feoot lum‘).H—m .

(Indication : utiliser le lemme 1,3,2 avec

b=t vem 5wy o=, (1 ¢igm),

et choisir pour £ le plus grand entier strictement inférieur a

(H+1)m+1 .

N . H ~m
On pourra alnsi majorer 7 par H ).

Exercice 1,3,e, Solent wu un nombre réel, et Q > 0 un entier rationnel, Montrer

qu'il existe g € qQ tel que

1

, 0<aX

o2l <

(théoréme de Dirichlet ; voir par exemple [Feldman et shidlovskii, 1966, (1.5)]).
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Bxercice 1,.%.f. Sodent U reeest des nombres complexes, Soit H wun entier positif,

Montrer qu'il existe des entiers rationnels 50,.,,,§m’, non tous nuls, tels que
max ‘gi! < H
ogigm

et

‘uOED tosot umaml < \{?({uog I {umt)aﬁw%(mﬂ) '

(Indication : les cas m =0 et m=1 sont triviaux ; si m 3 2 , utiliser le

lemme 1,%.2 avec

p=2gvemtsou =Rl ), w o =dnley ), 1 <icy).

EBn déduire le résultat suivant : si XT,...,XQ sont des nombres complexes, et

si Nq""’Nq , B sont des nombres entiers positifs, il existe un polyndme non nul

P € Z[XQ,..‘,Xq] , de degré inférieur ou égal & N, par repport & X (1 ¢hgq)
et de hauteur inférieure ou égale & H , tel que

' ' 4 -3 ef N
[P(xpenex )] < V2 H Bt S alig)

T (1)
M= T (14%
k=1 k

et

¢ =1 + Log max(1, [xi{,...,E‘XQ

Iq? “‘. - “”N

(Remarquer que M < e 4), comment peut-on améliorer ce résultat quand tous

les nombres Xq (1 ¢ x¢r) sont réels 2 (utiliser 1'exercice 1.%.4).
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Exercice 1,3.g. Montrer qu'un nombre complexe ¢ est transcendant si et seulement si

pour tout réel w > 0 , il existe un entier n > 0 tel que 1'inégalité

0 < [x +x "

+...+'xnon[ < ( mex [xil

! ogign

ait une infinité de solutions (XO,...,Xn) € Zn+1

(Indication : utiliser les exercices ,.2.d et 1.3.f) [Mahler, 1969].
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Exercice 1.4.a, Soient @ ,,,.,P des fonctions elliptiques de Weierstrass ; on

(:J) A

note (W J)) un couple de périodes fondamentales de E} (1 £ § g m).
a) Montrer que Yz et KE sont algébriquement dépendantes (sur ¢) si et

seulement si i1l existe une matrice M carré 2x2 telle que

(w E 2) (2)) = (w (1) (1))M

b) Montrer que les fonctions

le sont,

c) si —i%j secas —%%7 sont @-linéairement indépendants engendrent un

B-espace vectoriel de dimension 1, montrer que les fonctions

A

sont algébriquement indépendantes
[Ramachandra, 1967, lemme 7].

d) Soit ¢ 1la fonction z8ta de Weierstrass associde & une fonction elliptique
¥, et soient a, b deux nombres complexes, (a,b) # (0,0). Hontrer que les deux

fonctions

¥(z) , az+bg(z)

sont algébriquement indépendantes

(Utiliser la relation de lLegendre anZ - W2n1 = 2if) [Schneider, T, p.60].
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Exercice 1,4.b, Soilent f1,e..,fh des fonctions entidres de € dans ¢ ., Montrer

que les fonctions entigres

f f
1 n
e s.-ooye

sont algébriquement indépendantes sur €(z) si et seulement si les fonctions

“sont  @-lindairement dindépendantes,

[Nerasimhan, 1971].

Exercice 1.4.c¢, Montrer que les fonctions
; x 2
'XMJ et at .
‘ 0

et

sont des fonchtions transcendantes sur € .

[Hamming, 1970].



Exercice 1.5.a, Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert U de € contenant
un disque fermé {z{ { R . On suppose que f admet les zéros ZyreeesZy dans le
disque ouvert }zl <R.

1) Btablir la majoration
}f(o)l <R R 8 T

(Indication : u%iliser le principe du maximum, sur le disque [zt £ R, pour la

fonction

voir [Hille, 1942, lemme 3]),

2) Soit Zo £, sz!'< R . Btablir la majoration

f(z )' g IF s SU E
£z 0 < 2], me @

Z =7,
L
Z-,
X

(Indication : utiliser le principe du maximum pour la fonction
- 1
£(a)e m (207"

=1

voir [Waldschmidt, 197%b, lemme 1]).
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Exercice 1,5.,b, Soit £ wune fonction holomorphe dans un ouvert U de ¢ contenant
un disque fermé [z[ £ R ; s0it o le nombre de zéros de f dans le disque
sz £ p s avec p < R . Montrer que pour tout entier s ) 0 et pour tout réel r

vérifiant 0 <r (R, on a

[f(f3>(o)1 gi‘é (g}g)qiﬂﬁ .

(Utiliser la formule intégrale de Cauchy pour obtenir
8 {f(s)(o)f :
r = < ‘f[r - (inégalités de Cauchy),

puis appliquer le deuxidme résultat de l'exercice précédent),

Exercice 1.5.¢, Soit £ une fonetion holomorphe non nulle dans un ouvert (connexe)
contenant {z{ { R, soit o 1le nombre de zéros non nuls de I dans le disque
!z] p, et soit s le plus petit entier supérieur ou égal & 0 tel que f(S)(o) #0,

Etablir la majoration
125 (0)] ¢ s1(=2)%, 2]
A R-p” 'R

(Utiliser le principe du maximum pour la fonction

f(z)
b
25, 1 (z-x.)
i=g +

ou Xi""’xo sont les zéros non nuls de f ; voir [Waldschmidt, 197%b, lemme ?]).
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Bxercice 1.5.,4, Soit f wune fonction entiére dans ¢ . Soit q ¢ @[X] un polyndme
unitaire, de degré n, On note Z1’°‘°’Zm les racines distinctes de Q dans ¢ , et
kK ,e..,k  leurs ordres de multiplicité respectifs ; ainsi

1 >"m
k

a(x) = (X—zj> I,

=8

J=1

Soit T un cercle dont ]'intérieur contient les points z1,,,.,zm ; soit z un

autre point de 1'intérieur de T ; on considere m cercles F1,...,Fm , tels que

1tintérieur de Fj contienne zj , mais ne contienne pas 2z , ni =z pour 4 # J

£

(1 3£ m), Vérifier la relation

b

h
h (C—z.)
1 £(c) ag _£(z) 1 1 a f L
: = e e e e £ 7
B R O DI N e S ;T A

[Lang, T, chap.VI, lemme 6], ou [Baker, 1966, T, p.212].
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CHAPITRE 2

La méthode de Schneider

§2.1 Une premidre démonstration du théoréme de Gel'fond Schneider sur la transcen—

dance de a

La premiére démonstration de transcendance qﬁe nous allons étudier est une ver-
sion simplifiée de celle qui permit, en 1932,‘é Schneider de résoudre le septidme
des probleéemes posés par Hilbert au congrés de Paris de 1900, Nous étudierons, dans
le chapitre suivant, la solution de Gel‘fénd.

Théordme 2.1,1, Soient £ #0 et b ¢ @ deux nombres complexes, L'un au moins des

trois nonbres

est transcendant,

On peut énoncer ce résultat sous la forme équivalente suivante :

(2.1.2) Si g1,£2 sont deux logarithmes de nombres algébriques, et si z~,32 sont

=

O~lindairvement indépendants, alors le nombre

4

—

g

est transcendant (ce qui revient & dire que £1,£2 sont @-lindairement indépen-

dants),

on déduit de 2.1.1 la transcendance de e (choisir £ = igm , b = ~i).
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Pour démontrer le théoréme 2,1.1, nous suivons une méthode que Lang a utilisée [Lang,
T., chap.ll] pour démontrer un autre résultat de transcendance sur la fonction expo-
nentielle (2.2,3).

La démonstration s'effectue par ltabsurde : on suppose que les itrois nombres comple-

xes

b, eg . ebg

sont algébriques, avec [ % 0 et b irrationnel, On remarque que les deux fonctions

y4:4
z , e

sont algébriquement indépendsntes (grice & la condition £ #£0 et & (1.4.1)), et
prennent des valeurs dans le corps

2 bi
K::Q("b,e sy © )

pour z =i+jb, (1,3) € Zx7.

Soit & = [K:Q] , et soit d un dénominateur commun des trois nombres

On considére un nombre entier N suffisamment grand (clest-d~dire minoré par
1
un nombre fini d'inégalités que l'on va écrire), On pourra supposer que N° est

entier,

Montrons tout d'abord qu'il existe un polyndme non nul

Py € %[X1,X2] ,

de degré inférieur & Nﬁ/2 par rapport & X, s de degré inférieur & 26N1/2\ per:

rapport 3 Xé , et de taille inférieure ou €gale & 2N3/2.LogN , tel que la fonction




2.%
‘ £
Fi(z) =B (z,e )
vérifie

E‘N(i+jb) =0 DOUr i=1,eee,N €t F=1,0..,N .

Pour obtenir ce résultat, on écrit le polyndme inconnu P sous la forme

P e /2 Ao,
p(x,%) =02 22 »p (x5 X7,
=0 u=0 i
avec p. (N) € Z, et on considdre le systime d'équations en ()
7\4“ p)\.,p

3/2
4 (48+1)0 F(gb) =0, (1¢igW,1¢igm,

ctest=d~dire

3 /2 1/2
N7/ 7= 280/ T~ . : 3/2 . ..
D A pxum)(mﬂumN«m%Hﬁmémﬂ&d@&4m Mipede g

A=0 =0 -
(lgigm,1¢igm.
On obtient ainsi un systéme de N2 équations 3 26N2 inconnues, & coefficients dans

K entiers sur Z ; ces coefficients ont une taille majorée par

3/2

N/ Log W +‘N3/2((86+2)Logd+ Log(1+]B]) + 26 Log[e'g+b£l) < ‘2 /2 Log N ,

grice & (1.,2.5).

le lemme {,3,1 de Siegel permet de trouver des nombres entiers rationnels

b

\ p,(N) L (o<, 0¢ b < 2on'/2-1) |
?

non tous nuls, vérifiant

(2.1.3) Log max lp}\ ILL(N)l 2 /2 1ogn ,
A p ’

(remarquer que l1l'texposant 5?33 du lemme 1.3.1 est ici égal & 1), et tels que la

fonction Fy vérifie

Pp(i+gb) =0 , (1 ¢igW,1&I<N) .
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Les conditions PN #0 et £ #£0 montrent que la fonction FN n'est pas iden-
tiquement nulle ; or FN est une fonction entiere, d'ordre inférieur ou égal & 1,

pulsque
(2.1.4)  1oglr [, < 26N1/2|£IR + N3/2Loga+ 2N3/2LogN+ Log(261°) << R pour R->4e.
Comme nous ltavons vu. en (1.5¢4), cecl entraine que 1'un des nombres

FN(k1+k2b) , (x ,k2) € ZxZ, k, 31

1

est non nul (on utilise ici 1thypothése b ¢ @). Par conséquent, il existe un entier

M3y N tel gue

(z.1.5) FN(i+jb)=ow1\<i\<M,1\<j\<M,

et

(2.1.6) Il existe (io,jo) €ZxZ, 1 <i <M, 1< F <M, aves

= i 1 b .
Yy = Fpligrip) # 0
La sulte de la démonstration consiste & majorer Ty = FN(io+job), puis & le mi-

norer, ce qul apportera la contradicticn attendue,

vérifions, pour commencer, la majoration

(2.1.7) Log|y,| < —-% 1 Log M .

On remarque pour cela que la fonction
M M -1
F(z).m 10 (2-i-jb)
N . .
i=1 J=1

est entidre, & cause de (2.1.5). On lui applique le principe du maximum sur le dis-
que |z| ¢ R = (1+lb|)M5/4 .

On . obtient
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M Mo((5 —i)-}{jo—j)bl
v =17 (43 D) ¢ |F | . sup T T e
l N N0 “o M ITNR ZI:R i) e z-i-3jb

On majore, pour ‘z' =R,
i ~i+(3 ~30p
Zedm3h
par
(m+2)(1+]p]) . me2 ~1/4.

2 1
R-NCH+[B]) S 574 <

pour N (donc %) suffisamment grand,

D'autre part, grice & (2.1.4), on a
posley | < (2o 2]+ /2 ¢ (2ol af ) 1o /4 ¢ o

dées que N est suffisamment grand,

On obtient ainsi
tog] v | < 21° - %r I Tog M ¢ - -;- 1 Log

ce qui démontre (2,1.7).
Pour minorer Yy il suffit de majorer la taille s(YN) , puls dtutiliser la

relation (1.2.3)

puisque Ty € K avec [K:q] = &6, et Y A0 d'apres (2.1.6).

Montrons gue l'on a

(2.1.8) s(yy) < 4 15/2 Log 1 ,

donc

Log}yN[ > —86 10/2 LogM ,
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ce qui contredira (2.1.7);
Le calcul de la taille est trés simple, grice i (1.2.5) : on constate que
3/2

i,
N raen? (1141)

est un dénominateur de et que

3/2

3/2 _ 3/2 ,
N2N .N?N £ MAM

Iyl <
ce qui démontre (2,1,8), et termine donc la démonstration dm théoreme 2,1.1.

On peut maintenant expliquer les raisons du choix des deux fonctions

R1(N) = I\TS/2 et R2(N) = 1\]1/2 exprimant le degré du polymdme P_  par rapport 2

N

X1 et X2 respectivement,

Pour appliquer le lemme de Siegel, on a utilisé 1!'inégalité
R, (e, (W) » 2 5N .
Ia majoration de la taille de Yy fait intervenir uniquement la quantité
R, (N).Log M + R, (N).1 .
Si les deux fonctions R1 et R2 sont monotones croissantes, on aura
s(yy) « max{R, (w)zogu, R,(1).M} .
I1 est donc naturel de choisir R1 ,R2 de telle maniére que les deux quantités
R, (Wzogw et R, (Wy
aient le méme ordre de grandeur. Le choix optimum (compte tenu de 1'indgalité
B, (r, (W) » 2 51°)

serait
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R (1) = [26) 20072 (rogm)™ /241,
et

RZ(N) = [(26)1/2.N1/2.(Log1\1)1/2]+1 ,

oh [ ] désigne la partie entidre,

ILe choix que nous avons fait nlest pas essentiellement différent, et il fournit
deg fonctions plus simples,

Une fois choigies R1 et 32 , il reste & donner une valeur au parametre R ,
‘rayon du disgue sur lequel on utilise le principe du maximum pour majorer Ty o On

va choisir R Dbeaucoup plus grand que M et on majore

mooow (@ ~1)+(5 -3
sup II I
I A i =R 1= j:’}

z—i—~3b

par
- Tog % + 1 Tog 2(1+b]) .

Si on vérifie 1'inégalité

2 ~ 1.2 R
¥° Log2(1+]|b]) +<L0g[FN]R < g M Logg
on obtiendra
4 2 K
Log{yNi ¢ -2 M Logg

(ce % est évidemment sans importance).

Dans la majoration (2.1.4) de LOg,FN‘R , le terme principal est

POY—

250°|e|r

Pour obtenir le résultat, il suffit que 1l'on choisisse R ¢ M3/2~; un choix possible

est celui que nous avons fait :
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R = (1+ib!)2~5/4. |

TNobons que le théordéme 6.1.1 permettrait de majorer le nombre M de la démonse

tration précédente (qui est fonction de W) par
ML 306N

mais nous n'avions pas & utiliser cette majoration iei.,

§2.2 Valeurs algébrigques de fonctions entidres

annd on examine la démonstration précédente, on constate cue 1'on neﬁt S€ CONe
tenter d'utiliser les seules propriéﬁés suivantes,

Les‘deux fonctions fq(z} =5 et fz(z) = egz (§ﬁ LEC, £ # 0) sont enml
tidres, algébriqﬁement indépendantes sur . ¢ , d'ordre inférieur ou égal & Py pé
,respectivement (o0 < p@ < 1 ’ et ~p2 = f). Flles prennent des valeurs daﬂs le corps

| §4 b
K = Q(e abae ﬁ)

*

(qui est un corps de nombreg par hypothése), pour tout poin%‘ z de l'ensemble
S = {i+jb ;3 (i,3) € zx2)} ;‘
plus précisément, si N est wun entier, pour
VZ’ESN:V{i{jb;1\<,i<N,1\<wj<N}CS‘,
on a
Py

s(fi(z)) & TogN + 2s(b) <k N ',

et

8(e,(2)) < 0(s(ePrs(™)) << w
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pour N — 4o

Enfin, on a

max |z| ¢ (1+|p])v << W,
z€sN

et

2

(grice & 1'irrationnalité de b).
En formalisant cette démonstration, on obtient un résultat général,

des fonctions en-

Théoreme 2,2.1., Soit XK wun corps de nombres ; soient f1’°'°’fd

tieres, algébriquement indépendantes sur § , d'ordre inférieur ou égal 3 PyreeesPy

~ respectivement, avec d » 2 ., Soitv £ un nombre réel positif, et soit (SN) une

suite de sous—ensembles finis de ¢ , tels que

D.
fi(SN) ¢ K, et max s(fi(z)) KN + s 1 €1 ady

Z€SN
card SN >> Nz , et max lz[ <K N, pour N -+ ,
: z€S
n
Alors on a
_ Py teeetpy
(2.2.2) £g -

1 ‘
On obtient évidemment comme corollaire le théoréme 2.%1.1 de Gel'fond Schneider ;

dtautre part on déduit du théortme 2,2.1 le

Corollaire 2,2.3, Soient a1,a2 (resp, b1,b2,b3)- des nombres complexes

f-linéairement indépendants, Alors l'un au moins des six nombres

eXP(aibj> s (i =1,2 3 J = 172’3) ’

est transcendant.
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Pour démontrer le corollaire 2,2.3, on peut

~ g0it utiliser les deux fonctions

avec
Sy = 1P #ib kb, 1IN, 1IN, 1 kN

et -

. e

- s0it utiliser les trois fonctions

avec

et

Le corollaire 2,2,3 peut s'énoncer sous la forme équivalente suivante :

(2.2.4) sl £1, 52, L s z{, zé, zé sont des logarithmes non nuls de nombres algé-—

3

briques, et si

¥

IS

=
1l
r\f?-’ o
Il
wzhod
ey
2

alors £1 ,zz, £ sont @-lindairement dépendants,

3
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Démonstration du théoréme 2,2,1

Montrons déjd qu'il suffit dtétablir le résultat dans le cas

p1+.0.+pd+18

(2.2.5) max  p; { m——m———,
1€igd

Supposons par exemple que l1l'on ait

N p1+...+pd+£
Pa d ’

cltegtwd~dire

p1+"'+pd~1+£
d—-1 *

WV

P

Si la conclusion du théoréme était fausse, on aurait

. p1+...+pd
d—1 ’
done
p1+...+pd*1 p1+...+pdm1+£
£ a1 * 2
(a-1)
dtou

[(a-1)%~1]2 > d(p, +eeetpy)

ce qui entrafne d > 2 et

.S PyeeetPyy
. d‘—‘z :

Ainsi il suffit que 1'on démontre le théordme pour les fonctions fi""’fd - Par
récurrence, on se raméne au cas ou 1'inégalité (2.2.5) est vérifide,

On supposera aussi
(2.2,6) max p; < £,

la conclusion du théordm¢ étant immédiate dans le cas contraire (sous'l’hypothése
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2.2.5). L'hypothese

Card‘SN >> vt pour N - 4o

montre qutil existe un réel € > 0 tel que

£

Card 8_ » C.N

N
pour tout N suffisamment grand, Quitte & remplacer chaque SN par un de sés sous-

~ ensembles, on peut supposer

on? ¢ card 5. ¢ (ce)n? .

N
Pour la méme raison, on peutb supposef la suite (SN) croissante (SN.CiSN+1).
Soit d=[k:4q] ; on note
.

P75 >
et on suppose

4
d'

(2.2.7) L> p+
Soit N wun entier ; les majorations que nous écrirons seront vraies dds que N est

suffisamment grand,

Pour commencer, montrons qu'il existe un polyndme non nul
b —— - -

Py e.z[xi,,..?xd]A,

de degré inférieur ou €gal 3

1

(2.2.8) R, = Ri(N) = [(2§(C+1))5.N

y;
Py =Py
i ]

par rapport gg‘Xi (1 L ig a) , g§*§§~taillermajorée var
, p+§ V
d
(2.2.9) t(py) ««n 7,



tel gque la fonction

)

= PN'(:E}”“"f

FN d

vérifie
FN(Z) =0 pour tout =z € SN .
Pour obtenir ce résultat, on résoud le systime

& Ry
@1(Z) ...éd(Z) FN(Z) =0 pour z €S,

ol 5i(z) est le dénominateur de Fi(z) pour 2z € SN s (1 §ig d)., on obtient

aingi un systeme de

Card SN £ (C+1)Ng

équations a
(R1+1)...(Rd+1) s 28(cet)w?

inconnues (1es inconnues étant les coefficients de PN) ;- les coefficients de ce sys—

teéme d'équations sont :

a Ry=A;
n o,(z)

SR, p1giga,
=1 i=] ‘

d A
| 1
- I (0,(2)f,{2)) 7, avee 0 ¢ A

On peut majorer la ftaille de ces coefficients (qui sont des entiers de X sur

Z) par

d - ,
max ) R, (vog 0,(2) +1og|Fi(2)]) «« TR, WH W .

Z €SN i ‘ Ti=

Le lemme 1,.3,1 montre qu'il existe des entiers rationnels

"
o
B

N
=

A
£

-

:
;PN(Ks""’“d’ , o‘g A € Ry

non tous nuls, majorés par



tels que la fonction

vérifie

1a fonction FN

et les fonctions f1,.
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d
Log max le()\ ,ooo,)\d)l << N s

1

R1 Rd K1 Xd
FN :_‘E eee ::::: p‘N'(}\'.]’." ’)\d)f1 oo.fd
MO A

FN(Z) =0 pour tout %z €8

N .
ainsi construite n'est pas identiquement nulle (car PN £0,

..,fd sont algébriquement indépendantes sur Q). Clest une

fonction entiere, d'ordre inférieur ou égal & max p. . Les relations (1.5.4) et

1€igd

(2.2.6) montrent que les nombres

ne sont pas tous nuls,

Soit M le plus

(2) , (2 ),
FN € &3% SM

crand entier tel gue ftous les nombres

FN(Z) , (z ¢ 5y = U SH)
OCHI
soient nuls, On a donc M » N , et il existe z € SM+1 tel que

YN = FN(ZO) % o .

Vérifions maintenant la majoration

(2.2.10)

Utilisons le principe

pour la fonction

£
togly. | ¢ -M" .
N
du maximum, sur le disque

lz]| <R =MLlogu,



2.15

F(z). m (z-t);

N
£
€SN
On obtient
zo—t
gl = r ()] < |Pglpe sup 1 | —
) N o N'R IZ[—“—R $es 2zt
M
On majore lFNlR par
P*f'P P
Log|F, |, << max SRR
1<igd
<K Mz .
grice & l'hypothese
(2.2.7) p-+§ <2,
et on majore
zo~t
Log sup 11 e
= t
|z|=r €3,
par
2M+1yCard S 3 CeMz
(jijﬁ) Mg (ia—~—) .
- g M

8i N est suffisamment grand, on a

¢ 1t 1og 3 + Tog IFNIR < g w’ Tog Tog m ,

donce
Log|vyy| < - g ¥ Log Tog M ¢ - W,

ce qui démontre (2.2.10).
Majorons maintenant la taille de YN .

On remarque que

R R
() 1 a
0,(z) Tin04(z )



est un dénominateur de Ty » 8vee

. p,
Tog 3,(z,) « M, 1gigad.

D'autre part on a (soit directement, soit en utilisant 1.2.5)

- Ct(py) a R,
}YNt & (Rq+1)...(Rd+1)e .1?1 max(i,}fi(zoil ),
done
y
d P, Pt
i d
(2.2.11) s(yy) « E R, W H o

Les inégalités (2.2.7), (2.2.10) et (2.2.11) montrent que la relation

-2[x: Q].S(YN) < Loglva‘

ntest pas vérifide, bien que YN € ¥ soit non nul, Cette contradiction termine la
démonstration,

Précisons comment ont été choisies les fonctions R,,...,R On a cherché a

A -

satisfaire 1tindgalité

R ...R. > 28(ce1)n? s

1 d

en rendant la quantité

d | P,
TR N

ey

minimum, On a donc imposé

ce gui donne immédiatement R1"“’Rd o



§2.3 Références

La démonstration, par Schneider, du théoréme sur la transcendance de ab date
du 28 mai 1934 [Schneider, 1934]. On la trouvera également exposée dans [Siegel,
chap.III §1]. La différence essentielle avec celle présentée ici [Waldschmidt, 197%b,
chap.I] réside dans la construction d'un nombre Yy £ 0 , que l'on devra ensuite ma-
jorer et minorer, Dans la démonstration originale de Schneider, ce nombre apparait
non pas comme une valeur de la fonction FN , Mais comme un déterminant dont on doit
montrer qu'il est non nul (exercice 6.1.b).

Le théoréme 2,2.1 est une généralisation d'un résultat de Lang [Lang, T,
chap,II, &2, Th.2] et dtun résultat de Ramachandra [Ramachandra, 1967, Th.1]. Le ré—~
sultat de Lang correspond &2 d =2 , Py = Py 3 on ne peut pas en déduire le théoreme

2.1.1 de Gel'fond Schneider, L'énoncé de Ramachandra contient l'hypothese supplémen-—

taire

max p. < — 3}

1giga

de plus, les notations de Ramachandra sont beaucoup moins agréables que celles de
Lang (que nous avons adoptées ici).

Oon peut étendre le théoreme 2,2,1 aux valeurs de fonctions méromorphés dans @
[Waldschmidt, 1972a] ; il permet alors d'obtenir des résultats de transcendance de
valeurs de fonctions elliptiques, et méme, plus généralement, de majorer la dimen-
sion algébrique de sous—-groupes & un parametre de certaines variétés de groupe, en
fonction du nombre de points @-linéairement indépendants que ces sous~groupes con=—

tiennent [Lang, T, chap.II §3 et 4] et [Waldschmidt, 197%a].
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La premigre démonstration du corollaire 2.2,% a été publiée par Lang, bien que
le résultat semble avoir été connu avant par Siegel, Ce résultalt ne parait pas le

, & (resp, b

meilleur possible, Lang conjecture que, si a )

. b2) -sont des nom-

1 1

bres complexes Q~lindairement indépendants, alors 1l'un au moins des quatre nombres

a.b,
€ o s (i:1a2 H 3:152) »

est transcendant, [Lang, T., chap,IT §1].
Avec les notations 2,2,4, ceci revient & montrer que si des logarithmes non nuls
£, zz, z;, zé‘ de nombres algébriques vérifient

i

p/

alors zi € @ [schneider, T., probldme 1, chap.V].
; 1 ;

Pour obtenir cet énoncé, il suffirait que 1‘onlpuisse remplacer, dans. la conclu-—
sion (2.2.2) du théordme 2,2.1, 1'indégalité large par une indgalité stricte,

Dans le cas des fonctions
% 3 %
Z!*Z 23 ’5 s8¢ )4

ona pf=1, et cette inégalité stricte serait la meilleure possible,
Puisque 1'inégalité (2.2.2) est large (g) , la conclusion du théordme 2,2,1
resterait inchangée si on remplagait la définition (1.5.1) de 1'ordre d'une fonction

entidre F 7par celle, plus classique :

LoglF[R

(2.3.1) p = lim sup m .

R =>4 00
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EXERCICES

- Exercice 2,1.a. On sait que le groupe additif du coryps '@f\B~ des nombres réels al-
- * .
gébriques est isomorphe au groupe multiplicatif QI\R+ des nombres algébriques réels
positifs, Montrer gqu'aucun de ces isomorphismes n'test localement croissant,

[Dieudonné,‘p‘ 1641,

BExercice 2.1.b, Soit P € Z[X,Y] wun polyndme irréductible, tel que

B #03 B #0; P(0,0) #0 5 P(1,1) £0.

Soit o« un nombre algébrique irrationnel,

Montrer que 1'équation en =z :

n'a pas de racines dans @ .

[Feltdman, 1964].
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Exercice 2,1.c. On note Mn(K) 1'ammeau des matrices carrées nxn & coefficients
dans umn corps K , et GLn(K) le groupe lindaire des matrices carrédes nxn inver—
sibles,

Soit M € Mn(c) une matrice qui n'est pas nilpotente, et soient g«

17 % deux

nombres algébriques, tels que les deux matrices

exp( Mo . ), eXP(M&Z)

appartiennent & GLn(@).

Montrer que ¢, , a. sont ®&~lindairement dépendants, (Indications : la ma—

1’772
trice M posséde au moins une valeur propre non nulle ) ; la fonction T eXp(xt)
prend des valeurs dans @ pour t = o, et t = o, Le résultat demandé est donc

équivalent au théoreme 2,1.,1 de Gel'fond Schneider).

[waldschmidt, 1973, a].
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Exercice 2,2.,a, Soit M € Mn(C) ; onnote d la dimension du sous-@~espace vectoriel
de € engendré par les valeurs propres de I ., Soient t1"“"tm des nombres com—

plexes §~linéairement indépendants tels que les matrices

exp(Mtj) , (1 ¢3¢m)

appartiennent toutes a GLn(@).

1) Montrer que l'on a
md ¢ med ,

clest—=a~dire m ) 3 == d 1 et mP2 = dg2 .
(soit u1,...,,ud une base du sous-Z-module de ¢ engendré par les valeurs propres

de M ; 1lthypothese entraine

exp(uitj) €Q pour 1< Jm, 1

N
'_l

”m
[oX

-

Le résultat demandé est donc équivalent & 2.2.3).
2) Montrer que, si la matrice M n'est pas diagonalisable, ni nilpotente, on a m=1,

(ctest le théordme de Gel'fond Schneider).
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Exercice 2,2.b, S1 £ ,...,T

1 a sont des fonctions méromorphes, on note

6(f1,cvo}fd)

le nombre maximum de nombres complexes W , Q=linéairement indépendants, distincts

des pdles de f1""’fd , et tels que

£,(0) €8 powr 1¢igd.
Avec cette notation, le théoréme 2,1.1 s'énonce
8z, e™) ¢ 1
pour £ €€, 240, et (2.2,3) peut stécrire
s(e?,e”) g2 si becg,bla,

ou encore

bz bz b_z
sle’ ,e? ,e?) ¢

si b1,b2,b3 sont trois nombres complexes @~linéairement indépendants,
Oon désigne par ¥ et f% deux fonctions elliptiques de Weierstrass, algébri-
. ‘ *
quement indépendantes, dont les invariants modulaires J et J  sont algébriques,

et par ¢ la fonction z&ta de Weierstrass associde & ¥ . Montrer que l'on a

8(z,¥(2)) ¢ 2

-

s(e”, ¥(2)) < 3

e

8(¢(2),¥ (2)) < 4 ;

50P(z) , bz+2(z)) < 4 pour tout b€ .

[Ramachandra, 1967] et [Valdschmidt, 1972a, (5.1)].
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Exercice 2.2.C, Soit £ wune fonction entisre transcendante, d'ordre inférieur ou

égal 3 p ; soient u un nombre réel positif, et (ag) une suite de nombres ra-
k k)1

tionnels, deux & deux distincts, tels que

. 1 :
lim sup m max [Loglpk[ ’ LOg‘le] < pe
k—ioo
On suppose que
P
f(wg) € Z pour tout k » 1 .
e

En déduire
pp > 1 .
(supposer pp < 1 ; soit &> 0 tel que

(pre)(pre) < 1.

Dlaprés 1thypothése, pour k suffisamment grand, on a

pte +E
Io ] <« 775, et o | < &F
8i N est un entier positif, considérer
| 1
b P ——
1 k N
S = {'—‘- "..,-——-} 9 OU. k—’: [Np+8] s
N 4 %

et appliquer le théoreme 2,2,1, avec

fi(z) =% 3 fz(z) = f(z) s 4 =2 91 = g.; Py =P

et
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Exercice 2,2,d, Sous les hypothéses du théoréme 2,2,1, on suppose que les fonctions

f ’.ouyf

: 4 ont une période w # 0 commune, Etablir 1'inégalité

Ie < p1+l60+pd—1
AN d__1 °
(Quitte & remplacer chaque SN par un sous—ensemble de € . le contenant, on peut

supposer

z € SN =% z4+Jw € SN , pour tout j €Z,-NKJjgKN
Construire une suite (TN) de sous~ensembles de ¢ , vérifiant

TN c::SN pour tout W J O ;

Card S__ ;

1
a -
Car TN < T N

pour tout =z € SN , 1l existe J €2, ~-N J <N, tel que z+ jw € TN i

Reprendre la démonstration du théoréme 2,2,1 ; la fonction auxiliaire

FN = PN(f ,...,fd) étant périodique, de période w , il suffit qu'elle vérifie

Il

t
FN(Z) 0 pour tout z € TN

pour que l'on ait

F (z)

N

0 pour tout =z € SN).

[Ramachandra, 1967, Th.1] et [Waldschmidt, 1972 a].
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Exercice 2,2,e, Les hypoth®ses sont celles du théoréme 2,2,.1, mais on suppose seule-

ment que les fonctions f ,...,f, sont méromorphes dans ¢ , Montrer que, pour que

1 d
1tinégalité (2.2.2) soit encore valide, il suffit que 1'on ajoute 1'hypothése sui-
’vante.

Pour tout i =1,...,d4 ; il existe une fonction entiére hi , Atordre inférieur
ou égal a p; > telle que la fonction hifi soit entidre (et d'ordre inférieur ou

égal & p.), et telle que
Py

hi(z) # 0 pour tout z € {J S

N0 N

et
Py

1
max Log[ l LK N pour N — o0
2€S, h;(z)

(La seule modification & apporter & la démonstration du théoreme 2.2.1 réside dans
la vérification de 2,2.10,
On utilisera le principe du maximum, sur le disque [zl < R=M¥TlogHM, pour la

fonction entidre
a Ry ~1
F(z).m h,(z) ", 0 (z=t).).
N . i
i=1 tGSN

(voir [Lang, T., chap.II, Th.2] pour le cas particulier

comparez avec (4.5.1)).



2.26

Exercice 2,2,f, Soient f ,,..,T

) 4 des fonctions entieres, algébriquement indépen—

dantes sur @ . Soit (Zn>n>} une suite de nombres complexes, deux a deux distincts,
/

tels que

Card [z [

lim = g0,
R4 00 nax Logtf 1R

1gigd

iy
5}

On suppose que pour tout i =1,,..,4 et tout n ) 1, le nombre fi(zn: est algée

brique, On note

(Z )’ooo’f 2 )) . Q] pour n >/1 .

oy = [Q(f1 n a7y

n
Soient R1r°"’Rd, des applications de N dans N , telles que

R1(n)'f°R&(n) )2(61+...+6n) pour tout n 3 1 .

Montrer que, pour Ltout =n suffisamment grand, il existe un entier m y n+] tel que,

pour tout R > 0, on ait

d
(m1) 1 2 R, (n)(45_(1+ max s(f (2.)) + Lo ('f £

Indications, ﬁtiliser ltexercice 1,3,b pour construire, pour n suffisamment grand,

un polyndme non nul
Pn 6 Z[X‘igoooyxd] b4
de degré inférieur ou égal 3 Ri(ﬂ) par rapport & Xi , et tel que la fonction

)

Fn = Pn(£1’.."fd
vérifie

Fn (zh) =0 pour 1 Lhgn

On majorera, de plus, la taille de P, par
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n éh d
tr) <108 v L gy me ey X L )

x Log|d(f (2, )T (2 )| + ZLog (n)+1) ;

en particulier

E R, (n). (1 + max s(f, (2))) .

1<hgn

ILa fonction Fn étant entidre non nulle, la relation 1.5.5 (avec A\ = 2) et

les hypotheses faites montrent que les nombres
F(z), bt
ne sont pas tous nuls, Soit m le plus petit entier tel que
n =Fn<Zm) 7é O .

En utilisant le principe du maximum sur le disque de rayon R , avec

R > 3 max lzh[ (puisque le résultat est trivial dans le cas contraire), majorer

1¢hgm
Y, par
d m—-1 zm- n
Log|y,| < #(B)) + 2 R, (n)Log max(|e, | ,1) + Log(R;+1) + sup Log ) - |+—1 3
1=1 lti_R h=9
On majorera ensuite, pour |t| =R , la quantité
anzh
t—zh
par
3 max |zh|
1¢hgm
R
Majorer ensuite la taille de Y, Par
a
S(Tn) < t(Pn) + g;; Ri(n)S(fi(Zm)) + Log(Ri+1) ,

et le dénominateur de Y, par
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d
¢ ) R (m)ale (2 ),
=1

grice & 1,2,5, Utiliser enfin (1.2.4) pour obtenir la conclusion,
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Exercice 2,2,8., Déduire le théordme 2,2.1 de l'exercice précédent, Plus générale-

ment, montrer que si les constantes 6 , 01 , C qui interviennent dans les re-

2;-00
lations << des hypothéses du théoreme 2,2.1 satisfont une certaine inégalité, alors
on peut remplacer la’conclusion‘(2.2.2> par 1'ihégalité stricte

Pytee™Pq
=1 °

+‘..+pd
£ <

(Indications, Se ramener au cas

max p, < P+ et max p. < £
1<igd 1<igd

ol

choisir
1

'&“ {}*‘a—p- p +u¢o+pd
R (n) = [(28(c. 1)) © 7], p =

d s
et R =1M7, (A>1 réel indépendant de N et M), Ordonner les éléments de

S={ S, en une suite (z_) de telle maniére que

N30 N KA
: Card Sy
II (X""Z) = H (X"“ZK} .
| ZGSN ’Kt1
On remarguera que 1ll'on a
./
max S(f.(zH)) K KT,
1<HCK

et

max {ZH‘ e Kﬁ/z ).
1<ELK
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CHAPITRE 3

Ia méthode de Gelt!fond

§3,1 Le théoreme de Hermite Lindemann

Pour illustrer cette deuxiéme méthode, nous commencerons par démontrer le théo-
réme de Hermite Iindemann sur la transcendance de ea . Nous verrons ensulite un ré-
sultat général sur les fonctions méromorphes satisfaisant des équations différen—
tielles,

Théoreme 3.1.1. Soit o un nombre algébrigue non nul, Alors le nombre e est

transcendant,

Il revient au méme de dire qu'un logarithme non nul d'un nombre algébrique est
transcendant, On en déduit la transcendance du nombre 1 .
On effectue, ici encore, la démonstration par 1l'absurde, Supposons les deux

nombres

algébriques, avec a #£ 0 . Les deux fonctions

gqui sont algébriquement indépendantes sur ¢ , prennent alors des valeurs dans le

corps de nombres
o
K = Q(a,e”)

pour z =ja , J € 7.
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Soit & = [K Q] , et s0it 3 €7, 0> 0 un dénominateur commun de ¢ et

Soit N un nombre entier suffisamment grand,

Montrons déja qu'il existe un polymdme non nul

P, € 72[x,v]

de degré inférieur ou égal &

R, =R () = [N (1og )]

par rapport & X , de degré inférieur ou é€gal &

R, = RZ(N) = [(zog W)?]

par rapport & Y , et de taille inférieure ou égale & N , tel gque la fonction

P (z) =P _(z,6")

N W
vérifie

S N
a
—_ FN(O) =0
dz :

> pour s = O,...,N~1 .

S
d
— P (a) =0

s N
dz

P

Pour construire un tel polyndme PN , on résoud le systéme

R1 32 d
d —F (ja) =0, (0 s < N=1,3 =0,1),
az® ¥

N

ot les inconnues sont les coefficients P, (N) de P_ . On écrit ce systéme sous la
2y

forme
R, (1) &, ()

- 7\! S=C A0 G a j}l
Z: Z: P)\’H(N) E G'(S—O‘)' o)1 i . J . (éa) . (ée ) .

A=0 p=0 ‘ 6R1(N)~(N—d)+R2(N)~p o

On doit résoudre 2N équations & au moins [N Log N] inconnues, & coefficients
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dans K entiers sur Z . La taille de ces coefficients peut &tre majorée par

——-"—

Log(W+1) + NLog2 + R, Log R, + NLogR, + R, L0g152at + R, Log|o%e®| ¢ %W Log(Log ).

Ie lemme (1.3.1)\&9 Siegel montre qu'il existe des entiers rationnels

P.

\ 9O\<U\§R3
’

2

p(N) y 0K ASR

vérifiant

oo
0 < (max) {px u(N)f <1+ [ w(tog N)3N+1}N(Log 1-5) ,
7\35}; 4

et tels que la fonction

R R
! 2 Ao uz
FN(z) = z:: 2:: ph,p(N) z e
\ - A=0 p=0
vérifie
ds
— Pylia) =0, (0¢ s ¢ W1, J=0,1).
dz :
Pour N suffisamment grand, on a
‘ ‘ Log Log N
Log max Ip (N){ § TN~ W,
) og N .
(}\33) Aspt Log .
La fonction FN ainsi construite n'est pas identiquement nulle, donc 1tun des
nombres
s
d
— o), s 0
dz

est non nul, Notons M le plus grand entier fel que

S
a : :
—5 Fo(Jo) =0 pour s =0,...,01, J=0,1.

dz

On aura donc M » N , et il existe i, € {0,1} tel que

at
Yy = —q Fligw) #0 .

dz

0n note ‘j# 1141ément dé {0,1} disfinct de jQ .
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La fonction

est entidre, et on a
Yy = WG =g @) (5 a)
N . o 1 . N o .

Le principe du maximum, pour ia fonction GN , sur le disque Izl < Mz/3 , donne

ey (3 a)l IP | o=—. sup —_—
N R* RM 1 IZR lZ""CX’M
Or on a
R, &RR
IFNIR < (R1+1)(R2+?)9N R LN 2 < e2M ,
dtou

Il < 1 Gl (S
R

(on a majoré, pour |z| =R, TgéaT par %).

Dot finalement

i 4 1
Log|y,| ¢ z ¥ Log 1 - SHIog N - MLog N,

R +R

Ia taille de YN se calcule facilement : 0 12

est un dénominateur de Ty ¢ et

R
I?&[ (R +1)(R +1).e ¥ (m1). 2,.R T.RM (14| f) (1+}e 1) "2 g M < (Log )M ;

d'ol

t(y,) < 3 1 Log(rog 1) ,
ce qui’ contredit la relation

-2 8 t(YN) Log{YNf .

Le théoréme de Hermite Lindemann est ainsi démontré.



3¢5

§3.,2 Deuxieme démonstration du théoréme de Cel'fond Schneider

La méthode que nous venons d'utiliser pour démontrer le théoréme de Hermite
Lindemann est inspirée par celle qu'a utilisée Gel'fond pour résoudre le septiéme
probleme de Hilbert,

On remarque que, si

sont algébriquement indépendantes (si b ﬁ Q), prennent des wvaleurs dans le corps de

nombres
b
K:Q(ayb’a)

pour 2 = jb& , J € Z , et vérifient des équations différentielles & coefficients
dans X .

On construit alors un polyndme non nul

Py € Z[X1,X2] ,

A

1 A '
de degré inférieur ou égal & N2%(Log N)? par rapport & X% et a X2 , de taille
inférieure ou égale & 3.[K :Q]Z.N , tel que la fonction

% bz
FN(z) = PN(e ,e )
vérifie
ds
— FN(jz) =0 pour J = Oyeee,[K:@]¥1 , € s =0,.0.,0~1 .
dz

On note ensuite M le plus petit entier pour lequel il existe jo €7,
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0< 3, < [K:aln1, avec

M

a .
YNxWFN(JO)Z) £0 .
dz

Le principe du maximum (sur le disque Iz] £ wé) permet de majorer
Log[yN‘ ¢ -+[K:qQ]MIogn + ].VI(LogI\I)S/Ar :
la taille de Ty vérifie
’c(yN)g 4 MTogl + M(Tog m)3/4 ;
de plus, le dénominateur de Yy est majoré par
Log d(y,) < M(Log w4
La relation (1.2.4)
-[x : q]Log d(yN) - ([K {Q]~1)Logl;§' < LéglyN]

n'est pas vérifide, ce qui apporte la contradiction attendue,

TIe théoréme 2,1.1 est donc de nouveau démontré.

|yl par
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§%.% Valeurs algébrigues de fonctions méromorphes satisfaisant des équations diffé-

rentielles

Nous avons vu (2.2.1) que la méthode de Schneider permettait dlobtenir des pro-
priétés arithmétiques des valeurs de fonctions entiéres algébriquement indépendantes,

11 en est de méme de la méthode dé Gel'fond, mais, de plus, on doit supposer
gue les fonctions considérées satisfont des équations différentielles ; en contre-

partie, cette hypothese supplémentaire permet dlobtenir un résultat plus fin,

Théordme 3,%3,1. Soit K wun corps de nombres, Soient f1,...,fh des fonctions méro-

morphes, On suppose que les deux fonctions f?’f2 sont algébriguement indépendantes

sur @ , et sont d'ordre inféricur ou égal & PysP, respectivement, On supuose éza-

lement que la dérivation é% opére sur le corps K(fi,.;;,fh).

Alors l'ensemble des nombres complexes w , gul ne sont pas pbles de

£ oyeeesf. , et tels que

1 h

fj‘(w)ezc_pgu_r_ 1¢ig<h,

est fini, et & au plus

n— ——— Yo—o——"

(pﬁpz)[‘K : @]
éléments,
On déduit évidemment de cet énoncé le théoréme 3,1.,1 de Hermite Lindemann et le
théoréme 2.1.1 de @el'fond Schneider,
I1 y a une petite difficulté technique dans la démonstration du théordme 3,%,1.
Jusqu'd présent, tous les calculs de la taille de nowmbres algébriques reposaient sur

(1.2.5). Maintenant, 1'intervention des équations différentielles compligque un peu
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la situation, On résoud ce probléme dans le lemme suivant,

Lemme 3,3.2, Soient X wun corps de nombres, et f‘l""’fh des fonctions complexes,

Il existe un entier ¢ > 0 ayant les propriétés suivantes,

Soit w € € ;3 on suppose gue les fonctions f1"""fh sont holomorphes au voi=

sinage de w, gue la dérivation a(}z' opere sur l'anneau K[f},..,,fh] , et que

fj(W)e’K pour 1< JjgKho.

Soit P ({»2[}(1,,.;,)(11]' un polyndme non nul de degré totsl r et de degré T,

par rapport & X .

Alors on a, pour tout entier k3 0,

dk
— F) € x5
dz
de plus,
Ckr Ckyr,
k , h
¢tale, @) lollale, (w)
dk
est un dénominateur de —% Flw) , et
dz
gk n h
s(—p Fw)) ¢ 8(P) + k Log c(kix) + ) (rj+C.k)S(fj(W)) + ) 'Log(Hrjh
dz j=1 j =4

On remarque que le cas k = 0 correspond 3 (1.2.5). Oon va effectuer la démonstra-

tion par récurrence sur k , Par hypotheése, les dérivées 4 f d peuvent

(iZ 130..}'&':2 fh

stexprimer comme des polyndmes en f*}""’fh ; soit C‘* le maximum des degrés to-

taux de ces h polyndmes, gue lton écrit sous la forme

a Vist . lam

et f. = V. L R V.o f " otof i

@3 5 +:‘:+v < ! Jp17 J’h) ! h ,
.’1 L 3 j’h\ 1

avec

ulv, ) E€K,1¢i<h,1<L<h.
I
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So0it P € Z[X1,...,Xh] un polyndme non nul de degré total r et de degré rj

par rapport & Xj :

1 h A A
S T R U BN IR 2 B CONID I

A, =0 }\h=0 7\1 e .+>\h\<r

On calcule facilement la dérivée, en w , de la fonction

A
F = P(f ’a.oyfh) = P(}\.) f 1coof)\}l :
1 X 1 h

a h Kj Ki—1 a
—F = %:;‘ p(\) 7 3 a. (T 9007 L £y
A =1 I

h x.+vi .
=§ 1. 1. p(A)ong.ulv, j)( II fjJ ) x
R P TS A SR ' I ]
X T, ? .
i
Berivons cette expression sous la forme
a By Hy
T F(z) = %:; alp) S M
U
avec
et
by £ :r’i+C1 5
donc
q-(p') = Q(u1’-'0’p»h) = E p(?\)o)\.iou(vi,j) € K .
ol la somme est étendue & l'ensemble
' . h-1 _ .oy oa
{(7\'1’-‘-,}\}17lyvi,,l,-.oyvi,h) € 22 5 }\J+Vl,3 = lJ,J pour J 74 13
)\i+vi’i = p,i+1 ’ 1 \< 1 \< h ’ vi’1+ooo+vi,h \< C1 9. ?\.1+.n.+}\h < r} -

On a alors
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max larﬁji < Z:: Ip(%)!.xi.iuZV. J

1,3 {

(w)
£ max (k) ., max ulv, .5 .(C +;)h
o) lp(M)] i,é,vi’j | i, i 1
¢oyx et

avec

¢, = (c,+1 ), max EICHI]
i’j’vi,j ’

Dtautre part, si 03 est un dénominateur commm sux nombres

u(V seeesV. h) b 1 \<i<h’

i,1 1,

-alors 03 est un dénominateur de q(u) , et
¢ 4r C,+x
11 1 h
0ged(t, (w)) oo a(f, (w))
est un dénominateur de
d
o F(w) .

Par récurrence, on constate que l'on peut écrire

k ~ ,
) , Lo P P h
s T )
dZ ) pk
avec
h .
) (¢ -
};uk’angr (011),
pksj < Tj + k C1 » 1€Jigh,
et q,(p) €K,

d(qk(pk)) divige . C? ’

S(qk‘(pk)) < kIog C, + t(P) + k Lpg(‘raukci»k) .



311

(On majore

ke
o (r+,e(ci—-’s ))
£=0

par
(rako 1-k)k).

On déduit alors de (1.2.5) :

& A k V
s(— P(w)) ¢ t(p) + 7 (ri+kc1)S(fi(W))
dz i =

h
ki : 0 -
+ g;; Log(ri+ C?+1) + k Log 02(r+k01 k)
o |
< #(P) + k Tog ¢, (lew) + g} (v 4xe, )s(£, (w))
h
+ ), toglr +1)
=1
hC1
des que 04 },01 02 e .

On obtient le résultat annoncé en choisissant ¢ multiple de 03 , et ¢ 04 .
Remarquons que la constante (¢ est indépendante de w . (Elle ne dépend d'ailleurs
pas non plus du corps de nombres X , mails seulement des polyndmes exprimant que la .

dérivation opére sur K[fi,;..,fh]).

Nous sommes préts, maintenant, & effectuer la démonstration du théordme 3,%.1.

Par hypothése, la dérivation é% opére sur le corps K(fT""’fh)’ Cela veut

dire qu'il existe des fractions rationnelles

P,
T € K(Xj,...,Xh) ,1¢kgn,
k , ;

telles que
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_g; f 3 Pk(f?’b..’fh)
dz 'k Qk(f'i"..’fh) *

soit Q € K[XQ,...?Xh} le produit de Q?’”"Qh . Notons
_ -1
S LGP ) I

on constate alors que la dérivation é% opere sur l'anneau K[fT,...,fh+;]‘. De
i

lors w nlest pas pdle de g f

plus, si w n'est pas pdle de f_,...,f dz "k 7

1 nt®

1<kgh ,‘donc

Qk(fi(W),.,.,fh(ﬁ)) £0 .

et w n'est pas pdle de f . Enfin, si

h+1

fk(w) €K pur 1 (kgh,
alors
fhﬂ(w) € K.
Finalement, on voit que, quitte & remplacer h wvar h+4t , on peut supposer que

la dérivation é% opére sur l'anneau K[fq"“’fh] .

Soient W,5e..sW, des nombres complexes (m y 2), non pbles de £osenesfy et

tels que
£,0r) €X pour 1¢k<h,1¢I<m,
Nous allons établir la majoration
m < (91+92)'6 s

avec § = [Kﬁ:Q] . {Pour une fois, la démonstration sera directe, le raisonnement

par llabsurde étant repoussé dans le passage du théordme aux corollaires), Soit N
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un entier suffisamment grand ; Ci,...,C désigneront des entieérs indépendants de N

6

{ces constantes sont facilement calculables en fonction des données de 1'énoncé),

Montrons qu'il existe un polyndme non nul

Pe€A[X,X]

de degré inférieur ou égal 3

P>

re—————

R, () = [Np1+p2.(Log N)’%}

Py

p,+p 1
(v ' 2(10g W)?]

i

RE(N>

par rapport & X? et %, respectivement, et de taille inférieure ou égale 2

zém N , tels que la fonction

P =,PN(f1,f2)

vérifie
a® ,
e ) (W,):O pour 8 = Uyeeeyli=~1 g_i;, 3 = tyeeesll
az® ¥ I ' :

Notens o, (1 ¢ Xk ¢h) un dénominateur commun des nombres

On résoud le systéeme

CNV 6R1+C1N 532+C1N .‘f.. e (w) = o
- . . s 3
101 2 dzs N™J
ctest-tmdire
»Ri* RZ _ R1+C§N R2+C&N' & :xi k2
PN NePD RS 2 () Te () %) =0 .
A=0 p=0 ‘ , dz

Dtapres le lemme 3,%,2, on peut chdisirv ¢, >0 bel que les coefficients de ce sys—

1
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teme soient entiers sur Z , de taille majorée par
N Log N + C2N £ 2N Log N .

On obtient m.N équations & .(R1+1)(Rz+1) » N Log N inconnues ; le lemme 1,3,1 per-

met de trouver des entiers rationnels

1>1,\,M(N),0\<7~u\<R1 P O BC Ry,

vérifiant

&I
0 < max |, u(N){ < (oy2 ¥ 1og )i (Tog N-6m) - 3omN
2

}\"}L

tels que la fonction

I 0 £

F_ = p. (W) f 'f

s o e 12

© yérifie
d_S
— F(w.) =0 pour 0gs W1 ,1¢Jjgm.
szNJ

Les deux fonctions fj,fz sont algébriquement indépendantes sur € , et le po-

lynbéme P_ est non nul, Donc, pour tout =z € ¢ 1'un des nombres

dS
— P lz) s (530,85 ¢2)

dz
est non nul, Notons M le plus petit emtier tel qu'il existe jo €EZ, 1« jo {m,
avec
il
d :
Y, =—=F (w. ) #0.
N gl N gy
On a done
s
d ) . .
— FN(Wj =0 pour 1¢jgm, 08 U1

dz
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Soient h1 ,h2 ‘deux fonctions entidres, d'ordre inférieur ou égal 2 P, s P, TeS=

pectivement, ne s'annulant pas en w sesesW et telles que les fonctions hif et

1 1

h2f2 soient entidres, Alors 1la fonction

est entidre, et admet les zéros W1,,..,Wm , dordre au moins égal & WM . Par consé-

guent la fonction
R, R - ]
GN(Z) = h1(2) .hg(Z) .FN(Z).jE1 (Z~Wj)

est entiére dans ¢ ; on lui applique le principe du maximum sur le disque de rayon
] , ;

p,+pP
M 172 ,
et on utilise la relation
~R ~R
. 1 2 , M
vo=m g (w, )h (w,) " (w ) . 0 (w,-w)" .
N U TR A FE - 3, i, 3
Donec.
‘n v ~R -R. R, R
M -] 1 2 1,72
ly. | ¢mt o fw, =w. | sup 0 |z=w. | .|n (w. )] '.r (v.)] “.|n h,F -
R A
R, R '
On majore [h 1h 2F l par
1 2 N'R
' R R
, BSmN ¢ , 1 2
(R1+1)(32+1) e .(!h1f1la+f) .(1h2f21R+?)
dtol
R R P P 1
1 ‘ 1 2 N
Logn, B 77 | € c(RR T +RR ) < 205 (1og W

grice au choix de R’Ri et R2 .

On majore ensuite

Bt par - MM s



HVlwd ~wth par Cf s
#, o
et
m mM
. -1, o
R e et e i
|2]=R 3=1
«PQ+92
M
Dfol

og|vy| ¢ 1 Tog 11 = o==) + m(zog 0)3/4
10

La taille de YN se calcule facilement, grice au lemme 3%,%,2 @

1 A
S(YN) < t(?N) + M Tog(M+W(Log W)Z) + ¢ M ¢ M log M + M(Log M)2 .

5
De plus, le dénominateur de Ty est majoré par
A
ﬁ(yN) < €N < mu(Tog M7z .
L'indgalité (1.2.4)

(6-1) s(y) + 8 Tog a(y,) + Toglyy| » 0

donne

(p e 8)4 Log M < 2 M(Tog Ivi)ﬁ/ v,

172

ce qui n'est possible, pour N suffisamment grand, que pour
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§3,4 Références

Ia démomstration du §3.1 est essentiellement différente de celles de Hermite
(gﬁ(ﬁhmtlatmmmmmhmm<h’e en?gﬁ)etdeLﬂMQmmlﬁwidémHMa,mlﬁﬁa
la transcendance de g) ; ces démonstrations originales reposaient sur 1'identité

d'Hermite : si P € ¢[x] est un polyndme de degré n , la fonction

n dk
r(x) = ¥ s p(x)

k::o az

vérifie

e* P(0)-F(x) = & fx o~F p(t)at .
S 0

On pourra trouver de plus amples renseignements sur la méthode de Hermite Lindemann
(ainsi que ses développements, par Weierstrass, Siegel, shidlovskii,,.,.) dans les
articles et ouvrages suivantes : [Fel'dman et Shidlovskii, 1966] ; [Siegel,T] ; voir
aussi [Ramachandra, 1968], [Lipman], [Mahler, 1969], et [Lang,T,chap,VII].

Ia démonstration présentée ici du théoréme de Hermite lindemann n'est pas la
' plus simple qu'on puisse donner ; mais elle présente la curiosité de n'utiliser la
fonetion auxiliaire FN qu'en deux points, 0 et o .

TLa solution, par Geltfond, du septiéme probléme de Hilbert, date du 1 avril
1934'[Gei'fond,‘1934]. Flle a été reprise et détaillée par [Hille, 1942] et [Siegel,iﬁ

Ie premier théoréme général sur les valeurs de fonctions méromorphés algébriw
qument indépendantes, contenant des résultats de transcendance, est di & Schneider
[schneider, 1948]. Deux variantes de ce premier théoréme sont les théorémes 12 et 13
de [Schneider;T.]. Ces résultate étaient trés généraux, en particulier celui de

1948, qui pouvait s'appliquer aussi bien aux fonctions satisfaisant des équé%ions,
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différentielles‘(méthodg de @el'fond) qu'aux autres (méthode de Schneider) ; soule~
ment leur énoncé ntétall pas propice & une généralisation, par exemple pour les
fonctions de plusieurs variables ; c'est Leng qui, en 1962, a trouvé les hypothéses
convenables, ce qui lui a permis, l'année suivante, d'énoncer un résultat correspon-
dant pour les fonctions de plusieurs variables [Lang,T.] ; voir & ce sujet [Bombieri,
- 1970].

Le lien entre ces fésultats (par exemple le fait qﬁe le théordme 12 de

[schneider,T] conduise & la borne
m ¢ (max(p, ,p,)+5)(6[x : @]-1)

pour le théoréme 3.3.1) est expliqué dans [Lipman],

on peut remarquer que la borne

(9‘1 +pé-) [K : Q]
du théordme %.3.1 est la meilleure possible gquand X=8 (considérer les deux fonc—

tions

z et explz(z~1)...(z=k+1)) ).
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EXERCICES

Exercice 3,1.3, Soit M € Mﬁ(@) une matrice qui n'est pas nilpotente,

1) Montrer que, pour tout o €@ , « # 0 , la matrice
exp(Ma)
n'appartient pas a GLH@).
2) On suppose qu'il existe w € ¢ , u # 0 tel que
exp(1mu) ¢ GLn(El) .

Montrer que le sous Q~espace vectoriel de € engendré par les valeurs propres de
Mi a pour dimension {, et que M est diagonslisable,
(utiliser le théordme de Hermite Iindemann ou celui de Gel!'fond Schneider, suivant

que M est diagonalisable ou non),
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Exercice 3.,%,a., Soit f wune fonction méromorphe transcendante, d'ordre fini, véri-

fiant une équation différentielle du type
£ )~ pa, 202, (@)

ou P € Q[X1,...,Xm]. Montrer que l'ensemble des z € @ tels que f(z) € Q est

fini,

Exercice 3.%.b. Avec les notations de 1l'exercice 2,2,b, le théoréme de Hermite

Lindemann s'énonce
Z
é(z y € ) =0,

et le théordime de (Geltfond Schneider s'écerit

6(62 , ebZ) =0

pour b€qg, b gq.

Soient a«, B deux nombres algébriques, (a,B) % (o,o), et P1 s P deux fonc-

2

() Gy ) (2)
2 7 %3 * 73

tions elliptiques de Weierstrass, dl'invariants g algé-

g
2
briques, Soit C1 la fonction z&ta associée a X} . Vérifier, en utilisant le thé-

oréeme 3,%,1, les majorations suivantes

6(662,?1(2))=0 si B #£0;
8(¢, (2) , azepg, (2)) = 0 ;5
6(?1(z), %2(52)) =0, si les deux fonctions

%, (z) , ¥,(pz)

sont algébriquement indépendantes,

[schneider, 7., chap.II §4].
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Exercice 3.3%,C

1) Soient a et b deux nombres réels algébriques, 0 < b < a ; soient g1 s

Ll

- £ , n des nombres réels algébriques ; on suppose que les points (51,ﬂ1) et

(g,m) de R appartiennent & 1l'ellipse

2 2
—§—+-T-)—=‘}

2 2 :
a b

Montrer que la longueur de l'arc

g [2 .2
s(e.8,) = | Vs
g Va'g
) 2
ot

(oh £ = 1-E§) est un nombre transcendant ou nul,
a

2) Soient a > 0 un nombre réei, et (51,n1),(g,n) deux points de la lemmis—

cate
2 242 2,2 2
(e°41°)° = 2a°(8° = 1) ;
montrer que, si a, &, g} sont algébriques, la longueur de ltarc

t
; S(§’§1) =(f Ejz‘gz
t1 -7

(oh £ = gg“ﬂz) est un nombre transcendant ou nul,

& +n

Br. déduire la transcendance du nombre

oi I' désigne la fonction gamma,

%) Montrer que le nombre

-1 Vi1-x®

est transcendant [Siegel, 19%1] et [Siegel, T].
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Exercice 3%,3,d, Soient K un corps de nombres, d , h et & trois entiers, § 1 ,

hydy2,et £ ,...,f des fonctions méromorvhes. On suppose que la dérivation

1 h

g opére sur le corps K(f ,...,f

e 1 h sont algébri~

) , et que les fonctions f1”"’fd

quement indépendantes sur ¢ , dtordre inférieur ou égal & PyresssPy respective—
ment,

- Montrer que l'ensemble des nombres complexes w , non pdles de ft""’fh , et

tels que

avec

[K(fT(W),“rufh(W)) :0) < 6,

est fini, et a au plus

PytesetPy

d_1 .6

éléments,

(Indications; Se ramener au cas

p1+...+pd

max p. § a7

1€iga

en stinspirant de 2,2.5,
Utiliser ensuite l'exercice 1,3,b pour construire, pour N suffisamment grand, un

polyndme non nul

PN GZEXT,..-,Xd] H

de degré inférieur ou égal &
(d'"'1 )pi
Ll arsurre 1
* & 8 d N d
y ! .(Log W)
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par rapport a X5 (1 ¢ ig¢ d), et de taille inférieure ou égale & N , tel que la

fonction

FN = PN(f1,ooo}fd)

vérifie

S
d . '
""-"S' FN(W:}) =0 pOU.I’ :} = 19-.. gm * et 8 o= Oyo.; 31\1—1 -

dz

rontinuer ensuite comme dans la démonstration de 3.3.1 3 on utilisera le principe du

maximum sur un disque de rayon
01
P teeetPy
! ).
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Bxercice 3,3,e., Une dérivation D sur un anneau A est une application de A dans
& satigfaisant

D(x+y) = Dx+Dy et D(xy) = x Dy+y Dx

pour tout (x,y) € AxA .

1) Montrer qu'on peut remplacer, dans l'énoncé du lemme 3,%,2, la dérivation
é% par une dérivation quelcongue D sur l'anneau K[ff,;..,fh},

2) On remplace, dans les hypothéses du théordme %.3.1 (resp, de 1'exercice

3.3.d), la condition :
o . d N ‘ ‘

"la dérivation 5 Opere sur le corps K(fi""’fh>“
par :

"il existe une dérivation D sur le corps I = X (fi""’fh)’ qui posséde les
deux propriétés suivantes. :

a) pour tout w € ¢ et g €L, si w n'est pas pdle de g , alors w n'est

pas pdle de Dg (on note alors Dgfw la valeur de Dg en w), et, pour tout entier

ky0, ona

h
no- , d
D, =0 powr O¢h¢k== ) =0 pur o¢n<k.

dz
b) 11 éxiste un prolongement de D . & l'anneau L[z] tel que
1,08 Dk(zk)lz~o ¢ klogk pour k- 400,
ot ¢ est un entier positif indépendant de k",

Montrer que la conrclusion devient

m (91+92)(6+c-—1)
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(resp.

P +e B';‘f"p

d—1

1

m ¢ 3 (5re=1) ).

%) Domner des exemples de dérivations D possédant les prbpriétés a) et b)

précédentes (considérer, par exemple, les dérivations
d
g(z)ta’é »

o g est une fonction entiére)g
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Exercice 3,3,f, Soit K un corps de nombres ; soient f1,...,fh des fonctions holo-

morphes au voisinage d'un point w € € } soit D une dérivation sur l'anneau
K[f1yooo,fh] .
On suppose que la dérivation D opere sur le X-espace vectoriel
X + Kf1 tooat th ,

ctest-t~dire qu'il existe des éléments

de X , vérifiant

ij = uo,j + u1,jf1 +toeot uh,jfh , .(1 I« n).

Soit o un dénominateur des nombres

o
—~
O
N
[
I\
jag
-
—
IN
[}
IN
g
o

et soit

U = Log maxlui jl .
i,

Soit P € K[X1,...,Xh] un polyndme de degré total r ; on note l?l le maxi-
mum des valeurs absolues des conjugués des coefficients deA P, et d(P) 1le plus
petit commun multiple des dénominateurs des coefficients de P (ainsi les coeffi-
cients du polyndme d(P),P sont des entiers de X sur Z).

).

Soit P = P(f1,...,fh

1) Montrer que pour tout entier k $ 0, on a

o* Flw) € x ;
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montrer que
a(p).o. (a8, (). ale, ()"

est wn dénominateur de Dkﬁ(w), et que

Log |D'F(w)| ¢ Tog |B| + r( max s(fj(w)) + Log(n+1)) + k(zog(r+1) + Log(h+1) + U).
1€ih

(Voir a4 ce sujet [Adams, 1964, D. 283] et EWastchmidt, 1972 a, lemme 3.1]).
2) Applications :

a) Sous les hypotheses du théordme 3.3.1, on suppose que la dérivation é%

opére sur le K—-espace vectoriel K + K;f} +eeot K.fh .

Montrer gue l'ensemble des w € € tels que
fi(w) €KX pour 1 §igh

a au plus
§p2+pf

¢léments, si P, > p, et 6‘= [k:q].

1

Indications, La démonstration est identique & celle du théoreme 3.3.1, & 1llexce
( q 30301, o

tion de la majoration de s(yN) quil devient

p

1
s(y) < M Log M + M(Log M)? .

P47,

Comparer avec la démonstration du §3,2).

b) Avec les notations de l'exercice %.%3.d, on suppose gue é% opére sur

X+ Kf1 Foeat th ; montrer que l'ensemble des w a au plus

P

+000+p
: d
8.

d—1

! - (&=1). min p,

1gigd

é1éments,
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Exercice 3.3,.&

1) Soit £ wune fonction entidre d'ordre inférieur ou égal & p (p > 0). En
utilisant les inégalités de Cauchy sur un disque de rayon (%)T/p , montrer que,
pour tout w € C , on a

14
I
ni dzn

Tog f(w)

+ % TLog L <. POUr T = 400 ,
En déduire
& -
max Log!—éﬁ fMw)] << n Logn pour n - 4,

e ve! dz

2) Soient f1,...,f des fonctions entiéres d'ordre tini, Vérifier que, pour

d
tout wé ¢, ona
n oA A

max Log (1n f11...fdd(w) << nLogn pour n — 400,
O<}\.1yeoo,7\.d\<n d-Z ‘

3) Soient f1,...,f des fonctions entieres, algébriquement indépendantes sur

d

Q , dtordre inférieur ou égal a PyreserPy respectivement, Soient k1,...,km des

entiers rationnels, deux & deux distincts, tels que

n
fi(kj) € Z pour tout (n,i,j) € N3 , 1 1gad

dzn

Montrer que

(d=1)m < p +eoatpy

1
(Reprendre la démonstration de 1'exercice 3,3.0)
4) En déduire que, si f est une fonction entiére transcendante d'ordre ¢ p ,

et si m €M est tel que

n
d . > .
— £(j) €2 pour tout (n,3) em™ , 1¢igm,

dz

alors



(on peut arriver au méme résultat par une méthode entidrement différente [straus,
1949, théordme 1] ; d'autre part, pour tout réel w > 0 , on peut construire une

fonction entiére transcendante g , admettant w pour période, et telle que
a8
— g(o) € Z pour tout n €W ;
dz

cf.r[Mahler, 1971] ; par conséquent, si on choisit pour w wun nombre rationnel, une

telle fonction g ntest pas dlordre fini).
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CHAPITRE 4

Type de transcendance

Dans les deux méthodes de transcendance étudiédes précédemment, la conclusion

stobtenait toujours en utilisant, pour un corps de nombres, 1'inégalité fondamentale

(1.2.3)
~2[x:0).s(a) ¢ Togla| ,

pour tout « € K, a £ 0.,
Pour obtenir des résultats d'indépendance algébrique, nous considérerons des
extensions de ® de type fini, et nous supposerons qutelles vérifient une inégalité

du méme genre,

§4.1 Définition du tyve de transcendance, et énoncé d'un premier résultat

e

Rappelons que, si P € Z[X1,...,Xq] est un polynbme non nul de degré

deg_ P =1,
Xi 1

par rapport & X, (1 ¢igaq), et de hauteur H(P) (la hauteur de P est le maxi~

mum des valeurs absolues des coefficients de P), on définit la taille de P ‘par

£(P) = max{Log H(P) ; (EEIPPRITS +rq}

(voir §1.2).
Soient X wun sous-corps de € , et ¢ » 1 un nombre réel, On dit que X &

- un type de transcendance inférieur ou égal & ¢ sur @ si K a un degré de trans-
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cendance sur § fini, et s'il exisbe une base de transcendance (x1,...,xq) de X

sur @ telle que, pour tout o € Z{X1,.¢»,Xq] , « #0 , on ait

(4.1.1) - ($(a))® << Tog|a| .

(La constante << dépend de K, XiseeesX 5T mais non de o).
Si X aun type de transcendance inférieur ou égal & 1 sur § et un degré

de transcendance ¢ sur § , alors on a

T2 9+ .

Ceci se voit en utilisant le principe des tiroirs de Dirichlet (voir exercice 1.3.e),
8i ¢ est un nombre réel, {1 { T <2 , alors un corps K a un type de trans—
cendance sur Q inférieur ou égal & 5 si et seulement si K est une exbtension
algébrique de @ ,
Nous démontrerons, pour commencer, un premier résultat d'indépendance algébri-
que concernant les valeurs de la fonction exponentielle, en utilisant une extension
de 1a méthode de. Schneider,

Théoréme 4,1.2, Soient + > 1 un nombre réel et X un sous—corps de € , de type de

transcendance inférieur ou égal & © sur @ . Soient u1,...,un (zesp. v1,...,vm)

des nombres complexes O-lindairement indépendants,

‘m Yy glmem)

alors l'un au moins des nombres

exp(u, vj) (1gign,1g3gm

est transcendant sur X .
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guand ¥ est le corps § des nombres rationnels'(ou le corps @' des nombres

algébriqués), 1thypothése
m Y g{min) pour tout = > 9
stéerit éimplement
m > mdn o,

clest-ddire (m 3,03 2), (ou my2 ,ny3) (on peut choisir par exemple

T = =) ; on obtient alors (2.2.3) comme corollaire,

UH Oy

Ta démonstratioﬁ du théoreme 4.1.2 est particulidrement facile dans le cas ol
on.ne considére que des extensions transcendantes pures Q(X1,:.,,Xq) de @ ; ol
x?,,..,xq vérifient 4,1.1 (voir par exemple [La@g, T., Chap.V §1]_pour lg cas q::il

Pour démontrer le cas général, il est utile de définir une fonction taille pour

des extensions de @ de type fini, Pour étudier les propriétés de cette taille, nous

établirons quelques lemmes auxiliaires qui seront utiles dans les chapitres suivants.
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§4,2 Taille sur une extension de & de type fini

Soit X une extension de § de type fini ; soit g » 0 le degré de transcen-
dance de ¥ sur § ., Soit (X1,,,°,Xq) une base de transcendance de XK sur § .
Dlapres le théoréme de 1'élément primitif, il existe Y, € X tel que
X = QCXf’”’“’Xq’yQ)‘ Le nombre- yf est algébrique sur Q(X1’°"’Xq) ;3 il est donc
racine d'un pélynéme P irréduotible (mais pas forcément wnitaire) dans
Z{X1,...,Xq]° Soit n € z[x1,...,xq] le coefficient du terme de plus haut degré de

P ; alors y = n.y, est entier sur Z[X1,.,.,Xq] c'estmd~dire racine d'un polyndme

1

unitaire irréductible & coefficients dans Z[X?,...,Xq] , e? ona K= Q(X1,,(_,Xg,yﬁ
On voi% ainsi que 1l'anneau z[xi"7°’xq} joue par rapport & K le rble de

1?anneau des entiers rationnels par rapport & un corps de nombres (mais

Z[x1,.‘.,xq] ne se définit pas de fagon intrinsdque),

On: introduit la définition suivante :

(4.2.1) Systémes générateurs, Soit K un sous—~corps de € de type fini sur @ .,

Nous dirons que des éléments X1,...,xq,y forment un systeme générateur de X sur
§ si
?) K= Q(X1:0003Xq’Y) ;.

2) Xy geee Xy sont algébriquement indépendants sur @ ;
3) vy est entier sur Z[XT,a..,Xq] .

z e rd * LI . A\ ‘ + -
Alors un élément a de K s'éerit de manidre unique (3 des facteurs =1 pres)

sous la forme

| 80 %4 iy
(4.2.2) a=) & v

o § = [Kﬁ:Q(X1,,..,Xq)] est le degré de Y sur %[x1,...,xq] , et, pour tout
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1= Tyeeesd Q et R, sont deux éléments de 2[x1;...,xq] sans facteurs comruns,

(L*anneau Z{X?""’Xq} est, rappelons le, factoriel [Lang, A., chap.V §61). on ap-

pelle dénominateur de a (par rapport au systéme générateur (XT""’Xq’Y)) le plus

petit commun multiple de R, ,...,R

, 5’ dans Z[XT,...,XQ].

Nous pouvons maintenant définir la taille sur une extension X de § de type
fini, gSoit xi;...,xq,y un systéme générateur de X sur @ , Soit a € K, et soit

P le dénominateur de a (relatif au systime générateur X1,...,Xq,Y)._Alors

Pa € Z[X1,...,Xq] stécrit

o) R
I 1
=t

0‘:}, Pi € Z[X?,lobjxq] (ls \<i < 6)‘
(Avec les notations (4.2.2), on a P, = (g-).qi). On définit la taille de a (rela-

1

tive au systéme générateur x1,..,,xq,y) par
t(a) = max{t(p) 5 £(2, );...58(p )} .

81 X est un corvs de nombres, un systéme générateur est formé par un élément

¥y € XK, entier sur Z, tel que X = Q(y) ; on a défini deux applications de

*
K = Kn-{o} dans l'ensemble R+ des nombres réels X $ 0 ¢+ la fonction s ("size",

introduite au §1.2), et.la fonction % (taille par rapport au systime générateur )
On voit facilement qu'il existe deux constantes c1 "02 , ne dépendant que de

v , telles que, pour tout a € X, a # 0 , on ait.

(4.2.3) s(a) - o, < tla) ¢ 2 s(a) + o .

Ia relation 1,2.% montre qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que

k

(4.2.4) ~Cy t(a) ¢ Log|a| pour tout « €K, « £0 .
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Nous allons généraliser cette relation aux extensions de @ de type fini et
de type de transcendance inférieur ou égal & ¢t sur § , Nous montrerons que, si X
a un %ype‘de transcendance inférieur ou égal & ¢ sur @ , et si I est un sous-
corps de X de type fini sur @ , alors il existe une constante CL > O‘ (ne dépen~
dant que d'un systéme générateur de I sur € , permebttant de définir une taille

ﬁL sur L) , telle que

...(}L(tL(a)fc < Log}al‘ pour tout a €L, a £0 .

On en déduit que X a un type de transcendance inférieur ou égal & ¢ par rapport
3 touté base de transcendance, et gque tout sous-corps de X a un type de iranscenw
dance inférieur’ou dgal & T .

Nous commencgons par le

Temme (4.2.5). Soit X une extension de @ de type fini, Soit (X?,,..,Xq,y)‘ un

systéme générateur de ¥ sur @ .

e 8L ase..,0 sont des é1éments de Z[XT,&.,,xq,y] , alors

(4.2.6) t(a1+°.;+am) & max t(ai)-%LOg m o,
igim

2. Il existe une constante C > 0, ne dépendant que de x

——

1,...‘.,xq,y , telle gue,

QQHI‘ touz (a‘f’QQO ’am) E Km ’-Q.I}n mai-t
(4.2.7) tla,rocvay ) ¢ ol ) ort(a)))
(4.2.8) t(aT...am) < c(t(a1)+...+t(am))

%3, 81 o € Z[xi,.,.,xq,y} et B € Z[Xi,n..,Xq] , B£0, ona

(4.2.9) o t(g). & ¢ max(t(a),t(8)) .
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(comme au $§1.2, on laisse le soin au lecteur d*étudier ce qui se passe lorsque cer—
tains des nombres concernds s'annulent),

Démonstration Qg‘lemme(4.2;5)

1., Soient pseanrly des éléments de. Z[x@,,o,,xq,y] . I1 existe des polynbmes

P. . € z[xq,a..,xq}

Jsd
tels que
& o
o, = P, . 1 £ £ m o,
5 g;; 507 1K
On a
m ) m et
" —
a0 0
J=1 i=1 =1
done

t(Z:: o ) = max t(Z:f P 5

KiK6 5=

Or, trivialement, on a

m
O P, ;) < m osup H(P, ),
3=

tGen 9
et
deg (Z:* P. . ) ¢ sup deg (Pg ).
3»? Jr3 1i<m %y 90t

On en déduit trés facilement (4.2.6).

2. Remarquons déja que, si ?1 ,P2 sont des éléments de G[X@,,&.,XG] , on a

q
(4.2.10) a(p,.P,) < H(p,).H(R,). I (1+deg P ),
£=1 N /
donec, par récurrence, si P?"“’Pm sont des éléments non nuls de V@[Xq,,.,,xq] s
, m g m-t
(4.2.11) H(Pg..ﬁfm) ¢ moE(p). 0 1 (1+deg Pj) .

i=1 =1 =1 4
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Considérons maintenant deux éléments a_§ ,a_ de Q[x?,...,xq,y] . On peut

2

éerire

Je
P,y 19

a1= i

é)
1=1

et

ou Pi et Qj (1 ¢ 1,3 ¢ &) appartiennent & Q[X1,..,,xq]. Le produit a1a2 ap-

partient & Q[x1,.,,,xq,y] ; il s'éerit donc sous la forme

5

T
a?a2 -%;; Rk y .

Pour expliciter R,,...sR

) 57 goient ¢ € Z[Xi""’xq} (u 30, £ =1,.0.,8) tels

Us £

que

Alors

&2
DN SN NY VAL S S X Q o

k=1 i4i=k+ u=0 i+j=8+u+?
Done
: &2
Re= 1. B Q2. ) B O Ty x
1+ =k+1 u=0 i+j=6+ut2

pour tout entier k =1,,,.,6 .

On déduit de (4.2.6) et (4.2.11)

1 k

' q
t(a oa2) = max (R ) ¢ t(a ) + t(a ) + ) Tog(1 + max (deg
1 2 ) be
1¢k¢8 ; £=1 1€1g6 £

Pi)) +e,
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ol c, se calcule facilement en fonction de & et t(nu k)- (0 gug é&2,1<kg8).
b

Par récurrence, on obtient

m

(4.2.12) t(a1...am) < (a+1) ) t(ai) ,

At

si 8, 5eeeray sont des é1léments de Q[X1,...,xo,y].

Enfin, si a1,...,am sont des éléments de K , notons Pi le dénominateur de

a. , et a, =a.pP
1 A 1

On a -
n z ai ne
a, = ,
T i m
i Pj
J=1
et
m
m 1?1 &5
II a. = - -
i i m
I P
=1

Drtaprés (4.2.6) et (4.2.12), on a

8 oy I Pj) ¢ max (e, T P.)+Togm
i=1 T gA 1<igm A

¢ (art)max [t(a;) + Y #(P.)] + Log m
— J
J#L

1€igm

m
< (a1) 37 tlay) + Log m

=1
de méme
m m
t(.H aj) < (a+1) Z:: t(ai) ,
j=1 in
et
n m
t(j?1 Pj) < (qs1) g;; t(ai) .

Les relations (4.2.7) et (4.2.8) seront donc des conséquences de (4.2.9).
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%, Pour démontrer (4.2,9), on considére deux éléments ¢ €‘gfx1,...,xq,y} et

B € Z[xi,,,.pxq} . Soit P ¢ Z[XT,,.ﬁ,xq] le dénominateur de ~% ; on a

5 .
im1 )
(ng:—_{:’n;iy , avec niez[x1,...,xq] , (1 ¢ige),
ét 5, i1 7 i-1
Piy Z LR
a  i= ___i:*;
B P B ’

avec P, € ZEX?,,..,XQ] (1 ¢1ig¢85), On en déduit
nP=Pp , (1<ig9),
done Ri divise N et P, divise m, (dans Z{x@,.,.,xq}): i1 existe’
Q € Z[xﬁ,...,xq] tel que
p=Pa,et = =Pa, (1<igs).
Tl suffit donc que 1l'on établisse le résultat suivant :

si P et Q sont deux éléments non nuls de z‘[xi,...,xq] , on a.

(4.2.15) §(2) ¢ $(30) + T dog, (%) .

1=1 i

Cette inégalité fait 1l'objet du lemme suivant

temme (4.2.14). Soient P@”"’Pm deg éléments de ®[X1"’°’Xq] , et soit nj le

———

degré de P1...Pm paxr raggdr’c 2 'Xj (1 €3£ q). On suppose nj > 1 pour tout
j = 3,...,q »

Alcrs on a

q
2

ez ll>2 2.zl

avec n = n1+...+nq .

Les indgalités
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' 1
e~ >~(§§1)2.2X pour x 3 1
et (1.2.7) :

m(p) < [I7]| < u(p). ?I (1+deg_ p)?
k=1 K

montrent que 1'on a, & plus forte raison, (et sans supposer nj > 1 pour
j = 13'-07(1) :
- R
H(??,..?m) >e ,H(P1>...H(Pm) ,
d'oh on déduit (4.2.13%).

Notons que, dans l'autre sems, on obtient facilement (voir 4.2.10)

q
a‘ - & . ‘ *
E(?T..,Pm) < H(P1>...H(?m).i1:11 ( egxi(a£ ?m))

Démonstration du lemme (4,2,14)

I'indgalité i démontrer s'écrit, en utilisant (1.2.6)

7 Ziﬂu§ 23w 5
f {P(e 3eee 3 q)l dﬁ*
H

9

Oh~?$Po..P -
1 m

—oneg O 2iml3 7 2iwuq 5
1:0 .d{}. > 2 q‘ I f {Pk(e see83C )1 duf"'duq’
1 k=1 YH

Examinons pouf commencer le cas q = 1 .
Quitte & diviser chaque Pj par une pulssance convenable de ltinconnue X , on peut
supposer, sans perte de généralifé,,?(o) %-O .

On remarque que, si z,a,f sont des nombres complexes vérifiant

2] =1, a#0, et =

it
=]

glors on a

(4.2.15) |z=a} » (1+]a]). zBl.
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(Le cas =z = ig est triviai ; sinon, notons +t la projection orthogonale de a sur

la droite (~B,z) ; on constate que 1'on a :

|ma| > |t-c

t
"ggi =% [=-g]

[g+a] =1+ ]a]).

Dtautre part, si R € @[X] vérifie R(0) 40 , on peut dcrire R sous la

forme

r k r
R(X) =) "8, X =a_ 0 (X«o:j) ,
=y B E

avec

r=degR, a, #0, et aj%O (1 ¢3<zr)

.
Dtaprds (4,2.15), si on note B, zﬁ-j-{ (1 ¢<3<x), ona, pour |z] =1,

T T T Iz—ﬁkj
[r(z)] = |arl-j§? [z, > Iari-ji (H!ajl,}.ki -
‘ r IZ‘"BJl
(4.2.16) |r(z)] » eup [R(F)[. T — .
yl=1 J=1

Utilisons (4.2.16) pour P1,¢..,Pm successivement ; en notant v?,‘,.,vm les

racines de P , on obtient, pour |z]| =1
2] = T (B 527 0 faopdln mex [2 ()]
Pz)] = n |p(z)] s27 .0 |z-r==l 0 max [P (yv)].
k:"} }{ o j;:‘} ‘ vj k‘:‘-’f {y1:§ k

e polyndme

n Vj n . k
o(x) = 321 (X—-w) =7 b X

k=0

- vérifie
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Nall » v2

car bO = bn =1, et n) 1., Dou, en utilisant (1.2.6) :
1 n . v, o
2imx J
f I |e - [ ax »2 .
0 =t V5]

On obtient ainsi

|° .

1 . m
(4.2.17) ”PH2=I [P(e®*™)|au 3 2", 1 max |P
0 . k=1 |y|=t

Dtaprés (1.2.8), on a
e ll < mex [p (¥)] ,
yi=1

donc 1'inégalité (4.2.14) est ddmontrée dans le cas a=1 .

Le cas général va se démontrer par récurrence, Soient P1"'°’Pm des éléments de

o:[x1,...,xq] , et soit P =P ...P .

Remarquons déja que, 81 X ,eee4X bd
q. J q. ? 1’ b S_.] b S+1

dtapres (4.2,17)

21 N2
,e w7x 1’0..,Xq)! d.u }

1
(4.2.18) fo ECIHPPRS ot

t=ang om0t 2imu 2
}2 ak21 fo lPk(X1,.oo’XS_1’e ’XS+1}¢00,Xq){

ec n =.4d .
av S engP

Lt'hypothése de récurrence est la suivante : il existe un entier

18 g1, tel que 1ton ait, pour tout (X1”"’Xs) € @S ,

Zinus+1 Ziﬂuq 2
(4.2.19) L{ IP@ﬁ“.”xye seses® )t&%+r.xmq>
q-s o
a-s 2V§r1nv m 24 1 2im
y 2 - i ‘[ IPk(x1,...,Xs,e 3eeesl
k=t “H

Q=S

du ,

S,

,..,,Xq sont des nombres complexes, on a,
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Cette relation est vraie au rang s = g~1 , dlaprés (4.2.18) ; supposons la vraie au

rang s f(avec 2 ¢ s ¢ g~1) et démontrons la au rang s-1 . On intdgre les deux

2imn ,
membres de (4.2.19} sur le cercle uwmité Xs =g S , 0K u £ 1 . On obtient,

grice a (4.2.18)

1 : 2iﬁus 2iﬁuq 2
j‘ js *P(X1,...,XS_1;G yeess® )l dus du e..duq P2

S4+1
qﬂswz\;;;q Zlnu 2ima 2
>/2 f f }P (X yenq,X —1,8 ,...,e q)! d.u .,.duq
’ 0 k~
e 7.;;1 | ‘2n 2im 2imu 2 ‘
>/2 v f j IP X "OCQX e QiAc}e q)! du .@.du.
k- 5 q

ce qui établit la formule de récurrence {(4.2,19) au rang s-—1 =
Ta démonstration du lemme (4.2.14) est donc terminée (donc aussi celle du

lemme 4.2.5).

Nous poursuivons maintenant notre étude des propriétés de la taille ; le lemme
suivant nous permettra de ramener certains problémes su cas dlextensions transcen—
dantes pures,

Lemme 4.2.20, Soit K un sous-corps de € , de itype fini sur @ . Soit

(x},.,,,xq,y) un systime générateur de K sur @ . Il existe une constante ¢ > 0,

= beatt

ne dépendant que de X1,.,.,Xq,y , ayant la propriété suivante.

Seoit a € X, a # 0 . Soit P le dénominateur de a (par rapport gg‘systéme

g n I’ateu?r‘ X1,o¢o ,XQQY)'

Soit T € Z{x1,...,xq3 la norme (de K sur Q(x1,...,xq)) de P,a .

<
=
jo

‘ﬁ(‘;};) < c.t(a)



Log!n‘ < Log!a! + ct(a) .

Démonstration

soit & = [K :Q(X},..,,Xq)} ; notons TyreeesTg les différents conjugués de -

¥y sur Q(X?""’xq> (avec y‘i =y par exemple). On peut écrire

5 )
e
Pa::Z:PiY 1;
i=1

oL P ,e..,P. appartiemment 3 zfx1,...,xq] . Alors

1 5
5 6 it 5 8 st
n= 0 Q Py )=Pa. T QTP ).
i=1  j=1 i=p J=1

La majoration de t(n) se déduit alors du lemme 4,2.5, et la relation

T € E{XT,.,.,Xq]
provient du fait que 1'anneau Z[X1,...,XQ] est intégralement clos, [Lang, A,
chap, IX, prop,6].v
Enfin la majoration de LOg{ﬂ} est une conséquence de 1l'inégalité triviale

(4.2.21) Logla| ¢ c.t(a) pour tout a ¢ E[Xj,.,e,xq,y] ,a#0.

Nous montrons maintenant que la taille ne dépend pas (3 une constante prés) du

systdme générateur choisi,

Lemme 4,2.22, Solent Kﬁ c:Ké deux extensions de- @ de type fini, (X1,...,X’ ,y)
i

(zesp. (g?,...,gq ,m)) un systéme générateur de E% {(resp. Ké) sur @ , et %1
2

(resp. t2) la taille sur K1 (resp. Ké) définie & partir de ce systeme générateur,

Il existe une constanite ¢ .> 0 ielle gue, pour tout é1ément non nul a de X

17

on ait

— ar—————
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-t (a) ¢ t.(a) ¢ct (a) .

Démonstration

1) On démontre 1'indgalité t2 << t1 d'abord pour un mondme p.xf (pez,
P#0, r Y 0), puis pour tout polyndme non nul P € Z[X1,...,Xq] (en utilisant le
lemme 4,2.5), enfin pour tout élément non nul de K1 . Les détails, faciles, sont

laissés au lecteur ; cf, [waldschmidt, 1973, c, lemme 2,3].

2) Dtaprés la relation tg << t1 , il suffit, pour démontrer que t1 Kty

d‘étudiér le cas

Xﬁ = gﬂ pour 1€ £ K q1 .
Soit
5 i1
a=) R ¥ ¢ K, » Ry € Q(x1».;.,xq )
i=1 1
on s
tz(Ri) = tj(Ri) 211 6,

done

t (a) < max -t (R.) .
1 1<igh 271

Soient o, ,40.50

: 5 les différents Q(x1,.,.,Xq)—isomorphismes de K, dans une cld-

ture algébrique @ de Ké ; comme la matrice

51
(oy ¥ s, 3¢5

est inversible, on a

max t,(R;) << max % (o.(a)) .
1gigs Coagigs <Y
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Pour tout J = 1,...,8 cj se prolonge en un homomorphisme 55. de Ké dans @ 3

on a alors

t1(a) (£ max tz(o,(a)) = max t2(g!(a)) &L tz(a)‘,
1€3<6 J 1<3¢8 © 9

ce qui démontre le lemme 4,2,22,

On déduit des lemmes 4,2,20 et 4.2.22 le

Lemme 4.2.23. Soit K un sous—corps de € , de type de transcendance inférieur ou

égal & 1 sur Q (avec T » 1). Soit L un sous—corps de K , de type fini sur

@ ; soit (x?,,..,xq,y) un systéme générateur de I sur @ ; on note tL la

taille définie sur I & partir de ce systdme générateur, Il existe une constante

CL , ne dépendant que de XQ,...,xg,y~, telle gue, pour tout élément non nul a de

L, on alsb
T
~0,. (+, ()7 < voglal

Toutes les propriétés que nous avions annoncées concernant le type de transcen-

dance sont maintenant démontrées,
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§4,3 Un lemme de Siegel pour les extensions de type fini

Nous aurons besoln dlune variante du lemme de Siegel, concernant les exben—
sions de § de type fini,

Lemme 4,%.1. Soit ¥ une extension gg; Q@ de type fini, Soit (Xj,..;,xq,y) un

systéme générateur de K sur @ . Il existe une constante ¢ > 0 ayent la proprié-

$é suivante,

Soient n et r deux entiers rationnels, n 2 r >0 et a 5 (1gign,

1€ Jgr) des éléments de 1'anneau A = Z[X1,.,.,xq,y].

==

1 existe des é1éments 51""’gn. de A, non tous nuls, tels gue

n

Z ai’j gi = O .QOHI‘ ,j = ?’:aogr ;

ai=1

max t(£,) ¢ ¢ [max t(a, .) + Log n]v.
X i o i,

1£adn 1,1

Démonstration

Commengons par Nous ramener au cas ou
yEA = Z[X'I””’Xq] .
Pour‘cela, notons
6 = [K: Q(X_!,coo’-xq)] .

En écrivant E?""’gn demns A = Ao[y] , nous introduisons les nouvelles in-

connues
ng (1gign, 1< L8,

avecg
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et u p € Ao . De mfme écrivons les coefficients ai 3 sous la forme
¥ b

&

et . .
i3 Z:b,a,hy ,(1gign, 1¢igr),
h=1

avec b, . EA
i,3,h 0

Pour u » 0 entier et k = 1,...,0n , on définit des éléments de A

b
u,k "0

par les relations

yé%u _ %;; - yk»? .
le systeéme d'équations
n
g 5,5% =0, (1gigr)
stécrit alors
n
L, so=0, (1gigr,1¢kg8),
i=1 13,k
avec
T2 .
Li’j’k ) h4 f=k+1 bi’j’h e é;g h+£z%§u+2u k bl’J’h s

(voir la démonstration de 4.2.12).
TLes T. Sk (1gign,1<jgr, 1<kgs) sont des formes lindaires en
LV ]
ni,z (? ign, 1€ £ &) , & coefficients dans Ao , ces coefficients ayant une

taille majorée par

¢ max t(a. ‘) »
i, ’

I1 suffit donc gue l'on démontre le lemme 4,3.1 dans le cas 6 =1 et A=A

b

Les coefficients a; 3 appartiennent a AO = Z[X?;...,Xq} s écrivons les

d, -1 d. -1
a . o= cee a. . x tux ¢ N 0 ¢ . \< .
2J EO go lst(ﬁ) 1 g (1 A N s 1 €3 ) s

1 q
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Oi}' (ﬁ) mk(tg}’ro-,/eq) P et ) E Z .

%,3, (8

Soit 02‘ un entier vérifiant
1

- »
c, ¥ ((g)q-w)
o

Introduisons les nouvelles inconnues

B €7, (1gign, 0¢n <od-1,1<h<a),

définies par

T 5 Moo N
ST ;'/——:I‘O"'Eorgi,(x) Xy eeeX T (1 ¢ign).

Z:‘ LT Z: aisjy(/e) gj’*y(?\.} =0

i=1 A, +4,=A A +£ =A
| 1 Taaa
pour 0 ¢ A < (e, 11)a -1, (1 ¢kga),1<igr
Oon obtient un systéme de
N q -
g 6~ o-od-
(epr1) a .. dpr
édquations &

g

021

...d n
q
inconnues, & coefficients dans Z . Remargquons que

q 4 q :
o ot ttbd‘ »
02d1. d n 3 (c +1) & q?

le lemme 1,%.1 (avec X = ®, 8= 1) montre qu'il existe une solution gi_(x) nen
i b

triviale vérifiant

. qdy
Log max |E, [ < 3. Log ¢, ...d  + 3 max tla, ).
i,(}\) 3—3(7\) | q i3 Led

On en déduit le lemme 4,%.1.
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§4.4 Démonstration du théoréme 4,1.2

Soient ¢ > 1 un nombre réel, et u?,...,un (resp. v1,...,vm} des nombres
éomplexes @-linéairement indépendants, Soit K le corps obtenu en adjoignant & @

~les mn unombres
explu;v.) , (1¢igm, 1¢i¢m.

Dlapres le lemme 4,2,2%, il suffit que 1'on montre que, 8i K a un type de trans—

cendance inférieur ou égal & ¢ sur € , alors

m < t(mm) .
Comme <t > 1 , il n'y a pas de restriction & supposef
(4.4.1) m > min

Soit (X1,...,Xq,y) un systeme générateur de X =sur @ . On note A 1'anneau
fo%""’xq’y] . Soit N wun entier suffisamment grand,

Montrons qu'il existe un polyndme non nul

L A[X1,...,Xn] ,

de degré inférieur 3 o par rapport a X, (1 ¢i¢n), et dont les coefficients

ont une taille majorée par

.. man
(4.4.2) t(coefficients) << ¥ 7,

tel gue la fonction

'U.1Z unZ
FN(Z) = PN(e 3eeesC )

vérifie

N n
) ) = mr k. :‘} b‘-bQN (’% < j \<m) .
(4.4.3)  Pylv, 4o+ k v ) =0 pour Ky 1 < |
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Notons o le produit des dénominateurs — par rapport a (x1,...,xq,y) - des

d1éments

w,. v,
et d,(1gign,1¢3¢m)

de KX ., Considérons le systeme d'équations en pN(Zi""’ﬁn) €ar, (0K zi < 2Nm ’

1&ign)

5. pN(/z) 3 g [(d.e

i=1 j=

w.v, £.k. M4
~ - 43k n .
Py RN AR C o, pour k=10 (1gggm) .

Clest un systéme de Nt équations a (2Nm)n inconnues, & coefficients dans A ,

la taille de ces coefficients étant majorée par
t(coefficients) <« N,

grice au lemme 4,2.5.

On a supposé n 3 2 (4.4.1). Le lemme 4.%.1 montre qu'il existe une solution
(i) €,
non triviale, telle que

max %(pN(ﬁ)) << Nm+n .
(2)

Le polyndme

£ Z
o 1 n
I mENOR A

fournit le résultat anmoncé,
Ia fonction FN ainsi construite n'est pas nulle (grice & 1'indépendance liné-
aire de uj,...,un). Cette fonction est entiere, d'ordre inférieur ou égal & 1 ; la

condition m y 2 (qui résulte de 1'hypothdse 4.4.1) montre gue l'un des nombres

h
FN( 1v

} feeat bV ), hi},e Z, 031 (1 ¢3¢ m),
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“est non nul (cf (1.5.4)).

Nous noterons M le plus grand entier tel gue

(4.4.4) FN(kﬁv1 Fooat khym) =0 pour 1 &k, &M (1¢3gm;

gréce 3 (4.4.3), on aura M » ¥ 3 de plus il existe des entiers rationnels h?,...,ﬁn

avee 1< by ()", (1 ¢3¢ m), tels aue

| (4.4.5) Ty = FN(hf? +f",+ hmvm) £0.

Pour nmajorer lle , notons WoseessW les nombres

Q

k,
1V

" +...+‘kmvm,1<:kj\<mn(1\<j\<m).

A cause de 1l'indépendance lindaire de ViseeasVy 5 O0 &

Notons d'autre part

W. =2 h V, $...+ 1 7V
o 1 * mm

1

de telle manidre que (4.4.5) s'écrive

Ty = Fy(w)

grice & {(4.4.4), la fonction

(&) B (oo )"
P Az}, I T
N i=1 i

est entidre dans ¢ . On lui applique le principe du maximum sur le disque de centre

0 et de rayon

L'hypothése 4,4.1 entraine R > M; . On obtient
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Q ‘Wodwh‘
lYNi ) IFN(Wb)l < IFN{R.]?TSR h§1>; ﬁ”whl )

Oor on a d'une part (en utilisant 4.4.2)

ML TR < =0,

LOgIFNIR KN
et, dltautre part,‘pour [tf =R,

Log

Yo ' = =-T1
l < - Log M, (1¢hgQ).

t—wh

Donc

Q !Wb~whl‘< _ In-m-n

Iog sup 1 Q Log M ,
[t]=R =t | ™" 2

et, pour N suffisamment grand,

, M~ :

togly, | € - Q Log M .

N 3

On utilisera cette inégalité sous la forme
m

(4.4.6) Log|y,| << =MW" Logm.

Pour majorer la taille de Yy » OR Tremarque déja que

azmnNm}(M+1)n '
p»N: oYN€Z{X1,..e,Xq,:Y]V.

on utilise (4.2.6) pour majorer la taille de by :

1) < Tog(ar™™ 4 max t(p (). 2™V )T ()

(£) i=1 =1
Maintenant, dtapres (4.2.8), on a
m n- n m u. v, i
t(PN(z).é?mnN W™ p m (e BT ) W™,

D'olr

Bu) <
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comme on a également

m T
(o2 (m+1) ) < @

b4

on ddduit de (4.2.9) la majoration attendue

(4.4.7) t(y,) « Uik

Si XK a un type de transcendance inférieur ou égal & ¢ sur § , le lemme 4,2,23

montre que l'on a
—t(Y )x 1 LOgly ‘ pour N = 4o ,
N N
donc
(4.4.8) ) “I‘{{T(m—%n) << "“Mm LOgM PO‘{}_I* M - 400
(3 cause de 4.4.6, 4.4.7 ot de 1'inégalité W 3 W), On en déduit

m < 1(m£n) .
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84.5 Indépendance algébrique des valeurs de fonctions méromorrthes

on peut étendre le théoréme 4,1.2 en un critdre de dépendance algébrique de
fonctions méromorphes, qui généralise 2.2.1.

Théoreme 4,5.1., Solent 1 > 1 et £ > 0 deux nombres réels, et X un sous-corps

de ¢, de type £ini sur @ et de type de transcendance inférieur ow égal & T sur

§ . Soient f?""’fd

des fonctions méromorphes, algébricuement indépendantes sur

X . Soit (SN)N>O une suite de sous-ensembles finis de € , tels que
v

? et max |z| << ¥ powr W te .

card S > N
N Z€S
N

On supposé gue, pour tout i =1,...,d , il existe une fonction b, entiére, dlordre

inféricur ou égal & p; » Sans zéros dans

U Sy
N N

telle gue hifi soit entidre d'ordre inférieur ou égal & Py et que 1'on ait

P
£(s)ck ; max t(f.(2)) <N, et
YN 28 1
W

p.
max Log o1 giga).

Z€SN

E“%Ejl << N

kR

Alors on a

(a-7)2 < t(p1+.-.+pd) .

On obtient comme corollaire le théordme 4.1.2, en choisissant

o
i
(=]

fi(z) exp uiz 5 (4 £ 1¢ a) Yy p1 Zeee= Py = 1

3

I

fk v

. : 1*"'+kﬁvm1 ~Ngk, W, (1 g3gm}.

dJ

D'autre part, quand K est un corps de nombres, le théordme 4,5.1 est équivalent

au théoréme 2,2.1, grice aux inégalités (&.2.3) entre s et t .
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Démonstration du théoréme 4.5.1

Supposons les hypothéses du théoréme 4.5.1 vérifiées, et soit N wun entier suf-

fisamment grand, On définit s

4
d
R=[n1],
‘£+P“P
: d i .
et R, = [¥ T,1¢iga,
ol
p1+...+pd
p=—g =
On remarque bout d'abord qu'on peut supposer 4 > ¢ et
. £
(4.5.2) max p. < =+p ;

. d
1€iga *

(si on avait, par exemple, Py > é-yp , 11 suffirait que 1'on démontre 1l'inégalité

(a=1-1)2 < 1(p +eeutpy )

en utilisant £ _,...,f , pour en déduire

1 d-1

(a-7)s < T(p1+...+pd) ).

Quitte & remplacer chaque ‘SN par un de ses sous-ensembles, on peut supposer

£
Card SN KN .

Enfin, comme on & supposé < > 1, il.nt'y a pas de restriction & ajouber 1l'hypotheése

P tee ety

=l

soit (X1,...,Xq,y) un systéme générateur de X sur § , et soit

A = Z[X19...9Xq,y] .

Montrons qu'il existe un polynbme non nul
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Py € A[X1,...,Xd] ,

de degré par rapport & X5 vérifiant

degXi Py << Ry, (1g¢giga),

et dont les coefficients ont une taille << R.uP , Tel que la fonction

)

= PN(f,l,ono,fd

F
N
vérifie

FN(t) =0 pour tout t € Sy

By

C.R C.
On résoud pour cela le systeme d(f1(t)) 1,,.d(fd(t)) _FN(t) = 0 pour tout

t € SN . Le lemme 4,%,1 permet de trouver un entier ¢ > O (indépendant de W) et

des éléments

Phyeeiong) €4, (0 <Ay ¢ CRy , 1 < i< d)
non tous nuls, vérifiant

d P
i P
max t(p (M) << Q7 R;N T R,
(a) i=1

et tels que le polynbme

N, Ny
Py = %;; pN(x) X, oueXg

posseéde la propriété désirée,
Dlapres (1.5.4), il existe un plus grand entier WM » N tel que

t) = tout .
FN( ) =0 pour tou € SM

Done il existe v € SM+1 , tel que

YN = FN(WO) % o .
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Pour majorer Ty o on utilise le principe du maximum suxr un disque }ti =R , Ou
R;M‘I,
avec
oo
£+dp *

On a ainsi a > 1 et, & cause der(4-5;2),
£+ p- 4o £ pour tout i = 1 d o
d Py +0P; S DR

On obtient facilement

Log[FNfR «w
et
e < o] i
v. £ IR . SUp II
y! S NRIZIZR e e
M
dtonr

Logyy| <« - v rogu .

D'autre part la taille de Ty vérifie, d'apres le lemme 4.2(5V:
d 0. =+p
i d
Bly) <R M«
1=1
Enfin, le lémme 4,2.23 montre que
—t(YN>T K Log}yN{ pour N = 4o ,

donc

£
T(a+p) > 2,

ce qui démontre le théordme 4.5.1.
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§4.6 Références

TLa notion de "type de transcendance" est due & Lang ; de méme la définition de
la taille sur une extension ¥ = Q(X1,.‘.,xq,y) de @ de type fini est essentiel-
lement celle de [Lang, T., chap,V §2], avec cependant une différence importante
aprés avoir défini la taille sur Z[Xi""?xq’y] , Lang dit qu'un élément y de X
a une taille inférieure ou égale & B si y peut s'écrire comme un quotient

¥ = % , avec ¢ g Z[X1’°"’Xq’y} , B € foq""’xq]

et  tla) ¢B, t(y) <B.

Dtapreés cette définition, si P et Q sont deux é1léments non nuls de E{X},...,Xq],

on devrait pouvoir écrire, en utilisant ¢ =PQ , B =Q et y=P,

t(P) ¢ max(t(Pe),t(q)) ,

ce qui n'est pas vrai en général, Mais 1'indgalité (4.2.1%) nous a permis de remédier
2 cet inconvénient et de donner une définition cohérente,
Cette inégali%é (4.2.13), et la démonstration du lemme (4.2,14), sont dus &

Gel'fond [Gel'fond, T., chap,III §4 lemme II], qui améliorait ainsi, et généralisait,

un résultat de Popken et Xoksms :-
: -n
H(P1 "O>Pm> >," (4ﬂ) H(PQ )coaH(Pm) ¥

ol Poseess®y sont des éléments de ¢€[X] [Schneider, T,, lemme 16].
Il existe une autre démonstration trés intéressante de ce lemme, par Mahler

{Mahler, 1961] 3y le principe en est le suivant ¢ pour P € @[Xf,a..,Xq} , notons

. ‘ 2im, 2im
u(p) = SXP‘[ 1og |P(e veeese  lau ceeduy
H ,

1
q
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(avee m{P) =0 si P =‘O). On a évidemment
M(PT...Pm) = M(PT)...M(PIH) ;

donc le probldme revient 3 trouver des inégalités liant les fonctions M(P) et ‘!Pm

‘on a dans un sens, grice & Hardy, Littlewood et Polya :
u(e) < ||=|| .

Dlautre part, en utilisant la formule (1.5;3) de Jensen [Mahler, 1960], on constate

que, pour
oo 0 Kk
P :Z: “se Z: ak ,...,k XT uo.Xq 4
k =0 k =0 1 q :
1 q
on a

n1 nq

Y

ak )tptyk“\< (k ).'.(k)M(P) ¢
1 q 1 q

On en déduit des indgalités entre
L LN P
ou bien entre

H(P1...Pm) et H(P1),...,H(-Pm) .

Notons dlautre part une démonstration trés simple de 1'inégalité

t(Pq) ¢ 3 t(P) ,

pour tout P et Q dans Z[X] [rang, T., chap.VI §2].
Le théordme 4.5.1 correspond & [Lang, chap.V, §3 Th.2], avec les corrections
nécessaires, Pour 1l'utiliser, il faut pouvoir déterminer le type de transcendance de

certains corps, et ce probléme est plus difficile que celui de la détermination du
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degré de transcendance d'un corps, Les mesures d'indépendance algébrigque actueile~
ment connues ne donnent pas de type de transcendance pour des corps de degré de
ﬁranscendance supérieur ou égal & 2 [lang, T., p. 99]. Néanmoins, dans le cas de
degré de transcendance 1, les mesures de transcendance donnent déja certains'résuln
tats, Ainsi, N.I. Fél'dman a montré -que §(n) avait un type de transcendance infé«y
rieur ou égal & 2+g pour tout e > 0 [Fel'dman, 1959]. Plus récemment,

P.L. Cijsouw a établi dans sa thdse [cijsouw, 1972] que les corps K‘ suivants

avaient un type de transcendance inférieur ou égal & 1 ¢

k=0(e*) ,7v=3 (€@, a#o0);
K=0(log a) , v5=3+e ; (¢ €Q, a #0, a#£1 , > 0) 3
K = q(e™) , T =3%+e 3 (e >0);

K=0(c?) ,1=4 3 (@€8,B€E0,a’0,att,pfa);

log «
(Log s) ,

— ,  -~ Loz_-, o
=4 e, peR, g /0.

Nous ntavons parié que de 1'extension des résultats du chapitre 2, aux exten—
sions de ® de type de transcendance { ¢ ., On peut effectuer une généralisation
semblable des résultats du chapitre % ; le seul probléme consiste & établir 1'ana~
logue du lemme %,3,2 (ol on remplace s par t , et K par une extension de @ de
type fini), On peut démontrer par exemple que, sous les hypothéses du théordme

» V z 3 < d Y ’ . » .
4.5.1, si on suppose, de pvlus, que la dérivation 5 Opere sur une extension finie

du corps K(f sees sl ) , calors on a

1 d

a1
(a=v)p < o(=)p +euetpy) 3

si, de plus, la dérivation opére sur le K~espace vectoriel
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K + Kf1 +eeot de s
alors
ag ¢ (v=1)d + w2 .

Nous étudierons, au chapitre 7, le cas particulier de la fonction exponentielle,

Le cas général est exposé dans [Waldschmidt, 1972, a, §4].
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EXERCICES

Exercice 4,1.a, Soient <1 3 2 un nombre réel, et x wun nombre complexe transcen—
dant, Soit X wumne extension algébrique de @(x), Montrer que les trois propriétés
suivantes sont équivalentes,

(i) ¥ a un type de transcendance inférieur ou égal & ¢ sur @ .

(ii) Pour tout polyndme irréductible non nul P € Z[x] , on a

~(£(P))" << nog|p(x)] .

(iii) Pour tout nombre algébrique o , on a
~(o(a))® << Togl|x=a| ,

ot ola) désigne la taille du polynbme minimsl de o sur 7 .

(Indications, Pour démontrer ltéquivalence entre (i) et (ii), utiliser le leninme
5.%.5, pour 1l'implication (iii) == (ii), utiliser 1l'exercice 4.2.f ; 1l'implication
(i1) == (iii) est facile. Voir [Lang, T., chap. VI §2 th,2], ou [Cijsouw, 1972,

lemmes 2,15 et 4.3]).
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Exercice 4.1.b. Soit Q wun sous-corps algébriquement clos de € , de type de trans—
cendance inférieur ou égal & ¢ sur € . Soit WM ¢ Mn(c) : on note 4 la dimension

du sous-f~espace vectoriel de ¢ ‘engendré par les valeurs propres de M , Soient
t 9.;05.{:

1 m

des nombres complexes, Q-linéairement indépendants, tels que les matrices

exp(mtj)‘ , (1g¢ig¢m),

appartiennent toutes a Mn(Q).

Montrer que l'on a
md < g(med)

En déduire le premier résultat de llexercice 2.2.a,
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Exercice 4.2.a, Démontrer les inégalités (4.2.3).

(si 51,..,,0 désignent les différents plongements de ¥ dans € , choisir

o

O .

11

o, = max{0 ; max  Log Z ]cjy 1.
1£3€6 i=1

Bn considérant le produit des dénominateurs par rapport & y des éléments d'une
‘base sur Z de llanneau des entiers A de K , montrer qu'il exisie un entier ra--

tionnel £ 3 1 tel que f.A < 2[y] ; définir

c, = max{log £ , Tog &fc_, 1} ,

ol co est le maximum des valeurs absolues des coefficients de la matrice inverse de

R

En déduire une valeur de la constante CK de (4.2.4).
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Exercice 4.2.b, S0oit X wune extension de @ de type fini, Montrer qu'il existe des
constantes, ne dépendant que d'un systeme générateur (xi,..f,xq,y)- de X sur 0
(permettant de définir une taille + sur X), et notées << , telles que les pro-

priétés suivantes solent vérifides:

1) t(%)'(( nax(t(a),t(b)) pour tout a ¢ K ., beEX, b A0,

P. .
§ . d N . . . ) I 2
2) 8i a-= Z ; 55 y ! , ou, pour tout i =1,,..s8 , ?i et Qi sont deux él1é-
1= i

ments de Z[x1,.,.,xq] premiers entre eux, alors

t(a) <« max {t(p,),%(a,)} <« t(a) .
1€ig6

3) Soit ¢ + K- ¢ vn homomorphisme ; on a

#(ol2)) << #(a)

[waldschmidt, 1972a §2].
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Exercice 4,2,c, Soient P ¢ Z[X1,...,Xq] et meZ, my 1 . Vérifier 1'inégalité

q

sup PG, e x P P12 (142" deg P)

lx1‘:1,-..,lx !=1 4 v=1 RY)
q
En déduire
m n 2 m -1
H(p") 3 sup lP(X1,...,Xq)l .1 (142" deg_P)7
|x1|=1,.°.,lxq|=1 v=1 Y

et

B(") > @E)". 1 (1+2m deg_P)”"
v=1 v

[Gel'fond, T, Chap.III §4 lemme II'].
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a .
Exercice 4,2.d, Soit P = Z:: ain € efx] , 24 £0 .
i=0 . :

Soient Zq""’zd les racines de P dans € ; on note

*

lz,] = max(]z],1) .
1) Vérifier 1'inégalité
d 4
2 2 *0 o ¥ D
é‘; 217 > fagl - 2,17 + [a] =z EN B
en particulier
‘ d v
2l > lagle m |2, o
;L::’! .

[Mignotte, 1973].

2) Bn déduire que, si QreessQsR sONt des polyndmes unitaires de 2Z[X] , on a

(avec les notations de 1l'exercice 1.2.a) :

o Zm: deg Qj

m () ¢ 297!

x Ao, oqRll .

De plus, si Q? = bo + b%X +ooet bzXz , O 8

1bi] < (_f) o -coqell » 0ocige.

[Mignotte, 1973].

%) Bn déduire aussi 1'inégalité
n o »
m (1+ lzvl) < (o41) 4 Iad} Lu(p)

v=1{

[Feltdman, 1951].
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N N

Exercice 4.2,e, Soit Q =] | inl =qy T (X—ai) ¢ Z[Xx] un polynbme irréductible
i=0 i

de degré N » 1 et de hauteur H .

soit € un sous-ensemble de
((1,5) 3 1igN, 1IN, i<},
Vérifier

4 - oA (e - -
2-2~N(N 1). (1) £ s)‘H (1-1) _ Cerd @

I lai-aj} > 2 .

Q

(Indications : utiliser 1l'exercice 4.2.d , et consulter [Cijsouw, 1972, lemme 2.8],

ou [Guting, 1960], ou fFel’dman,’1951, lemme 5]).

Exercice 4.,2.f.
goit
1 n X »
’P:Z :aiX € 7{x]
=0
un polynéme de degré m , dont les racines

CC ,oao,(xm

sont deux & deux distinctes,

Vérifier 1t'inégalité

Ia@{ﬁ“m(‘?mﬂ'og B(P)) i lema, | < [2(2)] ¢ (met )4™1(p). (1+]2]™). min Ig~¢il .
Igigm 1€ikn

[Feldman, 1951, lemme 5].
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Exercice 4.5.a. Sous les hypothéses du théoréme 4,5,1, on suppose que les fonctions

f 5»-;3f

) 4 ont une période w # 0 commune non nulle, Etablir 1'indgalité

(&w)ﬁ<'ﬂpﬁu”+gf1).

Bn déduire le résultat de l'exercice 2,2.4d,
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Exercice 4.5.,b. Toutes les inégalités qui interviennent dans les démonstrations que

nous étudions sont du type
a b
KN (Log N) pour N - 4o

oW a0 et b sont deux réels (b > 0 si a =0).
Remplacer, dans les hypothéses du théoreme 4,5.1, toutes les inégalités du type

<<1\Ia pour N — 4o ,

par des inégalités du type précédent, Par exemple, au lieu de supposer que
K = Q(X1,.,.,Xq,y) a un type de tramscendance { 1 , on suppose qu'il existe deux

réels T 31 et ' tels que

t

- £(P)" 10og(t(P))" << Log CHPRNE NI

pour tout P € Z[X1,...,Xq], P£0.

(Remarque : dtapres [Fel'dman, 1960], on peut choisir
=2, =2 quand q=1, X, =7}
et, d'aprés [Cijsouw, 1972], on peut choisir

T=%, 1 =2 quand g Loga (0 €Q, a#0,1))

1
M
fl

Montrer que la conclusion du théoréme 4.5.1 devient :
si (a-5) Lt > 'c(p1‘+..'.+pé) + a(g'-1)

alors

(d-z)2 < <(p +...+pd) .

1
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Exercice 4,6.a, Soient P1""’Pm des polyndmes de @[X1,.,.,Xq] ; on note

m
%=§degxhl°i (1¢hgaq).

goit v le nombre dlentiers h tels que m > 1 . Vérifier

m m o il
(moe)¢ mon(E) e ol P.)

1=1 1= d=t

~(m, +...4m ) m S 1 m
2 Yap) ¢ moE(R) <2 d ACHEDINCIEDALES (6 {5 SN
i=1 ' i=1

(utiliser 1l'exercice 1.2.a et les remarques du $4.6, ou bien appliquer directement

le lemme 4.2.14) [Mahler, 1961].

‘BExercice 4.6.b, Généraliser le lemme 3,%,2 aux extensions de § de type fini,
En déduire une extension des résultats du chapitre 3 (méthode de Gel'fond) aux
corps de type de transcendance inférieur ou égal & ¢ sur @ [Waldschmidt, 1972a,

lemme 3.1 et théordmes1b et 2b],
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CHAPITRE 5

Un critére de transcendance

Pour utiliser les résultats du chapitre précédent, il faut pouvoir majorer le
type de transcendance de certains corps, et clest 1la un probleme difficile,

Cette difficulté pelt 8tre contournée en ce qui concerne la fonction exponen—
tielle, et pour le cas de degré de itranscendance 1,

Soit « € € ; au lieu de chercher & minorer chacun des nombres P(a) ,
(p e 2[x) , Pla) #0), on considdre une suite (Pn)n>1 d'éléments de Z[X] , et on
montre que les nombres IPn(a)! ne peuwvent pas &tre tous trop petits ; ainsi, pour

a € ¢, 11 ntexiste pas de suite (Pn) de polynlmes de Z[X] vérifiant

nyn
o

L2
~-61 ‘
o< fp (a)] <e , deg B¢ n, Log H(P ) < n ,

pour tout =n ) noo.
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§5,1 Enoncds des résultats

Théoréme 5,1.1, Soient ¢ > 1 et 4 > 1 deux nombres réels ; soient (Yn)n>n et
ot 7
o
b(én)n>n deux suites croissantes (au sens large) de nombres réels, tendant vers +oo
v
0

avec n , et telles que

(5.1.2) Yo, <C¢Y, » eb 8 <46 , pour tout nyn_ .

n+1 n+1 o

Soit « € € . On suppose qu'il existe une suite de polyndmes non nulg

n'nyn_ de 2[x] , vérifiant

deg P <8 3 Tog H(P) <y,

(5.1.%) Log|P (a)| ¢ ~ 8 ((erds1)y +(2d+1)8 ) ,

pour tout =n ) no .

Alors o est algébrigue.

On montrera de plus que Pn(a) =0 pour tout n suffisamment grand,
On utilisera essentiellement ce résultat sous la forme plus faible suivante,

Corollaire 5.1.4. S0it X un sous—corps de € de type fini sur @ ; soit T une

taille sur K (définie & partir d'un systéme générateur de K sur @), Il existe

une constante  C > 0 ayant la propriété suivante,

Soit (tn)n>n une suite croissante de nombres réels, telle que

lim tn =40 , et th < 2tn pour tout n » noo.
1l -> 4 o

d'éléments non nuls de K tels gue

On suppose qu'il existe une suite (gn)n>n
o}

2
Log |z | ¢ - cCt
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4

tlg) <t s

pour tout entier n 3 no .

Alors le degré de transcendance de K sur @ est supérieur ou égal 3 2.

Démonstration du corollaire 5.1 .4

soit (x1,...,xq,y) le systeme générateur de K sur @ permettant de définir
la taille £ ., Pour n ) Do soit an = d(gn) le dénominateur de gn , et T la

norme (de X sur Q(X1,...,Xq)) de angn . D'aprées 4.2.8 et 4.2.,20, il existe deux

constantes positives d1 et c2 , ne dépendant que de X1,...,xq,y , telles que

t(n ) < cﬁ(éngn) < czt(an) <oyt

et

LO%‘ﬂh' g Logléngn{ + C1t(©n§n) <~Log]gn| + CZtn .

On choisit

2
=10 .
C =1 02 + 1

, on a

Soit n1 > n tel que tn > 02 $ pour n J n

1
t(ﬂn) <o, t o,

n

et
Log|m | < -1002 tfl .

Or m  estun é1ément non nul de Z[X1,,,.,Xq] ; on a évidemment q # 0 (puisque
[nn‘ <1, donc m, ¢ 7), et le théoreéme 5.1.1 (avec Y, =8, =¢ t ,c=d4d=2)

montre que 1l'on a aussi g #£ 1 . D'oh g 32 .
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§5.2 principe de la démonstration du critére

Soit P € Z[X] un polyndme non nul ; notons a1,...,a les racines distinctes

h
de P, et :t'1,...,rwyl leur ordre de multiplicité :
h ri
P=a I (%) .
1=1

On constate déja que les racines Oyyeos sy sont suffisamment éloignées les unes
des autres (le nombre ai~aj est algébrique non nul pour i % J 5, eft on utilise

1.2.3). Soit o € € tel que

h ri
P(a) = an. .H (a—ai)
1=

soit tres petit, Alors o est proche d'une des racines de P (soit a1 cette rg=-

cine), donc assez loin des autres racines, On peut écrire le polyndme minimal de o,

sur Z sous la forme

k
Q= bS -H (X—ai) ’
i=1
® r1
avec k ¢ h , Donc @ divise P , et on constate que Q(a) est & peu preés

aussi petit que P(a).

Ainsi, & partir d'un polyndme P € Z[X] non nul, tel que P(¢) soit petit, on

T
peut construire un polyndme irréductible Q tel que @ v qivise P, et que

T
Q 1(a) soit petit. Dans 1'énoncé du théoréme 5,1,1, on est ramené au cas ol chaque

r
polyndme Pn est une puissance d'un polyndme irréductible Qn , soit Pn = an .
On considere alors le résultant de Pn et Pn+1 ; ctest un entier rationnel

dont on peut majorer la valeur absolue par 1 (gréce aux majorations 5,1.% et aux

conditions 5.1.2). On en déduit

Qn = Qn+1 pour tout n suffisamment grand,
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Donc tous les polynbmes Pn sont des puissances d'un méme polynbme irréductible Q.

T1 est alors facile de déduire des hypothdses la relation

Q(Oi) =0,

qui montre gque « est algébrique,

§5.% Lemmes avxiliaires
Nous utiliserons plusieurs fois le lemme suivant,

Lemme 5.%,1. Soient P et @ deux polyndmes non constants de Z[X] , de degré p

et q zrespectivement,

Aors P et Q sont premiers entre eux dang Z[X] si et seulement si pour

ot Ao

tout nombre complexe o on a

M—

[oll® . max(|2(a)], jala)]) > 1 .

(5.3.2) (p+a) ||2]]%.

Démonstration

Si P et Q ne sont pas premiers entre eux, ils ont une racine commune ¢ ,
et 1'inégalité (5,%.2) n'est pas vérifide au point « .
Pour démontrer la réciproque, on considére le résultant R des deux polyndmes

P et Q : si

R est le déterminant
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q Y
I a ! 7 A \
a
ap &y bq b
p“"i p » q»li ‘bq .
. a .
. 1 . a=1
R = N . Ca . . Db
a® s P b* . . 9
Q . ° a 1 o b‘ : b __‘1
& - F o 1
a. 'bo
Q o}

Ia valeur de R ne change pas si on remplace la dernidre ligne par

(ocq"1P(oc> ’ ocq-2P(ot),-..,P(oc> s ap_1Q(a) s ap—2Q(oc),”.,Q(oc)) s

comme on peut le. constater en multipliant la iéme ligne de R par ap+q~1 et en
ajoutant & la dernitre ligne la somme des autres, De méme, la valeur de R n'est

pas modifiée si on remplace la premiére ligne par

(a—pP(a) ’ a~p~1P(a),...,a~p~q+1P(a) ’ a“qQ(a),...,a—Ihq*1Q(a)) ’

si a#0 (ajouter i la premidre ligne la idme ligne multipliée par anl). on uti-
lise la premiére transformation si ]“1 &1, et la deuxidme si I“I > 1 . On déve-
loppe alors R par rapport & la ligne ainsi meodifiée ; pour majorer les cofacteurs,

on utilise 1'inégalité de Cauchy Schwarsz :

2 2 2
iZ:: ui le < Z::[ui‘ 'z:: ‘Vj‘ *
i i 3
gqui montre que la valeur absolue d'un déterminant est majorée par le produit des

normes euclidiennes de ses colonnes (inégalité de Hadamard),

Ainsi

.

IRf < a. (2] L 1B ffall® 2 fald] < It T < (ora) . flR) % flafl”

max(]P(&)l,lQ(&){) .
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Tes polynbmes P et Q sont premiers entre eux si et seulement si R # 0
[Lang, A., chap.V §10], donc si et seulement si ‘R] %1 (puisque R € Z).

D'olt le lemme 5,3,1,

Une application intéressante du lemme 5,3,1 est la suivante

Lemme 5.%.3. S0it a € € . Soit P € Z[X] un polyndme de degré d et de hauteur

H(p) = eh . Soient T et ¢ deux diviseurs de P , non nuls et premiers entre eux,

Alors on a

(5.3.4) max(|F(a)],|a(a)]) > o~d(n+d) .

Démonstration., On peut supposer B et @ non constants (sinon on a trivialement

nax([2(e)], [6(a)| 5 1 > ot (8+0))

D'apres le lemme 5,3,1, on a

1< (eee) 1PN NGlT o max (|7 (a) ], [e(a)])

ow f est le degré de ¥ , et g celui de ¢ . Or.on a, d'apres le lemme 4,2,14 :

21 . el < 2°7%.

=l

donc

IelE el < el gt ¢ 2B eyt

||

1
On majore alors HP!] par (d+1)2 eh , gréce a (1,2.7). On remarque ensuite que
R T e\d s
d y f+g » 2 entraine (1+d) < (5) , d'ol le lemme,
Ie lemme suivant montrera que, si P € Z[X] prend une valeur tres petite en
un point g € € , alors il existe un facteur @ de P , pulssance d'un polyndme

irréductible, qui prend également une valeur petite en o« .
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Lemme 5,%,5. Soit o € € 5 soit P € Z[X] un poiynéme de degré d » 1 et de hau-

teur H(P) = eh . Soient x1 >3 et x2 ¥ % deux nombres réels tels que

Log |P(a)]| ¢ - d<x1h+x2d) .

Alors il existe un polyndme Q , divisant P , et puissance d'un polyndme irréduc-

tible dans Z[x] , tel que

(5.3.6) Log fala)] ¢ - a((r=1)n+ (A ~1)d) .

Démonstration, Le cas d =1 étant trivial, supposons 4 3 2 .

Décomposons‘ P en produit de puissances de polyndmes irréductibles de %[X]~=

P = aP?ocoPm s (Oﬁ a € Z) b

ordonnés de telle maniére que

|2, ()] <ooc |2 (@]

Pour chaque entier 1, 0 ¢ 1 ¢ m , comparons les deux nombres

.

i m
‘a‘ ., I !Pﬁ(a)t et 11 1Ph(a)§ s
£=1 he=i4
(un produit vide est égal 3 7).
Pour i =m, on a
1p(a)] <1,
donc
m
lal . m fp,(ad] <1 .
=1

Pour i =0, on a

; [al > 12> 1?(@)[ s



donc
m
lal > @ |p ()] .
h=1 h
T1 existe donc un entier 1, 1 (1 ¢ m, tel que
i1 m
la| . 1 fp,(a)] » @ IR ()],
£=1 h=i
et
i m
la] 1w [P ()] < m [P ().
£=1 4 h=1i+1 h
Utilisons maintenant le lemme 5,%,3, avec
i m
FP=a, I P et G= 10 P ,
= 2 p=i O
puis avec
i m
P =a, I P£ et G= 1II P
£=1 h=i+1
On trouve :
i-1
la] m |p,(a)] > ~a(nsa)
£=1
et
m
1 [e ()] > o)
h=i+1
donc
. e m _ _
lp()] = [a] . m [P . [2()]. T [P ()] > [.(a)] . o 200med)
£ i . h i
£=1 h=i+1
et par conséquent
~(X1~2)dh—(x2—2)d2
[p. ()] <e .

Mais, si

i#1, le lemne 5.%,3 et 1'inégalité



entraineraient
- d(nsd) < 105 [P, ()] < = (n=2)na- (h-2)a”

ce gui est impossible (x >3, A

Donc 1 =1 , et
la] . [P1(oc)‘ < hg |2, ()] .

Utilisons encore le lemme 5,3,3 3

m
Log I ]Ph(a)! > = d(hed) ,
h=2

d'ou

[2(a)] > [p, ()] . e720¥0)

ce qui démontre (5.3.6), avec Q = P1 .
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§5.4 Démonstration du critdre

Supposons les hypothéses du théoreme 5,1,1 vérifiédes, Le lemme 5,3,5, avec

6 Yy 6 2

o n
t ~deg P_*Tog H(P )" (ctdst) , et 1, = (g;g?l) . (2d41)

A

montre que, pour tout entier n 3 L il existe un polyndme irréductible Qn € Z[X},

r
et un entier rationnel rn > 1, tels que le polyndme Rn = an divise Pn , avec

(5.4.1) og|R (a)] < = & ((crd)y, +2a 8 ) .
Comme Rn divise Pn , le lemme 4,2.14 permet de majorer ”Rnll par
1
2
2" gl 5 o
R
TAPRCTR I

et
n 1 6n
2 ", (1+<Sn)2 < e ,

des que 6n > 2 (donc des que n est suffisamment grand, disons n 3 n1).

Par conséquent

Y +6
1 nn
HRnH ‘e .
Nous allons utiliser le lemme 5,%,1 pour les deux polyndmes Rn et Rn+1 , avec

n Yy n1 . On a d'une part, grice & la non décroissance des suiltes (6n) et (Yn) ,

max(Logan(a)l,LOg‘Rn+1<a)‘) £ - 6n((c+d)Yn + 24 6n) y

d'autre part

& +6

5
n+1 n n N+
D N T PR A ACTLNPRLRS PLLNPOLY
2 n o4

. e(yn+6n)d6n 4 (cyn+d6n)6n
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La relation 5.%3,2 ntétant pas vérifide, les deux polynbmes Rn = Qn et
T ’
Rn+1 = Qn+? ne sont pas premiers entre eux, donc
Q, = Qn+1 pour tout n ) o,

Ainsi, pour n n1 , tous les polynbdmes Qn sont égaux & un méme polyndme irréduc-
tible @ € Z[X] . soit q = deg Q .

r
Comme Q n(a) tend vers 0 quand n tend vers 1'infini, on a

ou bien Q(a) = 0, ou bien 1lim T =4
n - 400

or 6n >y ar et Y, > 03 donc, gréice a (5.4.1),

r
roglq *(a)] = r_ Logla(a)] < ~ dar’ ,
dtou
rogfala)| < - aar_,

ce qui montre que Q(a) = 0 , donc que o est algébrique, et que Pn(a) =0 pour

tout n ) n1 .
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§5,5 Références

Le premier critere de ce type a été obtenu par Gel'fond en 1949 [Gel'fond, T.,
chap,IIT §4 lemme 7], Il a été repris par Lang en 1965 [Lang, 1965, §6], puis par
Tijdeman en 1970 [Tijdeman, 1970b, lemmes 6 et 6']. Ces énoncés ne concernaient que
le cas Y, T 6n ; nous verrons au §7 qu'il peut &tre utile de dissocier ces deux
fonctions, Ia possibilité de séparer Ty et 6n est exposée dans [Brownawell,
1971¢], et [waldschmidt, 1971a, §3]. La présentation adoptée ici est essentiellement
celle de Brownawell,

Le lemme 5,%,%1 est classique ; on en trouvera différentes versions dans
[gel'fond, 7., chap,III §4 lemme V], [Lang, T., chap.Vv §2], [Tijdeman, 1970b,
lemme 4], et [Brownawell, 1971¢c, lemme 1]. On peut trouver des variantes du lemme
5.%.5 dans [Gel'fond, T., chap.III §5 lemmes VI et VI'], [Lang, T., chap.VI, §2,
lemme 3], [Tijdeman, 1970b, lemme 5], [Brownawell, 1971c, lemme 3], et [Cijsouw,
1972, lemme 2,14],

71 serait trés utile d'étendre le théordme 5.1.1 en un critdre d!indépendance
algébrique, On souhaiterait par exemple remplacer, dans les hypothéses de 5,1.4, la

majoration

Log ]gn] {~-c ti
par

Log [gnl { - c.tg ,

et en déduire que le degré de transcendance de K sur ® est supérieur ou égal &

q . Meis cette conjecture, due & Lang, est fausse [Lang, 1965], [Lang, 1971, §10].
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EXERCICES

Exercice 5.1.a. On peut démontrer, en utilisant le théoréme de Roth, que le nombre

(a entier > 2) est transcendant, En déduire que la constante ¢ ne peut pas &tre

remplacée par 0(1~8) , pour e > 0 , dans 5,1,3. [Brcwnawell, 19710}.

Exercice 5.1,b., Soit a € € . Soient (y )

0031 et (6n)n}$ deux suites croissantes

(au sens large) de nombres réels, telles que ‘Ynén tende vers 4o avec n , Soient

(

Cn)n>3 et (dh)n>1 deux suites de nombres réels, Gn 1, dn 31, Cndn > 1  pour

tout n » 1, avec

1, £ C Y, et § < dnén , pour tout. n 3y 1 .

+1

On suppose qu'il existe une suite (gn)n>q de nombres algébriques satisfaisant :
&

LO%!OC*%Zni £ - %[('Cn*dn“)“f L, +2d 8 +Log 3]
pour tout entier n 3y 1 ., Montrer gque a« est algébrique, et que o« = gn pour tout

n1t.

(Utiliser llexercice 4,2,.f et consulter [Brownawell, ?9710]).
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Exercice 5,1.c, Solit o wun U-nombre au sens de la classification de Malher
[Schneider, T., chap.III]. On sait qu'il existe une suite de polyndmes non nuls deux

3 deux distincts P € 7Z[X] tels que les quotients

- Log!Pn(a)l

Log H Pn

tendent vers 4o avec 1n ., Montrer que 1'on a

- Log[an+Al
lim sup Log mnm = 400 ,
n

*
Btablir un résultat analogue pour les U ~nombres de la classification de

Koksma (utiliser 1l'exercice 5,1.b) [Brownawell, 1971c, §I1].

Exercice 5.1.d. Enoncer et démontrer l'analogue du théoreéme 5,1.1 pour les fonctions

rationnelles, ou pour les fonctions algébriques, & la place des polyndmes

[Lang, 1965, p. 191].
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Exercice 5.4,a, Soit « un nombre complexe, Soilent (yn) et (6n)n>1 deux
7

n
suites croissantes de nombres réels, telles que Ynén tende vers 400 avec n .,
Soient (c ) et (d ) deux suites de nombres réels, telles que, pour tout

n’'ny n'ny1

ny1, onait
c,¥t s d 1, cndn > 1

c ; 6 ds .

YIl n+1 nn

+1 nYn

On suppose qu'il existe une suite (Pn)n>1 de polyndmes non nuls de Z[X] , Véri-
7

fiant
Log H(P ) < v, ; deg P < 8,
et
og|p (o)] ¢ = 6 ((e +a 1)y + (2d +1)8 ),

pour tout n » 1 .

Montrer que ¢« est algébrique, et que
Pn(a) =0 pour tout n » 1 .,

(Pour montrer que, si 6n <2, Rn divise Rm_1 - avec les notations du §5.4 ~, on

pourra consulter [Brownawell, 1971c]).



Exercice 5.4.D,
1) Soit o € € ; montrer qu'il n'existe pas de suite (Pn>n>n de polyndmes
.

Q

non nuls de g[x] vérifiant

0 < | (a)] < exp(~6 n?) ,

et
max(deg B, » Log H(Pn)) {n, pour tout n ng .

(voir la démonstration de [Tijdeman, 1970b, lemme 6])o
2) Montrer que, si o est un nombre transcendant de Iiouville, il existe une
suite (Pn)n>n de polyndmes de ~Z[X] telle que les inégalités
o

6n2

0<[p ()] <& , degp <n, Togu(P) 0,

soient vérifides pour une infinité dtentiers n n .

En déduire que le théordme 5,1.1 serait faux sans les hypothdses 5,1.2.
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Exercice 5,4,.,c, Soient a1"'°’aq desvnombres complexes algébriquement indépendants;

on. suppose que le corps Q(a ,,..,aq> a un type de transcendance ( ¢ sur @ ,

1

Soient <6n>n>1 et (Gf> deux suites monotones croissantes de nombres positifs,
A

a1

tels que Gnén tende vers 400 avec n , et soit a > 1 tel que

o {aco

- o, < a,gﬁ pour tout n » 1 .

’ 6n+?

Montrer gqu'il existe une constante ¢ = c(a,a1,.,.,aq) tel que le résultat suivant
soit vrai : soit ¢« € @ ;. on suppose qu'il existe une suite <Pn>n>1 de polyndmes
f

non nuls de X[X@""’Xq+1] de degré total ( 6n et de taille ( G, s (ny1),

telle Que

Log‘Pn(a,a1,...,aq)‘ g "°C.(<5nc‘1,l>,U H

alors o est algébrique sur Q(mq,.o;,aq), et

Rn(a,a ,.»g,aq) =0 pour tout =n 3y 1.

1

(ce résultat est dfi & Brownawell ; voir également [smelev, 1971]).
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Bxercice 5,4.d. Soient 5 > 1 et <' deux nombres réels, et K wun sous-corps de
¢ de degré de transcendance fini sur € , On dit que X a un type de transcendance
inférieur ou égal & (t,t') sur @ afil existe une base de transcendance

(x

1,06.,Xq) de X sur @ telle que pour tout polynbme non nul P ¢ Z[XT;;..,Xq],'

on ait

~£(p)"(Log t(P>)@r « LOg!P(XQ""’Xq)I

(ef. exercice 4,5.b).
1) @énéraliser 1llexercice 5.4.c aux extensions de € de type de transcendance

inférieur ou égal & (=,7') (on remplacera 1l'inégalité

Log|? (o, ,...,mq)i < ~c(6nch)$

i

Logl?n(a,a ,...,aq)‘ < “0(5n6n>T(LOg Gh>t>> .

1
2) En déduire le résultat suivant. Soit K wun sous-corps de ¢ de type de
transcendance inférieur ou égal 2 (T,T!) sur @ , et de type fini sur @ .‘Soit L
une extension de ¥ de type fini, Soit ¢ uge taille sur T . IT1 existe une cons-

tante ¢ > 0 ayant la propriété suivante, Soit (tn)n>n0 une suite croissante de

nombres réels telle que
lim tﬂ = 40 , et ﬁn+1 'Y 2tn pour tout n 3 no .
D400
On suppose qu'il existe une suite <€n>n>n d'éléments non nuls de I tels que

2 H
oglz | < -c tnT(Log tn)T ,

et 7 tlg )<t
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pour tout entier =n noo.

Alors le degré de transcendance de 1. sur X est supérieur ou égal a 2,



6.1

CHAPITRE 6

7éros de polyndmes exponentiels

Nous avons vu apparaltre, dans chacune des démonstrations de transcendance con-

cernant la fonction exponentielle, des fonctions du type :
£ w, 2
F(Z) = z : Ph(z)e »

h=1

ou P1,...,P£ sont des polyndmes de ¢€[X] , et W‘1,...,W1Z sont des nombres com~
plexes, Pour qutune telle fonction F ne soit pas identiquement nulle, il suffit,

ne soient pas tous nuls, et que les

dtapres (1.4.2), que les polyndmes P1,...,P£

nombres W1,...,WZ soient deux & deux distincts, Nous allons majorer, dans ce cas,

le nombre de zéros de P dans un disgue |zl £ p . I1 est clair que ce nombre

N(f,p) doit dépendre

1) de p (comme le montrent les fonctions sin z et cos z) ;

2) de Q= mix lwhl (Considérer, par exemple, les zéros de sin Az , A > 0 réel,
1¢hg 4

dans le disque IZ! < 1)

£
3) de n = z :1.+deg:%h(étudier le cas de la fonction
h=1
Z

(e"-=1)" , m> 0 entier ),

Nous verrons que ces trois quantités

NS

p, Q= max |w n = deg P

ul
1¢hg e

>
il

suffisent  pour majorer n(F,p).
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§6.1 Enoncé du théoreme, et principes de la démonstration

Théoréme 6,1.1. Soient p

,,.,,pz des nombres entiers positifs, b

1 k,j’

(1 I« P s 1 € k¢ £) des nombres complexes non tous nuls, W1,...,W£ des nombres

complexes deux a deux distincts, et p > 0 un nombre réel, On note

£
Q = max Iwkl , et n= Z:: P -
1<k<£ k=14

Alors le nombre n(F,p) de zéros, dans le disgue [zl < p» de la fonction

£ pk i1 sz
(6.1.2) Z > F(z) = Z:: Z:: bk ) 29 e
k:1 J:1 »d
est majoré par
(6.1.3) n(F,p) ¢ 2(n-1) +5pQ .

T1 est facile, en utilisant la formule (1.5.3) de Jensen, de majorer (lemme
6.2.1) le nombre de zéros, dans un disque ‘z] § p > d'une fonction entiére non

nulle f , en fonction du quotient

oh R, > R1 >0, et R > p . Le probléme est donc de majorer

2 2 l l
F
TTE
F
R1
pour la fonction F définie par (6.1.2). On utilisera les propriétés particulidres

de la fonction exponentielle sous la forme suivante : pour 1 ¢ J < Py s 1<kg 2,

1{i¢n, ona

. Z 3= .
J-1 k _d i—-4
(Z e ) = : (Z )ZﬁW ’

(6.1.4) :
i1 z=0 = 31 .

les deux membres étant égaux &
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(i=1)1  i-j

m.wk 5 si i},,j s
0 , si 1<

On en déduit aisément (6.4.2) que, pour tout w € ¢, on a

n di~1
Flu) =) 7 a, r(0) ,
d=1

dzl—?

ol aT,...,an sont les nombres complexes tels que le polyndme

n .
_Y e, B
P(z) = ai b4
1=1
vérifie

J=1 a9
4 . P(W ) - as eZ’Q

= s1<igcp gkl

dz‘jm1

On obtient l'existence de P , ainsi qu'une majoration des a, s en utilisant

une formule d'interpolation (6.3.1). Il ne reste plus qu'd utiliser les indgalités de

Canchy
| 1"1 A
(6.15) mex ey [y PO < IRy
1¢ign dz 1
pour en déduire la majoration voulue de
|7 |
RQ
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86,2 Majoration du nombre de zéros d'une fonction holomorphe

p trois nombres réels, vérifiant

2 ’

R2 > R1 >0 , et R

2

>p> 0.

soit f une fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque fermé !z] Fe RZ'

Si f n'est pas identiquenment nulle dans le disque

n(f,p) de zéros de f dans le disque

’zl £ p vérifie

Iz,

lzl < R2, alors le nombre

‘zlgp (avec c:rﬂﬂp».

R2—R p
n(f,p) Tos(gzisy) < Lo8 T -
R2 R1+p f R
1
Démonstration
Notons Zoseees? les zéros de f dans le disque

Ia fonction

o RZ_ZZJ
glz) —£(). 1 —2—
J=1 2 J
est holomorphe dans un ouvert |zi < R2 , donc
lel, < lely s
R_1 AN R2 ?
or
el = lf]
R2 R2 ’
et

dtou le résultat,
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§6.% Une formule d'interpolation

Nous voulons montrer, avec les notations du théoréme 6.1.1, que pour tout

u € ¢, il existe un polyndme P € ¢[x] , vérifiant

dJ—1 . wky

1P(Wk)=u e ,1\<j\<pk(1\<k\<z).

dzJ—

De plus, nous voulons majorer les coefficients de P .

Lemme 6.3%3.1. Soient p1,,.,,p£ des nombres entiers positifs, Wﬂ,..,,WZ des nombres

complexes deux & deux distincts, et u un nombre complexe, On note

n=p..+p, b Q= mx |w|.,
1<hg A

Il existe un polynlme e

+d

n e
=) Le X eelx],

1=1

de degré inférieur & n , vérifiant les n conditions

(6.3.2)

31 J-1
d uz
. = ——— (e ) , (1gigce s 1<kga).
J-1 k 4z z=w, k

De plus, on a

n

(6.3.3) T Git)t]a, | < &lful+1) fj |
=1

1=1

Démonstration

L'unicité est évidente, Pour démontrer l'existence de P , on note
O, 500090
CH
la suite

(Vv1’..‘,W1,Vv2’o..’Wz,D..’W/e’...,Wz) »

ou chaque w., est répété

. fois (1 ¢ k¢ 4).

Py
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geit T un cercle dont 1'intérieur D conftient tous les points a1""’an .

Soient t €D, et z € ', En écrivant 1'identité

teqa.
1 1 al

1
+ L
Zm=t (L. . ZeT
i i

pour 1 1 ¢ n , on obtient :

. H. (t—as) 11 (t—as)
(6.3.4) L - e T
«De z=t b= I (z~a_ ) " (z=t) IO (z~a_) ’
i=1 . s S
sgid s{n

3\

ol un produit vide est, comme d'habitude, égal & 1. On multiplie (6.%3.4) par

—l— " , et on intégre sur T :
217
tu =
e’ = c, I (t=a ) +r (%),

- i . 8 n

1=1 s<l.
ol

zZu
1 e du .
(6.3.5) Ci"é?i?nfr —T—7 » 1<ign,
s8¢d °

et

1l

R () = (T (t_as))__l_.f — A
(=

s¢n 2iw t) I (Z—as)
s¢n

Comme Rn est une fonction entiére qui admet les zéros a1’°"’ah , le polyndme

n

(6.3.6) p(t) =¥ 2o, T (i)

i=t s<i

vérifie (6.3.2).

Une majoration grossiére des coefficients 01,,..,cn pourrait &tre obtenue en choi-
sissant pour T le cercle de centre 0 et de rayon Q41 ; alors la représentation
intégrale (6.3.5) donnerait

|u|(0+1)

]Qi! < (@+1) e (1 ¢igmn).

Mals on peut montrer un peu mieux :
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. demt
(6.3.7) oy < LS elIm G s ey

Pour cela, on développe en série

i »
1I (Z—as)
S=1
sous la forme
o0 .
E A Z"(I'+l) ,
r,i
r=0
oh A . est la somme de' tous les (r+1—1) produits
r,i r
r, Ty
a1 een 0y , (r1+..,+ri =r , r1,...,ri entiers O) .
On aura donc
T+ime]y T .
[, s« 7 e Fy0, 1 ¢ign).
Dtautre part on déduit de (6.3.5) :
oo uI‘+i—-1
¢ = %;% (Tt Ar,l ’

ce qui démontre (6.3.7).

I1 ne reste plus qu'ad majorer les coefficients a1,...,an de P ; on a

1 . | !
8, = 7T — p(0) = — Z C o= (o (z=a_)) 3
i 7 (i-1 ) 45! (31 )1 p g" 4,11 sce s’ m=0
or
i-1 i1
da d
—( 1 (z~a_)) § ——( 1 (z+Q))
s aca s’ z=0 4zt ace Z=0
dton
n g1
. ulf - g~1 Q
(1-—1)!lai‘ & el l .gz“i Iu{ '('g—_'_ry'- .

g g-1
. . Q Q .
On majore enfin E (=3 par e , d'ou la relation (6.3.3).
iz BT

i
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§6.4 Démonstration du théoreme 6.1.1

Les hypotheses étant celles du théoreme 6.1.1, on note

Py
Ph(z) = Z:: bh ; 791 , (1 <hgi).
=1 7’
Soit u € ¢ , et soit
n i
P(z) =} a7z €ofz]
i=

le polynbme, défini au §6.%, vérifiant

J=1 J=1 . ow.u
_ d uz -1 'k
37 P(Wk) = ‘_1(6 )Z:W =

(6.4.1)
az az? k

Nous allons démontrer la relation

n di—1
(6.4.2) Flu) = a, - (o) .
- i, di-
1= dz
En effet, on a
. q . o .
i-1 £ k K| . W, Z £ k 3-1 .
d d J ok d im1
q F(O):Z: y-_‘b .——:———(Ze )—__ :Z: :b . . (Z )
le—1 e EZT k?J le—.1 Z=0 P j___,i kyJ dZJ—1 ‘ Z:Wk
D'autre part, en utilisant (6.4.1), on obtient
P . P .
£ k g1 £ k dJ—1

n .
i1
F(u) - Z ; bk’J d_Zj._,' P(Wk) - Z ai Z:\ Jg‘ bkyj dzj—l'(z )Z:VVk ’

on déduit facilement (6.4.2) de ces deux relations, La majoration (6.3,3) conduit

alors & 1'inégalité

F(o)}..
1B

(6.4.3) lF(u)l < eQ(lu!+1). Z?: lu[in1 . Dax ! ‘

WY
Epur 1geqn (g=1)1
Soit R1 > 0 ; la fonction
£ WkR1Z
a(z) = z:: Pk(ZR1) e

k=1

est un polyndme exponentiel, et on a
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¢lu) = F(R1u) pour tout wu € ¢ ,

donc
le], = sup |o(w)| = [®], .
Ja|=1 &
Utilisons 1'inégalité (6.4.73) pour la fonction G :

R Q(|ul+1)
le(u)] ¢ e [ :

grice aux inégalités (6.1.5) de Cauchy.

Donc

n1ba<|u!+1) i-—’l
.2:: 1u' IF!R pour tout u € € .

IF(Rﬂu)l e
i=t 1

On obtient ainsi, pour tout R1 > 0 et tout R2 >0,

lF]Rz RIZI"R?
Log TFT;_ < (R1~+R2)Q + Log RH—T(R - ) R
1 1 2 1

On choisit R2 > R1 , et on majore

R - R
R, (R2—-R1>
par
_. R R
2 2 2 1
(n~1)Log == + Log =——— ¢ (n=1)Log == + .
R1 R2~R1 R1 R2—R1
On utilise ensuite 6.2.1
R;—R1p R, R,
(6.4.5) H(F,p) Log(w) < (1’1-—1 )LOg 'ﬁ‘; + (R1+R2>Q + R2-R1 s

pour tout R1 > Ov, R2 > R1 (avec RZ > p).

En posant

fldlﬁd
ARSI

2

t = -
© ) (R1+p) ’



6.10

on a

1+
R = °—T—1B7
17 Py

et on obtient finalement le résultat suivant, beaucoup plus précis que (6.1.3) :

pour tous réels y et p yérifiant y > p>0 et y>1 ,o0na

1 _ Cypr ) (e 1
(6.4.6) n(F,p) < ToZ 1 ({n-1)10g v + -"%;rijﬁf—‘ PR+ Y‘1> .

Pour obtenirV(6,1.3), on choisit par exemple

18, p=§,

-
it

et on majore

1
Tog (Log Y-F;:T) par 2 ,

et
(%3&1)(1+1) par 5 .
yly-p/Log u
On remarque enfin que, pour n =1 , on a H(Fap) =0 .

L'inégalité (6.4.6) montre également que le nombre de zéros de F dans un carré

du plan complexe de c8té I, > 0 (et de centre quelconque) est majoré par
2(n-1) + 31Q .

Enfin, si on applique cette majoration au polyndme exponentiel F(z)—zo s B
étant un nombre complexe, on en déduit une majoration du nombre de solutions =z de

1téquation ¥(z) = ZO , dans un carré ou dans un disque de ¢ ,
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§6.5 Références

Des 1873, Hermite, pour démontrer la transcendance du nombre e , étudiait
l'ordre du zéro z = 0 dtun polyndme exponentiel (voir & ce sujet [siegel, 7.]). En
liaison avec des problémes d'indépendance algébrique, Gel'fond, en 1949 [Cel'fond,
T., chap,III §4 lemme III] pris Mahler en 1965 obtenaient des majorations du nombre

de zéros de fonctions du type (6.1.2), en fonction des quatre quantités

p,Q,n et A=min }W.~wjl .
A3
On peut voir trés simplement pourquoi une telle majoration existe, On peut évidem-

ment supposer

max lb
k,J

kgl =

Comme le déterminant de la matrice

i-1 W,z
d =1k
M= \m——— 2 e . .
(dzl~1 ( )Z=o)(l>,(3,k) ’
(avec 1 ign,et 1 k¢l , 13K pk), est non nul, les n relations
. P .
i=-1 £ k i~1 . W, Z :
d d -1 'k .
— () =T T b L2 T ), (1gigm),
le—? = 53 k,j dZ1—1 2=0
forment un systéme de Cramer, ce qui permet d'exprimer les nombres bk 3 comme
be
!
fonctions lindaires de ¥(0) ,F(O),...,——E:TF(O) :
dz
S 1) () (1<kgL, 1<I<D)
k’j—g}\k’j’i ’ S S a1\3\pk .

Le calcul des cofacteurs du déterminant de ¥ permettent de majorer les nombres

complexes xk 3,4 en fonction de Q , n et A, et le principe du maximum fournit
3 s
i-1
F(O) , (1 £ 1g n), en fonction du nombre N(F,p)

une majoration des nombres T

dz

de zéros de TF dans un disque !z| £ p . On obtient ainsi, & partir de la relation



: d
1 § max S l?\ .. .{-"—"_.*'"'- F(O)! 3
K,§ 7o et g

une minoration de N(F,p).

De nouveaux outils ont été développés par Turan en 19%%, puis raffinés par Dancs
et Turan, Coates, Van der Poorten, En 1959, Turan posa le probléme de 1l'existence
d'une telle majoration indépendante de A , Cette conjecture a été résolue par
Tijdeman dans sa thése en 1969 [Tijdeman, 1669, chap,VI, VII] (une auntre majoration,
obtenue indépendamment, se trouve dans le lemme % de [Waldschmidt, 1971a]). La dé-
monstration présentée ici est celle de Tijdeman [Tijdeman, 1970a] et [Tijdeman
Bakelma 1970]‘(avec une 1légere amélioration au lemme 6,2,1, ou Tijdeman obtient seu~

lement

7]

(¢, 0108 (2—1) =
n\f, p)Log  Log 7= ’
R1+p ‘iiR1

[Tijdeman, 1970a, lemme 1]).
On trouvera, dans les articles de Tijdeman, une bibliographie plus compléte,
I1 serait tres intéressant d'étendre les résultats de ce chapitre & d'autres
fonctions que la fonction exponentielle, par exemple les fonctions elliptiques
(comme ce sont des fonctions d'ordre § 2, il faudrait remplacer R au moins par RZ)

Un tel résultat ntest pas encore connu, mais il aurait d'intéressantes applications,
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XBRCICES

Exercice 6.1.a, Soient bk 3 (1 kgt , 13K pk) des nombres réels non tous
3

nuls, et Wﬂ""’w des nombres réels deux & deux distincts, Montrer gque le nombre

4

de zéros réels de la fonction

£ pi . W,z

Z > z:: z:: bk,j z?ﬁT e K

k=t j=1

est inférieur ou égal & n~1 (oh n = p1+...+pz). (Reprendre la démonstration de

1.4.2, et faire la démonstration par récurrence sur £ , en utilisant le théoréme
de Rolle sous la forme suivante : si une fonction définie et indéfiniment dérivable

sur un intervalle ouvert I de R , possede au moins n zéros sur I , et si nm

: m
est un entier, 0 ( m ¢ n—~1 , la fonction ——ﬁf' possdde au moins n-m zéros sur I)
dx

[gel'fond Linnik, 1962].

En déduire que, si X1,...,xr (resyp. W1,,..,Wq) sont des nombres réels deux

& deux distincts, et 51""’Sr , p1,..,,pq sont des nombres entiers positifs ou

nuls, le déterminant de la matrice
! 1 1
(x""e T)

3
ax"! =3 (s,3), (p,1)

(

(avec (1 ¢ s ¢ 5551 ¢3¢ r), l¢pgp ,1giga), S, Feeats, = P1+--.+Pq)

est non nul,.
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Exercice 6.1.b. Soilent P1,_,‘,P des polynbmes non nuls, de degréstrictement infé-

£

rievr & P ,e..,D

1 P respectivement, On note

n = p1+.eo“l'p£ &

Soient W1,.-.,W' O S § des nombres complexes tels que

£ o} n+1

x, # Xj pour 1 {1 <3 n+t,
et
W, X, W, X,

h k .
e T £ e ' pour 1 $h<<kgm et 0gignet,

Soit F 1la fonction
I w, 2
ZH:Ph(Z)e .
h=t
Montrer gque l'un au moins des nombres
F(Xi-i—jXO) ’ 1\<1\<n+171\<3\</e:

est non nul,

(schneider a utilisé ce résultat, dans le cas ol les nombres W, sont des multiples
entiers de £ = lLog a , et ol les nombres X, sont de la forme A+pb , A et
entiers, pour démontrer que ab est transcendant ; voir [Schneider, 1934] et [Siegel,
T., chap.III §1].

Indication : considérer le terme de plus haut degré du déterminant
thxo
|2, (xlexJe ](h’k) € ¢[x],

o 1 ¢h¢L, 1<k L)
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BExercice 6.1.c, Soient W1,..,,W£ des nombres complexes deux & deux distincts,
1) soient p1,...,p£ des nombres entiers positifs, et soit A le déterminant

de la matrice

(xjm1gnkx)
(ogrgn=1); (138, 1<icm)

avec n = p1+..,+Ph .
Vérifier 1'égalité

Loy £ oo (p-1) £ k1 w W DD
p=(n T G-)D(m e PR ) (n o m (e Foe MEDN
k=1 j=1 h=1 k=2 N=1

(voir [Feldman, 1968z, lemme 5]).
2) Soient n1,...,np des polyndmes de @[X] , 0=linéairement indépendants, de
degré { p=1 . Soit T €C , T # 0 . Montrer que le déterminant de la matrice

W, X

(“j(TX)e )(o<x<pz—1);(1<j<p,1 kg4’
est non nul
[Feldman, 1968b, lemme T],

sont des nombres complexes tels que

%) Bn déduire que, si 51,...,£h

2in9 /e1,¢.o’/eh
soient @-lindairement indépendants, et si

P ¢ @[Xo,..,,xh]

est un polynbme non nul de degré ( pi-1 par rapport & Xi (o i« h), alors 1'un

des nombres
P(X,e ! 1eees® > ’ (X=O,1,.a.,PO...Ph—1) ’

est non nul,
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Exercice 6,1.d. Avec les notations du théoréme 6.1.1, construire une fonction ¥ du

type (6.1.2), non polynomiale, et admettant les zéros

1;0-.7n-1 [}

avec

W, - foin 7z (1 ¢k £,1<h g 4,Xk£n),

(Utiliser l'exercice 6.1.c).
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Exercice 6.1.€

Soient bk (1 Lkgp, 1 ¢h( £) des nombres complexes

Nl

1) Soit a wun nombre complexe irrationnel,

Exprimer les coefficients bk , comme combinaisons linéaires des pf nombres
H

o

D

T 7o, exp[(kho)(wil)2in] , (0 gug s-1,0¢ v < p1)
h=1 k:1 J p

[Feldman, 1964, lemme 1].

2) soit P 1la fonction définie par

J4

F(z) = Z:: z%i bk n zk-1 e<h_1)z .

h=1 k=1 ’

Exprimer les coefficients bk n comme combinaisons linéaires des nombres
2

ZTEiX)

7 ’ (X:O,‘l,...,p,{{—‘l) [}

F(

puis comme combinaisons linéaires des nombres

Pl

dz

Plonxi) , (0O¢x & p1,1<s< 4).

81

[Feldman, 1960 , lemme 3] etb[Feldman, 1951, lemme 6],
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Exercice 6.2.a. Soient R1 , R. , p trois nombres réels, 0 < 81 <R, , 0<p<KR

2 2 2 "

Soit £ wune fonction holomorphe non constante dans le disque !zl £ R2 . Bn utili-
sant successivement les exercices 1.5.a, 1.5.b et 1.5.c, donner plusieurs majorations

de

en fonction de R1 ) R2 et p.

Exercice 6,3.a, Soit f wune fonction holomorphe dans un disque D . Soient

W1,...,W£ des points de D , deux & deux distincts, et p1,,_,,p£ des nombres en-—

tiers positifs,

Montrer ogu'il existe un polyndme et un seul
L

P=y e X ' cefx],

de degré inférieur (strictement) &

L = P, +eeetDP

1 £’
vérifiant les n conditions
dJ—'1 d3~1
——-j:{P(Wk>='—j‘:1"f(Wk) ’ (1<J\<Pk,1\<k\<,6).
dz dz

Majorer ensuite les coefficients a1,...,an de P [Bakelma Tijdeman, 197o,lemm62].
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Exercice 6.4.,a, Solent b1"’°’bn des nombres complexes, et g1,.,,,gn des fonc~

tiong analytiques dans un domaine U du plan complexe. Soit
n
3\

k=1 *

Soient Z1,...,Zn des éléments de U , S1’°"’Sn des nombres entiers positifs

ou nuls, et Ai 3 (1 ign, 1t ¢JiK n) le cofacteur de
?
)
a .
Si gj(zi)
dz

dans le déterminant
53
!
5 6
dz

A =

1<, ¢n.

Montrer que, pour tout uw € U, on a

S.
1 n
max

1€i¢n

7(z,) y |a].F(w)] .

n
‘L
1=1

: fk(u)Ai,k

i k=
Z

[Van der Poorten, 1969, p. 186];
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Bxercice 6.5.a. Montrer que le déterminant de la matrice

(431 B ) ) - (G- 1)

1
i-1 1] h

",

Y

ou i est ltindice de ligne (1 ¢ i ¢ n), et (j,h) 1'indice de colonne

(1 ¢3¢« P 1< h ¢ £) est égal a
b
£ h pkph
v )

(o m(=1)1)., 1 (Wgwh
h=1 j=1 1¢h<kg e

(considérer ce déterminant comme un polyndme en T = W, et calculer les dérivées

dtordre { p, P

\ P au point T = Wé).

Calculer aussi les cofacteurs de ce déterminant (utiliser par exemple la méthode

de [Van der Poorten, 1969]).
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CHAPITRE 7

Propriétés d'indépendance algébrique

de la fonction exponentielle

Gréice aux résultats des chapitre 5 et 6, on peut obtenir des énoncés d'indépen—
dance algébrique concernant les valeurs de la fonction exponentielle, sans utiliser
de type de transcendance ; on remplace cette notion par le critere 5.1.1, et on uti-~
lise le théoreme 6.1.1 pour vérifier les conditions (5.1.2).

Nous étudierons les analogues des résultats de transcendance des chapitres 2 et
3, ou nous remplagons partout le corps & des nombres algébriques par une extension

de @ de degré de transcendance 1,

§7.1 Complément & un théoreme de Jang

On sait déja, grice au théoréme 2,2.3, que, si u seeest (resp. v1,...,vm)

1
sont des nombres complexes §-lindairement indépendants, et si mn > min (c'est-z~

dire m» 3 et npP2 ,0u mj)» 2 et n 3), alors 1'un des nombres
e , (lgign, 1¢3gn)

est transcendant, Plus généralement, le théoreme 4,.1.2 montre que, si mn z(mn),
(T > 1), alors ces nombres n'appartiennent pas tous & une extension X de @§ de
type de transcendance inférieur ou égzal & ¢ . Rappelons que, si K a un degré de
transcendance g sur € , alors < 3 g+1 . Nous allons voir que, dans le cas gq=1 ,

on peut remplacer <t par 2 et supprimer l'hypothese sur le type de transcendance de
X .



1.2

Théoreme T.1.1. Solent u1,,.,,un des nombres complexes ®-linéairement indérpen—

dants, Soient v1,...,vm des nombres complexes, @~lindairement inddépendants. Si
mn Yy 2{(mn)

alors deux des nonbres

expluv,) , (1¢ign, 1¢icn),

sont algébriquement indépendants (sur Q).

la condition mn P 2{m4n) apparaltra de fagon naturelle, mais compte tenu de
la symétrie entre m et n , on peut noter que les seuls cas intéressants sont
(m=n=4) et (m=3, n=6).

Indiquons quelgques corollaires du théoreme 7,1.1, D'abord, dans le cas

m=n=4, si on choigit

V':,e,v :a,@,v ::b,e,v’ :a-b/e,

on obtient le

Coroliaire 7.1.2. Scient a,b, £ 1trois nombres complexes 5 on suppose dque les nom—

Dbres -

1,a,b,ab

sont ®-linéairement indépendants, et que # % 0 . Alors deux des 9 nombres

sont algébriguement indépendants sur @ .

En particulier, deux des % nowbres
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PLERPY

)

sont algébriquenent indépendants sur @ ; de méme, le degré de transcendance sur
du corps

a(e™ , ™3, 173)

’

est supérieur ou égal & 2,

Choisissons maintenant

bc
4 = P

I
o
<
Il

v, =4, , Vv, = bz1 , v3

Corollsire 7.1.%. S0it b un nombre irrationnel guadratique (c'est—éwdire tel que

[Q(b) :Q] = 2). Soient £1 » £y 5 8 trois nombres complexes. On Suppose que

[

a ¢ o(b), et que

sont @-~linéairement indépendants.

Alors deux des huit nombres

sont algébriquement indépendants,

Enfin, si on choisit

on déduit du théoréme 7.1.1 le
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Corollaire 7,1.4. Soient + un nombre complexe itranscendant, et a un nombre com—

plexe non nul, Deux des sept nombres

exp(at™) , (0¢1ig6)

sont algébriguement indépendants,

Choisissons maintenant m =3 , n = 6 , avec

: 1
u, = log 2 , u, = t Log 27, u3 =z log 2 ?
1
u4:Log39u5:tLOg37116:'%L0g37
1 2 R S

Corollaire 7.1.5. Soit t un nombre complexe transcendant tel que les 6 nombres

Icg 2 , t Log 2 , t2 Log 2 , Iog 3, t Log %, t2 ILog 3

soient @O-lindairement indépendants. Alors deux des huit nombres

S

1 1o, 4
% t t 2 t k7 t
2", 20,20 2% 50,50, 50, 5t

sont algébriquement indépendants,

Pour démontrer le théordme 7,1,1, on reprend la démonstration du théordme 4.1.2;
avec les notations du §4.4, les relations (4.4.4) montrent que la fonction FN ad-

met au moins an zéros dans le disque
n
|z] < p=m (|v1|+...+|vml) ;
utilisons le théoreme 6.1.1, avec

pot+e.etp, = (207)%, et 0= 2w (fu,

fovtlu )
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On obtient :
mn n _mn m n o ' a :
w2 woowan w Q) |u DQ S v,
i =Y
dtou
Mg 2N,

quand N est suffisamment grand, Compte tenu de cette inégalité, le résultat démon—
tré au §4.4 s'énonce alors :

Théordme 7.1.6. Soient m et n deux nombres entiers tels gque mn > mn . Soient

Upseonsty (resp. V1”"’Vm) des nombres complexes ®Q-lindairement indépendants,

Soit X . le sous—-corps 4 ¢ obtenu en adjoignant &2 § les mm nombres
expluv,) , (1¢ign, 1¢icnm),

Soit t une taille sur K . Alors il existe une suite (E ) d'éléments
R 1 - “N N}NO —_—

non nuls de K vérifiant

Loglg,| << -8 Log W

t(g,) « N

pour N = oo,
On en déduit immédistement le théoréme 4,1.2 (gréce au lemme 4.2.23) et le thé-

oréme 7.1.1 (gréice & 5.1.4).
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§7.2 gomplément au théoreme de Gel'fond Schneider

Apres avolr étudié 1'indépendance algébrique de nombres
xplngr)
nous allons étudier 1'indépendance de
U s exp(uijj) .

le théoréme 2.1.1 de Gel'fond Schneider montre que, si u1 U, sont deux nombres
complexes @-~linéairement indépendants, et si v est un nombre complexe non nul,

les nombres

ne sont pas tous algébriques,

Théoréme 7.2.1. Soient Wpeesslly (resp. v ,...,vm) des nombres complexes

1

@~lindairement indépendants, gi

m ) 2m4n ,

alors deux des nombres

[aY
]
N
=]
~—r

u; o explwgvy) , (1 ¢ign,

sont aleébriguement indévendants,

Les cas intéressants sont (m=n=3) et (m=2, n =4).
Voici quelques corollaires du théoréme 7,2.1.

Choisissons d'abord m=n =% , puls

i
ot
IS
Ld

V':‘,Z,v:t/eyv
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Corollaire 7.2.2, Soient % un nombre complexe transcendant, et ¢ #'O un loga—

rithme d'un nombre algébrique. Alors le corps

2 3 4
t £t A t
Q(t ’ eﬂ sy © ’ ef s eﬂ )

a un degré de transcendance sur @ supérieur ou €gal & 2,

On peut remarquer que l'un des trois nombres
p q q

Y
e’ , e , ©

est transcendant, gréce & (2.2.3).

Corollaire 7.2,%. Soit b un nombre algébrigue, de degré sur € supérieur ou égal

& 3. 80it a un nombre algébrique, a #0 , a £ 1 . Alors deux des 4 nombres

sont algébriquement indépendants.

N

Ce résultat, dfi & gel'fond, admet pour conséquence 1l'indépendance algébrique des

deux nombres

quand a # 0,1 est algébrique, et b est irrationnel cubique ([q(b) :q] = 3).

Par exemple

dimQ Q(év§ 2 VZ).: 2

Dans le cas

on obtient 1le
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Gorollaire 7.2.4. Soient b1 , b2 deux nombres algébriques, tels gque 1 , b1 , b

2

soient @Q-lindairement indépendants. Soient 31 , £ 33 trois logarithmes

2 ’

@Q-lindairement indépendants de nombres algébriques. Deux des six nombres

Z.bi
ed T, (1=1,253=1,2,3)

sont algébriquement indépendants sur q .

On peut démontrer une variante de ce résultat, en prenant n =4, m =2 , et

soient ®-linéairement indépendants. Soient £1 , zg deux logarithmes

O~lindéairement indépendants de nombres algébrigues. Deux des six nombres

elJ ’ (i=1’2;’_j:1’293)

sont algébriguement indépendants,

Congidérons maintenant les nombres

12 ’ 622 .

Corollaire 7.2.6. S0it B un nombre algébrigque irrationnel. Soient 21 , 32 deux

logarithmes §-lindairement indépendants de nombres algébriques. Alors

1 £1B £2B £1B2 £2ﬁ2
dim_ §(— ; e , © , e , € ) Y2 .
o "L,

C'est ainsi que deux- des 3 nombres
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Log 2 i i
LOgB’Z ’ 3

sont algébriquement indépendants sur @ .

Enfin, le choix

conduit & 1'énoncé suivant :

Corollaire 7,2.7. Soient b et c¢ deux nombres algébriques, tels gque

soient ®O-lindairement indépendants, Soit £ un nombre complexe non nul, Le degré

de transcendance, sur € , du corps

( £ bz cl bec i 02z bczz)
Qle” , e , € , © s, © s ©

est supérieur ou égel & 2,

on retrouve par exemple un résultat du §7.1 :

dim, 02, 2, 218 52

Pour démontrer le théoréme 7.2,1, on établit le résultat suivant :

Théortme 7.2.8, Scoient m » 1 t n » 2 deux nombres entiers, Soient Upseesst

- 1

(resp, V. ,eu.,V des nombres complexes —~linéairement indépendants, Soit le
resp, 1’ Vo 18

sous—corps de € obtenu en adjoignant & @ les (m+1)n  nombres

Soit t une taille sur Ké . Alors il existe une suite (aN)N>NO d'éléments non

nuls de K, » vérifiant
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Logle, | << -1 Tog W,

m4n 1

t(z,) << W (1o )™,

pour N — 4oo
On en déduit, en utilisant 5.1.4, le théoréme 7.2... D'autre part le lemme
4.2.2% conduit & la généralisation suivante du théordme de Gel'fond Schneider,
!
Théoreme 7.2,9., Soient <1 > 1 un nombre réel, et K un sous-corps de € de type de

transcendance inférieur ou €gal & <+ sur § , Soient u1,...,un (resp, v1,...,vm)

des nombres complexes @-linéairement indépendants. Si

m ) gm+ (v=1)n ,

alors l'un au moins des nombres

v s oexplugvy) o, (¢ign, 1¢i¢m),

est transcendant sur X .

Comme pour le théoreéme de Gel'fond Schneider, il y a deux démonstrations pos-
sibles de 7.2.8, correspondant & une extension de la méthode de Schneider et de celle
de Gel'fond respectivement,

Premiere démonstration du théoréme 7.2.8

goit (x1,...,xq,y) le systeme générateur de Ké sur @ permettant de défi-
nir la taille + 5vet soit A l'anneau Z[X1,...,xq,y] .

g0it N wun entier suffisamment grand, On définit

min S
(7.2.10) R = [Nm+1 (1og ) m*1] ,
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et
n-1 1
(7.2.11) R, = [Nm” (Log N)m”} .

Le lemme 4.%.1 permet de montrer l'existence d'un polyndme non nul

Py € A[X 5ok T,

avec

degXOPN & 2RO s deng N

et

t(coefficients de PN) < RY+R Logh,

tel que la fonction

1 m
FN(Z) :PN(Z,e ,..-,e )

vérifie

+...+knun) =0 pour k; =1,...,0, (1 ¢ign).

FN(k1u1

D'aprés le théoréme 6,1.1, le nombre n(FN,p) de zéros de la fonction FN dans

le disque
n
l2] < o =3.8(7 ] Iu,])
i=1
est majoré par
m
2(2RO+1)(R1+1) + 5pQ

avec

Q = R1(§;; Ivj]) .

Pour N suffisamment grand, on a
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m4n. 1

v e

5p ¢ 30 1 (o WML (T 1y D v, D) <
it 3=

donc

n(FN,p) < ()" .

Par conséquent 1l'un des nombres

sothw ), (1 gh <30, 1 ¢ign)

h
EN( 1™

est non nul, Notons gN J'un de ces nombres non nuls, Alors gN appartient a Ké ,

et il est facile de majorer sa taille par

t(aN) <R

N+ R Log I,
donc
nin 2
5(z,) << 1" (roe )™

Pour majorer EN , on utilise le principe du maximum sur le disque

1

1+m
|z} <R =1
pour la fonction entiére
( N N -,
F Z)o H s 00 H (Z—ku "‘..,T"ku) .
N k =1 k = L hon
1 n
On majore IFNIR par
R
k¢ NI+
Log|P |, << R,R + R Log R << W (Log W)™,

car min+t ¢ n(met),

" D'autre part 1tinégalité

1

__ R

o <N
3T I,
=1



permet de majorer

N N (h1—k1)u1+...+(hn~kh)un
sup ... 1 P
lZ':R k1:1 k = 11 tee nn
n
par
n
1 N 1 n
(—:z:) = exp(- o N Log N) H
NHl+2
on en déduit
4 n
LoglgNl <-g3 N Losw,

ce qui démontre le théoréme 7,2,8.

Deuxiéme démonstration du théoréme 7.2.8

On conserve les mémes valeurs (7,2.10) et (7.2.11) de Ro et R1 en fonction
de N . Le lemme 4.3%.%1 permet de construire, pour N suffisamment grand, un poly-

ndme non nul

Py €AMX 0 ],

de degré inférieur ou égal & 2N par rapport & Xi (1 { ig¢n) et dont les coef-

ficients ont une taille majorée par
t(coefficients) << R1N + R Log N,

tel que la fonction

n
FN(Z) = PN(e ’o--’e )
vérifie
S
LB (kv 4etkv ) =0 pour k. =1 R (1¢3g¢m) et s=0 R -1
dZS N 1 1 s e m m j 9000 1 |V [V s0e ey o O

Le théoreme 6.1.1 montre qu'il existe des entiers h1,...,hm , 6, vérifiant



R

n42 . o]
1\<hj\<2’"R1 (1gdgm et 0gog5-1,
et tels que
ad
gN = :1-;—6 FN(h1V1+...+hme) 7«"4 0.

On utilise le principe du maximum, sur le disque !zl < R, avec

no1
R = N2 3 s
pour- la fonction entiere
R R Ro
&5 ). 1 L 12
— F I ... 0 (z-%kv —-...-kv) .
ch k1=1 km=1 L m

On remargue que, pour N suffisamment grand, on a

dG n
Log sup ————FN(Z) <N
IZI:R d.Z6
et
By L T S O TS ¢
sup I ... I ‘ 1 1] mmm<exp(-———l~R Log W) .
lzl‘R k1_1 kmﬂ zs—k1v1 e kmvm B4

On en déduit
Log|gV| - N Log W .

Dlautre part on peut majorer la taille de gN :
m+n 1

(EN) <CRN+R LogN KN = .(Log W)

m4-1

ce qui démontre de nouveau le théoreme 7,2,8,
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§7.% Complément au théoréme de Hermite Lindemann

Dans les deux paragraphes qul sulvent, nous étudions 1'indépendance algébrique

de nombres

ug s Vs eXp(uivj) .

Le théoreme 3,1,1 de Hermite Lindemann montre que 1'un des trois nombres

u,v
11

est transcendant, si u, £0 et v, £0 .

Théoreme 7.3.1. Soient u1,...,un (resp. v1,...,vm) des nombres complexes

O-linéairement indépendants, Si

m > mn o,

alors deux des nombres

N
=]
-
oS
[}
~
=}
p——

sont algébriquement indépendants,

Le cas intéressant (remarquer la symétrie entre m et n)est m=2,n=73,

Le principal corollaire du théoreme 7,%.1 s'obtient en choisissant

Corollaire 7.%.,2, Soient % wun nombre complexe transcendant, et a un nombre com-

plexe non nul, Deux des 6 nombres

sont algébriquement indépendants,
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En particulier, soit r wun nombre rationnel non nul ; on a

er le e3r
dimQ Q(e , € , © , © ) > 2 ,

et, si £ +# 0 est un logarithme d'un nombre algébrique, on a

£r+1 £2r+1 £3r+1
dimQQ.(/J,e , e , © )y 2.

Le cas t algébrique conduit au

Corollaire 7.%.3. Soit £ # 0 un logarithme d'un nombre algébrigue. Soit b un

nombre algébrique de degré supérieur ou égal & 3, Deux des nombres

M e )
'g b e b4 e b e

sont algébriguement indépendants,

Pour démontrer le théoréme 7,.3,.1, il suffit, gfﬁce & 5.1.4, que 1l'on établisse
le résultat suivant,

Théordme 7.%.4, Soient m et n deux nombres entiers positifs, et u1,,..,un

(res e V. seeosV ) des nombres complexes ®-lindairement indépendants, Soit le
resp 1 n le

corps obtenu en adjoignant & € les mn4min nombres

u, vj s exp(uivj) , (1gign,1¢igm.

Soit t une taille sur Ké . Il existe une svite (&) d'éléments non nuls de
— - N N)NO —
Ks vérifiant

togle | <c- T

W) << 1™

pour N — oo
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En utilisant le lemme 4,2,23%, on en déduit également la généralisation suivante
du théoréme de Hermite ILindemann,

Théoreme 7,%.5. Soient 1 » 1 un nombre réel, et K un sous-corps de ¢ de type de

transcendance inférieur ou égal & +© sur @ ., Soient Wopesestly (resp. v1,..°,vm)

des nombres complexes ®-linéairement indépendants. Si

m > (g=1)(mm) ,

alors 1'un au moins des nombres

wy o vy expluvy) , (1¢icn, 1¢ig<m)

est transcendant sur XK.

Démonstration du théoréeme 7.3%.4

Notons A 1'anneau Z[XT,.,.,Xq,y] , ou (x ,.,.,Xq,y> est le systeme généra—

1
teur de K3 sur @® permettant de définir la taille + .,

Soit N un entier suffisamment grand, On définit s

R, = [ (rog W),

et

On peut construire, en utilisant le lemme 4,3,1, un polyndme non nul

L Y5 SPRPI o

de degré ( 2RO par rapport a XO , de degré ( R1 par rapport a X1”"’Xn , et

dont les coefficients ont une taille majorée par

t(coefficients) << N,
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tel que la fonction

u, z U, %
FN:PN(Z,e PR )
vérifie
ds_1 n
;;E:T FN(k1v1+u..+kmvm) =0, pour s = TreeesRo s et kj = 1,00, (1 ¢ 3 gm) .

Le théoréme 6.1.,1 prouve l'existence d'entiers h ,,...,h o , vérifiant
17 ’m9 b4

R

n . [e]
TS hy e, (gigm ,1¢og 5,

tels que

o~1
gy = o FN(h1V1+..,+hme) £0 .

Alors EN est un élément non nul de Ks , dont la taille est majorée par

t(z,) « N

Le principe du maximum, sur le disque

lz| ¢ R =17
appliqué a le fonction entiere
n n Ro
d6~1 N N "'["2—]
( F (Z)). H e 0 H (Z_kv —...—kV)
dZG—1 N X =1 k =1 11 mmn
1 m
conduit & la majoration
1. MN4m4n
Loglg, | < - =N ,

ce qui démontre le théoreme 7.3%.4.
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§7.4 Le huitieme probléeme de Schneider

Dans les théorémes 7.1.,1 et 7.2.1, les hypotheses sur m et n {(m 3y 2(mn)
et mn ) 2min) étaient des inégalités larges, alors que 1'hypothése mm > min du
théqréme 7.%.1 est une inégalité stricte, Nous allons étudier ce qui se passe quand
m = myn , clest=b-~dire m =n =2 , On connait actuellement le résultat partiel

suivant,

Théoréme 7.4.1. Soient u, ;U

(resp, v1 ,v2) deux nombres complexes

O—linéairement indépendants, Si les deux nombres

sont algébriques, alors deux des nombres

u, , u

1 s V, sV, 5 € y ©

2 1

sont alegébriquement indépendants,

On déduit de ce théoréme la transcendance du nombre

2
e . e
e + ie
(cf. [schneider, T, Probleme 8]).
Plus généralement le choix
u =v, =1 W o=v, =e
1t 27 T2 T T

donne le

Corollaire 7.4.2. Soit r # O un nombre rationnel, IL'un des deux nombres

r 2r

est transcendant,
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Dlautre part, en choisissant

on obtient le

Corollaire 7.4.3. Soit £ % 0 un nombre complexe, Soit x un nombre complexe, algzé-

brique sur ®(£), et irrationnel, Alors un des nombres

est transcendant,

Par exemple, si £ # 0 est un logarithme d'un nombre algébrique, et si r #£ 0

est un nombre rationnel, les nombres

£r+1 £2r+1
e , ©
12
ne sont pas tous deux algébriques. Pour x = 1 + 7 L= £1 , le corollaire T7.4.3
1
montre que, si 31 , 32 sont deux logarithmes @-linéairement indépendants de nom~

bres algébriques, alors l'une au moins des deux propriétés suivantes est vraie :

(1) #

y zg sont algébriquement indépendants

£2
(ii) le nombre exp(zl) est transcendant,
2
On peut obtenir un résultat du méme genre sur e et 5 (avec u, = v1 =ig ,
2
u, =V,_ = 1) : si le nombre e" est algébrique, alors les deux nombres e et ¢

2 2
sont algébriquement indépendants, Il revient au méme de dire que le nombre

2
e’ + i P(e,n)

est transcendant, si P € §[X,Y] est un polynbme non constant,

Enfin le théortme 7.4.1 contient la transcendance des nombres



nr 2=r
e + i e , (r € Q)
et
. T

Log n+1exp(LOg n) ;

(choisir u, = oo =i v, =1 v, =1 1=x uis w, =1 u, = Lo
1—*75’2—“7‘391— ’2—'“3 s P 1—75’.2—' g7,
ig

I1 y a deux méthodes pour démontrer 7,4.1. La premiere, qui est exposée en détail
dans [Brownawell, 1971 d ] et [waldschmidt, 1971 b], consiste & étudier les valeurs

des fonctions

aux points

k k Lk
k1v1+ AN (1, 2) € Zx7 .

La deuxitme méthode, suggérée dans [Waldschmidt, 1972a §7], utilise les fonctions

et les points k1u1-+kéu2 , (k1,k2) € Z7x7Z . Nous allons préciser ici cette deuxieéme

méthode, Considérons les deux corps

et

v

K:L(u1,u2, 1, 2’

Le théoreme de Hermite Lindemann montre que le degré de iranscendance de K sur @

est supérieur ou égal & 1., Supposons que ce degré de transcendance soit égal a 1. Il
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existe w € K , transcendant sur § , et v, € K, entier sur z[{w] , tel que
X = Q(W,W1) ; donec ¥ = L(W,W1), Soient 51 =[k:q(w)] 1le degré de w, sur 2[w)

et 62 = [L :Q],'Soit N un entier suffisamment grand, On définit des fonctions de

N par
R, = N2(Log N) 4 ;
1
R, =N (Log N)2 ;
1
_3
R2 =2 62 N(Log N) 4 ;

s = v (rog W)~ 1.

2
Remarquons que RoR‘l R2 = 262 s .

Le lemme 1.3.1 de Siegel permet de montrer qu'il existe un polynlme non nul

R
0 1 2 o.M k2
Py =2 2= 2o e )x xS

R frici :
3 coefficients pN(xo,x1,x2) dans Z[w,w1]

5.-1 R
1 3 X h
phgsrsny) =3 0 0 0 ap O oa ke,
h=0 k=0
avec ‘qN(xo,xi,xz,h,k) €7, et
_2
R, << ¥ (rog n) +

1
, 1
Log max]qN(xo,x,‘,?\Z,h,k)l << ¥ (1og ¥)? ,

tels que la fonction

vérifie

—-—S-FN(/z1u1+z2u2)=o, pour VNE PN
£ 2110-0’N7

S:O,n-s,s—1 .
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Gréice au théoréme 6.1.1, on sait qu'il existe des entiers j1,j2,so , tels que

. S
TSI, M, 1<, <300, 088 < 2],
et

s

40

Ey = Fy (J u, +3 u2) £0 .

"o

az

Le principe du maximum, sur le disque ]z] R = N2 , pour la fonction

N N ( ){g]-1
= I il X=-Zu -Zu ,
QN 2 =1 32:1 11 22

permet de majorer £ _

Loglg | << - vt .

(on utilise les majorations

s 1

108 7 3(Log N)2

| «w
N

dz'o R
et

y IQ (w )] A
g ——r——r—~ < - N°S Tog W << - WY ).

On majore la taille de aN :
1
t(g,) << 1 (Log )° .

Ces majorations ne sont pas assez fines pour utiliser 5.,1.4. Soit T la norme (de
K sur q(w)) de aNgN , ou ON est un dénominateur de gN (par rapport au sys-—
teéme générateur (W}W&) de K sur Z). Alors . est un polyndme non nul de

2[w] , vérifiant
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1
t(nN) << ¥ (1og 1)°

(gréce & 4.2.20) et
deg m. << W (Log Nj—z
w ’

avec

Log|m | << - el

Le théoreme 5.1.1 montre que le nombre w est algébrique, ce qui contredit le résul-

tat de Hermite Iindemann, Le théoréme 7.4.1 est donc démontré,

§7.5 Références, conjectures

Le plus ancien résultat d!'indépendance algébrique concernant les valeurs de la

fonction exponentielle est le théoréme de Iindemamn Weierstrass (1885).

Théoréme 7.5.1. Soient Lysenes 0y des nombres algébrigues @§-linéairement indépen-—

dants, Alors les nombres

sont algébriquement indépendants,

Les démonstrations de ce rééultat se font par une extension des méthodes de
Hermite et Lindemann (cf. §%.4). Comme ces méthodes sont d'un type différent de
celles que nous avons présentées, nous ne les développerons pas ici,

Pendant plus d'un demi-siécle, il n'y eut plus de nouveaux énoncés d'indépendance
algébrique - a l'exception de quelques résultats 1iés & la classification de lahler

(ainsi, soit o un U nombre -~ par exemple un nombre de Liouville —, et soient
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Oy generly des nombres algébrigues, Q-lindairement indépendants, Alors les nombres

04 44
1 n
£, € seces ©

sont algébriquement indépendants [Mahler, 1931]).

Les premiers résultats d'indépendance algébrique obtenus par les méthodes que
nous avons étudiées datent dev1949 [Geltfond, T, chap.III §4] ; Gel'fond démontrait
alors deux théordmes, correspondant aux théorémesv7,2.1 (dans le cas m=n = 3) et
7.3.1 ; mais ces énoncés comportaient des hypothéses supplémentaires, dues au fait
que les seules majorations connues du nombre n(f,R) de zéros d'un polyndme expo-

nentiel

Z

£ Wh
f(z) = z:: Ph(z) e

he=t

dépendaient alcors du nombre

i) J

(cf. §6.5). Puis, en 1967 et 1968, Smelev obtenait le théordme 7.2.1 (dans le cas
m=2,n=4), avec toujours une hypothése supplémentaire.

I1 était facile de voir qutune majoration convenable de n(f,R), indépendante
de A , permettrait de supprimer ces hypothéses superflues. Les théorémes 7.2.1 et
7.3.1 sont exposés dans [Tijdeman, 1970b] et [waldschmidt, 1971a] (pour le théoreme
Te3.1, vVOoir aussi [smelev, 1968]), tandis que le théoreme 7.1.1 se trouve dans
[ Brownawell, 1971b] et [waldschmidt, 1971a] ; il a aussi été obtenu, indépendamment,
par R, Wallisser (non publié), Les théoremes 7.2.9 et 7.3.5 sont énoncés sans dé-

monstration dans [Brownawell, 1971a].
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Pour trouver les résultats du §7.4, il était indispensable de montrer que l'on
pouvait dissocier les deux fonctions Y, et 6n du critére 5,1.1 de transcendance
(cf, §5.5). Le théordme 7.4.1 a été démontré, indépendamment, dans [ Brownawell, 1971
d] et [waldschmidt, 1971 b]. On trouvera dans ces articles de nombreux autres corol-
laires,

Aucun de ces résultats ne semble le meilleur possible, Ia conjecture la plus
générale concernant les propriétés de transcendance de la fonction exponentielle a

 été énoncée par S. Schamuel (cf, [Lang, T, p.BO]).

Conijecture 7.5,2. Si XyreaerXy sont des nombres complexes ®-linéairement indé-

pendants, alors le degré de transcendance sur € du corps

X X
. 1 n
Q(X1,-..,Xn, € s0ee2E )

est supérieur ou égal & n .,

Cette conjecture contient toutes les propriétés connues sur la nature arithmé-
tique des valeurs de la fonction exponentielle (mises & part, évidemment, les propri-
étés lides aux approximations diophantiennes) ; elle est également réputée contenir
toutes les conjectures raisonnables que 1l'on peut énoncer sur ces valeurs,

Voici quelques conséquences de la conjecture de Schanuel, Elle contient 1'indé-
pendance algébrique de e et g , ainsi que l'indépendance algébrique de logarithmes
@-linéairement indépendants de nombres algébriques, Plus généralement, elle contient
la conjecture suivante de Gel'fond,

Conjecture 7.5.%. Soient O seeesy des nombres algébriques @-linéairement indé-

pendants, soient Z1,...,£m des logarithmes @-linéairement indépendants de nombres

algébriques, Alors les nombres




e ,...,e ) zey.aa,/em
i

sont algébriguenent indépendants.

D'autre part, 7.5.2 permettrait de résoudre le probléme de 1'indépendance algé-
brique de nombres de la forme aB [schneider, T, Probléme 7] :

Conjecture 7.5.4. 81 £ % 0 est un logarithme d'un nombre algébrigue o , et si

1 ’61"°"Bn sont des nombres algébrigues @-lindairement indépendants, alors les

nombres

sont algébriquement indépendants.,

On déduit de 7,5.4 une conjecture de Gel'fond : si £ # 0 est un logarithme

d'un nombre algébrique o , et si B est un nombre algébrique de degré

fe(p) :0]l =d 3 2,

alors le degré de transcendance sur @ du corps

d=1
Q(qsao--’aﬁ )

est égal & d-1 ., Le théoréme de Gel'fond Schneider résoud le cas d =2 , et
Gel'fond a résolu le cas d =3 (cf, 7.2.3).

Enfin, un cas particulier de la conjecture de Schanuel est la

Conjecture 7.5.5. Soient U ,...,.u deg nombres complexes linéairement indépen—
e e 1’ ’n

dants ; soit v un nombre complexe transcendant, Alors le degré de transcendance

sur @ du corps
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est supérieur ou égal & n-1 ,

Cet énoncé permettrait de résoudre une conjecture de Lang et Schneider
(cf. §2.3).

Comme toutes ces conjectures semblent inaccessibles & l'heure actuelle, en voi-
ci une derniere qui pourrait &tre plus facile.

Conjecture 7.5.6. So0it £ % 0 un logarithme d'un nombre algébrigue, et B un nom-

bre irrationnel guadratigue. Les deux nombres

}Z,em3

sont algébriguement indépendants (exemple : g et en).
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BExercice 7.1.a. Soit M € Mﬂ(@) ; soit d la dimension du sous~@-espace vectoriel
de € engendré par les valeurs propres de M , Soient t1,...,tm des nombres com-
plexes @-linéairement indépendants, Soit K wun sous—corps de ¢ , de degré de
transcendance { 1 sur § .

On suppose

eXp(Mtj) ¢ 61 (K) pour 1¢j

o
=

Montrer que l'on a

md ¢ 2(m+d) .

Exercice 7.1.b, Soient 1 > 1 et 1! deux nombres réels ; solent m et n deux
nombres entiers, vérifiant 1'une su moins des deux propriétés (1) et (ii) suivantes :
(1) tt <1 et m ) 7(min)
(ii) Tt 31 et mn > 1(m+n) .
Montrer que le corps K1 duvthéoréme 7.1.6 nta pas un type de transcendance infé-
rieur ou égal & (T,T') sur @ (avec la notation de l'exercice 5.4.d).

Indications, On utilisera soit le théordme 7,1.6, solt 1l'exercice 4,5,b.
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Exercice 7.1.c. On suppose que le corps K1 du théoreme 7.,1.6 est une extension de

degré de transcendance 1 d'un corps L , ou L est une extension de  § de type de

transcendance { 1 .

Montrer que

(gtiliser l'exercice 5.4.c).

[Brownawell, 19714, th.SJ.

Exercice 7.1.d. Soient m et

m < 2m(m+n).

n deux nombres entiers positifs, et +t, / deux nom

bres complexes, £ # 0 et t 4 ® . On suppose qu'il existe un sous—corps I, de

L1t 202

=®.(e s € seess® ) ’

qui a un type de transcendance inférieur ou égal a ¢ sur @ .

Montrer que, si mn 2T(m+n), alors

dimLK > 2 .

En déduire que trois des 23 nombres

22
€,€ ,0003€

sont algébriquenment indépendants,

(ytiliser 1l'exercice 7.1.c, et le fait que le corps Qle) a un type de transcen-

dance ¢ 3 sur _Q).
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Exercice 7.,1.e. On suppose que le corps K1 du théoréme 7,1.6 est une extension de
degré de transcendance { {1 d'un corps I , et que I a un type de transcendance
< (1,1’) sur ® ., Montrer que, si ' < 1 ,.alors. mn < 2T(m+n).

(Utiliser l'exercice 5.4.d).
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Exercice 7,2.,a, Soient 31, P deux polyndmes de Z[X1,X2,X3] , non nuls et premiers

2

entre eux. Soit « un nombre algébrique de degré 3 (irrationnel cubigue). Montrer

que le systeme d'équations

1l
(&)

it
(@)

n'a pas de solution x # 0 dans ¢ .

(compsrer avec [Gel*fond, P, chap,IIT §4 cor,3 du th,I]).

Exercice 7,2,b
1) Sous les hypoth&ses de 1l'exercice 7.1.a, on suppose que les nombres tj ap-

partiennent & X . Montrer que
nd < 2(md=1) .

2) Sous les hypothéses de ltexercice 7.1.a, on suppose gque la matrice ‘M ap-

partient & MH(K). Montrer que

md < 2m+d



1.33

Exercice 7.2.c, Soient 1 > 1 et <¢' deux nombres réels, On suppose que le corps
Ké du théoréme 7.2.8 a un type de transcendance Y (1,1') sur @ , Montrer que, si
T -
alors
m < m + (=1)n .
En déduire que, quel que soit <', on a

m ¢ tm + (o=1)n .,

(on pourra utiliser, au choix, le théoréme 7.2.8 ou l'exercice 4.5.Db).

Bxercice 7.2,d, On suppose que Ké est une extension de degré de transcendance ( 1
d'un corps L , ou I a un type de transcendance  t sur @ ,

Montrer que
m < 2tm + (29=1)n .

[Brownawell, 1971a, th.B].
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Bxercice 7.2.e, Solent 51,...,zh (h $ 1) des logarithmes @-lindairement indépen—

£

dants de nombres algébriques, On note aj =e 9 . S0oit n le plus petit entier

8+

v

, et soit B wun nombre algébrique de degré y n .

Sl—

Montrer que trois des nombres
= O, (j-——1,...,h;k=1,...,n)

sont algébriquement indépendants,

(Indications. On utilisera i'exerpice 7.2.4, avec le fait que le corps Q(a,B,aB) a
un type de transcendance 4 sur @ (ef. §4.6). On utilisera le théordme 8.1.1 de
Baker pour montrer que les nombres £1,...,£h sont lindairement indépendants sur
Q(B)). En déduire les résultats suivants

1. 81 a #£ 0,1 est algébrique, et si B est algébrique de degré 15, alors trois des

14 nombres

¢4 ) CXB 56003l
sont algébriquement indépendants sur ¢ .

2, Si a1 » 0, sont deux nombres algébriques possédant des logarithmes

@~linéairement indépendants, et si B est un nombre algébrique de degré 12, alors

trois des 22 nombres

aB ? ¢4 2 (k=112’000’11)
sont algébriquement indépendants,

3, 81 Log «, , log «

1 TLog a3 sont trois logarithmes f-linéairement indépendants

2 b4
de nombres algébriques, et si B est un nombre algébrique de degré 11, trois des 30

nombres



o b o ? (xg b (k=1,...,10)
sont algébriquement indépendants,

4, Si G s Gy G @4 sont quatre nombres algébriques dont les logarithmes sont
@-linéairement dindépendants, et si B est un nombre algébrique de degré 10, alors

trols des 36 nombres
a ’ ocg a‘ag ’ ai s <k=17°t-39)
sont algébriquement indépendants,

5. Si O seeesly sont huit nombres algébriques dont les logarithmes sont
Q-linéairement indépendants, et si B est un nombre algébrique de degré 9, alors 3

des 64 nombres

k

a? ’ (k:1,ooo’8; i:1,...,8)

sont algébriquement indépendants,

Comparer ces résultats avec ceux de [Smelev, 1971].
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Bxercice 7,2,f, On suppose que le corps Ké est une extension de degré de transcen~

dance { d'un corps L , et que L a un type de transcendance ( (T,T') sur @ , avec

27
<! — ———
< 1 1 L]

Montrer que
m < 2gm + (20-1)n .

(Utiliser 1l'exercice 5.4.d et le théordme 7.2.8).
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Exercice 7,%.a, On suppose que le corps Ké du théoréme 7.%.4 a un type de trans—

cendance ¢ (TQT') sur (T >1 ., 1t € R). Montrer que, si ' < 0 , on a
m < (v=1)(mn).

En déduire que, si ' » 0, alors

m ¢ (7=1)(mn),

' Exercice 7.3,b, On suppose qutil existe un sous—-corps L de K3 , de type de trans—

cendance { ¢t sur @ . Montrer que, si

m > (27-1)(mn)

alors le degré de transcendance de Ké sur L est supérieur ou égal & 2,

[Brownawell, 1971a, th.4],
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Exercice 7.3.c, Soit t wun nombre complexe tranccendant, On suppose que le corps
Q(t) a un type de transcendance { t sur @ . (r )'2). Soit a €€, a % 0 . Montrer

que, si m > (21—1)(m+n), alors trois des nombres

sont algébriquement indépendants,
(Appliquer 1!exercice 7.3.b)
Quelles sont les valeurs intéressantes de m et n gquand t est égal successive~

ment &

m 2V§ Log 2

T, e, Log2 , e , ' Tog 3 ?
(Utiliser les résultats de Cijsouw cités au §4.6).
En déduire que 3 des noumbres
2 19

sont algébriquement indépendants sur @ .
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Bxercice T7.%.d, Soit B un nombre algébrique de degré 3 11. Soit £ # 0 un loga~

rithme d'un nombre algébrique o . Montrer que % des 20 nombres

LBl 619, g9

=OC,...,e =

sont algébriquement indépendants,
(Utiliser 1l'exercice 7.3.0 avec le fait que le corps Q(aB) a un type de transcen-

dence § 4 sur Q). BEn déduire que, si [@(B) : Q] =11 , alors

10
dimQQ(z, fdf )y,

Exercice 7.3.,e. On suppose qu'il existe un sous-corps I de K3 , de type de trans-

cendance (t,7') sur @ , tel que dimL K5 £ 1 . Montrer que, si ' < 0 , alors

mn < (21—1)(m+n) .

Bn déduire le résultat de 1l'exercice 7.3.b.

(Utiliser 1l'exercice 5.4.4 et le théordme 7.3.4).
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Exercice 7.4.a, Soit B % 0 wun nombre algébrique ; soit £ % 0 un logarithme d'un
nombre algébrique ; soit r # 0 wun nombre rationnel, lMontrer que l'un des deux

nombres

41 2141

B4 gL

est transcendant,
En déduire que, si a et b sont deux nombres algébriques, b # 0 , alors les trois
nombres

bea be2a be3a

ne sont pas tous algébriques,

BExercice 7.,4.b, Soient x et y deux nombres complexes, X % 0 et ¥y ﬁ f§ . On sup-

pose e et &Y algébriques, Montrer que deux des trois nombres
be
X’y,e

sont algébriguement indépendants,

En déduire que, si a # 0 est algébrique, alors l'un au moins des deux nombres
a 2a
explae”) , exp(ae”™)

est transcendant,
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Exercice 7,4,c, Soient o et B deux nombres algébriques non nuls ; montrer que les

nombres

2

exp(ge®) , exp(%; e

206)

ne sont pas tous deux algébrigues,
En déduire que, si a £ 1 , 1'un des deux nombres

| >
Log Log af , exp-—££9§¥gz~g

Log Log «

est transcendant,

Bxercice 7.,4,d, Soient 31 ,32 ,33 des logarithmes de nombres algébriques ; on sﬁp—

pose que 31 et zB , ainsi que 32 et 23 , sont @-lindairement indépendants.

Montrer que

£1£2
dimg Q(/81 y by b exp(—%—)) 2.

Bn déduire, pour =T % 1 rationnel, la transcendance de 1'un au moins des deux

nombres
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Exercice 7.4.e., Soient o« et B deux nombres algébriques non nuls ; soit 4 % 0

un logarithme de B . On suppose gue le nonbre
2

exp(%—)’

est algébrique, Montrer que les deux nombres

sont algébriquement indépendants,
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Exercice 7.5.a. Donner un exemple de nombres algébriques B1""’Bn , irrationnels
et @-linéairement indépendants, et d'un logarithme g # 0 d'un nombre algébrique,
tels que les nombres

8,

e ’nooye
solent algébriquement dépendants,

(Comparer avec le septidme problime de [schneider, T] et le corollaire T.5.4).

Exercice 7,5,b. Démontrer que la conjecture 7.5.5 est une conséquence de celle de

Schanuel,

(Indications. Soit n+g (O £ £ K n) la dimension du @-espace vectoriel engendré

par les nombres

111,0..,1111 3y VU, 56043V

montrer que

dimQ Q(v ,u1,...,un) 'Y £+1) .

Lthypothese

v transcendant est-elle nécessaire pour que la conjecture 7.5.5 soit

raisonnable — c'est-d~dire conséquence de 7.5.2 2 (considérez les nombres

v =12, u, = Log 2 , u, = V2 Log 2 , uy = Log 3 , v, = V2 Log 3 ).

En déduire que la conjecture 1 de [waldschmidt, 1971 a] est fausse, Domner un contre

exemple semblable & une conjecture de [Ramachandra, 1967, p. 87—88].
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Bxercice 7.5.,c. Déduire de la conjecture 7.5.2 de Schanuel

1) 1'indépendance algébrique des 16 nombres

T e e T T e i i i
e, nw, € ,logn,e , T , % , Log2,2 ,2 2 e , n , Log 3,

(Log Z)Log 5 , 2VE .

2) la transcendance de 1l'un des deux nombres

pour x €€ , x£0, x#£1 .

3) la transcendance de 1'un au moins des nombres

pour X €C , x £ @,

Exercice 7,5.d, On définit par récurrence une suite croissante (Kﬁ) de sous~corps

de ¢ de la manicére suivante :

k=05 K =K lexp(x 1))
autrement dit Kh est la cldture algébrique dans ¢ du corps obtenu en adjoignant

4 K les nombres

expt, t E-Kn___1 .

Déduire de 7.5.2 la conjecture suivante

K .
n

n £

U
nYo

[Lang, 1971, p. 639].
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CHAPITRE 8

Ia méthode de Baker

§8,1 Indépendance linéaire de logarithmes

Nous avons vu (2.1.2) que le théoreéme de Gel'fond Schneider pouvait &tre formu-—
1é de la maniere suivante :
si 4, , £. sont deux logarithmes ®-lindairement indépendants de deux nombres

1 2

algébriques, alors £1 , zz sont @-lindairement indépendants,

Dtautre part le théordéme (3.1.1) de Hermite Lindemann peut s'énoncer :

si £ est un logarithme non nul d'un nombre algébrique, alors { , £ sont
E}linéairement} indépendants,

En 1966, Baker montra qu'il était possible de généraliser le théoréme de
Gel'fond Schneider au cas de plusieurs logarithmes ~£1""’£n [Baker, 1966], résol-
vant ainsi une conjecture dont gel'fond avait montré 1!'imporiance [Gel'fond, T, Pp.
126 et 177]. Puis, en 1967, Baker généralisait son résultat [Baker, 1967], en démon-

trant le

Théoreme 8,1.1, Soient Z1”'°’£n des logarithmes @-linéairement indépendants de

nombres algébrigues, Alors les nombres

1 ] 161,¢o.,/gn

sont ®-lindairement indépendants.

on déduit évidemment de ce théoréme celui de Gel'fond Schneider et celui de

Hermite ILindemann, D'aufre part, soit I 1'ensemble des logarithmes de nombres al-
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gébriques :

Alors I est un sous Q-espace vectoriel de ¢ , et le théoréme de Baker contient les
deux corollaires suivents [Serre, 1969] :

Corollaire 8.1.2. Tout élément non nul de

®.L = §a1z1+...+amzm ;»ai €Q, £, €L, n) 11}

est transcendant,

Corollaire 8,1.%, L'injection de I dans € se prolonge en une application

Q-lindaire et injective de Q ® I dans ¢ .
Q
On pourra vérifier, en utilisant des arguments simples d'algebre lindaire, que
le théoreme de Baker est équivalent & l'ensemble des deux corollaire 8.1.,2 et 8.1.3,

et que le corollaire 8,1.% est équivalent au suivant :

Coroliaire 8,1,.,4, Soient 11""’zm des logarithmes non nuls de nombres algébrigues

Oy reeesly , et 61,..,,Bm des nombres algébriques, On suppose

1 ] 51,0-0,Bm

Q-linéairement indépendants. Alors le nombre

51z1+f..+smzm B, B

est transcendant,

B

Voici deux derniers corollaires concernant les produits de nombres o .

Corollaire 8,1.,5. Soient 31""’£m des logarithmes @-linéairement indépendants de

nombres algébrigues, et 61”"’Bm des nombres algébrigues. On suppose gue l'un au

moins des nombres BrseeesBy £st irrationnel, Alors le nombre
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e:ecp(B1 z1+...+5m/3m) = q

est transcendant.

Corollaire 8.1.6. Soient £1,...,£m des logarithmes de nombres algébrigues

Cyreeer®y , et Bo’ $1’°"’Bm des nombres algébrigues, Bo #0 . Alors le nombre

B, B

eXP(BO+B1/z1+...+Bm£m) = € Uy el

est transcendant.

On peut résumer les trois derniers corollaires en disant que, cas triviaux

exclus, le nombre

est transcendant (pour oc1 sesesl BO ’ 61 seees Bm algébriques).

§8,2 Principe de la démonstration

La démonstration va s'effectuer par 1l'absurde, On suppose que £1,...,£n sont
des logarithmes @-linéairement indépendants de nombres algébriques Cyveeesy s et

que les nombres

1 b 'e‘]’...’r'gn

sont @-linéairement dépendants ; on souhaite arriver & une contradiction, Berivons

une relation non triviale de dépendance linéaire sur § des nombres 1 ,21,...,£n :

BO+B1Z1+...+Bn}3n =0, B.

;€ @, (Byreees8) # (0,...,0) .

L'un au moins des nombres B1"“’Bn est non nul ; par exemple Bn % 0 . Quitte &

diviser tous les Bﬁ par ~sn , on peut supposer Bn ==~1 , et
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(8.2.1) Byo= BB LytetB b L5 By €0, (01 ¢ m),

L'indépendance linéaire sur § des nombres £1,...,£n montre que les fonc~
tions
2.2 R

1 n
Z, € se0e03C -

sont algébriquement indépendantes (1emme 1.4.1). Ces fonctions prennent des valeurs

dans le corps

Q(a1,~--7(xn)

pour tout 2z € Z ., Le premier pas consistera & construire un volyndme non nul

P€Z[X X ,eeesX ]

1

(dépendant d'un paramdtre N suffisamment grand), tel que la fonction

£1z znz
(8.2.2) F(z) =P(z,e ' ,.euiye )

possede de nombreux zéros, Pour utiliser (8.2.1), il faut faire intervenir les déri-
vées de F , c'est-d~dire imposer & ces zéros un ordre de multiplicité élevé (comme
dans la méthode de Gel'!'fond)., Mais ces dérivées premnent, pour =z € Z , des valeurs

dans le corps

)

E ‘-—:-Q(/e1’¢no,'en_1

qui ntest pas une extension algébrique de @ (d'ailleurs, on ne connait, pour son

degré de transcendance sur @ , que 1l'encadrement
1 & dimQ B ¢ n~1;

on ne connait donc pas de type detranscendance de E sur Q).

Pour résoudre, dans Z , un systeme d'équations
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3 coefficients a; 3 dans Q[z,,.,.,z ] , on exprime chacun des nombres
4 -

y n=1

comme polyndmes en 51,...,£n ; les coefficients de ces polynOmes sont des formes
linéaires a coefficients algébriques en X1,,..,X$ ; on peut alors utiliser le lemme
1.3.1 de Siegel pour annuler chacun de ces coefficients, ce gui résoudra le systéme,
On peut remarquer que, dans les méthodes précédentes, le nombre m d'équations était
toujours du méme ordre de grandeur que le nombre v d'inconnues, alors qu'ici il
devra étre beaucoup plus petit,

I1 faut donc exprimer les nombres
d .
— 7(x) , Sentier 0, x €7,

comme polyndmes en £1"°”£n . Pour cela, on édcrit explicitement P ¢ Z[XO,...,Xn]:

1
A A
0 M - CYPPONT WD) SRS S
xo>o Kn>o
la fonction P , définie par (8.2.2), s'éerit
A

¥(z) = %:; p(n) z ° eXp(N z1+...+xhzn)z ,
A

o (An) = (xo,...,xn). Grice & la relation (8.2.1), on peut également écrire F sous

la forme

A N1
(8.2.3) F(z) = ; p(2) z © exp(n B, + T (A0 .02, )7 .
- i

1=1

C'est sous cette forme que l'on calcule les dérivées de P

s! 1 n
(8.2-4) "—'éF"' Z: G!O.;G ! /81 .../en FG se0030 ?
dz O teesta =8 n—1 © =1
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n PP
ot, pour (¢ ,...,0, ) €W , on définit

% A ABZ 1=

(6.2.5) 7 () =500 . A %) L Oynggy) *
A

G, 300030 o} .
o’ ? -1 0 i=1
dz

11
. exp(z:; (7 B, )8.2) .
1=

On remarque que les fonctions F - prennent des valeurs dans le corps
G’q."
o}

n—1

de nombres

K.= Q(a1,...,an ’ Boyc..,ﬁn_1) ?

pour tout z € 7 ; dtautre part, grice & (8.2.4), il suffit d'annuler tous les

nombres

F e e o = S
O’O"'°’dn_1(Z) ’ (GO+ +Gl’l—1 ) ’
pour en déduire
S .
Jig F(Z) =0 ,
dz

Ainsgi, pour effectuer le premier pas, on résoud un systeme

F (Z) = 0 ’
60,‘..’611—1

pour des valeurs convenables de 2%, Gyreses O 1

Nous avons déja remarqué que le nombre de zéros connus de F , clest-i-dire le

nombre d'équations

S
d
_EF(Z):O,
dz

doit étre beaucoup plus petit que le nombre de coefficients de F ., A cause de ce

fait, pour trouver une valeur non nulle de P (deuxilme pas), on cherche un couple

(t,x) € ZxZ, t Y0,
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tel que

dt
;%F(X)#Oy
dz

et tel que (t,x) appartienne % une région ® de ZxZ ayant la forme suivante
(dans le cas classique de la méthode de Gel'fond par exemple, on choisit pour ® un

rectangle) Y

(8.2.6) soﬂz_-_-_--_--,---

-

fr = e e - e e e e e o e e m e w e e e m w w

Y’ X .
S /2 b e et o e e e e e e .- e e e e e m - e = -
O/ t : ¢
) b ]

Xo X1 X}e

Ra) S

Le théoreme (6.1.1) nous permettra de trouver un tel couple (t,x), ce qui montre

ltexistence d'entiers TyreeesT , vérifiant

n~1

TobeeetTy 4 = t, Tj »y0,et &= Fw

$e 009

(x) #0 .
1

nN=—

Le nombre § est un élément non nul du corps de nombres

K = Q(Oﬂ1,...,(xn ’ 60’...’511—1)

et il est facile de majorer la taille s(g) de & (troisidme pas). Il reste & majo-

rer § (quatridme pas) pour obtenir une contradiction avec 1,2,3%. L'originalité de

la méthode de Baker se trouve essentiellement dans ce quatri®me pas. Pour utiliser
1targument classique du principe du maximum, on est amené & dériver la fonction

FT i . On déduit facilement de (8,2.5) la relation fondamentale suivante :
0’7 'n—y
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qu u! M tn—
(8.2.7) — T = Z —_— 4 1...£ ! .
st T ,...,Tn_1 e T —u Mot eyt 1 N1
Motes ety
To+u0’aoc ,Tn—1+pn~1
La forme de la région & (8.2.6) montre alors que la fonction F i pPoOS—
T s e ey :
0 n-1

sede de nombreux zéros, avec un ordre de multiplicité élevé, ce qui permet de con—
clure,
Une présentation légérement différente de cette méthode est proposée dans

[Waldschmidt, 1973b].

§8.% Démonstration du théordme 8,.1.1

Soient £1,...,£n des logarithmes @-linéairement indépendants de nombres al-

gébriques, et Bo’°“’Bn—1 des nombres algébriques. Soit
£ Y/

n
K=0le  =a,.e =a ,BO,...anF1) .

On note & = [K :Q] le degré de X sur @ ,bet 0 le p.p.c.m, des nombres entiers

positifs

)seeesd(p. ).

&(a,)sunsdla)) 5 alp,) -

On suppose

(8.2.1) by = Byt Byl 4B

ny1zn—1 ’

et on souhaite arriver & une contradiction,

soit N un entier positif suffisamment grand, divisible par 4n . 31 £ est un en-

“tier positif ou nul, on ncte

n
Ay ={(x,0500ir0, ) €W 51 (XN 5 6 teuata

o
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On peut remarquer que la région K dessinde en 8,2.6 est une réunion d'ensembles

{(x,%4)e2ZxZ ; il existe Cyseees Oy 4 s tels que (x, 60""’Fh—1) € A£ et

O teeeta =t} ,

avec s = N2n et x =1 .
o) £

Pour commencer, nous allons prouver l'existence d'sntiers rationnels

2n—1

2 .
P = p(gseen) 5 (0¢n, <2a™ 5 0 <, 1¢i<n),

non tous nuls, vérifiant

3n-1

(8.3.1) Log Izlaz)c [p(A)] << n Log N ,

A

et tels que les fonctions (8.2.5)

% o, ! A!
F (z) = p(A) ) ) ———7 . - .
GO’...’Gn—1 % p':o “'(GO—H). (7\,0—“,).
6 ~p 11 6.  A=p (A L AN £ )z
0 3 o) 17 n’n
(Bo}\n) [ jl;I1 ()\,j+7\nBj) 3 Z 3 e b

définies pour (co,...,qn i) e’ , vérifient

F(SO,.,.,Gn_1(X) = O M- (X’ Goyooo,cn—1) € Ao .

Pour cela, on cherche & résoudre le systéme

2n 3n-1
N +n.N
0 cF s (x) =0 pour (x,0.,.00s0, ) €A .
o) n—1
?n2n
C'est un systéme lindaire homogene en p(A), de moins de N T équations &
2n2+n

268N inconnues, a coefficients dans X entiers sur Z . De plus on peut majorer
la taille de ces coefficients :

301

t(coefficients) << X + W Log N .

Le lemme 1,3,1 de Siegel permet de résoudre ce systeme dans 7 , tout en vérifiant
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(8.3.1).

Considérons la fonction (8.2.2) ainsi construite :

A n
P(z) = %:; p(n) z ° exp(z:: xiziz) )
A i=1

Elle est non nulle (grice & 1'indépendance linéaire sur § de Z1,...,£n , et au

lemme 1.4.1) ; d'apres le théoreme 6.1.1, le nombre de zéros de F , dans le disque

2n2+n
|2] < n ,
est inférieur &
2n2+n 2n2+n 2n~-1
48N + 5.0 N (|z1l+...+|zn[) ,
ce qui est strictement inférieur &
2 2
P

dés que N est suffisamment grand, Par conséquent les nombres

s 2 2
d n 4n -4n- _2n
— Fx) , 1g¢x FE o ¢ s <27
dz

ne sont pas tous nuls, Les relations (8.2.4) montrent gutil existe un entier £ ,

tel que 1l'un des nombres

FG yeeesG (X) s ((Xycoyoo-’(fn_1) € A/Z) E
(¢] n--1

soit non nul, On choisit pour £ le plus petit de ces entiers, et on désigne par

1'un de ces nombres non nuls, avec

(X, Go,¢0076n~1) E A,e .
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Alors gW est un élément de K dont il est facile de majorer la taille, en
1

ytilisant (8.2.5)

3142-1
s(g ) <« .Log N .

Nous allons montrer que EN vérifie

£ 1
573
(8.%.2) LoglaNI {-N ;

ainsi EN ne vérifiera pas la relation (1.2.3) :

-2[x: 0] s(g) < Togle |

bien que gN € K soit non nul, Cette contradiction terminera la démonstration,

Pour démontrer (8.3.2), on remarque que, d'aprés le choix de l'entier £ , on a

F (Y) = O pour (y’T 7-0.,Tn_1) € .A.

3
TO’“"Tn—-1 0 £ 1

or, comme ‘(X, co,...,qn_1) € Az » pour

i
-£ _2n
on a
(75 oy tugreeesoy tuy ) €A, .

Par conséquent, grice aux relations 8,2,7, on constate que la fonction F

1 Gpyrenesr Oy
M2 -2 2n
possede les zéros ¥ = 1,...,N , dtordre au moins égal & 2 "N~ . On applique

alors le principe du maximum, sur le disque

n+.§+l
2] ¢w 24

3 la fonction entiere
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Un calcul facile conduit aux majorations

il 2
Log|F s o« .Log W ,
GO’..., n_1 R
£
© i
2 £-1
N Nepmre—
X=y 1 2
Log sup 11 ‘——— ==X .Log N .
o =y 5
lz|=R y=1
Pour N suffisamment grand, on aura
1
3n+—§-
ioglFG N IR ,
O’...’.n—‘l R
ce qui permet dfobtenir
5oLl
Logle | ¢ - W .

La majoration (8,%.2) est ainsi démontrée, et on en déduit le théortme 8.1.1.

§8.4 Un énoncé effectif (sans démonstration)

Pour simplifier sa démonstration, nous avons négligé l'aspect effectil du thé-
oréme de Baker ; le théoreme 8,1,1 montre qu'une forme linéaire non triviale en
1, £1,...,Zn , a coefficients algébriques, est non nulle ; de plus, et clest fonda-
mental pour les applications, on peut minorer une telle forme, en fonction des

4

tailles des nombres a, =¢€ et des tailles des coefficients, Parmi les nombreux
domaines de la théorie des nombres‘oﬁ cesbminorations effectives interviennent, men-
“tionnons :
~ les problémes de nombre de classes de corps quadratiques imaginaires (Baker,
stark,...)

— 1*étude de 1l'approximation de nombres algébriques par des nombres rationnels, et

la recherche de points rationnels sur des courbes algébriques (Baker, Coates,



Feldman,,.,)
- les propriétés de nombres.ayant de grands facteurs premiers (Ramachandra, Shorey,
Tijdeman),

C'est pour ces ralsons que de nombreux mathématiciens (principalement Baker,
Feldman et Stark) ont cherché & améliorer les minorations de formes linéaires de
logarithmes de nombres algébriques, Voici, & titre d'exemple, un énoncé effectif
[Feld.man, 1968 b].

Théoreme 8.4.1. Soient g1,...,zn des logarithmes @-linéairement indépendants de

nombres algébrigues Oy reeerty ; s0it d wun entier positif, Il existe deux cons—

tantes positives € et u , ne dépendant gque de n.,£1,...,£n , d , telles que, pour

tous nombres algébriques Bo”"’Bn , non tous nuls, de degré inférieur ou égal & d

et de hauteur inférieure ou égale & H , on ait

4
|50+B1z1+...+pnzn| > C.H © .

ILes constantes ¢ et u peuvent &tre explicitées ; par exemple on peut choisir

¢ et % sous la forme

c = (14a)7"

et

2

n 16n2
% = (co + 90 .n.Log h)

s

ol co est une counstante absolue (effectivement calculable) et

L.
h = max {(1-+[Q(ai):Q]).H(ai)’; el ll}
1€in

(12 hauteur. Hga) d'un nombre algébrigque o« est par définition la hauteur du poly-

nbme minimal de ¢« sSur Z).
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On peut raffiner ce résultat, par exemple dans les cas n =1 , ou Bo =0,
ou Bj €7 (0¢3j¢mn), Voir & ce sujet [Baker, 1969] et les articles récents de

Baker et Stark dans les "Amnmals of Mathematics",



8.15

EXERCICES

Exercice 8.1,.a

1) Montrer que chacun des corollaires 8.1.3, 8.1.4 et 8.,1.5 du théoréme 8.1.1
est équivalent au suivant :
(8.1.7) si 31,...,£n sont des logarithmes @-linéairement indépendants de nombres
algébriques, alors £1,...,£n sont @-linéairement indépendants,
(Indications, Pour démontrer que'8.1.4 implique 8,1.7, considérer une relation du
type

Boloter 4By ty = o,

ou BO % 0, 61,...,Bn sont des nombres algébriques, et zo,...,zn des logarithmes

@-lindairement indépendants de nombres algébriques ; exprimer Bo""’sn dans une

base du @Q-espace vectoriel

QBO+...+QBn ’

pour se ramener au cas ou BO,...,Bn sont @-lindairement indépendants, Déduire de

la relation

une contradiction avec 8.1.4.

Pour démontrer la réciproque, partir d'une relation

zo = B1£1+...+ann ’

ol 61""’Bn sont des nombres algébriques, et Zo”"’zn des logarithmes non nuls

de nombres algébriques ; considérer une base du sous-f-espace vectoriel de ¢ engen-
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dré par zo,...,zn , et utiliser 8.1,7 pour montrer que les nombres

B =""1 ’ 31500-,6:[1

)
sont @-lindairement dépendants),
2) Montrer que les corollaires 8.1.2 et 8.1.6 sont équivalents,
3) Montrer que le théordme 8.1.1 est équivalent & 1l'ensemble des deux corol-

laires 8.1.2 €t 8.1.3.

.BExercice 8,1,b, Donner un exemple de nombres algébriques Oy reeesl 61”"’Bn s
avec o, £ 0,1 , et 61""’6n irrationnels @-linéairement indépendants, tels que

¢4 (04
1 LRI 3

soit algébrique,



8'17

Exercice 8,1.,c, Soit M ¢ Mh(@) une matrice qui n'est pas nilpotente, Soient

t1,...,tm des nombres complexes, @-linéairement indépendants, tels que
exp b, € 61 (8) , (1 < 3 ¢ ).
1) Montrer que les nombres
t,yeeest

sont @-lindairement indépendants,

2) On suppose que WM £ Mn(ﬁ) 3 montrer que les nombres

1 ,t1’...’tm

sont @-lindairement indépendants

(Indication : voir exercice 2.1.c).
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Bxercice 8,1,d. Le théoréme 8,1.1 montre que le nombre

est transcendant. Plus généralement, déduire du théordme de Baker le résultat
suivant,
Soient P et Q deux polynbmes non nuls de @[X] , premiers entre eux, Notons

. N . s Plz
@ysenesl les zéros distincts de Q , et PyreessPy les résidus de 6(2% aux

1

pbles Oy seneslly respectivement, Soit I' un chemin du plan complexe, qui est fer-
mé, ou bien qui a des extrémités algébriques ou infinies, et pour lequel 1'intégrale

'P(Z) dz

)

existe, Alors le nombre I est algébrique si et seulement si

n P
fz: de:O.
I k= k

En déduire que, si deg P < deg Q , et si Q n'a pas de zéros multiples (clest-i~

dire deg Q =-n), alors I est nul ou transcendant.‘[Van der Poorten, 1970].
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Bxercice 8,3%.,a, Soient 1 » 1 un nombre réel, n , m deux entiers positifs,
u1,;..,un (resp. V1,...,Vm> des nombres complexes @-linéairement indépendants,
et X un sous—corps de ¢ de type de transcendance ¢ sur @ .

1) Soit r1 (1 < r1 £ m) la dimension du sous—K-espace vectoriel de € engendré

PAT  V.os.0.,V . OB suppose
nyt et m Y (=1)(mn) + T .
Montrer que l'un des nombres

expluv,) , (1¢ign,1¢i¢m),

est transcendant sur X .

En déduire le théoreme 7,2.9.
2) soit r2 un nombre réel positif, On suppose que le gous~K-espace vectoriel de ¢
engendré par 1 PV reee ¥y, @ une dimension inférieure ou égale a r2+1 . Mbntrer

que 1l'un des nombres

s eXp(uiVj) , (1 ign,1iL m) ’
est transcendant sur X , dés que

nyt,mn>r et m (v-1)(m4n) + r2n .

3) généraliser ces résultats aux extensions de @ de type de transcendance ( (v,zt)"

(ef, exercice 5.4.4) [waldschmidt, 1972 b].
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Exercice 8,3.b. Soient A et I deux nombres réels supérieurs ou égaux & 1, Soit ¢
une fonction entiére, On suppose que, pour tout entier j , 0 ¢ j ¢ I , les trois

propriétés suivantes sont vérifiées,

(i) é?ﬁ ¢(z)| < exp(a(|z|+1)) pour tout =z € ¢ .
(ii) égg p(0) =0 .

(iii) Pour tout entier k > 0 , la condition -

ad 1
I;;g o(k)| < 7

entraine

dzJ

Montrer que l'on a

o 1 Iy
p(k) = 0 pour 0 kg = explzmeg)

[Stolarky] (des résultats analogues ont également &té obtenus par XK. Ramachandra),
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Bxercice 8,4,a. Soient 31,...,£n des logarithmes de nombres algébrigues ; montrer
qu'il existe une constante C » 0 ne dépendant que de z1,...,zn , et effectivement

calculable, telle que, pour tout n-uple dlentiers (b1"“’bn) € Zp , on ait
ou

b 4 +e.otb £ | > exp(= ¢, max |b.])
1 1. nn 1<i\<n 1

(Indications, Soit

b1z1+...+bn£n
W =28 -1

si w=0, le nombre b1£1+.;.+bnzn est un multiple entier de 2igx , et le résultat

est trivial ; si w # 0 , utiliser les inégalités
lNQ(W)/Q(d(W).W)l »1
et Iez—1| £ elz|—1 £ Iz‘.elzl pour tout z € €).

[Baker, 1967, II lemme 5 et III lemme 6],

Comparez avec [Gel'fond, T, chap.I §3 théoréme v].
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APPENDICE

Théoremes locaux

Les résultats généraux que nous avons étudiés (théorémes 2.2.1, 3.3.1 et 4.5.1)
concernaient des fonctions entiéres ou méromorphes dans tout le plan complexe, Il est
quelquefois utile de connaftre des énoncés analogues pour des fonctions analytiques
ou méromorphes dans un domaine bdrné de ¢ . BEn voici plusieurs exemples, suivis de

Quelques résultats concernant le cas p-adique,

§A.1 Ia méthode de Schneider

Supposons, avec les notations du théoréme 2,2.1, que 1l'ensemble § = lJ S
ny i

soit borné., On peut alors remplacer l'hypothése que les fonctions f1"'°’fd sont

respectivement, par lthypoth&se que

entidéres d'ordre inférieur ou égal & P reserrg

ces fonctions sont analytiques dans un ouvert suffisamment grand (par exemple elles
peuvent &tre entidres dlordre infini)., Plus précisémenf :

Théoréme A.1.1. Soient K un corps de nombres, et f,,...,f, des fonctions analy-

1 d

tigues dans un disque fermé {z €€ ; lz| < r} , algébriguement indépendantes sur .

Soit '(zn) une suite de points deux & deux distincts du disque {z € ¢ H

nzn
>O

lz] < %} . On suppose que, pour tout i =1,...,4 et pour tout nyn , ona

O
fi(zn) €K .

Alors
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d :
. 1 ,
(A.1.2) Z lim sup Tos T lLog max s(fi(zm)) y d=1 .
i=1 n-4 n <mgn

Démonstration

Nous allons montrer que, si p1"’°’pd sont des nombres réels positifs tels aue
Pi
max s(fi(zm)) £n pour n suffisamment grand,
nogmgﬁ

alors on a
P teeetPy > d-1 .

On note

Pyter ety

Un argument que nous avons déja utilisé plusieurs fois (voir par exemple (2.2.5))

permet de ne considérer que le cas
1
max pi< pt3 .
1<igd

I1 existe un nombre r1 > r tel que les fonctions f ,,...,f., soient analytiques

1 d
dans Ie disque lzl £ r1 .

Le lemme (1.%.1) de Siegel montre 1‘existénce, pour n suffisamment grand, d'un

polyndme non nul

Pn € Z[X1,oooyxd] b4

1 1
Py AL,
de degré ¢ 2&n par rapport & X, (1 ¢igad), et de taille ¢ 64 n , tel

que la fonction
Fn = Pn(f‘]’.'.,fd)

vérifie
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Fn(zm) = 0 pour n0 £m< no+n .

Comme l'ensemble des zéros de F dans le compact {z € C ; lzl { =} est fini,

Al

les nombres

Fn(zv) ;v yn

ne sont pas tous nuls, Soit v le plus petit entier positif tel que

gn = Fn(zv) # 0.
On a donc v 3 n -, et . est un élément non nul de KX dont la taille est majo-

rée, gréce a (1.2.5), par
tho

s(z) < 460 V" .

Pour majorer ]gnl , on utilise le principe du maximum, sur le disque lzl £ r1 ,

pour la fonction

v=1 -1
P a). 0 (o2 )7
m=n
o
Oon obtient
y 3r1-r
Loglgnl <3 . Log( > ) .

La relation (1,2.3) donne alors, pour n (donc v) suffisamment grand :

1
E+P>1 ’

ce qui démontre le théortme A,1.1.
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$a.2 La méthode de Gel'fond

Voici, sans démonstration, un résultat analogue au théoreme 3.3,1 (mais plus
faible) dans lequel on suppose seulement que les fonctions étudiées sont analytiques
dans un disque,

Théordme A.2.1. Soient X wun corps de nombres, £ ,...,f des fonctions analytigues

1 h
dans un disque {z € ¢ ; |z| ¢}, et (Zn)n>n une suite de points deux & deux dis-
7 0 .
tincts du disque f{z € € ; |z| < -Ié} , tels que

fi,(zn)eK pour 1 ¢ igh et nymn .

On suppose gque deux des fonctions f1 ’”"fh sont algébriquenment indépendantes

sur ® , et que la dérivation 3 .opere sur le corps K(f1,...,fh). Alors on a

dz
(A.2.2) lim sup-1 max s(f.(z )) >0 .
n . it m
n-> 4o 1€igh
no\<m\<n

. s . d s .
8i, de plus, la dérivation T opere sur le K-espace vectoriel

K+Kf1+...+th , alors on a

(A.2.73) 1im sup + max s(f,(z )) = 4o0 .
n . 1 m
1 —> oo 11
n <10

§A.3 Type de transcendance

I1 n'est pas difficile de généraliser les résultats des deux paragraphes précé-
dents aux extensions de @ de type de transcendance fini '; on peut également les
étendre aux fonctions méromorphes dans un disque. On obtient ainsi les deux énoncés

suivants,
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Théoreme A.%.1, On considere

~ un sous—corps K de € , de type de transcendance inférieur ou égal & T sur @

('1: > 1), et de type fini sur @

méromorphes dens un disque A = {z € C ; lzl ¢ r}, al-

- des fonctions f1"“’fd ’

~gébriguement indépendantes sur X ;

—~ une suite (z ) de points du disque fz € € ; |z] ¢ E} , deux 3 deux dis—
=== "n’mn — 3

tincts, non pbdles de f ,...,T

1 ' tels gue

Vv
=
e

fi(zn)EK pour 1¢igd eb nyn

~ des fonctiong h1,...,h , analytigues dans A, ng‘s'annulant pas aux points Zn

d

f ,eee,h.f. soient analytiques dans A .

(n >n ), et telles que h
o/t &% 225208 quUo

11 dd
Alors on a
Zg___" lim sup —. Log max {s(£.(z )), Log T_TT[ ! by a4,
i=1 n-—4o0 Log n no{m\<n iTmes hi “n o )

Remarque : On peut cholsir pour hi le polynéme unitaire dont les racines sont les
pbles de fi (comptés avec leur ordre de myltiplicité) dans |z| {r.

Théorsme A,3.2, Soit K un sous—corps de € de type de transcendance inférieur ou

dgal & 1 sur @ et de type fini sur @ . Soient f1"”’fh des fonctions méro~

morphes dans un disque A = {z €EC 3 lz[ < r} ; soit (Zn)n>n une suite de points
‘4
o)

distincts du disque f{z € ¢ ; |z] < =} , non pbles de £eeefy 5 tels que

fi(zh)€K pour 1 { 1 ¢h,n3n_ ,

Soient g1,..;,gh des fonctions analvitigues dans A , sans zéros aux points Zn ,

f soient analytigues dans A .

(ny no), et telles que g1f1,...,gh n

Soit d le degré de tranScendance sur K du corps K(f1_,,,,,fh),
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Si la dérivation 4 opdre sur le corps K(f ,.,.,fh), alors on a

dz 1
. (d=1)
(A.3.3) lim sup n T . max {t(f.(z )) , -Log ]h.(z )l} > 0.
. i'm i m
R 1<i¢h
n <mn
8i la dérivation é% opere sur le K-espace vectoriel K}+Kf1+,..+th , et si
d> g >1 , alors
. (7=1)d
(2.3.4) limsupn '° ’%, max fe(£,(z ), -10g |n (= )[} > 0.
N ~> oo 1€i¢h

n {mgn
oSS

§A.4 Cas p-adigue

Dans tous les énoncés généraux concernant les fonctions analytiques ou méromor-
vhes (dans un disque ou dans @) que nous avons étudiés, on peut remplacer le corps
¢ des nombres complexes par un éorps mp valué ultramétrique, complet, algébrique-
.ment clos, de caractéristique nulle et de caractéristique résiduelle p (p > 0
premier), Un exemple typique de tel corps est fourni par le complété d'une clbture
algébrique de QP .

On définit la fonction exponentielle p—adique: par

n

lN

Il

exp(z)

-

!

B

oo
= S
1 4e mp (dont on a

maig ici, la série ne converge que dans le disque ]z] <p
normalisé la valeur absolue par Ip] = %). Ainsi, contrairement au cas complexe, la
fonction exponentielle p-adique n'est pas entiére, mais seulement analytique dans
un disque, Par conséquent, pour obtenir des résultats de transcendance sur cette

fonction, il faudra utiliser les théorémes locaux (A.1.1, A.2.1,...). 0n déduit par

exemple de l'analogue p-adique du théoréme A,1.1 les deux corollaires suivants,
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correspondant respectivement au théoréme 2,2,% de Lang et au théoréme 2.1.1 de

Geltfond Schneider,

Théoréme A.4.1. Soient u1,...,un (zesp. v1,.,.,vm) des é1léments ®-lindairement

indépendants de @p , tels que

1

vl <2 T opowr 1¢ig¢n,1¢i¢m.

Si mm > m¢n -, alors un des nombres

exp(uivj) , (1 ¢ig¢n,1¢3<m)

est transcendant sur @ .

On définit la fonction logarithme p-adique par

oo 1 n
z
Tog(14z) =) (=)™ -3
n=

cette fonction z - Log(1+z) est analytique dans le disque lz] <1 .

Théoreme A.4.2. Soient o et B deux éléments de ¢, vérifiant

1

le=1] <1 et |pLoga] <p» P .

On suppose gue B est irrationnel, et que o n'est pas racine de 1'unité. Alors

1'un au moins des trois nombres

3

a s, B, a = eXP(B Log a)

est transcendant sur @ .

Comme en complexe, on peut également obtenir ce résultat en utilisant des équa~
tions différentielles (Cf,-A.2.1) ; de la méme manidre, on obtient 1'analogue

p-adique du théoréme 3,1,1 de Hermite Lindemann,
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Théoréme A,4,3., Soit a € CP un nombre algébrique sur @ , tei que

1

0< el <p ¥,

Alors expla) est transcendant sur @ .

La situation est moins bonne dans 1'étude de 1'indépendance algébrique des va—
leurs de la fonction exponentielle ; par exemple, dans la démonstration du théoreme
4.1.2, la relation (4.4.8) :

7(mn) ¢

mn
-M <~M Log M pour M — 4oo

a été obtenue en utilisant le principe du maximum sur un disque trés grand ; ceci est

impossible en p-adique, et on obtient seulement, au méme stade de la démonstration,

lmen) quand M - 400 3

ainsi, pour que la conclusion du théoréme 4,1,2 soit encore vérifide, il faut suppo-
ser que 1lton a 1l'inégalité stricte mn > o(mn),

De méme il est facile de constater que les analogues p-adiques des théorémes
T.1.6, 7.2.8 et 7.%.4 sont vrais, & condition de supposer

g

|uivj‘<};>p“1 , (1g¢ign,1¢3gm,

et de remplacer la majoration de Logl§N| par

mn

Log[gNl <L =N pour 7.1.6 ;
LOgIENl << —NIl pour 7.2.8 ;
Loglg | << =0 (Tog W)™ powr T.3.4 3

(1es traductions des théorémes 5,1.1 et 6.1.1 ne présentent pas de difficulté). On

en déduit que les théorémes 7.3.1 et 7.3.5 sont vrais sans changement en p-adique
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(d®s que les nombres ‘exp(uivj) existent), tandis que, dans les hypothtses des thé-
oremes 4.1.2, T.1.1, 7.2.1 et 7.2,9, il faut remplacer les inégalités larges par des
inégalités strictes, Voici par exemple ce que devient le théoréme 7,2,3% de Gelfond

dans ¢ .,
1%

Théoreme A.4.4. Soient o et B des éléments de mp , algébriques sur € , «

n'étant pas racine de 1l'unité et B étant irratiomnel de degré r 3 4 . On suppose

la—1|<-1 et g% 1og a| < p

Alors deux des cing nombres

aB,...,OC

sont algébriguement indépendants sur ¢ .

Quand r =% , on ne peut déduire des résultats cités précédemment que 1'indépen-

dance algébrique de deux des nombres

g 6

Log aa , o0 , « .

On conjecture que, si B est irrationnel cubique, les deux nombres

sont algébriquement indépendants sur @ . Plus généralement, on peut transposer en
p-adique toutes les conjectures du §7.5.

Contrairement & 1'habitude, les résultats p-adiques sont donc moins bons que
leurs analogues complexes ; ainsi la traduction en p-adique du théoréeme de
Iindemann Weierstrass, ou bien du théoréme de Schneider sur la transcendance de ?(al

n'a pas encore été effectude,
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L'étude des propriétés locales de transcendance de valeurs de fonctions analy-
tiques a débuté avec deux travaux de Schneider, en 1951 et 195% ; le but en était la
caractérisation de fonctions algébriques ou rationnelles par les valeurs qutelles

prennent aux points de la suite ; on obtient par exemple un des énoncés de

Sl—

Schneider en choisissant, dans le théoréme A.1.1,

d =2, f1(z)::z,et z, =

1,
n

Une générslisation aux sultes convergentes de points (avec une traduction en
p-adique) fut effectude par Tcen en 1955. Tous ces résultats devaient &tre approfon—
dis par Hilliker, qui étudiait les valeurs de fonctions f1""’fd , analytiques au
voisinage de O et algébriquement indépendantes, en une suite de points convergeant
vers 0 [Hilliker, i966], Les théorémes des paragraphes A,1, A.2 et A.3% sont extraits
de [Waldschmidt, 1972 a, §8].

Iles problémes de transcendance de nombres p-adiques furent abordés pour la
premiére fois par Mehler, en 1932, avec la traduction du théoréme de Hermite
Lindemenn, puis en 1934, avec celle du théordme de Gel'fond Schneider (par la méthode
de Gel'fond ; celle de Schneider fut traduite en 1940, par Veldkamp). Un critére gé-
néral de dépendance algébrique de fonctions analytiques p-adiques (analogue au cri~
tére complexe de [Schneider, 1948], et précédant celui de Tcen) fut démontré par
Glnther en 1952, ce gqui lui permit de retrouver comme corollaires la transcendance de
. exp « (par la méthode de Gel'fond) et celle de aB (par la méthode de Schneider)
[Glinther, 1952]. Dans sa th®se, en 1964, Adams démontra 1l'analogue p-adique du

théoréme A,2.1, ainsi que. de nombreux autres résultats : un critere de transcendance
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(que 1'on peut raffiner par la méthode exposée au chapitre 5), un théoréme sur 1'in-

r—1

B

dépendance algébrique de deux des nombres aB,...,a (avec les notations de
A.4.4) et une mesure de transcendance de aB (qui peut aussi 8tre améliorée par la
méthode de [Cijsouw, 1972}). L'essentiel de la méthode d'Adams [Adams, 1964} consis—
talt & transposer les démonstrations complexes & ltaide de 1'intégrale de Schnirelmsn;
mais il est possible (et méme plus facile) d'obtenir les mémes résultats en utilisant
les propriétés spécifiques de fonctions analytiques p-adiques ; ceci a été exposé
par exemple par Serre pour le théoréme A.4.1 [Serre, 1966] (voir aussi [Lang, T, ap~
pendice]), et par Brumer, en 1967, pour l'analogue p-adique du théoréme de Baker,
Enfin, en 1972, Shorey a donné une traduction du théoreme 6.1,1 de Tijdeman, et 1'a
appliqué & 1'étude de propriétés d'indépendance algébrique des valeurs de la fonction
exponentielle p-adique [Shorey, 1972]. On trouvera d'autres résultats du mémé genre
dans [waldschmidt, 1972 a, §9].
Parmi les applications que pourrait avoir une étude plus poussée des propriétés
arithmétiques locales de fonctions analytiques, mentionnons le deuxiéme probléme de
[schneider, T] :

démontrer le théoreme sur la transcendance &es valeurs de la fonction modulaire

j(t) par une étude directe de cette fonction, et non par 1'étude des

Y-fonctions,
I1 pourrait &tre utile de passer par llintermédiaire des fonctions modulaires P , Q,
R , qui sont analytiques (par rapport & la variable complexe ¢) dans le disque uni-
té du plan complexe ; comme la dérivation g é%' opére sur le corps Q(P,Q,R), on

constate facilement (cf, exercice 3,3,e) que la conclusion A,2.2 est vraie pour ces
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trois fonctions P,Q,R . Mais ce résultat semble encore insuffisant pour donner des

énoncés intéressants de transcendance sur les fonctions modulaires,
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BEXERCICES

Exercice A.1.a. Soient £, ,...,f

1 a des fonctions analytiques dans un disque ouvert

A={z €¢e; |z <} ,

algébriquement indépendanes sur @§ . Soit (Zn)n wne suite de points de A deux

>0

3 deux distincts, admettant au moins un point dlaccumulation dans A , telle que
£.(z ) €@ pour 1¢igd,nyo0.

Pour tout entier n 3 0 , on note
o, = [alr (), 01,(2)) s 0]

1, Soilent R1,...,R des applications de N dans W telles que, pour tout =n 3y 0,

d
on ait
d n
I Ri(n) > & 3
i=1 h=o0 i
on note :
2, (0)...R (n)

6 +euot+d , (my0) .
o n

By =
Pour tout entier n ) 0 , soit rn un nombre réel vérifiant

mex |

| <z «<r.
ohgn

h

Montrer que, pour tout entier n suffisamment grand, il existe un entier v > n

“tel que
= R 57 R () (os(ralr.] )+ (2200 (£ (2))))
Log - R R.(n) (Log(1+]f. + (2. ~1)(1 + max s(f.(z .
£ ]zv—zh] e e i rv b1 ogmgy itm

(Comparez avec l'exercice 2.2.f).



2. On suppose désormais
lim sup ]znl T
7~ 400
soilent r1 et r2 deux nombres réels vérifiant
1i .
m sup [znl <r KT, <7
7 - 400

soient S,,...,5, des applications de @ dans W , vérifiant

1 d

s.(n) » max s(f.(z)), (1 ¢igd,n30).
i i h
ohgn

Montrer (en utilisant la question précédente avec W, = d+1 et
1
d ~1
Ri(n) = [((d+1)(60+...+5n).S1(n),..sd(n)) ,si(n) 1)

que, pour tout entier n suffisamment grand, i1 existe un entier v > n tel que

1 1 1
év 1+a 3 3 Si(v) V-1
2.75.(d+1) .(6O+...+6n) .(81(n)...sd(n)) .1ﬁiid §ztﬁj-+ v Log(r2—r1) S g;glpglz;gd
NN -

Bn déduire que, si les d applications

(6O+...+6n).81(n)...Sdgn)

3 » (hgiga),
55 (n)°

N+

sont toutes croissantes (au sens large), alors:

O +eeotd d r-r -d
. 4 dyd -d
vin sup 260 15 () > ()% (a0 (rog 2)

n — oo n 1=1 1

Utiliser enfin cette inégalité pour démontrer le théoréme A,1.1.

3. .0n supvose 6n_g 5 pour tout n » 0 , et

. r
Tim sup ‘an < 3
1N ~> 00
Vérifier 1'inégalité
—1+% _
lim sup n .max s(f.(z ))>0.
; i~ h
1 —> oo 1£igad

oghgn
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BExercice A.1.b. Une fonction f , analytique dans un ouvert V de € , est dite al-
gébrique au sens arithmétique si les deux fonctions z , f(z) sont algébriquement
dépendantes sur @ (ou sur € , cela revient au méme), c'est-i-dire s'il existe un
polyndme non nul P € 2Z[X,Y] tel que
P(z, f(z)) =0 pour tout z €V .
Soit f wune fonction analytique au voisinage de 0, telle que les nombres
1
f(ﬁ) ’

pour n entier suffisamment grand, soient algébriques de degré ¢ & . On suppose

1

S(f(ﬁ))

. 1
lim sup £ -,
N~ 400 n Log n 108.63

Montrer que f est algébrique au sens arithmétique (utiliser 1l'exercice A1.a).

Etudier la réciproque, et comparer avec [Hilliker, 1966].
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Bxercice A.2.a, Démontrer le théoreme A.2.1.
(Indications : les inégalités (A.2.2) et (A.2.%) sont démontrées, dans le cas
p-adique, dans [Adams, 1964, théoreéme 1]).

Démontrer (en utilisant 1l'exercice 3.3.f) que 1'inégalité (A.2.3) peut &tre rem-

placée par 1'inégalité plus forte

(A.2.4) lim sup 1 Log max s(f.(z )) >0 .
n . it m
L~ 400 1€igh
n_<ngn

Donner ensuite des minorations effectives de (A.2.2) et (A.2.4), analogues &
celles des exercices A.1.a et A.1.D. (On constatera ainsi qu'on peut remplacer le
corps de nombres X , dans les hypothéses du théoréme A,2.1, par l'ensemble des nom~

bres algébriques de degré inférieur ou égal & &, & > 0 donné ; cf, exercice 3.3.c).
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Exercice A.3,a, Soit A wun disque ouvert de ¢ , de centre 0 et de rayon r > 0O ;

soit (Zn)n>o une suite de points de A , deux & deux distincts, tels que

lim sup lz l { 1 r .
0 - 400 nte s

Soit X wun sous-corps de € , de type fini sur @ et de type de transcendance

inférieur ou égal & 1 (v > 1). solent £, ., (1 ¢i
. b

N

d, 1 <3< vy) des fono-
tions analytiques dans A , possédant les trois propriétés suivantes

1. Les fonetions f, ,...,f

11 sont algébriquement indépendantes sur K .

d,1

2, Pour tout n 0, J =150eesv. et i =1,,..,4, ona £, (z ) ex , avec
! kR 1,4 n

P

1
t(fi,j(zn)) Kn " pour n - 400,

%, La dérivation 3 opere sur l'anneau K[f.' yeaast. v 1 pour tout i = 1y500e,8 3

dz i, 1yvs
Pour 1 ¢ i ¢ 4, on définit e; bar :
v . (o . d \ .
g = 0 si la dérivation I; Opere sur le  K-espace vectoriel
K+—Kfi 1+...+K‘fi v, ctest—a~dire si les Vi polynbmes exprimant les relations
? H

i
Lr  cxr o1, (1<dg<v)
dz i, 1,177 ’ DR
sont tous de degré total 1 ;
€. = 1 sinon,

1

Enfin on note

(avec py, =0 si e, =0 pour 1 1 d).

Montrer que l'on a

(d—T)(1~p*) < (1—1)(p1+...+pd) .
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En déduire le théortme A,%,2 (dans le cas ol les fonctions f1,...,f sont analyti-

h

ques dans A).

Exercice A.4.a. Soient f1""’fd des fonctions p-adiques, analytiques dans un dis-

que non circonférencié .
A=1{z ¢ @p ; {zl <r},

et algébriquement indépendantes sur ® . Soit (Zn)n>o une suite de points deux &
deux distincts de A , admettant au moins un point dtaccumulation dans A , telle que

les nombres
£,(z) , (1¢ig¢da,nyo0),

soient tous algébriques sur @ , On note

6 = [qf

N (Zn)”"’fd(zn)> :Q] pour n Py O .,

1
Soient R1”"’Rd des applications de N dans N telles que, pour tout

nyo, onait

d

n
n r(n)>2) 8 .

i=1 h=e h
Pour tout entier n 3 0, soient T et s, deux nombres réels vérifiant

- max [Z

| ¢x <s <x.
oghgn

h
Montrer que, pour tout entier n suffisamment grand, il existe un entier v > n tel

que

v Log ;2 <L Ri(n)[Log(1+|fi|S ) + 4 6v{1-+ max s(f, (2 ))}] .
v o i=1 \J ogmgy
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Bxercice A.4.b, Soient g 3 0 wun nombre entier, et ¢ » 1 wun nombre réel ; soient
a1""’aq des éléments de mp , algébriquement indépendants sur @ , tels que le
corps K = Q(a1,...,aq) ait un type de transcendance inférieur ou égal & 1 sur Q.
(Le type de ftranscendance d'un sous—-corps de mp de type fini sur @ se définit

-comme dans le cas complexe — chapitre 4 —, mais en ubtilisant la valeur absolue
p-adique ; cf. [weldschmidt, 1972 a, §4]).

Soient (6n)n>o et (o) deux suites monotones croissantes de nombres posi-

n'nyo
tifs, telles que qnén tende vers 400 avec n ; solent ¢ > % et d > { deux nom

bres réels tels que

n+i n n+1 n
pour‘tout entier n ) 0 .

Montrer qu'il existe une constante ¢ = C(T,c,d,a ,,,,,aq) > 0, telle que la

1
propriété suivante soit vérifiée,
Soit o € Gp . On suppose qu'il existe une suite (Pn)n>o de polyndmes non nuls

7

de Z[Xo"“’Xq]’ de degré total ( dn’et de taille ( o, telle que
T
Logan(a,aT,...,aq)l < _C'(énoh) H
alors o est algébrique sur X , et

Pn<a,a ,...,aq) =0 pour tout n 3 0.,

1

Calculer ensuite la constante ¢ (en fonction de ¢ et d) dans le cas parti-
cculier K= , =0, 1 =1.
(Indication, Reprendre la méthode du chapitre 5 — comparer avec 1texercice 5¢4.C

et consulter [Adams, 1964, lemme 10]).
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Bxercice A.4,c, Soit ¢ > O wun nombre réel ; soient Wﬁ,...,Wﬂ des é1éments deux &

deux distincts de @p 3 soient PQ""’Pz des polyndmes non nuls de GP[X], de degré

p1—1,,,.,p£—1 respectivement, On note

et Q = max IW.I .
1€ig4

n = P1+.|'+P/e P

La fonction

W, Z

24 . k
F(z) = 2: Pk(z) e
k=1

est holomorphe dans le disque

1
1 p1
IZ'<Q‘p
de € .
’ _ 1
. 1 ol p -
Majorer, pour 0 { r { = p , le nombre de zéros de P dans le disque

sz £r de @p , en fonction de n , @ et r . (On pourra utiliser, au choix, 1l'in-
tégrale de Schnirelman et la méthode de [shorey, 1972, appendice], ou bien la méthode

suggérée dans [waldschmidt, 1972 a, §9]).
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Exercice A,4.,d, Montrer que la fonction sinus p-adique, définie par

oo 0 Z2n+1
sin z _.Z:: ( 1) .155:77? ’
n=0

est analytique dans le disque |[z| < p de @p . Montrer que, si « est un é1é-

ment de mp algébrique sur @ , tel que

1

0<laf <p ",

alors le nombre sin o est transcendant sur @ .

(Indication : introduire la fonction cosinus p-adique par la relation

da .
COS Z = = g8in gz , -
dz ’

et vérifier que, si 1 est une racine de X2¢1 dans le corps Cp - qui est algébri-

quement clos -, on a
exp(iz) =cos 2 +1 sin z ).

[cinther, 1952].
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Exercice A.4,e. Soient ¢ 3 & un nombre réel, Q@ un sous-corps algébriquement clos

de cp , M€ Mn(cp) une matrice carréde nxn & coefficients dans mp , et

t1,...,tm des nombres complexes Q-linéairement indépendants, tels que les matrices

eXP(MtJ) ’ (1 \< j < m) ’

soient définies'et appartiennent toutes a GLn(Q). Soit 4 la dimension du sous—@-
espace vectoriel de @p engendré par les valeurs propres de ¥ , On suppose que le
corps Q vérifie au moins une des deux propriétés suivantes
(i) Q est une extension de § de type de transcendance inférieur ou égal & 21 ,
(ii) I1 existe un sous-corps I de Q , de type de transcendance ¢ 1 sur § (avec
T 3 1), tel que dim @ 1 .
1) Montrer que 1lton a md 2T(m+d) .
2) On suppose que les points t1,...,tm appartiennent & Q , Montrer que

nd ¢ 2¢(md-1) .,
%) On suppose que M € Mn(Q). Montrer que md ¢ 2¢m+ (2¢-1)d .
4) On suppose que les points ﬁ1,...,tm appartienment & Q , et que M € Mn(Q).

Montrer Que md ¢ 2gm+ (27=1)(d=1) .
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Exercice A,4.f. Soient B reeesy des unités de Cp , algébriques sur @ , dont les

logarithmes p-adiques TIog a1,...,Log a_ sont @-linéairement indépendants, lon-

trer que les nombres

1, 1Log 8,5.00,108 &

sont linéairement indépendants sur la clbture algébrique de @ dans ¢

[waldschuidt, 1972.D].
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Transcendant (élément transcendant sur un corpS) Pe 162
Transcendant (nombre) P. 1.3,

Transcendant (extension transcendante) p. 1.14.
Transcendant (fonction transcendante) p. 1.16.

Type de transcendance (aéfinition) p. 4.1.

Ty pe (de nombres usuels) Pe 4.%32.

Zéros de fonctions entieres p. 1.21 s.q.9q.
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