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Chapitre I

I e Produit tensoriel topologique de deux espaces vectoriels topologiques
localement convexes [4-3

Définition du produit tensoriel de deux espaces vectoriels E ; F sur un corps K .

Théordéme : Soient E , P deux espaces vectoriels. Il existe un espace vectoriel
poté E ® F unique b un isomorphisme prés, et une application bilinéaire

WMe ExF —> E®F tels que

2

V¢ Ve e®EXF, 6 1f e B(E®F , G) f=7toT

ExPF —jm>G

EeoF

unicité : soient E@F et g répondant & la question.

ExF —s & P=Pamn
®
ki / v
</ P T=T0oP
EQF

v
dfelt M= T 0 P o7t

To P = IdE@F

E®F et & sont donc isomorphes.

existence 3 Soit K(Exm

l'espace vectoriel sur K des combinaisons linéaires
d'éléments d¢ ExF .

Soit f wune application gquelcongue 3  ExF weep» G

oo

- KRExF} .

£ est prolongeable en T linéaire £ s G et ce-prolongement est

o0



unique 3

= % . N . .
z = E o‘xy f(x,y) o =.0 sauf en un nombre fini de points.

f(z) = Z_ e« fx,y)
£ est bilindaire si et seulement si f est nulle sur les éléments de la forme
Ax + A'x', py 4 Wy') - Apx,y) = AP (xgyt) - Ax',y) - A (x',y') done

sur l'espace vectoriel H o s'annulent toutes les formes bilinéaires.

o
il existe + 1linéaire telle que £ =f 006 . Soit W la restriction de © &
n
ExF . Onadonec f=1Tomn .
Remarque 3 Dans E®F , (x +pux'jeoy = Axey) + px'oy)
en particulier x®0 = 0@y =0

Vz €« E@F z ; @y, la décomposition n'est pas unique.
L s

Définition du produit tensoriel topelogique de deux . VT  localement conve;ceg"o[S]

Théoreme :|E ; F ; G evt localement convexes.
I1 existe sur E ®F une seule topologie localement convexe telle que
pour tout G et toute f bilinédaire continue appartenant &

Y

®(E xF,G) 1l existe f 1linéaire continue appartenant & JL(E ®F,G)

n
avec f = f om. Alors la topologie ainsi définie est la plus fine



ExF -«i? G pour laquelle 7 soit continue.
A
EoF
H
Unicité ¢ By F s (BoF) . 5! supposée continue est l'application
i 7 . !
~) . canonique de Ex F dans (E®F}=5"
(E@ P}
e,

Donc ®' est continue clest-a~dire
est plus fine que ', Inversement <
est plus fine que € donc T= T .
Existence : {U parcourant un systéme fondamental de voisinage de O dans {E
v F
[{U®V} enveloppe convexe équilibrée de U®V parcourt un systéme fondamental
de voisinagesde O dans E®F et définit une topologie localement convexe dans
E®F ,
Soit f continue 3¢ Y W (voisinage convexe équilibré de O dans G}

Bg {voisinage de O dans tels que %{U@W") = fF{U,W; ¢ W

W étant convexe équilibré, g(f{U@V}‘} c W

C'est la topologie la plus fine pour laqueile 7T est continue s

ExF (B tX)F.)% 1tidentité R est continue donc provient

y

iE@F);c

Ia d'une application bilinéaire continue,

gui est ot

E«F X5 (EoF) Soit ' telle que M soit conbinue.

‘f“
x ) 1 X ; J i

7 Alors M est continue&d P est moins

(EoF

T .

fine que %



I.4

Définition : La topologie définie sur B ®F est appelée topologie temsorislie

projective; ek (E® F)w proeduit tensoriel topologique.

1T = Produit tengoriel de deux espaces vectoriels normés. Définition de la norme
projeciive () .

Soient E , F. des espaces vectoriels normés,

On va définir dang B ®F wune norme N telle que pour tout espace vectoriel
norné G eb pour toute application £ continue de BB x Fy(}) on ai¥

”f“ “:ll?ﬁﬁ et ; conbtinue,

La topologie définie par cetie norme vérifie les propriétés de la topelogie pro-
jective done lul est identique. Supposcns que N existe, Alors :

. & Ppour norms | 3

EXTF — (EQF)

]

(EQF)
T,

N

o &

n étant 1'identité, [mll=1 entratne [Iml=1 .

ynicité de la norme :

4
E X F - (E®F),

= ®F)N

EET{” H:— 1 entrains i! i‘* Elz‘i c‘*estméwfirire N &N

In‘t;retx"sem@nﬁ RET{; §f~_~; ;1?{ il: 1 entrafne W ( N' d'ol N = N



existence
Fx ¢ =3 ) bre fini de termes
EBR®F bs I R f\s (nombre fini de termes)
v
on prend pour norme N

el =~ e e |
pour toutes les décompositions de x v V

e, 1)
(lest la norme induite par celle de BExF dans EQ®F qul a dté définie
comme espace quotient,

Soient £ ume application bilinéaire continue, £ 1'application linéaire sur
EQ®F asscciéé

18 | =157 e @ ) 1| =I5 et £ ) Il e 157 Mo I D, I

v W Y

dgona [[£(x) || <[l || = ||

H

s

th2
®
H::

Dfautre part “?(e@ £) Hﬁ < ”§ “'m < ” -

ponz Jle || < [ ot 1 =iz .
Définition @ Cette norme est appelée norme projective,.
Définition du produit tensoriel de deux applications lindaires continues ¢

Soient B, , F, (i =1,2) des espaces vectoriels normés,
N

o

LI Ei - Fi des applications linéaires continues,

y ®u2 est définie par :

u,‘x“az
5 -«-—-—-w-»—‘wa-F? XF2 ,

f

ET,XE

E1 ®E2 §$?F1 ®F2
e
{

of. i Q."}‘z . 3 = {
h £(x,,%,) uﬁ(x?) ®u2ﬁx2) (uJg ®u2>‘x'§ ®x2}o



alors. ||£ || = u:?ﬁl\“ ,[!u1~(x!1> ®.“2(~x,é> Il < ;Ii?pw!l% (x1) ““;fk{a“gz(xz} i

ftx, Il
dtepréds lg définition de la norme projective,

£ 11ty Il Ty |

£ est bilindaire contimne, done” f existe et ||f | = []u1 ®‘,12.2\H =t <

sy I L1, 11

- Bemergus : Solent x € E , y £€P (B,F egpates vectoriels normés), On &

o

- le®y | ¢llx|] |ly]| per définition,

lx@y | ==l Iy

< D'aprds le théordme de Hehn~Banach x' € B' tels que [x' [ =|y* ||=1
- y?,‘ £ F?
8t Kxl' ;x> = “:‘c M Py = Hg “
e @y s x@p[gllx @y || [x@y| gllx@ ]

o

or | @y, x @y = [atwt,y] =z |y

rosatttan ¢ (13 @, | = lay | sy I

oy @ = o ey 2y 0sp) | =l Il |

%, [I<1
Qes ol les especes sont de Banach.

*
1) 31 & 52 muni de la norme projective est complété en B1 ® 32 qui est un
espace de Benach,

2) Toute epplication linéaire continue sur B,] ® B, se prolonge en application

2

3
linéaire continue sur ]531 ® 32 » de méme norme,

3) en particulier u, ®u, : B1‘® B, »C, ®C,

se prolonge en u, ®u2h: B1_-® B, »C, ® ¢,



Proposition ¢ Soient B1 0 }32 deux espaces de Banach,

A I
tout élément x appartenant & B . ® B, admet quel que soit &' > 0 wune déceme

1 2

Co
L — 1 _
position x = 21 b, ® bi telle que
12
E gzj Po Il Wbyl < 1=+ &
si xeB ®B_ clest la définition de (x|
12 ‘ =

A
Soit x &8B ®B;2 o

1
& 5
ix, e B,®38, Ix-x, I < § et lx Il < lIxl{1+€)

. e = . _ /
Ix,e 8,08, lix-x, -, I < = et lxyll < lx-x,[I{1+8)

. =4 ; ' P IPRN
E}xne B?® Bz iixmxiooemxnif s.;; et anls < }§x=x,§ewmxnw§§§{£+$}
Alors }5:&2}1 <&

) < EEE &
2 2

La série {xn§ est absolument convergente, donc convergente, vers X .

‘ 1 2
3 : 3.4 T - ini 3 = @b, 2 1
¥n X admet un dévelioppement fini X Z ‘ hl bm, tel que
m

n
x I = %} nb I szb I <lx [(1+€)

dﬁol\i X = X + X2 +o 00

3

@ Ty 1 2 mz ©

2 - ; , =
Z‘H nxnﬁ < 21 : o 1S 1+ Z}j tooo < (1+e>{1 jnxnu) € (‘He}(nx, |+ 2€)

= §

< (W8 Ix (1 + € + mie‘j < Ix1} [%-@—8“1 en posant. € = e
fixh 34 2
ixd

111 - Produit tensoriel de deux algebres

Soient E , F deux algébres,

&



1.8

E@F a été défini comme espace vectoriel. Il reste & y définir une multiplice-
tion. La multiplication est une application bilinéaire de (E<$F N E«&F) dans
EoF . Il suffit de la définir sur les éléments décomposables.

(x ®y) (x! evy') = xx'® yy!'

on vérifie la biiiméafﬁté et l'associatbivité.
Exemple : %%(K) ® J%(K}i% J%Q(K) matrices dlordre p sur K .

Cas de deux algdbres de Banach :

% eb x”eB!%Bz X = Z b§®b§ avec E !i%ii 3§b§i§ < @
%! = 1«% btlepid
N 3
[ 8]

Done xx' admet pour décomposition b? b?? ® b% bg%}
~(5 % ]

J
- 1 2 1 2,
= ( b.® b} b', ® b')
R I A

Hxx”%t < IxU #x'y

Exemple 1 K13 s K2 compacts

ﬁ{Ki} muni de la topologie de la convergence uniforme est une algébre de Banach.
On aéfinit V(K) = 8(1(1‘}@@{1(2)0

Exemple 2 Soient G1 et G2 des groupes localement compacits.

Théordme 3 &s{Gi}glﬁ(Gz) est isométriquement isomorphe & LQ(Gix'G2§Q

[ef. séminaire Schwartz 1953-54. Produits tensoriels topologiques d'espacss
vectoriels ﬁepologiques]o

Exemple 3 Soient G et G2 des groupes localement compacts.

A A
On définit les algeébres de groupes A(Gi) = ?Tf(Gijﬁ le dual Gi de G; étant



)

aussi localement compact,. ! (G,!) ® i (GZ) =1 (G}§ X Gz)
Qb >, gf ‘“‘ 3 = ‘ . 3 = of . ) v.\o
Dol A\G1) ®A(G2) A(G,‘ X G2) car ||%f “A(G) e |l {(cf chap ITT)

1 (@)

Propriétés des produits tensoriels d'algebres de Banach,

Théoréme : Soient B‘E B deux algtbres de Banach,

2
%E? ® 32 Bf BZ
Soiert M1 un carachere de B1
M2 BZ

M? X M2 est une forme bilindaire continue sur B,! X B‘2 done définit M = M1 & MZ

&1émert du dual de B1 & Bi2

M x M. est une forme multiplicative sur B, x B, donc M 1l'est sur B‘? ® 382

1 2 i 2
ot par conktinuité sur B, ® B, > clest-d~dire WM € 'MB &5
- 4 2
'm. X < ’m- 2
s = o,
Réciproquement soit M € mB & s
1772
on pose M, (D, ] M(b? ® g ) , € '?RB
2 1
et M0} = u(1y ®%b,) M, €M,
1 2
b =M, (b (b
u(b, ®b,) =1u,(5,) u,(b,)
M xm oM 4, .
B, B, B, X B,

Définition ¢ Ure algébre de Banach B est régulidre si Vx C"mB K fermé
M - x
Y e, -k

3b £ B tel que g(K) =0 ol b est 1l'image de b par l*homomorphisme

?}(M) 74 0 de Gelfand,



. A
Théoreme s Si B,g et 32 sont des algébres de Banach régulitres, B ®B, est

‘ ‘s
réguliére.

Soit KcMM_ 4 =M xM K compact
}31czz>B2 B,H B2

Les projections de K sur 'mB1 et MzBZ sont des compacts_KT et K2 .

MégK M= (M, 5 M)
A N

= { 1 = i o= .
Ebi B, b (M) £ 0 b.(K) =0 i=1,2
b.eb) = b, b, vérifie b, b_(K) = 0
"3® ) = by b, vérifie b, 2( ) =

b bZ(M) A0 .

IV - Définition de la norme injective £ dans un produit tensoriel d'espaces
" vectoriels normés

-~ d'aprdés la construction de E®F il v a identivté entre les formes bilindaires
continues sur ExF et les formes linéaires continues sur E®F .
- (ef, Bourbaki evit chap. IV p. 113). Soit E un espace vectoriel normé, B

son dual VYx € E Ixl = sup | <x',x5|
X%&EQ
Ix'p < 1

-~ Dans E®F on a donc

n ’ N'
Ixl = sup IB(x)]
Be®(E x F,0)
IBI =Bl <1
- Soient £ e E’ £, € F 1'application £ : (x;y) —> £, (x) x fz(y)'

ExF > (

. n
est une forme bilinéaire continue, associde & f = f¥®f2

clest-a~dire B(Ex F,f) ~ (E®F)' D E? @.F’f



o1

Définition ¢ Dans E®F on définit la norme

o ] 5 1 %
fx ﬂe -t-fs:pm | 3 @fz(x) | sfsupf E op: If’l ®f2(x} ;
Bt 1925255 %%
Ilfil! s 1 Hf1 ® f2” s i

Done iixlie = iixlix

Cas ol les espaces vectoriels sont de Banach :

A
On définit le complété de E®F pour la norme injective ¢ notéd E @F

[ —

Proposition : Soient Ei 0 Fi des espaces vectoriels normés (i = 1,2} et

Ei —mé_F:; des applications linédaires continues. On a défini

b

. - g K ® N g > >°
vﬁa "V2 E¥®E2 w-;»FT F2 Alors ﬁ,lcx:vz est continue pour la topolegie

FAY
"N
injective. Elle se prolonge donc en application linéaire continue de E%, ®E2

» AP et |v.ov. | = v 1l .
dans F1®F2a If’V]G’ Vzlfﬁ IlV1|| IIV“ZH_
Démongiration s |v,®v, | = sup | v, @v..(x}
40 1 2e x el @E 1 2 €
1 2
Ixg <1 _
= sup |=<vV gv (x} , vieyl s>|=sup| <x Tv {y1) ®T’v {ys) > |
1 2 b Yy 2 ’ 1t 2V2
Ix) <t T T 7
ylef! aylls? ool < v b syl < vy =g
Done I‘V”!@'V'gdig < “Vi“ nvz | sup < x xjé ®xé>[ = vl nv&\{ “'xﬂé’
1 t :
SEEANPS
|
liv?w Vziiss L“Vliil 3%""/“29
2% ! d Tt ’ ' X 3 = . ¥
2¢ D'autre part | vxwvzi} fos;lp , !t-v?@*\rz {_x,gwxz} | = sup | ViR ®V2(x2)]§
A<
1€

= sup va] <x13H sup {IVQ(X2> b= v b v, i
ilxlll g 1 lezl! <
€ €
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V - La propriété d'approximation dans les espaces de Banach

Soient E et F des espaces de Banach.
Probleme : Sur E®F la topologie 7 est plus fine que la topologie € o
Ltapplication identique i (E ®F)f§ —> (B cXJF)6 est donc continue. Elle se
prolonge en application continue
£37 1> BoF
Cette application est-elle injective ?

{PY} On dira que le Banach E yérifie {P,} si guel gue soit le Bamach F , i

1

) . A i A
est injective :  E®F ~—a>E&F

A . A N
La topclogie =t dans E®F est la topologie induite par le dual (E®F}’
La topologie & est induite par E' %\_ Fe,
A 1 A . , ., . .
E®F —s> E®F i étant linéaire continue pour les topologies = et

b
(B @F‘}n(m_i_ﬂ E'®F'| on a Im(ti) = (Ker i)o [cfc Bourbaki evt. chap. II p. 97:]
T

€
: 3 . .y 0 A B ey PN

donc (P?)<::::> Ker i :{O} == {(ker i} = (E@Fj'¢=—= E'®@F' = (EoF)'

(P“ équivaut & (P2) 8

(Pz) Pour la topologie faible de (E@)F)“9 (E ch)“ = E'® F?

Remarque : on peut voir directement que (P.) entrafne (P,) 3

2 1
A
Soit x # {0l x € E®F
o) A j
= x| £0 = JB e (EGF)" B(x) £ 0
i=n

g ¥ 3 [ ! ! = & ) :
d'apres (P2) Je e B'®@F' , e i2_1 e fj e(x) £ 0

donc E!xlle 40 clest-d-dire i(x) £ 0 .



——

~—?

Définition : Un espace de Banach E vérifie la propriété d'approximation sfil

vérifie (Pﬁ) ou (PZ) pour tout espace de Banach ¥F .

Définition : Un Banach E admet une base de Schauder s'il existe une famille

S

(T

u}a<aA. d'endomorphismes continus de E , A étant une famille filtrante,

telle que ¢
(i) sup IT 1<
(ii) Va ; T, est de rang fini, c'est-d~dire dim Qa(E) < @

{i4d) {@xﬁ converge faiblement vers IdE o

Théordme : Si un Banach E admet une base de Schauder, il vérifie la propriété

d'approximation.

Soient F wun Banach et B & Bil{E xF)

On aéfinit une famille (B,) ¢ B, (x,y) = B(Ta(x)yyij dlapres (ii)

o4
ﬁx{x) = 21 x, e,
n n
3 7ox % T “ g * \ B
B(T,(x),y) = Z; x. Ble, ,y) = Z‘:: ei(T{x(x)} x Ble. ;¥

On pose B(ei ,¥) = Bi(y) Bj e F!

n
e - t * )
et Ba = Zi einieEwF“

dtapres (iii}) Vx e E qx(x).*mﬁ>x

B étant continue, B, (x,y) ~>B(x;y) ¥x,y €e ExF
o4 R o,
Vz eEoF . B, (z) — B(zj
A o v, v A
donc Yz e E®F B, {2z} «—> Blz] B € (E@F)’

ra ani Admoantra {p 4.



Exemple :
Scolent deux compacts K1 0 K2 o
°€(K1) @‘6’(1%) est une sous-algebre de '@(K,l X K2_),,

Propogition : Dans l?(Kq) ®€(K2) donc dans ﬁ(Kﬂ) ® E(Ké) la norme inijective

S P A e S A A~

Soit wu €'€(Kﬁ) @)ﬁ(Ké) (on note q%f(K) = spectré de ﬁ(K))o

[ Hm = Sup !4”“19')(;1 R ;)g2>l Sllull = sup l<u9p1 & p.2>[ = sup l<u9x1 ® x2>1
4 () "l gt 1 M)
* b €8(K,) ‘ i

car la boule unité de *@(Kﬂ)ﬂ est 1'enveloppe convexe fermée faible des carac—
teres de @(Ki)o (Théordme de Krein Millmen Bourbaki evt II § 7m0 1)

g(K,ﬂ) g@(*&z) est donec le complété de €<K1) ® €(K2) pour la norme uniforme et
s'identifie & @(Kﬁ X Ké>° (Théoreme de Stone Weierstrass).

Proposition : §(K) est un espace de Banach possédant une base de Schauder,

Toute fonction continue ¢ sur un compact X est uniformément continue et il
existe un reccuvrement ouvert fini de K tel que 1l'oscillation de ¢ sur chaque
ouvert soit arbitrairement petite, Soit (ai) une partiﬁion de 1'unité associée
a un tel recouvrement

u 2 €K) -~ €K

p~p @(i;)oci gy fixe € supp oy
I -7



fod
o

o
fe3]

Les {u&} associds b une famille filtrante de recouvrements ouverts finis forment
une- base de Schauder
» PAl Q
L'application identique €(K1) ®€(K2‘} > E’(Kl) ®‘€(K2) est done injective, ainsi
A

que E’(Kg) ®‘€(K2) N— 13’(K1 X K2) o
Définition s Une algébre de Banach B est semi-simple si 1'homomorphisme de
Gelfand y est injectif c'est-a-dire si s

VxeB x#o0 J%eMm, Ux) £0.

Théoréme s Solent B1 B2 deux algébres de Banach semi-simples dont 1'une vérifie

la propriété d'approximation (P ). B ®B_ est une algébre semi-simple.

2 1 2

. A 1 2
Soit xeBdﬁ@Bz x#0 x= ZO{ b, ®b,

E==>Ix|_# 0
) " ;
¢=> 1B €Bil(B,xB,) B(x) £0

Dlaprés la propriété d'approximation B est limite d'éléments de B%@Bé de la
V=n : :
’ 1_.2 1 2 1 2 1 2 N

forme 92_1; ,P\,%@ﬁ\? o €B: B, eB) donc 1e; }p\? B,@p, (x) £0 .

N 1 . e
a ﬁ\? on associe 18\) g Bix B2 -—»Bz

b, ,b

1 2

f\«aﬁ; Sbﬁbz

B = ﬁl(b:)bi est £0 car P [Falx)] = @A) £ 0
X

B, étant semi-simple, 3’}(_2 emez ')12 [?3 (x}] £ 0

LB ] - 0 B e0ned = <pe% x> 40

2 .
en faisant le méme raisonnement pour ﬁ\? on obtient < X.?®'12 , X ># 0,



LA
Remarque 3 ¥(K) est semi-simple et admet une base de Schauder. S(KY) @E(Ka}
est donc semi-simple, La transformation de Gelfand est 1l'injection canonigque dans
‘6(1{1 X Kz) o

VI - Le probléme de synthese

Soit R une algebre -de Banach réguliére semi-~simple.
Soit E un compact de son spectre ’IILR o
Définitions : |I(E) ::{r cer|iY0) > E}_’w {r eR|V1LeE , L) = o}
= ker B

I(E) est une intersection d'idéaux maximaux donc est un idéal fermé de R .

O

I (B) = _{r R [;4 {0) est un voisinage de E}c

On considdre l'ensemble des idéaux Y de R tels que hull J =E (hull J est
]'ensemble des cavactéres de R dont le noyau contient J). On démontre A[c:fo@il
“Varopoulos = Algébres de Banach, algébres de .groupes] que I{(E) en est le plus

grand élément, IO(E§ le plus petit.

o

soit JHE) = I-Q(E)
Définition 3 E est dit de synthese si J(B) = I(E).

Lemme s Solent B,

w”B‘

o deux -egpaces de Banach ayant une base de Schauder, F,

1

Ba./ aient une base

F deux sous espaces fermés de B et B ?eis ve B J
P 2 T RN de Schauder,

2 1

Soit p; 3 B‘i. e Bi/Fi la projection canonique 3

& B®B —> B /F.®B
. 3 B.® B /F®B..
Py® Py 5@ 5, 1/F® B,/ F,

A
\ k = @ . ®
Alors ker p1® p2 B1 F2 + F? B2



Soit P = Id & B.#B. —> B ®B_/F
oit p = dB1® P, ¢ 1®v a 1@’;21 5

on a B1®F2<: ker%

; o ba e A (1) sup IT I <
Soit (Tot)oc cp Ume base de Schauder de B'I o

o A (ii) dim Toc(Bj) < W
On définit Uoc = ﬂ& ® IdB
2 (iii) T, e IdB. faiblement

‘D'aprés le théoréme de Banach-Steinhaus, (i} et (iii) en‘brainenfb‘g

Toc > Id pour la convergence en normes

5

A
Done U, = Id(B1®~B2) pour la convergence en norme

A A
car IITO( ® 1de - IdB1® IdB

b <l - Tag | ey |
1 2

Socient x eker P et X, = Uplx) ¢ (%) —>x

2

21 2
Dlapres (ii) X, = %v bi@bi
v, v Y w v , ‘
pix,} =D o U, (x} = U, o p{x) =0 done X € BY®F2

'oi B.®F = B o
Dtoun " 2 ker p

En appliquant deux fois ce résultat on obtient le lemme,

Théoréme s Soient R‘} 5 Rz deux algébres de Banach régulidres, semi-simples 3

unitaires ¢ B et B, deux compacts de synthése de T et T . On suppose
AR | 2 R? R2

gque R, et R, ont des bases de Schauder.

1 l/ 3§
I(Ei)

A
Alors E =”E1, X E2 est un compact de synthése de l'algdbre R = R1®R2 o

A
R ®R_ est répgulidre et semi-simple, son spectre est ’UIR xM_ . On peut v
1 2 : 1 R2

définir des ensembles de synthése,

X (B R.®R
P ] = ~Lgh < o
Soit R1® ] C L2 R,

2

§ 3
)+ I(EUWRZ

hultl M= {m s k) ] Ly (B K (B(E)) + %1(1(E1‘;X2(R,2“) = o} =B xE, =B



donc | 2J(E) .

¥ = R, ®J(E,) + J(E)®R, (car Eiet Ey sont o m‘hrﬂwe)

X=R ®IO(E2) + IO(E1)®R

1 2

si Tr= P1®r2 + r1®F2 e R1®IO(E2) + Io<(E1)® R2 9

’AC1(O) D’V(E1) x’l}'(Ez) c'est-a-dire est un voisinage de E

Dot J—ECJ(E) et finalement ¥ = J(E) .
9 h — - -~ .
D'aprés le lemme, J(E) = ker P, ®P, (pi : Ri --—)»Ri/I(E ))

A
Donc R/ s'identifie & R ® R
J(E) 1/ 1E) 2,
Lralgebre R./ a pour spectre E, et est semi-simple :
i i
I(E.)
i
, A
Soit = eR_/ F(E) =0 <> VYxeE r(l) =0 <<= r=20
H1(s,)

R, ® R,
/I(E1) /I(Ez)

Soit r €R, T € R/J .

Donc = R/J(E) est semi-simple. Son spectre est E .

r € I(E)¢=>f(e) =0 Ve ¢ Eg=>t(e) =0 Ve € Bg=st = Ok==r € J(E)

E est de syntheése



Chapitre II

Morphismes d'algdbres tensorielles

Probléme : Soient Kﬁ et K% des espaces topologiques 1 =1,2 , des appli-

cations 1N continues ¢ Kﬁ‘e Ki (on peut toujours les supposer surjectives)

considérons ;‘éi g ‘@(K;) - f(Ki) et V(K) = 'g(KJ‘) ®€(K2)
K=K, XK
L' v v
p=p ®p, V(k') - V(K) 1z
Si Py i=1,2 est surjective alors éi est une isométrie

Le probleime qui se pose est=-11 une isométrie
jY q 1Y

T - @énéralités sur les espaces de Banach : Notion d'inverse approximée.

Soient B et ¢ deux banach et T € (B,C)
1, Définition :
T a un inverse approximé si on peut trouver une famille T 3!£(CgB>

&ea
telle que :
a) ¥ €a HT& ll< 1
)T o T-1I8(B) soit Vx e BT o T(x) » x

2. Remargue,(1) :

si JlTll¢ 1 alors a) et b) entrafnent que ||T|l=1 .
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Done les fonctions T pour lesquelles on parlera d'inverse approximée ne di-
minuent pas la norme.

Exemple : Considérons l'injection canonique T de &(® espace des fonc-
tions continues sur le tore dans LQ)(QW espace des classes de fonctions com=
plexes mesurables (au sens de Haar) et bornées munig de la norme

1£] = Sup |£(s}|

en mesure

Théoreéme : Il n'existe pas S telle que So T =18 (en effet T n'est pas

bijective). Cependant, il existe une inverse approximée définie par

T : LT {T) e B(T) T {f) = £ x e
n I n
neN

e, mne N ¢étant une unité approximative de La)(T)o

Notons que puisque en est continue Tn(f) l'est aussi

Démonstration :

fpy § . L7 pY ( . _ 3 .
T (£f) = Ff % e donc pour tout x € T [Tn(f}ka) = JQ f(x t)en(t)db

dore |T {(f) (x| < £l x/e (tydt
7 () Jr° ‘

et puisque ‘/en(t)dt est égal & 1 par définition d'une unité approximative
T

on a HTh(f)ﬁ < £l soit "Th“ < 1

D'autre part T, o T —> Id €(T) :



// f(x~t

T

A(x) = [T o T(£)](x) ~ £(x)

I1.3

)%ﬁ(t)dt - f£{x) /;gﬁ(t)dt

Alors |A(x)] = | // [f(th>mf(xX]%n(b)dt|
T

Or f est uniformément continue sur T

done

Ve>0 d7-0 tel que ltly<] == If{x-t)-f{x)l<e

|A{x)] s/ € e (tjdt
T
Diot T, o T(f} - f
Ce résultat est valable pour un groupe
3. Remarque {2)
Soit Wi e Bi ==—-s>Hi 1= 1,2 Bi
ON suppose que 7Ti
avee ai € Ai et que ﬂnﬁ“ < 1.
Diaprés la remarque {1) alors

m

Donc B, est identifié & un sous

Wb

j; A ns T =TT @TT g @ R i
Considérons 1 5 31 B2 >H@
Alors ||TI'1®TF2|| < iI"T1|| X ||772||

Done #n vérifie W] < 1

D'autre part % posseéde un inverse app

:*’(:OZ
1

. (oq) (%)
famille 1((1 = 1(1 ® 712

Done T est une i

o
o

Application aux algébres tensorielles

A I o A
pacts e(G1)®€(G2) e I (G1)®L (Gz

[A{x}| < &

compact quelconque {méme démonstration)

Hw‘

R

9

Banach T, e af(Bi;,H_{) o

LAY

A

posséde un inverse approximé

est une isométrie

espace de H,

kN

® H2

roximé : il suffit de considérer la

A, v A
smp) € Ay xhy
sométrie
soient G1 et G2 deux groupes com-
)
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L'injection cancnique I est une isométrie (en effet ﬂ1 et ﬂé ont des

inverses approximés comme dans la remarque (1))

4, Remarque (3) :

On peut noter qu'on n'a pas vraiment besoin de la "struture de groupe"

en effet

Soit K =1 =[0,;1]

[0,1] ne peut pas &tre muni d'une structure de groupe

[0,1] peut &tre plongé dans le groupe R

Considérons T s €([0,1]) —>B([0,1]}

ot B([0,1]) désigne l'espace des fonctions boréliennes bornées sur [0,1]
muni de la norme [[fi = Sup |£(x)] -

On rappelle qu'une fonction £ : E —p»E®' E et E' métrisables est dite
borélienne si pour tout fermé F' de E? fw1(F?) est un borélien de E
T : injection canonique de €{[0,1]) ~— B([0,1])

T n'admet pas d'inverse et ITH =1

Cependant T possiédde un inverse approximé

On va poser Tﬁ{f} = g % en ol e est une unité approximative et % un
prolongement de f borélienne sur [0,1] qui nous fasse sortir de liinter-

valle

% pourra &tre par exemple un prolongement par symétrie.
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On pose alors T:n(f} =7 e, au lieu de £ x e, afin que ‘I‘n(f) soit bien
une fonction continue sur [0,1] et non simplement continue sur un intervalle
plus petit.
%} est bornée : Sup Ig‘(x)l < “‘f"ﬂ([Oﬂ]) et borélienne sur un intervalle
contenant [0,1]
Par un calcul analogue & celui de la remarque (1) on montre que

IT,1 <1 et que T, o T(f) ~—>f pour tout f e €([0,1])
En conséquence : d'aprés la remarque (2) si T est 1'injection canonmique de
€¢L0,1] dans B[0,1] Alors JTH <1 et T posséde un inverse approximé
Do T®T : €[0,11®€L0,1] -m—» B[0,1]©B[0,1] possdde un inverse approximé
et est de norme =1
Donc T®T réalise un plongement isométrique de €L0,1]1 ®€[0,1] dans

$[0,11®B[0,1]

I1 ~ Etude du probleme posé

Soient K,j i = 1,2 2 compacts métrisables

G, i =1,2 2 groupes compacts métrisables

fte

P, K, -—-—-=a-Gi une surjection continue ]‘_o,,l 5 €(Gj) — @(K‘i)

. (£) = £
p ity =1 0py

v

v & »
Considérons f) = Py @D, ¢ l?(G1) 6’1?(6‘:2) — €(K1) %ﬁ(KZ}

Théoréme [1‘)’ est un morphisme isométrique d'algtbres de Banach
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v - . s
en effet : p est trivialement un morphisme d'algebres
v P . fa
Montrons que p est une isométrie : Ici Kﬁ et Gi sont des espaces métri-

sables, Dans ces conditions, on sait [3]

K,
i . . JE
qu'il existe un ensemble borélien dans
S5 b Kﬁ qui rencontre chaque classe d'équiva-
lence (associde & la surjection pi) en
G.
i

un point et un seul,

Dol la définition de la section borélienne o, associée & l'tapplication sur-

jective Py P, 00 = Ié(Gi)
vi f; o on a ﬁi(f) =f op
Ble,) ——r8lx,) ——17(e,) o) - 50 o
. 0 AN - M _ —
< (;) D'ou pi o] pi(f) =f o pl 0 Oi = f
I,
i
o, I = sup Iz o b, |
D. = Sup o P.
el )

v
sup | £ o p ()] (£ Dome o || <1
X€Ki

Y 3 . ..
D'autre part p., possede un inverse approxime
L
On sait par des considérations analogues & celles de la remarque 1 que

= o . - o
K. = pi 0 pi injection canonique de *€(Gi> dans L <Gi) admet un

i
inverse approximé nil) tel que nﬁl)(h) =h % e;

. i Ly . . 0
ou e est une unité approximative dans L (Gi)

i - . . v
ﬁi ) o Py est un inverse approximé de p, ¢
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a) ﬂﬁii) o gz{ls 1 en effet Bﬂii} o 5;!'5 ﬁﬂii)ﬂ ﬂ;;n
Or‘ n§: | = Sup |£ 0o I et |f 0 | =Supl|f oc-i(x)l < |z
helf <1 ® o x

Done ||p; || <1

(1)

Dtautre part ﬂnl est l'inverse approximé de ﬂé done "ﬂil)" £ 1

b) (ﬂi” 0 7)) o b, —» I8 (@)

Ceci est évident par construction?

ﬂ(i) o ﬂi —s I8 puisque ﬂﬁi)

eV
n n

— 1’4
0 pi ) Pi = est l'inverse ap-
proximé de Ni
Coneclusion 3

v v
upiﬁ <1 et P, possdde un inverse approximé

v . . v v . . .
Dol P, est une isométrie et p = P, ® D, est aussi une isoméirie

' A
III - Btude d'un exemple! plongement isométrique de €(1) ® €(1) dans
A
€D ) @ 6(D )

1. Définition de Dm
Soit Z(2) groupe & deux éléments que nous noterons O et 1 ou : 1 selon
la commodité
@
Afiniti = 4 2) = J = (& 420 . =
Par définition Dm 541 Zj( ) {_ ( 19% oaj gono) @, 0 ou 1}
3@3 est compact métrisable totalement discontinu (s*il est muni de la topolo—

gie produit)

En effet 3
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25(2) est muni de la topologie discréte

Zj(Z) est compact et totalement discontinu (évident)

I1 est métrisable 85(090> =0 83(091) =1 Sjmm =0

Dot DQD muni de la topologie produit est un groupe compact (théordme de
Tychonoff) métrisable

INCRYE 2‘:’ 5

On sait d'aprds un résultet de topologie que A(O,a) est compatible avec la

(00:}

0
Z: ] Qﬁj =0 ou t

23 = 2f

topologie produit.
Dlautre part si on éxamine les ouverts de l'espace produit on voit que Dd}
est totalement discontinu et sans point isolé.

2. Etude du plongement

On sait que : quel que soit X compact métrisable, il est homéomorphe & un
sous espace du cube [091]N done il existe une surjection I%wa—»K

On veut démontrer que 8(T1) ® R4 o g— 6’{})@2% 1?@{1)%) est une isométrie.

U x.
. _ ‘ ' J -
D, —g—1I~- ]('iogﬂ 5 >T S(@) = ;’% 3 o =0 oul

(développement binaire d*un nombre)

d est surjective s elle esﬁfwgy%mbiunivoqueg 3 un ensemble
dénombrable préss
La section borélienne associde & d est évidente ici (on utilise le dévelop-

pement binaire d'un nombre)
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en conséquence
v v A
d®d est une isométrie .z £(T) §6(‘,l‘) S g(Dw) @ 1’3(])00)

IV — Etude du morphisme f)

Comment se transporient par f) les problémes de synthése et de calcul
symbolique ?

1. Position du probléme pour le calcul symbolique

a) définition du calcéul symbolique

Soit & définie sur un engemble D; du plan complexe
On dit que & opére dans une classe de fonctions H si Yf e H 3 valeurs
dans D§ la foncticon composée o f arpowh'emt a .
Soit B wune algeébre de Banach
A‘ N ]
'YRB son spectre alors B(’mB) _ia; @(’HLB ,C)
Le calcul symbolique sur B est la recherche des fonctions @ qui operent

sur B (‘ULB)

Si K est une’pa,r’hie du plan complexe le @al@ﬁl symbolique sur K est
) , Vf € B - -
[‘g(tc)]‘*“f‘* {§ < 8(K,C) tqg === §o f QB}
‘ M) cK

b} probléme posé : (il sera abordé plus tard)

Soit K wun compact et soit B(K) < £(K) une algdbre de Banach de fonctions
sur K , unitaire, fé'gilliéreg symétrique dont le spectre puisse s'identifier
a K

Soit %: F C 02 ~ € telle que Vf € B(K) f£{(K) ¢ F alors §o f e B(K)
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Alers si B'(K') est une sous algdbre de B(K), & opere-t-il aussi sur
Br(K') ?

On abordera dans la suite du cours le cas particulier des algébres tensorielles
et d'une sous algébre donnéde par un morphisme

2, Probleme de synthése dans une sous algdbre

Soient R1 et R2 deux algébres de Banach réguliéres unitaires telles gque

ie 8: R, —> R, injection isométrique de R, dans R,

Soit 5gme e

2 1
Vo

Soit E, un fermé de Q&R on définit E, = 6 1(E1)

®y ! Ry ~1[ B2
a) Proposition : |I <E1) = {r E-R1 /?(EQ = 0} =1 (E2>ﬂR1 =8 [I (Ez)]

) , R1 -1 RZ
Mais en général on a seulement J <E1)CB [J (Ez):l
R1 R1
En effet s r € J (EQ(@ H(rn) € .ZIZ0 (EQ e
R1

r el (B
n o

4 oAt - k
1) . {P <R, /p (0) est un voisinage de Ei}

R R
2 “‘1 2 3
= 10 (Ez) ﬂR2 =0 {:IO (Ez)‘]

clest-d~dire O(r ) ———w——s &(r) dans R, (car € est isométrique)
n’  n—sm

R
et r e6~1 [J Z(Ez‘)}

2

R
b) Une condition suffisante pour que J 1(2{3;‘.1) = 54 [J Z(EZ}‘J

P . . L d . .
Définitien s Liopérateur © a un inverse approxime local s%il existe une

famille ©

o & €A telle que aagA--R —>R., et

2 1

1) le,ll <1 Yo ea
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2) q!o 0 ISR au sens de la convergence simple dans R

1 1

3) Vr2 e R2 le compact Supp Qltrz) tend vers le compact

v
B(Supp f;) au sens suivant : on dit que K, —»Ke mR
t

si pour tout ouvert
Q2K il existe Ay © A tel que Va,éAQ K, e O

exemple s Dans le cas des algebres tensorielles on peut toujours avoir un
inverse approximé local

En reprenant les notations de (II, § II) on va étudier le diagramme suivant :

W
[——-conm— S o)

G G
Q(G1 x 2) éu—z;-~— L (G1x 2)
1 n
5 B2
A
V(@) 2 1X6,) o196,
G 1 2
pllr
n LP P
V(K)
Notations :
- 7, p, p réalisant les plongements isométriques déji étudiés
A
- J le plongement & norme décroissante de ﬂ(G1)6>6032) dans €(G1x Gz)
(cf. chapitre I : norme projective z norme injective)
N ‘ . oy 2L @
~ J' le plongement & norme décroissante de L (Gj) ®I‘(G2) dans L (Gjr G2)

- @ g(Glx Gz) -m»-LQ%G1JtG )o On sait comme au (II ; I , 2) déterminer un

2

inverse approximé -&h = f % e, ol e n € NxN est une unité approximative.
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- alors définissons un inverse approximé de T :

Clest M tel que JoX =w o J'
n n n

s . . . v v
—on en déduit un inverse approximé pour p noté p

ona Pop=7 alors by =7 o
Y p = Pn =" P

P, est-il un inverse approximé loecal ?

Pour voir cela il suffit de vérifier la condition suivante 3

A Py
Vf e V(K) alors le compact Supp [ﬁn(f)] tend vers le compact (5)(Supp f)

v
On note que (p) +ransposée de p clest p (&vident)

Dtautre part ¢+ J peut 8tre identifié 3 la représentation de Gelfand de V(K)

_en conséquence 3

PN

p.(£) = (Fop)(£) = (Jom oD)(£) = (o_oJ* oD)(e)

A
et en identifiant f & f on se raméne & démontrer

Mf e V(K) alors Supp[@bn o J' o p)(£)] ~=@~p[Supp(f)]
Pour cela on va utiliser le lemme suivant ¢

Lemme 3. || V£ € V(K}
alors [J%' o p(£)](g) =0

Vg ¢ p Supp(f)
Si g ¢ plSupp(£)] alors puisque p est surjective
Ix evK1" K2 tel que g = p(k) avec k ¢ Supp(f)

clest-d~dire f£(k) = 0
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Considérons l'isométrie p : £ —> p(f)
A 1%aide de p on associe & la valeur de f en k la valeur de p(f) en
g = p(k) et comme f£(k) =0 et que p est une isométrie
p(£)(g) = 0
Dtol puisque J' ne change pas le support
[50 0 3(8)](e) = 0
Conséquence ¢+ V£ € V(K) et g telle que g ¢ p(Supp £) on a

AN

[ o d' o 5)(£)](e) =0 Donc supp p_(£) < p(Supp *)

et alors Supp }\;n(fﬁ)w'*v‘* p{Supp £)
R R
c . . . .4 1 ~1. 2
Proposition ¢ |Si © a un inverse approxime . local alors J (Ef):e J (E?..)
Ry B
Il suffit de montrer que J (31) o8 [J (Ez)]
R R R

_1[ 2 ] L2 | 2
reb \J (EZ) == O(r) € J (E2)~<-=——==>3ymyn el "B tqy —> 8(r)

loy(y) ~ =l < ley ) - 6,0 8(x) 1 +16, o b(x) - =l

ve ‘ - € Atadhe ALPimidtion o
5 =0 3""« tq & #:Ad i 6,0 8(r) - x| = 5 dlaprés définition 2
) & , _ f _ € g,
“On fixe &« alors Vmﬁ >0 IN n 2N = ll@ao o(r) 6“(yn) | < 5 dtaprds
définition ~1-
R1
Pour que r € J (E1) il suffit de montrer qu'a partir d'un certain rang les

R
1 ; ..
»eq(yn) e Io (E‘i) donc que le noyau de Ga(yn) est un voisinage de 31 ou

que le support compact de eq(yn) est disjoint de E1

v
donc 8(Supp §n) est disjoint de Eq

Or le support de };\n est disjoint de E2
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Dtautre part 3

RN v A PN
Supp %Jyn) —> 0(Supp yn) donc Supp (%(yh) est disjoint de E, & partir

d'un certain rang

~ Intéréi de cette proposition

R1 1 [ RZ
Lorsque J '(E,) =6 "|J (Ea)] J

comme on a toujours

R R
1, ] - -1 200 ]
I (E) =0 [I (%,) )
R R R R

On remarque que J 1(E1) £ 1 1(E1§ == J 2(32) # I z(E 3

2

Donc s*il y.-a défaut de synthdse dans la "petite” algébre R, (iceo, stil

R R
existe un fermé E de ”R Lq J 1(E) £ 1 1(E)) alors il y a aussi défaut
1

de syntheése dans R2 s



Chapitre III

Lien avec 1l%Analyse Harmonique s

Réalisation d'une algébre de restriction

sous la forme d'une algebre tensorielle

Rappelons les définitions de A(G) et de A(E)

Soit G un groupe topologique localement compact commutatif

G groupe dual ou groupe des représentations continues de G dans le
groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1 ou groupe des carac-—
teres

&

G muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact eést
unn groupe topologique localement compacts
On désigne par A(G) 1talgébre des fonctions continues sur G +transformées

S

de PFourier de fonctions sommables sur G pour la mesure de Haar

a@) = 51l
f e L1(§) P = ; ;(x) = /i £{1) (=x,0)ayx
G »
LeG
“f"A(G) = llfll 1

L

Qo

A(E) ou algdbre de restriction
Soit E un fermé de G

A 1 N
A(E) = {q> & valeurs complexes telles que § = f/E fel (G?}

A(E) est isométrique & A(G) o J(E) est 1'idéal des
/I (E)
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éléments de A(G) nuls sur E

Il (g = int {||f11L1 = f/E}

I - Définitions et propriétés de parties remarquables dans un groupe

1. Ensemble de Helson s

Soit G wun groupe localement compact abélien
E compact EcC G
E est de Helson (== A(E) = €(E,C) et les normes sont équivalentes (ré-
sultat de la théorie générale des algeébres de Banach)
Plus précisément

kﬁﬁn < ifl car la transformation de Fourier fait décroftre la norme

A(E)

Donc dire que les normes sont équivalentes cfest dire : il existe k = O

tel que
bel ) < Mely g < KO0
2. Ensemble de Kronecker
‘G groupe localement compact abélien
E compact € G toute fonction
£ de sr@neckgf S continue sur E de module 1 peut &tre

approchée uniformément sur. E par des

caractéres de &

z

Propriété : Unensemble compact de Kronecker est de Helson

(4? autre demons trabon dans [&] )
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Démonstration : Nous allons utiliser le résultat suivant de Banach

Soient E et F deux espaces de Banach, U et V leurs boules unités,
u application linéaire de E dans F telle que u(U) soit une partie
partout dense de V alors u est un homomorphisme métrique de E sur F .
Ici nous allons seulement faire la démonstration dans le cas ou G compact,
car alors g est discret : il suffit donc de pouvoir démontrer que toute
fonction continue de [ﬁ%E)]1 boule unité de €(E) peut s'écrire comme
Sta/f'gae absolument vsommable de caracteres,
Soit f e [6«E)]1 si f ne s'annule pas on peut toujours considérer

f +f

1
f = 5

avec Hf1ﬂ = Hf2H =1 (f19f2) unique

Par hypotheése f1 et f2 peuvent &tre approchées unifor-

mément sur E par des caracteres de G donc f peut

8tre approché uniformément par des combinaisons linéaires
de caracteéres.
Si f s'annule, alors on approche par des fonctions qui ne s'annulent pas
Remarque : pour un Kronecker E compact on a donec A(E) isomorphe et iso-
métrique & €E)

3. Ensemble indépendant : la terminologie n'est pas bien fixée & ce sujet.

Nous allons donner et comparer plusieurs définitions

a) sur R d‘'abord, considéré comme espace vectoriel sur @
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XCR X indépendant (== X systéme Iibre sur ¢
Il est clair que cette définition ne peut pas cohvenir pour un
groupe abélien quelconque. Nous diroms donc :
b) Soit G un groupe abélien

Xc@ X indépendant (== Ei: n, X, = 0 & %x n, = 0

x &A
card A < + o

n €2
«

Alors les X € R indépendants au sens a) et au sens b) cofncident.
Cependant, & 1l'aide de cette deuxiéme définition, on ne peut rien dire sur

1l'indépendance dans un groupe qui a beaucoup de torsion g

a

Dans un module E sur un anneau intégre A on appelle-sous module de
torsion de E ; le sous module de E formé des éléments non libres.
E, module de torsion (== Yx e E Ja e A a £ 0 tel que ax = 0O

La torsion d*un groupe est celle du groupe envisagé comme Z-module

@
par exemple dans D@): ;tg Zj(2) aucun X € Da) nest indépendant car 2x = 0

¢) G groupe abélien :

XcCcG X indépendant <(==> (Z n, X, = 0 (=) n X o= 0 VOL)
o ejp
card A<+ o

n €12
«

Nous ne nous servirons pas de la formulation c¢) mais de conditions moins

fortes cependant suffisantes



ITI.5

Nous utiliserons donc d'une part l'indépendance au sens b) et aussi la
p-indépendance au sens suivant :

d) ¢ abélien

Xc @ X est p indépendant E na Xa =0 ::%}na = O mod p
> n €Z
P Tpremier a%ﬁ

card & < 4 o
On remarque que la forme d) est suffisante pour qu'il existe des x ,
p-indépendants dans D_
Propriété : |Dans un groupe abélien localement compact G

Tout ensemble de Kronecker est indépendant

Démonstration : Soit ki : 1 =1,2... n un ensemble fini quelcongue de points

n
de X tels que Z:: n, k, =0
i

n
Alors pour tout caractdre y sur ¢ oma y() . n, ki) = 1
1 ks

n
Soit anl[xﬂki)]ni = 1

d=f

Or X est de Kronecker,

Pour toute fonction f continue de module 1 on a
n .
[ T,
T £(e)? =1

i=1

Ce qui ne peut &tre réalisé que si n, =0 Vi

Donc K est indépendant,
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gé'remargue gue le Kronecker K ne contient pas d'élément d'ordre fini. En
conséquence dans lés groupes d'ordre borné, il n'y a pas d’ensembles de
Kronecker. On va alors définir les ensembles de type KP
4. Ensemble E  de type KP H
On note -Z(p) le sous groupe cyclique d'ordre p (premier)du tore.

Z{p) = {exp Zinj/q Q s j< qut}

A

ECG est dit de type KP p = 2 (=> €(B,2(p)) = G/E

A
hY

ol G/E = ensemble des restrictions & E  des caragtéres de G .

- On peut remarquer, en appliquant le raisonnement utilisé dans la dé@gnstram
tion précédente qﬁe les ensembles de type KP sont des ensembles indépen~
dants (au sens III, I.3 d) et contiennent uniqﬁement des éléments d'ordre p .

Propriété s Un ensemble E compact de type KP est de Helson

‘Démonstration : analogue & celle du III, I, 2

Nous ne ferons la démonmstration que dans le cas ot G est compact

Soit f e [ﬁTE)J1 (boule unité de IQCE)) et soit la boule de €(E) de
rayon R plus grand que 1 telle que f ‘appartienne & la fermeture convexe
de l'ensemble constitué par les appli@ations aj 5 homomorphismes.de G
dans R‘xZ(p)

Alors f::sz o ot A, >0  sur E

J
Z:: Aj =1

Les Qj sont, & une constante multiplica-
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tive prés R , des caracteres de G
«. = R »Y. . caractere
J XJ XJ

en conséquence €(E) et A(E) sont

isomorphes

Ils ne sont pas isométriques ¢

La plus grande valeur de R que l'on puisse rencontrer correspond au cas ou
il n'y a que trois fonctions mj
La fermeture convexe des «, est alors un triangle et si l'on veut que toute

la boule unité de ¢€(E} soit dedans il

faut prendre R =22
Ceci entraine : YR =2 “flA(E) <R
D'ol quIA(m < 2
Or “f"m) < 1 D'ou
1 ilfllA(E) < llfllm < II:E‘IIA(E)

5., Btude des ensembles finis indépendants

Théoréme : | Soit un ensemble fini. E indépendant dans G localement compact
abélien

a} Si tout x € E' est d'ordre infini E est un Kronecker.

b) Si tout x € E est d'ordre fini p alors E est de type Kpu
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Démonstration s Soit E = {x1,xaono xk} et H le sous groupe de G engeh—
dré par E i.e l'ensemble des cbmbinaisons linéaires
L.m %om el
Sgit £ une fonction quelconque définie sur E et & valeurs dans T
Soit @ 1'extension de £ a H par lindarité s
#(x,) = £(x,)
Or Vx e H'x = z:: ni xi‘ et ce développement est unique
. -
on pose B(x) = #(F 0, =) =T[e(x)] "
T est divisible (un groupe abélien D est divisible si Vx e D et
:Vn;é 0 Iy eDtqny= #)
Dans ce cas ld on sait que l'on peut étendre & en un homombrphisme que
nous noterons toujours & de- Gv tout entier dams T »
(Démonstration analogue & celle du théorémg de Hahn Banach)
$ est donc un caragtére (peutggtre non continu) de &
.Nbﬁs allons utiliser‘la notion de compactifié de Bohr d'un groupe abélien
localement compact ([4] p« 31)
On sait que lﬁenSemble ' de tous les caractdres continus d'un groupe est
partout dense dans 1'ensemble des caractdres [ (continus ou non) 3
L'ensemble de tous les caractéres [ muni de la topologie de la convergence

simple est appelé compactifié de Bohr de [
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Donc il existe un caractdre ] continu de G tel que
l#(x) - k=) <e sur E

-Envisageons les deux cas suivants 3

a) Si tout x € E est d'ordre infini 3 Puisque 1'ensemble ﬁe:défiﬁition est
fini f est continue sur E et il existe un caractdre X continu de G
qui approxime f uniformément sur- E . Donc E est un Kronecker
b) S8i tout x € E est d'ordre fini p ¢
¥x px =0
Or & est un homomorphisme donc &(px) = 1 = [f(x)]P
Donc ici £ prend ses valeurs dans Z(p).
Or ieci puisque tout caractere X est un homomorphisme continu
¥x e B Y(px) =1 ~&onc X/E' prend ses valeurs dans Z(p)
Donc & condition de choisir €& suffisamment petit, le caractére X est égal
a £ sur E
‘Donc 'E est un ensemble de type KP

-II ~ Existence d'ensembles de Kronecker parfaits

‘Définition d'un ensemble de Cantor E

On démontre en topologie que les trois propriétés suivantes
1) E métrisable

2} E +totalement discontinu
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3) B parfait (c'esi-b~dire compact sans point isolé)
caractérisent un espace topologique E & un homéomorphisme preés.

®
Exemple ¢ E est réalisé par Da)m ]:g ZjKEF ou par l'ensemble "triadique"

de Cantor ou par Dp‘ p entier =z 2 Dé = 3?@ Zj(p) o Z(p) est le sous
groupe cyclique de T dfordre p »

On cherche des ensembles de Cantorx qui‘soient ou de Kronecker, ou de type KP
On va montrer qu'on peut en trouver dans tout groupe non discret localement
compact abélien,

Plus précisément ¢ G groupe localement compact est un I-groupe si

et seulement si tout voisinage de O contient un é1ément d'ordre infini
Théordme

1) Tout I-~groupe localement compact abélien contient un ensemble de Cantor
gui est un Kronecker

2} 8i G localement compact abélien non discret et si G n'est pag un
I-groupe alors G contient un ensemble de Cantor de itype pr pour un P

convenable .

Démonstration s Voir [4] page 100.

Remarque s 1) D?aprés la fin du I +out ensemble fimi indépendant est ou

bien un Kronecker ou bien un ensemble de type KP o

D'oli des exemples trds simples de Kronecker et d'’ensembles de type KP
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2) Pour l'assertion 2) du théordme on notera d'apres [4] que
tout groupe répondant aux hypothéses contient un ensemble Dp pour un P

particulier et que c’est dans DP gu'on cherche l'ensemble de type KP -

IIT - Application : réalisation d'une algébre de restrietion

Soit G wun groupe compact abélien qui s'éerit G = G Gz

L]

Soient Ei C Gi i=1,2 Ei de Kronecker ou de type K?

8i (x;y) € E =E, xE_ —>x+y € E1+E2 est bijective ) B

1 %2 “B,=E

+E2CG

1 1

Alors A(E) et A(E%),aA(E2) sont isométriques (voir démonstration plus
loin dans un cas plus général)

Application : On a vu que tout groupe localement compact abélien non discret
contient un Kronecker de Cantor ou bien un Cantor de type Kp

Placons nous dans le ler cas : E1 et E2 de Kronecker

E¥ et E2 sont réalisés par DOD et puisque touk

Kronecker est de Helson A(Ei)

‘f(EM) E = E1 x E2

Dtotr A(E)

I

D) ® () = V(D)

Dans le 2eme cas : Si Ej est un Cantor de type Kp alors

AB) = €(E) ot A(ExE) = €(E) o €(F) = V(E)
¥
Donc pour tout groupe compact abélien (au moins- dans- le cas ol il se met
sous la forme G, x Gz) il existe une algdbre de restriction qui se réalise

1

en V(E)
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On pourra par 1'étude de V(E) +tirer des renseignements sur A(G).

Y4

IV ~ Cas général
On voudrait se débarraser de la condition:G est sous la forme Gﬁ sz o
Soit G wun groupe compact abélien
Théordme : a) Soient Ki i=1,25000n
K, < G ; K, Kronecker 1) deux & deux disjoints
" {ou de type K ) -
p n
2} K = %JKﬁ Kronecker (ou de type KP)
b) Soient Gp(Kj) = groupe engendré par Kﬁ
™
G (K) = nK. =nK) avee nX=JX, o0t x € G/ x, e %}
P d ng( i i {x n® &/
c¢) Soient Ej c GP(KJ) tels que 1) Ej compact
y
2) E, ¢ Y (nK, -nK)
i 1 J J

Alors A(E1+E +o 00t En) est isométriquement isomorphe &

2
A(B,) ®A(E,)® ... AE)

Nous allons aborder le cas ol Ki e5 & de Kronecker. Le cas ol Ki est de

type KP est parallele.

Remarque : La notion de Kronecker -est dans un certain sens une indépendance

topologique-»

On utilise cette notion en b)

L'hypothése ¢) 2) n'est pas capitale mais elle évite des ennuis topologiquess
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Démonstration 3

E=E xB xovox B ¢ E = E.4B 4000 B
1 n 2 n

2 1

est biunivoque.

En effet s Gp(Ki)k et GP{Kj) pour i # j ont une intersection réduite &

foj
Tout élément commun s’écrirait Z:: n k(i) = Z:: n k(j) et comme K UK,
N ¢ PP i ]

est de Kronecker donc indépendant il vient np =n =0

4

en conséquence Gp(Ka) + GP(Ké)+QQu+ GP<K5> @mma-Gp(K1)w GP(Ké)Kooa GP(KH)

est biunivoque et identifie E, *E_xoo. B avec E, 400+ B o
1 2 n 1 n

A A aJ,
oo a . s og W = a
+ En) C A(E1) ® @A(En) (E)

1ére étape de la démonstration s A(E1+E2

A

Soit f eA(G)' alors puisque G est discret £ = Z »“xx
X eG
On définit une application 2 de A(G) dans ﬁ(ﬁ) g
On la définit d'abord sur les caractéres
2(1) :'X @x : @ooo@’x
/E1 /E2 /En
olt x/E désigne la restriction de | & Ei
i 3
On a ainsi une application de norme 1

On 1'étend & A(G) par lindarité.

A4(G) ———e—s A(Gi/j(E) = A(E) or A est nulle sur J{E) :

2 A en effet J(E) étant 1'idéal des

G.(E)

fonetions nulles sur E on a:
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£ € J{(E) alors pour e ¢ E f(e) = Z FX 'X(e) =0
1

Or e € E donec e:e1

+ooot €
n

Mol = 77 g allCe]

Or les caractéres sont multiplicatifs donec
ﬁ[X(e)} = X(eﬁ x l(eé)omx‘&(en) = 1(91“‘}“62'*‘30'0 en)
Dtolt Af(e) = O pour tout e €eE donec Yf e J(E) A{£) =0
Soit A 1'application injective associde & 2 par le passage au quotient
A{G) — A(G
(@) ( )/Q(E)
A fait décroitre la norme 3

en effet 3 2 est 1'application qui & fe A(E1+Ef+a.w En) associe

2

F e <1'—(E1 Xoooi En) 3 f est une classe d'équivalence de fonctions de A(G)

F(e1 g0 en) = f(e1 ton ot en) f = i;z;éa'x.x

fN\
F e G(E)

F(e_] 7€y 000 en) = Z:;a«x X(e1 +o00 0t en) :géux 'X(e1) 'x(ez) Goa 'x-(en)

Y €>0 il existe un développement de Fotel que Z::l&,x] sll%lll,A‘(E) + €
Dtautre part "F“a(ﬁ) gst telle que “Fua(ﬁ) =< Z:'laéxl

< I}%}ﬂ k A fait décroftre la norme

a(E)

2tme étape de la démonstration 3 1 est surjective et isométrique

Onva utilisér le théoréme de Banach énoncé au I , 2 ,

Ici pour démontrer que 2 est surjective et isométrique il suffit de démon—
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trer que 1l'image par ;\ de la boule unité de A{(E) est dense dans la boule
unité de @(E) (densité par rapport 3 la topologie de GAE).)
Or un élément de la boule unité de G(R) est un produit tensoriel de la

-0 . L3 B
forme F = Z: A fSU soo ®.f§n) ol f-(;'l> appartient. & la boule unité de

b= 73D 3 3
A(E,)

avec 2:: Ik} & 1+e & dépendant du développement de F
I1 suffit de savolr approcher un monome xj fg” ® oo B fgn) par une image
par % diun élément de la boule unité de A(E),
I1 suffit méme de savoir approcher les monomes de la forme suivante :
(1)
3®1®00°®fi~ @1000 ®1

1 étant la notation représentant la fonction constante et dgale & 1 et

fgl) étant toujours un élément guelconque de la boule unité de A(Ei)

On se rameéne ensuite au cas précédent en faisant le produit dans l'algebre

tensorielle,

On remarque que fgl) é1ément de la boule unité de A<Ei) stéerit
fgl) =E ocX X’/E Z locx_l & 1+
I JEE i

oy /& désigne la restriction du caractére y & E.
IR ,
'I1 suffira donc d'approcher £ =101 ... ® X/E 1 ... D1
i

T1 faut donc approcher ¥ par un é1ément de la forme \E/E ® \'I“{/E Q.o @ Y/E

1 2
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ot Y est un caractéere de G .

1f

Cas particuliers-: 1) B K, Kronecker compact

1 1

B K, Kronecker compact

2 2

Il

'K1 v K2 Kronecker

Dans ce cas précis on sait que A(Ki) et b”(Ki) sont isomorphes isométri-
quement de méme que
A(K UK)) et (K UK) (cf I-2)
h ®1 :
On veut approcher X/K1 1
Considérons la fonction Y continue sur K1UK2 telle que Y et X coin-

cident sur K. et Y soit constante et égale & 1 sur K

1 2

Alors Iyl=1
Puisque K1UK2 est un Kronecker, ¥ de norme 1 est approchable par des
caractéres uniformément sur K1U K2 °
Or ici approcher dans la norme uniforme ou dans la norme de A(K1 v K2)
clest la méme chose
Dol Je) caractere tel que
IITPNBIIA(K1 U Kz) <€

Dans ce cas simple on peut m&me approcher directement ,X/K ® ‘G/K
1 S 2

ol 'x et % sont des caracteéres de G

en effet on considdre alors la fonction & continue qui cofncide avec X
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sur 'K1 et avee ¢ sur K2 13f=1 et $ est approchable par des carac-—

téres.

2) E, est compact de type KP

1

E2 est compaet de type KP

Alors E1 et E2 sont de Hélson et A(Ej) et éTEi) sont isomorphes et

de métriques dquivalentes. On trouverait les mémes résultats

3) Cas général : pour la simplicité de l'exposé on se limite & deux

ensembles E et E

i 2
1 Ez
On veut approcher XﬁE ®1 vpar un caractére
1
dans la norme de &(E1xfE2)
Kz Soit ? la fonction continue cofncide avec x

sur Ei et qui vaub 1 sur E2

Dlaprds 1) on sait approcher (dans la norme uniforme et sur K1U K2 unique~
ment) Y par le caractére 6 .

N
d
Mais ici on sait que E, C U K, - nK)

n=1
Dol Vx e E1 X = Z k:(ji) k§ﬂ & K1
BEn conséquence

§ 1{;1)) T kgﬂ) _ "X<k§1))

Y est toujours de norme 1. On saura donc l'approcher uniformément sur
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E‘IU EZ par des caractéres.

Or on a besoin d'approcher ¢ en norme de A(E1U E2> ;7 on utilisera la pro-

position suivante qui sera démontrée chap. IV pege 5 (”9'3" g

Propesition : |Soit E un compact d'un groupe abélien compact G

Ve>o {In>0 telawe Yyt  bg lug- o llen

cors 12, = 1 Il < <



Chapitre IV

Probleme de la synthése spectrale

Soit B wune algeébre de Banach commutative unitaire, réguliére, semi-
simple« - PM(B}, espace des pseudo-mesures sur B désigne le dual de B,

Support d'une pseudo-mesure S G,PM{B) [10]

Soit @~ la famille des fermés F de ’mB tels que
Vx eB Supp X NP =f —=><8,x> =0

On démontre que ¢ est stable par intersection.

Le support de S est Q;_ F , c'est le plus petit élément de d‘"o

8i S est une distribubionﬁgysest aussi son support en tant que distribu~-
tion.
Définition 3 Soit E ‘un fermé de ‘mé o

PM(E) désigne l'ensemble des pseudo-mesures de B dont le suppért est

inclus dans E.

Proposition ¢ Soit E wun fermé de WB o E est de synthese si et seulement si

PM(E) = I(B)" .

J(E) = 10%-35 *:{x € B|Supp x NE = ﬁ}
On a dong PM(E) = J(EyL

] 1 1
E est de synthése équivaut &% I(B) = J(E), donc & I(E) = J(E) (car

1k
[I(E) ] = I(E) d'aprés le théordme de Hahn-Banach).



iv.2

Définitions : § & PM(E} est synthésable sur E si
x € I{E) est synthésable sur E =i x € J(E),

exemple : toute mesure est synthésable sur son support s

Soit B = €(K) K compact g 'HLB =X &

Le sﬁppor“i; de S e€M(K) est le plus petit fermé E <X +tel que

Vf eB(K) Supp £ NE =@ =p <8,f> =0

te I(E) == f(E) = O&=>F e.{g e B(K)|Supp g NE = ¢} =><8,f> =0
Remarque : A toute mesure b sur /m'B on peut associer une pseudo-mesure f‘L
sur B =< X9FL># <§L9{L> '
On a évidemment Supp fL = Supp poo

On désigne par M(E} les mesures de M(‘mB) dont le support est inclus

dans E C‘HLB -

: ‘ Y 2 N ” s N
Proposition ¢ S € PM(E) est synthésable sur E si et seulement s il existe une

| D, | C——"—ccO—C———— | T S S e

suite (}La) e M(E}' telle que (ﬁiia) converge faiblement vers S.
= Vx € I(E) < xsp,a> = <X9}Lﬁ> = 0

donc < Xy8 > = lgim < xgtba> = Q

.===) on suppose que S f M(E)

Dtaprés le théordme de Hahn-Banach

v

Ix eM(B)' : <SX>£0 <px>=0 VpeME)
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> >

or B = PM(B)* < xyp > =0 V}L eM(E) —>x eI(E)

3 ne peut &tre synthésable.

exemple : Soit B ::3%(T) algébre des fonctions dérivables sur le tores La dis-
tribution &° s<dt,f > = £1(0) est une pseudo-mesure sur §D1(T), de support
{0} -

I1 existe £ ef,f)1 (F) telle que £(0) =0 et £2(0) £ 0.

8“ n'test donc pas synthésable sur {0} et ne peut 8tre approchée par des me—
sures de support {Q} » On démontre par contre que S“ peut &tre approchée sur
: [“‘“696] par des mesures de support C.[;w& s & ] clest—d~dire que S"- est syn—
thésable sur [ueﬁ)gj ®

On se place désormais dans le cas ou B = A(G) avee G = Rn ou Ina On
sait que A(G) est isomorphe & L](a) et a pour spectre G, On note PM(G)
l'espace des pseudo-mesures sur A{G). Bn fait, pour G = R" A(G) n'est pas
unitaire et il faudrait considérer - A{GUwm ). On supposera que les pseudo-
mesures sont & suppert compact ne contenant pas le point & 1'infini.

Comme 4(G) >P(G) (espace des fonctions indéfiniment dérivables i support
compact) ces pseudo-mesures sont des distributions & support compacts
Définition 3 La transformée de Fourier d‘'une pseudo-mesure S de A{G) 3 sup-
port compact est définie par §{ﬂ = <8,Y > Vxeé

Elle coTncide avec sa transformée de Fourier en tant que distribution.
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Théordme : Une distribution & support compact est uné pseudo-mesure de A(G)

n n B . rd >
(G =mp ou R ) si et seulement si sa transformée de Fourier est bormée.

G C————————e O | C——  ——

—> Soit S e PM(G)
HS(IX,)F < ﬂ SBPM(G} “ ‘XHA(G-}\ = " Su < 00 =<
&= Soit S wune distribution & support compact telle que I!Sl}m < 0

S est une forme lindaire sur IXG) continue sur (G) pour la topologie de

"A(G) : en effet (W note Mgll@, = ;W? B g{f’l
Ve e D(6) < A(G) <8t >] =< 8¢f >| < llS}!m uflt%@ =18 112l g

Dfaprés le théoreme de Hahzina,nachg S se prolonge donc en pseudo-mesure sur

@t sl = Il

Définition : Un compact E < G (groupe compact abélien) est dit sans vraie

pseudo~mesure §£ PM(E) = M(E), PM(E) désignant les pseudo-mesures sur A(G)

& support dans E.

exemple 3 On considére 1“algébré A{T) et E = {x} ;, X €%
Soit S uné pseudo»«-mesﬁre de support {x} « 8 étant une distribution est
2 0d : P ]
de la forme Z ) a,j Su)\n Sa transformée de Fourier est S(n) = Z : aj(ZZhl’n) s

rS ) N
8(n) doit &tre bornée, donc S(n) =a et S = gx - 8 est une mesure sur

G(T) -

Théoréme : un ensemble de Kronecker K compact inclus dans T est sans vraie

pseudo~mesure.
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- K est totalement discontinu, c'est-3-dire la composante connexe de tout point
de X est réduite & ce point : sinon K contiendrait un intervalle [zy] ,
avec x, y rationnels, Alors il exigterait A € Q tel que Ax + (1=-M)y = 0 et

K ne pourrait &tre indépendant.
la. d€monstrabion utilisera la Froros}h'on suivanle
Proposition : Soit E compact d'un groupe abélien compact G . Etant donné un

I

nombre &> 0 , il existe 1 >0 wddpendaal de ¥ el Yy el que

“ X1/E - XZ/E “00 <N m\‘mine “ X1 - XZ H A(E) e

D'aprés 1'étude de la dualité dans les Banachs,

fcB el = Szug < fés >
SEB’

Comme , A(Ej < P(E) et “ 3 IIA(E)’ 2 l[S l!PM , ona

“?f Ih(E) = sup %éTF%§MZi < sup %é“£%§~21 il suffit donc de mon-
sea(E)’ Ha(E)t serm(E) L PML.

trer que ¥ se PM(E) s ! g(x‘i) - §<X2>i { € “S“ .
Lemme 1 : Ve >0 16 0<%« g , 3£ € A(T) telle que || fJIA(T) <€

i

ot 1~ -f(x)=0 VYx€[-5, 48]

Soit meWN ; Vx € [~f§E ) é%A] posons y = mx .
ix T = (iy)k
R I e
k=1 m k!

Soit g(y) € ﬁ(T) le développement en série de Fourier de y : sur

[»g,g]g‘ona g(:\f):y“’

. k ‘
n () =|-e"=-7" HeWl ¢ yr)
k

=1 m k!
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Y L]l
I1-e® w b o el

a(r) € & o

Posons f(x) = hm(mx)

mr [, £ 160 = e
Gl = |Gl = a1, =0 el

On peut généraliser au cas d'un groupe abélien localement compact G .

Lemme 2 : Ye >0 Ja>o0 Ve VX €G Jf ¢ a(e) telle que

OB E N IR

(1) | 1= 4 | <o = 1= () —2(0) =0

int

Soit f(t) =X a, e la fonction construite dans le lemme 1. Posons
it . . n it
f(t) = f1(e ) clest-d~dire f1(z) = 7 a Z avec % = e
Y6 >0 1« [~z <o == |t] <5 .
& étant défini comme dans le lemme 1 , Ye>0 3-a [1—21 < o oz

1~z—f1(z) = 0,

Soit f(x) =f (eule X(X)) = X a, e-’llrle Xn(x)

1

£eae) et | £ oy =% legl <e-

Diautre part 11 - emle X(X)l {a = 1 = eﬁla

(x) - £(x) =0

Lemme 3 : Ye >0 In 0<n<e VQ‘in,XZEGVSEPM(G)

)

t? lele X1(x) - x2(x)l < 7n sur le support de S =
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|+ s5(x,) = 8(,)l < ells |l
posons A{x) = et X1(X) - xz(x)‘- et® X1(x)§(x) ot f est définie comme dans
le lemme 2. A(x) € A(Q).
i . =10 - o
Mx) = o™y () =70y o1 () - £()
Soit 1y = inf(gg‘g} ou o est défini comme dans le lemme 2, (n est indépen- -
dant de 8 X X S) Si’ ieie X (X> - X (X” = l‘t-e‘ie X xml{(-;x:)] <.m
' e - S 1 2 2 M S
sur le support de 8§, {xl l'iwemle %o x:‘](x)! < al  est un ouvert, dépendant
de X’I‘ et 6 , contenant le support de S . Sur cet ouvert Ax) =0 , donc
s =0, [0 s(y) - s(x)] = [s,0™ x, (=) £ ¢ 2 lls |l

Démonstration du théoréme ¢

- Temme 4 : Soit s € PM(®) telle que son support soit un Kronecker et telle que
S = Z:S aves S, € Pu(f)  Supp S, Nsupp S, = ¢ pour j#J'

r
Alors S! =Z; Ils J;gw
a r »

On a évidemment HS Hco & Z:? I}S

11 suffit donc de montrer s

Ve > 0 13[[ Z"""Hs L E

Ve > O 3(nj) €7 }(ej) (R
T oip. ® r . .
157 s ()] 33 s -5 .
3 33 175 Heo T 3

Le support X de 8 étant un Kronecker la fonction continue sui’ K dont

i, in.%

la restriction & Supp Sj est e Je I est approchée uniformément par des
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caractéres

V&t >0 dn ¢z sup [sup | % emjt'-,e
3 t€Sj

D'aprés le lemme 3 : On a donc : W6 > 0 dnez , V_.llelej §j(nj) -

~ o 5
-5, ¢ b sy Il <=

Alors Hg “oo > Ig(n)l = i; ga(n)l > l; eiej‘%‘(nj)l - fg }Zf: “éa ”m— €

- Jemme 5 : Soit S € PM(®), S £ 0 telle que

(1) supp S = K est totalement discontinu

(ii) Pour toute décomposition § = % Sj Sj € PM(E?
g Supp S:ASupp S, = ¢ =i J # 3
. . . J J )
on a sl =22 1lsy Il

]
Alors S € m(®).

soit V(K) = {f ¢ €(®) | I ouvert, D> QDK card £(Q) <} ,

V(K) est un sous—espace partout dense dans 6([1) pour ‘la convergence
qanifbrme, dl'apres le théordme de Stone-Welerstrass,

, , §
Vf € V(K) Jf € A(‘l‘) f =f sur un voisinage de X .
_— ¥ v S ;

Alors <|__ ,f> = <S,f> est indépendant de f et | est une forme liné-
aire sur V(K).,
V:E‘ € V(K) Yo ouvert tel que card f(&'z) o0 Vx ¢ £(x) qul est discret,
QX = an_q<x) est ouvert et X C U

Q.
XEf(K) X

Tes Y.QX sont en nombre finis et disjoinits,
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Donc S = ; s, 8, € pu(r)
x€F (K) Supp S F (x)n K

e.t ‘ L 9f _ g B < ‘. 9 _ - IS ( )
G20 = 2 B S LS " L 5
< 37 ,85] < sup |£(1)] z;:g Is, Il = sup [ s o< e iy IS
k€K xEFLK) k€K : :

2:3  est donc une forme linéaire sur v(K) continue pour la topologie de la
convergence uniforme sur B(T) Dlaprds le théordme de Hahn-Banach z:}‘ se
prolonge en mesure pg 2 support < K sur £(T) et ll“S,“ < “§ “a),

by € PM(®) et coincide avec § si et seulement si ¥n € 32 g(n) = ;S(n)
(en effet, 2 A(e) <(s_=us),,§> = <§—=§ng>)

Vnez Ve > 0 soit ¥ ¢ V(K) telle que i}ﬁg =1
suple - ¥(x)| < n
keX
i!l (v existe car V(K) est dense
s
fo'e]

ot n est défini par le lemme 3 pour

dans- €(T)).

alors s=3 . S, s. ¢ pm(T)
: y A X

Supp S < K v (x)

et |5 (n) x5 (0)] ¢ —E— s || V=¥

|s(n) _X%;;f_;;@ x s (0)] ¢ m}{g@ Is, Il =5 car lIsll=lIs |,

or <ug,¥> =< )0, = ZE x s (0)
| €v(x)

X
a

<ugre™ = <ug v | < lls, lln s sl

5)
1l
N



IV.10
ponc  |s8(n) - V.“s(‘n)i €
Corollaire : Tout Kronecker compact de T est un ensemble de synthdse,
L
M(K) < 1(X)  car toute mesure est synthésable sur son support.
i 1
on a done PM(X) = m(x) < 1(x) <= J(x) = pu(x).
Proposition : Soit B wun fermé d'un groupe compact & .
E est de synthése si et seulement si A(\E)" = PM(E)a
. A
- E est de synthdse &= PM(E) = I(E)
i . ',
- I(B) = {s ¢ Pm(G)|ker s 2 1(®)} = {S ¢ [a(c) } = A(B)!
/1(®)) .
Propogition : Soit H wun sous ensemble d'un groupe compact G .
O est de Helson si et seulement si M(H) (=€(Hm)*) = a(H)'.
Les normes llp, ”M(H) et Hp, H [a(m)]: sont alors équivalentes,
En effet H est de Helson @}A(H) ='€(H) avec des normes équivalentes,
Coroliaire : Soit B un fermé dans un groupe compact G .
E est sans vraie pseudo-mesure =R est de Helson et de gynthése

(— PM(E) = A(E)! = m(B)

=50n a toujours M(E) < A(E)* < pu(E).



Chapitre V

Problemes de synthese

I - L'application de Hopf

1) Soit G wun groupe compact.

1

On définit les homomorphismes d'algebres : L1 (&) __I\:I_’ L1 (G ~+G) -LL (&)
f ~->Mf (M£) (x,y) = £(x+y)
F ~- PF (PF) (4) = / F(t-x,x)dx (dx étant la mesure de Haar
G
sur G).
2) P o M(£)(t) = / f(t)dx = £(+) - PoM est 1'identité sur LI(G)O
G

3) On a les inclusions suivantes {Gf drant com fQC«l’)

V(6) = 8(6) & ¢(@) S12(6) & 1(@) S 12(6) 8 L3(6) =1 (@) o1 (6) 1) (@ x 0)
ok
Proposition : P applique LZ(G)®L2(G) dans A(G) et IP| <1

- |
, . 2

Soit F = § £y o £, ¢ LN(G) et ; llfjlle II‘PJIILZ < ®

(PF) (%) = A ?2; £ (tmx) ¢, (x)ax = g;; 2% 9500

d'apres le théordme de Plancherel la transformation de Fourier est une isométrie
\ 2 . s . . 2,5
de 1'algétbre L°(G) munie du produit de convolution sur llalgébre L (G)

munie ‘du produit ordinaire.

" Done fj * le (x) = I:fj LPJ] (x). D'apres 1l'inégalité de Schwarz, f;i -‘Pj e L1 (G)
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clest-a~dire que fj * @j(x) e A(G) = ?’L1(G) c €(G) C.L1(G)

[e:0} Q 4 A [e4]
IPF I < I£. « 9.1 - <2 If.0l 5 = Ay =2 0E. N
_ Z: % lPJ Z‘ Jl 2 I tPJ HLZ(G) gl ‘]"Lz(G-)“lPJ ILz(G)

AlGy 5= 9 A(Gy 5= L(G)

or |FI = inf If . || lo. | donc ||PF| 17 |
12(@)s12(q) Z;‘i“ 12y s L2(a) o A L3(@)sr2(e)

De méme P applique V(G) = €(G)$€(G) dans A(G) et Pl <1

LA PRI e 1y
A(6) Z’;’" . 2 Z: €(c) (PJ'f:()

IFIl - = inf lef ¢ ll > | BF | < IF]
v{G) R A () IR () A(G) V(G)

4) Proposition ¢ M applique A(G) dans V(G) et IMI<1 .
Soit f e A{G) £(x) = ZZj:ax X(x) avec zi:lax| < @ .
(M£) (x,y) = me [(xty) = Zax (=) {(3) e V(G) car ] e£@)
el < 2l | =02

V(&) A(G)
Conséquence ¢ P o M est 1l'identité sur A(G) dlapres 2 .

A(G) = P o M(A{G)) € P(V(G)) (d'apres 4) € A(G) (d‘apres 3)

Donc P(V(G)) - A(G) | mais cela n'entraine pas M(A(G)) = V(G) ]

Comme P oM est une isométrie, IP o M{g)ll = gl < IM(g)l < M| lgl

M est done une isométrie.

M identifie A(G) 3 l'ensemble des fonctions de V{(G) qui ne dépendent que

de x+y ; c'est un plongement d'une algébre de groupe dans une algeébre ten-

sorielle,
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IT — Probléme de synthese spectrale -~ Théoréme de P. Malliavin

On dit que la synthése spectrale est en défaut dans une algébre de Banach com-
mutative réguliére semi-simple R si le spectre de R contient un fermé E
qui n'est pas de synthése. On va étudier le problime pour les algébres A(G)
et VI(G).
Le raisonnement se fera en deux étapes :

1) Dés qu'on a un contre exemple pour une algtbre alors la synthese
est en défaut partout.

2} On cherche une algtbre pour laquelle il n'y a pas syntheése.
Théoreme de P, Malliavin
FDés que la synthése est en défaut dans A(R3) ou A(TB)Q elle est en
défaut dans tout A{(G) pour G groupe compact infini et aussi dans tout

V(K1x Kz) olt K1 et K2 sont des ensembles parfaits métrisables.

\ Ve
lere étape s

a) le défaut de synthese dans A(T3) entratne le défaut de synthese dans

b) le défaut de synthese dans VQDN)) entraine le défaut de synthese

dans A(G) et V(le K. )

2

étude du b)

) ® 8K,

Soit V(K1x Kz) = €(K 2

1
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olt K1 et K2 sont parfaits (i.e. compacts sans point isolé) métrisables :

A%
donc il existe Ki c Ki tel que 'ﬁ; soit parfait métrisable totalement dis—
continu

N
c'est-a~dire K. est homéomorphe & D
i o0

o
Considérons l'injection canonique Ki m=—wKi

A oA N
et le morphisme induit g : €(K1)® ﬁ(Kz)-um”» '€(K1)® €(K2) n V(Da))
g est 1'application canohique “quotient™ appliquant

VI K = K ® O sur VUG K@ g

ol ﬂ(ﬁ1x ﬁz) est-1'idéal-des fonctions nulles sur vK1>cK2

e

—

Lemme 3 Soient R(K) une algébre de Banach commutative régulidre semi-simple,
de spectre K ;, E un fermé de K , /(E) 1'idéal des fonctions nulles sur E
et R(E) = R(X) ,,

B =50 /5 m)
S'il y a défaut de synthdse dans l'algébre quotient R(E), alors il y a dé-

faut de synthése dans R(K)

En effet s 81 R(E) est de non synthése, il existe un ensemble E1 fermé de
son spectre E tel que
ir e *E) (E1) c R(E) et f ¢ JRUE) (E1>
clest-a~dire (en identifiant f & sa transformée de Gelfand)
I1 existe f nulle sur E1 telle que f ne soit pas approchable par des

fonctions nulles sur un voisinage de E1 dans E .
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Soit f extension de f £ é.IR(K}(Et) c R(X)
Si g pouvait &tre approchée par des fonctions nulles sur un voisinage de E
dans K ; f le serait aussi.

Conséquences 3

1) Si V(D&)) est de non synthése alors pour K, et -K2 parfaits mé-

1
trisables V(K1x Ka)' est de non synthése.

2) ‘Dans tout groupe infini compact G on a vu (au chapitre III) qu'il
existe EC G, E de Cantor qui soit un Kronecker ou un ensemble de type -K?o
'Orvun‘moééle topologique d'ensemble de Cantor est DGBB
- Boit une partition 'de E en 'Eg et E2 homéomorphes 2 vDa) et tels que

L= B+
E E1 EZ
On sait que

A(B*) = A(E,+BE_) est isométrique & €(E )a €E) =V )

12 1° 2 0
8i V(Dm>) est de non synthdse, alors A(E') est de non synthdse et dlapres
le lemme A(G) est de non syntheses
étude du a)
(a,1) Considérons d 8=Da)ﬁwm?1 défini chap. II § III

et PR S
[s:0]

3

Dz) est compact métrisable sans point isolé totalement discontinu donc homéo-—

morphe & Dm)



V.6

On sait que 3

\'4 v
3 d3 & &3 - re o \ .
V(T-)-«e-~—-9-V(DG)) est une isométrie et qu'elle possede un in-—

verse approximé local.
En conséguence si V(TB) est de non synthése alors V(Da)) est de non
synthése.
(a,2) Considérons le plongement isqmétrique : A(T3) —ge-V(TB) ; on peut
méme se placer dans le cas général 4d'un groupe compact.
AG) V(@) 2 A®E)
D'aprds IV,I : M posséde un inverse approximé qui est ici un inverse P
Cet inverse est local ¢
M £ = Pf = intégrale sur les fibres (une fibre étant 1l'ensemble des (x,y)

[+ 4
v
tels que M(x,y) = x+y fixé)
£ défini sur le spectre G xG peut-&tre identifié & f
A
soit M : (x,y) ——>x+y
A v -~
dtaprés la définition de M et P : Supp [M f] C M [Supp f]

En conséquence 3

si A(TB) est de non synthése alors V(TB) est de non synthese

2eéme étape s

a) le défaut de synthése dans A(RB) entraine le défaut de synthese dans

A1)
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Supposons qu'il existe- E fermé C.R3 tel qu'il existe £ nulle sur B
et non approchable par des fonctions nulles dans un voisinage de B .
Cette propriété étant locale on peut supposer que f est & support compact.
Or les fonctbtions de ce type s'identifient & des fonctions de A(TB) :

Cas de B et T .« Soit f wune fonction de ce type : son support est

contenu dans 1'intervalle [~L,+L] . On "enroule”l'intervalle en identifiant

L et +L et 1 e[-LAL] ~>e " Let

3 3 . . v ae
Cas de R et T . On "enroule" trois fois, c'est-b-dire sur chacune

des trois composantes de la variable.

Ctest-a~dire on effectue le changement de variables
2inx 2iay 2imnz

‘ L L L
f(xs)YQZ) = g(e - g€ 9 € )

En conséquence : si B est de non synthése dans Rs, son transformé est de
N 3
non synthese dans T »

b) dans A(RB) la sphére unité U

3 est de non synthése (cf. article de

L. Schwartz C.R. Acad. Sciences 227 pages 424-4261948)
. N e i
Dans le chapitre IV on a vu : E de synthdse == BM(E) =-I(E)
il faut donc montrer qu'il existe 8 E;PM(UB) et f G-I(Ué) tels que
<8,f>#0

Soit F, la mesure uniforme sur U, de masse totale 1.

3
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3 .
wed®) c mE’) < 9'@
” (oo 3 ‘ 3o
?sz jo est définie sur R et est bornée (car p e PM(R™) el on a vu au chaps
IV que : une condition nécessaire et suffisante pour qutune distribution i
support compact soit une pseudo mesure est que sa transformée de Fourier soit
bornée)

;I(F) :/ 3 exp(-2in <r, p ~)dpir) = ]3 exp-2in <r;p > dp(r)
R U

A 1T °
D'oh p(P) =K j exp(—~2in lPlcor ) sinede = Cwii%?ggiﬁl
0
P,»étant une distribution,
e .
PPy PPy 5E = 2inpy k(D)

T = (r1 s Ty r3)

g%g est une distribution & transformée de Fourier bornée donc clest une
1

pseudomesure.

A

On peut toujours choisir f +telle que fy soit nulle sur U, et telle que
# 3

S
-Eg— soit = 0 partout sur R3 et 0 en au moins un point.

III - Autre méthode : Fonctions radiales

On va démontrer directement que Vn =3 A(Rn) est de non syntheése, en uti~-
lisant les fonctions radialess

(A) Définitions et notations

~ @& désignant un groupe opérant sur Rn9 si F désigne une fonction quel-
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conque définie sur R on notera
gF : X ——> F(gx)
~ 81 V. -désigne un espace de Banach on dit que & opére sur V si
Vg eG ;Yv eV gv €G
V > gv  est une isoméirie

-~ Ponctions radiales ¢

On prend G = SOn groupe compact commutatif des rotations ou transformations
orthogonales de Rng I1 est simple de vérifier que SOn opeére sur ,LP(Rn)
et sur A(R")s
A tout sous espace V de- Lp(Rn) sur lequel SOn opére on-associe
&Vu{v eV / Vo eso o*”v:v}

RV = espace des fonctions radiales contenues dans V
On notera Rﬁ = &(A(Rn)}
On peut identifier R.n 4 une algébre de fonctions définies sur [0,of

£ eR £(x) = £(p) x R‘:

- -30it B un espace de Banach de fonctions définies sur R sur lequel
opere SOn¢
Soit F,eﬁ(SQn)

f eB Posons (pxf)(x) = j/ of(x) dp(cﬁ T & SOn

Son x € R®
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On sait que
. 1, n
Si felL (R) 1 =
= ’L* f el (R )
H e»té(son)

et si on convole avec 9 e-Jé(SOn) (Pxp) % £ = 9 x(pxf)

(B) Le défaut de synthése dans Rn entraine le défaut de synthise dans ARD)
s M n
Considérons Rn s AR} e Rn

ob M est l'injection canonique de Rn dans A(Rn) et P défini par :

£ € A(R") ——» PP Pf(p) = / fiop)dhls)
p el0,of Son ’

ot |dhi{g") = mesure de Haar normalisée du groupe S()n

.P-w» (P900aoo 0)

12 Vérifions que Pf e Rn = (R(A(IRn))
1, . . 1,.n .
a) £ eA(R) dons il existe p L {(R™) telle que

£(x) = /n ef FY 7 g(y)ay

R

Pf(fb) = / f‘(o*}i}dh(c*) =/ flx)dh{e) ol x désigne n'importe quel point

S0 SO

n n N
de R sur la sphere de rayon P
=h % £ (x) (h est invariante par ,i_SO )

P£(p) -./ ~ £loex)ah = j [/ T y(vyay] an

S0

" n

Dtaprés le théordme de Fublnz. et en posant oy = %

Prle) = /n el‘xﬂ) l:/ l{)(crt)dh] dt (car dy est la mesure de Haar de R”
R SO ‘

et SOn opere sur R" donc

dlet) = dt)
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/ (ﬁ'@ (t)dh = hxg e L1 (Rn}
S0

n

_Donc - Pf e A(R™)

b) Pf € RA(R"))

Si S?; est la mesure de Dirac associde & T eS(}n
§ x£=1gf
k' v

dtot 8% #* hxf=hxf=PFf puisque h est invariante

ctest-a~-dire <TPf = Pf Ve G-SOn et Pf est radiale,

22 Montrons que- M a un inverse approximé local

Ona PoM=1I4d, donec M a un inverse approximé qui est iei un inverse

Vca M, =P

/N

On veut montrer que: Y¥f e A(R") alors le compact Supp P(f) est contenu
dans le compact
V‘ e
M{Supp f)
Or §P|l <1 donc f nulle == Pf nulle
On admet que le spectre de Rn est [09@30[ » On peut alors identifier les
fonctions de Rn et ‘A(Rn) 2 leurs transformées de Fourier.
N v ~
Dol Supp Pf & M(Supp £}
v n
ot M3 R [Oym[ X —p |x|

(C) Pout revient b étudier les algdbres radiales

Théoreme 3 [n z3 Vx #£ 0 {x} C[0;+0[ est de non synthése dans R
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' L

Démonstration 3 E de synthése == PM(B) = I(B) done {x} est de non
synthése s'il existe ‘8 € PM {x} et f el {x} tels que < £,8> # 0
Les éléments du dual. RI"l de »Rn (encore appelés pseudo-mesures) sont des
distributions (en effet il est clair gque 9]0,00[ ¢ Rn nsz1t
Donc Rr‘i c92'J0,0[)-

Toute distribution dont le support est un point admet une décomposition

linédaire
unique comme combinaisonVfinie de dérivées de la mesure de Dirac associde &
ce point.
X&)

8 cherché est nécessairement de la forme S = Z 2. 8
Dtautre part VYf eI {x} , < 8,£> = f(x) =0 . Montrons que 8 = g)(:)
convient :

Soit f£ePD]0,f ¢ Rn telle que f(x) =0 et f£'(x) £0

(1) df — ] A (1) ]
alors < fs,gx > = -<z= 98 > =~ £'(x) # 0 pourvu que SX € Rna

S(” € R' pour n 2 3.
X n ]

Soit 61 (Joy+w[) 1'espace des fonctions scalaires sur [O,+cf une fois
continfiment différentiables, muni de la topologie la moins fine rendant con-
tinue 1ltapplication D1 de cet espace dans fc(]oy-&-oo[) s espace des fone-—
tions continues sur ]Ogoo[ -muni de la topologie de la convergence compacte.
. (1) ¥ . H
e' i - - g ¢ @
On sait que Sx 51 Si Rnc. 61 , alors Rn 951

On va méme démontrer mieux
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n-1

. n-1 . . -
Lemme 3 Rng;€ (JO,+w[ ) ou [—5-] = partie entiere de 5=

n-1
[55]
(Cfo Fourier transforms de S. Bochner et K. Chandrasekharan Annals of Mathe~-
matics studies n? 19 p. 67)
8i fe Rh.c A(Rn) n=1 f est la transformée de Fourier d'une fonction

g e Ll(Rn) radiale s

X = (Xlgauu xn)

£(x) ~/n e =TV g(ylay avee Ifll, /n lg(y)lay
R B
y = (y19°°° yn)

En décomposant /‘n en intégrale sur la sphere unité et sur le rayon vecteur

R
il vient ¢ n
(2rr)E *© g
o) = B [ ppPa , Gpap  xfo
n-2 ¢ 0 i
—_— 2
r 2

olt gs désigne la fonction profil gf(P) =g(y) ol Iyl = P
et ol Ji(t) désigne la fonction de Bessel de premiére espece d'ordre 32 o
On sait (cf. le livre de Courant-Hilbert : Methods of Mathematical physics

vole. 1 chap. VII § 7 page 421) que ces fonctions vérifient :

J J
a® A0 (1) etV g
" L) Ars
3% 4 s

Ael

)
-

al

On étudiera seulement le cas 3 k =1 3

n = 2k+2 ; le cas n impair étant analogue

J2k est uniformément bornée par:1-, on a donc convergence uniforme et on

peut intervertir les opérations de dérivation et d'intégration.
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Dol
k R < @ '
a K 2n | 2kt
s ) = ()7 e / gelp) P Iy lrpidp
a(x™) T °0
On a méme
k k1 w® '
d - 2% N1
— £(r)} < ~'jlg(ﬂy a
’d(rz)k 2 ‘Bl . P
: ®
; n-1 . 212 L . .
Or ﬁfﬁA = Wﬁ%it/ [gf(P§}F— dp ol Whui\m —- - aire =n dimensionnelle
° Ixij de U
k . °
. d [(wt+1)
It PR
Dot l x| < T
d(r™)

IV Etude d'ensembles de non synthése

Soit R wune algébre de Banach commutetive, I un idéal de R .

: ros . n 2o r s e 2 N .
On définit 1, idéal engendré par les éléments 1, g T X T ou r. el .

1 2 n i
= n It
n
w+1 » 7z r'e hY w
I idéal fermé engendré par les Tyx r, ou T, € I, r, e I
etcoos

W
On a évidemment I 2 122 soe 21112 voa ng >1 10&0

On suppose maintenant R régulidre semi-simple et I = I(E} od E est un
compact du spectre de R , non de syntheése.

I(E) J(E) = 1@(3}"

o
7
Vo hull IY(E) = hull I(E) = E

J(BE) étant le plus petit idéal fermé dont le hull est E . on a

I(B) 2 1°(E) 2 J(E) .
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exemple 1 : Soit R =J(T) 1'algtbre des fonctions dérivables sur le tore
munie de la norme £ = §If ]+ [£Y ﬁoo
Soit E = {x} I
I(B) est l'ensemble des fonctions de R nulles en X o
IZ{E} est inclus dans l'ensemble S8 des fonctions de R nulles en x ainsi
que leur dérivée. Or § est-égal 3 J(E) : en effet si 8 7}? J(E), dtaprds
le théoreme de Hahn-Banach,

it es, £ ¢J(E®

Jrpfdo,p 6[3‘(‘!)]‘} telle que < fi,f> # 0

<p,g>=0 Vg edE).

J(E) étant 1'ensemble des fonctions dont le support est disjoint de {x} .
le support de pL est {x} o M étant une distribution, M= & £x+;3<?; et
<p:f>=0.
Done J(B) ¢ 312{~E) ¢ 8 = J(BE).
exemple 2 : On suppose R séparable. Alors la chaine des idéaux IQE{Efi est

dénombrable

sinon y Yo tel C’q,e, I&'—’" ? 1%
ir e1” = %I&M s drt e Llim~H tels que fr~r’| = 6 40

Alors g e1® %B € Iuj*‘? b Hr E n =15

R séparable contiendrait un sous-ensemble non dénombrable de vecteurs dont
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la distance mutuelle est 1

exemple 3 ¢

Proposition ¢ il existe dans A(Rn) une chaine d'idéaux distincts de lon~

n-1
gueur = [T] e
On considére la sphere unité Sn de Rng_'H. la mesure uniforme de masse 1
sur S .
_ n

1¢ 2_% (m < [E%lJ) est une pseudo-mesure sur s ¢ il suffit de montrer
r ‘

que c'est une distribution 3 transformée de Fourier bornée voir [81)

20 Soit feR < AR") telle que £{1) =0 £:(1) £0 et £ dérivable

[E%l] fois.

n
Alors f € IA(R )

(s.) |
m m m m m
m m m
or ar 2r

N m i "‘L e
== f & RMU(s ) = J(5))

Dome IT o J(S }.
n

#

Corollaire ¢ g;uéxisﬁe»dans »A(Tn) une chaine d'idéaux distincﬁg de lon-

n—1

gueur = —“5‘ 3

Les groupes Rn et T: sont localemént isomorphest & Sn on associe une
. N o , n n o, - s . .
petite sphere Sn de T . T ¢étant une variété analytique réeile,
n n. :
o -
S R CA IR 4 AR BT )

exemple 4 ¢ Soit G un groupe abélien compact infini.
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Proposition : il existe daps A{(&) des chalnes dfidéaux de longueur arbitraire,

existence de chaines de longueur finie s

- il existe dans A(Tn) une chafne de longueur aljggzj définie par
o . :
I(Sn) = I(E)
~ il existe dans V(fn) une chafne de longueur a:[E%E] 3

Soit M ltapplication de Hopf : A{T") I

D'aprés le chapitre V, § II, 2, oy

wirEh] = e v 0'Eh] = Hw

si EF = {(xgy) e Tx ¥ X+Y e.g} on a
M étant injective, (iA)m(E) ;? JA(E) entrafine
(1™ (E") > (3 (8"
#
- V(Tn) est isomorphe isométriquement 3 une sous-algébre de V(Dm>)
v ¥ N A «
car d8d 3 €T)8E(T) —> 6(D_)& &, )

admet un inverse approximé local. De plus, pour tout fermé E cM

viTY
) VoA ¥ m1
et pour E' = (d8d) (E) ona
V(D V(T )
VoV .
doy Vg @ @EY =g O (®
vav._q VDT V(T )
Dtautre part (ded) (I (E')) =1 (E)

, n-1
Donc V(Dm)} contient une chalne d'idéaux de longueur 3{235-1
- go0it B G ; somme de deux Kromeckers ou de deux ensembles K

disjoints parfaits. A(E) est isomorphe topologiquement & V(Dﬂ))o

I1 existe E' tel que IA(E>(E”§ engendre une chaine de longueur 3Ijgglj o
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or IA(E> (Bv) = IA(G} (B") Q]A(E) (E%) o JA(G) (E®)
A(E) _ A(G) ‘
™ (EY) :;Z JA(E) (E') entratne done I (E") ? JA(G) (Et)

existence d'une chaine de longueur 3

On considere dans & wune suite de compacts Kn. tels que
{i} les Kn sont deux i deux disjoints
(ii) <Kn) - {a} a €G au sens suivant
Vv(a) N n >N == Kncv{a}o
Chaque Kn contient un ensemble Fn - somme de deux Kroneckers ou de deux
ensembles KP disjoints parfaits. Dans chaque I*‘n existe une chalne de

longueur = EE’%;] engendrée par un I{En)o

Seit E = [ U En] U {a} o Alors I(E) engendre une chafne de longueur & 3
n : -

n -1
A(F ) [5-] a(F)
Soit £ e A(F ) fe1r © () g 2 J¢ g " (B )

n , . 12, o
L1 () étant une algébre normale, il existe ¢ appartenant & L () telle
que ¥ =1 sur Fn

=0 sur fa] UEooc UE L UE U .co=BNE

1

Soit F=Fx@eal®) s Fry =12 ot Frf=Ferm
n

Ferm et P@) ame A Ym

Ceci montre que ¥n ; I(E) engendre une chafne de longueur =n .



Chapitre VI

Problemes de calcul symbolique

Soi€n K un compact, R une sous-algdbre de Banach de (K}, symétrique,
unitaire, réguliére, de specire K .

Soit f une fonction de R & valeurs réelles

Définition : On désigne par [f]n le calecul symbolique de f dans R clesb—~

a~dire

il

[f]R {%i $ e €(R) dof ea} € £(I) ob I =[~1,41] "

il

R
e 2]

£(K) cI

[R]

On va étudier le calcul symbolique de R = A{G).

@
Définition : Soit o= (Si) une suite de réels = 0 +tels que s:Z ", < 0.
=

Soit ‘é’o.. 1'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur

I +elles que

1
sup ls1 S . cao 8 f<n)(x)lﬁ < o
% eI 2 n
ne N

Lemme 1 ¢ Soient € >0 et o une suite positive sommable.

Alors il existe fo_ . e A(1®), 3 valeurs réelles, telle que
2 .

iff![As 1+& et [f]A c to

Démonstration ¢ Soit bE Rﬂ4 ~------=>’l‘4
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ir ir
\ 4
(r130009 1'4)/\ 7(@ so0cy € }

Soient P et h deux fonctions radiales sur R4 a valeurs réelles telles

que
{i) nf[o0,2] = 1 (ii) Supp h c[0,3]
» h
12 5
(i) ¢(0) = ¢(1) =0 {(ii*) supp ¢ c [0,2] (1ii?) i—% (1) =1,

da
En particulier, ¥ et h appartiennent & A(R4) et

Supp , §,h c{x eﬁ4lixji < 3}
R

Soit O eA(T4) telle que

Yx elR.4 N lx.jl P $(x) = 60 Y{x}a
4
On pese G =TFTrG, % s00ov 8 ¥ cas aveec G, =¥
1 n i
= 1%

8 étant un réel = 0 arbitraire, soit

w .
f(g) = gin t + E Z Sj B(gj) g = (tyg,'g‘ooo gnooo) e G

-1t it
. e e
lsin 6y =15 + Sl a(e) =

donc £ € A(G) et ﬁf&(@ <1+8 ﬁeu'A s

On choisit & pour que &s | quse alors “f"A(G) < 1+e .

Soit & €€(R) telle que F = do f eA(G)o
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V‘b €T Vk. =z 1 on déflnlt f = f(tyg'looo gK 9 0 Ocoo)

t,k(g1““ gg)

F ) = F(t,g1ooo gK ,Oooo) = éo f

b,k 8000 8 b,k

G = sz41( oo K Z4K 588

£(g) = 7 cln) ot “™E>

nelG
el gy = 2, Lo(o)
i(< n1 ,g1> +eoo+<n,K gK>)
—_ 1]
ft,k(g1°°° gK) = Z: - a(n') e
n' e (2)
avec d(n') = ZA c(n)
neG
— 1
Yotk =
“ftyk" =_Z la(n*)| < “f"A(G)
A AG roeox Gp) 0 (g
de méme Ft9k €A(G1x--*GK) et “Ft,k“ = "F"A(G)
A(G1 X oooX K)

n B
i F = 200 o 0 o
Soit tgk [thk o] (X1 X XXK)] xl:h1® @hk]
e - 4 rd . . e rd ,v 4
hi étant la fonction de A(R') définie précédemment ; en notant Gi =R

w A v
on a h1@ voo® hK 3 A(GI)/é 0o @A(GK) qui est isométriquement isomorphe &

A(({.\},1 X sooX &K)o

D ¥ e A(G G )
JOILC t?K 1xnoox K Y

Si (519°°°9 §K) € SU.PP h1® ase ® hK 5

k
[ft,k © gy xeeexyp) J(Bypenes B = sin b + 8 ; 5 458

k
[Ft9k [¢] (X’1X oaoxX’K)] (§1yaaog gK) =§[Sin 1 +E ; SJ '.Pj(rng)J (=1 R4 4...4

R

n
on a aussi F‘byke 4 4...4

Comme h1®oco®hk€R4 4...4
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1% <IB L o xeeex o) "k
1.k n [ t,k 1 K o Mo 4.
A(G1 X ooek GK7 » A(G‘l X o500 X G'K) A{‘R)
K
= | F h
t”k“A(G1 Connx G) | uA(IR4)

Lorsque (011,00{;2, OLK) est dans un voisinage assez petit de (1,0.. 1),

k
. L
h~ . = K o seo = i
Ja) =1 et thk( goee ) =B(sin t + & > :Sj %(333}
K ,%f‘ 1
+ X '
) 2 ’gk’ 2 (‘1$¢°0? ‘s} = @i } {Sin t} EK S, S,6z0 8
2., da LA
1 K
a0, .. ' K
car ¢.(1) =1 et “"‘(“P"’% (1) =1 . Owvavérifies Vexistence &? F@L‘;
! lPOQ ('a'""‘z~[bb(
] w
Remarque sur les fonctions multiradiales 3
Soit hSG la mesure de Haar de S{}n « Pour toube fonctiom f eA{Rn3 on
n
a défini au chapitre V Vx e R"
(hSO % £)(x) = / | £lo x)c“thso
) o &80 n
n
£ est radiale, c'egt-a~dire f € Rn s, 81 et seulement si hSO * £ =f
n n n o n

On sait qu'on peut identifier A(R Ty cosxBT) B AR 1}3 voo® AR 7).

n.& n ni.
Soit f e AR % «..xR "} et f:f_s®wo®fr avec fi e AR )
Définition : £ est multiradiale si et seulement si hSO ¥ £ =f
n,+o o e bn
1 r
01:' hSO ‘ * (f,!ﬂ) uso@fr) = (hso * f_‘)@ B0 @{hsg * fl"}
‘n1+os¢+nr ) n.; 1'11

done £ est.multiradiale si et seulement si f¥@eo f’r‘ sont radiales.
Rn » sous-algébre de A(Rn) étant munie de laz norme induite par celle de

A(R™), on peut identifier R_ 3 B ® ...®8R o
n‘gmanr 111 nr

On a montré gque pour une fonction radiale €& Rn et n = 2k'+2
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K?
ar £ T{K'+1
e R R
a(a”) o
avec n, =m, = ... =0, = 4 ‘et k' =1 on obtient pour f € Réw¢;4
X
37 (0, woo)
X ()| gl ,
>a?oo,émK - - AR ™. .. >R ")
Enﬂappliquanﬁ ce résultat-a NtVK on a 3
(K) (.. K T . V K
LG N R b HFtskHz&(G?xmx&K) < HPRK“&f{&ixmx@z{)‘ﬂh MMR‘%)
T 1 |
(K) /. i e -
|5, 8eeese @ X (sin )] 17 |15 g ”hHMR%f
.
done  sup l SO S @<K>(X)§K o clesgt-d~dire @ ¢ £ .
1 2 K o
Xen
X€T

Lemme 2 3 Sodent ¢ >0 eb ¢ une suite positive sommsble.

Alors il existe fc

v (Dm)

[r] S

9

. € V(Qﬁ) telle que ||f “V(B ) < 1+e et

Soit f1 € A(@m) vérifiant les conditions du lemme 1.
M étant l'application isométrique de Hopf : A(Eaﬁ —§L~V{fw)g

X
On définit f = Mf1 ev(r ).

o~ ¥ & v
d étant 1'application D_- 1T , soit £ =d ®d(f) ¢ v(D )

£ = || = g AN € 5
[E Ma(@‘”) I “v(@"") I ”V(Dm) <1+
L V(D) | . A
1 est évident que [f] = < {s‘;/I 2 cgR) , @of ¢ L (p) ®L7 ()}

(o] (o4 X
On peut identifier L (D) 3 L (T ). Done
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V(D )
[¥] © < {f‘"/lf 3 <E(R) @ofeno"(rm)sﬁ’(mm}}
Soit & appartenant & cet ensemble.
o flx,y) =& o Mf1 (x,y) = % o f‘l (x+y‘) = M[@ ) f1(‘x):|
Dans 1'étude de l'application de Hopf P on a vu que

L® () o 191%) X, 2a(e®)
A(E®)

Donc PoM($of)= dof e A(T®) et @éffi]

1
V(D ) A(T%)

[£] ® < [z] < e .

Théoreme : Soient &> 0 et g~ une suite positive sommable. Alors

(i) Pour tout groupe compact abélien G contenant un Kronecker parfait,

il existe f € A(G) telle que [f]AiG)C

o€ 60" et “fﬂA(G) < 1+&

(ii} Pour tout groupe compact abélien G contenant un ensemble Kp

. A(G) .
parfait il existe f € A(G) telle que [f] ( Je Gy et
T &

LEd < 4+€ .

A(G) T

(i) Etant donné un Kronecker parfait K = K1U K2 ; soit E = K1+K2

On sait que A(E) est isométriquement isomorphe & V(E} donc & V(Do:) ) £ Chap IIIT

§ 3

1 +& et Ef]A(E) c e,

. [ b “ - 5 -
I1 existe d'aprés le lemme 2 f e A(E) , "f"A(E) < H

N\

(V1]

I1 existe F € A(G) telle que F/E =Ff et uFﬂA(G} < “fﬂA(E) + %-usﬁ +E .,

A(G) A(E)

or [F] < [f] S S

(ii) Etant donné un ensemble Kp parfait, KP = K1 UK2 , soit E = K14—K o

On sait que A(E) est topologiquement isomorphe & V(E) donc 3 V(Dm) et



VI.T7

| B =4l
lfle(E) < 41 fliV(E) 4| f"v(nm)
il existe, d'aprés le lemme 2 , ? e V(D ), donc f € A(E} telle que
0'9% @ 6-9%
€
uqu(E) €4 + 5 °
il existe V‘Fﬂ"s € A(G) telle que F/E =% et HIFI <4 +&,

A(G)

2

On sait que tout groupe abélien compact contient un parfait de Kronecker ou de
type K o
yp p
On peut démontrer que si G(-1,1) est l'ensemble des fonctions analytiques
sur (-1,1) et indéfiniment dérivables sur I ,
G(-~1,1) >§€O_[m1,1]
{g~ suite = 0 sommable) -

or [a@l= N [P engr 1]
f €A(G) o
f(GYel

Théordme : Pour tout groupe G abélien compact, le calcul symbolique de A(G)

est inclus dans G(-1,1).




Chapitre VII

Théoremes de topologie générale

sur la théorie élémentaire des algdbres tensorielles

Soient Ki 9 K; i = 1,2 des compacts

Pi gaKi :==9K£ -.des surjections continuess

we,
On a vu au chapitre II, § ﬁI si Ki , K; étaient métrisables et K; nunis
d'une structure de groupe, V(K') = 6«K;)8>€(Ké) pouvait &tre plongé isomé-
triquement dans V(K).
On considére la sous algeébre de V(K) constitude par les fonctions constantes
sur les fibres assocides & la surjection Py s Pye
Il est clair qu'il existe un plongement canonique de V(K') dans cette sous
algebre.
A) Probléme : y-a-t-il identité entre V(K'} et cette sous algebre ?
Ltobjet des théorimes ci-aprés est de montrer que dans le cas ou les morphismes
sont engendrés par
d Da)mmﬂuT alors V(T®) est égale 2 la sous algdbre des fonctions

de V(Da>) constant@ssur les fibres.
B) Notati@s 2 o= 1, 2,000 [ ol Xo = card N

Posons d =dxdssos ¢ D
\‘“%—v*——-l (e}
o fois
do esgt surjective puisque d 1lfest.
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Tow Xo
@ _ -
Or DY = (2(2)) = (2(2)) = = D
v . (5
Done d ¢ D —1° et dj :8(T) — €(D_)
-
C)| Théordme 1 : Considérons le diagramme suivant :

v(£%) — v(D_)

A v
d, da;
J

YT 1%) ——s 8D+ D )
(d, » a,) ® 0 ®

Alors on a | (Im J) N (In(d, xd,)") = In(Jo(a)@d)))

-~

Dans cette égalité de deux ensembles le membre de gauche désigne une séus al-
gebre égale & une sous algdbre de V(Da)) de fonctions constantes sur les
fibres et le membre de droite une sous algebre égale & V(Y.

Le théoréme 1:se déduira du théoréme suivant :

Théoreme 2 : Considérons le diagramme, ol A et B sont deux compacts paramétres

BT x A) ® €B) b &Dn_ » 4) ® €(B)

| I

€Y x & vB) —B #(D_x A xB)

ot 9= (ax1§4) @188

B= (axISA«18B)

Alors (Im ) NIm € = Im(J o @)

Le théoréme 2 entraine le théoreme 1%

Soit B un espace compact. On considére le diagramme suivant s
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8(1°) 3 8(8) —%> ¢D_) be(®) - T, ()
A ) l l:f
¢1°:8) 25 €D_xB) = W(B)

. v
Aloi_:’s ona (Im J)H (Im 8) = In(J o ¢,)

Démonstration :

11 suffit d’appliquer n :%ois le théoréme 2 aux diagrammes suivants 3

2

A=D =T
(6]

n, 4 15,1::'!!1;1”1 n»-l1b A N2 A A
8(T )®&B) 1‘,’(31‘)0(;'!." e @(B)- > ‘f(me’E Yo €(B) mo_.,‘g(l)m) ® ¢(B)

| | , |

1 2 : "
!‘X’B) nno——.,ﬁ(Dm H4 B}

B(FB) > (D T4 B) iy (D #T
o0 : w

mxxo

Soit K wun groupe compachs

& B
On définit a«_ ,p ¢ Koommp K s K
n n
L3 ER R e 200 Pomecca E ERE Y ano
(k1 k2 kn )] > (k1 kn) > (kT kn Ocao)

Il est clair que (Pn 0 mn)"

> Ia €K™ ) pour la convergence simple.
n~—»00
On applique « (respectivement Pn) % K=% et K= 'Dm en identifiant

DT & Doo » Par transposition on obtient une correspondance entre les dia- -

(4]
(e 8}
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grammes Aa) (4 et An(A) (respectivement &n(A) et &oo {AV )«
Soit x e@(pm)%e(s) =V_(B) tel que Jx e (Im J)n(Im &_).
Alors x :[E (p )%Idv»ﬁ'B](x) eV (B) et Ix eIm8b

n n o n n n
clest-d~dire x e Im § o

n n
. n v o ALY v I , '

Son image x = [anil}m) eld A_](xn) = [mn o pn(Dm} ®lId ;Ajgx} est dans Im § .
Im g est fermé dans ‘8(})@ ) ® €(B) car 9 est isométrique. Comme ?ipn —p Xy
X aImQ§

D) Démonstration du théoréme 2 :

D-1 Lemme préliminaire sur les Banach

Soient B un Banach quelconque et une suite de sous espaces fermés “Bn tels

@0

que B=B DB,...>B >(1B =8
o 1 n 1 n
et tels que
hypothese 1 3 1l'injection ;i,(n) d Bn MBn 4 &7 1, 2:00 & un inverse appro-
ximé
. (n) ; :
g 3 Bnm‘i MBII & eAn
hypothese 2 3 si j(n) gm!B.n P j(n} = iQ} D56 o0 :i.(ﬁ on sait que j(n)
I i & 5 4 j ) & B O . - ) B
posséde un inverse approximé noté 3a1°°6&n pour 1 &n} & At ¥ % Aﬂ
D'aprés l'hypothese 1, j = i(n) i(?}n

ﬁi'loc‘cmﬁ ‘Qn(}ecn Q‘&i

i & H A = Do e @B R &, -ésnz:xxx £ Y
Par hypothese : Pour "bout o (&1 . L ) A? xAyonox Anx

;) . > ume limite J, 3 B ——>B
&1000% Dm0 "g“

- FUUR ¢ -5 B
(ctest-b~dire ¢ J 0 Jy O‘M&n{}i} w&»J&(x}F

1
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Alors
V¢ espace de Banach on a :
A A A A @ A
B®C =B ®C ... >B @C ... B_eC= () (B @C)
0 n ® 1 n

chaque espace étant contenu isométriquement dans tous ceux qui sont & sa gauche.

Démonstration du lemme 3

On sait que pour tout =n

(n)
("™ o j ) ¢ B
@10000(11

Donc d'aprds 1'hypothése 2 Im(Jm) CB® o

n-1

Considérons la famille J& & €A = A1 x Azovo Anx oe. muni de lYordre pro-
duit elle constitue un inverse approximé de ;jm g Bm e B o

P) . N
Or toutes les applications ;i,( J sont de norme € 1 par suite d'apres le

chapitre II § II on a un plongement isométrique de

A A
B ®C dans BeC
- v

et aussi de }31% ¢
“ : A
Bn®C , dans BaC
0 i)
ot () (8 @0)
' A @ . & R
il reste & démontrer que B @C = m (B @Cj
® neq D
rY A
il est clair que VYn B ®C CB &¢C
W) n
& ® A
D'od BoC () (B @C)
w nei =

. ® ~ ‘
soit x e ) (B @C).

n=1
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~ A
VaeA ona X, = (:}é@lg C)(x) e B(D@C

Or pour un c¢hoix convenable de & on peut-avoir “x~(jcméld C)(Xﬁgu &

Ipec €

et comme Bm&(} est fermé (car plongé isométriquement dans B%C}

00 .

D~2 Application du lemme au cas du plongement de ¥(T « A)g C dans €(D£A> ®C
D-2,1 Idée : On intercale entre ~€(T“xA) et ﬂﬁKDafrA) une suite de Banach Hi
de telle sorte que
a0
g(‘r NA) = ﬂ an an saa ngc'g(:ﬂmﬁ.&)

n=1
Nous savons que d s Dajmmw>T est presque injective (sauf en une infinité dé-
nombrable de points, les rationnels diadiques A).
H1 sera le sous espace de €(Da;«A) ou on identifie deux points de DOD cCor~

respondant par 4 au méme point de ¥ .

H2 sera le sous espace de Hi oli on identifie deux autres points etcoso

DP~2.2 L'hypothese 1 du lemme est vérifide :
Il s'agit de montrer que l'injection canonique iﬂp' 2 Hn -ﬁ>Hn a un inverse

1

approximé g

idée de la démonstration

X

X % P e
x P
i Vv ?
| n-1 couples identifiés par f
| \
I ! ]
t !
¥ ¥
! o tore
+ rationnel t, %
n 1 n-1
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Soit T = {tﬁ) 1'image par d des rationnels diadiques 4 .

Soit £ ¢ Hn 1 clest-d~dire f identifie n~1 couples de points de Qx

).

chaque couple correspondant & un point du tore (ﬁ1ogotn 4

i t ¢ E £t A e
Soit t €T tn%fizxglgnxe

L'idée est de construire des intervalles fermés de centre + -et de demi lon-
n

gueur o irrationnel suffisamment petit pour que tous les ti 1 i g

“solent & l'intérieur de I .

On considére alors la fonction 9, telle que

9, = f en dehors de 'déj(]tnmagtﬂ+a[) et telle que
o est Paffine® sur ‘dffjt g t +a[
Yo ' : ' w o n T

(2) |

en posant 1 ¢ L =09 onvoit que si « irrationnel tend vers 0 alors
-0 o

n . . ) . . N o y
i&{f)k»:f puisqu’il y a de plus en plus de points o f et ¢ ‘coPneident,

o

mise au point de la démongtration

 On considére une famille dvintervalles fermés du bore

a) zmn a pour ceuntre tﬁ er

b) Lon? A1 =it}

( . n
Imgn M+ 1re0000 tels que é)‘Im—q a pour extrémités kmn et k&nﬁf
g &4 J
d) I - et I sont, ou bien dig-
n=1500000 ? oy, o v 3152 ont, ou bien di

joints, ou bien confenus 1'un dans

1tautre
I1 est possible de construire une telle suite par récurrence sur n :

étant construits, 1'introduction de tn+1 bouleverse

Les Imp ©p
m

n
— o0

<
1
t

peut-&tre la taille de ces intervalles mais par un changement de numérotation,
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sur les m (décalage vers les m

croissants) il est possible de trouver
Im p n tels que tn—h‘] ¢ Imp

—p 00

alors on choisit 119n+? ‘disjoint des ij s et les Ii?n+1 sont contenus
dedans.

P
- A

m

Construction de 1'inverse approximé

Soit f € H
n-1

; c'est-d-dire f identifie les points de D - ¥ A associés &
T},!KA 9 bzxA 9080 tnm“ s A,

Soit x QJ%nXA' si (dxI8A)(x) ¢ Imn A posons [iinygfi}(x) = f(x)

si (4 « 18 A)(x) € Imn x A [iin}(fi](x} = ?[d(x),y] ol ‘?

est affine par rapport & la premidre variable sur

Imne
Cette application est un inverse approximé
on 1 (o1 < nel
et €i£n> ) i(n) - I (£ s O 81 M o> 0 clest-a-dire lorsque la longueur
de I@n tend vers 0.

D-2.3 L'hypothese 2 du lemme est vérifide

o
&

jﬁn) _ (1)

1

L Qpwo D Ti(n) + H e ‘E(D XA)
n-1 0o
Im, moceom ‘@(Dmx A) Hn«-n‘ﬁ
12 n
Il faut démontrer que pour toute suite

(m1 5 m2 g o o0 mn
An)
J ) o ]

A%
goonj
m, sl

1 n

alors
converge simplement vers Jm

continue de norme g1
m oacm 000
1 2 1
lorsque N == ®
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j(n) ) jm o converge simplement
G 00 n
(n)

1
Soit g G:éKDa)xA) et g, =1 o oowmn(g) e Hnm_1 c 6KDOOxA)o

1

Lorsque n croit g, tend vers une fonction h +telle que tous les couples de
DOD correspondant & un point de ¥ soient identifiés

- ‘ - An) .
et h €NH = €T =4} et puisque I3 °j. oanﬂ < WﬁJm o Momnw’}}sz

12
Conséquence

¥ ¢ Banach et en particulier si C = €(B) alors

o0 A " A
2(FxA)©€B) ={) H €B) cH @€B) ... c€D xA) @£€B)
1 n n Q0

tous ces plongements étant isométriques

D-3 Utilisation des Hi pour la démonstration du théoreme 2
On va intercaler les H. entre BT rA) et f(Daij)a
On sait gqu'on a des plongements isométriques

: [ o] A A A
€T xA) 8€B) =) »th-g(B)‘cHn@ €(B) oo CH, 8 6(B) < €(D_x4) o €(B)
1

I1 suffira en effet de vérifier la propriété énoncée dans le théordme 2 pour
chaque étape n .

Supposons que dans le diagramme

2(B) ——?E»? &D_x4) ® €(B)

®
@) I
€

8
n n

On a (Im 3) N (I ) = In(J o ¢ )
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Soit alors f eﬁDmxA) gﬁ(B) tel que Jf € Im®. Il est clair que

A
& e I o q p i p: °
Jf € Im 6~ donc que Jf € Im L Dlaprés l'hypotheése f € Hn6>6KB) Vn

A
Diaprés D-2 f € €(TxA) @ (B) et on obtient le théoreme 2.

Démontrons les espaces compacts X, A,

8.) :
{(xjgxg) eX mX} j=1 & n étant donnés

alors

siop = {f < E(X«4) tq £(x5a) = £(xiia) § =14

et

a1 M
n
On a

p, 8 EB) =M

Démonstration pour n=1 g

Par définition de €(X tA) @ €B) on sait

F e (X x4) 2@(3) s'éerit sous la forme d'uns

w
F(x,a,b) = Z:: fi(xsa)p:(b} ol

L=

et

Il faut montrer que si F Q"Mn alors les

gy ° Dans le cas n=1 ph est un sous espace

Donc toube fonction £ de B{X xA) peut &tre

vecteurs dont 1%un est contenu dans

o

Il est elair qu®il existe ? ¢fﬁ1

B étant donnés, les couples

n} c 8(X xA)

{-F e ¢(X «4) & €(B) 1q ToP(x,a,b) = JoF(x1,a,B) § =1 & n}

que ‘toute fonetion

gérie absolument sommable
fieﬁmxﬂ

p, < 8B
fi peuvent &tre choisis @ans
B(X =Aj.

de codimensien 1 dans

décomposée en une somme de deux

L? € G(X x4A)
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Alors 'Vfi e (X « 4) fi = f;ﬂ + ki 9 l?(xf,a) £ lf(xgga)

® ®
, (1) : .
F(x,a,b) = Z:’ £ (xya)Pi(b) + th: k, Pi(b)
1=1 i=1 o
or par hypothese F(‘xlga?b*) = F(x‘l”,agb) donc Z k. Pi(b) [@(x1 9a)1mg?(x;9a,)] = 0
ce qui entratne Z_: ki Pi(b) =0 CQFD
Soit n > 1

On identifie [ a ﬁ(anA), Xn étant déduit de X pdr identification de

\

x., & x' pour j=1 & n,
J J

Supposons les relations (S) démontrées jusqu'd llordre n-1,

A ) AL
Soit F e Mn < Mnr . Alors F Sk 4 ® 2(B) = €(Xn_,1 « A) ® €(B) et

-1

JF(.xngagb) = J'E(xlf‘l,ayb)o On est ramené au cas n=1.



Chapitre VIII

Problemes de type Bernstein

- {n désigne par A(L(TH:?B) l'ensemble des fonctions définies sur T 3 valeurs
dans un Banach B , +telles que

Vay ¥ Je(x)-2(s)l, = o(lxyl )

1 :
et Ixyl, =1 T 0x-y,l

T
Remarque 1 : Si a'>a ona /}ﬁ(’l‘n,B) c:/\oé'l?ngB)u

. o 00
- Soit Doo = (Z/ZZ}
rd - s @ s ° - d "
On a défini les applications surjectives 3 }}m S
n
D »»i‘s}@n
w
0 X,~y.
D est muni de la métrique Alx,y) = Z:’ Ad = A0,x+y)
@ _ =1 2d

d est alors une application de ]\1 (Dm) §

2iTx v = ez:ary

Soient t, un € ¥ , t = e X,y 6_[-0 3]-,&,&% xt,y! € Dm

I e2I;TZ'(xmy} - 1 l = 2]sin Mx-y)| < 2T |x~y]| = 2w A0, | xt=y*])

Fll l =
lt-ul,
< 2T Alx?,y%)
: n . P . n’ n
Remarque 2 & Dm- étant muni de la métrique produit, d € /\1 (DOQ ), donec

A (!‘nnB) < A (Dn sB). On ne peut identifier D & D" car cette identifica-—
o * a o <0 oo

tion ne préserve pas la métrique.

. r .
w= Sait I)r = (Z/zz) r entier = 0 ,
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On considere les projections surjectives Pr § Dm) _~ﬁ’Dr
®,opt ez D
r w0 T
. . o Yn n N
et 1'application induite P, ¢ ﬁ(Dr) mm@-ﬁxDm))

\ X 14 3 A .
Remarque 3 s On sait que les applications pigp;l 8 @(DE)@@{D:)W f(Dl;)gf(B;l

et p eza g(n )@"&’K} — )@6’1{)
ot K est un compact quelconque, sont isométriques.
- Soient K1obo Ki des espaces finis, de cardinaux p1ooo P, °
On a alors de facon évidente 3
V(K) = 6K, ) ® vos ®€(K ) e B(K 000 xK ) = (K]
Mais cette bijection n'est pas isométrigues
Lorsque K1oco Kh sont des compacts quelconques, on sait que
V(E) ——> 8K
Soit BM(V) 1e dual topologique de V(K) 4 oW GAYQ1Q~ des Fimeruren Al K.
BM(V) = M(K)
Proposition 1. Si K1m0 Kﬁ sont des espaces finis, BM(V} = M(X), les normes

étant équivalentes.

On note Pye=o P les cardinaux de K, ... K o

1
= n
V£ e V() ‘Z:;& e! 5 ®ooe® ey
i . i . -
avec ey eﬂ“Ki} et "eoﬂmsl Vo Yi, 1<i<n.
K ™ .
lfllv = inf 3} loy | P II:.f.‘IlV = 2]

pour toutes les décompositions
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Soit L eM(K).,

I - , <f,u>] =
Mgy = zup Tetpztz s I<tipo] =y,
el < el <1
00 v

- Soit fL eBM(V)

n }LRBM{V) = sup f < fp >i
1 n
f=e ® . 00B€
‘1
e i, <1
5 i b A r
e € @(Ki) e’ (k'i&) =u’ e [ 14 0% r&,
1 n r T
< e D€ 9#’): Z }Lr 1 oonu
1'_(1‘1 sl )
I “ T, r r1 r
f,{, BM(V) = SU_P E P'J:“ 1 oooun E: rfup Z];::i#r u1 unu'un '
|u ;B’l <1 Iuiz&] <1
1l 1. Tna
= I"S&up Z v z;‘—;: ,P,r 111 <>tw:x'(,].:nm4 l
w.¥ <t T1o7 a1 T
la;
15 j< n-1
T, ;
On décompose les 'u.\ig’ € ¢ en parties réelle et imaginaire.
r =p .
nn r r .
1 n~1 n-4 2,
"FL"BM(V) = rs:,up Z: Z “‘Lr Uy oooll o | ¥ 2 u. eR
™ LI <1 T, r1omr’n_] rn:1
i 'S u¥eRr
1<isn-1 "
T r
n-1 1 “n-1
E“L”BM(V) > 2 e Z:: Z l Fe ooor v "1 7" "n-1
L+, T, e0eY r 1 n-1"n
u, %= - 1 71 n-1 n

1= ign~1

}L est aussi une forme lindaire bornée sur €K) car
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r I
; o 1
”fLﬁM(K) TP | <f“ap'>i:r§up r lz;-:pr b °°°unn}‘$Z:“Lrl
© lu, ' o ou st t
1 n
V?z(rlgrunorn)

o
On utilise alors la théorie des probabilités, en associant & ui& la variable

r
c . i + e s
aléatoire ui& valant ~ 1 avec la probabilité % pour chaque valeur. Ces

variables sont indépendantes les unes des autres,

. T T SO &
Lemme , Soient ®yano Gp efl . On considére la variable aléatoire (“‘wldbo - &K)

+ . . o T oz
o les ~ sont choisis au hasard avec probabilité % indépendamment les uns

des autres.

+ + V3 2 2.4
X o oo = = 280 x
Alors  &| = e wel = (o 17 Haaer T ]9)

Dtapres ltinégalité de Htlder,

81 % ot alte el o T T [61 2 st g

K 1 K

Les : étant indépendants, éw t A, ooo Ty 32 = l& 32 +?uo+l &,lg
1 K 1 K
§],‘QL,,MfffaK] «-{txl +uw+[0:l +62 lzlmclz
) &<J J
< 3 (ogl® roeot]ag)®)?
On obtient ici
n-1 1 The2 Tn-1
“fL“BM(V) =2 bup ,Z: | 'u1 posll | €| Zﬂ F’r coer__ uoq
&&’JI l’f’n jnoarnwz w_& D 1
1 éxﬂsnwz
r nmt L %
n-1 1 2 1 1 oy
Oriz%m1>~2 %*?me-dh
n-1 ne

Lia derniére inégalité n'est autre que 1'inégalité de Schwarzs
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En recommencgant pour ¥ .po°e r1 on a 3

n-1 n~1 e}
7Y IR R w1 =(2] i
My Voroon . \I3 . rz:;:or , Fe' 2\ P1mp ——f’qm(K)

1

-~ Alors

n~1
Vi eV(K) iifl]v =  sup | < £, >| < sup i<f9PL>}:: ijwopnwiivéé)ﬁﬂ{

I eBM(V) jr €M(K}

iy, <1 n-1
Hou TRty < Vo ooop, 1(‘?}

ce qui démontre la

o0

Proposition 2. Si K1ooa Kn sont des espaces finis, V(K) = €(K), les normes

étant équivalentes.

Proposition 3. Si K1ooo K£,1 sont des espaces finis, Kh un compact quel-

conque, V{(K) = #K), les normes étant équivalentes.

- On vérifie aisément que V(K) = ’@(KQ% ouo %g(Knd) = @(K X vow ¥ K 1)@ "é’(K

est algébriquement isomorphe & f(K1 X oo th)g en posant

Ve(tk) <@ oo K), £ :—t > £, 1y avec Stt" =1 si b=t
e,e(K XoooxK n-1) i tti i -0 si t%@

-1
« On remarque que la constante Vp1ooo P 4 <M%) de la proposition 2 est

indépendante du cardinal du dernier espace.
La boule unité de BM(V) est l'enveloppe convexe faiblement fermée de ses
points extrémaux qui sont les bimesures & support B . Ce sont aussi des

mesures sur B(K).
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n-1
uf“ = Sup §<f9 >‘i VP & o0 P (‘@) Hf“
v ’LG-BM(V} PL 1 n-1 \2 ®
H discrdte
"F'"BM <1
{(pour chaque !,L discréte on considére la restriction de f &

K,! X oay 2K x Supp p et on-applique la proposition 2)e

Théordme ¢ Pour m entier >0 et B = ¥(K) K compact

on a A n (Tm’yB) = €(Tm) &ﬂK)b
5+&
2
5 m m A
(1) A0 B) -5 €D ) 6gK).
2

K m
Soit f € f\a(})m ,B)

¥l
On lui associe fr g ])m,.__f_.__.,;, £8(K)

Prl f
r

; D ;
Soit  dt fa mesuvre de Haar® de '])::a On 'rtose-

m Fm * m \
Vx eDd £ (x) =2 ,/ £(t)dt £ e ¢, B)

{«a:p‘r‘?mzx} =z_(x)

(si £(t) =1 Vi €% (x) on obtient bien fr(x) = 1)
Vx eD It (=)l = sup he(e) ]
r r
teZ (x)
T
? hY
dtot £ | < el
Y : & e
I pm(f y -2} = sup sup ety - £ (x)] | = 0 (diamdtre de Z (X)):O(W‘Z ”{Q}
rr ® ‘m » r T
xeD | teZ (x) ,
r T
10

Soit p =f - (£ ) @ ee(n‘; B) gl =0

I

V
f = lim (p: fr) pour la convergence uniforme dans "6(331; ,B)
T30 ’
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On vérifie facilement que 6(G,B) s'identifie 3 ¥B(G xK) pour toubt groupe G
compact, en posant f£(g,k) = i‘g(k) .
Dlaprés la proposition 3

0, c @D B) = €(Dm K) => ¢ < €@D) ®€(K) = v

O(NJ‘?H )mo<2(§_a)

i

o, iivr

i

et | p, llv

ks

" P, d'aprés la remarque 3
# ' D ) @ 4(K)

o : :

O ym ; 5 m A o m

La série L@ pr((fr} converge dans f(Dm) ® £(K) pourvu que & >3 et a pour
‘ moa
limite £ . Done f eﬁ{;}m } @ 8(K)»
m m .
(2) AT B) <A OT B)
m m m ., A
@ > 2 =800 B) 0" )5 alm)
Dtautre part /\m(i‘mgB} c 8{!@&} = 4(T" xK)
) . sl A ; mo i “ . .o
et on sait que ‘&Dm Jo€(K) N €1 xK) = (T )@ €(K) ({(en identifiant
m . |

€ ) » €m_)).

La méme méthode permet de montrer le théoréme suivant s
Théoréme 3 A ie (2" x ¥y S (1) ® B(1) «
e i+&

(les fonctions sont & valeurs dans &)

. mo.A

Il suffit de montrer que 1+é{D xDOO) c €(Dm 3 ®€(Dm Ve

Soit f e« A (Dme Jo On lui assoecie f et 9 -
o o oo r T

(Pr e@(]): xDr) et dlaprés la proposition 1 ,



g, < 60D o) =v_; g | =0 @) 57 G ()l
. (

T
d'apres la remarque 3.
m .
Done @ >t ==f & 6(Dm X3 w@(Dmv) "
Corollaire s A n (l‘{l) sy V(Tm-)w-g:-@*f&(?m)
' 5+E

en effet A ('l‘m) ST I\m ('EmgB\) ot B = 5('«1'%

é §+e.

NiE
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it

60w )

A
c g(Tm) QQ(TI»H) = V(Tm) L= A('l‘m) en utilisant 1'application de Hopf Po
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