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CHAPITRE I

RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES.

Soit 1'équation : A.x =b, ol A est une matrice réelle (n,n) régu~
liére, b wun vecteur donné de R'. L'inconnue est x , vecteur de R . Le
but de ce chapitre est 1l'étude de méthodes pratiques de résolution d'un tel
systéme (pour n grand!), On distingue essentiellement deux types de méthodes :

- les méthodes dites directes : x est obtenu "exagtement" au bout
d'un nombre fini d'opérations

- les méthodes dites itératives : =x est obtenu comme la limite d'une
suite infinie convergente

(v)

X = lim x
\‘) Rt ..{.. [> ]

§7. Méthodes directes,

- Systémes dont la matrice est triasngulaire 3

la résolution est immédiate.

o 31 A est triangulaire inférieure, c'est-d~dire :

\

a OO.AQ
311 Opeee
A=t ',6“'; : aij =0 s8i 3j>1i;
-] . O
a a
ni nn

Alors det A = a11 X a22 Xe g oX ann .

Par hypothése A est régulidre : det A est non nul, donc : aii;éo (i==1,...,n)

o]

it
e oo e Bd
P

f=2

i
Tleee e ¥



I.2

On calcule aisément les composantes successives Xypeee s Xy de x :

o P = b
84 %y = By > %, = b /2,
824
Bpy By * By Xy =Dy => %, = by/a,, - o X
1 ek
ny Xyt B Ky beeet 8 X =b == x = (bn - z . . xj)
; nn J=t
. 81 A est triangulaire sugérieure :
P RRRRAST
A = .l (aij =0 si j<i)
0 !
nn
&me

* * a v i e + -
La situation est la méme, mais cette fois on commence par la n équation, qui

donne x @
n

% Fa = Py 7 ¥ T bn/ann
n
1
. = = T weme——— b, - s .
e Tt O ket ket Tt fien % T Pk T Ry o (b jgk;; 'S "3)
1 n
aH x1 + a12 Xy Heeat 8 X 0= bn sy X, =g (b1 - E f akj xj)

Nombre d'opérations nécessaires

n(ni1) _ n(n-1)

n
~ nombre d'additions : }:: (n~k) = n2 - 5 5

k=1

~ nombre de multiplications :

n(n~1)
2

- nombre de divisions : n .

{Cas général| . Les différentes méthodes directes raménent la résolution de

A.x = Db & la résolution d'un systéme dont la matrice est triangulaire. Pour
cela (sauf dans la méthode de Choleski ol le point de vue est légérement diffé-
rent), on cherche une matrice régulidre B telle que B.A soit triangulaire ;
aloré :

A.x = be=>BA.x = B, .



1.3
En pratigue, on détermine B comme produilt de malrices 41émentaires :
B = B(Q).,.B(t), iles matrices B(k) dépendant de la méithode,

1) Méthode de Gauss,
T Jat S

Considérons une matrice J = (aaj) avec &

. =% ?{ii»&n

ii
V. = O, ur 2 i n
$ Gy =8y ro ig
dij = 0 dans les asutres cas,
N § OO*&*DQOG
soit 3 J= fa,. 4. :
2 E 3 * -
* e:’ - »
L] LR - . *
: :Q‘l.t(}
m O&B.:O.g
n

Cette matrice est triangulaire inférieure, de déterminant 1,
8i ¢ est une matrice d'ordre (n,n) {ou méme d'ordre (n,q),q;én) et si
¢ = J.C, on a le lemme suivant :
Lemme 1 : Soient L! (1 ¢ ig¢n) leslimmesde C' et I, (1¢ign) les

lignes de C . Alors: L} =1L et: L} =1L +a; L (2 ¢1¢ad

5 i : == = P isaea H
Démonstration ¢ C 011‘:"“C1q c C11 . .qu
. ‘e e : * ent
Cn10’f#*'#€nq an?ﬁtﬂﬁiﬁcnq
i n
Yi et 3 (t$1én>?£36q)=0§jm§§kckj
~8i i=1:a,=6° dou C', =¢
ik 1 1 13
{(donc : 1! = Lt)
-381 i>1%:6,., =0« 6k + ék dtor ¢+ Cl.=a, C,. +C
ik ] i i A ij
° | -
(done Li =L, + ., L*).



I.4

Décrivons & présent la méthode de Gauss. Nous supposons que 1*élément &,
de la matrice A est non nul (nous reviendrons ultérieurement sur le cas ol

cet élément est nul), La premidre étape de la méthode de Gauss consiste 2 mul-

tiplier & :-3(1) rar une matrice J(1), du type J ci-dessus, avec :
o, = 82‘ @ aﬂ‘
TS oee e se ey TS w—" e
2 11 Ay
On obtient alors une matrice A(z) H
L(2) () ()

qui posséde des zéros sous la diagonale, dans la premiére colonne :

®

( ) ‘;x 1(2;.."...8‘31}'
2) _ 2 (2)
A — 9 ‘22.:‘.'..‘?211

5 (2) .o (2)

nZOQOOOODQ m
ou encore, en notation matricielle par blocs ¢

1

T @) ( )
22) _ 1?1 2 I
5 (2)

Supposons que a(z) soit différent de zéro : la deuxidme étape consiste alors

J(Z) :

22

(2)

N

& multiplier A par une matrice

S

o J

(3) _ 42) ,(2)

BNY e

OB

est du type J & liordre n-{ , de maniére & obtenir une matrice
A qui posseéde des 0O sous la diagonale dans les deux premiséres

colonnes



(2) (2) 1.5
;@) (@) _ 4 ‘ A2
(2) ,(2)

22 %2

On a ¢

0 J

est ¢ 1

la premiére colonne de Jég)

Le processus se poursuivant ainsi, on obtient & la fin de la (p-j)léme étaye,

une matrice

S 2e- D A DINS

: -1 n~f+1
) p)_ [ ,(p) p)
avec ¢ A = A11 A$2 -1 s
(p)
0 A22 n-p+1
ol Agf) est trisngulaire supérieure, et :
a(p‘)."OOa(P)
(p) _ [ :
Ao -
o) o)
np m
Si aéi) #£0, 1la pleme étape consiste & multiplier A(p) par une matrice
J(p) : ¢
I [ 0
s2) _ [ e
(»)
0 522
<
Iy = matrice identité a'ordre (p-t , p-1)
(p) . .
J22 du btype J, dlordre n-p+t ,

\
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.puisque A

de manidre & obtenir une matrice A(p+') = J(P) A(P), A(p+1) possédant des

zéros sous la diagonale dans les p premidres colonmues,

R 2 (2)
(») () _ |1 12
On a 3 J A = *
(») ,(p)
0 a2 Ao
et le choix de Jég) est alors évident : sa premidre colonne s'éerit :
'

¢ /a(p)
p+1,p P, P

L R

_ al(fl))/a(p)

PP
Finalement, on obtient aprés la (n«t)leme étape du calcul, une matrice ‘(n)
triangulaire supérieure :
(1) (1)
A(n) a}} ooootoa1n
I I .
. '..:(n)
OOOQC‘.‘O aml
ot 4 S, avee 3= 5 tes matrices 3(V),...,5(m1)

sont régulidres, de déterminant +1 , donc B est réguliére et :

AX = bé&=>BA.x = B,b . '
()

as des pivots nuls : On appelle pivot d'ordre p le terme app , intersec-

chm— ————
S ——

<2

(p=1) Reabs

tion de la ligne p et de la colonnme p de J Si apreés la

idme . , . .
(p=1) étape a(p) =0 A(p) est régulidre, puisque A est régulidre ;
(p) posséde des O sous la diagonale dans les (pn%) premidres

colonnes, il existe j (J > p) tel que agi) 0.

On échange alors les lignes j et p.
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Autrement dit; on pose ¢
Ao (e) () A(p) ’

ol ECJ’P) est la matrice de permutation

SErEEEDESRSED O

.

% O

z(‘;{}rp) -

oL ERNERNEREERE RN«

+ P J

(3,3) est régulidre, de déterminant -1,

Ia matrice I

Stratégie des pivots : Il est préférable méme lorsque le pivot n'est pas nul

de choisir un pivot aussi grand que possible en valeur absolue (afin d'atténuer

3 . * Py Y ié me
1'importance des erreurs d'arrondi), Donc, systématiquement, & la p étape
du calcul, on améne en position pivot (c'est-b~dire % l'intersection de la

idme

P ligne et de 1la pleme cclonne) le terme de module maxirum, tel que @

.2

P

(p) (k)
lag ol < fa 0] pour k3 p
S'il existe plusieurs indices J tels que !agp%] soit le plus grand des
»
laip; (k > p), on prend le plus petit de ces indices J .
b 4

On échange alors les lignes j et p .

Traitement du second membre : Les d1éments de b doivent subir les m8mes com-

binaisons que les lignes de la matrice : il est donc commode de considérer b

itme
comme une {n+1) colonne de A

17 %, 0 (1 ¢ i¢m).

Cenclusion : Une fois 1'échange des lignes effectué, on obtient A(F*t) par
i iy

les formules @
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alP
Jo1) _ (o) _ Tip  (p)

s . b : i ig t - &3 .
ij 13 o) %5 °© PH L 1 {n et P+t £ J & Mt

a
(ov) _ (3) .
1 . . .
a §§ = aig 81 1igp, 1&Jn
a(§§1)30 si pHgign.et 1¢j<D.

Nombre d'opérations,

A la p o€ gtape, nous devons calculer (n-p+t)(n-p) termes (avec les

seconds membres), et le calcul de chaque terme nécessite 3 opérations (1 sous-

traction, 1 multiplication, 1 division). Le nombre total d'opérations est donc 3

el | - T4 !
537 (nprt)(nmp) = 5[5 o2 4 3 q] - 3[“<“"‘>§2n“‘> » 2ot )] = n(n-1)(nsd).
p=1 9=t 9=t

I1 faut compter en plus la résolution du systéme triangmlaire, ce qui demande

2 .
n- opérations,

3

Le nombre total d'opérations est de 1'0rdrekde n” , pour n grand | .

2) Méthode des rotations (Givens).

. Considérons une matrice {(n,n) de la forme :

L2 . N2
/COS 6 —-Sin 6 g ( )
v(e) “[sin 6 cos 6 l 0 I 2 6 €RJ
N2
0 In~2 I
(v(e) est la matrice de la rotation d'angle © dans le plan H x3==.°.= xh==0).

La matrice V(®) est orthogonale, et det(v(e)) = +1 .
. Si C est une matrice (n,q) (g entier quelconque), et si c'::VeC',
soient L, (1 ¢ i ¢n) les lignes de C , L} (1 ¢ i¢n) les lignes de C':
v T - i
Li = L1 cos 6 L2 gin ©

. .
L2 L1 sin 6 + L2 cos 8

i
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i i 3 H ! =
si ift1et2: Li Li .

. Considérons la matrice :

Je cherche & amener des O sous la diagonale de A , et d'abord dans la pre-
miére colonne, en multipliant & gauche la matrice A par des matrices conve-

nables,

-8 &, = a,, =03 je passe 3 la ligne suivante (la troisidme)
- gi 311 et a2f ne sont pas simultanément nuls, posons :
cos 6}1 sin 61
Q(?,t) _ 0
~3in 9? cos 81
0 In_._2

a a
avec ¢ cos ex = \ , 8in e? = 2 .
Qan + o gaﬁ + 85

A(Z’T) = Q(Q’Q) A possdde un zéro & la place de a_,

Alors ¢ 51

a(e”)..,.......a(2’1)

" in
(2,1) (2,1)
2n

a »oae»

22

22010

a a a’ O.QC.:
31 32 33 .
* - »

-
an? "..'.'OQQ..a

- pour faire apparaftre un 0 & la place de 2 (s*il n'y en a

pas déji un), posons :



I.10

cos 6 0 sin ©
2 2
Y] 1 4] 0
~gin 62 0 cos 92
0 I s
&8 a
avec cos 8, = L , sin g, = 2 e, ot : A(3f1) = Q(2’1) A(zft).
11+ 8 %19 T 85 |

- Le processus se poursuit jusqu'é la derniere ligne ; nous obtenons :

A(Z) = Q(n'1’1)x...x Q(1’1)A , ou A(g) possede des zéros sous sa diagonale

(x,1)

en premiére colonne, et ol les matrices Q sont orthogonales de déter—

minant +% .,

- On passe ensuite 3 la deuxi®me colonne, ol l'on fait apparaftre des zéros

(2)

sous la diagonale en multipliant A & gauche par des matrices de rotation :

i OQO’.O

0 cos B 0isees0 sin ©
0 1. 0
: ™ : 0
s b Y -
0 ®1 0

J 3-3in 6 O.eess0 cOS O
1

le processus se poursuit, colonne par colonne, jusqu'ad l'obtention d'une ma-

(n) (n)

trice A triangulaire supérieure : A = , ot § est un produit de

n-1 n
matrices de rotation : Q= 1 (1 v..(e..))
j=t i=y 9



Litd

|vec - t Oseens

f Oecoes
0 cos @ OOQ&QQO §m eié

ij ~
0

LR R O

-
Cyeseoces )

0
0 *1
an Gij Oueees0 cOSB eij

' 1 P
0 " /

La matrice @ est orthogonale, de déterminant +1 ,

Nombre d'oggrationa.
TRT———"

- Pour transformer la premidre colonne, il faut d'abord calculer les coeffi-

cients cos 8 et sin e‘ , ce qui demande 2 multiplications, 1 addition,

11 1

1 extraction de racine carrée, et 2 divisions (sauf si a!t = 32‘ =0).
I1 faut ensuite transformer les lignes 1 et 2, ce qui nécessite : 4(n+1)
multiplications (en tenant compte de la transformation du second membre b) et

2(n+1) additions : donc, pour amener un zéro en position a il faut

21’
(4n46) multiplications, (2n+%) additions, 2 divisions, { extraction de racine
carrée,
Pour smener des zéros sous la diagonale en premigre colomnne, il faudra donc :
(n-1)(4n+6) multiplications, (n~1)(2n+3) additions, 2(n-1) divisions, (n-1)
extractions de racine carrée (ou peut~8tre moins d'opérations, si certains
termes se trouvent déjé nuls).
Le nombre total d'opérations nécesgssaires est donc ay maximum :

. Ll (n-1) ,,. 2
- pour les multiplications : 2: (k~1)(4k+6) = 5 (4n“ ~1n +18)

k=1

de l'ordre de 5%~ guand n est grand
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N1 n=q 2
: 25 (1)(2k3) = == (40°~ 170 +18)

~ pour les additions :
k=t

: D=1
: 237 (k1) = (0=1)(n-2)

~ pour les divisions :
k=1 =1 :
y _ (n=1)(n=2)
2

- pour les extractions de racine carrée : 2:: (1)
k=1

2!13 .

quand n - + e , le nombre total des opérations varie comme
3) Méthode de Householder,
I1 s'agit encore de faire apparaftre des zéros sous la diagonale, d'abord
idme

en premidre colonne, puis en seconde colonne, etc..., jusqu'a la (n-1)

(1) (t)

colonne, ; ' :
Dans une premiére étape on cherche une matrice B(t) telle que B 1

soit paralldle & e,

v s Ot

(1) désigne la premiére coicnne de A(f) = &),

(a]
z:: u =1 . La matrice

Lemme 1, Spit u € ], de norme u“

T est ofthogonale, et elle représente la symétrie par rapport &

l'hyperplan P , ‘orthogonal_g u .

Démonstration : Tout d'abord, H est symétrique :

HT = I-2(u.uT) = I-«2u.uT =H .

-
-

est orthogonale, c'est-i~dire que H WH =1

Montrons que H
Ty o 1- g 4 4(uut ) (wut).

HT.H - H = (I-2u.uT)(I~—2u.u

u(uT.u)uT

.

Mais : (uuT)(uu ) =

En fait, uTu est un scalaire : u?u = nu‘}zxzt .
Donc HTE =1 3; H est donc bien orthogonale,
Etudions la transformation sur R associde & H



Vx ¢ ", Hx = x-—2u.(uTx)
et u'x est en fait le produit scalaire (u|x) :
la composante de x suivant u est changée de signe, (multipliée par -1).
la composante suivant P est inchangée : la transformation associée 3 H est
donc la symétrie annoncée.
Pour simplifier, notons a la premiére colonne de A ; on veut ramener a

sur e, (mais si a est déjh paralldle & e, , onne fait rien),

lemme 2, Scit a € Rp, non paralléle & ey Il existe u € R, il existe

a € R tels gue : Ha = ae, , &avec ! H = I--Zu.uT .
N.B. 2 pour I on lira g .

Démonstration : Nous aurons nécessairement :

lEall = lae, I = {of.

Meis H est orthogonale d'aprés le lemme 1 : [|{Hal| =]l2]|.

on doit donc prendre : |a = I |lall| (£=+1 ou =1).
Posons : p = uT.a H

a-2u.uT.a = ae1 ===>aT.a-2aT u.uTa = aTe1

= llall®- 2 = s all &, (a, = a"e,).

o lell Q- z2)

Nous devrong donc avoir : p 5

I1 faut vérifier que la quantité qui est au second membre est bien positive ;

mais cela est vrai, car a n'est pas paralléle a e, il existe i #£1

. T
(2 ¢1ign) tel que a e, #0 3 8, =ae, :

2 o, 2 ‘
La g la <\ + 2 a; =llafl .

i=2
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Pour chaque valeur de @ oh a donc deux valeurs possibles, réelles, de p :

.. x,\/nau mau; Ea)

et u#0.

(zv = 41 ou ~1)

Mais u est slors déterminé, car :

Ha = ae, =P a-~2up = e

-0, +8&
1

2p

I =
Le lemme 2 est donc démontré : il y a deux valeurs possibles pour o , et

quatre valeurs possibles pour u , telles que (Eﬂ-Zu.uT)a = g8,

1
e = I 2| =41 ou =1,
a -z flafl e,
= Ll e IL'= +1 ou =1 .
o=l @f=ll- = =,)
lLa premiére étape du calcul consiste & former :
=

ol H(‘) est la matrice de symétrie fournie par le lemme 2 lorsque a = A(i) H
la premidre colonne de A<2) est paralléele & e? : A(z) contient des O sous
la diagonale, en premibre colonne,
Quel est le nombre d'opérations nécessaires pour former A(z) ?

I1 faut d'abord calculer “af{: HA(})H » ¢e qui demande : n multiplications,
(nwi) additions, 1 extraction de racine carrée. Nous devons ensuite former le

vecteur awae1 , ©e qul demande n additions, puls calculer le nombre

.VE flall Qlall = @) , ce qui requiert 1 addition, 2 multiplications, 1 extraction
de racine carrée ; il faut ensuite former u , ce qui ne demande que n divi-

sions,
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(2) .

Enfin, nous n'avons plus qu'id former A $

( (2)
() _ g(1) (1) _ rlla :)" A2 (1)

A = (I-2wub)A
;(2)

sl e

Nous avons & former (n+1) vecteurs—colonne A( 2) (en comptant le second

J

membre),
AE;) ou (u A(?)) - (2)
T (1)

La formation du produit scalaire : u A 3 demande 2n multiplications et

or Y3 (1 &3 ¢ n+t) s

(n=1) additions, le calcul du vecteur : u(2uT A(;)) n mltiplications et la

formation de A

(1) u(2uT A(!)) :
eJ
(2)

n additions,

(1)

Donc, pour former A a partir de A il faut, en tout

en multiplications : (n+1) + (n+1)(2n+n) = 3n2~+4n-+2

i

- en additions : 2n+ (n+1)(2n-1) = 2n2 + 30 -1

~ en divisions : n

- en extractions de racines carrées : 2. ‘
la plcme étape du calcul consiste & calculer la matrice @ A(p*1) = H(P)'A(p),
avec i
-1 - p+1
T ; 0
-1 ‘ -1
5(P) _
0 1 alp) In-p+1
m( -
H‘P) est une matrice de symétrie dans Rn P+ fournie par le lemme 2, de

(ps1)

telle fagon que A ait des zéros sous sa diagonale dans les p premiéres

(p) est orthogonale et>symétrique).

(n)

. N ieme | .
Finalement : & la (n»i) étape du calcul, on obtient : A = B,A , Ol

(n)

A ast trisngulaire supéricure ; la matrice B est orthogonale (donc régu~
: ¥ ; _

colonnes, (On remarque que la matrice H
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lidre) et symétrique,
Nombre total a!eggrations dans la méthode de Householder,
Rnmes—— e - primce e e B e I e e ]

- nombre de multiplications ¢

D1 5 Taee ] fe-Y
37 (3(n-p+1)? 4 4ln-pr1) 42) =33 ¢C 44 }_': g+2(n=1)
=1 g=A

= -r%l {2n2+3n+4)

quand n - + o , le nombre de multiplications varie comme

Nie-d
~ nombre d'additions : E :(Zq +3g-1) = 1 (4% +n=6)
nwa
- nombre de divisions : 3 | q = n(m—t)
q=1 .
- nombre d'extractions de racines carrées : 2(n~1) ~[2E] qand m- + o
n}
quand n - + e, le nombre total d'opérations varie coume |4 5

4) Méthode de Choleski.

Cette méthode ne s'adresse qu'a des matrices symétrigues, définies posi-
q T AR ——

tives (toujours régulidres).

3 Ed > oy # oy W M 3 x > ¥ x
lemme, Si A est symétrique, définie positive, il existe une matrice

8 = {Sij) réelle triangulaire supérieure, telle que : A = ST'S y et

Sii >0 (i = 13‘0031’1)0
Démonstration : Raisonnons par récurrence sur l'ordre n de la matrice A .
-~ pour n =1 , le lemme est évident,

- supposons la proposition vraie jusqu'd 1l'ordre (n~-1), et écrivons la

matrice A (qui est supposée symétrique) sous la forme :

n—1 1
X, 1?} > In~1
A=
T




Tat7

Puisque A est symétrique, définie positive dans apg A est symétrique

n-1

définie positive dans Rp~1 . Par hypothtse de récurrence il existe une matrice

Sn“_1 triangulaire supérieure, d'ordre (n-1), telle que 3
T
At = Snet T Sy

(on a : (aét S, )2 = dét A #0; S, est régulidre) et S, est réelle.

1

Posons : S =

o z et 'snn sont encore inconnus,

‘ T T T
Nous avons "‘Sn Sn = Sn~1 Sn-1 Sn~1z
ZT 3 Z Z+ 8
e

Cherchons & identifier Sg Sn 3 la matrice A :

T T 2
c = Sn_1z , et a =2 248

Nous devrons donc prendre
T =1
Z = C
(s, )
(ce qui définit 2z de manidre unique).

Montrons-qu'alors & - sz >0
. . . T AN .
Soit s = 1l'une des racines carrées de (ann - zz) (qui, & priori, peuvent

&tre imaginaires).

Par hypothése : Sn =

et nous voulons avoir :
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. ¢ 2 _ 2 2
Alors : dét A = (dét sn) = (aét Sn-1)"snn .

Puisque A est définie positive & dét A > 0 ; donc &n" P =.,s§n >0, et

Sin est réel.
Nous choisissons alors pour 8 la racine positive :
T
s = 4+ B =2z Z
nn nn

le lemme est démontré, avec Sn =8 .

811306081
Déterminons effectivement la matrice 8 — . .
. .
4] 'S
nn
Identifions A et STS :
V n
i et a,. = ‘s, . s, ., : il suffit d'étudier les termes a.. tels que
IR EE RN i e s
= < J
- i di=i= : = =
Si ,j 1 a” Sﬂ sﬁ \/a”
a, .
- 81 i=1,j>1 ta,, =8, 8 =
13 11 13 13 8
11
4 i 5 ’ \/ L) 2‘
- 8i 1>1,3:1:aii=vz :Ski i, = aii-zski
k=1 k=1
' 1 W |
- 381 i>t,i<n et nyj>i si‘j:g;i-{:aij—kzué ski Skj]

Nombre d’opérations dans la méthode de Choleski.

- extractions de racines carrées : n

' 2 ’ n(n2-—‘t) ns
~ multiplications : > (i1 )(n=isy) = = L (quand n - 4+e)
n i=2 n(n%)
~ divisions : 1'2..1: (n-i) = —

L = : n(n-1)
additions 1 S | (n-i1) = ——
e | _



I.18'

Remargyes : 1) Le lemme noﬁs assure que les sii>" calculés directement par
identification, sont réels positifs.

2) Le lemme est étroitement 1ié 2 certains résultats concernsnt la
factorisation des matrices en produit de matrices triangulaires,
(cf. le paragraphe sur la factorisation des matrices, ci~éprés),
Application : Lorsque l'on a obtenu S telle que

A = STS ’

la résolution de Ax = b se raméne & celle de deux systémes triangulaires :

ST.y = Db

Ax = b&>
S3.X =¥

On résout d'abord le premier, puis le second systéme,
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5) Factorisation des matrices.

a) Pactorisation de la forme A = L.U,

Lorsqu'on résoud 1l'équation Ax = b par la méthode de Gauss sans permuta-

tion de lignes, c'est-d~dire lorsque tous les pivots sont non nuls on écrit :

S(am1) (1) Ja=t)

(1)

3(‘).b

XeesX J X AX =

*es

(n) _ ;(a-1)

A esed A

(n)

A est triangulaire supérieure

(n~1) (1)

J =J oo‘J

4o gt )

J étant un produit de matrices triangulaires inférieures, est aussi triangu-

-1

laire inférieure. J 1'est donc aussi.

(=) 1)

¥ 3 est triangulaire supérieure. Dans ce cas, on a donc écrit A =

(n)

-1

ou J est triangulaire inférieure et A triangulaire supérieure.

Définition : Soit A wune matrice carrée d'ordre n , On dit que A admet une
décomposition du type A = L.U. s'il existe une matrice I triangulaire infé-
rieure et une matrice U triangulaire supérieure telles que A = L.U.

Définition : Soit A une matrice dlordre n , soit p inférieur ou égal & n ,
v Ees ottt et .

8,

on appelle mineur fondamental dlordre p, de A , 1le déterminant de Ap o

)

A = a, . [N .
P ( 1J71€1, Kp

Proposition : Soit A une matrice d'ordre n , non singulidre. Alors A admet

une décomposition du type A = L.U. si et seulement si les mineurs fondamentaux

de A sont non puls., Dans ce cas la décomposition est unique si on impose l&

valeur de 1 ou U sur la diagonale,
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A admet une décomposition du type An = 1

Démonstration. 1°) Gondition nécessaire

det A £ 0
A::L.Uo

det A # 0 ==p det L, det U # 0 == [det L # 0.

u det U # 0

8 = g L\ Ukj

aij zfgégiLik Ukj puisque L est triangulaire inférieure. Soit p :
A

1{pg¢n. Alors si i et j sont inférieurs ou égaux & p on a :

a,.=>_ L. U., etdnc: A =1L1.U
NGy R p PP

P P
det A =det I, ,det U = (1 L .)(1m vU..)
P T P 11 ii 1= ii

det L £ 0 =»det L_ #0 .
: P | m?detgp;éo
detU%OmdetUp%O

20) Condition suffisante

On la démontre par récurrence sur n . On suppose que clest vérifié jus-
qu'ad ltordre n~-1 . Soit A une matrice d'ordre n , non singuliére, dont les

mineurs fondamentaux sont non nuls

Les mineurs fondamentaux de A sont non nuls par hypothése. Par conséquent les

mineurs fondamentaux de Aﬁ sont non nuls, D'aprés l'hypothése de récurrence

1

U » On cherche alors une

N1 1 N’ fimd

décomposition A = L.U., avec L = Ln~! U=
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On procéde par identification des blocs ce qui donne les conditions suivantes :

r‘-“n—1 = Lnoy+Uney
c = x.U'n_1
| 4= n~-1 y
8, =X+ znn w o
Anmth étant réguliére, Ihr? et Uﬁ_’ le sont aussi. L'équation ¢ = x.U‘n_1

permet de déterminer x de manidre unique, On obtient y de la méme fagon &

partir de la troisiéme équation et ensuite : ﬁnn w,o =&, -y donne znn

et u (non unicité) L et U sont déterminées de fagon unique si on
nn = n=-1 N4

stest fixé, par exemple, les valeurs de ani sur la diagonale,

Si on fixe la valeur de znn , non nulle, on obtient u de maniére unique &
pertir de la quatriéme équation.

Pour n =1 1l'hypothtse de récurrence est trivialement vérifiée. Ce qui achéve
la démonstration,

Remargue : Lorsque A s'écrit A = L,U 1la méthode de Gauss peut se faire sans

permutation de lignes et donne effectivement la factorisation car :

det A, # 0 (—_-.._—7‘a”;éo

LA N ]

(»)
det & 0] a 0
P # PP %
L'interprétation matricielle de la méthode de Gauss avec permutation de lignes
est précisée par la proposition suivante :

Proposition : Soit A une matrice non singulidre. Alors il sxiste une matrice

de permutation P telle gque PA gsoit factorisable sous la forme PA = L.U
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(1 trisngulaire inférieure et U triangulaire supérieure). Toute méthode de

Gauss avec permytation de lignes équivaut & un certain choix de P .

Pour les matrices de permutation : voi® les rappels sur les matrices de permuta-
tion un pasragraphe suivant,

Démongtration de la proposition : On la fait par récurrence sur n .

Pour n =1 c'est évident,

On suppose la proposition vraie jusqu'a n-t ,

Soit &4 = (aij)1<ign

i<ign

non singuliére,

si e, #0 on pose (Q =1
A'= QA = A

Si 8, =0 A étant non singulidre, il existe un indice i tel que 2 #0 .

On échange la premiére et la 1® ligne. Il existe donc une matrice de permutation

Q telle que A' = QA
]
8y £ 0

On applique le début de la méthode de Gauss & A' : On fait apparaftre des O
dans la premigre colonne de A',

| J— 1
JAt= fa 1 *in

o ven O -
2

o

Ensuite on travaille sur A

detgzah.deti&%@ == det A £ 0
. H
a11# 0

~

On applique 1'hypothdse de récurrence &8 A . Il existe P L et U tels que

ar o
A=L1T

't
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B
L]

matrice triangulaire inférieure

= matrice triangulaire supérieure

R

~ ~-tn~

I O...Oo...‘o

~

P

On pose P

1

O ees e O L d

P1 est une matrice de permutation d'ordre n

L1 = [ 1] Oveasecesasl est triangulaire inférieure
0 ~
. L
0
U1 = a;1 cecocss a;n est triangulaire supérieure
O ~
. U
0
| - t \i =
Py JA'= ey *in L %
O ~ g
. PA
0

P, J QA=L, U

P1 J Pt P, QA

v
-
i
=
—
<
—

P = P1Q est une matrice de permutation

t
Jt= P
17 B
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Jt=f1]0.....0\ [1] O 1] 0usessO\ = (1 ]0.s...0 qui est tri-
0 : a g 0 =t ?a' I anguleire in-
ol . férieure
0 0

J* est triangulaire inférieure ; donc J'~? L1 1'est aussi,

PA = .3"”1 L,.U, ce qui acheéve la démonstration.

1t

b} Factorisation de 1a forme A = Q,U +—triang. sup.

grthogonale

Dans la méthode de Householder

(_1)A

W) Cgle-t) g

(1)

est triangulaire supérieure

g - gle-1)

sesl est orthogonale

R A.(n)

*

Définition : Soit A wune matrice d'ordre n ; on dit que A est factorisable
sous la forme A = Q.U si il existe une matrice Q orthogonale et une matrice

U triangulaire supérieure telles que A = Q.U .

Proposition : Soit A non singuliére. Alors A gst factorisable sous la forme

A = Q.U avec @ orthogonale et U iriangulaire supérieure. La décomposition

est essentiellement unique : 91 Q1 U1 = Q2 U2 = A sont deux telles factorisa-

tions alors il existe une matrice diagonale D telle gue

4

aii = & 4
4U2='—'DU1

Y =rY

(En complexe on aurait |dii] = 1).

\
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Démonstration : L'existence est assurée par la méthode de Householder (ou la
méthode des rotations).

8i on a deux factorlsatlons A= Q1 U1 = Q2 Ué .

On pose D = Qg Q1 = U2 U?‘ .

D est orthogonale et triangulaire supérieure.

D est triangulaire inférieure et D—'1 est triangulaire supérieure ; donc D
est diagonale et comme D est orthogonale alors dii = ha 1 ce qui achéve la
démonstration,

L.U . Ia résolution de Ax = b équivaut

il

Remargues. 1°) Lorsque A s'écrit A

b (1)
Ux =y (2)

aux deux résolutions suivantes Ly

il

on résoud d'abord (1) ce qui est facile puisque L est trisngulaire, Connais-
sént y . on résoud alors (2) ; d'ok 1'intérédt de factoriser A sous cette
forme, On sait que si & rest non singulidre il existe une matrice P telle que
PA = L,Ubo
Le systéme Ax = b équivaut & PAx =Pb .,

20) g0it A non singulidre, On sait que A est factorisable sous
la forme A = QU . Le systéme Ax = Db s'éerit QUx = b ce qui revient &
résoudre deux équations simples :

Q =Db & y &
10x =y Ux = ¥y

it

la deuxitme éguation est facile % résoudre car u est triangulaire supérieure,

D'oli 1'intérét de cette factorisation.



30) On verra d'autres applications de la factorisation pour ;aﬁ

problémes de valeurs propres,

II. Compléments d'algébre linéaire,
D

1) Matrices irréductibles,

Rappels sur les matrices de permutation.

- Soit P une matrice de permutation d'ordre n ., P = (p ). Il existe une

ij
rmutation de 1! bl eseyll tell P, = \ ..
pe a o de l'ensemble [1,2,...,n] telle que 1 66(1)’3
-~ Propriétés des matrices de permutation
. P est orthogonale, En effet :
. n n
PPR) . = R ) . 8 =0, .
( P>1’J g pk,l pks;]’ k:r‘l 0-(k)9-1 0"(k),3 1,

. Le produit de deux matrices de permutation est une matrice de permutation

n n .
(PQ)i,j - %;; Pix 3 = %;; 66{1),k bt(k),j N 61(6{1))y3
.51 a=1[1L, } L, = i-tme ligne de A
L
n
A= = j~&me colonne de A

[03902:7--901,1] ¢

P= '(60"(1),3)

n
= (PA)ij = }1;1: Se(1),k %ki T ¥o(d),j

==%» PA = LO"(T)

Lo(n)



I.27
£ n
W13 = 2 & o(5) %ax ™ %, 0(9)
e APY o
= AP = [Co_(1 )’.‘., Cd_(n)]

%
(BA 2735 =2 (5), o(3)

Définition : Une matrice A d'ordre n -est dite réductible si il existe une

matrice de permutation P telle que A' = PA Pt 's0it du type suivant :

Justification de la définition : quand on a & résoudre Ax =1 oh A est

réductible

Alors Ax = b équivaut & :

‘ —
Aggt = @

¥ e - At
A“z = d A?zt

On est donc amerié 4 résoudre un systéme d'ordre p et ensuite un systime
d'ordre n-p

Lemme : A gsb réductible si g@_ seulement si il existe une partition de llen~
semble [1,2,...n] en IUJ zelle gue 8y = 0 pour tout (i,i) de Ix.;",
Démonstration : 1°) Condition suffisante

o [1 ,2,...11] - (J,I) est une permutation de matrice P

t
A‘zPAP,ai =

5= 8(1), ;) =0 St o(i)e 1, o(3)ed
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ctost-d~dire prt (i g&n 1 IEP.

2°) CGondition nécessaire

A' = PA Pt

a!, }:: P., & , P., = 2;3 5 . a 5 ..
| - - . .
aij = ac{i),c{j) 0 si 1 &3 P
pr Lign

bt
it

0"({ P rn})

i

J 0’({?9}?])

I et J forment une partition de [1,2,...n] telle que qij = 0 ~dés que

(i,j5) appartient & IxJ ce qui achdve la démonstration.

Définition : Une matrice A est dite irréductible si elle n'est pas réductibie.
Définition : Soit A une matrice d'ordre n . On dira qu'il existe une chafne
joignant i et 3 si il existe une suite dtindices {compris entre 1 et n)

k1...kp tels que 3

i 7
8, ra #0
i

Lemme : (Caractérisation des matrices irréductibles). A est irréductible si

et seulement si pour tout (i:j) de [‘ y2§-«s»yn} X [1’290~¢$n] il existe une

chafne joignant i et j .

Démonstration : 1°) Condition néceséaire
SQi’h oo daﬁs (?,2,»;.,1'1}.

K={B €[1,2,000,n] | i1 existe une chafne joignant B et al.
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K est non vide car il y a au moins un indice j tel que aa 3 # 0 (sinon 1la
. ’ *
a~-éme ligne de A serait nulle et A serait réductible).

si K#[1,2,...,n] on pose =K
7 =K

I et J forment une partition de [1,2,...,n].
soit (i,3) dans I><$ ; si 25 #0 on aurait j dans K ce qui est im-
possible, Donc aij =0 , Donc A serait réductible.
L'hypothése X # [1,2,...,n] est donc absurde.
20) Condition suffisante
Supposons A réductible ; il existe I et J formant une partition de
| [1,2,4..,0] telle que 855 = 0 dés que (i,3j) est dans IxJ .
Soient i dans I et Jj dans J ; supposons qu'il existe une chaine joignant
i et 3

ai,k\f %O seeny ak 9kp 9‘4 0 » ak ?é 0

-1 P,
ai,kf %Om}% €1

'ak’k;éom——?ch{I
R
k €1

Y

B 3 £0 —=> k) €J . Onaboutit & une contradiction,
p,

2) Matrices irrdductibles et valeurs propres.

Théoréme de Gerschgbrin : Soit A une matrice dlordre n ., Les valeurs propres

de A sont situées dans la réunion des disques suivants : lz-aaii!‘g A,
dit i -
(dits de Gerschgbrin) A, E‘: taij}
1€J<n

3
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()

Démonstration,

Soit X wun vecteur propre associé & la valeur propre A , tel que

mz‘x }xi‘ =1= }th .
AX = AX
n
Z aij xj = A xi
=
(A-2a,_)x = a . x.
¥k’ Tk 1\;3-:‘:1(1 ki 73
ik
el el = hmagl < 33 lagl = 8y -
1K3¢n
ik

Définition : La réunion des disques |z - -8y ! $ A, s'appelle la région de

LIRS i gn
Gerschgbrin,

Théoréme : Soit A une matrice d'ordre n ,

iblg. Si wme valeur

bl

propre A est située sur la frontidre de la région de Gerschgbrin, alors btous

les cercles de Gerschgdrin passent par A .

Soit X un vecteur propre associé & A, tel que max ‘xi' =1 ; alors s'il
i :

existe un indice i ‘tel que {}‘“aiil <A, A gst intérieur & la région de

GeprschgBrin ce qui contredit lthypothése. Done .l}\.*&. 2 Ai ¢ 1€ ign,

111

soit I ={i| |x | =1},
1o L= eyl = el oy
= h-agl -ay

On veut montrer que 1 = [1 ,2,...,1‘;}.
On pose J =p. 3 si J £¢, I et J forment une partition ds [1,2,000,n]

1€I {x a; t};: i ‘i

lh“ail‘ 1
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1<3¢n <ign
JH 3
Max |x.| =1
i 1

A serait donc réductible ce qui est contraire & 1l'hypothése. Donc

I= [1,2,...,n] et pour tout i t)\-aii = Ai ce qui achéve la démonstration,

Définitions.
Soit A wune matrice carrée dtordre n .
On dit que :

A est & diagonale dominante si

Vi la. .| » Ia..l = A,
ii /1§'<n ij i
I

A est 3 diagonale strictement dominante si

Vi Iaiil > Z Iaijl :Ai

A est & diagonale fortement dominante si

A étant & diagonale dominante, 11 existe au moins un io tel que

1'on ait, pour cet io 1'inégalité stricte ; c'est-a~-dire :

Vi Ia..l 2 Ia..| = A,
ii ’1\<Zj:‘;n ij i
JA

310 tel que |ai ; | > A
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Proggsition.

a) Si k est b diagonale strictement domlnante, A est inversible.
b) Si A est 2 diagonale fortement dominante et irréductible, A est
inversible,
De plus @

_c) Dans les deux cas, si A est valeur propre de A et 8i tous les é1é-

. > y 2 ] . 't > rd
ments 8.y de la diagonale sont strictement 9951t;£s? glors la partie reelle

de M est strictement pogitive,

Démonsgtration,
a) Démontrons le a) de la proposition,
Supposons que A soit & diagonale strictement dominante. Il en résulte que

Vi l0-a > A

| o= a.] :
ii ii i
0 ntappartient donc pas a la région de Gerschgdrin, D'aprés le théordme de
Gerschgbrin 0O n'est pas valeur propre de A . C= qui signifie que & est
inversible. (A =0 det(AI-A) = det A # 0

b) Démontrons le b) de la proposition,
8i A est & diagonale fortement dominante, c'est-a~dire :

Vi |0~-a,

310 tel que f0~a.

et si O est valeur propre, O appartient & la frontikre de la région de
Gerschglrin,
(p.30)

Comme A est irréductible, par hypothése, d'aprds le théoréme tous les

cercles de Gerschg¥rin passent par 0 . Donc Vi, to’-aiil = A, .
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Ce qui est impossible, pour i = io .

Donc O n'est paé valeur propre de A ; A ggﬁ,inversib;ef

c) Démontrons, enfin, le’c) de la proposition. Montrons que @

-si VYi a5y >0 alors YA valeur propre de A ’ Re A > 0 .

A étant valeur propre de A , est dans la région de Gerschgbrin., Les cercles
de Gerschgbrin centrés en ass (aii > 0), de rayon Ai (Ai Y aii) sont
situés dans le demi plan Re z » O ; ils ne rencontrent pas l'axe Re z = O

si ce n'est au point z=0 .

Comme O n'est pas valeur propre de A , la partie réelle de x”,‘ A valeur

propre de A , est strictement positive,

Corollaire : Soit A wune matrice carrée d'ordre n , hermitienne, telle gue

tous les éléments de la diagonale de A soient strictement positifs.

Si A est A diagonale strictement dominante (resp. fortement dominante et

irréductible), A est définie positive.

Démontrons ce corollaire, D'aprés la proposition précédente : Re A > 0, A

valeur propre de A .,

A étant hermitienne, toute valeur propre A\ est réelle et donc A est
strictement positive, ceci est une condition récessaire et suffisante pour que
A soit définie positive,

s

3) Matrices & éléments positifs,

Définitions.

Soit x wun vecteur de R~ x = {x ,...,xn} on dit que :
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x est positif (noté x ) 0) si toutes ses composantes x; sont positives

ou nulles,

z

x est supérieur 3 y (noté x 3 y), si x-y est positif

———

(Remarque : C'est une relation d'ordre non total),

x est strictement positif (noté x > 0), si toutes ses composantes sont

strictement positives,
De méme on dit que x est strictement supbrieur % y . Si %=y est
strictement positif.
xn

Soit A une matrice de RV® .

On dit que :

A est positive (noté A » 0) si tous ses éléments (aij) (i;=1,...n ’
j=1,...n) sont positifs ou nuls.

A est supérieure 8 B si A-B est positive,

A est strictement positive (noté A > O) si tous ses éléments (aij)
sont strictement positifs,

On dit de méme que (A > B) si (A-B > 0).

Notations,

Soit x , vecteur de R= X = {x ,...xn} .

1

On note |X| 1le vecteur de R® ayant pour composante :

lxli = lxil

Soit A, matrice de Rnxn .

On note IAI la matrice donc les éléments sont égaux & la valeur absolue

de ceux de A |A|ij = |aijl .
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lemme : Soit A une matrice carrée d'ordre n, sur R.

i) A est positive gi, et seulement, si Ax est positif, pour tout =x
positif
n
Ay0&=> ax>0 Vxexr",x30.

ii) A est strictement positive si, et seulement, si- Ax est strictement

——

. . n ‘4 ~
positif, guel que soit x wvecteur de R~ , positif et non nul

A>O06& x>0 V¥x3y0,x#£0.
Démontrons le lemme,
i) Soit (et,...,en) la base canonique de R .

Soit =x un vecteur de Rn s

n

ona: x = X, e,

| 2% %

J=1
a
1 iéme
Aej =1 . = j colonne de A .

a_.
nj

- Montrous que la condition est nécessaire .
Si A est positive, Aej est positif, quel que soit J :

I
done : Ax =) | X Ae'j est positif si x est positif,

- Montrons que la condition est suffisante :

Supposons donc que Ax est positif, quel que soit x positif
ej est un vecteur de» r® positif, donc, on a en particulier Aej positif,
cecl quel gque soit J .

A est positive,
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1
)

-

(o8]

1
&
L}

ii)ona: Ax=

Meeseer [

AN
=)
ot
[}

M

[
i

¥
I

Montrons que la condition est nécessaire,

Si A est strictement positive, et si x est positif non nul, il existe au
moins un tel que xj ne soit pas nul, donc que toutes les composantes ée

Ax ne soient pas nulles.

Inversement, si on choisit x = ej on a Aej strictement positive par hypo-
thése, et ceci pour  j variant de 1 & n ., Donc A est strictement positive.

Lemme : Soit A matrice carrée d'ordre n 32 éléments réels, §i A est posi-

tive et irréductible alors (I+A)n—? est strictement positive,

)l’l"*?

Démonstration, A étant positive (I+A est positive,

- Montrons que (I+A)n—1 est strictement positive,

D'aprés le lemme précédent il nous suffit de montrer que :

Viyo x#0 () x>0

L
Posong x_ - X x €T x30 x#0.
0

x1 = (I+A)xo
x(k) - (I+A)(k)xé

(k+1) (k)

Montrons que x a moins de composantes nuylles que x' 7,

: , k . N .
Supposons ghe x( ) a r composantes nulles,Grice & une matrice P de per—

mutation, on peut faire en sorte que les composantes nulles soient regroupées,

¢legt-gmdire :
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¥
(x) f

Px = ‘
0] I
ona :
Px(k}1) = P(I+A}x(k) = Px(k) + PAx(k)
= pelE) |, papT pylE)
, , Al LAl
»-Px()+A‘ (k) ol A'.—:.PAPTz —13-{—-—12
o ot
AZ‘& \ A22
y(k) + A} y(k)
) "”(")u' o
k
Al
Ay ¥
Par hypothése on a y(k) + Ah y(k) > y(k) >0 .
Supposons que A 21 y(k> soit nul. Ceci entrafne que A51 est nulle, ce qui
contredit le fait que A est irréductible.
Px(kﬂ) a au plus r-1 composantes nulles, donc il en est de méme pour x(k“.)
(o) ' (k) , A
Comme X a au plus (n—t) composantes nulles x a au plus n-i{=-k com-

posantes nulles, Donc x( 1) = (1 A) X n'a pas de composante nulle.

Yxyo0,x40, (I-m)n"1 £>0.

4) Théoréme de Perron-Frobénius,

Théorsme : Soit A une matrice de By n) positive, irréductible.

i) p(A) est une valeur propre simple de A & laguelle correspond un

vecteur propre strictement positif.

ii) p(A) est une fonction strictement croissante des 25 et plus

# e rd
précisément

Si B est une matrice complexe d'ordre n , telle gue : IB] $ A alors

o(B) ¢ p(a) et p(B) < pla) si |B| #4.
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Rappel,

p(A) est par définition le rayon spectral de A si (ki)iEI' sont valeurs
propres de A, on a @

p(a) = max |a ]
i

TLa démonstration du théortme de Perron-Frobenius découyle dlune aérie de lemmes
que nous allons énoncer et démontrer,
Auparavant nous définissons r(x) = r(x,A) :

Si X est un vecteur de R, positif, non nul, on pose :

r(x) = sup »p
p20
Ax20x

L'ensemble E des nombres p de R, positifs ou nuls tel gue Ax sgit
supérieur & px gst compact.
E={p|p30 Ax3 p(x)}

E est évidemment fermé, Montrons qu'il est horné, x étant non nul, il a au

mernsoune . composarnte noh nulle, Solt xi cette composante, On g @

(Ax)i > Py
(Ax)i

pe =
1

la sup appartient donc & B, C'est en fait un maximum, On a done 3

Ax > r(x)x .

De plus on a @

n
g 3 % (ax),
xi#O i xj%o i
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Démontrons cette égalité,

Posong Min e = k et montrons que r(x) = k.

X,
xi%o i
“0n & L.
y Ax), > kx,
Vi ( )3, 3
i tel que ax, =k (1)
Donec k est un élément de E ,
Par définition r(x) est supérieur ou égal & k . Supposons que r(x) est
strictement supérieur &8 k . On a alors :
} Ax). 2 rix)x, > kx,
Vi () e(x)x > e,

Ce qui contredit (1), Donc r(x) égal & k.

Nous définissons maintenant le nombre r = r(A) par :

(2) r = sup r(x)
x#0

x20

Si o est non nul on a r(ex) = r(x),

En effet n n
g;; 8 axj 2;3 iy %3
r(ax) = Min - = Wil S = 1(x)
@ X, ] xi¥o i

Done r(x) = rérgnj et

v = sup r(y) = sup r(y)
y#£0 ¥30
0 Nlzll=1

On a plus précisément :
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(3) r = sup *((1+4)* 'x) = sup »((1+a)" 'x)

o il

Démontrons ce lemme '3

on sait‘que, pour x positif, non nul on & &
ax 3 w(x)x .
Done
(1)1 ax = a(T)™ 2 3 2(x) (1) x .
Posons ¥y = (I+A)n"ix
T1 en résulte
Ay > r(x)y .
Par définition v{y) est le plus grand p tel que Ay soit aupérieur ou
égal & py ., Donc om & 3
r(y) 3 z(x).
On a ¢

sup r((144)"'x) = sup g T 2 oup (@) = r .
x30 o y=(I+4)" 'x x30

x#£0
Montrons 1'inégalité dans le sens coniraire,
On & vu que, x étant un vecteur positif, non nul, (I+A)n”‘x eat strictew
ment positif,
Donc on a 1l'inégalité suivante

ry 2((1+4)" 'x)
%20

xA0
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Ce qui entraine 1'égalité

T = sup r((I-a-L)nﬂx)‘
%30

x£0
Lemme 2 : Soit A une matrice irréductible vositive : r esgt fini et il
existe un vecteur z de Rn, z >0 el gue llon ait : Az dne
(ce qui signifie gue r =r(z)),

Démonstration, D'aprés le lemme { on a : I = sup r((1+ﬁ)n"x).
x30
ll=ll=1

la fonction qui, 3 x , fait correspondre (I+4)" 'x est continue.

I1 en est de méme de celge qui, & y , fait correspondre r(y), comme
on peut le voir sur la formule (1).

La fonction x - r((1+a)" 'x) étant 1a composée de deux fonctions conti-
nues est continue, Elle atteint donc son maximum sur le compact "x!‘: 1 x30:

n=-1
Jx 30 Jlxll=1 tel que r = r((1+a)" 'x ).
o o o
Si nous posons g = (I+A)nf’xo , % vérifie bien la propogition. En effet on
a vu que x étant un vecteur positif non nul, (I+A)n“1xo est strictement
pogitif et on a :
r = r(z).

Ce qui acheve la démonstration du deuxidéme lemme,
Remarque ¢ Un vecteur z positif, non nul, tel que Az ) rz est dit extréggl.

Cette dénomination résulte de ce gu'il n'existe pas de &, positif, non

nul, tel que l'on ait :

Ag > TE .
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BEn effet on aurait alors : r(Z) > r , oce qui est impessible,

Nous allons voir que Ag = rz lorsque le vecteur 2z positif est extrémal,

Lemme 3 3 Soit A une matrice irréductible, positive ; r  est alors une

valeur propre de A et r est strictement positif,

-gogt vecteyr =z msifif , non nul, extrémal est un vecteur propre

agsacié &4 r .,

De plus z est alors strictement positif,
Démonstration,

D'aprés le lemme 2 on sait que :

dz >0 tel que Az ) ra

I1 en résulte, qu'il existe 7 , vecteur positif tel que 1l'on ait :

Az =T2+1m .
Supposons que 1 ne soit pas nul,
Comme (I+A‘)nm1 est strictement positif, on a :
(1+2)" ' > 0
De la relation :
(14a)™ 1 a2 = r(I+A)n_1 Z + (I+A)n~1n
on déduit donc la relation suivante :
(1) (1+0)™ " az > r(1ea)" V2 L
Posons z' = (I+A)n—?z o
De (1) il résulte que :

AzY > rzt,

Ce qui est impossible, d'aprd®s la remarque précédente (p.41) ;

1 est done
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. aul, et ‘an n Ap =28 ,
T est donc bien valeur propre de A , et 2z , vacteur extréma) est un veo~
teur propre sssocié & r ,
Montrons, de plus, que tout vec*!:eur’ z extrémal ~es‘t atrictenent positif,
On a ¢
(1+A)n;tg‘z = 2(140)™ V2 = 2(140)* 2 (14)z = v(140)7 2 (141)8
En raisonnant par récurrence, on obitient :-

)ﬁmiz = r(‘Hr)n“iz .

A(1+a

z &tant positif, non nul, (T+4)" 'z est étrictement positif ainsi que
Azaa) 2,

Pour que r(‘i+r)n"1z soit strictement positif il est nécessaire que 2z
soit sﬁrictement positif, ainsi que 1 .

Ce qui achdve la démonstration du lemme 3,
Lemme 4 : Soient A une matrige irréductible, positive de R(nxﬂ) . B une
matrice complexe d'ordre n telle que l'on ait

I8l < & .

Soit u une valeur propre de B .

L]

(1) ful ¢ =

Si 1'égalité a lieu dans (1) ona |B| =4 .

it

Démonstration, Soit x wn vecteur propre associé & la valeur propre u .

Bx - px .
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Soit ¢
‘ n
. ) n : . n )
O RN RITARD I DNNARD nEMCN

car par hypothdse |B| est inférimur ou égal 2 A ,
Pcsons 3 ¥ = jx§ ctest-d-dire, ¥i , o= ’xii‘

Onadone : ¥y 30 yv#0 et |ulygay.

Par définition de r(y) et de r ona ;

o] ¢ r(¥) ¢ T .
Supposons que Ipl = f .
On & donc
Ay > ry,

y est extrémal et d'aprés le lemme % on a :

Ay = ry
On a
’ 2
ryy = el rv;/_'_:; a5 Ix4
Soit
: n
| ‘“HXi' =3 !bijnxji d'aprés ls relation (2) ci=-
J=1 dessus
Ce qui entrafne :
n ,
Vi s ‘aij-!bijﬂ]xj‘ =0 .

D'aprés le lemme 3, y , étant extrémal, est strictement popitif ; !xj[ agt
strictement positif. Donc on a :

Vi, Vi, |bij] =a .
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la matrice A est égale a2 |B] si |u] est égel d r,
Démonstration du théordme de Perron-Frobenius. (cf énoncé p,37).
Ecrivons le lemme 4 dans le cas B=A ., Si p est valeur propre d¢e A on &
]p} §r. Ie rayon spectral de A est donc inférieur & r @
p(a) = max || <7 .

3

Comme r est valeur propre de A (d'aprésilé lemme 3) on a pilus précisément :
E(A)k: r
et & p(A) correspond un vecteur propre extrémal z strictement positif.
On a ainsi démontré la partie i) du théordme, mis & part le fait que
p(&) soit une valeur propre SIMPLE.
Montrons la partie ii),

Siona : - |8]

“m
.

dilaprés le lemme 4 on a @

r

p(B)

2N

Dtaprés la premidre partie on a r = p(A).
Soit
[B] < & = p(B) < p(a).
Si 18] eét différent de A , 1le rayon spectral de B est différent de
celuli de A .,
(Raisonnons par 1'absnrde),
si p(B) “lp(A) d'aprés le lemme 4 on a |B| = A ce qui contredit 1'hypo-

these),
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I1 ne nous reste plus, pour achever la démonetration du th&éréme de Perron-
Frobenius, qu'a montrer que p(A) est une valeur propre simple, Ce gue nous
ferons au lemme 6 ; ie lemme 5 §i~aprés préparé le lemme 6,
Lemme 5 : Soit A une matrice -irréductible, pogitive,.

Soit C une sous matrice principele de A c'est-a~dire ggg;matrice
c:(aw) i,j €T < [1,...0] .

Alors p(G) < o{a) , et il n'y a égalité que si C=A .

- Démonstration,
Grice & une matrice de permutation P , on peut mettre A sous la

forme :

ci 0
et soit alors B = .
( 0 0

Si A est différent de. ¢, B est inférieure & A' et ne lui est point
égale {en raison de l'irréductibilité) :
BSA' , B#A',
Nous appliquons le théoréme de Perron~Frobenius, comme B  A' ; B #A',
on a
p(B) = p(c) < plar) = p(Aj,

lemme 6 : Si A est une matrice positive, irréductible, p(A) est yne valeur

- .propre simple.
Démonstration. On considére la fonction ¢ : A = ¢(A) = det(AI-A)

(le polyrAre caractéristiqus de A,
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p(d) étant valeur propre de A omn a
¢lp(a)) =0,

Pour montrer que p(l) est une valeur propre simple il nous suffit de montrer

que ¢‘(p(A)) ntest pas nul,

Or on a 3
n
9'(r) = 3 det A}
i=1
ot Ai est définie de la fagon suivante :

-S5i j#41i 1les colonnes o de A! sont égales & celles de AI-A .
- 81 J =i cy est égale & la dérivée par rapport & A de la i®

colonne de AI-A .

Ctegt-b~dire @

i
Y é a
e 8, a s 0
11 12 . in
A = ‘. .
i * »
° 100000
. ]
o .
TN
° -8
o nn,

Le déterminant de A! est égalaudéterminant du mineur principal C, de
AI-A (AI-A privée de sa jome ligne et 1°me colonne),

¢'(A) est la somme de tous les déterminants des mineurs principeux C;
de A .

Si A est strictement supérieur & p(ci), det(hIéCi) ;est‘différent

de zérp (par définition de p(Ci)), donc garde un signe constant sur

Te(c),eed
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’Lorsque A tend vers 1'infini, det(kI—Ci) étant un polynSme en A de |
- degré ne=t devient infini,
aet(AI-C,) = N 4ois (=1)77 aot o
Le signe de det(xI-Ci) sur ]p(Ci),+u{ est donc le signe plus.
D'aprés le lemme 5, p(A) est supérieur strictement & §(Ci),~ le
déterminant de (p(A)I—Ci) est donc aussi strictement pbsitif.
p'(p(a)) est la somme de n ééterminants tous strictement’positifs.
On a donc :
p*(p(a)) > 0
et p(A) est une valeur propre simple de A .
Ceci acheve la démonstration du théordme de PerronQFrobenius dans le cas ol

A est une matrice irréductible, positive,

5) Matrices positives réductibles,

réductible
Lemme : Si A est une matrice d'ordre nV, il existe une matrice de permu~

tation P telle gue la transmuée de A , At = PAPT soit bloc itriangulsire

supérieure,

N P

e L e 4 ooty

ntl A R Mo
At" .
0 I Aoz .

2 V ‘. )

0 ‘. .

n A’

p PP

ou chague A.. est carréde dfordre n. t ou bien irréductible ou bien
Qu caague A, ; oy U ou

n, =1, __jg_Aii:{O}.
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Démonstration,

Si A est réductible, il existe une matrice de permutation @ tel que

T B11 B12
QAQ =
0 B22
Si une des matrices B11 ou 322 est réductible, on recommence 1'opé-

ration précédente, etc,., Le processus est terminé lorsque tous les blocs
diagonaux sont irréductibles ou d'ordre (1) et égaux & 0 .

Lemme : Soit A une matrice bloc triangulaire supérieure.

o4

&>
Ay Mo Ay
A = ‘. .
Azz .
L] A .
PP

P

Alors det A= I det A..
B i= 1

et

le polynbme caractéristique de A gest égal au produit des polyndmes carac-

téristiques des A.. .
ii

P
det(AI-A) = T det (AI-A..).
=1 +t

Démonstration,.

Nous raisonnons par récurrence sur n ,

Ia proposition est évidente si n=1,

Supposons la vraie & l'ordre n-1, Alors on obtient aisément le résul-
tat en développant det A suivant la premieére colonne de A .

Soit B (resp. Cif) la sous matrice de A11 (resp., A) obtenue en

¥

supprimant la 1&re colonne et la ieme ligne, On a 3
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n
i
i+1
det A = (-1) ag, det Gy .
=1
Par 1'hypothése de récurrence on a 3
n t
= , det A
det cij det Blj -?2 33 .
J._
Donc ¢
. i+ 5. ) N det A R et A
= - ’ .. ~det B, e = ‘ae .
det A (};:J;‘(s) a, de BH,:}E TR 13

La proposition concernént les polyn8mes caractéristiques résulte de ce que

AI~A est aussi bloc triangulaire supérieure,

Théortme de Perron-Frobénius (cas général).

Soit A une matrice carrée positive, d'ordre n . Alors-

i) p(a) est une valeur proyre de A et & p(A) correapond un

vecteur propre x positif (non nul)

ii) Soit B une matrice d'ordre n . Si |B] est inférieur B

o(B) est inféricur & pla) ¢ |B] ¢ A -=>p(B) ¢ pla).

Remarque 3

(e théoréme esl la géndéralisation du ter théordme de Perron-Frobenius,
pour une matrice quelconque. On remarque que dans le cas ol A est irréduc~
tible p(A) est une valeﬁr propre zimple de A et p(A) étant une fone-
tion gtrictement croissante ; ces propriétés ne sont‘plus vrajes dans le cas
général, De méme |B| ¢ A, |B] #A entratne p(B) ¢ p(A) mais paé néces~
sairement p(B) < p(a).
Démonstration.

1) Soit J 1la matrice d'ordre n dont tous les éléments sont égaux & 1,

A+ed  est une matrice strictement positive et irréductible,
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D'aprés le théordme de Perron-Frobenius (cas irréductible) A= plAved
est une valeur propre de A+ed .
A ks correspond un vecteur propre xE strictement positif. On peut

choisir X, de norme 1 :
3<xe >0, t]xan =1 , tel quo (A+£J)xe = kc xe .
Soit €' < g3 ona:
0 & A < A+E'T < R+E'T
A étant une matrice positive, inférieure strictement & une matrice A+e'J
irréductible, p(A) est strictement inféricur & p(A+e'J).
De méme p(A+e'J) < p(A+eJ).
Faisons tendre ¢ vers O ; p(A+tJ) étant une suite décroigsante bornée
inférieurement par p(A), elle est converyente : plA+J) tend vers A ’
%3 o).
*xg étant valeur propre de A+cJ on a ¢
det(\ _I-A-eJ) - 0 .
La fonction det étant une fonction continué, lorsque e tond vers zéro,
det(A£I~A~€J) tend vers det(AI-A) ; on a donc :
det(AI-a) = 0 ,
et N est valeur propre de A . Donc A < p(a), et comme X Y p(a), ona
X =p{A) et p{aA) est valeur propre d= A ,
Montrons qu'il lui correspond un vecteur propre x -positif ou nul,
I1 existe une suite de £ ((ei) tendant vers 0) telsque :

“X€,1t= 1 et la suite X a une limite X .
i €1



on & (a4 )X =2 X
en passant A la limite on obtient :
Ax =3x ot A = p(a)
ot x est positif, non nul (en effet tous les x_. sont de norme { et posi~
‘ i ,
tif, donc x est de norme 1),
1i) supposons |B| ¢ 4 .
Soit A! = PAPT 1la forme bloc triangulaire supérieure de A .
‘ ‘ -
Soit B! = PBP .
Comme |B'| est inférieur 2 &', B' a la méme structure que A',
c'est-b~dire que :
B, =0 pour i<}

et d'apreés le lemms (p.49) on a @

n
det B! = I det B,
=t
n
det(AI~B!) = I dat(kb~B§i)

d==d

et de m8me pour At,
Dlapriés le théordme de Perron~Frobenius (cas irréductible)
on & o(BL,) < plaly)

Donc p(B) = max p(B:;i) & max p(AZ{i) w plA)e
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§111I, Méthodes itératives de résolution des systdmes linéaires.
On cherche & résoudre le systéme linédaire :
Ax =D
ot A est une matrice réelle de type (n,n), ‘réggliére, et b un vecteur don~
né de R- .
Résoudre A.x = b par une méthode itérative, c'est construire une suite de vec—

(m) ¢ g , telle que : lim By et ax=b.

m—> 4 o

teurs x
Pratiquement, on arrétera évidemment les calculs dés aque l'on aura atteint la

précision désirée (ou imposée par la machine).

1) Convergence d'une méthode itérative,

Toutes les méthodes itératives classiques sont du type :

x(m+1) = B.X(m) + C (1)

o B est une matrice de type (n,n), et ¢ ¢ " . Cherchons & quelles condi~-
tions sur B et’ ¢ les suites‘vérifiant la relation de récuirence (1)‘son%
convergentes,

-1

On appelle x la solution exacte : x = A b ;

x = Bx + (I-B)x , d'ol

e

x = Bx + (I-8)A" '

X(m+1> = BX(m> + C

Retranchons membre & membre ces deux égalités i

xhw”~x==ﬂx@0ax}+[c~@£@ﬁqb}.
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Définition : On dit gue la méthode (1) est consistante gi, lorsque la limite de

la suite (x(m) ) existe, cette limite est la solution x .

(m) (m)

existe ; soit y = lim x o
m~ 400

.Supposons que la limite de =x
Alors : y-x = B(y—x)-+[c-—(I~B)A—1b].
Pour que la méthode (1), associée 8 B et c , soit consistante, il faut et
i} suffit que :

(1-B)(y=x) = ¢~ (I-B)A” b ==>y-x = 0 ;

donc la méthode (1) est consistante si, et seulement si :

¢ = (-3

Tet
L(I-—B) est inversible, ou encore : 1 n'est pas valeur propre de B .
Définition : Une méthode itérative est dite convergente si, quel gue soit le
choix du vecteur initial X(O> , lim x’(‘m) = A~1b =X ,
m — 4 oo

Lemme : On suppose gue la méthode (1), associée 3 B et c est consistante.

—

z - 0 - m
Alors cette methode est convergente si, et seulement si ¢ lim B = 0.
m -4 00

Démonstration : Puisque la méthode est consistante, on a :

¢ - (-3 b,
et (Vm), x(m+1)-x = B(x<m>-—x).

(m)

Par récurrence, on obtient : x -X = Bm(x(o) -

%),
La méthode est convergente si, et seulement si :
N
m 1
P _x) s 0, ¥l ¢ @

s o . : m n o
c'est—a~dire si et seulement si ¢ Bz -0 quand m - 4 o, Vz erm .
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Ceci est équivalent & : B" -0 guand m - 400,
m

En effet, si B -0, et z ¢R , |Ball¢||z"]||l=ll. et Bz-0.

£ " : . n m ’ '
Réciproquement; si Yz ER , Bz—-0 quand m - +o, alors prenons sucCes-
sivement pour 2z les vecteurs de la base canonique ej (j = 1,...,n) :
Bm.ej -0 et Bm.ej est le j:.eme vecteur-colonne de Bm ;3 donc Bm -0 .
Proposition : Soit B une matrice (n,n) ; alors :

lim B = O¢=5p(B) <1 .
m —» 4 o

On va donner deux démonstrations de cette proposition.

{&re démonstration,

la premidre démonstration, trés courte, utilise le théoréme suivant (que
lton admettra) :

Théoreme (chéeholder) : Vo> o0, Vs R(nxn) y il existe sur R" une norme

“.H telle gue la norme associée de B : “BH = sup U-!%—C-H vérifie
ceg® NEI

x#0

o(B) < 18]l € o(B) 41 .

a) La condition est suffisante :

si p(B) <13 dn > 0 tel que p(B)+n <1 . Alors, dtapres ie théoréme
cité, il existe une norme ”.H telle que : ||B|] ¢ p(B)+n <1 dton HB“m -0
si mo- 4+, Comme, OB g |IBII", oma: |8 ~0.
b) La condition est né‘cessaire : supposons p(B) > 1 . Alors B posséde au
moins une valeur propre A , de module : §M > 1.
Soit x un vecteur propre de B , correspondant & A :

Bx = Ax , d'ot Bx=A"x (VYn).
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Le vecteur x est non nul et lxm] tend vers 1 ou guand m - 4 o 3 donc .

Bmx ne tend pas vers 0 et Bm ne tend pas vers O .

2éme démonstration.

Ia matrice B est toujours semblable a une matrice de Jordan ; autrement
dit, il existe une matrice S , régulidre, telle que :
B=sJs ',

oi J est de la forme : 1;1

CH O

Pour chaque bloc Ja : Y 2 S B ¢ PO

A
y

‘oma: B =55

Donc : B - 0 &= ;maﬁot:-:‘;\focb, Jz—*o, (quand mf+°°)
et d'aprés les deux lemmes qui suivent, JZ - 0 quand m - + % gsi, et seule-
~ment si
Il <1 (a=1,0000) 5

la proposition en résulte, moyennarit les deux lemmes utilisés :

Lemme (1) : Si J, est un bloc de Jordan :
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A1 0ueed0

* ®* & *
3-—"’- ¢« & » .

a » - - -

* L d ] r

- -

0
.
A

»

d§?) =0 si i€ 3j et mi < j

3 W Sor——
n
™ (®
ij -1 =
Démonstration :
Raisonnons par récurrence sur n .,
. Pour m=1: Jo: = ch ; la vérification est immédiate

. Supposons que la proposition du lemme soit vraie & l'ordre m :

montrons qu'elle l'est alors & l'ordre w1

a5 5™, soit s
a N 4 [+
A d§§) + dgfz ;osiicr
¢
dj(_g}ﬂ) _
A dgz?) si i=1x
i
) (m+1)
-Si i>3: alors i1 > j , done di§*’ =0
- 81 i€ J et my1+i < § ¢ alors dgm) . =03 et mei ¢ 3, dtol
&®) 6 done a1 o,
13 13
... RN ¢ (m) ‘m M j+1i+1 .
- S1 1K ] = mpist ¢ dij = 0 3 din,j"(j-—i-t)}‘ = 1 3
dgmf1> - dgm) = ($+?)K(m+?)~j+i .
1,3 i+1,5 T -

(m) _ ( m ))\mv»,3‘+i .

- 981 1 J < m+ist @ alors di3 j-i H

Trois cas sont alors & envisager ¢
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: X o (m)
Qoubien i<r et j>i : alors di—;-t,;} =
(m+1) (m) (m) m-j+itie, my , m

%G, TMYy iy, APVl

m Mo Jot iy
J=(isd ))A

dtolr @

d(m+‘!) - ( .:-;)Km-q-i +j=i

1, 3
s s . m
@oubien i =j<r: alors d§_+3,j =0,

(m+1) (m+1) my. m m+1 y . I
djy =dg = (G n = (O

-

X s () () my,m o+l m
®oubien i=j=1": drr «xdx_’r..x.(o):\ = A (O)‘

~ Dans tous les cas, 1'hypothese de récurrence est vérifiée & ltordre m+1.
]

Lemme (2) : Soit Ja un bloc de Jordan :

A1 0O
a .

alors @ 32»0 (quand m—++w)<-==~'>ha§ <1 .

Démonstration :

Appliquons le lemme (1) & J: = (digl)) :

(m) moy el om{me1),..(mejeiet) omejei
4 = (j~i>xa - (3-1Jt N

(Vi et 3, d&s que m>rOﬁ 1<igr , 13 ).

s -3 s
( m )?\mu-;}u I md i

Pour i et 5 fixéds . i
J J=i""g (3—15!

Or : mjmi }\:ﬁ(}(m}l}\a( <1

quand m = 4 oo

gone + Iy~ 0= | <1
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20) Taux de convergence d'une méthode itérative,

Considérons une méthode itérative, définie par :

(@),

X(m+1)

=BX, CO

Nous supposerons qu'elle est convergente,

Définition (1):=0n appelle taux moyen de convergence pour une méthode itérative,
oo . myt/m

déefinie par une matrice B, e nombre Rm(B) = -~Log ”B 'f .

-0n dit que la méthode définie par une matrice B, est plus

* n——"

rapide (pour m itérations) gue la méthode définie par une matrice 32 si
Rm(B1) p Rm(Bg).
Remarques 1) Le taux moyen de convergence dépend de la norme choigie, et
également le fait qu'une méthode itérative soit plus rapide qu'une autre au
bout de m itérations.,

2) Le nombre Rm(B) permet de "mesurer" le nombre dtitérations

(m) _(m)

nécessaires pour réduire 1l'erreur I = X -x d'un facteur k :

(m) _m _(0)

z =3B Z

B PR P

Si on veut avoir :

(m)
Z °
BRI

Cela est réalisé si ‘IBmlfg k, soit :
tog |[B"f| = -m ®_(B) ¢ Log k .
Puisque la méthode converge Rm(B) > 0 (au moins pour m asses grand), et

on prendra s
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Log k

R (B
m

my - (k < 1).

On démontre oci-aprés que lim Rm(B) = ~Log(p (B)) & posteriori.

. . n o~ o O
.8 posteriori,

Ceci justifieraVla définition suivante :

Définition (2) : - On appelle taux asymptotique de convergence d'une méthode
itérative (définie par une matrice B) le nombre :

R (B} = lim Rm{B).
m - oo

- On dit gue la méthode itérative définie par }31 egt asymp-

totiquement plus rapide que celle définie par B, si: Rw(Bt) > R“(Bz)o

Proposition : Rw(B) = lim Rm(B) = =Log[p(B)]

m - 400

Conséquence, La méthode (Bi) est asymptotiquement plus rapide que la méthode

(8,) si o(B,) < o(8,).

La proposition va &tre démontrée & 1l'aide du lemme suivant :

Lemme : Pour toute matrice B telle que p(B) < 1, il exigte une guite (cm),
avec @
Vm,0<c\<cm\<c‘ .
telle gue, lorsque m - + o 3
m m MeeS4+1
NB H ~ Cm(s-‘l )P'(B) H

l'entier s est, dans la réduite de Jordan J de la matrice B, l'ordre

maximum des blocs J_ tels gue : i)\al = p(J) = p(B).
Démonstration :
I1 existe une matrice § régulidre telle que : B =8 J & ' 3 alors :

Vo, 8"=sJs"s"".
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‘ m
Etudions la limite de la matrice : - B vy
(4_q)p(B)
m
m J1
J = le | 0
0 “e

[

}‘B étant l'une des valeurs propres de B, étudions le terme générai H

dim’. B) (mg) b
1 =g '™ , du bloc : B .
( m ) (B)m"$+1 1J ( m ) (B)m-$+1
g=1 e 51 e
Soit r_ 1l'ordre de J_ .
B B

Supposons m assez grand, par exemple m > n ,

Alors ¢ = si 1> 3 g.(m’.ﬁ) = 0
153

- 81 1gJ:

m oy, Me=j+i ~ i ' s
J(m8) _ (j_i)xﬁ i (s=1)12 ) (_?P.))m g3
plB

i3 n o 1= 1
B (e [Geadte(3)' 0 =

m
(1\<i\<r6,1\<j\<rs).

On a : };\BI & p(B) ; trois cas peuvent alors se présenter :

- si A, ] < p(B) : g.(m’ﬁﬁ) -0 quand m - +
B 1,
. (m,8)

- si =p(B) ¢ alors r s s8i r <8: /A ¢

]xBi p(B) g€ 8 . 8,4

(m,B)

- si = t = 3 Jel £ 1 =1 = gt done NI N ¢]

l?\Bl o(B) e rg =8 ¢ J-igry ) &5 ,

sauf 81  Jel = o=t ,

Mais cela n'a lieu que si Jj=8 et i=1 , et pour ce terme :

A, \ =841
81(}:1;5) = (TXST) , donc ]gj(xi;a),l =1,

Done, pour chagque B tel que [7\5] = p(B) et r =8, ona:
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A i =R
001).. ... 001) ( )

&t

s
( m )p(B)m—'sﬂ = .o 8,(1)
5=1 ‘. .
")

ou (1) — terme qui tend vers 0 pour m - e,
b
Soit T, 1la matrice obtenue & partir de la matrice ¢ en reme-

m oy e 344
(4q)0(B)
Placant les termes tendant vers 0 par des zéros # Tm contient un ou plusieum

termes de module toujours égal & 1, et ses autres termes sont nuls,

m

Posons J = Tm+Em s Tous les éléments de Em tendent vers 0

(;1 )p(B)m—sH

quand m = 4 o,

m il M 544 1 -1
B = (,_)e(B) [sT s +sE s ]
quand m - + o , !]SEmS~1|l*Oo
. ~1
Soit c, = ”S ’l‘m S ” .
~ La suite e, est mgjcrée, car ¢ “S“.l} Tm“ ,[l s"" n et la suikte
!l Tm“) est bornée (sinon les éléments de T~ tendraient vers 1tinfini),

Donc il existe c' > 0 tel que Vm : c & o'

-~ La suite cn est minorée par un nombre c¢ > 0 ; en effet, raisonnons
par l'absurde,

8i 1'on avait 1lim inf c. = 0, il existerait une sous-suite (am )} tendant
m - 400 i

vers 0 , clestmb-dire : HS Tm S-* H->O: mais alors Tm tendrait vers O,
i i '

ce qui est impossible puisque, par construction, Tm a toujours certains de

L

ses éléments égaux & 1 en module ,
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Ainsi, il existe ¢ et c' tels que (V¥Ym) : 0<c ¢ c c's Ceci étant :

n

1

c, - lls B s ¢ H‘s T s 4 s E, s ¢ c. +lsE, 57|

m
-~1 -1

dome : fls T s +sE s | = c, +001).

Finalement : ||B"|| = (:1)p<3)m~s+1 (c +@(1)) et le lemme est enfin démontré,

Démonstration de la proposition :

— ———

sens otz 1
Par définition : Rm(B) == Log ﬂBmH .

Appliquons le lemme :

i

R.(8) = = 1 og[ (7)1 = £ 1og(p(8)™ ") - L 1og(c, + 6(1))

sS+1

= - %}; Log(m-k+1) = -:E Log(c + 0(1)) + ':E Log((s-1)1) - 224

— )

Log[p(B)]

quand m - + o : Jes trois pr'emiefs termes tendent vers 0 ; le quatridme tend

vers : =Log(p(B)) ; 1a proposition en résulte,

30) Principales méthodes itératives,

Elles se construisent toutes de la maniére suivante :
on pose 3 A = NN
oi M est inversiblé, et, en pratique facile & inverser (en particulier matrices
diagonales ou triéngulaires).

(m)

On détermine la suite x de vecteurs de Rn par la relation de récur—

rence :
w1y )y
clest-a-dire :
x(mﬂ) = lfﬂfm1 N x(m) + MM b .
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(m)

(m+1)

Donc x =B x

c

i
=
o’
L ]

+ C avec {B M-1 N

On a vu qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'une méthode ité-
rative consistante soit convergente est que le rayon spectral de B soit stric-
tement plus petit que 1.

~ Cés méthodes itératives sont consistantes, cela est immédiat,

- Les qualités de ces méthodes itératives dépendent donc de la facilité du

' (qui doit &tre aussi

calcul de 1l'inverse de M et du rayon spectral de M
petit que possible).

On décompose la matrice A = (aij) de la fagon suivante :

A = D-E-F
ol a) D = (dij) st diagonale
dij -0 si 143
la,. =a., si i=3j
ij ii

b) E = (eij) est strictement triangulaire inférieure

c) F = (fij) est strictement triangulaire supérieure
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a) Méthode de Jacobi

On pose, pour cette méthode
M=D , N =E+

on & %

D x(m+1)

= (E+F)x(m)~+b

D est inversible puisque tous les aii sont non nuls.

Soit :

(m+1) - zf: i3 (m)

11

b
g-— Vi 1 ign
ii

Cote
ﬁr

Par la méthode de Jacobi, on obtient les composantes de x(m+1) & partir de

(m)

celles de =x .

On appelle B=J 1la matrice de 1l'itération :

-1

J=M N
Soit 7 =1 (B+F)
o -1
J = avec L=D B , U=D F

b) Méthode gg.Gausségeidel

On pose ici M =D-E , N=F , et on écrit la formule de récurrence :

(D~E)x(m+1) =F x(m)~+b .
Soit
i n
T AL o BT O S P R
=R =t Y *
im1 : ‘ n |
a.. x§m+1) ==  a,. x§m+?) -3 a.. xgm)-pb.
ii i = 173 ey 19 i

(me1) _ _ =5 25 (me1) %5 (m), "
i “z:a, 3 p z.. %5 Ta. Vi 1gi
J=1 ii J=i+1 di ii
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Remarque 3

(m+1)

Dans la méthode de Jacobi, la iéme composante de x est déterminée en

(m)

fonction des n composantes de x qui doivent donc &tre conservées en mé-

moire jusqutau caloul de x£m+?).

Par contre la méthode de Gauss~Seidel donne la iéme compogante de x(‘*‘)

(ms1)

en fonction des (i-%) premidres composantes de x et des (n-i-1) der-

[

niéres composantes de . Elle ne nécessite pas la conservation en mémoire

(m)

des autres composantes de x $ ¢ce qui est un avantage important sur la méthode

de Jacobi,

Pour la méthode de Gauss~Seidel on appelle B=G 1la matrice de 1'itération

¢ =N N

on a G (D—E)an

g

it

(f0'o-o0 E) TR

it

(p(1-1))"'F

= (1-1)" "5 'F
¢ = (1-1)"'y
c) Méthode de Relaxation
Pour cette méthode on pose 3
m= (1 p-E) N = (L-1)mep
w w

o ® est un nombre réel non nul,

(on verra, ensuite, d'autres limitations pour w : il faut en fait que

w € ]0,2[ ; of aussi plus loin le probléme fondamental du choix du « optimal),
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On a la récurrence @

A om0 ()™ o

Soit
(0-u8)x ™) = (=)D + u)x™ 4
xémi) = (1~m)x§m) -w n -::%; xgm) - m%ﬁ -;-% x€m+1) + wg% Vi 1ign.,
J=i+1 11 J=t i1 ii ~
Remargue 3

1 - 381 w=1 on retrouve la méthode de Gauss~Seidel.
2 =~ On dit qu'il y a sous ou sur-relaxation suivant que w< {1 ou w>1 .
Pour la méthode de relaxation on a la matrice d'itération B =%w .

$o =¥ N

it

(2 >-&)7 (1-1)47)

il

(0-) ™ ( (1=10) D)

(0-o&) ™ 007 ((100) D)

it

(1=ol) "M (1=0)T4+u00).

Lo

#

40) Convergence des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel,

Proposition 1.

Supposons gue les matrices L =D E gt U = Dﬂ?F définies précédemment

soient pogitives ou nulles,

Alors :

Si la méthode de Jacobi est convergente pour la matrice A, la méthode de Gauss-

geidel est aussi convergente et, est asymptotigquement au moins aussi rapide,
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Nous déduirons cette proposition de trois lemmes que nous allohs voir maintenant,
Définition,
Pour tout nombre o positif ou nul, on définit m(o~) comme ét}ant le rayon
spectral de la matrice oL+U et n(o) comme étant celui de la matrice L+oU.
n{c) = p(ocL+T)
n(o) = p(L+0oU).

Remarque ¢

It
s
—
(&)
~r

it
(@]

1 - 0na m(o)

o(1+U) = p(J)

il
s
—
e
g
i

2-  m(1)
% - Soit A valeur propre de oL+U.
Comme on peut écrire oL+ U sous la forme o—(L+%) s 81 o est non nui, %"
est valeur propre de (L+%) .

Doty ¢

plecL+U) = o’p(L+%)
n(c) = on(d).
Lenme %,

% t U étant des matrices positives :

m(c‘) est une fonction croissante de o .

n{c) est une fonction croissante de o .

Démonstration,

Soit ¢ 0 og o'

Les matrices L et U étant positives oL+ U est inférieur ou égal & o'L+U.
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D'aprés le théordme ¢ Perron-Frobenius (cas réductible)‘on a 3
n(c) = p(cl+T) < plo'L+ 1) = n{c?). mn{o) est une fonction croissante,
Pour montrer que n(&ﬂ est aussi une fonction croissante on‘ferait le méme rai~
sénnement.

Lemme 2 -

S8i I est une matrice d'ordre n , sgtrictement triangulaire inférieure,
on g 3
(1-1)"" =141+1% 4 17T

Démonstration,

ona det(aI-L) = A" .
En effet la matrice (AI-L) est triangulaire inférieure et tous les termes de

la diagonale sont égaux & A..

b
ft
o

D'apres le théordme de Cayley-Hamilton (1)

on a alors @

(T-L)(I 41 4veus I°71) = 112

it
1

L

Dtou
(1-1)"" = T+4L41° 4uvut 11,
Lemme 3,

Soient I et U deux matrices positives respectivement : strictement

trisngulaire inférieure et strictement triangulaire supérieure.

(1) Rappel du théoreéme de Cayley Hamilton : Si C est une matrice & coefficients

dans un corps K et si pc(x) = det(U-AI), alors pC(C) =0,
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Soient J =147 et ¢ = (1-1)"'U.
Soit A le rayon spectral'de & .

Si A est-non-mul, x est inférieur ou égal & m(r) et n(l) est plus

grand que 1.

A< m(A) et n({-) 1.

‘Démonstration,

L et U étant des matrices positives, G est positive i d'aprés le lemme
2 on a
G = (IT+L #euer I U L
D'aprés le théoréme de Perron-Frobenius, A est valeur propre de G’ et

il existe un vecteur propre x associé & A , positif ou nul.

Gx = AX .
Soit (1-1)" 'ux = ax .
Dol Ux = AMI-L)x .

(U+AL)x = Ax .
A est donc valeur propre de AL+T
A< p(KL+U) = m()\).

Si A n'est pas nul, d'aprés la remarque 3, on a :

m(0) _ ¢

- ) » 1 =m1).

1
A
I1 en résulte que : n(-;-\) est supérieur & 1.

Ce qui achéve la démonstration de ce lemme,
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Proposition 2.
Soient 1 et U deux matrices positives, respectivement : strictement
triangulaire inférieure et strictement triangylaire supérieyre,
 golent J =147 et G = (I-L)"'U.
si e(3) <1 gloxs p(6) < p(3) <1 .
Démonstration,
Soit A 1le rayon spectral de G .
ona: p(J) = p(14U) = m(1) =n(1).
Par hypothdse n(1) est donc strictement inférieur & 1.
D'aprés le lemme 3 ona & 1 g n(%).
Dol
n(1) <1 g n(%).

n étant une fonction croissante, est strictement supérieur a1,

]
A
m étant aussi une fonction croissante, on a 3
m(n) & m(1).

D'aprds le lemme 3, A est inférieur & m()\)., Il en résulte l'inégalité sui-
vante

p(@) =a ¢ m(1) = p(J) < 1

p(6) ¢ o(7) <1,

La pzo;g_o_s;fion 1 en résulte :

Si la méthode de Jacobi est convergente pour la metrice A, c'est-d~-dire si
le rayon spectral de J est strictément inférieur & 1, la méthode de Gauss-

Seidel est aussi convergente, puisque dlaprés la proposition 2, le rayon spectral



de G est alors strictement inférieur & t,

Dtautre part le taux‘ésymptotique de convergence de la méthode de Gauss-
Seidel, RaﬂG) est supérieur & celui de la méthode de Jacobi, RuXJ)‘

On a, en effet :

R (@) = -log (@) » -log p(J) = R@(J)

la méthode de Gauss-Seidel est asymptotiquement au moins aussi rapide que celle
de Jacobi,
Remarque

_?i I et U ne sontplus positives, dans le ‘cas général, il n'y a plus de
théoréme de comparaison : une des deux méﬁhodés peut converger pour A et
1l'autre diverger, et si les deux méthodes sont convergentes, l'une ou l'autre
peut, suivant A , &tre plus rapide.
Nous allons étudier, maintenant, un cas particulier important, poﬁr lequei L et
U ne sont plus nécessairement positives,

Proposition,

S0it A une matrice & diagonale strictement dominante (resg..g diagonale

fortement dcminante et irréductible).

Alors les méthodes de Gauss-Seidel et de Jacobi sont convergentes.

Si de plus, L et U gont positives, la méthode de Gauss-Seidel converge

asymptotiquement plus vite,

Démongtration,

a) Montrons que la méthode de Jacobi est convergente,

la matrice de 1'itération J est égale 3 Dﬂi(E+F) + soit
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a
Jug == 5 i afB
o

D'aprds le théoréme de Gerschogin, nous savons que les valeurs propres de

J sont situées dans la réunion des disques de Gerscthrin, centrés en jaa =0

n

et de rayon ) | |j
=
B

A étant & diagonale dominante on a 3

B] ’

n n o la |

lj | = X <1 Yo
=R o

B a#p

et les valeurs propres de J sont donc dans le cercle du plan complexe de centre
0 et de rayon 1.
1) Si A est & diagbnale strictement dominante tous les cercles de
Gerschgorin ont un rayon strictement inférieur & 1, toutes les valeurs propres
de J ont donc un module strictement inférieur & 1 et
o(3) <1 .
2) Si A est & diagonale fortement dominante et irréductible, il existe «

tel que :

]aaal > Z:: !aaﬁlt (1)
B
o#B

Supposons qu'il existe une valeur propre A , de module 1, Alors A est
sur la frontidre de la région de gerschgorin et comme A est irréductible, tous
les Cercles,de gershggrin passent par A . Tous ces cercles sont donc centrés

en 0 et ont un rayon égal & 1, ce qui contredit la relation (1).
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Done p(J) < 1.
Conclusion,

Si A est i diagonale fortement dominante et irréductible (resp, & diago-
nale strictement dominante) la méthode de Jacobli converge,

b) Montrons que, dans ce cas, la méthode de Gauss~Seidel est aussi conver-

gente,
On a 3 G = (I~L)~1U = (T+L +eeet Ln"1)U
soit l6] ¢ 1140 4eeus 1771 U]

(T o] #uees 277D 0|
¢ (=12l o]
On a de plus :
5 =[xl + [0l
(on a égalité car I est une matrice strictement triangulaire inférieure et U
une matrice strictement triangulaire supérieure). k
De méme que nous avons montré que J & un rayon spectral inférieur stric-
tement & 1, on montre que :
o(la]) <1
I1 en résulte :
oz =)™l ¢ o(]L] +]u]) < 1
d'aprées la proposition 1 (convergencavdes méthodes de Jachi et Gauss-Seidel

dens le cas oW L et U sont positives ou nulles).
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D'apres le théoréme de Perron-Frobenius, puisque |G| R (I-|L|)-1|U| y on

o(a) < olle]) ¢« dx-1x])" o)< .

La méthode de Gauss—-Seidel est convergente dans ce cas.

50) Convergence de la méthode de relaxation,

On rappelle que pour la méthode de relaxation, la matrice d'itération est :
B0 = (T-0L) " ((1=0) T+al).

Proposition,

ona: p@w) » |w-1] et 1'égalité n'est possible gue si toutes les valeurs

propres de $w ont un module égal A lo-1] .

Démonstration,

Soit P(K) le polyndme caractéristique de Yw . On a :

,
it

p(n) = det(AI-Yw)

det (AT = (I~wL)” ' ((1-w)I+wU))

1l

det(I-wL)—1det(x(I—wL).((1-w)I+wU))

i

det{A{I-wL) - ((1-0)I+wl))
car I-wlL est une matrice triangulaire inférieure dont les termes diagdnaux
sont tous égaux a 1.
On a
n no n
(x) (pCﬁw)) > 1 lhil = lp(O)l = |det((w—1)1-wU)| = |ur1|
i=1

car ((w—1)I—wU) est une matrice triangulaire supérieure dont les termes dia~-

gonaux sont tous égaux & w1 .
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Dlolr ¢
pcﬂw)n > lw-1‘n , et p®uw) > ‘w~1] .
S'il y a égalité, il y a aussi égalité partout dans 1l'expression {x). Il en

résulte que 1l'on a :

n
n
pw)” = T ||
i=t
et x?\i‘zp@gw) Vi,, 1gign.,
Toutes les valeurs propres de w ont donc alors un module égal & ]w~1!o

Corollaire,

La méthode de relaxation ne peut converger que si w € ]0,2[ .

Nous allons étudier la convergence de la méthode de relaxation dans le cas
particulier oli A est une matrice hermitienne,

Si A est hermitienne, F est 1'adjointe de E . (Dans le cas réel - P
est la transposée de E).

*

On a : A = D-E-E ,

De plus D est une matrice réells,
Proposition,

Soit A une matrice carrée dlordre n , hermitienne, non singuliére,

S8i la matrice D est définie positive, la méthode de relaxation pour A

est convergente si et seulement si w appartient & llintervalle ouvert }0,2{

t si A est définie positive,

—
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Démonstration,
a) Calcul préliminaire,

Soit x € R, ¥ = wx et z = x-y .

il

on a : v = (D=uB)  ((1-0)D+ B )x

(D-uwB)y = ((1=w)D +«E )X «

. * »*
Soit (D= wE)z = wDx = wE X - wBx = (DB -E)x
* ¥*
et Dy~ By + 0Dy =B ¥y = (1=0)Dx - wDy +wB 2 .
Dtolt

(D~wB)z = wAX
*

(1=w)Dz+wE 2 = WAY .
Bn multipliant scalairement la premiere égalité par x , la seconde par y et
en soustrayant membre & membre, on obtient la relation :

: *

(1) w(x,Ax) - w(y,Ay) = ((D-uB)z,x) - (1-0)(Dz,y) - (B 2,y) .
Le second membre est égal & :

. ¥
(2) = (Dz,2) - w(Bz,%x) +w(Dz,y) - w(B z,¥)

D étant réelle positive, (2) stéerit s

i

(2) (p2,2) - 0(z,B x) +w(Dy,2) - w(z.Ey)
= Dz-wlz, (B xs8y)) +w(dy,z) .

De la relation trouvée précédemment

T
{(1=w)Dx + B x+a§;‘y = Dy ,

il résulte que l'on a ¢
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(2)

it

{Dzzz) + m(Dyzz) - (DY;Z) + (1"w)(DK,Z)

It

(Dz,z) - D(z,z) + (Dz?z)

it

(2~w)(Dz,2).
On a donc le résultat suivant :
(2-w)(pz,2) - w(X,Ax) - w(y,ay)
(2) N
oW x€R , y=8wx et 3z =xy

b) Supposons A définie positive et w appartenant & 1'intervalle ouvert
Jo,2[ .

Nous allons montrer que la méthode de Relaxation est alors convergente,

Soit x vecteur propre de fw . On a alors :

vy =&8wx=2xx ob A est la valeur propre associde x .

Le résultat (2) trouvé dans le calcul préliminaire devient :
(3) (2-w) [1-1] 2 (D, %) = w(1=|2}?) (x,Ax).

I1 est exclu qué A soit égal & 1 ; sinon la relation (D-wE)z = wAx
donnerait wAx = 0 , soit, w n'étant pas nul, Ax = 0 et A serait singu-
lidre,

le membfe de gauche de (3) est donc strictement positif puisque D est
définie positive et w < 2 ., A étant aussi définie positive, il résulfe de
(3) que :

=A% > 0.

Soit Al <1,

Le rayon spectral de X est donc strictemént inférieur & 1, Ce qui entraine la

convergence de la méthode,
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¢) Réciproquement, supposons que la méthode de relaxation soit convergente
et gque la matrice A ne soit pas définie positive,

Alors le vecteur initial de 1'itération pourra &tre choisi en sorte que
b

- - - O Ve » .
1terreur initiale s( ) vérifie

(0) ,8(0)) <o.
(0)

L'égalité (2) avec x remplacé par e et y par 8(1) (on a bien

(Ae

e(m+1) = Ba(m) =% s(m)) entraine
(4) (2-w)<D(€(O)~8(1)),E(O}~a(1)) = w(aO,Aa(O))-w(e(1),Aa(1))
. | (0) oot (1)
1 n'étant pas valeur propre de fw , ¢ est différent de €' 7,
Le premier membre de (4) est donc strictement positif, I1 en résulte que :-
03 (2,289 5 (17,21

on vérifiera de méme que :

0 > (é(m) ,Ae(m)) > (a(m+1) ,Ae(m+1>) Vlﬁa
Cela est contraire au fait que e(m) tend vers 0O lorsque m - o et donc gque

(sm,.Aa(m)) tend vers 0 lorsque m tend vers 1'infini,

A est donc définie positive,
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6°) Méthodes itératives par blocs.

a) Introduction,
Soit A une matrice carrée nxn qui est supposée donnée sous la forme

suivante (matrice bloc)

cevee 1 s t d'ordre n, X n,
.- A11 A12, A1p og chaque Alg es ordre i X By
Aoy : P
. . et telle que : ; : n, =n
. & l’::‘ N
A. U.‘ODO‘&GOOA‘
Pt PP

Pour tout i, 1la matrice Aii est donc carrée d'ordre n; . Pour une telle

matrice on pose :

»~ ~ 0
D=l Ay 0 E = A0
A k 2,1 0
22 -A 0
‘e 3,2
O A .
PP .
-A -4
P, 1 P, p-t
F = O “A12 sssessense —Atp
0 Ay :
0 :
0 -
- p—?fp
O

(Comparer a la décomposition ponctuelle A = D-E-F).

Utilisant la décomposition, A = 5—§~§k, de A, on va définir des méthodes
itératives de résolution d'un systéme linéaire Ax =D .

Ces méthodes seront appelées méthodes itératives ﬁar blocs ; et, par opposition,

les méthodes itératives précédemment définies sont appelées méthodes itératives

ponctuelles,
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On supposera toujours gque D est inversible, Dans la partie du cours concernant
les matrices réductibles, on a démontré (lemme 2) que si une matrice A était

bloc-triangulaire supérieure alors

p .
det A = II det A.. .
. ii
i=1
~ P
On a donc ¢ det D= II det A.. .
i= +

~

~ D inversible est donc éguivalent & : tous les Aii sont inversibles,

b) Méthode de Jacobi par blocs.

»

On pose M=2D
N=RE+F
pritération 1 x ™1 -y x™ Lb srerit alors = p x™1) - g 2w +F x(m) +b

alors que dans la méthode de Jacobi poncutelle on avait 3

(m) (m)

b X(m+!) _

B X + F X + b .

On écrit alors les vecteurs X , b de Rn sous la forme

b
=% b= [P
X b
p iy
"3
ol Xi et bi sont des vecteurs de R .

Les formules d'itération deviennent donc :
n
A, ximt) —-S .. Y
ii "1 g i3 73 i
hrat

Comme les Aii sont inversibles, cela s'écrit aussi :

(me1) _ _ g -t (m) | =1,
X, == AL ALK AL D

bR B T ii i
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La matrice de 1'itération est J =M N

T =¥ 'W=0YE+F) = L+U

e B 4
it
(=]
H

c) Méthode de Gauss-Siedel par blocs.

On pose M= D-f}
N=F

L'itération M X(m+1) = N X(m) +b stécrit alors (D__E)X(m+1) =7 X(m) +b .
On a donc pour i compris entre 1 et p ¢

i P

A, 1) S oA, ™) b,
= =i 09
i=1 P -
Ximﬂ) - A:j. ij (mH) - Z 1:_ ij ,gm) + 3.; i

=1 JJ J=iH
On calcule X$m+1),”.’xém+1) dang cet ordre ; connaissant Xsmﬂ),...,ng?)
~on en déduif Ximﬁ) par cette formule,

~ -

La matrice de 1'itération est ¢ =M N

~ o~ ~ "~ n ~N rY N
e =((-8)""Fr=G-0E)"D'F

(1-1)".0

il

~ L
avec L=D E comme précédemment,

o 34

i

o
»
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d) Méthode de relaxation,
Soit @ un nombre réel non nul,

D-E

gl

On pose M=

N

it

1 . »~ ~N
((—;)-1)D+F
Lt'itération s'écrit alors :

('ZB p-5)x(™) [(}o—t)f)+§]x(m)+b .

La matrice de 1'itération est 3§L = M—’N

oo = (I-wi)ﬂ[(f—w)l»&wa} .

7°) Convergence des méthodes de Jacobi et Gauss-Siedel par blocs.,

Définition : Soit A wune matrice~blocs A = (Aij) 11,3 ou Aij est

P
une matrice & n. lignes, n. colonnes et telle que n, =n, On dit que
; lignes, n, q g i q

A est bloc-tridiagonale si pour J strictement plus grand que i+t , ou

strictement plus petit que i~-t , Aij est nul ; A est de la forme suivante @

. 0
.. An~1 p
A
P, =1 bp

lLemme 1 : Soient u un nombre réel non nul et A une matrice bloc tridiagonale,

—————— T—

on pose A() = D ~ uE ~ -:1}3‘ Alors det A(u) = det A .
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Démonstration :

n,
Posons Qu =/ eI ol I, est la matrice unité de R

D'aprés le lemme déja cité dans 1t'introduction det Qp = p1+2+...+p #0 car

BR#O .

La multiplication de A par Qp 4 gauche revient & multiplier les blocs~lignes

par u, p2,eee,u’ . En effet
(@A), =3 (a) i
A"= 'A-:: A-..Q
iy %;; Wi hig = ¢ Ay

De méme la multiplication d'une matrice B par @ & droite, revient & mul-

tiplier les blocs~colonnes de B par u, uz,c.a,up

P s
J
B ., A= B . B, PR
(B %:} 1,6 Q)i 5 7 By
Dans ceg conditions ¢
1 ! B,
A ., = A. balV .A..u
(QU QU >l,3 (Qu < P)laﬂ MJ 1]
wr s - -
si j=4i (QpAQu )i,i'"Ai,i
C -1 _ ,
Si § = i-4 (Qp A Qu )i,i~1 = u'Ai,i—1
-1 A ia
P09 = i e 2t
i 3 =i (Q ad ), =

. . . . . -
si > i+t ou ¢ im A .. o= 0
3 3 (Qu Q, >l,J
~t
Donc A(u) =Q A .
B Qu Qp

Et det A(yp) = det Qdet Audet Q;’ = det A ce qui achdve la démonstration, .
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Proposition : Soit A une matrice bloc-tridiagonale, Les méthodes de Gauss~

Siedel et Jacobi divergent ou convergent simultanément ; et lorsqu'elles con-

vergent, la méthode de Gauss~Siedel converge asymptotiquement deux fois plus

vite que la méthode de Jacobi,

Démonstration : Le polyndme caractéristique de J s'éerit Ps(k) s
P2(A) = et(AT-7) = det(AI-1L-TU).

Mais det D.P3(A) = det D det(AI~L-U) = det(AD-E-F).

On applique le lemme { pour p = -1 .

On trouve : det D . Pg(k) = det(xD-+E-+F) = (w?)ndet(«KD-—E-F).

N ~

Donc si A est valeur propre de J , alors -\ est valeur propre de J .

AT oy p. est

7 - A — 2
P&(x) peut donc s'écrire sous la forme PJ(x) = pr(x ) -

un polynbme de degré r .,

A présent le polyndume caractéristique de G stécrit Pé(k) :

Pa(r) = det[r1- (0-8)"" 7]

Mais det(D-E)P4(A) = det(A(D-E) -F) = det(AD-2E~F)

Lol o» 1 - a n 4 A i A
det[AZ(3Z D=27 B~ )] = A /2 det[aZ D-2% E- - F] .
A \Z

i R
Si A est complexe A° désigne une des deux racines carrées complexes de A .

. On applique alors le lemme 1

A A n A A A A 1
aet(>-B)P5 (1) = X /2 get[a* D-2-5] = A2 et D, ps(2?)

xg . x%'r p(A)

It

Pa(X)

pa(n) = AT o).
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Ainsi, si 1 est une valeur propre non nulle de G , les deux racines carrées

~

de 1 sont valeurs propres de J et réciproqﬁement si A est valeur propre de
3 (~l\ 1'est aussi) et 7\2 est valeur propre de (:’r . Dohc
p(a) = [p(g)]z et en particulier : p((;) < 1'(——‘——-:«’79(3) <1,
On a =-Log p(; ) =% [~Log p((’;)] et pour les taux asymptotiques de convergence :
R (3) = 4 R (G)

ce qui achéve la démonstration,

e —
I T ST

Proposition : Soit A une matrice carrée d'ordre n décomposée en blocs Aij

d'ordre nixnj . Si la méthode de relaxation converge pour w alors on a @

Démonstration : Elle est absolument identique & celle faite pour la méthode de

relaxation ponctuelle,

: ~
Proposition : Soit A une matrice bloc, réguliere hermitienne, telle gue D

solt définie positive, Alors la méthode de relaxation par blocs converge si et

seulement si

A est définie positive et

iy

0 < w2 .

Démonstration : Elle est absolument identique & celle faite pour la méthode de

relaxation ponctuelle,



1.87

Cas des matrices tridiagonales par blocs.
On considére & nouveau le cas particulier, trés important en pratique, des

matrices tridiagonales par blocs.

A = 1 12 ot A est d'ordre nixn. et
A A",
21 22 .
. e iy
‘0 .' .i Z: ni = N
0‘ o. » i:’
. . A
0 . . P~ip
A
P p-1 juY

Proposition : Soit w différent de O ebde 1 . Si A est valeur propre de

N 2
J et si n vérifie la relation : m2 7\2 = ﬁﬁi‘;ﬂll_ alors n gest yaleur

»

propre de Sw et réciproquement si m est valeur propre de $w et si A

N

vérifie cette relation alors A est valeur propre de J .

Démonstration : Rappelons que .i‘:L = (I—wi)—1[(1-m)3i+w vl.
Oh écrit le polﬁﬁme caractérisfique de }823 : P;g‘:ﬂ()\) = P(A)
P(n). = det[nI - (B—mﬁ)"’(h-m)g«mﬁ)],
Notc?ns déjid que O ne peut &tre valeur propre de .‘t’,; +« En effet si n=0 était
valeur propre on aurait : det[(h—w)f)a»ufﬁ‘“} =0 ,
, n
Or ce déterminant est égal & (1~m)n .H _det Aii qui\ ntest pas nul pour w
di=
différent de 1 (on suppose toujours que les blocs diagonaux Aii sont tous
réguliers),

On a alors

?:gza(n) X de‘c(;)-wg}) = det[n(lg-wé)* (‘i?"w)gﬂ&)]

I

det[(n+w=1)D~wnE=w F]

i

get[nfe (1 Do T - -‘;F}] .
n°w n



1.88

n
on a done .'sw(“) Cuw det[!-}-——;})-n%E- ! ] .

D'aprés le lemme 1 cela s'éerit :

-~

¢ W /2 det[ﬁ-tu’:-%5~3-£‘]

or /2 Py (3-*-"—""—_%).
©n

1
(si n est complexe, ﬁ7 désigne 1l'une quelconque de ses deux racines carrées

tt

B (n)

i

complexes).

: " +w=1 ‘
81 n est valeur propre de $o alors n est non nul et EL——;. est une valeur
propre de J .

~

Réciproquement si A est valeur propre de J et si 7 vérifie la relation

: 2 3
(E-Hx:?) - w2)\2 alors 7 est valeur propre de $0J .

Ce qui acheve la démonstration,

Méthode itérative par blocs : Recherche du paramétre optimal,

Nous allons résoudre & présent, pour le cas d'une méthode de relaxation par
blocs pour une matrice tridiasgonale par blocs, le probléme fondamental du choix
du paramétre‘optimal : clest—a~-dire le bw tel que chgw) soit le plus petit
possible, ou donc parmi les w tels que pcg;) <1, 1le paramétre w tel que
pﬁén) s0it le plus petit possible.

On a le résultat suivant :

n

Théortme : Si le rayon spectral de J est strictement inférieéur 3 1 et gi les

N

valeurs propres de J sont réelles, alors la valeur de w gui repd pcgw)

RV
minimgm est © - 2 ot alors @ ) = 1-(p(J))
"*;?‘[P(J)] P 1 +Qi (p(3))
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" Démonstration,
» EY

Pour w=1 G=.§‘31 .
D'aprés une proposition énoncée précédemmentr
o3) = [p(DTF = 0(3) = [o@)T? .
Donc si p(g) <1 ona p(ga) < 1'~et il existé donc des w tels que

pCﬁm) <1 . On va chercher le paramétre w qui rend p@ﬁw) le plus‘petit

possible,

Les valeurs propres 1 de Buw vérifient : (n+w~1)2 = szzn ol A est valeur

propre de 3
7+ (w2=e®3P)n + (1) =0 .
Calculons le discriminant A de ce trindme en 1
A = (2u2=*2)? = 4(w-1)?

[2w-—2-w27\2-2 (w1 )][2&»2—&92}\24»2(&3-1 )]

i

m2h2[w2K2-4(wP?)]-

Le signe de A est le mBme gue celui de m2h2 - 4(w-1) que 1'on va étudier

mgkz-4(w-t) est un trindme du second degré en  de discriminant & .

~

= 16(1—k?) >0 car A appartient au spectre de J et on a supposé p(J) < 1.

mgxz-4(w—1) a donc deux racines réelles qui sont w1 et wg . Leur somme et

leur prdduit étant positifs, elles sont positives. En outre :

pour w=1 [w27\2-4(w-1)](1) =225 0
pour w=2 m2-4=4(3%1) <o .

On a donc ¢ O < 1§ < w1 <2 KL w2 .
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D'oh le signe de A pour w € ]0,2[ c'est-d~dire les seules valeurs de w pour

lesquelles pBuw) <1 :

A~
On va construire la courbe des variations de pCSw) en fonction de w . On
considére deux cas :

fer cas w > wi .

Alors A KO .

_ P2 ~2(w-1) 3R
p)

[m‘g?\z -2 (w1 )]2 -A

il

aton 4 |n|?

[wzxz-2(w~1)]2~*w2k2[w2K2—‘4(w~?)]

i

it

[wzkg-2(m-1)][w2A2-—2(w—1)-w2x2}-+2w2X2(w-1)~

i

(w1 )[2&22\2 - 26227 4 2 (w1 )]

4(w-1)?

i

In* = w1 car w> w, >1.

Donc dans ce cas p(fw) = w1 .

. A
Pour w compris entre w, et 2, la courbe des variations de pCﬂw) en

fonction de w sera donc la droite y = w1 .

2eme cas 0 < w < w1 R

Alors A > 0, Les racines en 1 sont réelles et vérifient

(n+w—1)2 = KZ m2 L

o

Les valeurs propres de J sont réelles. Le membre de gauche est réel positif,

Le membre de droite l'est donc aussi, Donc les racines en 1 sont positives,
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A est réel.

A% - 2u2 d Y&
ﬂ = i 2 ?
On peut supposer A > 0 puisqu'on sait que A et -A sont toutes deux veleurs

propres et donnent le méme 7 . D'autre part, comme on s'intéresse au rayon

spectral de $w , on ne s'intéresse qu'a la plus grande des deux valeurs propres

2,2 2.2r 2.2 :
associées & A , c'est-a-dire n, = WA -2(w-1) + ;) A w2 = 4(w-1)] .
na: WA’ >0 \/wz)»z(wz)»z-é‘r(w-‘l) >0 done n, >,"_—__2(“"1) .

2

Donc n2+w-1 >0.
2 2 .2 . .
Et alors comme : (n2 +w-1) = n, o A" ceci est équivalent &
Ny WA= n2+4n—1 (les deux membres sont ) O).
On pose ici ¢ = V?% on a :
(%) cp2-cpw A+ w=-1 =0,
¢ est fonction de w et de A jpour w=0,
(P)\(O) =1 .
Etudions les variations de ¢ en fonction de w .

On différentie (x) : 2¢ dp + dw = Aw dp + Ap dw d'oh :

dp _ Ag-
dw = 2¢-Aw °

d - . '
Pour =0 E’;(o)-——-’-‘-z-l<o car A< p(3) <1, 2q>-xw=\/w2x2-4(w-1)>,o.

Comme %ﬁ(o) < 0 il existe 0< g, € w tel que sur [0,51] ’ m(w) soit

1 1

décroissant,
Donc sur [0,51] Ap(w) =1 reste négatif,
Donc g(E(e )< 0

dw' ™

%£ reste négatif et son module croit,
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On peut construire ainsi une suite croissante €, 0« £ £ w, telle que pour
tout n : ¢(w) soit décroissant sur [O,en].
La suite g, & une limite e , puisqu'elle est croissante et majorée, Alors

gg(e) £0.

’ gy s gg
En effet dm(e) = iifo dm(an) £0.

O

Supposons g—g(e) =0 alors A gle)=1 =0 or ap(e)=1 ¢ Ap(0O)=1 = A=1 <O,

Done k%g(e) <0,

Alors & ne peut &tre différent de @, ; en effet si e < w

1 comme

1 ¥

,  tel que p(w) soit décroissant sur

gg(e) < 0 il existerait &' e < e' W

[O,a*} or & est la limite croissante de tels g'.

wh+VQFK2~4(w~1)
¢ = 5 ¥

WA
2

guand w - w1

o ElE
¥
!
8

Pour w = m‘i sz -4(w~1) =0

e 2% - 2(w-1) = 3% - a(wm1) +2(w-1) = 2(u-1)

S ] ng =:“H -1 .
On peut donc tracer la courbe de variation de My en fonction de w pour w -

compris entre O et m1

—
~




I.9%
X 2.2
Pour © fixé entre 0 et w 3 W\ -4(w-1) >0 .

Donc w?xz-4(m-1) croft avec A . De m8me wh croft avec A

o () = wh + Vo222 = 4(w-1)
N ,

2

-~

yl(w) croft avec A . Comme on a choisi A valeur propre positive de J ,
¢k(w) est maximum pour A ='p(3).

(p(g) est valeur propre car les valeurs-propres de 3 sont réelles et inva-
riantes par symétrie par rapport & llorigine),

~ ~
Finalement pfw) = i@x(w)32 lorsque A = p(J).
A
On peut maintenant tracer la courbe : pCﬂm) en fonction de w ;3 ctest celle

de |n| en fonction de w pour A = p(J)

14

v

PP o o e r s o

JC R

0 1

‘ t . * - -~ .
p@ﬁm) est minimum pour w w1{p(J)]
On appelle cette valeur w, .

0y

de . FN
, est raciﬁE\fwzkz-4(w-1) pour A = p{J).

4-V16(1 - p°(3))

2 ¢2(3)

_2-2V1-[p(0)] _ 2 1= (1= p2(1) )
IR OF 1ah-sG)

Soit w, =
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2

Finalement w, = = ~— et alors ;pcgw*) =@, -1 = } -1
1V [o3)] Vi@

Conqlgsion : Relaxation avec paramétre optimal,

Sous les conditions du théordme qu'on vient de démontrer, on commence par

»
chercher p(J) et on calcule ensuite w, » Il vaut mieux surestimer w, que

‘ A .
~ le sous-estimer car dans le graphe de w v pCﬁm) la pente de la tangente &

gauche de w, est infinie, et une petite variation & gauche de

. produit

o . )
une grande variation de paﬁw) ; par contre a droite de w, , une variation

de € sur Wy, produira une variation de O(s) sur pcgm*).
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§Iv. Notions sur le conditionnement,

.‘Certaines matrices d'apparence simple peuvent donner lieu & des difficultés
inattendues pour la résolution de systémes linéaires : Des petites variations
‘des données produisent de grandes variations sur les solufions. Bt ceci est
fort génant puisque tous les calculs sur ordinateurs se font avec des erreurs

d'arrondi, Voici un exemple simple trés artificiel mais néanmoins trés significa=
tif

on considére la matrice A @

A= /10 7
7 5
8 6 10
7 5 10

On a det A =1 , Son inverse A~1 stéerit

A =/ 25 —~41 10 -6
-41 68 -17 10

10 -17 5 -3

-6 10 -3 2

A présent on veut résoudre Ax = b

avec b= /32 on trouve x = [1
23 1
33 1
31 1

Si on résoud A(x+6x) = b+6b avec

-1

8b = [ 10 on trouve &x =/ §,2
~10"" -12,6
T | 4,5

-0 4,1
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Ce qui représente une variation relative énorme de &x en comparaison de la
variation 6b . Nous allons expliciter la caractéristique d'une matrice A qui
fait que de teis phénoménes se produisent, Dans de telles situations, on dit que
la matrice est mal conditionnée ; et nous allons définir un nombre qui "mesure"
le conditionnement d'une matrice.

10) Conditionnement des matrices.

On veut résoudre le systéme Ax = b , 8Si on change les données en ajoutant 6b
& b on veut savoir comment sera perturbée la solution x . Soit 6&6x 1la
perturbation pour x
A(x+8x) — b+6b
A 8x = &b
sx = &' &b
=]l oxl < I1a7" [ o]l

comme Ax = b ol < flafl flx<lt

1 A
Alors Hx]fé oH -

on a done UT%H <Al . U”‘“z]-";-H :
Notons er(b) ==&§%ﬂ ll'erreur relafive sur‘ b et er(x)‘zi%%EH 1terreur

relative sur x . On a er(x} <l . HA~1{{er(b)o

Définition : On appelle conditionnement de A 1le nombre [|Al| ||a™']|. on écrit
st
cond(a) = “A}}"A‘11§ on l'appelle aussi le nombre de condition, Une matrice

est d'autant mieux conditionnée que son nombre de condition est petit : en

effet de petites variations relatives de b entrainent alors une petite erreur
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relative sur x .,
Propriétés. a) cond(A) dépend de la norme choisie (sur Rn).
b) Quelle que soit la norme choisie, cond(A) est supérieur ou
-1

égal 4 1 ; en effet ¢ I =A.A et quelle que soit la norme choisir (sur Rn)

”I”:‘I et alors ¢ 1

"

&1l [} &7} = cona(a).

Il

c) cond(A) cond(A_1 ).

d) cond(M) = cond A pour A non nul,

Cas particulier oh la norme choisie est la norme euclidienne,

= - 2)—5 et = su Ax .
Il = D e lall = w0 e

x€R™
x£0
Proposition : Soit A une matrice carrée d'ordre n , réguliere, Alors :
10) Si p,f ’ pg,...,p,i sont les valeurs propres de AtA avec
2 -
0 < py ¢ u; Co ool ufl . Ona: cond(a) =§ .
1
|2yl

20) Si A est symétrique, alors cond(a)

Il
>)
7]

)\M = valeur propre de module maximal de A
)\m = valeur propre de module mirimal de A ,

%0) Si A est orthogonale alors cond(a)

i
-l
.

On démontre d'abord le lemme suivant :

Lemme : Soit A une matrice réelle d'ordre n t solt B=AA ., Alors B es

symétrique, semi-définie positive., Ses valeurs propres sont p,f,...,p,i telles

que O ( p.f Leoe pr21 et dire que A est inversible équivaut & dire gue p,?

est non nul et dans ce cas on a : HA"»1 H = -L-lL .
1
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Démonstration dy lemme,

Brth

(BX,VX) = (ax,Ax) = ||ax||® o Vx

B est donc symétrique et semi-définie positive, Les valeurs propres de B sont
donc réelles positives 0.( uf Lose p,i et il existe une base orthogonale
51,52,...,§n dans laquells B est diagonale @

B(g,) n?_' g -

i

n

. n n
. _ 2 22
si x = § x; £, ona Bxs= g X B & et (Bx,x) -§ “31: xy pg en sorte que

(x) ¢ 1=l

'Pour‘ x=t, (B gnk, };n) = p,i et alors su p ('Tx[;;) 2k
ators [|AJ|%= sup, M - -(.B-’i-’il 2

ek ||| xer™ ||x]|?

x: x

B=2a°A alors det B = (det A)2 .
Donc si A est inversible, B 1l'est aussi et réci;éroquament. Or B dinversible
é . N 2
quivaut & K, Ton nul,
| all? ¥
ona vu que [|a]|°= pn dono all = [p(a 2]
Si A est inversible, on a de méme H.lﬁ.m1 || = [p((AM) Aﬂ)]% [p((l&ﬂb)w1 1)]'}
- [ ® ™ = (eIt .
~ -1 L2yt 24=1
by est non nul et les valeurs propres de B sont 3 (p,1) ,...,(un)
telles que O < —% XY - Leool Lot NA-1 “ = :3- .

2 2 1
pn pn—? p’?
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Démonstration de la propogition. 10) est maintenant évident :
ond(a) =1{lall. A= L+
c Byo =
2,
20) si ‘A est symétrique

Done si xi est valeur propre de A , )\i est 'valeur propre de B et alors

]

B, ]AMlz ol xM est la valeur propre de plus grand module de A .

pf = ]}\mlz oi A~ est la valeur propre de plus petit module de A .

Et cond(a) = Ty .
( ‘}\ !
m .
Une matrice symétrique, méme définie positive peut-8tre mal conditionnée
(cf. exemple du début du chapitre). Il suffit que T%MT soit grand,
i1}

%0) ai A est orthogonale

Bt alors cond(a) = [[a”1|| |[a]|= [p(B)]% =1,
Les matrices orthogonales sont bien conditionnées (c‘ar At o= f’ ).
Proposition, Soit A une matrice i‘éggliére. Supposons gque Ax =b et

A(x+6x) = b+6b alors cond(A) est le plus petit nombre M tel gue :

‘%%Pgm %‘%&P, Yo #0.

On va d'abord démontrer le lemme suivant

Lemme, Soit A une matrice réelle. Alors il existe deux matrices orthogonales

et VvV telles gue v AU =D ou



- si P=(f

D=/fu avec ”3"" ,p.i les yvaleurs propres ordonnées de
by, ° £ 2 2 2
.. . B=AAK :‘ ¢ RS ].l1 RS uzgocusun
0 Ry

Démonstration : Comme B est symétrique il existe une matrice U orthogonale

telle que 3 Ut BU =D ,

Done Ut(AtA)U -0,

Si on pose F = AU on a donc ¢ FtF = D2 .
n

£ . 2 .
) a—
) cela s'éerit aussi fki fkﬁ = pi 6ij pour tout i et

1€ign
) k=
1<3¢n !

1,3

tout j .

A 4 > b . - N - .
Si on désigne par fi la i-®me colonne de F , on peut encore écrire :

On considére deux cas 3
. & est réguliere,
Alors By est non nul,

—_
On pose alors vi =

WF [

v, ¥) = By Tt =5, .

. R d B
On désigne par V 1la matrice dont les vecteurs colonnes sont les vi ; alors

¥V est orthogonale et ona : ¥ =7VD,
‘ . t t
Comme F = AU on trouve AU = VD ce qui entrafne VAU =V VD =D,
« & est singulidre,
Alors B est aussi singulidre ; B a r-t1 valeurs propres nulles qui sont @

2 2 . 2 2
Byroossby 4 o Les autres valeurs propres etant Boresesh, 3
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2. 2 2 2 2
0= p1 = u2 ——..;— ) < ur \<oo-\< un .
: - fi
Pour r (¢ ig¢n on pose v, = ;f .

[¥N

Alors 3; , §;+1,...,;; forment une famille orthonormale que l'on compléte.
. - - - - - : -
11 existe des vecteurs v1 ,Vz,...,vr'_‘_1 tels que v1 1 Voreeas Vo g forment une

base orthonormale de R- . On désigne alors par V la matrice dont les vec-
teurs colonnes sont les vi « On a encore F =VD et : VtAU =D, l
Démonstration de la proposition

On sait que iﬁ%ﬁp < cond(A) ob .

On va démontrer qu'il n'existe pas de nombre M tel que

ML cond(A)

u\%’”‘““\%{{] Yo £0.

On va montrer qu'il existe b et &b tels que u@ﬁp = cond(A) uﬁ%ﬂl ce qui

démontrera la proposition.
D'apres le lemme précédent, il existe deux matrices orthogonales U et ¥
.
telles que V AU =D ,
Posons b = My Ven ; alors la solution de Ax =Db est x = Ue ; en effet :

b . De méme si on pose &b = My Ve1 .

it

AUe =VDe = V(un en)

Alors la solution de A 6x

Il

&b est &x = Ue1 :

) =6b .

1

A Ue1 =V De1 = V(p1 e

On a alors les relations suivantes @ |!éx” =I!Ue1“ =!le1]i car U est ortho-
gonale,

pone [|ox|t=1 .
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e méme [|xl| = flue_[| =fle [l = 1 .
“ 6”0” = u By Va1 H = I {[Ve‘ ” = B, ﬂe? “ car V est Orf:hogonale.

Done || &bl = T

De méme |{bff ={fu ve || =n lle |l =n . On obtient donc :
lexl| .
= =
ILsoll _ ™
|

5, un
Or d'aprés la proposition cond(A) = — ,

On a done UT%}S‘P = cond(A) &b .

frose e ot et e

Proposition : Soit A une matrice n xn péelle et soit b un vecteur de R .

Si Ax =D et (A+8A)(x+6x) = b alors :

&x ‘ SA
ffgm'gf £ cond, <A)'H]KTP

et pour toute A il existe 6A et il existe b tels gu'on ait l'égalité.

Démonstration

o

(A+8A) (x46%) = AX + A, 6X + A X+ BA. 8% = b = AX
dton A.8x + 8A(x46x) = O
et bx = =A" 1, 6A(x+8x).
On obtient en passant aux normes :

lexll ¢ [l 1.l salf« lxex]

Cdton “ljl{élg.}tlﬂ A ol = 1A fAl ﬁﬁﬁp - cond() W .
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Cas de 1'égalité :

| | -1 -1
- par définition |a7 Y= sup uﬁ"m}fﬂ = sup %ﬂ
Y40 lIxll<

or la boule unité de R® est compacte, donc il existe Y tel que
) - el
et ém = pI
alors A+8A = A+BI donc (A+PI)(x+8x) = b
dfolt x+6x ~ ¥ .
Or A.6x = —8A(x+6x)

= -61(»x+6x)

= =By
é"oh 8x = = s ¥y . En ;paséant aux normes

llx]| = 8 1a™"y]f - 7" il = laall o a7 s o]

et ﬂjg%lxlﬂ = cond(A) .W .
Cette égalité estvvraie méme si la norme n'est pas la norme euclidienne,

Lemme ¢ Soit B une matrice carrée réelle. si ||BJl <1, alors I-B es

———— S—————————— W ——————  ——————  — —————

inversible et : (I-B)™' = I+B+B +... et ||(1-8)7"|| < ﬂ{'ﬁﬂ )

Démonstration : Posons S, = I+B 4oaet B"

netd
(I-»B)Sn = I-B .

~orsi [IBff<1, 1a série § ! B converge absolument car nBj[K ”BNJ .
=

Done S converge vers S et (1~-B)s = I .

Drautre part :

-2l T2« T3 el - gy -



1.104

Proposition : Soit A une matrice n xn régylidre, §__||6l" et si

-1
la™" |
Ax = b = (A+84)(x+6x) alors unfﬁl\ cond(A) uﬂ:ﬂj -

14| aal . ||A I

Démonstration : (A+8A)(x+6x) = Ax , d'oh : (A+8A)6x = -SA.x en multipliant

les deux termes par A | & gauche (1+4” . 6a)6x = -A" ., 6Ax
= =(1+a"aa) T e
d'ol en passant aux normes :
llexll ¢ Il (o a™"con) ™LAl onlf oJf =]
d'aprés le lemme prééédent on a 3

Il (z+a"on)7YIg

1
IRETNEY

-1 -1
car la” . aall ¢ la7 Y. faafi< 1 .

On obtient donc :

2 < a7 floafl ———— = cona(a) *
Uﬁl 141a7"| ) eal] uTf'ﬁ*1—{|A*‘||HMI|,

Si A et B&A sont régulidres on pose

(a+aa)™t = a7 sa™h),
On & alors la proposition :
Proposition : Soit A une matrice n xn régulitre : si || sa ||< —— alors

-1
a7
A+8A est inversible et 5(51 & cond(a), UHETP =
™l 1447 ll fleall

-1

Démonstration : (A+éA)(A” «+6(A )) =1 — A.A dtou

-1

saA” b rasa™Y) 4 oaas(a™h) =0

-1

(A+6A)6(A—1) = =0A.A dtolrt en multipliant les deux membres par A*1 a gauche 3

(1+a V. on)s(a™l) = =a”" e a™?

1 -1 -1

done 8(A7") = ~(z+a” " a) a7 @ n”t .
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D'aprés le lemme (1+4”" 88) est inversible et de plus :

llé(A"‘)N\ ] ) Y = cona(a) LAY e L
la~t| <1—4la“l$-!t&l1 feall - d,A Hhﬂf’]l.ﬁ&ﬂ

Utilisation des méthodes de résolution des systémes linéaires.

~ GAUSS : utilisée pour les matrices pleines on peut aller jusqu'i des
ordres de 50 X 50 & 300 X 300 selon les machines,

GIVENS (rotations) : N'est pas recommandée en pratique : trés semblable
a4 la méthode de Householder elle nécessite beaucoup plus d'opérations
(2 fois plus de multiplications),

HOUSEHOLDER : pour des matrices pleines, La méthode est plus stable que
Gauss et ne demande pas d'échanges de ligues ; elle sert également
pour des algorithmes de calcul de valeurs propres (algorithme Q.R.
cf. chap.II). ' ‘

CHOLESKI : pour des matrices symétriques plus ou moins pleines, L'ordre
peut aller jusqu'd 500 x 500 et parfois plus.

]

Les méthodes itératives suivantes sont utilisées pour des matrices creuses pro-
venant de la discrétisation d'équations aux dérivées partielles.

~ JACOBI : peu utilisée en pratique ; comparable & la méthode de Gauss-
Seidel et moins avantageuse sur plusieurs points,

- GAUSS-SEIDEL : utilisée pour des programmes rapides, Assez bonne
précision,

- RELAXATION : ne s'utilise pratiquement qu'avec paramdtre optimal (ou
voisin de 1'optimal) ; elle donne alors des convergences trés rapides,
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CHAPITRE II

CALCUL}DES VALEURS PROPRES ET DES VECTEURS PROPRES D'UNE MATRICE.

Introduction,

La recherche des valeurs propres et vecteurs propresk&‘une matrice se ren-
contré”dans‘des problémeé assez divers, En voici deux exemples

~ Lorsque l'on veut résoudre un systéme lindaire par une méthode de rela-
xat;on, il faut connaitre la valeur optimale du paramétre o , ét pour cela
calculer le rayon spectral de la matrice de Jacobi,

2

- Lorsque 1'on étudie 1'équation des ondes é_g - Bu = 0 dans un systime
ot

physique donné, on est amené & rechercher les vibrations propres de ce systéme,
ctest-d~dire & chercher les nombres ® (pulsations propres dﬁ systéme) et les
fonctions ¢Cx) associées, tels que les fonctions u(x,t) = gin wt ¢(x) soient
solutions,

¢ et w devront vérifier : A¢ + w2¢ =0 .

On discrétise alors le probléme : on apﬁroche la fonctign ¢ par la suite de
ses valeurs sur un ensemble fini de points suffisamment rapprochés et 1ton rém-
place les dérivées partielles par des différences finies,

On considérera que la suite des valeurs qui approchent ¢ est un vecteur d'un

espace de dimension finie, qui doit-étre vecteur propre, associé & la valeur

propre -m2 , d'une certaine matrice remplagant l'opérateur A (les dimensions

de cette matrice seront trés grandes).
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Les complications qui se présentent dans la détermination numérique des
éiéments propres d%une matrice sont bien plus grandes que poﬁffla résolution des
systimes linéaires; Tout dtabord il n'existe pas ici de méthode “exacte" :
toutes les méthodes sont itératives : ceci est compréhensible, puisqu'il stagit
en fait de trouver ies~zéros d'un certain polyn8me, & savoir le polynéme carac-—
téristique de la matrice, De plus on trouvera un certain nombre de cas particu-

liers ol les méthodes générales se trouveront en défaut (&aléﬁrs propres mﬁl~ o

%*

)

‘tiples, de méme module, etc...) (
Soit A 1la matrice réelle, de type (n,n), dont on cherche les valeurs
propres et vecteurs propres, On supposera en général A non singulidre, puisque,

autrement O est une valeur propre de A , connued priori,

1?) Détermina}ion gg polynéme caractéristiggg 2;222 matrice A .

Pour trouver les éléments propres de la matfipe A, la méthode la plus
naturelle consisté 4 déterminer le pqun&me caracféris#ique, & rechercher ses

- zéros h,,...,hn , puis & résoudre les systémes linééires 4 A;xbx‘hix .

(i==1,...,n). Malheureusement, ce schéma n'est pas tres satisfaisant pour les
applications numériques,
En effet par les meilleures méthodes, la détermination du polynfme caractéris—
tique nécessite un trés grand nombre d4'opérations, ce qui signifie une accumula—

tion des erreurs dtarrondi, et une précision faible pour les coefficients du po-

. lyndme,

(") Bn raison des grandes difficultés inhérentes au probléme, ce chapitre ne doit-

&tre considéré que comme une introduction au probldme les valeurs propres,
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_En,autre; les valeurs propres sont les zéros de ce polynSme ; mais la résolution
numérique d'une équation algébrique n'est pas en général trds facile, et les
résultats sont extrémement sensibles aux variations des coefficients,
Toutefois, comme la connaissance du polyndme caractéristiqne peut-&tre utile en
elle~méme, indépendamment de la recherche des valeurs propreé} nous allons donner
une des méthodes numériques connues. pour la recherche de ce polyn8me ¢

PA(X,) =a Xn + 8, > ST a (aQ;éO);. |
En pratique, ceite méthode ne sera utilisable que pour de'petites valeurs de n
(n ¢ 10).
Remarque : Ea(x) est égal au déterminant de (A-XI) (& un facteur prés) ;
mais il est exclus de former PA(X) en développant ligne par ligne, ou colonne

par colonne, ce déterminant : le nombre d'opérations serait alors vraiment énorme,

| Méthode de Leverrier,
Soient x.1,11:2,‘.,..‘,‘;;;‘n les valeurs propres, c'est-a-dire les zéros du poly-

néme SA . Introduisons les fonctions symétriques élémentaires des racines X

.

ctest-d~dire les n nonmbres

OT‘ :"‘X""“‘XZ +oueat Xn

o, =3 X, X

2 5330+

05 =.§., X, X, X
i>ji>k

= X XX X X
G;l 1 gxtbt n

11 est bien connu que les 0 sont 1liés aux coefficients a; du Polynﬁme PA

par les relations
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18
o
On sait aussi que toute fonction symétrique des racines peut s'exprimer comme

une fonction des @ . donc comme une fonction des coefficients a; o

En particulier, considérons les sommes de Newton des x; ¢

S1 = x1 + x2 +oeet xh
S, = x2 + x2 + + x2
27 M 2 T T

S

]

k 'k k
A (k € )

les sommes Sk sont reliées aux coefficients a, par les formules dites de

Newton :
% ==, 5
a1 S1 + 2a2 = —ao 32
a1 32 + a2 S1 + 3&3 = ~ao 83
a1 Sk__.1 + 8, Sm__2 teest K a, = -2 Sk
% Sn~1 + & Sn~2 + a3 Sn-3 teoot 1 B, =8, Sn
Connaissant les sommes Sy » il suffit de résoudre un systéme linéaire triangu-
a,'
laire pour calculer les ccefficients ‘53 . Or les kSk sont facilement acceg~
o}

sibles dés que l'on connaft les puissances Ak de la matrice A ,

En effet : S1 = x1 teest X est égale & la trace de A (somme des é1léments

diagonaux de A),
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Sk ntest autre que la trace de Ak : car si x’,...,xn sont les valeurs pro-

pres d'une matrice A , xf,...,xi sont les valeurs propres: de: Ak (pour sten

convaincre il suffit de se rappeler que A est semblable & sa réduite de Jordan:

A = S..Zf.S“1 ;s J est triangulaire et a pour éléments diagonaux les valeurs

k k 1)

propres de A et Vk: A =8J 8§

Nous avons donc une méthode qui fournit "exactement" les coefficients du poly-.
ndme caractéristique, Mais le nombre d'opérations nécessaires interdit pratique-—
ment son utilisation pour les grandes valeurs de n ,

En effet il faut former les puissances successives de A : calculer A2 revient

3

s . . n cp s
a calculer n2 produits scalaires de vecteurs le R , soit & effectuer n

1

1 on connaissant Akf‘ , il faut éga-.

multiplications, Pour former Ak = A.A

3

lement n” mltiplications, Le cofit total de la méthode est donc de 1l'ordre de

4

n' multiplications,

Méthode de Leverrier améliorée,
Cette méthode donne directement les coefficients du polyndme caractéristique,
sans passer par la résolution d'un systdme linéaire (mais il faut quand méme cal-

culer (n-1) produits de matrices (n,n)).

x

En effet cette méthode consiste & calculer les 2n matrices Ai . Bi (i.=1,.-.,n)
et les n nombres 1 définis par :

A=A y P, = trace(A1) s B

1 =4, -p.1

1

tr(AZ) » By =A,-p,.1

2

N -

A2 = B1A y p2 =

o] g

»tr(An) , B =A -pI
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Propogition t Le polyn8me caractéristique de A est (Aun facteur prés) :

n n=1
P,(A) =X"-p AT eeem A~ p

et nous avons :+ B =0 .

Démonstration : Soit PA(X) le polyn8me céractéristique de A :

n balis | ;
PAO\) = det(AI-A) = A =b, X =...-b .

Par récurrence sur k , nous allons montrer que b, est égal & Py ‘pOur tout

k

k (1 ¢ kgn)
. pour k=1 : on sait que k, est égal & la somme des valeurs propres,
denc & la tracé de A :

b, z tr(a) = ’cr(A1) =p

1 -
- supposons que p, = bi soit vrai pour : 1 i k-t .

Montrons qu'alors Py = bk .

En effet : A =B A=A _A P A=A A =D AT-D A

k= Pk k2™ P

= Bt

En raisonnant par récurrence sur h on vérifie facilement que :

h h h=1 ‘
A=A A =p A -p A —mp A (0B Q k)

d'ol, pour h = k-1 :

.k k1 k-2
Ak = A P,A PZA (XX Pk"‘TA. .

Mais &lors, par définition de P, *
1
i) = TSPy Sy~ By Sy peeemP S, ]
(oﬁ les Si sont les sommes de Newton des racines de PA)’
Utilisons l'hypothése de récurrence : p; = bi (1 i k1) ;0 il wvient ¢

P = E[Sk-"bt Sk-1 'bg. ‘Sk-z-"‘“bkqs 1} . Mais le deuxieme membre de cette

égalité est égal & bk dtapres la k" °" formile de Newton ; donc P, = 'bk .
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la récurrence montre donc que les P sont les coefficienta-(au'aisne prés) du
polyndme caractéristique.

Montrons maintenant que Bn est la matrice nulle 3

Bn = An-pnI
n n~1t N2
Bn = R - p" A "'P2 A ".‘o."PnI

On a donec B, =0, gréce au théordme de Cayley-Hamilton,
Remargue.z par cette méfhode, on obtient indiregtemént ltinverse de A , lorsque

A est inversible ; en effet : B = 0 signifie Aﬁ = pnI , c'est=3d~dire

-1 Bnﬂi
Si A est régulitre : p = det(A) #0, et A = - -
n

2°) calcul de la valeur propre de A de module maximum,

o mmem ommepmmmmoee Dol o o=

Soient k?”"’Kn les valeurs propres de la matrice A : on peut supposer
que leurs modules sont rangés dans 1'ordre décroissant 1 ]x,{ P {le 3eee Ikhl.
I1 stagit de calculer x1 , et éventuellement lés autres valeurs propres de mo-
dule égal a IK1{ , ainsi que les vecteurs propres associés,

» - A~
Nous supposerons que x’ s Aainsi que les valeurs propres de méme modules, sont

simples.

1er(cas s |x1] >le2l

Supposons qu'il existe dans Rn une base de vecteurs propres de la matrice

A2 X1,X‘,.,0,Xn , associés respectivement a x1’h2""’xn .

Pour tout vecteur Y(o) e R" (Y(O) #0), soient s

de Y(o) sur X1,.,.,Xn : Y(o) = a, X1+.,.+an Xn 3 formons la syite des vec~

1:....,.3.n les coordonnées
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(x)

teurs ¥ H

(1) _ yle1) _ 4k (o).

Y
Puisque X1, 2’““’Xn sont vecteurs propres :
Y(k):a xkx + 3 ka+ +‘a xkx
R T 2% 7" "n"n T T

1y

i & est différent de O :

1 1 \M

Kn N k?:
Or, par hypothdse : Jo=| { I~ Leoof |=—| < 1 ; donc :

M M M
a, Ak a vk Ak a a

2( 2) n( n) ; 2 ( 2 n )
e X . teaed mwfol X {: - X —~ X +oost w— X -
n

a,1 )‘1‘ 2 a1 x? n }\.1 a‘ 2 1

Autrement dit, si k — 400 ¢

(x) k 2\
Y’~a1?\1X!+OX;-J,

}\.2 k ‘ 7‘2 k
ou 0 ((«-—) ) déaigne un vecteur tendant vers 0, comme (X—) .

}\‘! 1

Soit (ej)jwﬁ , la base canonique dans R ; il existe un indice j tel
Tlyse ey .
que la composante Xi‘ei de }i:1 sur e, soit non nulle \('puisque X,! 94 Ouee)e
i 3] .
Soit Yék) = Y(k).ej la jleme composante sur la base canonique du vecteur Y(k)
(k en) :
ng‘”) X0, +0(1)
e T Ay X X1.ej+0z15 TA sh ke
J
Y(,k+1) , |
Donec : si a1 est différent de 0 , alors. —i—na- - }\‘i quand k - 40, pour
L9 ,

tout 3 tel que X?.ej £0 .
La direction du vecteur propré X‘! est également obtenue par pass:age‘é. la 4

limite :

Y(21{) X

- g uan - 400 :..i}“ , a V
“Y(2k)" "X1H quand  k (e ta” 1%0)
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leparques 3

(k)

1) Afin d'éviter de manipuler des vecteurs Y trop grands, on utilise

en pratique les vecteurs normalisés, en posant (pour tout k) :

() (est) _ ()

’ S N §(k) =n Y , X
Hx ﬁ;ffﬁi Be *

ctest-a~-dire : _X(k+1) = uk‘AY(k) = By Y(k*t) . Alors (toujours dans les mémes
( ) (ie+1)
- . O . j -l r
hypothéses sur les valeurs propres de A et sur Y ) ¢ -Exig—- k, pour
J

tout j tel que X1.ej #0

2)8i a, =0 : 1le terme pfépondérant de Y(k)

| est alors (en général)

a, xg X , et le résﬁltat de convergence est faux, Si a1 , sans &tre nul, est

petit, i1 se peut qu'il faille un grand nombre d'itérations avant que le terme :

ne devienne négligeable devant a xk X, ; dans ce cas, il est préfé-

K
& A X 1 M
(o)

2
rable de recommencer 1l'itération avec un autre vecteur initial Y
(idem pour a1 =0 exactement).

3) En fait lthypothése que nous avons faite sur 1l'existence d'une base de
vecteurs propres n'était pas nécessaire, bien qu'elle ait simplifié le raisonne-
ment, Soit J 1la réduite de Jordan de la.matrice A : on sait qu'il existe une

base X,sX,5...,X dans laquelle la transmuée de A est égale 3 J . (quand il

existe une base de vecteurs propres, J est diagonale), Pour tout vecteur

(o) (x)
(o)
(k)

€ Rﬁ , posons Y '=<Ak Y(o)

Y . Soient a4, ,...,8 les composantes de
19 ’n

Y dans la base (X1"“’Xn) ; dans cette méme base, les composantes de

Y sont données par le vecteur-colonne :
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”Rk - "a"
[(k)] I L1 O L T 1
X ,Qor’x . - O J -3
i n én 2 v .2
O ‘. :
» k L]
i Tl %]
k 1 R
= A #(1) :
[ 0 )( :
0 * .
o) la,

(x1 est une valeur propre simple, donc le bloc de Jordan correspondant dans J

est d'ordre 1),

I1 est alors possible de tenir les mémes raisonnements que dans le cas ol il

existe une base de vecteurs propres de A .

Deuxiéme cas : Ik’! = !kgl > !KBi

On su sera encore qu'il existe une base de vecteurs propres :
q

X }(2,....,1(.n , correspondant respectivement aux valeurs propres ¢ k xz,...,xn.

Si xt = -xz : x? est réelle,

Soit Y(o) = a1 X1 + a X + a3 X3 teeot a8 X un vecteur quelcongue de ﬁg

Posons (pour tout entier k) : Y(k) = AY(k—’> e Y(O)

Y(k) = 31 Af X1 + &, xg X2 + a h X3 teeot 8 xk X .
Y(zk) = ‘Zk[a1 X, +a, X, + o((—i-;’:)zk)]
L(2ke1) _ }\fkﬂ[a‘ X, -8, X, + o((-ié)ZkH),] .
Soit (ej)j=1,...,n la base canonique de R~ ; pour tout indice j tel
que : (31 X, + 2, X2).ej #0, on aura :
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Y(zkﬁ )

—lﬁv )\’ gquand k - 400

Y.
d

Déterminons maintenant les directions des vecteurs propres correspondant & X1

et -A, (en supposant par exemple Ay 0). (VYken):

(k) (x=1) k k k
T e Y = [2, &) %, + 3, Ay X, + 0(,)]
k k=1 k-1
T LA ST Vb S A o(x, N )]
aron : ¥\ + A Y= \2a, x, + 0(1)]
(k) 1 (k-?) 1 1 1
LA S ¢ X, 2,
alors -~ .Z, quand k - +oo (Z = ).
”Y(k) + ,‘\1 Y(k 1)” "X," 1 1 la1‘
De méme : Y(zk) -2 Y<2k"’) = 2%¥(2a, x_ + 0(1)) = 2*¥(2a_ x_ + 0(1))
1 2 2 1 2 %2
y(2x) A y(2e=t) X, : %
A - L, quand k -+ (I, =~——=) ,
“Y(2k) Y (2K 1)“ T “2 , 2" o]
. = . — 10 ~_-ie
81 ?&1 = 1\2 : )\.1 est complexe ; posons )\1 = re . :\2 = re -
(e # 0 (mod 2x)).
soit (% a % et s x B ot vl Lk (o)
11 nn ,
k
(k)  x ike -ik6 Mg
Y =T a’e X1+a2e X2+O((-;)) .
Posons : = —(?\1 +7\2) = -2r cos 0 ,

Notons encore (ej)j la base canonique usuelle sur [Rn , et pour tout

37:19:00 9:(1
indice k , soit ng) la jleme composante de Y(k) sur cette base,

Les valeurs propres )\1 et ).2 = '7-\'1" seront déterminées par la connaissance de
r et de cos 8 ; donc par celle de r et p . Nous allons obtenir les quanti-

tés p et r2 comme limites, pour k tendant vers 1l'infini, de suites que nous

allons maintenant expliciter.
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Pour tout indice J 3

Y 3

7=1) GGet)

J J

(e=1) ((e2) _ (k) ((iet1)

J J

k41 i(x-1)e —i(k=1)0 |
T (a1 e X1.ej +a,e X2'ej)

 i(xe2)e ~i(k42)0

2k+1 ike ' -1k6
r (31 e X1.ej + a2 e X2.ej)

x (a

i(k»1)e X .. +a e”l(k*1)6X1.ej)

x (o, e 1°%3 * % 2

A, 2k+1

+o((2) ).

2k+1 e»319 . 316 i8 -16

= a, az(xi.ej)(xz.ej)r e” - - 4
XS 2n+1
v o)
(x{¥))?
J
_ 2k i(k-1)0 -i(k=~1)0
=T (a1 e Xj.ej te,e Xé.ej)
i(k+1)e -i(k+1)e
X (a1 e X,.ej ta,e , Xz.ej)
. . A, 2k
2k ike -1k 2 2k 3
2 (a, e Xee v ay e Xg‘eé) + T 0((:r) )

A\, 2k

' 2k , 2ie6 -216 3
a1 ag(X1.ej)(X2.ej)r (e + e 2+ Q((I') ) .

il

Or on vérifie facilement que :

310

e

Done, si

Xz.ej #0

it

L Y0 _ 36 18 (6218 + o210 2)(916 + e“le)

il

2i6 + 9-216 _ 2) .

2 cos e(e
a, a, # 0 , pour tout indice j tel que : (X1.ej) #£0 et

, On aura :

ye1) S Ge2) () ()
lim d
k=400 Y

J ‘ J = -p
(.k"? ) Y{'kﬁ-? ) _ (Y(k) )2 -
dJ J J
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emarque : €220 4+ 2 _ 5 ost non nul car 6 £0 (mod 2mw),
De méme :
() o2y _ N2 oo (26 ) (ke 2K 280 | 218,
i 73 J : 1 2ttty
: ?\3 k42
fo((D) )
(=1) _(k+1) (k)2 2k ¢ 2ie  -2i@
Yj Yj - (Yj ) = a, a2(X1.ej)(X2.ej)r e + e -2
' ‘ KB 2k+2
LoD )
z 3
ng) Y§k+2) _ (Y§k+1))2
lin TR s =T
K - 4o Y§ =1 Yg ) <y§ )

Remarque : I1 s'agit 1& de l'adaptation auprobléme des valeurs propres de la
méthode de Aitken de détermination de racines imaginaires conjuguées d'un

polyndme,
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30) Compléments sur la factorisation des matrices,

On notera dans ce qui suit :

(inf,) (resp. (sup.)) : l'ensemble des matrices triangulaires infé-

rieures (resp., supérieures)

(inf,1) : 1l'ensemble des matrices triangulaires infé-
rieures ayant des 1 sur la diagonale
(sup,+) , : l'ensemble des matrices triangulaires supé-

rieures ayant sur la diagonale des nombres.
strictement positifs,

Proposition (continuité des factorisations L.U et Q.U).

Soit (Ak)k)o une suite de matrices nxn , convergeant vers A lorsque

k tend vers 1'infini,

de A, pour k assez grand ; dans ce cas si A = L.U et A

k = LU, avec

k

L,L, € (Inf,1) et U,U, € (sup.) ona : L,~L et U —U guand k-,

ii) si - A, =Q.U_ et A=QU avec Q_ et Q orthogonales et

U;Uk € (sup,+) alors Qk-e Q et Uk-» U guand k-f«w .

Démonstration :

i) A étant factorisable sous la forme L.U les mineurs fondamentaux de

A sont non nuls, Or la suite (A )

ko convergeant vers A , la suite des

mineurs fondamentaux d'ordre p des Ak converge vers le mineur fondamental

d'ordre p de A, ceci pour tout p: 1 pgn.
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Donc pour k assez grand tous les mineurs fondamentaux de Ak sont non nuls.

Par conséquent ak\ est factorisable sous‘ la forme Lk’Uk aved Lk € (Inf ,1)

et Uk E (Sup).

Montrons maintenant que Lk -1 et Uk - U lorsque k -~ e

Les k . étant factorisables sous la forme Lk’Uk pour k assez grand on peut

leur appliquer la méthode de Gauss sans permutation de lignes qui donne explici-

tement Lk et Uk:

(n=1) (1)
Uk‘”J ‘..J k

(n=1) _(1)y=
et | k..(a'n’....J’)1

[T .
(1) (1) _ | a&
( _

est la matrice (cf. chap.I) : J

11 0 .

W =

lorsque k — o, Iy '~ J = 1 *

(car 8, £ 0).
(1) ( )

Il en résulte que J A , en sorte que Jl({z) - J(z) (cf, la déf, de

ces matrices J () au chap,I). On démontre de méme que pour tout r tel que' :
n-{ r Yyt ona: Jl(:)ﬂ.}'(r) ¢
Par 6onséquen.t : k = (J(n 1)....JI({‘))“1 - (J(nm‘l )....J'(?))w1 .

. (n-1) 1), (n-1) (1)
Ensuite Uk'"Jk "'Jk X - J esed A
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ii) Soit A, - Q.U et 4 =QU evec U, UE (sup+) et Q ot Q

orthogonales. On a alors [|q,|| z!lQiH =1 pour la norme matricielle associde &

la norme euclidienne de R" . De plus ol :“Qﬁ.ak“‘g flall < cte car A,

converge vers ‘A o

On peut donc extraire de (Qk) et (Uk) des sous-suites convergentes (Qk ) et
i

(v, ).
1.
Soient. Q = lim.Qk et U = linm Uk .
i i
Q est une matrice orthogonale car :
~ “T . T ’
Q= HmQy o =1
, i i
Dtautre part U € (sup,+) comme limite d'une suite d'éléments de (sup,+).

AN

X k. = QU = A = QU . On sait dtautre part que

Or 1lim A, = lim Qku‘icxnm Q U
i i-

la factorisation de A sous la forme Q.U avec Q orthogonale et U € (sup,+)
est unique, par conséquent : Q=Q et U=U . Comme les suites (Qk) et (Uk)
sont bornées et ne possédent que Q@ et U pour valeurs d'adhérence, elles con-

vergent respectivement vers ces limites,

Proposition : Soit A wune matrice nxn pon gingulidre. Alors il existe une

matrice de permutation P telle que P.A = LU avec L € (Inf,1) et U € (sup.)

et de plus : PP € (Inf,1).

Démonstration : La premit¢re partie de la démonstration, c'est-d~dire qu'il existe

P telle que P.A = L,U figure au paragraphe 5-a du chap.I (p. 1.19 ), et cela
correspond & une méthode de Gauss avec échange de lignes, Il s'agit ici de trouver
une loi d'échange des lignes (i.e. une matrice P) telle que ?TLP soit en

outre dans (Inf,f). Cette stratégie du pivot est la suivante :
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On néte P ¢ le plus petit entier tel que ap’1 #£0.
A la piemiére étape 1'échange de lignes est celui correspondant & la permutation !
(1,2,000,m) = (D,1,2,000, 1,041 ,4.0,0)0
Soit Q 1la matrice associée & cette permutation.

On fait ensuite apparaftre des 0 dans la 12re colonne de la matrice QA

a O.Q...l..a 1
P’1 P’n 0 - 0
JQA = avec J = 0 ‘.
LI =
0 A Pl -,
Il—1 » -
o 1
n
841
ai,= - pH1 1 g
Pt

lLa démonstration se fait par récurrence.

Pour n=1 , la vérification de la proposition est immédiate,

On la suppose vraie jusqu'd 1ltordre n-t .,

. A est non singuli®re car det(JQA) - a det A # 0 donc il existe une
Tieeq -1 T 1
matrice de permutation Pn 1 telle que
A =1 ..U ot P L . P € (Inf,1)
Ne{ hei n—1° n-1 n=-1 "n-{ “n-1{ T
On introduit alors les matrices P et L et U
ne-1 Yiw N1

Y1

N1

R
Hi
-
o .
SG
1
-l
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» Posons P ‘,Pn-1‘q et L f Pn—t J Pn_1 Ih~1 .

D'aprés le chap.I, par.5, L € (Inf,1) et PA = LU, _, -

Il reste & vérifier que PTLP € (Inf,1).

o S e T et
PLP=Q P _ P _J P _ L P

Q

T -1 = = 2T 7 »
=Q J I&LQ avec Ln = ?n~1 ant an1 N

D'aprés 1'hypothdse de récurrence Er € (Inf,1),

Considérons J-1 in :
1 0 1 0
S A A
n .
0 0 -
o] Tneq 0
-
n
1 0
| o
O ¢
"?p-ﬁ ‘
. H \
n
s as R A s T .
o Brn multipliant J Lr a gauche par Q o1 obtient :
0
. 0
T/ =1z O
Qs Ln) N 1 0
—ap{_}
-0
n

. enfin en multipliant & droite par Q :
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C'est bien une matrice triangulaire inférieure portant des 1 sur la diagonale,

40) Algorithme L.R .

Descrigtion ¢ Partant d'une matrice nxn,A , on cherche & construire une

suite (Ak) de matrices semblables & A , donc qui ont les mémes valeurs propres
que A, et qui donne & la limite (k — o) des informations sur les valeurs
propres de A .

Les R, désignent dans la méthode des matrices triangulaires supérieures et les
L, des éléments de (Inf,1). Supposons A factorisable sous la forme L.U ,

on pose :

~ -1
A2 = R1L1 = L1 A L1
si Az est factorisable sous la forme 1IU , on pose 3
A2 - L2'R2
A3 = RZ'L2
Ak = Lk‘Rk si Ak est factorisable L,U
A, =R.I_=1I_'Aa L
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| R
Formules. On a : A = L (Lk~1 A

k+1 k-1 Lk?1)Lk ¢

Par itération, on obtient :

-1 =1
Ak‘*}*’ = Lk 6.‘L17

AL’...Lk.

Soit M, =L...l , M € (1Inf,1).

1

On a alors : Ak&?

H

-1
Mo A M .

3oit encore : Mk Ak+? = A Mk .

Posons = Rk””R $ Sk € (sup.).

Sk 1

On a 2 Mk Sk = LT‘OQLK RKOO‘R?

i

Lyoeely o Ap Ry yoeeRy

A M

‘ g I-tf : - .
T Skw% , d'ou en réitérant M. S A

k 'k

i

Convergence de l'algorithme L.R .

Soit A une matrice nxn . On suppose que A admet n valeurs propres
distinctes en module : }xzi > ?kEQ...> !An[ . On suppose en outre que A et
“houtes les” A, sont factorisables sous la forme L;U (conditions pour que
1talgorithme soit applicable),

Soit D 1la matrice diagonale des valeurs propres

k? 0

D= ‘e
0 A
n

i

L 4

I1 existe X telle que A XDX—1 = XDY avee Y = X"'1
Alors on a : Ak = XDkX*1>: XDkY ;

a} On suppose d'abord que X et Y sont factorisables sous la forme IL.U

(L € (Inf,1) et U e‘('sup)).
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X = Lx°'Ux et Y= L.y.U .

Yy
k k
Alors : A = Lx Ux D LY Uy
.k -k kK
=1 U (D L, D )D L
Soient d, . les éléments de Dk L D"k et £.. les éléments de L , Ona 3
1,3 y 1] J
[ 0 si i< j
dij = ¢ 1 st i=]
Ki k
'eij(f) si i> j
L dJd
N, Ki k
Or -):- <{ pour i >3, donc -)-\-l -+ 0 quand k —oo,
J J
Par conséquent Dk Ly Dﬂk -1 quand k - e , et on peut écrire
k -k
D" L D =I+E, avec Ek-o(1).

Donc : AkzL U (I+E )DkU
X X k v

i

k
LX(UX + I_:ka)n U,

it

-1 k
LX(I +U_ Ek UL )UX DU, .

Considérons I+Ux B U? ; cette matrice tend vers I quand k - e . Dfapres

k

le i) de la propositior dv, paragraphe 3, pour k assez grand 3

“1 A N » -~
I+U B U ' =1LLU avec L_¢€ (Inf,1) U, € (sup.) .

De plus Lk-*I et Uk—al guand k - o ,

L3 "

1 .k koo
A gtécrit alors ¢ A —LkaUkUXD Uy——MkSk.

: - k
L L€ (Inf,1) ; U Uy DU € (sup. ).

La décomposition de Ak‘ sous forme L,U étant unique lorsque I € (Inf,1) et

U ¢ (sup), on obtient par identification :

LXLksz et UkUXD Uy=Sk.

-1 -1
ot - - 0 - ey -y O
Diols M] Lx lorsque k et A] 1 M] A M} - Lx AL quand k .
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On 8 dtautre part :

'an =1 oY L

X X X X
=1 -1 =1
=L 'L U DU L L

i

-1

U, DU € (sup) .

Donc : A . —-U DU quand k — o,
X X

k+1

or U_D U: est semblable 3 D et de la forme :

or & donc la conclusion. suivante : (Ak) est convergente et la diagonale de A,

tend vers (x,,,..,xn).

b) On ne suppose plus maintenant que Y est factorisable sous la forme L.U.

D'aprés la propositiorn du paragraphe 3, il existe une matrice de permutation Py

telle Jque @

P.v=1.0_ et P L P_ ¢ (Inf,1)
¥ Al vy y
Doxe 'Ak =X Dk :Y
~xDPT L U
vy y

ft

T kT
X P D U .
Py( y PY)LY y

» F. Dk' Pg est diagonale,

Siore.posePDPT»sz 1 0
J ¥ o] o
0 A
i
n
ona P_DSE =DF,
¥ y 0

A% stéerit alors : AX = X PT(Dk L ﬁ'k)nk U
yo .y o "oy
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et DL D¥-p Py P DEP P D°E ¥ T
o'y o Yy Oy yy y 'y vy oy
- T
avece =P L P Inf,1).
¢ Ly yyye( 1)

Soient -d-'i,j les éléments de la matrice Dk iy 7 et 75.;1 les éléments de

I - On a alors :
y

=0

it
b
[

i
4

i3

Donc D 'I',y 0¥ L1 lorsque koo,

On peut donc écrire :

ke _=k._T ‘
P.D I D P, = TI+B,  avec Ek-V(T).

. AK - stéerit alors

k - T Lk
A = XPy(I +Ek)1)0 Uy .

« Supposons XP§ factorisable sous la forme L,U :

Alors Aot U (I1+E )DkU
X X ¥ 7o Ty

-1 k
= LX(I +U_E U, )Ux Dy Uy

1

. La matrice T +Ux Ek U; “tend vers I quand k- o,

D'apres la proposition i) du par,3 on peut écrire, pour k assez grand,

~ ~

‘ ~1 _ -~ ~ N~ -
I+U E U =L.U_ avec L ¢ (Inf,1) et U, € (sup.’). De plus L -1 efc
Uk -1 quand k —» oo,

Pour k assez grand Ak stéerit donec :

k e k
A = LTy Uy U DU = M.S) .
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:A ) » ) k ) v . vk ‘
L L € (Inf,1) et U.U D U y € (sup. ). on obtiemt donc par identification 3
- - , k
My =2, Ly ot S =0, U, D, Ty

~Done M tend vers L quand k = oo

1 - :
‘D Oil. ‘kﬂ =M, A M tend vers Lx ALx quand k -+ e,

-1 -1 T -t -1
| = .
Dtautre part I‘x A Lx Lx Lx Ux Py D Py Ux Lx Lx
-t -
= Lx X Do X’ Lx
— D -‘ .
X 0o x

“Donc A U_ D U; quand k - oo,

k-ﬂ_. x o

1

Or U D U ' est de la forme
x o 'x

Pro&sition 3 Sons les hypothéses suyivantes s
1) Il Il e ] .

ii) les matrices A

" sont factorisables gous la forme L.,U

iii) X et Y = X' “sont factorisables L.U
ou iii bis) x1>§ est factorisable L.U (P, matrice de permy tation associée
& v, |
Alors :

L'algorithme L.R est constructible ; les matrices Ak convergent vers une

matrice triangnlaire supérieure et la diagonale de Ak tend vers

- (x1,00-,)~n) dans _1_9_ casg iii)

- — ' (3 . -
()‘iﬁ”"xin) perm.()\’,...,xn) dans 1l'éventualité iii bis),
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‘Remarque : Ponr le cas des matrices symé%riquea; définies > 0 , gt; &u par,6 une

modification de 1'algorithme LR : 1l'algorithme L.R - Cholesky,

50) Algorithme Q.R .

Rappel : On appelle (sup,#) l'éngenble des matriceé c#rrées,‘ériangulaires supé-
rieures, dont les é1éments diagonaux sont strictemenf~posi£ifs.
Description de l'algorithme QR :

On utilise ici la décomposition des matrices écus la forme Q.U avec @
orthogonale et U dans (sup,+). Dans la méthode lesAéléments de\ (sup,+)
- seront notés Ri o Cette décomposition existe et est unique, En effet soit A
une matrice régulidre et Q'U' une factorisation QU de A ; alors toutes les

autres factorisations seront du type Qﬁ avec {é = Q'dﬂi oui A est une

U = AU
matrice diagonale unitaire. Il existe & wunique (et donec une factorisation QU .

uniqae) telle que la diagonale de U soit & é1léments positifs : on a

) ]
== ot = a«-i——iu ? 3 3
Uii = Aii Uii on prend donc Aii !U{ii (Uii est différent de O puisque A

est régulidre et U triangulaire supérieure).

Soit A wune matrice régulidre. On construit une suite de matrices Ak de

la fagon suivante : on pose A1 = R = Q1QR1

_ o T
Ay =R Q =Q Q R Q =0Q A Q.

AZ‘ est semblable & A‘ et non singuliére,

On suppose que lton a obtenu A, non singulidre et semblable & A . Alors on

k

factorise A et on pose A

koA = Qe By ke - Nk

L T
Aprr = B Qe = QA
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A‘m est semblable & A, donc semblable & A ot mon singulidve, .

On construit donc, ainai, par récurremce, une suite A, , dé matrioes non singu-

lipres, toutes semblables 3 A , donc ayant les mémes valeurs prapres que A .

) T T _r -
Formules : On a Ak+1 = Q Qg “h—d qu Q = QeeQ, 2 Q,.eeQ;

Posons Hk = Q,’ Y Qk

Sk = Rk.Q.R?'

Avec ces nobations :

T
My = M A My s

Soit I*Ik akﬂ = m’Ik ®

On a dtautre part :

Mk Skz Q"‘Q’Qk RkoeoR1

= Q}.G‘an’} Ak Rk.g,""‘R1

=N

w1 A S

k-1

=AMy S
k
o =
Dol Mk Sk L.,
Mise en oeuvre pratigue de la méthode,
En appliquant la méthode de Householder on construit des matrices orthogo—

nales : seensH

H}({1) , H}(522) in-ﬂ H(z;—‘%) (1)

telles que U, = ooon

" "k soit trian-

gulaire supérieure, Il existe une matrice unique qui est diagonale et unitaire
telle que : H(n-‘-1) H(” A, = ol R, est un élément de (sup,+)
by T " K , rhle

Comme Ak?_- A]-: on a : Akﬁin_’)...H

(v,)s4

4, vérifie : (Ak).; = T-(—k-)&i[ .
ii u.l..
, kii

(1)
A =Ry e
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Convergence de l'algorithme QR .

1°) gas o [n ] > Inlee> I >0
Alors A est diagonalisable et il existe une matrice X inversible telle

que A = XDX | avec D= [N O

On pose Y = X71 .

a) On suppose gue Y admet une factorisation du type IU.

Y = Ly Uy ol Ly est un élément de (Inf,1) et Uy est triangulaire supé-

rieure, On sait qu'une telle décomposition est unique,

Alors on écrit AF = x DYy = x DX Ly Uy = X(Dk L, D-k)Dk Uy

it

-

il

s -k 1 . s .
<D-I®'D )ig y)13 (——) 0 si j>1i

(1), (—%) si j<i,

| Lylis
| A A K
Or si j est strictement inférieur 3 i ona (=—| <1 ; done ("7(') tend
J J

vers 0 quand k tend vers 1'infini, Dk Ly D'-k converge donc vers la matrice
identité,

On pose E, = < L F o1 ; E, tend vers 0 quand k tend vers 1'infini,

k k
ona A =X(I+E)D U
X -admet une décomposition QU ob U est élément de (sup, +) t X = Qx Rx .

) x k oo k '
On en déduit A" =Q RX(I +Ek)D U, = QX(I+RX E K )Rx DU, .

1 2 -1
I-!-R_x Ek Rx tend vers I quand k tend vers 1'infini, I-ka Ek Rx adnet

une décomposition unique QU , U € (sup,+).
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-1 ~2
1+R, Ek Rx =Q Ry .
Qk Rk';E:;?I . Donc d'apreés les propriétés rappelées au paragraphe précédent

sur la continuité des factorisations Q.U et du fait que I s'écrit de fagon

unique : I = QR avec Q=I et R=I, Q, tend vers I et R, tend vers I

rquand k tend vers 1tinfini,

k_ V(R -k e k
A = (Qx Qk)(Rk Rx D U&) est une factorisation Q.U de A .

D'autre part Ak =M 8. en est une autre, la factorisation‘du type QU étant

k "k

ment
essentielleVunique, il existe une matrice Ak disgonale et unitaire telle que :

i

M = (Q s‘k)A.l;’

S

Il

- -k
X Ak(‘Rk R D Uy)

L

On a donec : Mk~Ak = Qx Qk

y ' 3 0 &
Mk Ak tend done vers Qx quand k tend vers 1 1nf1n;.

_ T
On a Ak+t = Mk A Mk .
-1

Donc Ak Ak+1 Ak = (b;f Mz) A(Mk Ak).

Comne &' = A]Ti , A'; A, b, tend vers Q;rc AQ auand k tend vers 1'infini.

T T -1
L
T -1 T
- Qx Qx Rx D Rx Qx QX
R DRV,
X X

Rx D R;1 est triangulaire supérieure et semblable & D ; on a :

_1 _ _
(Rx DR Dy =Dy =4y

Dtautre part Ak étant diagonale et unitaire, ses éléments diagonaux sont tous

égaux & 1 en module

A4 A Ak = Ak.&k:_M Ak .
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o) (k)

‘Done (Ak A, Ak)l;} k+1 )13 15 455 e
On en déduit :
—1
18 Ay 8] = [a,l
-1 .
(Ak At Ak)ii = ("k+1)ii pour 1 {ign.

Propogition : Sous 1'hypothése gue toutes les valeurs propres sont distinctes en

module et que Y admet la facltorisation LU alors Mkﬂ‘ converge vers
]Rx D R;l et (Akﬂ );; couverge vers A, pour fout i compris entre 1 et
n, guand k tend vers 1'infini,

b) Cas oi Y n'admet pag la factorigation 1IU .

Dans ce cag, il existe une matrice de permutation Py telle que PyY = Ly Uy

ot 'f,y = P;Dr L P, est aussi trisngulaire inférieure et n'a que des 1 sur la

diagonale. la démonstration est sensiblement la méme que dans le cas a) @

k X kT k T T kKo T

T
=XD Y = D = j1 = P D P U .
A XD Py L U =XP P D P L U =XEB P D I P
Ak=xpTP(Dkf'D‘k)PTP Pty .
y v
3. 3 . . .
D L D = {1 — = i0 si > i
( ) (y)la( ) 3

(Ly)la(-?:) si 3 <i.

AL A k
Si j<iz !-.fi <1 . Done (-x—l) tend vers 0 gquand k tend vers 1l'infini
J J

et DS iy p¥ converge vers la matrice identité,

K e =k T
On se B, =P\D L D P -1,
PO k y( y )y

Ek tend vers O quand k tend vers 1l'infini,

k T K o— =k _T k T T kT
ma: A =X Py[?y I, D Py]Py D P U Py(I +Ek)(Py y)Uy

Py est la matrice associée a une permutation. ¢ des indices 1,2,.e.,0 &
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. T
Si on pgse : Do = Py D Py alors (Do)ij = kc‘(i) 66_(1),0__(3) .

Done DO = )\6_(? )
L. O

L]
L

0 ko“(n)
k T ‘ k T s R
On a donc A =X Py(I +Ek)Do Uy . X Py admet une factorisation unique QU

avec U élément de (sup,+) : Qx Rx .

On en déduit Ak = Qx Rx(I +Ek)D§ Uy . Ce que l'on peut écrire encore :

k : -1 k
A" - (I+R_E R R D, U, -
_-1 -1 ~ »
I+R Ek R admet une factorisation unique : I +R Ek Rx = Q-k R et comme
I +Rx Ek R; tend vers I : Q‘k et Rk tendent aussi vers I, quand k tend

vers 1ltinfini,

k » » k . . k
A = (Qx Qk)(Rk Rx Do Uy) est une factorisation Q.U de A‘ -
Dtautre part Ak =M. S. en est une autre. la factorisation du type QU étant

k 'k

essentiellement unique, il existe une matrice Ak diagonale et unitaire telle

il

L= (o Q)8

- k
.
Sy = Ak(Rk R, D Uy) .

que M

VP
Mk Ak "cend vers Qx quand‘ k tend vers 1ltinfini,

T

T T _ ~\T N
Done A A A = (A )T A (g oa) = (o q)” A (o @) .
Done [Ai Ak+1 Ak] = |Ak+1l tend vers Q)Tc A Qx guand k tend vers ltinfini,

. T R -1 -1
ona: Q AQ = QX(QX R Py)D(QX R, Py) Q =R D R_ .

R D R
[e} X

< est triangulaire supérieure et semblable a D, s donc @

- : o
Ry Dy B )y = (D)ys = A () 1€ign.
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T
onaz (& A 8= )

| (‘AiAkH Akl)ij = (‘Akﬂl)ij .

Donc (A tend vers xc{i) quand k tend vers l'infini,

k+ 1)11
Proposition : Sous 1'hypotheése que les valeurs propres 7&1,...,7\11 sont toutes

distinctes en module converge guand k tend vers l'infini et pour tout

A

——

i entre 1 et n (A, .).. tend vers A1) ot o est une permutation de

k+y71ii

{1,2,00.,0} . (Plus précisément la permutation associée & ?v H PV”Y = Ly U&),

20) Quelques cas ob les valeurs propres sont égales,

a) On suppese ceci ¢

-~

I > e I = S lpr..o Il >0

r+1‘

et l'espace propre associé i xr est de dimension p-r+t .

‘o

o) Supposons gue Y admette une factorisation LU ¢ Y =1L_U_.,

v 'y
AkzXDst}(DkLU - XD L(Dkk)t}
K ¥
Kk -k Ay . L
D L D . L — = 0] si > i
(1, 58, - <y>13<> ;
11 ' si j =1
l . . .
L - <1o
1)

e 81 j<i et, si j ou i n'appertient pas & [r, r+1,...,p] , (Ly)la(_i)

tend vers O quand k tend vers 1lt'infini,

A,
81 j<i etsi j et i appartiennent & [r,r+1,...,p] XE =1 .
J
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k =X g
D Ly ) WL f’ , \
0.1 ——
0; :
0 / .1. Mp
\ *4 }
k -k
On pose Ek-D LyD ~L .
Ek tend vers- 0 quand k- tend vers l'infini,
k g +k s ~q +k
On a done A .»x(x,fmk)n U, = XL(T+17 B)D Uy -
t v 3 ’ ' - .
XL s'écrit de fagon unique : XL = Q. Rx .
k s 4k Bac | -1 +k
Done A ..qux(za-L Ek)n ‘sy.—qx(nnxz, E, B_ )RxD Uy .

~ 'S

; g’ o1 -1 . :

On éerit I +Rx L ‘Ek‘Rx = Qk Rk de fagon unique, On en déduit :
k RN +k

A" = (o (R R DT U)

R, € (sup,+)

Qk: k»eoI

Dlautre part Ak = Mk Sk , il existe donc une matrice orthogonale telle que

Mk = Qx ak A.; . Donc Mk Ak = Qx ak tend vex"s\ Qx
T T \
e Ay & = (e 207 A0 &),
Donc Ai-gkﬁ Ak converge vers Q'i A Qx . |

T T et EVZeguic I IR I |
or QxAQx:Qx(QxRxL ):1)(1:;1{1c Qx)Qx-—RxL DLER,

qui est une matrice

"presque" triangulaire supérieure du type :
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Conclusion : Dens le cas considéré |A

k+1‘ converge quand k tend vers l'infini

).

et pour tout i n'appartenant pas & [r,r+1,.,.,p] , (A ji converge vers

k+1

Ay quand k tend vers 1l'infini. Cette méthode s'étend au cas de plusieurs
groupes de valeurs propres égales en module,

B) Précisons & présent ce qui se passe si Y n'est pas factorisable L,U. ;
conformément & un lemme précédemment démontré, il existe Py matrice de permuta-—
tion telle que :

| T

PY=1 U et P L P =1L ¢ (inf,1).
v vy yyy vy

Reprenons nos calculs avec cette modification.

k k k _T k. T T
A -x0p =XD P L =XD P P. U
=XD T =X y Uy Uy =X D Py L Py B Ty
A¥ - xd¥T pEpf Pt
Mg y Oy
k
k=~ _=-k - M
(p I, D )j_;j = 13(-{5)

Eij(i%) =0 si i< j
3
- MK
ﬁia('i—:):1 s1 1 =)
3
_ Mk
£ij-5\--) -0 si 1>j saufsi r¢j<cigt.
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D I.'y D =L+Ek avec Ek=o(1) lorsque k—v»?

I. du méme type que précédemment mais différente, On a :

k g ~eq k T
=XLEDPU XLILEPPDPU
A ( + ) v Uy (1+ ) y iy y 'y
AFoxy P§(1+Py 1 B PT)(P D PT)U
Posons :
=1 T
Py L Ek Py = Fk
alors Fk - 0 lorsque k- oo,
D'autre part X L Pfr est non singuliére donc factorisable sous la forme QU :
> T
XLP =QU
v Q
Donc
aF = QU(I'+Fk)(P D PT)U
Ao qsvr, tur 52 v
k y y Y
Mais I+7U Fk U-1 - I lorsque k — o , donc d'aprds une proposition précédente
I+0U Fk '0‘-1 est factorisable sous la forme Qk Uk ’ ’i)‘k ¢ (sup,+), et de plus
Qk—rf[ "y Uk—’I lorsque k — o,

On écrit done :

R T
QQkUkU(P ¥ P)U

Q Qk est uhe matrice orthogonale, U UP Dk PT U

est une matrice trian .
k y y vy ‘ e

laire supérieure,

S, et que la factorisation Q.U., de Ak est essentiellement

. k
Puisque A -Mk X

unique, il existe une matrice Ak , diagonale et orthogonale telle que :
mo=qq &
K x B

Puiéque A =MTAM et M, A - Q pour k-,

k+1 k k k 'k
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“i‘}m Ak“‘i‘“‘i“ Mk“Ak—'QT’AQ pour k- e,

Mais

*e

A=XDX et x=QU,PyL" .

Done

.

QTAQzQTQUP&LqDLP;{ QQ=UP. L’DLPST,Q .

. k
Dans ce cas la matrice A converge pour k-,

Un cas important est celui ﬁes matrices symétriques définies positives
(elles ont des valeurs propres réelles et donc différentes en module ou égales),
Donc dans les deux cas l'algorithme QR converge mais alors l'espace propre
agssocié & la valeur’propre A- multiple a pbur dimension l'ordre de multiplicité
de A .

b) Cas des valeurs propres égales en module,

Nous envisageons le cas ol @

.

> I >eee> Ial = I, 1 =eee= Ing] > a1 >ee> [

I'+1l
A étant supposée diagonalisable :

< A=XDX ' =xDY

et Y étant factorisable sous la forme Ly Uy (i.e. les mineurs fondamentaux

de Y sont non nuls).

“~

Pour T <t Ay =[r]expie,  (1=V)

Reprenons les calculs précédents : -
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k
k -k i
(0" 1, D )i’j zla(rj)
i k
zij(—i-;) =0 si j> i
£ (-'-Jz)k { si J=4
1j }‘j
Xi :
£..(=) =exp[ik(p,-06,)] pour j<i et rgj<cigt
ij Aj 1 J
.cij(«i}-) -+ 0 (k- o) pour j < i dans les autres cas,

Bn résumé, on peut écrire :

k -k
D =
Ly D A

+Ey avec E = 0(1) lorsque k —» o et

k

A =7 °9 0
}a‘.
=
t ----——(-:/'1
0| I
] ! 1
t
r ot

Les éléments du triangle étant de la forme zi_.‘ exyp [ik(ei- ej)].
)
Donc
k k
A" = x(A_+BE)D L
X matrice non singulidére, est factorisable sous la forme Qx Rx
k . k
A" =9q R (A +E)D U,
k k
A" =q(r_4& +R_EJD U
in ILK est une matrice non singuliére donc factorisable sous la forme Q.U.

Posons B8, =R , c'est une matrice de la forme suivante 2
k X
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By, ! B ' B
N Bl ks | L
[N [
0O 1 B !
B, = i k1 B
k 22
! B \
— T
O i 0 i S N
' ! K
r t

Il est clair qu'elle peut se factoriser sous la forme suivante : 5k = Py 0

Py matrice orthogonale, € triangulaire supérieure )

Ir~1: o ! 0 ~§, {
N . r AN
Py = 01 Q | o0 S B
i pkf + i
b 0 1
0 ; 0 : Ir~t |
r t

On voit (par identification) que :
E = B y € =g ’ =B *
ke By By Es €1“33 kg3

Q & doit-8tre une factorisation de Bk et de la m8me fagon

Pr %20 22
T
£ = Q B .
ks Py s

D'autre part P & * Rx Ek est factorisable Q,U, car pour tout k , IRx Akl

est bornée non singulidre et lorsque k tend vers 1'infini, B

" tend vers O .

Soit :

~A »

P Byt Ry By = Q Ry s
ce qui donne 3

1

il

TAoA
P U Ry &y

et entrafne avec la proposition de continuité des factorisations Q.U. @

T -
I+ Py Rx Ek €

pi Qk—*I lorsque k — oo,
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Soit 3
p;l; ak = 1+6(1)
| 51: = pk+0'(1) ’
puisque Py est bornée.' |

Finalement :

k ~ 2 Lk ‘
A" =Q QR DU .
On procéde alors comme dans les démonstrations précédentes. Nous avons deux fac-

torisations de la forme QU , donc il existe une matrice diagonale et orthogo~

nale Ak telle que :

A
Mo = Q Qe By -

Dtautre part :

-1
AIm-? = I'Ik A Mk

-1 -1
Ay 8= O 8070 & ()

by

et done ¢

B0 Ay 8= (0 )7 A (g 0 = (@ p)™ & (g o) +0(1)
mais

AzXDY::QxRxDR:Qi

ce qui entrafne

-1 o -1
b Ay B =P R DR "k*"(”

=1 est une matrice triangulaire supérieure ayant les valeurs propres de

Rx I}Rx

A sur la diagonale et ne dépendant pas de k . Il est facile de voir que la

multiplication & gauche par pi et & droite par ‘pk n'altére que les éolonries

r & t laissant les autres invariantes,
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M = - . "'1 1
Ainsi pour k - o , certains bloes de Ak Ak” Ak sont convergents et 4'autres
pes., Toutefois,
-1
(8 Ay Bss = gg)yy =Ny
pour k- et Vi g [r,t].
Conclusion : dans le cas considéré,

(A Ay » koo

ket i " M
Vi¢g [r,‘t}
Remarque
I1 est évident que 1l'on ne saurait ktoujours avoir,
diag A, - [x1,...,’xn] ’_ ko,
Voici deux contre exemples simples :

a) A est réelle, avec des valeurs propres imaginaires conjuguées,Comme

toutes les matrices Ak sont réelles, il est exclu que diag A, converge vers

k

(A, vouod ]
b) A = Q = une matrice orthogonale, Dans ce cas l'algorithme QR "s'éva~

nouit" puisque toutes les matrices A, sont égales & A (nous avons Rk =1 Yk).

k
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6°) Algorithme IR - Choleski,

DPescription de 1'algorithme,

Soit A une matrice symétrique définie positive, On a vu dans le début du
cours que, dans ces conditions, il existe une matricé 1. triangulaire inférieure,
d'éléments diagonaux £y > b , telle que

A= LLT .

Cette matrice I étant unique (factorisation de Choleski) (L n'appartient pas

nécessairement & Inf(y)),

~Posons :

_ 7
A=A =1, I

. S .. Py=1
&, =L L =1L §,L1~L1A(L1)

Az est une matrice symétrique car : Ag = (L? Lt)T = f(Lf)T= A2 .

A2 est définie positive : en effet elle est non singulidre : AZ semi-définie

positive

i 2
(ax,x) = (1 LX,X) = 1L1x{ » 0

it

ey (AQX,X) = Q(@L X=0¢=X=0 car L, est non singuliére done on a

1 1

(Ax,x) >0 Vx#o.
On peut donc lui appliquer la factorisation de Choleski

; T ¥ . — T
52 = %2 L2 et l'on pose : A3 = L2 L2 .

Plus généralement si on a déterminé A, symétrique définie positive, on factorise

k

A en :

k
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et on pose : A = LT

- o Iy qui est symétrique définie positive (méme démonstra-

tion que pour AZ).

Dol les formules suivantes :

— 1 T P
Ay =L LLLo=I. A L (1)

de méme :
. Ty=1
Ry = Iy 4, (1)
Posons Mk = L1“°Lk alors,
""’1 o 3 N
A, =N AN (par itération de (1))

de la méme fagon (ou par transposition)

I B T, e
Ak+1 - Ak:+1 - Mk A(Mk) *

On a :
T T T T T
Mk Mk - L1. L ".Lk.Lk“. .05L1 - Mk—1 Ak %-1 - A Mkﬁu1 %-’ - Ak
(évidemment Ak est symétrique définie positive),
Au lieu comme précédemment de nous intéresser directement & la convergence de

1ltalgorithme, nous allons le comparer & 1'algorithme Q.R.

Comparaison avec l'algorithme Q.R.

Pour différentier facilement les deux algorithmes nous noterons Ak les

"~

matrices d'itération de I1~R Choleski, Ak celles de QR.

D'aprés les paragraphes précédents s

k
A = Q1000Qk Rk.a.R1 .

Calculons A2k H puisque' Ak est symétrique clest :

2k kT k T, T T
A = (A ) A = (RkaeoR1) (aner1)(Q1500Qk)(RkoooR1 )e
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Puisque les matrices Qi sont orthogonales, Qg Qi =1 et ¢
k T
= (Rkoooo.R’) (Rkooo.~oR~1)
s s . N
(Rk....R1) € (sup,+) per construction et ainsi (Rk""RW) C,(lnf,+).

Mais, d'aprds LR~-Choleski :

2k T
A = (L‘!“‘..sz) (L1...-.L2k)

avec (L ....L ) € (inf,+) , (L .o el )T € (sup,+).

2k

Ainsi, puisque dans ces conditions la factorisation de Choleski de A est

unique 3

T T
L1‘Q..L2k - R1000.Rk o«

Dtautre part, pour 1l'algorithme LR-Choleski :

T

A =1 (L esool

-1
2k+1 2k 2k 2k) A(1‘1""1'2]:)

_ T Ty=1
Byq = (Leneely)” A((T,00001,)7)

mais d'aprés ce qui précéde, ceci est égal a

~

- -1
Aoy = (Rk,...Ri) A(Rk,...,R1) = A, -

Le  (2k+1)=-itme étape de 1'algorithme LR-Choleski est donc égale

(k+1)=idtme &tape de llalgoritbme Q.R.

Ainsi l'algorithme LR-Choleski converge btoujours, ce qui est une amélioration
sensible sur 1l'algorithme L.R. pour des matrices non gymétriques définies posi-

tives,



7°) Techniggea diverses,.
a) Amélioration de la convergence par transglation des valeyrs propres.
Nous avons vu précédemment gque dans l'algorithme Q.R. la vitesse de la conver—

gence de la matrice B

A k
vers O dépend de (=) , A, < A. , mais si les
k 7\3. i 3!

valeurs propres sont peu sépardes, la vitesse de convergence risque d'étre treés
lente..
Nous allons essayer d'améliorer ceci & 1l'aide de la remarque suivante :
- Sikune matriée A a pour valeurs propres x?,...,xn , la matrice A~ol a
pour valeurs propres :

xi-a,x2~a“.”xh~a.
L'algorithme Q.R. est alors modifié ainsi : & la k-idme étape on factorise

A ~qa

= %t (ak # A, Vi et convenable)

k

L = 3 t o -
Ak ak; Qk Rk et 1l'on pose Ak»1 Rk Qk + ak; »

Etablissons quelques formules :

T ‘ T T
Ay = (R Q + o0T) = QA ~T)Q + o1 = Q 4, Q

- A

1

=
g
=

1o =
dtou Mk A =AM

k+1 k k k+1 k

- M Se=m (A -e s, =0 A e m s o= (e DN o8,
donec @

Mk Sk == (A—Otkl)-o...(ﬁ~a11)o

Supposons A diagonalisable : A = XpY (Y = X‘1).

Alors ¢ A-ol = X(D=aI)Y .

il

f

Ainsi : M_S

e Sy X(D-akI)....(D-%I) Y=XD Y,
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précédents que la suite de matrices iA

Supposons de plus que Y soit factorisable LU : Y = L.y By

« -1
nksk=xnk1.yuy=x(nkx,ynk)nkﬁy

0 si

ol
~
L

(Dk L, n;')ij = ¢ 1 si i=3j

(xi—ak)...,(xi-at)

.. -0 si 1>
13 ()\j-‘ak)cson (kj a’ }

k.

Nous avons donc intérét & prendre «, voisin de la valeur propre la plus petite

k

en module,

On améliorera ainsi considérablement la vitesse de la convergence,

Il est facile de voir en appliquant les mfmes procédés que dans les paragraphes
| converge vers une matrice [R D Rf’!

k x x

qui a sur la diagonale les valeurs propres de A rangées dans le bon ordre,

les mémes raisonnements peuvent s'adapter aux différents cas envisagés précédem-

ment,

b) Réduction 2 la forme de Hessenberg.

.

On cherche une matrice semblable & A de la forme :

matrice triangulaire supérieure plus

R ‘

une sous~diagonale

dite forme de Hessenberg,
Cette forme est intéressante car elle comporte beaucdup de zéros et dtautre part

elle est invariante pour 1l'algorithme Q.R. ce qui diminue considérablement le
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nombre d'opérations & effectuer,
1a méthode suivante de réduction A& la forme de Hessenberg est une adaptation de
la méthode de Householder (cf, Chap,I). Définissone une suite de matrices ortho-

gonales (du type Householder) H, et une suite A

A =A,A2=H1.A

1 H1 sen Gtc.

1

On voudrait que An soit amous forme de Hessenberg et semblable 2 A ,

Raisonnons par récurrence : & la p-idme étape nous avons 3

T P+ n=p=-1
s o Wi S Y Bl iy
11 12 11 12
X X
= M et lton voudrait A .= '
Ap ® b P+l .
* t
A0 | A2 Ayl 2
X A " est sous la forme
de Hessenberg ainsi que A!

11
A21 est une matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf la dernidre,

Aé 4 est une matrice dont tous les termes sont muls sauf peut-&tre celui en haut

et & droite,

Soit « 1la p-idme colonne de A’z ; d'aprés un lemme (page chap,I) il existe

1.

u€Rn-p et k € R tels que

~ 1 ~ :
Ha=%k] 0] ne avec H =1 - 2un
P 1 P P n=-p
0

»~

H‘p est symétrique et orthogonale,

Posons 3
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et offoectuons le oduit H. A_H
prodm® o %p %p

A, ApE Ay A By
A Hp= v HpApHp= k .
Mo | A E, | HoAp, | By Ay Ey
On pose donc
A = H # matrice semblable & A&
pr1 = p Ap p 0 Sen " Tp
D
1 ‘
U
'&pﬂ = o

Ainsi Jln sera de la forme annoncée,

8°) Conditionnement du probléme des valeurs propres.

Supposons A diagonalisable (i,es A =XD XM) et considérons une va-

riation AL de A .

Soit X wune valeur propre de A+ AA

1

A +M)X = D+X ) M X

XM aeMm-aD)x = (A1) + X M X .
Supposons que A ne soit pas valeur propre de A (a 74 ?\.i Vi, 1¢ig n).

et D=AI est inversibie et 1'on peut écrire

Alors : det(D=AI) #£ 0

M arma-aD)x = (>An)[z+ (0aD)™ ¥ aax] .

Puisque A est valeur propre de A+AA s, A+B -2 est une matrice singu-

-1

lidre ; comme d'autre part (D-AI) +est non singulidre, 14-(1)“«}\11)‘”'t X MX
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doit-8tre singulidre, Or nous connaissons up lemme qui nouns .&it quwe I+B est
inversible lorsque ||Bf| <1 .

Nous &vons donc nécéssaireaent s
[>-A1)™" ! anxl3y1.
Soit :
N T el fio-an) 7M.
Supposons que la norme matricielle [l.]| soit telle que ::
Io-azll = mex a2
Alors :
v T aa max A=Al
Soit
win [l < [1xl] 1] flaa)-

1

L'ensemble des valeurs propres étant fini il existe i tel que

IR </ b YR
Ixll 1X°1]] est ce que nous avons appelé conditionnement de X (cond (X)),
nous le noterons aussi xx(A)'
On voit que cette majoration de l'erreur dépend de la matrice X dont on se
sert pour diagonaliser A ,
Définigsons aussi ¢

x(A) = inf cond(X)
X diag A

la borne inférieure est prise sur 1l'ensemble des matrices X qui diagonalisentA.

On appelle x(A) le conditionnement de A pour le probléme des valeurs propres,
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On a donc le résultat suivant
Si A est valeur propre de A+AA, il existe A, Yaleur propro de A telle
que
A=l < x(a) [aa]l .
Propriétés,
*xa) 3 1.
* L'égalité peut-8tre atteinte : en effet, si A est hermitienne, symétrique
réelle, ou orthogonale X(A) =13 en effet 1e théaréme de Schur nous dit
gu'il existe une matrice X orthogonale telle que A' = XT A X soit triangu-

laire supérieure mais :

T .7

AT A ) e ) e AT k= A X = A

donc A' est symétrique et donc diagonale,

* Invarisnce de x(A).

Si B=QA QT avec @ orthogonale et A diagonalisable A =XD Xf’
x(8) = x(a).

" QT = (qx) p(ax)™' .

On peut écrire B =QX DX
Donc

X diag A{==> QX diag B

x(4) = inf  cond(x) inf cond(QTY)'S x(B)
X diag A Y diag B ‘

paisque ||Q[ = 1

x(8) = inf  cond(Y) = inf  cond(Qx) ¢ x(a)
Y diag B X diag A
Donec : y(B) = v(A)-
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Bn particylier : la réduction A la forme de Hessenberg ne change pag le copdi-

Stabilité QEE valeurs propres,

Soit A une matrice nxn ayant n valeurs propres distinctes en module :
(0) INERIN S
On étudie la stabilité des valeurs propres et des vecteurs propres lorsque A
varie en fonction d'un paramétre ¢ € [O,eo[ . Si xi est un vecteur prorpre
associé a xi = hi(e), on a :
(1) ale).x (&) = A, (e).x,(e)
*
On suppose que A , Xi et xi sont des fonctions différentiables de ¢ ( )
Différentiant alors la formule (1), on obtient :
(2) dA.X, + A.dX, =X, dA, + A,.dX. .
i i i i i
Considérons la matrice AT . Ses valeurs propres sont les valeurs propres de
A Soit Y. un vecteur propre de AT associé & A, AT Y. =A, Y
* i i i i“i®
On sait que Yi est orthogonal & Xj si Xi # kj c'est=d~dire ici si i % J.
T
En effet on a ¢ (ij,Yi) S (xj Xj,Yi) = xj(xj,yi) = (Xij Y,) = xi(xj,Yi).
t A - ) —
Dtol (xj xi;(xj,Yi) 0.
Donc (xj,Yi) =0 si i#j, clestededire X, LY, si i#3j.

Multiplions scalairement les deux membres de 1'égalité (2) paxr Yi :

(dA.Xi,Yi) + (A.dXi,Yi) = dxi(xi,yi) + xi(dxi,Yi).

*
(") on peut montrer, gréce & (0) que les hi(e) sont tous distincts en module,
pour ¢ assez petit ; et en outre il est possible de numéroter les xi(e) en

sorte que : A,(e) »A.(0) , e=>0, Vi, 1gign,
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or (A\dxi,Yi) = (dxi,a Yi) = (dxi,xi Yi) = xi(dxityi?.
At e —
Dlou ¢ (da.xi,Yi) - dxi(xi,yi).

On peut donc écrire :

(aa.x,,Y,)
RET e v 0
ax, 1x.]. ]|
. . i dA i i
Ce qui entraine : rre R R TTE;:ﬁ;yT .
da,
Ou encore @ 755 R4 i g%
y 1)l
avec 3 E; = Tiz - Yi! = ’cosﬁi[ 3

le nombre s, mesure en quelque sorte la distorsion entre Xi et Yi .
On déduit de cette indgalité que le caloul de la i°™® valeur propre est stable
sl la distorsion entre Xi et Yn n'est pas trop grande et en particulier si
Xi est paraildle & Yi » Cela se produit & coup sfir pour tout i si @

~ & est symétrique, A = A" .

- & est orthogonale, ATA =T,

9°) Conditionnement des valeurs propres.

Remarque préliminaire : Les valeurs propres étant distinctes, les Xi(e)

forment, pour tout e , une base de R . Il est donc possible d'écrire :

dXi n
-a;-g = z: alJ(E) XJ(E).
=

Nous allons voir que lfon peut normer les Xi(e) en sorte que aii(g) =0 ,VYi,
*

et clest la stabilité des Xi(s) ainsi rormés que 1'on va étudier ( ).

Le fait gque 1l'on puisse normer les Xi en sorte que a,; = 0 se vérifie aisé-

ment : soient Xi(a),.;.,Xn(a) les vecteurs propres normés arbitrairement et

*
(") 11 est évident qu'une normalisation fantaisiste des Xi(e) entrainerait des
instabilités artificielles pour ces vecteurs...
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soit Xi(s) = c&(e) Xi(e), la fonction scalaire o}(e) étant & préciser,

On a, les Xj formant une base de Rp :

dX (a) no
,> = g:: ala(a) X (e) »
dXi 0'(8) ~
Dtol : r-rie 15; X (e) + c‘(e) z:: (e) X (e)
. o & —
Cela s'écrit = = g;; ai_(e) Xj(s) avec en particulier :

do
0, == [—+ o @
ii o de i Tii) c

étant connue, les choix de oy rendant aii(e) identique~-

L

Ia fonction a..(s
ii

D

ment nulle sont évidents :
s s ~ - —
o (e) = ¢ GXP(T[ o, ; (e)de).
0]

Retournons & présent & la formule (2) :

dAaXi +AadXi = Xj d-?\.i+)\,iod~xi S
Yultiplions scalairement par Yj :

(dA.X{,Yj) + (a dxi,yj) = (x, dxi,yj) + (xi dxi,Yj).
or (Xi.dki,Yj) =0 si i#3j, diou dans ce cas :

(dA.Xi,Yj) +(A.dXi,Yj) = (n dXi,Yj).

Soit encore : (dA.X.,Y.) = (K‘-Kj)(dxi’yﬁ)°

Comme on a ¢ E:: a; X de , a. 3= 0, alors
n .

car (xk,xj) =0 si k#3.
Par conséquent : (dA.Xi,Yj) = (Ki~xj)aij(xj,Yj)da .

On obtient donc si 1 # j :
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) (aa de.xi,x.)
%5 7 lxi-x,itx.,YZ) y

J

~ ax. n n ( )
' . i - de 1
Dtob : : };isxj E KA K y)'
JA A
et en passant aux normes
ay a2
—_— ¢
de | © 5 ]Xl-hall(x ,Y )‘
JA
goit encore :
= Z:

;3#
On remarque que cette inégalité montre gqulun vecteur propre peut-Etre mal conm
ditionné si un seul des Sj est grand, contrairement au conditionnement des

valeurs propres ou il suffit que 1le g correspondant & ki ne soit pas grand

Relation entre les Si et x (nbre de condltlonnement pour le des v.g.)

. Soit A une matrice nxn ayant n valeurs propres distinctes, Soit 8§ uw
matrice qui diagonalise A 3
A=sD5 .
Soit (e,,...,en) la base canonique de Bp .
. Sei est un vecteur propre de A pour la valeur propre xi car
AS@:i =SD+:-3:.L = KiSei.
Posons donc X. =S e, .
i i
On vérifie de méme que (8“1)Tei est un vecteur propre de A- associé & la
valeur propre Ki et on pose :

~1\T
T, =(s) e; .
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On a alors :

_ 1
|se, .| (s~ )T'eil

AN TC R AT [CINCREN]
S 1%l [(se, |.1(s™) 7, |

Dtautre part :
Ise;| < lIsll-le;l =lIsl]

1%, <IN leg] =™ Y= isil
Diou
- (" Y= x (a)

oy = lo 1% | < lsll - l1571= %, (0.

Donc si g XS(A) pour toute S qui diagonalise A , et par conséquent s
n

Montrons par ailleurs que X(A} RS g Sj .
Soient }(.1,)(2,...,X,n les vecteurs propres normés de A et Y1""’Yn les
vecteurs propres normés de AT « S étant une matrice de passage & une base

qui diagonalise A , les colonnes de S sont des vecteurs propres de A .,

On peut prendre 8§ = [X1Y§;,,.,,X5¥§;]. On vérifie alors que :

Bn effet en effectuant S~1S :

-1 T 0 si i#j3
(s7's), 5 = T;V5;-X,V8 = .

Avec ce choix de- S, on a par définition :

W@ = [si 17 o sl = owp 125

X%O

»

n
or (sx), = s.. x,
s v
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Notant Si le ie vecteur ligne de S, 1'inégalité de Schwarz donne 3

(2 ¢ ls; 17 I=l?

n
ot sl e 0s 1P 1
‘ = |
Dtoh @
2 — 2
sll®« 32 1sy |
1=t
et 3
» & 5 n
IslIPe o sy Ix? = s,
i=1 i=1 '
2 n ‘ 5 oon
de méme s« Yo s, 1515 =3"s,; -
i=1 i=1 V
Dtolr 3
o ‘
@) ¢ x )¢ Y8, .
i=1
On & donc pour tout j, 1 jgn:
n
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