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§0 - Introduction

De maniére schématique, le probléme type dans la théorie de 1l'approximation
des fonctions est le suivant : "approcher" les éléments d'un espace fonctionnel
H par les éléments d'un sous-ensemble donné X,

L'éxemple le plus usuel est celul o H est un espace de fonctions réelles
continues sur un intervalle de R , avec la norme de la convergence uniforme
ou la norme de la convergence en moyenne d'ordre p , et X est l'ensemble @’k
des fonctions polynomiales de degré { k , ou l'ensemble de toutes les fonctions
polynomiales, Parmi les autres exemples, citons le cas oli H est l'espace des
fonctions continues périocdigues sur un intervalle, et X un sous-espace de
fonctions trigonométriques ; ou aussi H = un espace Lp , Ou un espace de
Sobolev (§3),

Supposons gque H est un espace normé, On peut espérer, pour le probléme

considéré, deux types de solution

1) On démontre gue X est dense dans H ;

Autrement dit tout élément de H peut &tre approché d'aussi prés que lfon
veut par des éléments de X ,

Parmi les résultats les plus céldébres dans ce genre, on a le théorzme de
Welerstrass (approximation de fonctions continues par des polynﬁmes) ou plus
généralement le théoreme de Stone=Weiersitrass, De méme certains théordmes de

convergence dans la théorie des séries de Fourier,



2) X n'est pas dense dans H .

Si f €H, alors la distance de f a X

d(£,X) = Inf ||f-q ||
g€x

est en général non nulle, et le probleme intéressant est alors le suivant :

Trouver p € X , tel que

(0.1)

o=z [|- a2, %)

Définition,- Dans les conditions gqui précédent, si p vérifie (0.1), on dit

qguee p est un élément de meilleure approximation de f dans X ,

Le probldme (0.1) est un problime de meilleure approximation, et clest ce
type de problémes auquel nous allons nous intéresser dans la suite,
Remarque.— Suivant que X est ou n'est pas un scus-espace vectoriel de H , on
dit que le probleme d'approximation considéré est 1inéaire ou non linéaire, Les

méthodes sont assez différentes dans les deux cas,



§1 - Approximation dans un espace préhilbertien

1.0 Rappels

Définition,~- Soit E un espace vectoriel sur K . On appelle forme hermitienne
sur E toute application ¢ de ExXE dans KX telle que

10) Vy €ER X - @(x,y) est une forme lindaire sur B

20) Vx,y €EE ona @(y,x) = ET%T;j;
Définition.— On appelle espace préhilbertien un ensemble E muni de ia structure
définie par la donnée sur E d'une structure d'espace vectoriel par rapport &
kK (R ou @) et d'une forme hermitienne positive'(si @(X,X) ; 0 Vx ¢ E)o
I1 est bien connu gue @(X,X) est alors une semi norme sur E. . Si'c'est une
norme (i.e, @(X,X) = 04&=>x = 0) on dit que 1l'espace préhilbertien est séparé.
Définition.- On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien séparé complet

(pour la norme associée & @)o

1,1 Proposition,- Soient H wun espace préhilbertien réel séparé et X un sous~

ensemble convexe complet dans H . Alors Vf ¢ 1 1w ex toq°!|f=dlz d(f,X)o

Démonstration

Soient & = a(f,X) = Inf Hf—v “ Bn Bfermée
vEx '

i

1
(£, 8+2)

Q
il

Xf\Bn est fermé non vide

B

il vient : {u € X t.q. [[f=ul|= &} = £D1 c, .
/4

Déterminons le diametre de C, ¢ 6(Cn) = Sup ”v—wllo
v,W€Cn



Si v et we€¢ X, alors m= ng € Cn par convexité
2 2 2 2 N \ .
@ |lt-n ||)° + ||[v=w ||” = 2[lt=v ||” + ||£=w ||"] d’apreés la régle du parallélogram-
me,
ona [lt=v | ¢ 6l et fr-m| 35
ato Jlv=w ||? ¢ 4(642)% - 4 &°

1
85 4\?
6(Cn) R (7; + _E) -0, n->0,
n

Dans un espace métrique complet, une suite décroissante de fermés dont le
diamétre tend vers O , a une intersection réduite & un point,

Dioll 1l'existence et 1l'unicité de la m,a,
Remargue.- Cette proposition est valable sous des hypothéses plus générales sur
l'espace H elle s'étend aux espaces de Banach uniformément convexes

% cf, plus loin le théoreme 2.1.3.

1.2 Définition.- Dans les conditions de la proposition 1.1 on dit gue u est la

projection de f sur X t lfapplication f - u s'appelle le projecteur dans

H sur X (par analogie avec le cas ou X est un sous-espace complet de H)°
On note u = projxf R

Remarquer que projxf =1, Vf € X et donc prc»jX est une surjection
sur X .

1.% Proposition .- Sous les hypothéses de la proposition 1.1, une condition

nécessaire et suffisante pour gque u € X soit la projection de f est gue

<u-v,f~ud> 330 Vv ex,



Démonstration :

Soient w = proj.f v EX et 6¢€ [0,1] alors ev+(1-6)u € X
fe=u 1 < fle-Lov+(1-0)u] [|? = [l£=a + ou-v) ||°

—{[£=u [|? 4 6 |lu=v ||° + 26 < f=u,u-v >
soit 2(f-u,u=v) + 6 |lu=v ||° » 0 Ve € [0,1]
faisons tendre 6 vers 0 , il vient (f-u,u=v) 3 0 .,
Réciproquement soit u € X tel que (u-v,f=u) » 0 Vv € X .
ona |Jt=v || = | t=wswv |2 = [|£=u |7 + 2(f=u,u-v) + [Ju-v ||°

> lle-u )17
alors [[f=v [[3 [[t=u || Vv € X et par suite u = proj,f c.a.f.d,

Cas particuliers de la proposition 1,3

1.4 Définition.~ On dit que X C H est un cdne (pointé) de sommet 0 , stil
est stable par les homothéties de rapport > 0 (z O)o

1.5 Proposition.- Soit X un cbne pointé convexe complet de sommet O . Alors

une condition nécessaire et suffisante pour que u soit la projection de f

sur X est que (u,f) = Hu ”2 et (u,v) > (f,v) Vv € x .

Démonstration : u est caractérisée par (u—v,f—u) >0 Vv €x

si v=20 on a (u,f—u) >0

si v 2u on a —(u,f-u) >0

donc (u,f—u) =0 et (v,f—u) <90 ,'Vv €t X .

Inversement ces deux conditions s'écrivent (u,f-u) =0

et -(v,fuu) >0



dtotr (u=v,f-u) > 0
1.6 Exemple : Soit H =+¢[0,1
Soit X = {p €€[0,1] ; ofx)
C'est un cbne pointé convexe
3i £ €H , trouver la m,a,
une constante » 0 . Scit u
u(x) = A 20

Dtapres la proposition 1.5

> 1
) = fol? =] s

0
==\ = 0

1
. 51 f f(x)dx { 0 ==\ =0
0

1
o Si f f(x)dx},o, on uti
0

v EX  c.guf.d. 6.

) 1
] muni du produit scalaire <£,g> :f f(x)g(x)dx.
0

= cste » 0 sur [0,1]} .
complet de sommet O .

de £ sur X clest trouver la m,a, de f par

cette meilleure approximation,

sivex, vix) pyo

(x)ax = xf 1f(x)dx :f 17\2 dx
0

0

1
ou A =f f(x)ax .
0

car A doit &tre » 0

lise le fait que ¢ <v,f> £ <v,ud> , Vv €x

1 1 1
i.e. f uf(X)d.XSf?\udX=7\u,Vu>/0==>f f(x)ax ¢ M .
0 0

0

1 1
Donc f £(x)ax 3 0 =2 =f £(x)ax
0 0

Par conséquent la m,a, de T

-~ 1
si f f(x)dx 3 0 ; 0 sinon,
0

1.7 Proposition.- Soient Y un sous—espace complet de H et X

translaté de Y par ¢ € H .

1
€ [0,1] par une constante » 0 est zf f(x)dx
0

i

p+7 le

Alors u est ia projection de f sur X si et seulement si u € X et f=u

est orthogonal & Y .

Bn effet Yw € Y si u = pro

f u-w et u+w € X d'oh (w,f-u) =0 d'aprds

X



la caractérisation 1,3 de u ., Réciproquement supposons que pour u € X on

ait (W,f—-.u) =0 Vw € Y on a alors Vv €EX,w=u=v €Y d'ol (u-v,fmu) =0

co ofod-o

1.8 Applications

1.8.1 Détermination de la meilleure approximation

Soit X =¢+Y , ou ¢ €H et Y est un sous-espace vectoriel de H de dimen-
gion finie n ,

X est isomorphe & Y et Y disomorphe a Bn , donc X est.complet,

Soit e1,e2,°.°,eIl une base de Y ,

n
Soit £ €H, el soit u lam.a, de f dans X, u=g¢ + E : xj ej .
J=1

Proposition,- Les xj sont solutions du systeme

n
?_;j <ejre >N = (f-ge> 1 ign

gqui est de Cramer,

Démonstration : D'aprés la proposition 1,6 :

u ma, de fi=u € X et (f-u)ly

(:)(f—u)_l_ei 1gign  ou <(f-u)e.> =0

n
(@(f-go-—g?\jej,ei}:o,1\<:L\<’I1,
n
¢==;§i4 <ei,eg>7\j = <f-¢,ei> tgign.,

Ce systéme est de Cramer, car il existe une seule m,a,
Remarque,— Il est intéressant de prendre une base orthogonale.
Exemple : Prenons H =%[0,1] muni de la norme quadratique :

1
<f,g> =f f(x) glx)ax .,
0



Soit Y 1'espace des trinfmes tels que p(1) =0, X=9p+Y , avec ¢ =1

[0,1] .

Par conséquent : p €'Y<==f>p(x)=:ax2+bx+c et a+b+c

Il
O

done p(x) = a(X2-1) + b(x-1).

Il

Comme base de Y on choisit e1(x) X2—1

(0]
—
La
~
Il
0

et on cherche la meilleure approximation u de f dans X = ¢+4Y
u(x) = o(x)+p(x) = 1+a(X2—1)+b(X—1). ona <f-u,e> =0 i=1,2 ==
<f,ei> = <u,ei> i=1,2 ce qui donne le systéme (en a et b)
<f,x=1> = <1+a(x2—1)+b(x—1),x—1>
E,x%=1> = A4a(x==1)+b(x=1),5°=1>

1.é.2 Méthode des moindres carrés

sur

La méthode des moindres carrés a pour but de résoudre au mieux un systeéme

de m équations & n inconnues lorsque m > n (et que les équations ne sont

pas compatibles)°

n
Soit E J aij xj =c. 11g¢m
J=1
ce systéme ol les inconnues sont : A\, 1ign.

On prend H = Rm avec le produit scalaire :

m
i=1

Le systeme développé donne :



%

®

A, Fesoseet &,. A. tescaoet & Ao =C
5 n

11 1 1] 10 1
8, ANy Feeosoot 81 AL Feveoeot &, A = C.
i1 1 i3 3 in mn i
8°, A, deseseot 8 . A. Heoaseat 8. A =cC°
mi 1 mj mn 'n m

avec m 1lignes et n colonnes,

3i on pose f = (01’C2’°’°’Cm)

a, = (

m
200 . \ f t . =
3 a1j,a23, ,8 ) ou e aJ ER H

mj

le systéme devient :

a a . a c
11 13 in 1
#o4 %23 #on s
. Ay Feooooot| o A, +oooocat| o A= .
@ 1 @ L2 n -3
a a. a. [¢]
1% 1] in i
a’ a’. a’ c’
mi mj mn m

OU ! &, A, +oscesot 8. A. +oovsooet+t & A =1 .
1 1 J 3 n'n

Prenons pour X 1l'espace engendré par a1,..oan R

n
gi f X il n'existe pas de A. tels que f = AL a. .
> ! P j 1 > i

J=1

% Une des solutions du probléme consiste & chercher les xj tels que

n n
f - a. A, s0it minimum, Cela revient & chercher u = A. a. meil—
e =27 e REVRY
= 3=
leure approximation de £ € H, dans X . On a donc & résoudre :
n n
f - = i =
< §;$ 2 Ay 2a>=0,1¢ign, ou Z_} N <880 <f,a,>
. n -
avec <aj,ai> = Z_J akj 8y et <f,ai> = é_f Cp 8y o

* Autres solutions :

m
- On peut prendre un autre produit scalaire sur Bm : f,g> = Z : o fk gk ,
_ k=1
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o > 0 3 ceci revient & pondérer différemment les équations,
- On peut prendre une norme non hilbertienne sur Rm (par exemple
Hf H: Mi? lfkl) ; mais cela n'entre plus dans le cadre précédent,
Exemple :

La situation précédente se rencontre chaque fois qu'il s'agit d'exploitef
des résultats numériques redondants : par exemple quelle valeur attribuer aux
angles d'un triangle si leur mesure donne (en do) %1, 61, 91, Si x1 et x2

sont les deux premiers angles on a le sysiéme (inconsistant)

A, = 31

il

A 61

2

X1+K2_= 180-91 = 89 .

1.9 Approximation des fonctions continues

1.9.1 Polynbmes orthogonaux

Soient I wun intervalle fermé, borné ou non de R et p une fonction
de L1(I), strictement positive presque partout sur I .

Nous appellerons cette fonction y , un poids sur I ., Soit H , 1tes-
pace %%I) des fonctions continues sur I , wmuni du produit scalaire :
(f,g)u :([ f(x)g(x)p(x)dx . Vérifions que la fonction

I
(f,g)u =‘[ f(x)e(x)p(x)dx est bien un produit scalaire sur €(I).
I

I1 est facile de voir que c'est une forme hermitienne positive., De plus comme

p > 0, presque partout sur I ; (f,f)p :(f‘ f2(x)p(x)dx = (0 entraifne f=0
I



1.
sur I ., ©Nous noterons %L(I) , cet espace H ,

Soit X =:@;‘ l'espace des polynfmes de degré ¢ n . X est un sous-espace

de dimension finie (=n+1) de H , il est donc convexe et complet, On a
déja vu que toute fonction de H , admet alors un élément de meilleure appro-
ximation unique dans X , qui est ici un polynbme de degré ( n ,

Soit eo,e1,°“,en une base de X =€ilo On peut prendre par exemple

les vecteurs ej S ej(x) = XJ . La meilleure approximation d'une fonction £
n
de H dans X =s'écrit donc u = ?;g xj ej , ou
f-u_l_}(@)(f--u,ej)u =0 0g3jgn
n
=>(5,0,) = g nlegel) s 0g¢igmn.

On a
(e.,e.) =‘[ e.(x)e.(x)plx)dx .
R INOMONC
(£,6.) =f £(x)e. (x)ulx)ax .
J u T J
On obtient ainsi un systéme de (n+1) équations & (n+1) inconnues :
)\o,)\1,ooo,}\,n o
Pour le résoudre, il est plus simple de le diagonaliser ce qui revient &
choisir comme base de X , une base orthogonale : ce sont les polynlmes or-
thogonaux,
On va rappeler le procédé d'orthogonalisation de Gram—Schmidt dans le cas

général,
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% 8i H est un espace préhilbertien, et (eo,e1

’°°'en°’°) une suite finie

ou infinie, de vecteurs linéairement indépendants de H ; pour tout n , soit

’ooo,e o

- d dré
Ln le sous-espace de H engendre par eo,e1 °n
31 on pose po = e

- _ . . , a
P e Projection sur Ln e en+1

la suite (pn) est un systeéme orthogonal, et pour tout n , les vecheurs

Pys P recos By engendrent Ln .

1

- Cela se démontre par récurrence, Supposons démontré que (po,p1,o,°,pn)

est un systéme orthogonal qui engendre Ln °

n P.
i

Alors 3 Prer = %ner T Z:: (en+1’pi) 2

i= [l

2
one (5 vny) = (onrm) = (o vp) 2O -
onc pn+1,pi = en+1,pi - en+1,pi H “2 =0 pour i ¢n
Py

Pn+1 est bien orthogonal & po,p1,.oo,pn °
De plus, comme en+1 = pn+1 + (un vecteur de Ln) le systeme (po’p1’°°°’pn+1)
engendre le méme espace que <eo’e1’°°°’en+1) , c'est donc une base orthogb—

nale, (Remarque : on peut aussi orthonormer cette base),

- La meilleure approximation de f € H dans X =§Eﬂ s'écrit donc
n
u = A. D.
2% 7
j=0

((s=a),9,) = 0, Vi (e,m) =y oy 112

u
n (f,p.)
et u= 2:: ———-;EE pj
= 1)1

- les polyndmes PyrPyroess Py obtenus par ce procédé, avec le produit scalaire

défini au début s'appellent les polyndmes orthogonaux associés au poids y sur I.
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Remarques : - On a : degré pj =3,V5.

= 8i on utilise la base 1,X,X2,.ao,xn,¢,°, les polyndmes ainsi obtenus ont
un coefficient de t&te égal & 1 , Les polyndmes orthogonaux usuellement consi-
dérés sont ceux qui précedent, & un coefficient multiplicatif prés, Le choix

de ce coefficient est 1ié au type de polynbme considéré,

1.9.2 - Exemples clagsiques :

10) si I = [—1,+1] et “(x) = (1-X)a<1+X)B avec «a et B > -1 (en sorte
que p € L1(I)) , les polyndmes P, correspondants s'appellent

polyndmes de Jacobi

I}
(@]
o
Q.
o
[¢]
g ol
TN
™
S
l
—

% Pour a =B ce sont les polyndmes de Legendre

% Pour «

, ce sont les polyndmes de

i
™
]
i
N}
Q.
o
=
I
-
—_
IS
~—
It

=Xl
Tchebycheff de 1&re espéce

* Pour o =8 =%, donc p(x) = d1~x2 , ce sont les polynfmes de

Tchebycheff de 2&me espece,

2
20) 8i I = Jeoo,40 et pl(x) = e " R

les polynémes P, stappellent polyndmes d'Hermite,
50) §i T = [0,4d et plx) =e*
les polyndmes P, s'appellent polyndmes de Laguerre,

1.9.3 - Proposition : Lorsque 1'intervalle I est compact, les polyndmes

PO,P1,anoPn,0°o, orthogonaux associés au poids p sur I forment une suite

orthogonale et totale dans CéL(I)e Toute fonction f € %%KI) admet un déve-
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400 )
loppement convergent dans ﬁL(I) 2 f =7 (f’pi)u = 5 ebona
, oo (f’Pi)i 1=0 “Pl“ u
Y
. 1=0 “pi”p,

Démonstration : Dtaprés le théoréme de Weierstrass, toute fonction
f € %L(I) est limite uniforme de polyndmes donc de combinaisons linéaires des

Pn . Or

I 12 = | eGP e 12 [ wedax on [fe || sup [£(x)]
b I x€T
Cette inégalité montre que la convergence uniforme entrafne la convergence

pour la norme de ‘ﬂh(I)a La famille des 150 est donc totale dans 1%}1)0

\Comme d'autre part elle est orthogonale, c'est une base orthogonale de ﬁL(I)o

+o0 Pi
e =R
i pi "

Bt la relation de Parseval. donne ¢

2

o0 (£,p.)

2 :
e 12 - 5o —

=l
Remarques : - Rappelons gqu'on appelle base orthogonalé (orthonormale) dfun
espace préhilbertien H , une famille orthogonale (orthonormale) et totale
dans H .
- Une base orthogonale d'un espace préhilbertien H nfest pas une base algé~
brique de H , sauf dans le cas oi H est de dimension finie,
— Tout espace préhilbertien séparé ne possdde pas nécessairement de base or—
thonormale, mais tout espace de Hilbert admet une base orthonormale,
- La proposition précédente s'applique aussi a LZ(I,p(X)dx) car t@L(I) est

dense dans LZ(I,p(x)dx) [Lz(I,p(X)dX) est 1'espace des fonctions f défi-
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nies sur I , de carré p-intégrable donc telles que ‘f fz(x)p(x)dx < + uﬂ .
I

1.9.4 Propriétés générales des suites de polynSmes orthogonaux

Les polyndmes orthogonaux 10 associés & un poids p wsur I possedent
certaines propriétés indépendantes du poids p .

Proposition : Les n racines du polyndme P, sont réelles distinctes et

intérieures & I .

Démonstration : Remarquons d'abord que P, est orthogonal & pi\#i:0,1,¢..,n~1

et donc & toutbtes les combinaisons lindaires de po,...,pn 1 ctest-a~dire &

tous les polyndmes de degré < n ., Soient t1,t2,..,,tm_(ou ti < ti+1) les
racines de P, réelles, intérieures & I , de multiplicité impaire (donc
en lesquelles pIl change de signe). On a évidemment m £n .
Soit Q(X) = (x~t ),,,,(x—t )e
1 m

Le polyndme pn(x)Q(x) a un signe constant sur I et ne stannulle qufen n
points au plus. Par conséquent t[ Pn(X)Q(X)p(X)dX £0 .

‘ I

D'olu : degréd Q =m 3 n (sinon (Q, p )M =0).
n

Par conséquent m =n c.q.f.d.

Proposition : Il existe trois suites de nombres réels a bn et c, fels que

= )
(1) p(x) = (a xb Jp, ,(x) = c » (x)
. Nem
De plus si pn(x) = kh X 4+ 8 X Foee
2
Y S D L
n k 7 'n nlk k n T a . 2
11 R =1 ol
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ou encore 3

kIl"'1 Sn =1 kn_,z “ pn_1“2
2 (8 == ) - (g - ) By () v = T2 Tn-2
n n n=-1 n-1 “Pn_glp

Démonstration :

(x) est de degré n , il s'éerit donc s

n
> e, p,(x)
2 55

QPi)

Le polyndme x P4

Pour i ¢n ona (x P " = pillpilli 0

De plus : (x pn_1,pi)u =‘[; x p,_, (x)p, (x)plx)ax = (p, ;% Pi)u
X Py est un polyndme de degré i+t
Par conséquent pour di+1 < n=1 ou i< n=2 ona ; (pn=1,x pi)u =0

et . =0 pour i#n, n-1, n=2 et on a la relation de récurrence (1).
Py

Dans (1), on exhibe les coefficients du terme

: k
5 : - =
- de degré n : kh =a, kﬁr1 ==%>an =%
n=1
- de degré n=-1 : 8 = snm1 an + bn kﬁ-j
s k k 8 8
n - n=1 ki 1 kh,1 kh kh=1

(x)

Ona :a X°P

. n=1(x) = p (x) = b an1(x) +c P

n=2

(s x pn_ﬂpn)u =|lpnlli = (p

ng1’an X pn)u . Par conséquent :

2
x Rm=1)p ZIIRH=JI

(p_,»2 )

n=1

2 2

et : (a x Pn__1,pn_2)u = CH|‘Pn_gllp = 5;%?|‘pn-le'
a oI

- E_E____Hil—§ CoQofod,
1 ol
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Py

k.

*
Proposition : Soit P, = le polyndme orthogonal dont le coefficient du

o]

terme de plus haut degré-est 1. Quel que soit le polynéme P de degré n ,

dont le coefficient de ' est 1 ,0na:

._*
e, <=,
Démonstration : pz—p est de degré n-1 donc : (pz,p;fp) =0 et
%0 * * *
el = Copopd, < llmfl Nl es dimdl, <liell c.q.f.d,

x Polyndmes de Tchebycheff {{ére esptce)

1

Ltintervalle I est [—1,1] , le poids : p(x) =

Les polynbmes
orthogonaux sont de la farme :

Tn(x) = cos(n Arc cos x)
Montrons qu'ils forment bien un systéme orthogonal :

Pour cela on fait le changement de variable ¢ x =cos 6 0 6K =

+1
(2,7 ) = T (x)r ()
m 1y j\__" \/ -X2

.S m#n (Tm’Tn)p

T
(f cos m6 cos ne do

il

n
%([ [cos(n+m)o + cos(n-m)6]de = 0
0

it

.51 m=n#£0 (Tn,Tn)u

N

T
%‘[ [cos 2n6 + 1]as = z
0

T
f de:'ﬂ-o

0

C'est bien un systeme orthogonal,

.8 m=n=0 (TO,TO)u

Propriétés :
1) On a la relation de récurrence :

2% Tn(x) = Tn+1(x) + Tn_1(x)



18,

qui découle de la relation trigonométrique :
2cos O cos nB = cos(n+1)9 + cos(n—1)6
Comme TO(X) =1 f T1(X) = x 3 la relation prouve que Tn est un polyndme
de degré =n .
2) les n racines de Tn(X) sont : x = nk = COS8 ﬁggiiz T
k =0,1,600,0=1
en effet cos n6 =0 =n6 = (2k+1)g =n Arc cos x avec £ 0 L 6T,

5) (=x)m(x) =n 1 (%) = mx 7 (x).

En effet dlaprés la relation de récurrence (propriété 1)

n Tn-i(x) - Nnx Tn(x) nx Tn(x) - n T (X)

n+1

Il

nfcos © cos no - cos(n+1)0]
==n gin no sin €

-~ sin’e Tr'l(x) = (1-x°) Tgl(X)

n

gin 6

car Tﬁ(x) = - sin(n Arc cos x) = sin nb .,

4) (1—X2)T£(x)—x1;2(x)+n2 Tn(X) =0 s'obtient en dérivant llexpression
précédente,
5) 2 Tn(x)Tm(x) = Tn+m(x) + Tnam(x) (n ym) découle de :
2 Cos nb cos mh = cos(n+m)e + cos(n»m)e
6) o (r (x)) =1 (2 (x)) =1 (x)

car Tn(qn(x)) = cos(n Arc cos[cos m(Arc cos x)])

= cos(n m Arc cos x) = Tmn(x),
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Les premiers polynlmes de Tchebycheff sont :

T (x) =1

’I‘1 (x) =X

TZ(X) = 2X2=—1

T3(X) = 4X3—3X

T4(X) = 8xt-8x+1

TB(X) = 16X5—20X3+5X

T (x) = 525048 1 85 1
TT(X) = 64X7—112X5+ 56X3—7X

% Polynbmes de Legendre

Ltintervalle est I = [«1,1] et le poids p,(x) =1.

Les polyndmes orthogonaux sont

n
1 () = = = (1)
2 n! dx
)t (n)
On pose %(X) = -—;—1’:—'— s LZ(J. = Ql’l

et on vérifie que le systéme est orthogonal :

1 0 - n +1 +1 e m
(1), = [ a0 ofPman = [ @) - [ o g e

-1 -1

Avec n intégrations par parties on obtient 3
1
()" ()
(1,5,), = (1) .ff1 0, () ™ x)ax

car Qn(i1) =0, Q%(i1) =0 yoeos Qin“1)(i1) =0 .

.81 n>m Qfﬂm+n)§ 0 et (Ln,Lm)M =0
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n 2 = 2n-+1

. n ! (X2—1)n 2
.8 n=m (1 ,L) =(-1) T (on)! ax
nomy ‘[i1 (2 n!)

Propriétés : Comme poﬁr les poiyn6mes de Tchebycheff on a :
1) Relation de récurrence
(n+1) Ln+1(X) - (2n+1)x Ln(x) + n an1(X) =0

avec LO(X) = 1 et L1(X) =X

2) (1) 1(x) = ox 1 (x) =~ n L (x) = (1) 1 (x) = (as1)x 1 (%)

1
5) (1=x%) 1(x) = 2x L2 (x) + 0 (a41) 1_(x) = 0
4) | (x)] <1 Vx € [-1,1] .

Note : Pour d'autres exemples de polyndmes orthogonaux, voir : SZEGO [5] o

§2 - Approximation dans un espace normé H

On étudiera essentiellement le probleme d'approximation uniforme des fonce
tions continues sur un espace topologique compact X ., On établira un théoréme
de cgractérisation dfi & Kolmogorov, puis des considérations sur la convexité
et des hypothéses plus restrictives quant au sous-espace X améneront la dé-
monstration du théorsme de Tchebycheff, On notera 1'importance des propositions
2.4.7 et 2.4.11.

2.1 Existence et Unicité de la m.a.

2.1.1 Soit H un espace normé et soit X un sous—espace de dimension finie

de H., Tout f de H posséde au moins un élément de m.a, dans X et 1l'en-

semble o des éiéments de mea, de f est une partie convexe fermée de X .
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Démonstration :

soit a =||f .
On pose Ea(f) = boule fermée de centre f , de rayon «
Y = xNB ()
on a d4(f,y) = d(f,Xx) donc un élément de m.a, de f dans X est m,a, de f
dans Y (et réciproquement),
Y partie fermée bornée d'un espace normé de dimension finie est compacte, ILa
fonction v~e|[f—v ” v atteint son minimum,
Il existe donc u €Y +.q. ’Hf—ullz Igf ”f—v H: IE? “f—v H,
Soit X, = {u € X t.q. ||f-u]| =a(£,x)} .

£

Xf est fermé : il est clair que Xf est la préimage de {d(f,X)} par une

fonction continue,

Soit u=)\u1+(1—?\)u2,u1 et u, € X , A €[0,1]; ona u€x

f
et |£=u || < A Hf-—u1”+ (1=2) [|£-u ]| = a(£,x)

donc Hf—u ” = d(f,X) et par suite Xf est convexe,

Remarque : La proposition précédente est tout aussi vraie mais avec une démons-—
tration différente si X est une partie convexe fermée non vide d'un espace

de Banach reflexif, c'est-a-dire pour lequel H = H" oh H" est le bidual de
H.

Remarque : Il n'y a pas en général unicité dans 2.1.1. Bn effet soit

H = 6([0,1]) muni de la norme de la convergence uniforme, Soit X 1'espace
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des fonctions v(x) =Ax , A €R . On n'a pas unicité de la meilleure approxi-
mation de f € H . Pour s'en convaincre, il suffit de prendre A € [0,2] et

v(x) est alors m,a, de f(x)

]
-
°

2.1.2 Cas d'unicité

Définition : Un espace normé H est dit strictement convexe si V£ et

g €H Hf“: 1 llél: 1 et Y € ]O 1[ fo+(1-k)§| <1 (ou encore : si la
sphere unité de H mne contient pas de segment ouvert),

Proposition : S3i H est strictement convexe, Xe est réduit b un point Vf € H

Démonstration immédiate par 1l'absurde : soient Uy 4 U, dans Xf

f -

u1+u2|
2

o) € X et <Efle-ug ||+ % e, || <als,x)
d'ol la contradiction,
Exemples : 1) Un espace préhilbertien séparé est strictement convexe.
2) les espaces Lp (1 < p < o) sont strictement convexes,
(Pour le vérifier il suffit de connaftre les cas d'égalité dans 1'inégalité de
Minkowski),
3) Les espaces L1 ’ ﬂ” ,1§(I) (norme de la convergence uniforme)
ne sont pas strictement convexes,
Les résultats précédents donnent donc : H étant un espace normé strictement

convexe et X un sous-espace de dimension finie, ftoute fonction f de H

posseéde un élément de m,a, dans X et un seul,
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Soient H un espace normé et &£ > 0 ,

on pose &(e) = sup |lz=y || avec U_= {(x,y) toq. x ety €H |[«]=]s]=1
(x,7)€v N
; et |[ZL ] 3 1-e}

2

Définition : On dit que H est uniformément convexe si lim &(e) =0 ,
e~>0

Temme : Tout espace vectoriel normé uniformément convexe est strictement convexe

i

= ||=1 .

Démonstration : Soient x et y dans cet espace t.q. llﬂl=|lﬂl=ll

La définition de la convexité uniforme entraine “x=y“ <e Ve>0 et par
suite x =y . On conclut & la stricte convexité (i,e., il n'existe pas de
segment sur la boule unité),

2.1.3 Théoréme : Soit A un sous—espace fermé convexe d'un espace de Banach B

uniformément convexe, Alors pour toute f de B il existe un élément de m.a,

unigue dans A ,

Démonstration : Soit f € B et D, = Inf || £=l] .
uch

On peut toujours se ramener au probléme de la m,a, de O dans A . Si Df % 0
par l'application u - % , on peut supposer Df =1 (dans le cas contraire

on a nécessairement f € A).

L'uniforme convexité de B s'éerit Ve > 0 Jn > 0 t.q. pour ||o|=]|5|= 1

on ait ”E%Z H > 1=-n ==7Hth“ < e
Soit u_ €A tel que lim [ju || =1 .
n n
— o0

ona Vn }N(n) ||un“-1<na

Soient n et n > N(n)

v
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L =4
2 =7

1 1
un+um - (1—”E;n)un - (1~HEJT)um

5+l - 40 fl-) = 4= > 50 = 1o -

u u
n m
Hun” * “U. ”

u u N
Alors =]~ o] <e Ye>o0. Cette Sulteude Cauchy converge donc dans
B vers uw. Il vient [lu-ull =u_(1 ”]l n”>,+“uz”_u||
N Pa
< lufl=1 + e u “
dfoﬁ u —u dans A et [df =1,

Vu que Do =1 u est ma, de f=0 dans A ,
L'unicité résulte du lemme précédent et de la proposition 2.1.2,

2.2 Approximation uniforme des fonctions continues

Soient H :‘g(K) o K est un espace topologique compact.
Soient Pyee®y linéairement indépendants dans H et X 1'espace engendré

par ’CP1¢01CPn o

Soit f € H,on sait qu'il existe un élément de m.a. dans X soit le

polynbme P = E a; 95

t<ign
On notera Kb l'ensenmble des x € K t.q. “faﬂl: !f(X)—P(X)I .

2.2.1 Caractérisation de la mea. Th, gg_Kolmogorov

Une condition nécessaire et suffisante pour gque P soit polyndme de m.a,

de f dans X est que

VQ € X, Sup (f(x)—P(x»> Q(X) >0
X€Ko v
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Démonstration : (i) Montrons que si la condition est satisfaite alors P est

p.m,a, de £ ,
Ko est fermé dans K donc compact, Alors il existe X € KB tel que

(£(x )-P(x_))alx ) = sup (£(x)-P(x))al(x) » 0 .
X
o
Soit P1 €X et P—P1 =Q
e=2 1% 5 |£(x )P, (x )|? = |£(x )-2(x )| + |a(x)]% + 2(e(x_)-P(x ))alx_)
1 i o’ 10 0 0 0 0 0 o’ °
; 2 2 2
Alors -2 |17 » leCx )-p(x )|" = ||2-3|
et P est p.m,a, de f dans X,
(ii) 3i la condition ntest pas satisfaite alors P n'est pas
Po.ll.a, de £ ,
Supposons qu'il existe Q € X t.q. S%P (r(x)-p(x))o(x) < 0 soit = -25,
: o}
Alors J = {X €K t.q. (f(x)aP(x))Q(x) { = 6} est un ouvert contenant Kb R
Soient A > 0 arbitrairement petit et P1 = P=\Q ., On va établir que P1
est meilleure approximation que P ,
. 2 2 2 2
Soit x dans J ,lf(x)-P1<X)| = lf(X)-P<X)l + A lQ(X)l + 2\ Q(X)(f(x)‘P(X>>
2 2 2
<|le-H" - 2ane + A7 |4
< 1[f-1>1|2 - &\ si Ag [3]_5
Soit x dans K=J, Suplf(x)—P(x)| est atteint sur K=J =oit en x1°

J contenant K6 , on a If(x1)—P(x1)] <]lf=ﬂl

Jo, > 0 fele, b)) < lle-tll- o,
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]f(X)—P1(X)| ¢ E@)=p(x)| + n [alx)]

5
<lie=gll- 8, + afldl < Ile=Hl- 8, i A éﬂfm
5 %
Ainsi i A Min (-—-—-—é 3 )
jq? A
Sup |£G)-2, (=)| =[[£=p || < |]2-H] c.q.f.d.

Note : Dans le cas de fonctions & valeurs complexes la condition caractéristique
stéerit S%p Re[ (£ (x)-P(x))a(x)] p0 Yo e x.

0
On utilise pour cela 1'égalité loc+[3f2 = ‘0612 + 2Re(0f) + ]Blz Va,p €€,
2,3 Utilisation de la convexité
2.%,1 Définition : Soit A wune partie d'un espace vectoriel réel ou complexe,
On appelle enveloppe convexe de A notée Ac 1'intersection de tous les
ensembles convexes qui contiennent A , Clest aussi le plus petit ensemble
convexe contenant A (car toute intersection de convexes est czonve:xe)°

2,3.,2 Lemme : Ac est identique & l'ensemble A des combinaisons linéaires

D . b
E 5 )\,i };i ..% gi €A )\.i >/ 0 E :l }\,i :1 o
En effet AC est le plus petit ensemble convexe contenant A et par

) o
suite contient toute combinaison linéaire de ce type, soit Ac DA, Inver-

~ o~ (24
sement A est évidemment convexe donc A D AC . Alors AG = A .

2.3.3 Lemme : Dans un espace vectoriel réel de dimension finie n , on a

| P N 1
AC,={2ixiai o B, €A A >0 Ziy\i=1 et p g ni} .

Démongtration : Soit ¥ € Ac fixé

Soit r 1le plus petit entier tel que & = E : A&y e
i
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8i T > n41 Ep=E8y s000sEp=l sont T=1 vecteurs linéairement dépendants
(r-1 > n)

L B
alors 2:: Bi(giégi) =0
2
ou E 1 51 =0 avec Y, = Bi pour 1 » 2 et Yy == E L Bi
' . hi .
Certains s sont < 0 ., Posons ¢« = min {T;-T} >0 ona xi+ayi >0 et

i

Ai+ayi =0 9pour un 1 au moins

2: = tz:l' =1,

- Y5 0 e 1 xi+ayi 1
On aurait donc une écriture de § du type indiqué avec moins de T termes,
ce qui est contradictoire, Donc T  n+1 .

Note : Pour un espace vectoriel complexe un travail analogue donne T . 2n+i .

Lemme (toujours en dimension finie) : 81 A est compact, AC est compact.,

Démonstration : Pour ce faire, il suffit de considérer l'application qui &

Eyeeelyy et Mooehy [tels que Ay ¥ 0 et > Ay = 1] associe la
n+1
somme 5_5 xilgi . Cette application est continue & valeur dans Ac R

2,3.4 Remarque et rappels

1) Soit f une forme linéaire non nulle sur un espace vectoriel E. f(g) =B
est 1'équation dfun hyperplan,

{£ t.g. £(2)-8 ¢ 0} et {& t.q. £(£)-B » 0} sont les demi-espaces 1imités
par l'hyperplan,

On dit qu'un hyperplan 5 sépare strictement deux ensembles A et B si
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A et B sont inclus dans les demi-espaces ouverts limités par g .
2) Soit dans Rn un ensemble A convexe fermé ne contenant pas 1'origine,
Alors il existe un hyperplan qui sépare strictement {O} et A,
Bn utilisant la convexité, on va établir une nouvelle forme du théoréme

de Xolmogorov,

Soit A l'ensemble des vecteurs de composantes (f(x)—P(x))¢j(x) ol
J =1...n pour x € KO o
soit £ €4(x).

2.2.5 Proposition : Une condition nécessaire et suffisante pour que P soit

m,a, de f dans X est gue O € AC °

Démonstration :

(i) Montrons que si O [ Ac alors P n'est pas p.m.a, de f ,

Dans ce cas il existe un hyperplan qui sépare strictement {O} et AC

n
soit o, £. = =0 ,
ARSI

n
Supposons que 0 € {g t.q. E : aj aj - B> O} alors B < 0O et on a
1

Il n
A C t.q. a. £, - < 0t . Ia relation o. £. - < 0 satisfaite
o= e toa 20 ay 8y - B <0} 21 ;85 B

n
aussi par les éléments de A donne » a, (£(x)-P(x))g.(x) =B <O,
1 J dJ
n

Soit = . . alors fix)-Plx x) < <0 et ce x € K

Q Z 1 aJ @J (£(x)-p(x))a(x) < B Y o

alors Sup (f(x)—P(x))Q(x) <0 et P n'est pas m.a, def
o}

(ii) Supposons que P ne soit pas m,a, de f dans X

alors il existe Q € X t.q. Sup (f(x)-P(x))Q(X) =F <0,
X
o]
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n
Q s'éerit E . aj @j .
1

n
Soit n le demi-espace a. £. - 0 .
a b Z:,' j € B <

J
20 s (tG-r()e () = 8 = (1G)-p(x)alx) - B¢ 0 Vx €k,

donc m. DA et, m_ étant convexe, m. :)AC R

n
Si maintenant =0 a. £. = B ==f >0 donc m_ 0 C.g.f.d,
=0 37 ayey-f=-p E=

2.%.6 Proposition : Un polynéme P est p.m,a. de f € €(x) si et seulement

I . _ s T
si 1l existe X oo oK € Kb (x < ntl) et x1°°°%r positifs 1.4g. E 1 xk = 1

et pour lesquels E xk[f(xk)—P(Xk)]Q(Xk) =0 Vagex.
1

Démonstration :

Une condition équivalente étant 0 € A ona x1aookr rgndt M >0
et E :1 xk =1 tel que 0 = E 1 Kk g
K dans A de composantes gk = (f(x )-P(X ))@ (X )
ér i k kTR
; k :
Alors O = Z 4 Kk ai 11,
. 1

Note 3 Zz:j xk(f(xk)-P(Xk))Qi(xk) =0 1 ¢1g¢n équivaut &

}_‘_:: MG )-P(x ))alx,) =0 Vo €x c.d.f.d,

2.3.7 Proposition : P est m,a, de f dans X si et seulement si il existe

points X ook, dans K, r  n# t 1 nombres Cyoooty LON nuls,

———

teg. £(Q) =er' o, Qx;) =0 Vaex et fx)-p(x;) =[[£-p || s o (1gigr)
1

Démonstration : (i) Supposons la condition satisfaite, alors on a pour Q €X

le=dl 25 Tyl > 2 | (-t
L agCCRCR I I P CCRECRNN

.|
1
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xr

“le=2 | 5 e

i, e, Snu[f(xi)—P(Xi)] =81, o,

donc “f-Q || >,”f—P H VQ €EX et P m,a, de £ dans X .
(ii) La réciproque est immédiate dlapres la proposition précédente 2,3%.6.
P étant m,a, de £ ona O € AC et

"y (20 ))g, () ‘ e pbs ot b
217\1{ x ~Plx Moz ) =0 1 Lign pour r pbs et r nombres Mo > 0

o = A (£(x )-P(x)) # 0

et S @ = Sﬁ(f(xk)-P(Xk))

dtoy £(x, )-P(x,) = [|£=P [|sy o

n
. r r n
Soit @ = 21 : W 9, ona Ek :1 0y Q(Xk) = gk:1 Ei 1 % By cpi(xk)
:En“ E:roc cp(x)zo c.q.f .4
i T i k 1 k i k -3 3 o o
Note : Dans le cas de fonctions & variable complexe, la proposition reste valable

mais la condition =T L o+t est remplacée par r < 2n#1 .

2.4 Sous—espaces du type de Tchebycheff

2.4,1 Définition

Soit K un espace topologique compact,

Soit X wun sous-espace de dimension finie =n de c(x).

On dit gque X est un sous—espace du type de Tchebycheff de  ¢(K) si :

i) K posséde au moins n+1 points

ii) Tout polynéme de X non identiquement nul, s'annule en n-1 points de X

au plus,
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Exemples :

i) X = [a,b].
 Prenons pour X :@1ﬁ1 , l'espace des polyndmes de degré < n sur [a,b]@
X est du type de Tchebycheff : tout polynbme P de X stécrit
n~-1 i
P(X),z ;E: A, X et a donc au plus n-1 racines,
= 1
ii) X = [0,2n].
Prenons pour X 1l'espace engendré par : 1, COS X,...,CO08 IX, sin X,...,sSin ox ,
qui est de dimension n = 2m#1 . C(lest un espace du type de Tchebycheff ; en
m m
effet, tout polynbme P de X s'éerit p(x) = a, + EJ cos px + 2{: sin px ,
p:'l p:?
et a donc au plus 2m = n-{ racines,
iii) K = [a,b].
Prenons pour X 1l'espace engendré par une fonction ¢ continue sur X . Il
est clair que X est du type de Tchebycheff si et seulement si ¢ ne s'annule
pas sur K .
Remarques :
i) Dans certains livres, on parle plutdt de "systémes de Tchebychef", ou encore
de "systémes de Haar",
On dit que les fonctions ¢1“‘¢n de C(K) forment un systéme de Tchebychef,
si: q) XK a au moins n points
n
, B) tout polyndme E": xi¢i , non identiquement nul, a au plus n-1 ra-

i=1

cines sur X .
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ii) Si on se donne K espace topclogique compact, C(K) admet-il des sous-
espaces du type de Tchebychef ¢ La réponse est donnée par le théorgme de Mair-
buber et Curtis,

Théordme : C(K) possdde des sous—espaces du type de Tchebychef, si et seulement
si K est homéomorphe & un sous—ensemble du cercle unité de ¢ (réf., citée

en [2]).

2.4.,2 Propriétés d'un sous-espace du type de Tchebychef

Soit X du type de Tchebychefdans C(K), de dimension n .

i) 8i P est un polyndme de X , et P s'sonule en n pointsdistincts de

K, alors P= 0 .

Si P et Q€X et P=Q en n points distincts de K, alors P=Q .

ii) Si X1’°’°’Xn sont n points distincts de K, et si @1,...,¢n sont n
fonctions lindairement indépendantes de X , alors la matrice W = (wj(xi))

est non singulidre

Démonstration :

On suppose gque M est singulidre. Cela entraine que, par exemple, les colonnes
de M sont linéairement dépendantes, C'est-&-dire qu'il existe n scalaires

n
x1...xn non tous nuls t.q. gé; Ajwj(xi) =0 i=1,..0n0 . Il existe donc un
n

polyndme P = zz: Kj¢j de X t.q. P s'annule en n points distincts de K .
1
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P n'étant pas identiquement nul, il y a contradiction avec le fait que X soit

du type de Tchebychef, CsQ.FoD,

iii) gi XyooeXy sont n points distincts de XK, et si c 200C sont n

nombres réels, alors il existe un polynbme P de X wunique t.q, VP(Xi) =c

i=1ooon o

Démonstration :
n
st de 1la T Nl 0os Stant une b de c dfaprés ii), 1
P e e la forme ;xacpJ s cp1 ¢, eta e base X/ P ), e

a .
systéme Z xjcpj(xi) = Ci i=1,,.n est de Cramer, d'oll le résuitat,
—

P est appelé le polyndme d'interpolation prenant les valeurs données ¢, aux

points X o

Si le nombre de points Xy et de valeurs Cy est inférieur & n , il est
clair que P existe, mais n'est plus unique,

2.4.3 Proposition :

Soit X du type de Tchebychef dans C(X) , de dimension n ,

iy

E ociv(xi) ,

i=1

i) Soit XpoooX, T points distincts de K, et soit 4(v)

ou les @ sont non nuls, une fonctionnelle sur C(K) sfannulant sur X .

Alors 1 =n+1 .

ii) Soit X1°°°Xn+1 n+i points distincts de ¥ alors il existe un systeme de
n+1  nombres O eoaly , 1OD nuls, unique & un coefficient multiplicatif pres,
n+1

teg. o aQ(x) =0,Yaex,

i=1
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Démonstration s

i) On sait déja, dfaprés 2,%.6, que T & n+1. Supposons T ( nj dtaprés 2,4,2

(ii1), il existe un polyndme d‘'interpolation Q de x t.q.

alx,) =1
Q(Xi) =0 l=2000r
r
— — i AT —
£(Q) = %;; akQ(Xk) =, % 0 ce qui est absurde, dloll r =n41 .,
B n+1 v
.o . 7 1 £ . _
ii) Considérons 1'équation Z;; aiQ(xi) =0 Q€Xx.

Si @1,e.¢n est une base de X , 1l est clair gque cette équation est identique

n4+1
au systeme : Ziz aiwj(xi) =0, =%¢0sl
i=1

C'est un systéme de n équations & n+1 inconnues ; le rang de la matrice est

n , donc l'espace des solutions (a1°°,an ) est de dimension 1, Si on écarte

+1
la solution triviale, auncun oy ntest nul, CoQeFoDs

2e4o4 Corollaire :

Soit X un sous-espace du iype de Tchebychef de ¢(K) de dimension n ,

Soit f € C(K), et P le p.mea, de f dans X .,

Alors K = {x € K .0, [t(x)-P(x)]| =||f-H|} 2 du moins n+1 poinmts,

Démonstration : S1 P est p.m,a, la proposition 2,3,7 nous donne r points

XpooeX, de X, rgn+t , et r nombres non nuls Ayeoolly, t.qe

r
2(v) = ;;; aiv(xi) stannule sur X et +t.q. lf(xi)—P(xi)l = Hf—}”}d'aprés
2.,4,3 1), r =14 , donc on connait n+1 points ol lﬂ(xi)-P(xi)l = ”fnﬂ o

Ca8.F.D.

Ce corollaire nous permet d¥énoncer :
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2.4.5 Proposition

Soit X wun sous espace du type de Tchebychef de c(x). Alors toute fonction

continue sur K posseéde un p.m,a, dans X et un seul,

Démonstration

soit f € ¢(x), et soit P et P, deux p.m.a. distincts de f .

Alors i est aussi p.m.a, de f , puisque l'ensemble des p.m,a, de f est
convexe,
Dlapres le corollaire 2.4.4, il existe n+1 points XyeeoXy o de n tels que:
lf(xk) - fiszgflff52| =||f - __51 | =6
\ik , posons : f(xk) o P(Xk> = pk
£(x,) - 2, (x) = o

ma: ol <llet= o

o] ¢ lle=z 1= 6

lpk+c£| =26
d'ohr Py = GE , donc P = P1 en au moins n+1 points de K , Alors P= P1 0

CeQaF. D,
Cette proposition admet une réciprogue,

2.4,6 Théoreme de Haar

Soit X un espace fopologique compact ayant au moins n points, Soit X un

sous—espace de 0(K) de dimension finie, Si chaque fonction continue sur X

admet un seul p.m,a, dans X , alors X est du type de Tchebychef,

On pourra trouver une démonstration de ce théoréme dans CHENEY [3] (p.81, cas

dfun intervalle), ou dans LORENTZ [2] (p.27, cas général),
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Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour énoncer le théoréme
suivant
2.4.7 Théoreme

Seit K wun gspace topologigue compact ; soit X du type de Tchebychef dans

c(x), de dimension n , Alors :

i) toute fonction continue sur K possdde un p.m,a, et un seul dans X .,
ii) goit f € c(K).

P est p.m,a, de f dans X i, et seulement si, il existe dans K n+

poipts distincts XpeeoXp 4o et n+1 nombres non nuls Uyowely o tels gue :

n+14

a) 21a alx) =0 Yaoex

1=1
b) f(xi) - P(xi) :l[f—ﬂl‘s1gn o -
Ce théoreme est la conséquence immédiate de la proposition 2,3,7 et de 2.4.3 i).
Remargue : Dlapreés 2.4.3% ii), les coefficients oy sont définis de manicre
unique (& un coefficient multiplicatif prés), dés qu'on comnaft les points

X1000Xn+1 .

le systéme des points X,,...,X% n'est pas nécessairement unique,

1 n+1

2.4.8 Cas d'un intervalle

3i K = [a,b] , nous allons pouvoir donner une caractérisation simple du p.m,a.
dfune fonction continue sur [a,b] dans un sous-espace du type de Tchebychef
de c([a,b]).

Nous allons aveir besoin de la remarque suivante, qui précise la proposition

2.4’030
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2.4,9 Proposition

Soit X un sous-espace du type de Tchebychef de ¢([a,b]) , de dimension =n ,
Soit & x < X,...<x . <b nHl points ordonnés de [2,0] , et soit
n+1
ﬂ(v) = E : ai V(Xi) une fonctionnelle linéaire stannulant sur X . Alors les
i=1

signes des coefficients ai sont alternés,

Démonstration

i) 8i u=1, X est engendré par une fonction @ .
On a : o, @(X1) + o, ¢(x2) =0 .
Comme X est du type de Tchebychef, ¢ ne s'annule pas, donc garde un signe

constant, par conséquent o, 0. < O .

172
ii) 8i n >»>2 , 1l y a donc au moins trois points X, .
Supposons qu'en deux points adjacents Xj 3 et Xj , les oy soient du méme

signe, par exemple positifs,

I1 est bien clair qu'il est possible de trouver deux nombres pj ; et pj+1

tous deux positifs t.q. :

Ui g Py T %y4q Pygq 2 O

dltaprds 2,4.2 iii), il existe un polyndme d'interpolation uﬁique Q de X t.q.
Q(Xi) =0 si 1i#3=1,3, j+

) = psq >0

olx, ) = Pipg > O -

Notons que Q(Xj) nlest pas imposé, mals comme
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n+t
1
on a Q(xj) =-— (aj_1 Py * %4 pj+1) <0 .

J
i - % . doit st . .
Donc, puisque Q(xj 1) e Q(XJ+1) >0 f Q doit s'annuler sur ]XJ_1 iXJ[

[ .

t . .
et sur ]XJ iXJ+1
Comme, dlautre part, Q(Xi) =0 si i#£31,3,3#1 , Q@ a n racines dis-
tinctes, donc il est identiquement nul, ce qui est absurde, CoQ.F.D

Nous en déduisons immédiatement :

2.4.10 Lemme

Soit X un sous—espace du type gg;Tchebychef de C([a,b]) , de dimension n ,
soit f € ¢([a,p]) , et P son p.mea, dans X .

Alors les deux énoncés suivants sont éguivalents

i) il existe n+1 points distincts x1°naxn+1 dans [a,b] , et n+t nombres

0o t :
non nuls a1 an+1 els que

n+14

) 31 a, alx) =0 Yoex
g

b) £(x,) - B(x;) = [l£=H]| sign o

ii) il existe n+1 points ordonnés de [a,b] , sgoit a X, < X2599< X Db
tels que : f(x i> - P X, ) = x Hf—ﬂl avec des signes alternés,

Démonstration :

Supposons i), Quitte & changer la numérotation des x; , on peut supposer
qutils sont rangés par ordre croissant, Alors, dapres 2.4,9, les signes des

o sont alternés, On a donc bien ii),



39,

Supposons ii), La proposition 2.4.3% nous donne a). D'apres 2,4.9, les signes

des oy sont alternés, I1 suffit de multiplier les o, par i1 pour avolr b)°

CoQeFoDs

I1 ne reste plus qu'a énoncer le théoréme démontré par Tchebychef en 18573
2.4.,11 Théoreme

Soit [a,b] wun intervalle de R , et soit X du type de Tchebychef dans

¢([a,v]) , de dimension n ,
Alors

i) toute fonction f continue sur [a,b] posséde dans X une .m,a, et une

seule,

ii) P € X est mea, de f si et seulement si il existe n+? points de [a,b] ,

a X, < X2°ae< X b t.q. f(Xi) - P(Xi) = I Hf—ﬂl avec des signes alternés

2.4,12 Applications du théoréme de Tchebychef,

24012 A) Meilleure approximation dfune fonction continue par une constante,

Soit f continue sur [a,b] .

11 existe x, et x. € [a,b] togs @

1 2
f(XT) = inf f(X) =1
X€[a,b}
f(xz) = sup fx)=m
XE[a,b]

Soit X 1'espace des fonctions contantes sur [a,b] o Il est clair qu'il est
du type de Tchebychef,

Soit P 1le p.m.,a, de f dans X ,

m+M
Ona.P——é—
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En effet : ”f—ﬂl: sup If(x)-§%¥| = EEE
X€[a,b] T
aux points x, et x. ., f-P atteint son maximum == avec des signes
1 2 2 J

alternés :

Il
1
Il

f(X1)-P(X1) m s = (ﬁiﬁ)

2 2
£(x,)~P(x,) = u-2 oy (E;ﬂ)

2:.4,12 B) Approximation par une fonction linéaire,

Prenons [a,b] = [O‘,g] et f(x) = sin x
X =1{v t.q. v(x) =2z + p}
I1 est clair que X est bien du type de Tchebychef,
Cherchons P p,m.a, de f dans X , P(X) est de la forme AX + W o
f(x) - P(x) atteint son maximum en trois points au moins : X1 < X2 < X3 o
Supposons gue les trois points Xk appartiennent a ]O ig[ °

Alors 1'équation f'(x - P'(Xk) =0 =¢cos X, = A a trois solutions dans

k) k

]O ,g[ , ce gui est absurde, dfol : 0 = X1 < X2 < X3 = g , &avec cos x2 = A o

On a, si p est égal a “fmﬂl au signe prés s

£(0) = P(0) = =p = +p

les inconnues sont A, p, Xy 5P e Elles sont parfaitement déterminées par les

équations ci-dessus :
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1'équation cos X, = % < 1 détermine X, de maniere unique,

\/ 2 2 . \/ 4 2 2
2p = VY1 =cos x2 - x2 , diou p==%[ 1,,_5 - Arc cos é]

T
2.4.12 C) PolynSmes de Tchebychef,

Nous allons démontrer 1'énoncé suivant :

Le polyn8me de degré n , dont le coefficient de x est 1, gui approche
le mieux O sur [-1,+1] , au sens de la norme de la convergence uniforme,
est 2-n+1T o

Rappel : Tn est le polyndme de Tchebychef d'ordre n , Pour x € [—1,+1] ’
Tn(x) =cosnt avec x=cost, 0t m. On sait que Tn(x) = 2x TnF1(x) -

_ _ _ ¢ -
Tn_2(x) N=2,3,00, To-—1 , T1-—X d*olu le coefficient de X dans Tn est

n"‘1 ’ . . .
2 (par reourrence)o Nous allens avoir besoin de la remarque suivante

Remarque @ Pn est p.m,a, de 0 sur [-1,+1] si et seulement si ¢

a) il existe n+1 points de [w1,+1] ol Pn =1 HPAI avec des signes alternés,
b) le coefficient de X dans Pn est 1,

BEn-effet :

Soit Qs le p.m.a. de ¥ sur [-1,+1] . Comme & ) est du type de Tche-

Ne
. . . N n + I
bychef, 11 existe n+1 points sur [=19+1] ou x.u-th1 = = “x G’Qn-Jl

avec des signes alternés,

. _h .
I1 est clair que Pn =X Qn_1 , dfou la remarque,

Il ne reste plus qu'a voir que 2_n+1‘l‘n satisfait a) et b)
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a) il est clair que llTA]: sup ioos ntl -1,
kn k
pour tk ==, cos nt = (=1)" ,
Puisque 1t € [O,n] , k prend les valeurs 0,1...n , donc i1l y a n+1 points
t. entre 0O et = Prenons x., = cos T, = cos kx k=0,1 n
k @ 3 . k k n , 9 @9 )

4
i

Il y a n+t points Xy entre -1 et +1 , ol Tn prend les valeurs

avec des signes alternés,

fs s ) =141 (s .
Done Tn véerifie a), ce qui entraine que 2 Tn verifie aussi a)e

b) il est évident que le coefficient de X, dans 2~n+1Tn est 1 .,

2,5 Meilleure approximation sur un sous-ensemble et Algorithme de Remes,

Soient K = [a,b] et X <B(XK) un sous-espace du type de Tchebycheff de di-
mension finie n .,
Soit J un sous-ensemble de K formé de n+1 7pbs au moins, Si v € X, 1la

restriction v/

7 caractérise v de maniére unique, Si Y = {V/j ol v € X}~,

Y est du type de Tchebycheff et on peut poser le probleme de la m,a. de f/j
dans Y ,

2.5.1 Définition : On dit gque u € X est la mea, de f sur J , si u/J es
12 m.a. de f/j dans Y.

si f €6(K), on sait qufil existe u -unique dans X qui réalise la m.&a.
de £ sur J et qutil existe slors n+1 pts de J tels que

f(xi) - u(xi) =t Sup lf(x)=»u(x)|- avec des signes alternés,
J
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2.5.2 Algorithme de Remes,

- L'algorithme de Remés permet de construire la m,a, dans X de f 61?(K)
- Précisons 1l'algorithme :
a)- On part de Jo arbitraire formé de n+1 points,

_ n
b)- Soit u lama, de f sur J :u = 2{:1 APy

o)
. i i
en ces n+1 points on a f(xi) - u(xi) = (-1) Hf-uoug(J) = (-1) po
d*olh n+1 équations & n+1 inconnues xj et Po qui s'écrivent
S e (x) + (1)Y= £(x,) i
:E:1 xjwj X;) -1 P, = Tix, 0Lign,
c)— On a Hf—uJI: S%P |f(x)-uo(x)| 2 po = Hf-qu (J) = S?p If(x)-uo(x)l
(a) ou bien ”f—uOH= o et d'aprés le théoreme de Tchebycheff, u, = m.a.

de £ sur K

(B) ou bien ”f-uJI) Py *

|

On considére J_ {x} que 1l'on ordonne et, on élimine un des points en sorte

Alors dx € &7 tea. [f(x)-u (x)] =[/f-u

que les alternations soient respectées,

d)- Sur l'ensemble J1 ainsi obtenu, on détermine u1 m,a, de f et on

itére le procédé,,.

e)- Il en résulte une suite uy qui converge vers la m,a, de f sur J .

2.5.3 Proposition : La suite u, converge uniformément vers la m.a, de f

dans X .

Trois lemmes préalables seront utiles & la démonstration,
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Lemme {1 : lLes

pk = Sup lf(x);uk(x)l forment une suite croissante,

Iy

Démonstration :

On note J. = {Xl...xl } et u, lama., de f sur J. .
i 1 n+14 i v i

] n+t 1 i i y . \ .
Soit f£.(v) = o. vix. les ¢«. ayant été normalisées cl'est-a~dire
;(v) Zj=1 ; ( J) Sy
n+1oy 5 ' ’
J=1 lajl =1. Ona zi(uk) =0 car u €X.
S 1
=t f = -— = -
P, 151( ) 2, (f-u ) J§=1: ocj(f(xj) uo(xj))

= :E: la;l If(x})-—uo(x;)l "puisque lton a des
J

alternations' = 25: la;lpo + Ia;1| (Hf—uoﬂ'po)l'puisque 1'on a
J

|f(x;)-uo(x;)| = p, sauf pour un j (3 =j1) oh 1lton a
1 ]
|f(xj1 ) -uo(xt'j1)| = [le=u "

1 .
+ Iaj1| Nle-ufl -0} > o, wuisque [[f-u > o .

i e | (fe-u c.q.f.d,
Ix

P = Pry wall = Pry) > Py

Iemme 2 : JI1 n'y a pas de points de Jk dont la distance mutuelle tende vers

0, i.e, 3s>0 %.q. |x1‘.f-x§| ys Vi et jgnst et Yk.

Démonstration

Par l'absurde pour i et j fixés,

Supposons qu'il existe {km}-—> +o toq. |x =X -0,

k
. m . . -
Dans la suite {Xz } on peut extraire une sous-suite convergente vers x, et

ce pour 1 ¢ £ n+l . On notera que X, =%, . Comme X .,.,E

5 3 1 et ne sont

pas tous distincts, il.existe u dans X (du type de Tchebycheff), tel que

k k
—-(= - m m
u(x,) =£(x,) , 1< £gnet . Alors |f(xz)—uk(x'e)| =P > Py >0
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m
O

k k p
1 2 §nH et ]f(xzm)-ﬁ(xzm)l < —2-1- V¢ d&s que km >k

I1 suffit maintenant de remarquer que 'gk(uk —1_1) ;é 0 pour km > km ce qui
m ' 0

est impossible puisque /zk doit stannuler pour toute fonctionnelle de X :

,{Zk(uk-u) = ,ek(uk—f) + Zk(f—u)
k k -, k
==-p,_ + Afix.) - .
DI ACCIREC)
P p p
1 K _ 1,
$=p + % :{:j lajl =-p+ 5 <=5 <0 c.q.f.d,

Lemme 3 s Il existe r > 0 tel que locfl »>r pour 1 g 1. n+t, Yk

Démonstration (par 1'absurde)

k
Supposons a1m - (0 pour une certalne suite km .

n+1
k z Id 3 k
Les {oci}k étant bornées (puisque 1'on a 15_1 Iail = 1) alors par ex-

tractions successives de sous-suites, on obtient une sous—suite km telle que

l{m
- 0
%
< km
@, ey 2 1A
k
X TLx 1 &1 n+t
L‘l i A N
n+1 km km n+1 _
Alors si v € X & v) =0 = o, v(x. tend vers oc.v(x.)
km( ) %é; J J ) g;; J 3

n+1
d*ol Z:: ocjv(;tj) = 0 Vv € X,
—

Compte tenu de IEi”Ejl >8>0 (lemme 2), ceci n'est possible que si

n+1

. . k .
az T e o= an+1 =0, Or la normglisation des o, exige que ?z_;: locjl = 1

d'ou la contradiction,

Démonstration de la proposition 2,6.1

Soit u la m,a, de £ et p =|f=u| .
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o, = Sup |£(x)-u (x)| ¢ sup |£(x)-ulx)| < p
Jk Jk
Pk*1 = Pk + lakl (“f—udl— pk) d'aprés le lemme 1

y P+ T (Hf—ﬂl— pk) d'apres le lemme 3,

I1 vient P~ Py < (1-3)(p-pk)
k+1
& (=) (o=p_)

k k
Les o, ¢étant non tous nuls et :E: la,‘ =1, ona r<1 et le second

i i
membre tend vers 0 , quand k —» + o,

Dlolt 1lim p, =p .
k
koo
Dol immédiatement dans la formule qui vient du lemme 1

iim fe-u ]l =0 .

00

La suite {u étant alors bornée dans X qui est de dimension finie, est

o
relativement compacte, et il existe une suite extraite convergente vers u
dans X .

Alors p = ”f—dl:llf-al d'or u=u (unicité de la m.a, de f dans X)

et “lim uk =U . c,gq.f.d,
ko0
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§% - Fonctions splines d'interpolation

3,0 Introduction

A 1'origine, 11 s'agissait d'un probléme dtinterpolation : pour tracer une
courbe passant par des points donnés, les dessinateurs utilisaient des lattes
(en anglais "splines") flexibles, Ces lattes étaient maintenues en place par
des poids de plomb, appelés "ducks", BEn jouant, d'une part sur les pointsou les
ducks étaient attachés a la latte, d'autre part sur la position de la latte et
des poids par rapport & la surface, on arrivait & faire passer la latte par les
points imposés,

Appelons T la courbe dessinde par 1l'axe déformé de la latte,

La "fonction spline" mathématique wu est une approximation de la courbe T

3

. 2
par une fonction de classe C, de classe ( par morceaux, ¢les sauts de la
dérivée troisiéme correspondent sux points ol sont attachés les ducks,

La théorie mathématique des fonctions splines est récente ; un grand progrés a

été effectué en 1957 avec la démonstration par Holloday du théoréme suivant

Théoreme : soit a < x1°°°< Xy < b une subdivision de [a,b] , et YyoeeVy

N nombres réels. Parmi toutes les fonctions v de classe C2 sur [a,b] telles

)

que V(Xi) = yi i=1...N , la spline fonction wu Lelle gue u"(x1) = u"(XN

b
minimise la fonction B(v) =‘f lv"(x)|2dx o
a

On peut trouver une démonstration de ce théordme dans Ahlberg [6] .
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Interprétation : 1'énergie potentielle de la latte est minimum, En effet, V"

est en général une bonne approximation de la courbure C , et on sait que 1'éner-
gile potentielle d'une latte déformée est proportionnelle a ‘f (C(X))2dx R

Clest pourquoi le théoréme d'Holloday est parfois appelé la "propriété du mini-
mum de courbure",

Nous allons généraliser ce résultat, en cherchant parmi les fonctions v +t.q.

v(k) € Lz(a,b) et v(xi) = yi celle qui réalise le minimum de la fonction
b .

E(v) =‘[ lv(kex)|2dx .
a

3,1 Définition et propriétés de Hk(a,b),

3.1.,1 Définition
Soit [a,b] wun intervalle de R .

Soit k un entier » 1 . L'espace de Sobolev Hk(a,b) d'ordre k sur

l'ouvert Ja,b[ est défini par :

dJu

k 2 2 .
H (a,b) = {u; t.q. u € L7(a,b) et — €L (a,b) , 3=1,000,k}
dx® .
Jy
I1 faut préciser & quel sens on prend les — -
dx

Pour cela rappelons bridvement comment sont définies les distributions sur Ja,b[,

(pour une théorie générale, voir Schwartz [ 7]).

On définit d'abord :

gX]a,b[) = {¢,¢ indéfiniment différentiable sur Ja,b[ , et & support compact
dans Ja,b[}

puls @
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gf(]a,b[) = dual de gx]a,b[) = espace des distributions sur ]a,b[
qulon munit de la topologie forte de dual,
Si T € Sf(]a,b[) et o €§)(]a,b[), la valeur en ¢ de T est notée <T,¢d.

d fps s
la dérivée ag est définie par :

ar d |
<9 =<,z VYo €D(Ja,v[)

ce qui donne une application linéaire continue de ZY(]a,b[) dans lui-méme qui

a T associe aT
d_X ]
p djT s
Naturellement, on définira -—= par itération,
dx

On note. que g)(]a,b[) C:Lz(a,b) C:if(]a,b[), en identifiant (ce qui est loisi~
ble) tout élément wu de L2(a,b) & la distribution : ¢ — <u,¢> .

On peut maintenant préciser la définition de Hk(a,b) en disant que les dérivées
dJu . . . .
—— sont prises au sens des distributions sur ]a,b[ o
dx

. k
On munit H (a,b) de la norme :

la | Sty ) by - L
u = D*u avec DU = —we=
7%(a,b) (j:O 1°(a,b) dx?

on notera désormais : |u| = ]ul 5 et (u,v) = (u,v)
1°(a,b) L

ol = ”u“Hk(a

?(a,b)

,b)
3.1.2 Lemme

k(a,b) est un esgpace de Hilbert, le produit scalaire

Pour la norme “ ”k ,. H

de deux éléments u et v de Hk étant donné par :

k..
((w,v)) = > (0%u, D%v)
350
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Démonstration :

I1 faut vérifier essentiellement que Hk(a,b) est complet pour cette norme :

Soit {u,l une suite de Cauchy dans Hk(a,b)°

k

k, {DJu

Pour tout j , 0 J RS est une suite de Cauchy dans Lz(a,b) qui

)

est complet, d'ol plu,  tend vers Wj € L?(a,b).

k

Posons TO = U .

Comme Uy tend vers wu dans L2(a,b), on a en particulier u, ~u dans

Sy - Doy

3f(]a,b[), et, la dérivation étant continue dans 9 , onas D K

dans gf(]a,b[) donc Du = Yj € Lz(a,b) et u € Hk(a,b), Dol Uy U dans
152, b). C.Q.F.D.

3.1.% Lemme

Soit u € H1(a,b)e

Alors : i) u est p.p. égale & une fonction continue de [a,b] dans R .

ii) 1'injection H1(a,b) - B([2,p]) est continue.

Démonstration 3

X
i) considérons v(x) =‘[ u!(y)dy
a

8
dans & , ona: v'=u' d'oh (v-u)' =0
X
alors, presque partout, u(x) =‘[ w'(y)dy + ¢
a

donc, quitte & modifier w sur un ensemble de mesure nulle, u € ‘G([a,b])o

On peut maintenant parler des valeurs de wu en tout point de 1lt'intervalle

[a,b].
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ii) Soit x € [2,b].

Ve e [o0] L 2(x) - wP(0-2 [ wiulray

20) ez [ )] )] .

D’aprésll‘inégalité de schwarsz, uz(xo) < uZ(X)-+2|ul.{u'| < uz(x)-+lu|2-+|u’12

On somme de a & b
(b—a)uz(xo) < lu|2-+(b—a)(|u|2+‘u'|2) < lu|2+|u*|2-+(b—a)(lu‘2+lu'|2>
d'ou uZ(XO) N c2(|u‘2+‘u'12) avec par exemple o® =14 b-a °

Ceci est vrai pour X, arbitraire dans [a,b].

. .  entrat
Done ngg,b lu(x)l e ”u.“1 il.e. Hu.”@([afb]>< c ”u.“1 : ce qui entraine
bien que 1l'injection de H1(a,b) dans €([a,b]) est continue. C.Q.F.D.

3,1,4 Soit T Hk(a,b) - Lz(a,b) = $ (Ja,o[) définie par T(v) = 0
I1 est clair que T est linéaire et continue.
Lemme :

T est surjective et admet un inverse continue S :

X k-1
x = (5000 = [ L v()ee

Démonstration

* (x-g)1d

I, .
On a D Sf X = \[\ ————— N f d- ouxr :1 s a0 k_1
( ) (x) R =301 (g)ag p J
. k
donc on a bien 8f ¢ H (a,b) et TosS =1 .

T , ayant un inverse, est surjective,
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Montrons que S est continue

b
() ¢ oy [ I2(2)]a

a

b
L 1
d'aprés 1'inégalité de Schwarsz, I(Sf)(x)l < co(b—a)z{f .lf(g)!zdg)z

dtou | (s£)(x)] « e, |£] et Xifg,b]|(8f)<X)l <o l£] .

Par un raisonnement analogue, on a, pour - j=l...k=1 :

su J f£)(x c
0 10706 oy I

+ 1 3 4
dgone |08t ¢ (0-a)% [[D7se]] ¢ o, (b-a)? |£]
k .
et HSfHk = (223 IDJSfl2)%'< cy |£] , ce qui entraine bien que § est continue,
=1 C.Q.F,D.

3.1.5 Lemme

Soient XeooXy N points de [a,b].

Soit Hk(a,b) l'espace de Sobolev dlordre k , 1 { kK N, sur Ja,b[

N
alors v — (]Dk§| + }Ej |v(xi)|) est une norme sur Hk(a,b) équivalente a la
i=1

norme initiale Hﬁlk o

Démonstration :

i) on éderit v = SDkV + Ve SDk§

N k k
aton ¢ [l < llso®l + flv-so',
k k
Il < ey 17| + [lv-sD74[,
or DX(v-s05%) = Dv-p'8DY = 0 .
Donec v—SDkv 66194 , espace des polyndmes de degré < k=1 sur [a,b] .

6;

Sur ey ?

espace de dimension finie, toutes les normes sont éguivalentes,



53.
: N
Par conséquent, sur QPk»1 , 66— g;; le(xi)l est une norme équivalente a la

norme induite par celle de Hk(a,b).
X 2| K
d'ou 3 Hv—SD ﬂlk RS C4L§§; }v(;i)-SD v(xi)l

[v-s0'], <

N. N Kk
¢, haN lv(xi)l +e, > |sp v(xi)l
i=1 i=1
N
c, >

alors ”v—SDkﬂlk.g ‘V(Xi)l + 05 |DkV[ » Dbuisque :

i=1
k k k k
65 < s, ¢ o o, < oo 195 -
pinatenont, [, < o, [05¢] + o, 37 |v(x)] + o, [0
lnaleme , k\ 03 v +C4§ VXi +05 v

N
- k
N R = Al

ii) dans l'autre sens :
K il |
DVI+2§¢ﬂﬁH<HMk+NHﬂ,<%Hﬂk C.Q.F.D.

3,2 Nous pouvons maintenant aborder le probléme que nous nous étions posé, en
1*énongant sous la forme suivante :

Soit a < x1 < x2°°.< Xy < b une subdivigion de l'intervalle [a,b] , et

y1o.°yN N nombres réels,

Soit Hk(a,b) 1l'espace de Sobolev d'ordre k , 1 ( k¢ N, sur ]a,b[ R

Soit X = {v € Hk(a,b) t.q v(xi) =y i=1,..N}
k .
et Y=1{v €H (a,b) t.g V(xi) =0 , i=1...N}
by 2
posons E(v) =‘f ID v(x)l ax .
a

Notre probléme est : trouver u € X t.q BE(u)  B(v) ¥v € X .

La réponse nous est donnée par la proposition suivante,
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3.2.1 Proposition :

Avec les hypotheses ci-dessus, il existe wu € X unigue tel gque E(u) RS E(v)

Vv € X . Cet élément u est caractérisé par : (Dku , Dk(p) =0 Voev.

Démonstration :

Le probléme revient & trouver 1'¢lément v, de DkX c Lz(a,b) to Qo Iv*l RY |W|
Vw € 0% .

En effet, supposons que v, existe et est unique :

. . k
comme v, € Dkk , 1l existe u, € X t.q. Du, =v, .

4 . Vd 7z k
Montrons l'unicité de wu, : soit u,, un autre éleément de X t.q. D Uy = Vy

k
alors D (u**—u'*) =0, dfolu u,~u, 66?1{_1 o

*
Mais u*(xi)-u**(xi) =0 pour i=1,,.N , avec N 3 k.,
Par conséquent, u,~u,, =0,

Comme E(u*) K E(v) \Vv €EX, u est solution du probléme,

*
I1 suffit donc de montrer l'existence et 1'unicité de Vy, ¢
kx . ‘ . 2 .

Supposons que D soit fermé dans 1l'espace de Hilbert L (a,b) ; alors il
existe un élément unique w qui réalise la meilleure approximation de O dans
k . . k
DX : c'est la projection de. 0 sur D X . DNous poserons : Ve =W o

. N k p 2
Tout revient donc & montrer que D X est fermé dans 1°(a,b) :

Soit {vn € DkX} une suilte convergente vers v dansg Lg(a,]o)o Clest donc

aussi une suite de Cauchy dans Lz(a,’b)e Pour tout n , soit U € X tel que
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{un} est une suite de Cauchy dans Hk(a,b) :

k N

-

En effet, ”un—quk e [D (un—um)l +c 22# Iun(xi)—um(xi)| )
d'apres le lemme 3.1,5,
or wu (x)-u (x;) =0, aou flu-ull gclv-v]->0 et uw >u dans
k . ‘ . k k 2
H (a,b)g L'opérateur T étant continu, D un-_yD u dans L (a,b), et on a

£ . k . - .
évidemment Dwu =v , Mais, pour i=t,.,..N , u(xi) = lim un(xi) = yi R
n — co

Donc u € X , Dkﬁ =V € DkX , et DkX est fermé dans Lg(a,b).

Caractérisation de u, @

V, = Dkﬁ* , ¢étant la projection de 0O sur DkX (qui est un sous-espace affine
7 k ’ . ’ 1% N 0
translaté de DY), est caractérisée par v*-OJ-D , clest-a-dire
k k
(0w, ,Dp) =0 Vo € Y. C.Q.F.D.

Nous allons maintenant donner une caractérisation plus précise de 1'élément
minimisant que nous venons de construire :

3.2.2 Proposition

Ia fonction u gui réalise le minimum de B(v) dans X est caractérisée par

les conditions suivantes :

i) u est un polyndme de d° < k1 sur ]a,x1[ t ]XN,b[

ii) u est un polyndme de a° £ 2k-1  sur ]Xi’Xi+1[ i=1...N-1
i11) Dlu(x,-0) = Dlulx,+0) j=0...2k-2 i=1...N

iv) plu(a) = Dulb) = 0 j=k...2k-1 .
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Démonstration :

a) si u vérifie les 4 conditions, montrons que (Dku, Dk¢) =0 \V¢ €Y .
Soit ¢ €7,
Considérons ]Xi :Xi+1[ y  i=t...N-1,
. 2k o}
Sur cet intervalle, D u=0, car du( 2k1 .,

D'ol, par intégration par partie

X X,
i1 2k 2k=1 2k=1 i+ _2k-1
0 =‘f Du.e =D u(xi+1—0)¢(xi+1)-D u(Xi+O>¢(Xi)'-J, D u. Do
X, X,
i i
i 2k .
= _‘[X D U, Dp pulsque @(xi+1) = @(xi) =0,
i

Une deuxiéme intégration par partie donne

X
2k=2 2k=2 i+t 2k=2 2
0= - 0™ ulx, ). Dplx,, ) + 02 Pulx,) Dcp<xi>+fx 2?2 2
. . i .
Cette écriture a un sens puisque DJu(Xi—O) = DJu(Xi+O) = DJu(Xi) pour
J=0eo.2k-2 , Aprés k intégrations par partie :

k2 . . . . .
0= 2;% (—1)a<3){Dk+Ju(xi+1). Dk—1_3¢(xi+1)-Dk+Ju(Xi) .Dkk1—3¢(xi)}

J si k impair

Il

X,
+ (—1)k‘[ i Dku, Dk¢ avec olj)
X,

i a(j) = J+1 si k pair

Nous remarquons : comme u est 2k-2 fois dérivable en X1 ,

Dk+3u(x1) = lim Dk+3u(x)

%, =0
XX1

0 pour J=0,..k=2 ., De mme au point x

On a :

i

b X b X
k k k k
(0™, Dkw) =‘[ Dkuo Do ‘[ ! Dku'° Dk¢4:[ Dkuo D ¢+lf N Dku° Do
a a XN X1

comme u est de degré k-1 sur ]a,x1[ et sur ]XN,b[ ,
X N=1 p x,

k k k k k

(Dku, D @) :([ N Du.,Dyg = 1+1 Du.Dyo

X1 1=1 Xi
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Mais

k=2

N-1 . .
f Py - {}: ()2 o o e, )0 ) -
Dk+ju(xi) o Dk_1_jcp(xi)}] .

BEn intervertissant les sommations en i et les sommations en Jj

k=2 . . . . .
f D% 0% = 30 ()7 e )0 g ) - 05 (e )0 g, )]

3=0

Dtapres la remarque que nous avons faite, cette quantité est nulle,
k k
on a donc (D u, D cp) =
. k k
B) Supposons maintenant (Du,D cp) =0 ch €Y.
En prenant pour ¢ une fonction de :D(]Xi’xiﬂ[) <Y, on voit que la condi-

[ .

tion (Dku,chp) = 0 entratne que Di =0 sur ]x A

Donc, sur chacun de ces intervalles, degré u 2k-1 , ce qui nous donne ii).
Utilisons ce résultat, comme dans le cas «) :
X
. i k
Soit ¢ €Y ; ona f 1+ D2u°cp=0,

X.

i X
N N . . i k k
Aprées k intégrations par partie, on a O :[ 1+1 Du.Do + oy

X,
k=2 J o k] k1= ’ k+] k=3
Avec o = % (-1)° {p u(xi+1+0) . D cp(xi+1)—D 1(xi+O)D cp(xi)} .
b K _
t o7 M = i = =
Do ¢ O —I Du.Do + E : o=, » avec la convention a X, et b X
a
% X . N
Mais, comme (Du s D cp) =0 , on a nécessairement 2 o, = 0.
i=0
Considérons maintenant 1'intervalle ]a,x1[ , et prenons pour ¢ une fonction.

[a,x, D).

Alors O

il

N k=1 . . ,
ke ke f , ]
E o = Z: (=1)¢ [—- D u(a)D Jcp(a)] , et, necessalrementf

Dk+‘]u(a) =0 pour J=0...k-1 . Dl'ou u est un polyndme de degré < k=1 sur
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]ajx1[ . Le méme raisonnement s'applique & ltintervalle ]XN,b[ . On a donc
. ) '’ .o _
prouveé 1) et 1v). I1 ne nous reste plus qu'ad prouver : D u(xi—o) =D u(xi+0)
pour J=0...2k=2 et 1i=1,..N .
Prenons pour ¢ une fonction de gX]xi_1 in+1[) telle que ¢(Xi) =0 .

I1 est clair que ¢ € Y .,

Alors :
N k=2 .
_ _ _q)d k+j a1 k+] k—1-]
0= Z : 0y = (=1) {D ‘u(xi+1 0)D ¢(Xi+1)-D u(xi+O)D _@(Xi>
1=0 3=0
kt+] k=1-j k+j k=1-]
+ D u(xi—O)D @(xi)-D u(xi_1+O)D ¢(xi_1)}

)}

k=2 . . : :
=57 (<1)° [Dk”u(xi--o)-—Dk”u(xi+o)]1>k"1'3<p(xl
=0

Nécessairement, Dk+Ju(Xi-O) = Dk+3u(xi+o). pour J=0...k=2 , et on a bien
prouvé iii), CeQeF.D,
3.2.3 Definition

Soit a < x, < X ...< ¥ < b une subdivision de 1'intervalle [a,®].

On dit gue u, € Hk(a,b) est la i-&me fonction spline de base si ui(xj)::éij

t Bl(u.) ¢ B(v) Vv e x.

- 1
N

Avec les notations de la proposition %,2,2, on a u = EE: c‘iui .
i=1

3.3 Probléme de convergence

Soit Hk(a,b) l'espace de Sobolev d'ordre k sur Ja,b[ .
. k .
Soit f € H (a,b) fixé,

A tout n € N, associons une subdivision An ta < X? < Xn...< %

2 )

[a,b].
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Soit Xn = {v , V € Hk(a,b) et v(x?) = f(x?), i=1...N(n)}

et Y
n

i
i

0 ,i=1oooN(n>}

{v , vV € Hk(a,b) et v(x?)
On sait alors qu'il existe un éliément w, de Xn tel que E(un) < B(v)Vv ¢ Xn
Le probleme est alors le suivant : Est-ce que u =~ converge vers f quand n

tend vers 1l'infini ¢

La réponse nous est donnée par la proposition suivante

3.3.1 Proposition

3i le module de la subdivision An tend vers 0 guand n - o, alors u.n

converge versr f dans Hk(a,b).

&£
i+t

Démonstration : Nous noterons n, = Sup x? le module de la subdi-

j‘:o. L QN

vision A
n

i) Remargues préliminaires :

_ Soit n €N .,

n n k k k
un(xi) = f(xi) , donc uhf"f € Yh y et (p U s D uhf'D ) =0 .
Dfapres 1'inégalité de Schwarz, tDkun|2 = (Dkun, Dkf) < leﬁhl kaT[ o

ponc [0 | ¢ D% .

Posons v =u -f .

On a vn(x?) =0 pour i:1,,..,N(n).

IDkvn] < leunl + |Dkf| , donc IDkv,nl est majoré par une constante indépen—
dante de n , par exemple 2|Dkf| .

k k
Ecrivons ¢ v_ =3DV_+8 , avec 6 =v_ - S3SDv ,
n n n n n n
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k k :
Comme D Wh—SDvn)—O , on a %1€@b4°
On remarque que 6 (Xn) = —SDkV (Xn)
ni ni” °
k

Notre but est de montrer que v - (0 dans H (a,b) R
.. . k , 2
ii) Montrons que la suite {D vn} est bornée dans 1 (a,b).
Des que n est assez grand, nn.< —_—
I1 existe alors k points vy ° tels que l ST > ks

P Vpeeodx B

Utilisons les polyndmes d'interpolation de Lagrange :

k k (y-y%)
o, (y) =3 Gn<y?)/5§(y) , ol eril(y) = -II _II—JH"
=t ?;, (v=v.)
k JFl 1 ]
ERCIRS SR LRCIN At
=
k=1
D'une part : l/eil(y)‘ < (b—a) _ (21{)1{_1 .

[(0-a) /2]

k k ki k
D'autre part : Ien(y?)|,$ ISD vn(y?)! RS HSD vn"ﬁ([a,b])< c ”SD vn“1< 0503|D vnl

N k=1 k £ sz
Diolu len(y)l < k(2k) 0503 |D vnl , donc “eJlg([a’b]) est borné indépen-—
N b-a
damment.de n dans §1§°1 des que n, RY - -

Toutes les normes étant équivalentes sur Q?

lq » OB VOit que la suite {en}

est bornée dans Hk o

k k
vl < lsp e+ el < ey 10w [+ Ml ]l -
Comme IDvnl RS an”k , la suite {Dkﬁnl est bornde dans L2(a,b)o

iii) Montrons gque v - 0 uniformément,

Soit x € [a,b] . Alors il existe i tel que X? L x K X0

v (x) =u (x}) +‘f‘i Dv(g)dg .
i
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Dlaprés 1'inégalité de Schwarz,

ol ([ ag) ([ 2 o)’ (acszitio,

. X,
i i
ol

D'ol an“f."([a,b]) RS K(nn)2 , ce qul entraine bien gue- v, 0 uniformément,
; . . k . ) 2 .
iv) Puisque la suite {D Vn} est bornée dans 1 (a,b) , on peut en extraire

. k . 2 . .
une sous-suite {D vn,} qui converge vers v dans L~ faible, Mais alors

. k : . 2 .
toute la suite {D vn} converge vers v dans. L~ Tfaible : en effet, supposons
qutil existe g € L2(a,b) tel que (g,DkVn) $ (g,v), Cela signifie qut'il
existe un nombre n > 0 , et une suite np tels que : I(g,Dkvn —v)l >N e

P

k . .
Or la suite {D v, } est bornée dans L2(a,b), donc on peut en extraire une
P
sous-suilte convergeant faiblement vers v , ce qui est absurde,
. . k 2 .
On voit maintenant que v =0 : en effet, D .7 v dans L~ faible, donc
' . , X P
dans 9 . Mais d*autre part, v, 0 uniformément, donc aussi dans @ o
. k . 3 k
Liopérateur D étant continu dans 9 y D .~ 0 et v=0,
k . : 2
Montrons que D v, 0 également dans L~ fort :
k k k 2 k k
Comme (Du,Dv):O,IDV_l +(Df,Dv)=O.
n n n n
k C s o . k 2
Donc lD vnl - 0, ce qul signifie bien gque D v, 0 dans L~ fort,

Nous pouvons maintenant conclure que v, 0 dans Hk(a,b) :

Soit x, < X, <.e< x k points fixés de Ta, [ .

k
k k 1
”Vn”k\< C{ID vnl + iE=1: Ivn(xi)l} < cflp vn[ + kK(nn)z}
cette derniére quantité tendant vers 0 quand n - + o, C.Q.F.D

Le corollaire suivant est immédiat

3.%3,2 Corollaire : Pour Jj=Oeook—=1 , oOn a : lim ”Djun—Djfuz €([a,b]) R

n - <o
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