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GENERALISATION DES ALGEBRES DE BEURLING

Philippe Tchamitchian

INTRODUCTION
L'objet de ce travail est de généraliser la notion d'algébre de Beurling.

Si W, RN +C€ est un poids, on pose

Aw, = {f e +c/8 lf(£) |2 w (£)aE < +oo}.
N
R
Sous les quatre hypotheses suivantes :

(@ w(é+n)=<Cw(&)w(n)

o 2 eL'®Y
w
(o}
1 1 C
© F *T=+F
(o] O

o]

@ 1=we)sca+ler,

Awo est une algébre, dite de Beurling (voir B]et [4] ), dont on peut caractériser

les multiplicateurs ponctuels par le théoréme suivant .

THEOREME 0.1. m:R" +€ est un multiplicateur d'une algébre de Beurling

Aw0 si et seulement s'il existe ¢ € C°;(RN), © #£0,  telle que m(x) o(x-t) € Awo

uniformément en t(-:RN .
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Les espaces de Sobolev HS(RN), avec s> IZN , sont les exemples les plus classiques

d'algebres de Beurling.

Nous avons voulu alléger les hypotheses sur le poids, notamment supprimer
1'hypothese (d) (c'est-a-dire envisager des poids croissants ou décroissants, a vitesse

lente ou rapide), de facon a obtenir 1'un des deux résultats suivants :

(@.1) m est un multiplicateur de Awo si et seulement si x —» m(x-t) envoie

{feAwO/Supp fcB(0, 1)} dans Aw_ uniformément en ter™ ;

(02) Aw_  est une algébre de Banach.

La propriété (01) occupe les deux premieres parties de ce travail. Nous 1'obtenons
en imposant une structure particulieére a 1'espace Awo, que nous avons appelée struc-
ture de puzzle—LZ. Celle-ci est donc étudiée pour elle-méme dans la premiére partie.
Nous montrons ensuite comment 1'appliquer a AWO, en partant de ce que 1'existence
de fonctions a support compact dans AWO implique que Awo soit non quasi-analytique,
et, de 1a, en établissant un lien entre Awo et certaines classes non quasi-analytiques.
Les conditions que nous imposons a Wy deviennent alors :

. N . Wo(g"'n) Wo(n"g) -
(e) A/ g €ER Woo(g) = Max{;uepRN W ’ i’l,lé)RN -W—O(Fr} +e0

log w (&)
&) ——
(1+'€j2)2

e L'V,

Une fois établi que AW'O, sous ces hypofh‘eses, est un puzzle--L2 , nous en déduisons
la propriété (04), que nous poussons plus loin en dégageant un résultat a propos des

opérateurs pseudo-différentiels sur Aw .

Nous traitons la propriété (0.7.) dans la troisieme partie. Nous commencgons par

déterminer les poids W tels que Awo soit un "module" sur AW1, c'est-a-dire
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tels que les éléments de Aw1 soient des multiplicateurs de AWO. Dans les cas ou
nous pouvons prendre Wy = WO, nous trouvons les algebres AW‘O, qui existent
dans des conditions plus larges que celles de Beurling : il suffit simplement que la condi-

o
» - r'd 0 .« 7 - - . X \
tion (c) soit vérifiée. Et puisque cela est vrai si wo(x) =e , ou O0<a<1,

. . 28 |x N N . p .
ou bien si Wo(x) = (1+ lx ’ Ye , obu s>, iln'estpasnécessaire que W,
soit a croissance lente, ni méme que Awo soit non quasi-analytique.

Lorsque AWO est une algébre, il existe une condition nécessaire et suffisante

(CNS) particuliérement simple pour que AwO soit un puzzle—Lz, a savoir :

Log w_(x)
(h) ° 1 € L'RY).
(1+ ‘x (2)7

(h) est aussi la CNS pour que Aw_ vérifie la propriété 4), qui prend alors la forme

simplifiée suivante, proche du théoréme 0.1,

THEOREME 0.2, m: RN » € est un multiplicateur de Awo si et seulement

s'il existe o© € AWO, o =1 surunvoisinage de 0, telle que, pour tout t€RN,

mx) o(x-t) € Aw, et |m(x) oz, =c.
o

Le cas ou Awo est a la fois une algebre de Banach et un puzzle—L2 (ce que

nous avons nommé algébre de Beurling généralisée) apparaft donc spécialement intéressant.

11 fait 1'objet de la quatriéme partie dans laquelle, apres avoir établi quelques propriétés
générales, nous améliorons le théoreme obtenu a la deuxieéme partie sur les opérateurs
pseudo-différentiels. Puis, nous donnons deux exemples d'algébres de Beurling généra-
lisées, dont nous déterminons completement les multiplicateurs. Le premier est le cas
bien connu des algebres de Sobolev HS(RN), ou s> IZ\I .  Le second concerne les

2
. N . . . . Lo X .
poids log-concaves a croissance au moins aussi rapide que e S ; il recouvre

o
le cas des poids de Gevrey ean‘ , o a>0 et 0< <1,
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Enfin, nous nous placons du point de vue des transformées de Fourier dans la
cinquiéme et derniére partie, en démontrant certaines propriétés des fonctions a spectres
compacts d'un espace L2(RN , wo(x) dx), puis LP (RN , wo(x) dx), qui concernent
la dérivation et la presque-orthogonalité. Nous terminons en complétant par une informa-

tion numérique un résultat d' Yves Meyer, qui donne une condition suffisante d'apparte-

nance a BMO(RN) a partir d'une décomposition de Littlewood-Paley.

NOTATIONS

La lettre N est réservée a la dimension.

N

XER ' veut dire x = (x1,..., XN), ol x.€R.

On a adopté la notation multi-indicielle : « = (oc1, ey O‘N)’ ’ocl =g Fo. ot SN
o1 ’«l

bo‘=b1 bO(N -2 .
X, X

N DX1...OXN

A

Si ot RN +»C estune fonction, Suppf désign_e son support, et f sa transformée

de Fourier,

Si E est un espace vectoriel fopologique, E' estson dual, et &FE son image par
la transformée de Fourier. ” HE et (., . )E désignent sa norme et son produit

scalaire, lorsqu'ils existent.

Les distributions sont notées comme le fait Laurent Schwartz : C:)O(RN) = D(RN) est
1'espace des fonctions de classe c® a support compact, ‘5(RN) 1'espace des
fonctions a décroissance rapide, D'(RN) 1'espace des distributions, <& (RN)

1'espace des distributions tempérées.
Si a€RN, 3 a est la distribution de Dirac en a.

Les constantes sans importance sont notées C, C1 , C2, ce

Les chiffres entre crochets, par exemple ( [4]), renvoient a la bibliographie,



1. LE POINT DE VUE ABSTRAIT

1.1. Les puzzles—Lp

Dans toute cette partie, on suppose donnés un espace fonctionnel &', au sens
de Gelfand, Shilov et Vilenkin (voir [6] , et 1'annexe 1 pour un bref rappel), et un sous-
espace E, muni d'une norme invariante par translation, dont la topologie est plus fine

que celle induite par &®'. E sera toujours un espace de Banach.

DEFINITION 1.1. On appelle fonction découpante associée aux compacts K

o
et H de RN, H c K, toute fonction positive A€ COOO(RN) telle que

(D.a) Supp A=K et A=1 sur H

(D.b) A réalise une partition de 1'unité, c'est-a-dire qu'il existe Xqs Xpp oouy X

€ [—1,1]N tels que, pourtout x :

(1) z
kEZ

Mx-x.-k)+ Z A(x—xz-k) toot B N A(x—xn—k) =1.

L kez kEZ

N

DEFINITION 1.2. E estun puzzle-Lp si, quels que soient les compacts K

0
et H, H d'intérieur nonvideet H < K, il existe une fonction découpante A,

associée 8 K et H, telle que
(P.a) VIx)EE Alx) f(x) € E

(P.b) sion pose, pour tout f(x) € E, FA(t) = Hf(x) A(x-t)HE, alors

F A(t) eP (RN), et il existe une constante C > 0, dépendant de K et de

H, telle que

(2) éHFA” < ”f”E = CHF‘A” .

1P L

VOCABULAIRE. Si une fonction découpante A, pour les compacts K et

H, vérifie (P.a)et (P.b), on ditque A est associéed E.
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Les exemples de puzzles—Lp que nous pouvons donner tout de suite sont, en

N

premier lieu, les espaces Lp(R . wo(x) dx), ou wo est un poids quelconque. On

a eneffet, si f¢€ Lp(wo(x) dx) :

.

1
Hge |
I,
=L w )

ce qui est plus précis que (2).

I1 y a aussi les espaces de Sobolev ,ﬁg(RN), et plus généralement les espaces

N) qui sont des puzzles—Lp (voir les démonstrations dans Strichartz

b

de Besov B° (R
P.q
[14:[ et Peetre [11] respectivement).

En revanche, les espaces 1P de Hardy ne sont pas des puzzles-—Lp , parce
qu'ils ne contiennent pas de fonctions non nulles a supports compacts. BMO(RN) n'est
pas non plus un puzzle—Lp, quel que soit p, parce que la deuxieme condition, (pP.b),
de la définition n'est pas vérifiée. Montrons-le en dimension 1. Si (P.b) était paire,

toute fonction du type suivant :

M

1 —m e x)

2o >

serait un multiplicateur de BMO(R), ce qui est faux. Il suffit de prendre f(x) = log lx ’

pour le constater.

REMARQUE. I1 y a un lien étroit entre les puzzles-Lp et les espaces du type de

Wiener définis par Hans G. Feichtinger. Ce point est développé dans 1'annexe 1.

On suppose maintenant que & est un puzzle—Lp. Cette dénomination fait

référence a la structure des é1éments de E. Eneffet, si f€EE etsi £ estune

fonction découpante associée & E, on écrit



(3) fx)= I N £(x) A(x—x1-k) +o..4+4 I N £(x) A(x-xn_—k),
kEZ kEZ
ou X x_ sont des points d [1 1_-JN Srifiant (1) A, (3) formali
19 s Xy points de |-1, vérifian avec ) se fo! ise

ainsi :

) : )
(4 fx})=X % £, (x),

i=1 kez\ 1K

oli fi g €E et Supp f_i K C X+ k + K. Chaque élément de E est donc un "puzzle",
? Y

norme d'éléments a supports compacts de E, quien sont les "pieces". Les supports

des "pieces" forment un recouvrement localement fini du support de f.

De telles décompositions permettent de substitljer au point de vue continu de la
définition 1.2 (ol 1'on estime la norme LP de F A(t)) un point de vue discret (ot 1'on

H . ce qui correspond a une discré-
i,k E)1=1,...,n 4 p

kezZN
tisation du parametre t). L'objet de ce premier paragraphe est de démontrer la stricte

estime la norme &P de la suite (Hf.

équivalence de ces deux points devue.

Pour cela, nous commengons par estimer la norme de f en fonction des normes
des "pieces" fi K Nous le faisons en deux étapes. La premiére consiste a se restrein-
’
dre a certains éléments de E, définis de la maniere suivante,

DEFINITION 1.3. On pose, si K est un compact,

Ey = {f€E/f(x) = kéZN fk(x-k) , L,EE et Suppf < K}.

Les supports des fonctions f_k(x—k) sont 2 a 2 disjoints si et seulement si

(K-K) N zN - {O} . Dans ce cas, 1'appartenance a Ex s'exprime simplement.

PROPOSITION 1.1. Soit K un compactde R, avec (K—K)OZN={O }.

Soit (& N une famille d'éléments de E, vérifiant Supp f

k

k)k€Z c K. Alqrs ,

P
fx)= T Nfk(x—k) appartient 3 E sietseulementsi I N ”kaE < 400, De plus, il
X€EZ kEZ



existe une constante C > 0 telle que

D
(5) z Ellfkﬂp < [l < ¢ IP{SHpr.

L'intérét de la Proposition 1.1, démontrée plus loin, réside dans le fait que tout
élément de E est somme finie d'éléments de E_,, si K est bien choisi. Autrement

K

dit, il existe K., K

17 Kos oees Krl tels que

E=EK +E +..... +E

C'est ce qu'exprime la proposition suivante, qui nous permet d'estimer la somme des

éléments de E.

PROPOSITION 1.2. Soit K un compact de RN, d'intérieur non vide, tel

que (K-K)mzN={o}. Alors, il existe x€N et C >0, dépendantde K, et

des points Xqs Xy eens X c [—1, 1]N, tels que pour toute f€E
j f=f1 +f2 +...+fn, ou fj€ EK+x.
(6) . n !
lc iyl < Il < 2: z g
. JE
j=1
n
Soit alors f€EE. L'égalité (4)était f(x)= T I N & (x),
. ik
i=1 k€Z
ol fi K €E et Supp fi K< K + X; + k. On voit que la méme égalité, écrite différem-
b ?

ments, apparait dans (6). Mais (6) et (5) nous apprennent en plus qu'il existe une constante
C > 0 pour laquelle on a
l n

z Z
i=1 k€Z

<lfb<cz = Ik IF

7 :
7) i=1 kez) l’kHE

s

Les inégalités (7) ne sont cependant pas vraies a priori, c'est-a-dire pour toute

n
f=i;‘f_‘,1 kQEZN fi,k’ ou fi,keE et Suppfi’kCK+xi+k, a cause du fait que les
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supports des f, | se chevauchent. Il faut savoir, pour affirmer la validité de (7),
- ¢

soit que fE€E etque f; k(x) = f(x) AMx - xi - k), ou & estune fonction

’

découpante associée a E, soit que (K - K) VA {0}

On est ainsi amené a poser la définition suivante.

DEFINITION 1.4. Soit K un compact de RN, d'intérieur non vide, et tel

que (K-K)N zN - {O} . Si t€E, onappelle K-décompositionde f une

écriture f=f,+f+..... + 1 ol fjeEK+xJ.’ xje[—T,ﬂN’,%
LR IE < e 2 1]
j=1

C ne dépendant que de K.
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Pour un méme élément de E, il existe plusieurs K-décompositions. dépendant

du compact choisi et de la fonction découpante.

- - e . w e - owo-

11 faut maintenant démontrer les propositions 1.1 et 1.2,

Démonstration de 1a proposition 1.1. On choisit un compact H d'intérieur non
vide, tel que K-H soit d'intérieur non vide, que [(K—H) - (K-H)] N zN = {0} , puis
)
un autre compact K', telque K-Hc K' et [K' - (K-H)]ﬂ ZN = {0} . Soit alors

A une fonction découpante associée & K' et K-H, vérifiant (P.a)et (P.b).

Soit a€EN tel que K-K' c B(0,a). Soit, si LEN, SL(x _l IE f (x—k)
k

Alors, S, €E, et, si terRY,

L

SL(x) Alx-t)=, T f (x-k) Alx-t).
k<L

't |€ [j,j+1] , ol jEN, fk(x—k) A(x-t) est non nul seulement si k appartient
A une couronne, notée GJ. :
si j<a+l, cesera B(0, at+j+1)

si j> a+l, ce sera  -a+j < lx 's a+j+1.

”S A(X-t)“ dt<C

11 existe donc C1 , constante dépendant de A etde a, telle que,pour tout j:
L& Tkl

z [k JIE .

J

Sl

En sommant ces inégalités, il vient
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P
SRN s, 60 2=l at = o IE, ke T
ou C2 ne dépend que de #, a et N. Les inégalités !Q_)’ appliquées a SL’
donnent alors une constante C3 telle que, pour tout L :
s, I =c, = I I
LB 3 ‘k I<L
P {quent, si )k ., al fE€E, et
ar conséquent, si kezN /g < <, ators e
Ef<c, = lkF.
E k€
N

Pour démontrer une inégalité en sens inverse, on remarque que, si jEZ et
tej+H, fk(x-k) 2Ax-t) estnonnul seulementsi k=3 et x € j+K. Dans ce cas, on

aura :
f(x) Alx-t) = fj(x-j) L(x-t) = fj(x—j).

On en déduit, puisque (H-H) N 7N - {O} :

p F
SRN ) 20 at = Zn§ g o) 26l at
- L
SHER ufjuE .

appliquées cette fois a f, montrent qu'il existe C 4 >0 telle

que
= el = Tl
o
Démonstration de la proposition 1.2. Soit H un compact inclus dans K, et
2 une fonction découpante associée a E, pour les compacts K et H. D'apres
(L ), ilexiste Xy Xy eeny X € [—1,‘1]N tels que, pour tout X :

n
1= 2 L Alx~x.-k).
=1 kezN ]

Si f{€E, on pose
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N

f(ix)= = . f(x) 4 (x-x.-k), j 6{1 , 2, ol n}.
J KEZ J

Pour obtenir le résultat voulu, il suffit maintenant de montrer 1'existence d'une constante

C ne dépendant que de K et /£, telle que Hfj”E < C1”fHE pour tout j.

1 ?

Cela est trés proche d'un résultat de Hans G. Feichtinger ( [‘5] , Théoréme 2), et se

démontre de fagon voisine.

N
)

On choisit 3 € Cf’..;o(R zssocide a E, avec ¥ =1 sur K-K.

Puis, on pose, si teRN :

Pt = 2 it 26ex-w0l T et

Alors

(&) SRN IFJ(t) Fae- I lkgzN e A(X—Xj—k)”g.

Or, il est facile de voir que

Ryt = 2 lx) Ax=xk) o x-t)l | 1Xj+k+K(t).

La condition (P.a) implique alors

Fol=c, i ) p(x-0)l T )

Quand varie k, les ensembles xj+k+K sont 2 a2 disjoints. On en déduit que

s e Par<ct O k) w -0l F at.
SRN j 2SRN x) Px-tlig

D'apreés (P.b) :

(©) §

R

N J 0 1P at<cy [ElIF .

Alors, les inégalités (8) et (9.), avec la proposition 1.1, permettent de conclure.

Les propositions 1.1 et 1.2 ont une réciproque, qui exprime le fait qu'on a une

double caractérisation des puzzles—L’P. La premiére, celle de la définition, peut étre

p

qualifiée de continue, ou de L', tandis que la seconde serait plutdt la caractérisation
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e®.

discrete, ou

£

PROPOSITION 1.3. On obtient une définition des puzzles-L' équivalente a la

définition 1.2 en remplacant (P.b) par :

(P.c) il existe un compact K o » Jd'intérieur non vide, tel que les indégalités (5-')

soiert vraies sur  Ey , et que tout élément de E admette une K _-décompo-
o

sition.

Démonstration. On suppose que (P.c)est vraie sur E. Soient K et H

0
compacts, H d'intérieur nonvide, Hc< K, et A une fonction découpante associée

a K et H, vérifiant (P.a). On veut montrer que A vérifie (P.b).

La premiere partie de la démonstration consiste a remplacer Ko par un comp act
adéquat. Soit K; un compact d'intérieur non vide, inclusdans K, telque K.-K,cH

et (K1—K1) N 7N - {O} 11 est clair que les éléments de EK vérifient encore |5)
1

D'autre part, il existe %, ¥,, ..., b € CO(RY) telles que Supp ¥.c y.+K,, ol
2 m o j h] 1

y.€RN, et zp1(x)+zp2(x)+...+ z,bm(x)=1 si x€K_, chaque zbj vérifiant (P.a).

J

Soit alors f€E. D'apres (P.c), on peut supposer f€E, , soit
o

f(x) = ke‘:‘jZN' fk(x-k), avec Supp fy © K_. Ecrivant f, = fk;b1 + B Py ot szl)m, on
se ramene, puisque z/)j vérifie (P.a), au cas Supp f < Ky, c'est-a-dire au cas ow

f€EK1.

La derniére partie, qui vise a démontrer les inégalités (2) pour f et £,

se fait sur le modele des deux démonstrations précédentes. A partirde (5) , ona

L
&

(o) . I e 02 -0)E < i) ax-0)llf < ¢ ) G‘:ZZNka(x—k) Alx-t)

Y

or, fk(x—k) A(x-t) est non nul seulemert si t€k+K,~-K, d'ol

(44) 5. I =) 26e-0)If at < e Tic-xc [l 12,
R
puisque 2 vérifie (P.a), (40) ek {41 donnent alors :



- 14 -

dt < Hf

S . ) 2

R
Dans 1'autre sens, il faut remarquer que, si t € k+K1 , alors

f (x k) Mx-t)=f (x—k) Par conséquent :

(12.) S Hf_ (x-k) Ax~t) H" dt > IK l”f HP
RN
Synthétisant (12) et (10) avec (5), on obtient :

{ . ) 2=l at = ¢ [HlF

R

Le point de vue abstrait s'achéve pour le moment, et se justifie, par 1'étude
des multiplicateurs d'un puzzle—LE. Quelques propriétés supplémentaires sont données

dans les annexes 1 et 2.

1.2. Les multiplicateurs des puzzles—LP

DEFINITION 1.5. m: RN » € est un multiplicateur de E si, pour tout I€E,

m(x) f(x) € E, et sil'opérateur Tm :E»E quia f associe m.f estcontinu.

Cette définition est en réalité incomplete. Car, puisque E est un sous-espace
d'un espace fonctionnel &', il faut supposer que m est un multiplicateur de &'.
Ainsi, si E est par exemple un espace de distributions, on supposera que m est une

fonction Goo. Si Ec LZ(RN), on supposera seulement que m est borné.

Si E estun puzzle—LP, ses multiplicateurs vérifient une propriété locale qu'on

peut résumer ainsi : les multiplicateurs d'un puzzle sont les multiplicateurs des pieces

du puzzle.

THEOREME 1.1, Soit E un puzzle—LP, K un compact d'intérieur non vide.

m est un multiplicateur de E si et seulement si m(x-t) envoie %eE/ Supp fc:K}

dans E uniformément par rapport a t, c¢'est-a-dire si et seulement s'il existe une
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constante C >0, dépendantde K etde m, telleque,si f€E _e_a_t Supp f ¢ K,

alors m(x-t) f(x) €EE, et Hm(x—t) f(x)HE < CHf”E, pour tout teRN.

Démonstration. Le théoreme du graphe fermé et 1'invariance de la vwovime de E

par translation impliquent que la condition est nécessaire.

Nous allons donner deux preuves que la condition est suffisante, 1'une "continue
et 1'autre "discréte", afin de montrer que 1'équivalence des deux points de vue s'étend

aux multiplicateurs.

Dans le cas continu, on choisit A fonction découpante associée & E, pour
o)
deux compacts K et H, Hc K et H d'intérieur non vide, puis A1 une autre
fonction découpante, associée 3 E et dont le support est inclus dans H. Alors, on

a A1(x) = A.1(x) A(x) pour tout xRN,

Si maintenant t€RN, m(x) A, (x-t) € E, avec Hm(x) A1(x—t)HE = C;,
quel que soit t. Soit f € E; alors m(x) A-1(x-t) f(x) € E, puisque
Supp f(x+t) /_\1(x) c K. Par conséquent, m(x) AT(x—t) est un multiplicateur de E,

nécessairement de norme < Cy uniformément par rapport & t. On en déduit

(oo 60 & x-0llg 0t = § [t 260 8, x-0) a0l e
N N
R R

p
<ch S . e A (x—t)HE dt
R

p
< cB Jkll
ce qui prouve m(x)f(x) € E, et HmeE < CBHfI!E.

Le cas discret est un peu plus simple. Soit KO un compact d'intérieur non

vide, Ko cK et (KO—K'O) N ZN = {0} . Soit f€E. D'apres la proposition 1.2,

on peut supposer f(x)= X N fk(x—k), avec Suppf, < K_. Alors, si 1'on pose
kEZ

m

k(x) = m(x+k), ona
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x)ix)= Z (x-k) f, (x-k).
m(x) f(x N m, (x-k) £, (x

On utilise alors la proposition 1.1 pour prouver m.f € E, en écrivant :

i =c, 2 ImgB=cs 2 = clip.

Lorsque E est une algebre de Banach, on a le corollaire important suivant.

COROLLAIRE 1.1, Supposons que E soit un puzzle—Lp et une algebre de

Banach. Alors, m est un multiplicateur de E si et seulement s'il existe K

compact d'intérieur non videet ¢« €E, ¢ =1 sur K, telsque m(x-t)o(x)€E,

uniformément par rapport a f{.

Démonstration. La condition est suffisante, car si f€E, avec Suppf c K,

m(x-t) £(x) = mx=t) 0(x) 1), d'obr lmGe-t) 100l = mix-t) oGl lll = cllll.

Elle est nécessaire de facon évidente.

Ce corollaire s'applique notamment aux algébres de Beurling (d'ailleurs, la
définition discrete des puz_zles—L2 est sous-jacente dans 1'article de Beurling).
Ainsi, dans le cas des espaces de Sobolev HS(RN), ou s> 1;, il redonnera la
caractérisation bien connue des multiplicateurs de ces algébres, redémontrée au

paragraphe 4.3.

REMARQUE TECHNIQUE. Ces résultats ont été obtenus sans rien imposer
a la forme des compacts K et H, dans la définition 1.2 notamment. Il est facile
de voir qu'on peut se contenter de prendre uniquement des cubes fermés, ou des

boules fermées, sans rien y changer. C'est ce que nous ferons dans ce qui va suivre.

Nous pouvons maintenant quitter ce terrain abstrait pour mener 1'étude des
espaces Awo. Nous aurons d'abord des résultats généraux, puis, distinguant des

algébres parmi ces espaces, nous pousserons plus loin 1'étude des multiplicateurs.,
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2. ESPACES AWO— STRUCTURE DE PUZZLE—LZ. MULTIPLICATEURS ET

OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

DEFINITIONS 2.1.
T rd
a. On appelle poids toute fonction w: Rl\ > [0,+00] localement intégrable.

b. Un poids w esta croissance lente (resp. décroissance lente) s'il existe

C et n, réels positifs, tels que wi(x) < C(1+lxl2)n pour tout x€RN  (resp.

w(x) = Cc(1+ lx (2)—n).

c. Unpoids w esta croissance rapide (resp. décroissance rapide) si, pour

tout n >0, il existe C,>0 tel que w(x) = Cn(1+ ’x 12)11 (resp. w(x) <

Cn(1+ [x [2)-n).

2.1. Définition provisoire des espaces Awo. Les espaces AWO comme

Euzzle-L2 .

Provisoirement, nous posons

DEFINITION 2.2. Soit W, un poids. L.'espace Awo est défini par

Awy = e 3 @)/ e P e ag < e .
R

Une telle définition ne pose pas de problémes si W, est a décroissance lente.
En revanche, quand W est a décroissance rapide, on souhaite alléger la condition
fe .f/(RN).. Cela sera possible une fois 1'étude des espaces Awo, dans le cas
wy =1, plus avancée. Naturellement, la nouvelle définition ne remettra rien en cause

de ce qui aura été démontré. Elle est donnée en 1'annexe J .

Quand w est a décroissance rapide, alors, pour tout n€EN, ,é' jan( ¢)e L1(RN)

si f¢€ Awo. Autrement dit, les éléments de Awo sont tous de classe .

On munit 1'espace AW0 de 1a norme

Wy - (5

AWO est alors un Hilbert, dont la norme est invariante par translation.

723
HGIAGET

RN
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Le but de 1a partie 2 est de donner des conditions suffisantes sur W, pour que
2 " . . . N
AWo soit un puzzle-1.. II est donc nécessaire que Awo contienne des fonctions a

support compact, ce qui ne va pas de soi.

En dimension N =1, cela implique

Log+wo(x)
g ——-———2— dx < o0,
R 1+x

8 -
Ecrivons w,=e O. Beurling et Malliavin ( ,_2] ) ont montré que les conditions suivan-

tes étaient suffisantes :
(13) vteRr sup ]60(x+t) - Go(x) l < 4oo
XER

Gyﬂ

(14) € L_1(R).

T4x

D'apres la définition 1.2, pour prouver que AWO est un puzzle—Lz, il faut
déja connaftre certains multiplicateurs de A_wo, qui soient des fonctions découpantes.
L'idée naturelle que nous allons mettre en oeuvre est de choisir ces fonctions dont nous

avons besoin dans un espace AW1 , ol LA est un majorant de W, construit ad hoc.

Nous inspirant de la condition (13), nous posons, dans la suite de 1'exposé et

quelle que soit la dimension

(15) 0 (t) = supy o (xst) - 9_() ],
puis woo(t) —e ™ et Wl(t) = (1+ 't IZ)TWOO(t).

Le poids w_  estun régularisé sous-multiplicatif de W qui majore wo.
11 est également son propre régularisé. Le poids w, nous fournit tout un espace

de multiplicateurs de Awo.

PROPOSITION 2.1, Soit W, un poids vérifiant

(13') vter® B _ (1)< 40,

Alors, tout élément de
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N+1
= (1+'x.|2)7_

Aw,, ol W1(X) w_(x), estun multiplicateur de Awo.

Démonstration. Soient feAwo et mE€Aw,. Ecrivant g(x) = m(x) f(x), ona

é = ﬁl * f Cela donne
N+1

1+-l£—77,2 4

ey <C m(e-m) |1£ () lam
g SRN \1_’_{&:_17 2 m n

d'ou, par 1'application de Cauchy-Schwarz
v
o 272 |2 2|2.,1]2
(16) }g(e)lz < CNS (1+ | £-nl?) |m(£—n)| £} |2 an.
N
R
Par constructionde w_, ona, pour tous E,me€ RN

(17) w (&) =w () w & -n).
11 suffit de réunir (16) et (17) pour conclure par

”g”Awo <N ”m”AW‘1(IfII/XW‘O‘

Cette démonstration fait comprendre pourquoi nous avons besoin de w__ :a
cause de 1'importance primordiale de la relation (17).Ce point sera vu plus en détail
dans la troisieme partie.

Pour obtenir des fonctions découpantes dans Aw1 , 1l faut nous assurer que

cet espace contient des fonctions & support compact. Ce sera le rdle del'hypothése

suivante :
6.,(t)
(18) S —1 dt < 40,
N Nt |
R (1+]t 12) 2

qui suppose que (13')est vérifiée (car, nécessairement, 6 . (t) <+ presque partout,
et donc partout en vertu de la sous-additivité de 8, : voir Proposition 2 .2).

A cause de 1'imporitance qu'aura dans la suite 1"hypothése (139, nous appellerons
(19) 1a double hypothese (13')U) (18). Cela nous permettra de bien distinguer le rdle

que joue chaque hypothese. On a donc :



v terN sup [6 (x+t) = 8 (x)1 =0 _(t) <+ (13')
<€ o o

S 8.,(1)

N+1

N AR
R (1+lt’2) 2

dt < 400, (18)

Le résultat que nous allons démontrer est :

THEOREME 2.1. Soit un poids  w vérifiant (19). Alors, Aw _ estun

puzzle-L2 .

L'hypothese (19) est seulement suffisante dans ce théoréme. Nous démontrerons

dans la troisiéme partie une réciproque partielle.

THEOREME 2.2, Soit W, oun poids vérifiant (13').Alors, 1'espace Awo

est un puzzle—L2 si et seulement si LN vérifie (18).

Avant de démontrer le théoréeme 2.1, nous allons décrire les poids W

vérifiant(13')et les poids w_ associ€s.

PROPOSITION 2.2. a) Un poids W vérifie (13') si et seulement s'il existe

un poids Py de classe C1 et dont le logarithme soit lipschitzien, et une constante

1 .
C1>0 tels que : (—:-1p1£wosc1p1.
b) Soit W, vérifiant (13') g}_ nEN. Alors, il existe un poids Py de classe
n 1 _ ) _
C’, et une constante Cn> 0 tels que (Tn P, < W= Cn P, De plus, si Gn = log Py

toutes les dérivées partielles de Sn d'ordre non nul et < n sont bornées.

c) Soit W, vérifiant (13'). Alors, wo(t) < Cw(t), w(0)=1, woo(t) =

w_(-t), et w_(s+t) < w_(s) w(t), quels que soient s,t€ RN.

d) Soit w o un poids pair, tel que wo(O)=1 et wo(s+t)s wo(s)wo(t) pour

tous s,teRN. Alors, W vérifie (13')et w,  =w

o

Démonstration. a) On suppose que W vérifie(13'). En reprenant mot pour mot

un argument de Beurling et Malliavin ( [2_‘ , p. 306), on choisit « > 0 tel que 1'ensemble
A= {teRN/ 6 (t)= o(JL soit de mesure non nulle. Alors, A-A contient une boule
B(xo,r), r> 0. Gréce ala sous-additivité de 8, ona :6_(t) <2« sur B(xo,r).

On en déduit 6 _(t) < M; sur B(O,r), puis 9 _(t)< M, 't ' pour tout ter.
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On pose alors 0(x)=\ - 90(x+u) du, puis 1T1~(X) = S 6 (x+u) du,
N
. [0,1] [0,1]
1

et enfin p;=e . Ona:

Ieo(x+u) - eo(x) 'du < S 0 _(u)du = My,

lo, 1N

0,60~ = §

0,1]N
et

le (x+t) - 6 (x) 1 < S Ieo(x+u+t) - 60(x+u) |du < ew(t).

[0,1]N
On majore de méme IG(x) - 771(x) I , d'ol on déduit IGO(X) - 111(x) ‘s M, ce qui

s'écrit aussi M pp=w < eMp1 .

Or, o est de classe C1 , avec, ej étant le j-éme vecteur unitaire de

base :
O1T1(X)

0X.
J

=0 (x +ej)— 6 (x).

om 1
Cela implique H-S;-”w < Gw(ej), pour tout j. 771 est donc bien lipschitzien.
J

b) En itérant le procédé : ﬂn(x) = S

lo,1]N

ﬂn_1(x+u)du, on trouve facilement

les poids P,
c) et d) sont laissés au lecteur.

Donnons quelques exemples.
1) si Wo(x) = (1+ lx ‘2)5, s€R, alors w_ vérifie (13'), et

(1+]x]2) S Swoo(x)sC(Hlez) 5! Donc, W, vérifie (19).

2) Plus généralement, si w o ©stun poids de Beurling (voir Beurling I_.Jj et

1'introduction),alors LR vérifie (19) et W, =W,

«
3) si wo(x)=ea |X| , 8€R et o20, w_ vérifie (13'") seulement si

0=< «< 1. Dans ce cas, Wm(x)=eIaHX loc.

w_  vérifie donc (19) seulement si
0< a< 1. On peut remarquer que le signe de a, comme en 1) le signe de s, est

indifférent pour W‘o.’ Cela vient de ce que W, et ‘7]1- ont le méme régularisé w_ .
o o0
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Les poids WO sont donc croissants ou décroissants.

IX‘)(X COoSs ,X ,1-3

4) Un exemple oscillant : si wo(x) =e , avec oa=0 et

0< <1, alors LS vérifie (13')seulement si 0< a< 1 et B = a. Alors,

3 lX l T+-R CZIXI T+a-B
e <w_(x)=e .oW vérifie donc(19)dans le cas 0< a< 1 et
B> «a.
s
5) On peut traiter de méme les cas des poids non radiaux (1+x?) 1 cee
o
1 oN

S a 'X '+...+a lx l

..(1+X12\I)N, e |1 NN , etc....

2.4
Nous démontrons maintenant le théorémeﬁans les paragraphes 2.2, 2.3 et 2.4.

Le premier est le plus important. Il établit un lien entre les classes non quasi-analytiques
et les espaces Awoo. Une telle idée, et les techniques utilisées pour 1'exploiter, sont

inspirées directement de Szolem Mandelbrojt, [8 __’ et [__9_1 .

2.2. Classes non quasi-analytiques de fonctions et espaces AWO.

DEFINITION 2.3. a)Si (Mn)n€N

M, =1, _onnote CN(Mn) la classe des fonctions f de Gw(RN) telles que, pour

est une suite croissante log-convexe, avec

tout multi-indice o = (oc1, R ocN), on ait :
2% M
UL LM
0X ..0X

1 N
ol Bf et Bf sont deux constantes dépendant de f.

b) CN(Mn) est appelée quasi-analytique si elle ne contient pas de fonction & _

support compact non nulle.

Nous aurons souvent besoin des deux poids suivants :



|x [P | |x "
T(x)= sup M et T(x)= I M
nEN n nEN n
définis pour chaque suite (M n)neN‘

On a une extension du théoréme de Denjoy-Carleman en dimension N.

(o]

THEOREME 2.2. Soit (Mn)neN une suite croissante log-convexe, M_ =1,

11 y a équivalence entre

a) CN(Mn) est non quasi-analytique

b) g T(P) dr < 4e0

o 14
-+ Mn

d I M < o0,
n=0 "n+1

Le résultat en dimension N = 1 est bien connu. On peut en trouver la démons-
tration dans Katznelson ( [7:] , p. 114) ou dans Rudin ( |_1 1] , P. 376). En dimension N
quelconque, la preuve est la méme, a quelques modifications simples pres. C'est pourquoi

nous ne la ferons pas ici.

Nous allons maintenant comprendre les rapports entre une classe CN(Mn) et

l'espace A 27 puis entre les poids T et ceux qui vérifient (19).Cette derniére ques-
T
tion sera vue en détail dans la partie 4 également (paragraphe 4.4).

PROPOSITION 2.3. Soient C

T

N(Mn) une classe de fonctions, quasi-analytiques

. o N
ou non. Soient T(x)= sup w— & o€cC (RV). Alors, o€C. (M) siet
neN “n T E— N™"n

seulement s'il existe C(p >0 tel que

S iw(C £) |2 T(£)° dE < 4o0.

N ®
R
o |

Démonstration. Supposons ¢ € CN(Mn), c'est-a-dire ”

X “ 2
bx11 0%

B BIO(‘ | l, pour tout multi-indice «. Soit n€EN, et cx=(oc1, ""aN) tel que
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‘oc |= n. L'égalité de Parseval monire que

. 20 2 N
SN 'g1| L (gNl O‘N‘gc(g)lzdgsq B(an Mﬁ
R
Or
~ 2« 2 A
O le@PlelPrag- = e 170 e TV o) 2 ae,
RN oc1+...+ocN=r1
d'ol
» 2 2n - n _2n
SRN loe) [ fe 1M ag < ¢ N B2ME
Posons C 0= 2N B 0 L'inégalité précédente montre que
2n
S (c g)[2_§2_‘£‘ at < c, 2™
= — 2 ?
RN ? n
d'ol

o(c, )1 7(e) ag < +oo.

)

R
La réciproque se fait en "remontant" le calcul.

N

Cette proposition met en lumidre le rdle joué par les dilatations dans la définition
des classes de fonctions qui interdit a priori toute relation du type CN(Mn) c Awo,
puisque AW'O n'est pas stable sous 1'action des dilatations.

N\ ’ » 3 0 2 . .
Or, d'apres la definition des puzzles-1.", nous avons besoin d'inclure dans Awo
des fonctions découpantes de support aussi petit qu'on veut. Puisque nous ne pouvons pas

utiliser les dilatations, nous devrons faire jouer un autre paramétre qui caractérise

+o M
la taille des fonctions d'une classe CN(Mn) : la somme z n
n=0 n+1

Nous allons maintenant faire le lien entre deux catégories de poids : ceux qui
vérifient (19)(poids w, et w_) et ceux qui sont issus d'une classe CN(Mn) (poids 7).
Un résultat d' Ostrowsky, cité par Mandelbrojt ( [8 J , p. 70 et suiv.), et légérement

amélioré, nous servira.

LEMME 2.1. Soit p(r): [O,+00]-) [1 ,+00J une fonction croissante telle que

o0
Log p(r) dr < 40, Alors, pour tout € >0, il existe (Mn)
o) 1T+7

suite croissante

§

log-convexe, avec M =1, dépendant de € etde p, telle que

nciN
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n
a) JC=C(e,p)>0 plr)<C7(r)=C sup a— ;
ncN n
Mn
b) % i < €.
ncN n+1

Démonstration. Soit 7 (r)=1log p(r). Quitte & remplacer =(r) par =(r)+V r,

on peut supposer que 7 est strictement croissante et non bornée. On peut aussi suppo-
400

ser qu'elle est continue. Soit € >0 et A >0 tels que eg L(PT) dr < e,
A 1
On définit Hqs Moy «ouy By .. par les relations m(e un) =n+B, ou
B > 0 est choisi de telle sorte que eu1 >A et Hq = 1. La suite (un)n€N est
strictement croissante, tendant vers 1'infini. On pose M0 =1, Mn =Hhy e By si
n
n=1. (M) est alors log-convexe et croissante. Soit T(r) = sup r_ et soit
n'nEN M
nEN n
re [0,+<><>].
Si rc [#'n , “n+1]’ pour un certain n, ona:
n n ~-1-B+mle p_ )
T(er)Z—(eP—)--zf—enzen=e n+1
TRRRNTN I-ln
n
d'ol
Tler)=> e~ 1-B ple r).

Il existe donc C >0 telque, pourtout r=0, p(r)<C 7(r), ce qui démontre a)

(c'est ce résultat qui vient d' Ostrowsky).

Mn Ty
Pour prouver b), on écrit z i = —. Or
ncEN "n+1 n=1 #n
eu
+00 0 "+ 400
S Z-(gldr': z g ﬁ?drz Z(n+B)(e%-_eu1 ).
epy T n=1 ep r n=1 n n+1

Par un réarrangement du type d'Abel, on obtient

2.0
T —<e __Z_ﬂrdrl
n=1#n ep

Or, nous avons construit Hq de telle facon que
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IA
m

T
el

egoo 'n(r)

Nous pouvons maintenant élucider le lien entre les classes non quasi~analytiques

et les espaces AW_ .
o)

PROPOSITION 2.4. Soit W, un poids vérifiant (19).Alors, pour tout € > O,

il existe une classe non quasi-analytique CN(Mn), dépendant de € et de L

telle que
. w0 N 2% o
a) —S—’}—(pea(R)Et—”ﬁHZSB@MIaI’
bx1 ..de

pour touf multi-indice «, alors ¢ € Awo ;

M

b) 5 D < e,
neEN  n+1

*
Démonstration. Posons, si r=0, 6 _(r)= l 'sup & (t).
t

Nous admettons pour 1'instant le lemme suivant :

LEMME 2.2. Si W, vérifie 43), alors

+oo 6
o 1+ 1 »
5 6.( 2N )
On applique le lemme 2.1 & la fonction p(r)=-¢ . Pour €>0
M
fixé, on obtient une suite (Mn)neN telleque p(r)<C1(x) et = " 2 < e,
nEN n+1

CN(Mn) est donc non quasi-analytique. De plus, si ¢ € 6°°(RN) vérifie pour tout o

>%
el < ey M)
bx1 ...be

en reprenant ligne a ligne la démonstration de la proposition 2.3, on voit que

T o 2 rip ag < o,
RN 2N
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ce qui implique ¢ € AWO, et méme ¢ € Aw_.

Démonstration du lemme 2,2. On munit RN de ses coordonnées polaires

(r, Oqs veny 0N—1)’ avec 04€ [0,217:] et crje [0,17] si j=2,...,N=-1. Les
. g’ m ki) N\ )
inégalités ki,j 3= o < (ki,j+1) 3. ol ki, 1 € {0,1,2-,3,4,5} et ki’je{0,1,2}

si j=2, définissent 2.3N_1 secteurs qui recouvrent RN. On les appelle

27
S1’ Sz, ceus SZ.BN'1’ = oj =< 3 - On appelle

pk une rotation qui envoie S1 sur Sk , etonnote R 1l'ensemble {p1, p2, ..

Wi 53

S, étant le secteur donné par

| . - . . T T
.‘pz BN_1}. Si r=0, onnote I 1'image par Py du point (r, 5 ...,2).

Voici le dessin en dimension N =2 :

54

w
£
T
)
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Puisque W vérifie (18), on a

+oo 7] (I",O' -, )
o 17°° 7" N-1
<
gr—1 S 2 drdoy ... doy_q < +°.
= O qsens ,ON_1
400 Goo(r,cr1, e ,O'N_1)
Posons f(0.,...,0. 4)= S . dr. D'apreés Fubini, f est
1 N-1 2 _
r=1 r
finie presque partout. Il existe donc Sis +oe9 Syod tels que pour tout p €R:
+° 6 (p{r’s y..458 j)
(21) (= LN ar < sm.
‘ r=1 r
A un changement d'axes pres, on peut supposer S1= ... =841 7 g On pose
I R(r‘) = sup G oo(Pk). Les inégalités (21) sont alors équivalentes 2 :
1 4
1=k<2 .3V
+0 B (r)
(22) S 2R dr < 4w,

r=1 r

La relation (20) (lemme 2.2) découlera de (22) et de la relation auxiliaire

suivante :

*
(23) Vr=0 9:(11) < Gw,R(r) +8_(cr),
ot c=cN)e [% , 1 E (voir le dessin). Admettons (23) pour 1'instant et montrons (20).

Soient, si n€EN :

-n-1 _,*
c 6.,(r) 6, ()
_ _ ,R
In_g _;rdr et Jn_g_n _PT_dP'

o
Alors, (23) implique, pour tout n € N—{O} :
InSJn+cIn_1 y

d'oli, si g=1:
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+OO
D'apres (22), ona T Jn < 4o (ne pas oublier que c < 1). On en déduit
n=0 oo
immédiatement que z I, <+o, puisla relation (20).
n=0

Il reste & montrer (23). C'est ici que la sous-additivité de 6 _ joue un rdle

essentiel. Soiteneffet r=0 et t¢€ B(O,r). Ilexiste k tel que t€Sk.

Supposons |t |= g On écrit alors :
(24) Goo(t) < Gw(rk) +0_(t- I‘k).

Or, il existe ¢ =c(N) tel que t-r, € B(0, cr). Endimension N =1, c¢= % En

dimension N =2, un rapide calcul fait a 1'aide du dessin montre que c¢ = % \/ 5-2V3.

Ce qui est important est que ¢ < 1 quelle que soit la dimension. (24) devient alors
*

(25) 6. (t) < Gm(rk) + Gm(cr‘).

Si maintenant on a lt l < g, on peut écrire :

(26) 0, = 6% (3).

11 est facile de voir que ¢ = % Par conséquent, (26) implique (25), qui devient
valable pour tout t €S, N B(O,r). Faisant varier k, on trouve pour tout

t € B(O,r):
(27) 0,,(t) < 0 plr) + 6, (cr),

d'ol: finalement (23).

La démonstration de la proposition (2.4) est achevée.

Nous obtiendrons nos fonctions découpantes gréce au résultat suivant, que nous

énoncons en dimension N =1,

LEMME 2.3. Soit C1(Mn) une classe non quasi-analytique, et
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+0 M
= Iz i n Alors, pourtous v, w >0, avec w > u+ v, il existe
n=0 n+1

Py w € C1(Mn) telle que :

a) Supp o, w=r|_-w—V-u , w+?/+ﬂ]
?

b) Py w™ 1 sur E—w+v+u , w-v-p]

c) pour tout n€EN, ||(p(vn)w||2 <CM_.

C'est ce lemme qui permet de comprendre 1'importance du parametre

+° M
z I (voir remarque précédente, page 24) & propos de la taille des fonctions

n=0 n+1

1
d'une classe CN(Mn).

Démonstration. Imitant le style de Mandelbrojt, elle est fondée sur 1'étude des

fonctions
o(z) = 1 sin wz sin vz . SMHpZ
= I ye————
T Z vz 5 K Z
er1 A
ol p_ =g , et o(u)=3a(u).

n+1
On écrit, si € >0, Sc(u) =Z1C 1 [—C,C] (u), et on pose

oo
A =Tx3F )=8 *8 *...x8 ».... Alors,
F n=0 Hn o Hq Hn
o) =2 w Sw* SV * Au(u), ce qui prouve a).
Si maintenant | u l < w-v-u, on écrit

o(u) = 2w SR Sw(u—v) Sv * A“(v) av.

Or, SuppSU*Au=E—(u+V),u+vj, et si IvlSu+v, alors Iu—v,Sw.

Par conséquent :
o(u) =SR Sv * AIJ(V) dv=1,

ce qui prouwe b).
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Enfin, compte-tenu de a), il suffit, pour prouver c¢), de démontrer

H¢-'(n)]iw =CM. Or:

d'ol ‘@(n)(u)‘ <1 1 S ’n |s1n WX Hsu;xvx I 1 dx
k=0 |1, x|
g%g ‘sinwx sin vx |dx 1
R vx uou1...un_1

Cela s'écrit exactement |go(n)(u) ’ < CM_, pour tous u,n.

Nous sommes maintenant préts 3 démontrer le théoreme 2.1 .

2.3. Démonstration du théoréme 2.1 : premiére partie

Il s'agit ici de démontrer la propriété (P.a) des puzzles—L2 (voir définition
1.2) pour 1'espace AWO, quand W _ vérifie (19). Suivant la remarque faite a la

fin de la partie 1, nous nous limiterons a des cubes pour les compacts K et H.

Commencons par le lemme suivant, vers lequel ont tendu les résultats précédents.

LEMME 2.4. Soit Wo vérifiant (19), soient K _e_E H deux cubes de

N O 0 . . Ve . 2 N
R, avec H c K. Alors, il existe une fonction de€coupante associee a K et H

appartenant a Awo .

Démonstration. a)en dimension N = 1:on se raméne a H = [—a s a] et

K= L—b,b:l , a<b. Appliquant 2.4, on choisit C1(Mn) classe non quasi-analy-

tique telle que :

. o0 (n) _
(28) si 0 €CTR) et o H2 < B, M, alors ¢ €AW,
1 Mn b-a 1
(29) X W =p < 1nf(T , 2)
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On choisit alors v et w tels que  soit de la forme ?(E(:—ﬂ')' ohb k €N, et
Que w+V+pu<b, w-v-u=a (celaestpossible parce que p < 53). D'apres
le lemme 2.3, il existe ®1 > Gw(R) telle que Supp ©q €< K, ©q= 1 sur H et
@I, < en_ .

Sur 1'intervalle [w-v—u _, w+v+u:J , on remplace <p1(x) par 1-<p1(x-2w).
Cela donne ¢€C”(R), avec SuppocK, ¢=1 sur H, et ”(P(n)llz =CM_,

ce qui prouve que ¢ € Aw o

On translate ¢ de la quantité 2w une premiere fois, une seconde fois, ...,

jusqu'a K, fois. Alors :
(30) ox)+ox -2w) +...+ w(x-ZkOw) =1
si x€ [~wtv+u , 1-w-v-yu (c'est ici qu'intervient 1'hypothése u < 2) y

31 Sup_p{tp(x) + o(x-2W) +. . .+ <p(x-2kow)} = [—w-v—u , 1—w+v+u]

(32) ox)=1- o - 2k0w) si x€ [—w-v-u , —w+v+u] :

{

V- ..\u-§-0+/,4_ w =3~ w+0+/u. i
A A A=

I1 est maintenant facile de voir que ¢ est une fonction découpante associée 3 K

et H.

b) En dimension N : le passage se fait sans difficulté. Avec les notations
précédentes, il suffit de poser, si H = [_——a,a_] N et K= f-b,bJN,
gb(x1 oo ,xN) = <p(x1) cee <p(xN). » est une fonction découpante associde & H et

K, et
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2%y N N
HWHZS B(DM%...MaNs:B(DMloJ

en vertu de la log-convexité de la suite (Mn)neN’ Donc, z/)eAWO, ce qui acheve

la démonstration.

La preuve de (P.a) est terminée : car si LR vérifie ¢§9), w_ le vérifie
N+1
aussi, et donc  w, (rappelons que w1(x) =(1+ lx |2) 2 w_(x)). 11 suffit des lors
de faire la synthése entre la proposition 2.1 et le lemme 2.4 appliqué a w, pour

obtenir (P.a).

2.4. Démonstration du théoréme 2.1 : deuxieme partie

Pour achever de démontrer que Awo est un puzzle-Lz, deux voies sont
possibles.

Utilisant la proposition 1.3, on peut démontrer la propriété (P.c). Le chemin
3 suivre est sensiblement le m&me que celui emprunté par Beurling dans 1'étude des
algébres qui porte son nom ( [1] ), et qui est le plus clairement exposé dans Meyer et
Coifman ( El] , pp. 8-10). Mais la démonstration, sans étre difficile, est longue.

Nous démontrerons donc directement (P.b), & partir d'un résultat inspiré de

Meyer et Bourdaud ( BJ ).

PROPOSITION 2.5. Soit w, un poids vérifiant (13'),et soient £ € Awo ,

¢ €Aw_. Alors, on a les inégalités

2 N|| |12 2
SRN It otx-tlfyy at = (e ol 1H R

S N ) w(x—t)lyiw at = @ H@Hi ] Hfl’iw -

R o W ©
[» o]

11 faut bien voir qu'on ne suppose pas que ¢ est un multiplicateur de Awo . On verra
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d'ailleurs plus loin que ¢ peut effectivement ne pas 1'étre (voir l1a troisiéme partie).
Pour obtenir (P.b), il faut donc choisir comme fonction ¢ une fonction découpante
A dans 1'espace AW1 . Enfin, il faut remarquer que 1'hypothese (18) est absente de
1a proposition 2.5. Dans la démonstration de (P.b), elle n'intervient donc que pour

assurer 1'existence de fonctions découpantes dans Aw1 .

Démonstration. C'est une application directe de 1'égalité de Plancherel.

En effet, ona:

2 B ~it. M fre_my 2
SRN It otx-0),, = SRN gRngRNel f(g=n) ) an | w(e) ag at.

Fixons £ et intégrons par rapport a t. Cela donne, d'apres 1'égalité de Plancherel :

2 N 2 - 2
SRN ) “’(X-““AWO at = (21) SRN SRN[f(i-n)w(n)l W (£) an dt.

11 suffit d'utiliser les deux relations suivantes :

venerR) w (E)<w (£ -n)w,(n)
et w (&)= w (€ - n)ﬁm

pour obtenir les inégalités voulues.
Le théoréme 2.1 est donc complétement démontré .
Remarque. C'est la proposition 2.5, et plus précisément le rdle crucial qu'y

joue 1'égalité de Parseval, qui permet de comprendre 1'importance du caractére
hilbertien des espaces Awo.

2.5. Multiplicateurs et opérateurs pseudo-différentiels sur Aw o

Nous pouvons maintenant énoncer :

THEOREME 2.3, Soit w_ véritiant (19), mec”(®). Alors,  m estun

multiplicateur de Aw_ si et seulement si m(x-t) envoie 1'ensemble

{feAwo/ Supp £ < B(0, 1)} dans Aw_, uniformément par rapport a t.
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On a choisi de privilégier 1a boule unité, mais n'importe quel compact d'intérieur
non vide contient pour le théoréme. Celui-ci est plus intéressant si Avvo est une

algebre de Banach : c'est 1'objet de la troisieme partie.

Dans le cadre général des espaces Awo, on peut énoncer un résultat

sur les opérateurs pseudo-différentiels classiques, qui prolonge le théoréme. Rappelons

comment sont définis ces opérateurs : si o(x,£): R x RN — € est continue et si

feAwo , On pose

(33) o(x,0) £(x) = @)™ § ™ ax,£)ile) at.

RN

THEOREME 2.4. Soient L et w deux poids vérifiant (19) et tels que tout

élément de Aw soit un multiplicateur de AW‘O. Soit <3r€C”/°°(RN X RN).

que, pour tout £€RN,

On suppose

XD boé o(x,£) appartient localement 2 Aw, quel que soit

ax € {0, 1} . Autrement dit, il existe une fonction découpante A telle que, pour tout

ter™, Alx-t) 0% o(x,£) € Aw, et HA(x-t)o‘i;‘ o(x, g)HAwsc. Alors, o(x,D)

est un opérateur continu de Aw_ dans Aw_.

Comme pour la proposition 2.5, ce théoréme est une adaptation de la démarche

de Bourdaud et Meyer ( E’::[ , p. 15).

Démonstration. Soit feAwo. D'apres les hypotheses faites sur w, on

peut trouver une fonction découpante A telle que :

(34) f(x) Alx-t) € AWO pour tout t € RN, et
LI, =Tl anolf, @ =, kE,

R

N
(35) si oc€{0,1} , alors A(x-t)b(g o(x,£) € Aw, et

“A x-t) b o(x, E)H < C,, quelsque soient t,£€ rRY.
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Si ne€ RN, on pose q(n) =(1+ n?) . (1+n§). On appelle g(x+t , n) 1la
transformée de Fourier de la fonction £ —= A(x)o(x+t, &), et )&t(y,'n) celle de

(x,&) »A(x) o(x+t , £). L'hypothese sur ¢ s'écrit alors :

(36) (0 homlPuwamayams= c.
N LN t
R R

Soit g(x) = o(x,D) f(x)

= r™ { € o (x, £) £(£) a,
RN

et posons gt(x) = g(x) A(x-t)2 . L'égalité de Parceval nous donne

g ) = olx,m) Alk-t) tlxen) an

RN

-§ ek, px)an,
N

R

' M

oll ft TI(X) = f(x+n) A(x~-t). Par définitionde X {» ona

g=\ § x@me"?i  (-2)an az.
N ¥ N ’
R R

En appliquant Fubini, puis Cauchy-Schwarz, on obtient :

(37) o lgwl=g | M@ G2 e
R

avec

(38) 8@ =0 Dye,ml?aman
RN

et

2 " 2 1
(39) F(z) :SRN It (@) 1% gy am.

Dire que tout é1ément de Aw est un multiplicateur de AwO revient a dire que,
si ¢€ LZ(WO(X) dx) etsi ¥ € LZ(W(X) dx), alors ¢@* Y € Lz(wo(x) dx). 11 existe

donc C3 >0 tel que, en vertu de (37) :
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- 2 2 2
SRN }gt(y)i W‘o(y) dy < C3 SRN At(z) w(z) dz SRN F‘t(z) wo(z)dz.

D'apres (36), (38) et (39), cela devient :

A

§ JawlPumar=e§ § i 0P g e an e,
R R R

soit

) A(x-t)zllf\wos A leen) A(x-wH,iwo <y 4n-
R

On intégre maintenant par rapport & t en utilisant (34) :

e ax=tPIP  at < ¢ [
SRN o) A6e-tFlfyy SSRN Aw, a0
or, %€L1(RN):

0 e aet?PB, <c R
o (o]

Bien que A2 ne soit pas une fonction découpante, il est facile d'en déduire que

gec AWo (essentiellement en utilisant A2 =1 sur un compact d'intérieur non vide),

ceane ol = c el -
0o 6]

Ce résultat peut étre amélioré dans certains cas. Pour le voir, nous devons
mieux cerner les rapports entre AwO et AWoo , et dire quand Awo est une
algébre. Nous irons alors plus loin dans 1'étude des multiplicateurs et des opérateurs

pseudo-différentiels sur Aw_.

3. ETUDE DES STRUCTURES D'ALGEBRES OU DE MODULES DES ESPACES
AWo ET Awoo

DEFINITION 3.1. Soient deux poids w et w. L'espace Awo est un

pseudo-module sur l'espace Aw si tous les éléments de Aw sont des multiplicateurs
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de Awo. Dans le cas oit Aw est une algebre, on rejoint la terminologie courante

en disant que Aw0 “est un module sur Aw.

Soit W, un poids quelconque. On suppose qu'il existe un autre poids w

tel que Aw0 soit un pseudo-module sur Aw. En vertu du théoréme du graphe fermé,

il existe C >0 tel que:

VicAw vmeaw Il = clinly, I,

. . 1 4 .

En construisant une suite (fn)neN d'éléments de Awo et une autre (mn)n€N
dans Aw, telles que fn tende vers Sx et ﬁln vers Sy, ol x,y€ RN, on
obtient 1'inégalité

w _(x+y) < w (x) w(y).
o o
eo 6
Ecrivant w,=e et w=e , onobtient

60(x+y) - Go(x) <6(y)+K.

Ces deux inégalités montrent que nécessairement W vérifie (13'), avec

0. (y) < Max(6(y) , 6(-y)) + K. Par conséquent, W, ~ est le poids minimal parmi

1'ensemble des poids w tels que Awo soit un pseudo-module sur Aw. De plus,

si Aw_ est une algébre, on doit avoir

(40) Max(6 (y) , 8 (-y)) € 6,(y) < Max(8_(y), 6 _(-y)) +K.

On supposera maintenant que w est un poids pair. Trois questions se posent :

(41) soit w_ vérifiant (13'), avec W, =W_. Se peut-il que Awo soit une

algebre en dehors du cas connu des algebres de Beurling ? En particulier,

qu'en est-il si w, est a croissance rapide ?

(42)  soit w, vérifiant (13'). Aw o ©st-il un pseudo-module sur Aw w ? - Sinon,

quels sont les poids w tels que Awo soit un pseudo-module sur Aw ?
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(43)  quels rdles jouent les hypotheses (14) et (48) ?

REMARQUE. Quand Aw_ n'est pas une algébre, on a une réponse négative
aux deux questions (41) et (42). En revanche, si Aw, est une algebre, la question

(42) reste entiere. Elle est donc plus complexe que (41).

Avant de répondre a ces questions, nous allons donner une condition sur deux

poids w o et w permettant que AWO soit un pseudo-module sur Aw,

3.1. Généralités
Le résultat suivant est inspiré des travaux de Beurling.

PROPOSITION 3.1. Soient W, et w deux poids tels que ‘-&1— * ‘-j-v(x) < o0

o
pour tout x€RY, Slilexiste C> 0 vérifiant

w w w

o (o]

(44)

’

alors Awo est un pseudo-module sur Aw,

Démonstration. Soient f € Awo, mEAw, et g=mf, On écrit

» A 1 A A 1 2, N . N
£(£) = , = : alors, o,u €L°R"). t R,
O(!;') o(¢&) — m(€) = p(g) = alors, ©,u (R7). Soit ¢£€

na.

(o]

ge)=fem&)=C B -nim) — ' an.
SRN Vw (€-n)  Vw(n)

L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

la&)]? = §
RN
Si (44) est vrai :

A 2 |~ 4|2 1 1
loe-m 12 | dng N wo(E—n)W(n)dn’

R

&) Pwe) =c§  lo-nPlaml?an
RN
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Cela implique que geAwO, avec
lell, . < Vel lell, .
o o

Ainsi, si un poids W, vérifie

_l*_1. Sg’
w A\ A
o (o] (o)

alors Awo est une algebre de Banach. C'est cette propriété qui fonde noire réponse

a la premiere question.

3.2. Réponse a la question 41 : les algdbres Awo

Nous supposons Wo=W, . Remarquons tout de suite que AWO peut ne pas
étre une algebre. C'est le cas, par exemple, si eo(t) =0 _(t)= [t1 ' + itz l+. ot !tN l .
Montrons-le en dimension N = 1: on choisit f telle que

_lg|
1 2

f(g): 5 © , oh%
(1+I$])

Alors, f€ Awo. Posant g = f2, un calcul simple montre que
: gl ¥
ge)=c—~tl e
(1+1&17)
si ’E ] est assez grand. Par conséquent, g ¢ Awo, et Awo n'est pas une
algebre .
Mais il y a beaucoup d'autres cas ou Awo est une algebre, méme quand W

est a croissance rapide, méme quand Awo est quasi-analytique. C'est ce que montre

la proposition qui suit.

o (Ix])

PROPOSITION 3.2. Soit W, un poids radial, qu'on écrit W'O(X) =e

ol 60 est de classe C1 sur EO,+°° I: On suppose que 60 est croissante.

Alors :

a) pour avoir L *—1-<£
p — % 7 S,

1,.N
il faut que — €L (RY)
) 0 - W

(o]

@)
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1 1,.N S . 11
‘TGL(R) et si I‘O'O(I‘) est borné, alors — % — <

o (o) o

b) si =,

C
O
1

c) si B, est concave au voisinage de 1'infini et si I‘N—1 e_eo(r)+P60 r) € L1( [0,+°° [),

alors —1- * —1 = —-C .
W W w
o] o) o
La condition V:— € L1(RN) apparait nécessaire, pourvu que 90 soit croissante.
o)
Nous verrons plus loin que, si AWO est une algebre, alors ﬁl c L1(RN). Les
o

conditions de régularité sur 90, ainsi que la restriction aux poids radiaux, sont donc

superflues dans 1'assertion a).

Donnons tout de suite quelques exemples pour voir ce que recouvrent les hypo-
theses :
1) eo(x) =s Log(1 + |x ‘2) : on retrouve un résultat connu sur les espaces de

Sobolev, qui dit que HS(RN) est une algébre si et seulement si s > 1; .

2) eo(x) = lx la : si 0<a<1, onobtient une algebre, mais pas si a =1
(voir page 40). Cela montre qu'on ne peut se contenter de 1'hypothese "60 est

concave" dans 1'assertion c).

x|

3) 6 (x)= , ou bien Go(x) = lx ’+ 6 1(x), 6, vérifiant les

© Log(2+ lx lz)
hypothéses de b) ou de c¢) : ces exemples montrent qu'il existe des algebres Awo qui.

sont quasi-analytiques, voire méme analytiques.

4) Les conditions de c) sont larges. Par exemple, s'il existe o> N tel que
Go(r) - aLogr soit concave a l'infini, alors 60 les vérifie. Pour aller vite, si

60 ne les vérifie pas, eo(r) est compris entre r et 1+ N Logr.

5) Les poids oscillants, surtout s'ils sont a croissance rapide, sont exclus.
Ainsi, si Go(x) = lx 'a(2 + cos ‘x ’ 1"b), avec 0<asb=1, Awo n'est pas une

algébre (le paragraphe suivant donnera des résultats plus précis).
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Démonstration. a) On suppose ‘71- * Wl < W—C . Cela s'écrit
0 o o
—Go(t)-Go(x—t)+60(x)

S e dt
RN

IA

C.

Gréce a la croissance de 80, on en déduit

-6 _(t)
e © dt <cC pour tout X€RN
‘xl)

d' ot facilement ‘7:- c LY,
O

b) On suppose maintenant ‘-;— € L1(RN) et ré 6(1*) < M. 1l faut montrer
0

-6 (t)-6 (x~t) -6 )
S e o(-0,lx dt<Ce o
N

R

Or, la croissance de 9 implique que

si }t ’ ’X l, alors Go(x—t) > 90()2()

x|

si ’tl —— alors B(t) = Bo(g).

Par conséquent, on peut écrire :

-6 (t)-6 (x-1) - ) . -0 (x-t) . -8 ()
S e OO dt<{g e © dt+§ e © dt}e 02"
RN X ,t '> 'x f
== 2
I1 existe donc C1 >0 tel que
o x S =c, L3
[0} O (]
Mais 8(‘) est croissant et r@c')(r‘) <M, d'olu
[xI Ix|
GO(X)—60(§)=S 6(r) dr SS -hg—drzMLog 2,
x| I |
2 2

On en déduit tout de suite



1
—_— %
w

(6]

c¢) Enfin, on suppose que 60 est concave au voisinage de 1'infini et que

1 -6 O(I‘ o (‘)(r)

TSN € L1(RN). On se ramene immédiatement au cas ol 90 est
concave sur [0,4-00 [: 90’(1') est alors décroissant sur [O,+oo [, eton a
r Gc')(r') < eo(r) (décroissance de GOI(,P)).
11 faut prouver
S e-e O(t)—e 0(x—t)+6’ O(x )dt .
RN

Oor, Go(x—t) = 60( ’x—t')z 60( ’x ‘-— ’t ,). Posant ’x 4= r et ‘t ’z s, on voit
qu'il suffit de prouver
r -6 (s)-8 (r-s)+8 C)(r)

Seoo

o)

SN—1 ds < C.

Par symétrie, on se raméne i intégrer sur [:0,5 _l . A ce moment-la, on écrit
Go(r) - Go(r-s) <s 6(‘)(1’* -s),

puisque 8(') est décroissante. Mais, si s =< g, alors r-s=s, d'ou
- - t
Go(r) Go(r s)< s Go(s).

On est donc ramené a prouver

r/2 -6 (s)+s8'(s)
S e © o) sN—1 ds <C,
o

ce qui est exactement 1'hypothése. La démonstration est ainsi terminée.
Nous avons donc répondu positivement a la question (41), au moyen du critére
que nous donne la proposition 3.1. Cela souléve aussitdt une nouvelle question :

(45)  1la condition ﬁl * ﬁl < WQ , qui est suffisante pour que Aw_ soit.une algébre,
o o

(@)

est-elle également nécessaire ?
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Nous n'avons pas encore su répondre a cette question.

3.3. Réponse & la question (42) : structure de module des espaces Awo

Nous voulons maintenant savoir si Awo est un module sur Aw_ . Le para-
graphe 3.2 montre que cela peut se faire. Nous allons ici montrer que ce n'est pas

vrai a priori :

PROPOSITION 3.3. Soit 6 : E), +00 [—)- [O,+°° [ une fonction de classe C1

telle que 6(0)=0 etque 6'(r) soit décroissante, tendant vers 0O a 1'infini.

6 (x)

Alors, il existe sur RN un poids radial Wy tel que woo(x) =e , etque

Awo ne soit pas un pseudo-module sur Aw_ .

Démonstration. A tout entier KkEN on associe r, >0 telque 6 (rk) -
e(rk-4k) < 2, en imposant de plus r, 2 3I‘k_1 + 8. Le poids wo(x), qu'on
notera également eeO( ]x , ), sera construit comme 1'indique le dessin :

@(, -qk) e e Lo B ‘
* %) \&Gz
o
%\ - ‘-2/
T TR L - 4R k 2y *
@y Mo b 2+ 4 jﬂ-k

60 est ici radial et lacunaire. 11 est facile de voir que la construction implique

6 _(x)=6(x) pour tout wer .

Si Avv'o était un pseudo-module sur Aw@@ , 1l existerait une constante

C >0 telle que, pour tout 3€Aw0 et pour tout mEAw_ :
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.(46) ngHAW < CHmHAWoo HgHAW_ .

Pour chaque KEN, soit fk€L2(RN) telle que  Spec f, c [k, k)N, on aéinit

g, Ppar
‘ i(r‘k-k)(x1+. . Hx

)
gk(x) = fk(x) e N,

Le spectre de &, est compact, inclus dans le cube [ rk—2k ) rk]N. On en déduit

les (in)égalités suivantes :
: N

ol Ik 1L n?

N
g L, = @r? Vool L,

® N
HgiHAWO - @n Y vw_(r, ~4k) ”flz{(lz

L'ingalité (46) donne alors

N W )
2], < cer? /_‘_(_m I

1Al
d'ou: N

2 2 2
(47) I2]l, < cen)? elly B .
(47) serait vraie quelle que soit £, ce qui impliquerait, par densité, que L2(RN)

soit une algebre, - ce qui est completement faux !

Awo ne peut donc étre un pseudo-module sur Aw_.

Cependant, il faut se rappeler la proposition 2.5 : si, W vérifiant (131),

on a feAwo et ¢€Aw, , alors

(48) e o(x-)lP
SRN X) oix Awo

Autrement dit, Awo n'est pas loin d'étre un pseudo-module sur Awoo . Plus

dt < (2?7)NH@H/§W°° Hf“iw

précisément, on a :
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PROPOSITION 3.4. Soit W vérifiant (13'), et soient 1“:€Awo , OEAW

Alors, pour presque tout teRN,

f(x) o(x-t) € Awo.

C'est un corollaire évident de 1'inégalité (48).

Pour obtenir un poids Wy tel que AwO soit un pseudo-module sur AW1 ,

il faut choisir Wy plus grand que w_. Ona déja prouvé que le poids
N+1
W'1(X) = (1+ ‘X '2)7— w (x)

convenait (proposition 2.1). En fait, cela découle de la proposition suivante.

PROPOSITION 3.5. Soit W, oun poids vérifiant (13'), et soit p un autre

poids tel que % € L1(RN).

Alors, AWO est un pseudo-module sur Aw1, olu11'on

a posé w1(x) = p(x) w_ (x).

Démonstration. D'apres la proposition 3.1, il suffit de montrer ‘-Nl * ‘71 (x) <
o) 1
v’% (x) pour tout xerY. or:
o
w_(x) L .l(x) =S eeo(x)—eo(X—y)-ew(y) ! dy
oW _ T Wy N ply) 7’

R

et d'apres la définition de 6

Wol) g g 0) = = 5l
o
Ce résultat achéve de préciser les rapports entre Awo et Aw_ (la question
de savoir si on peut améliorer la condition ;l) € L1(RN) nous parait d'importance

mineure, comparée au fait que de toute facon on ne peut se contenter du poids woo).

3.4. Réponse a la question (43) : structures d'algébre ou de module et quasi-

analyticité des espaces AW‘O

Les démonstrations et les exemples que nous venons de donner prouvent que les
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rapports entre les espaces Awo et Aw_ sont régis indépendamment des hypotheses
(14) et (18). Elles n'interviennent pas plus pour décider si AW'O est une algébre
ou non.

Ces hypotheses ont donc pour unique rdle de décider de la structure des
espaces Awo. Si on suppose que W vérifie (13'), elles nous disent si AW'O est
un puzzle—L2 ou non. Nous savons que {14) est nécessaire et que (18) est suffisante
(deuxiéme partie, théoréme 2.1). La question se pose alors de connaitre ce qui se passe
quand (14) est vérifiée, mais pas (18). La réponse est dans le théoréme 2.2, réciproque

partielle du théoréme 2.1, et que nous démontrons maintenant.

THEOREME 2.2. Soit W vérifiant (13'). Alors, 1'espace Awo est un

puzzle-L2 si et seulement si  w_ vérifie (18).

Démonstration. Supposons que Awo soit un puzzle-Lz, etsoit A une

fonction découpante vérifiant (P.a) et (P.b). Nous commencons, exactement comme

pour la proposition 2.5 de la deuxiéme partie, a partir de

§ lax-0) el - at= o KB
R o o

pour toute fCAW o+ Cela s'écrit
‘ , e oA 2
H  § ‘S e“"iA(s)f(c—g)de, W (L) dg dt
RV RY RN
cc i
o

Intégrant d'abord par rapport a t, 1'égalité de Plancherel permet d'obtenir :

o 2 2 2
o) § § [a@ie-o)Pwye)asac <c,lkE, .
N “( N 0
R R
o : L 414 L &N .
On choisit alors une suite (fn)n N d'éléments de R") tels que frl
soit a support compact, avec, si 17€RN est fixé, lim 'f |2 =9 (3, = masse
nao n n

de Diract en 7). L'inégalité (50) devient :
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(51) 0 a2 w(esm ag = ¢y w ).

RN

On utilise ici le lemme suivant.

LEMME 3.1. Soit W, vérifiant (19), et soit feAwo a support compact K

Alors, il existe une constante C = C(N,W'O,K) telle que, pour tout £O€RN :
(52) e ) 2w )= c . [fe) 1% w_(€) ae
R
e, i liteg) P eg) =o.
L

Avant de démontrer ce lemme, terminons la preuve du théoreme ; on obtient

immédiatement, par (52) et (51) :

(53) |a(e) 12 w (g+m) = ¢y w ()

pour tous £,n € RN, ol C3 ne dépend pas de 7! On réécrit (53) :

lz(g) {2 Wo(€+?7)
_ < C
wolni 37’
et on prend le supremumen 7 :

Ay 2w (£)=

3 L3
Puisque A est a support compact, on a

S N )| o dE > -

R (1+|512)T

d'oll on déduit que w_  vérifie (14), c'est-a~dire que W, vérifie (18).

’

A

Démonstration du lemme 3.1, Si f est a support compact, f est entiere,

A valeurs dans N RN xRN : on écrira f(£+ia), ol £,x€ RN. D'apres le

théoréme de la moyenne, si goe:RN, on a
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t(g ) [P = cov | § #4100 [ agao.
B(¢, )xB(0, 1)
Or, si EEB(E,, 1), w(E)=w, (1)w(£), d'ou
lfA(«EO) |2wo(€0) < C(N,woo-)gg lf?(& +Ha) ‘2 wo(?, ) déda.

Soit maintenant o«€B(0,1) fixé. La fonction £ —» f(£+ia) est la transformée
de Fourier de x —» e f(x). Si, K étant le support de f, on choisit une

fonction A telle que A(x) = Xq +...H Xy pour x€K, on peut donc écrire

®.X _ Aax) . c 3
e fx)=e f(x), oul'on a noté ox —(oc1x1, e, ochN).
N+1
Posons wi{x)=(1+ ]x }2) W‘; (x). 1l est facile de voir que L1(W(X) dx) est

une algebre de convolution, que v'vl * \'17v < WC- , et qu'on peut trouver A, décrite

0 o
e‘A(X )- 1

k4

plus haut, telle que S le(g) ] w(€)dé < 4. Alors, sionpose g(x)=
N

R
on a g ‘é(&)‘W(&)d£<+oo. Notons ga(x)g(ax). De e
RN

déduit que

(e +i00 2 < ( § Jegmlan)(§ g mllie-m) | an) +2 1) (2,
R R

®.X _ glax) + 1, on

puis, gréce a

*
gl=

1 o
Wy WO,
|5+ 2w (&) < clil], SRN g, (m) e(g-n) 12 w_(€-n) w(n) an + 2 1(&) 1% w_e).

En intégrant en & cette inégalité, on trouve :

a2 e e
t(¢+0) 2w (g)ag < {clel. C  lgmlw 2HER
SRN (6 +ia) [“w { g 1SRN ga(n) w(n)dn + }”f”AW_O
Utilisant le fait que ’a ’ < 1, on peut écrire
§ lemlwman=§ le@)| waerar={ lae)] we) ae,
N N

R R RN
d'ol, pourtout oEB(0,1):
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b e 1 wg(e) ae < cwg,r el
R (o)
puis

(e ) 12 wye )= cov w0 TR,
0

ce qui démontre la premiére partie du lemme 3.1,

Pour en démontrer la deuxiéme partie, on se donne €> 0, puis A et B

tels que S Ié(‘n) |W(n) dn< e et g lf(g) |2 wo(éj) d€ < €. On choisit
ln |>A |€I>B

alors £o tel que !£o|>A+B+1. Si £€B(Eo,1) et a€EB(0,1), ona
l2

e+ 2wy r=c( e mllae-n 1% w (e-n) win) an

,nl>A

+CS \éa(n)||f(£-n)|2wo(E—n)w(n)dn
Inl<a

+2 |E(€) 2 w_(£).

Si |£ IS A et ¢tE€ 5(50,1), alors |E; - T)l > B, d'ollla majoration

S |£(€+ioc) |2 w (§)ag=C ”f'ﬁw S Iéo‘(ﬂ)' w(n)dn
E€B(E, 1) °"|nl>a
se(§ g mbwman)(§  lte) P w (6)ae)
RN ¢ |28
+2 [5(6) % w_(€) at.
£EB(E 1)

Comme ci-dessus, parce que |cxi < 1 on écrit

S |éa(n)|w(n)dnse ot S

In|>A le (m) | w(n)an < c,
! R

N

d'otl
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S | £(£ +icd) |2 wo(g) d¢ < Ce,
B(Eo, 1)
ol C dépend de w,r de g (et donc de K), etde f, mais pasde o. On

en déduit donc |f(£,0) |2 wo(ﬁo) < C €, ce qui achéve de prouver le lemme 3.1,

La démonstration du théoréme 2.2 est donc achevée.

Si Aw o est une algébre de Banach, on sait que W, vérifie (40). Dans ce
cas, (18) est équivalente a

log WO(X) 1. N
(14) ——x7 €L R,
(1+,x lz;r

ce qui prouve que AW0 est un puzzle-L2 si et seulement si (14) est vérifiée. D'autre
part, on a la caractérisation des multiplicateurs de Awo donnée par le théoréeme 2.3
dés que Aw0 est un puzzle—L2 , donc dés que (14) est vérifiée. Inversement, une
condition nécessaire a cette caractérisation des multiplicateurs est que AWO contienne
des fonctions a support compact, ce qui implique que LR vérifie (14). Le théoréme

2.2 et le théoréme 2.3 admettent donc pour corollaire 1'important théoreme suivant.

THEOREME 3.1, Soit W, un poids tel que Awo soit une algebre de Banach.

Alors, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

a) m: RY »€ estun multiplicateur de AW‘O si et seulement si  x —» m(x~t)

envoie {feAwo/Supp f cB(O,1)} dans Awo uniformément par rapporta t ;

b) Aw_ estun puzzle---L2
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log wo(x)

<) — 2 e'®Y).
(1+‘x!2;r

Si 1'une de ces conditions est réalisée, la propriété a) est équivalente a

d m: RN +& est un multiplicateur de AWO si et seulement s'il existe ¢ € AWO,

¢ =1 dans un voisinage de 0, telle que m(x-t) o(x) € Awo uniformément par

rapport a t.

En particulier, si AWo est une algebre de Banach et W, oun poids a crois-
sance lente, Awo est un puzzle-L2 : c'est le cas des algebres de Beurling. C'est

pourquoi nous posons la définition suivante :

DEFINITION 3.1. Soit W, un poids. AWO est une algebre de Beurling

généralisée si Awo est une algébre de Banach et un puzzle-L2.

Nous allons maintenant regarder de plus preés les algébres de Beurling généra-
lisées : aprés quelques propriétés générales, nous (re)donnons la forme que prennent
les théoremes 2.3 et 3.4 dans ce cadre. Enfin, nous traitons deux exemples, pour
lesquels nous caractérisons explicitement les multiplicateurs. Le premier est bien

A\

connu, c'est celui des algébres de Sobolev HS(RN), oli s> 1;

4, ALGEBRES DE BEURLING GENERALISEES : ETUDE ET EXEMPLES

4.1. Propriétés générales

Ce que nous allons faire ici tourne autour de la notion de specire.
Nous savons déja que, si AW'O est une algdbre (quasi-analytique ou non), et
si xoeRN, 1'application f —» f(xo) appartient au spectre de Awo. Ce fait a

pour conséquence la

PROPOSITION 4.1. Soit w, un poids tel que Awo soit une algebre. Alors,
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1 1.,N
W;)eL(R ).

Démonstration. Il existe, en effet, une constante C telle que, pour toute

t€Aw_:
: o)) = il

soit feAw NS ®Y). De 1'égalité

£(0) = (277)‘NS F(£) dE
RN

on déduit .
S L fa | < canM lill,

Cette inégalité se prolonge et se transforme aisément en une inégalité sur 1'espace

L2(Wo(x ydx) :

2

T et ax] = cen Nl
N L (wo(x)dx)

. . s 2/ 2, 1
Cela exprime simplement, en mettant en dualité L. (wo(x) dx) et L (‘W dx), que la

fonction constante égale & 1 appartient au dual de L2(wo(x) dx), c'est-a-dire que
1 1, N
Wfo- EL (R).

Soit maintenant & un élément du spectre de Aw_:si f€ Aw, o(f)e €,

et lowl=<clill, . ate)-o0 o).
O

Awo étant un Hilbert, il existe ¢ € Awo telle que, pour toute f € Awo

(54) )= £(6)o(6) w(8) at.

RN

La multiplicité de & s'écrit

3(tg) = (27) NS g f(€ng(n)¢>(é) o(8) de

=a(t) oe) = ([ 1(e) o(&) w(&) ae)§ () o(e) w (€) ae).
RN RN

On applique ces égalités A une suite de couples (fn , gn) de fonctions de AWO tels que
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. . . - N N
lim £ = Sg et lim g = 677 , o & ,m €R. Celadonne
na-+o0 o n+4co o
B} | o N
o(€ ) w (€ +n ) =Qm)" o0& ) w (&) o(n ) w(n),
d'ol )
~ (x +iy ). ¢
. _ -N oo N
(55) o(e)w (E)=(2m) e , X Yo ER .
Or o €Awo, soit
S e2x0.£ 1 4t < 4o0
RN Wo[EJ

Si AWo est un puzzle-Lz, ¢'est-a-dire si W vérifie (14), on doit avoir x, =0.

Alors, (54) et (55) donnent

o) - rN§ oo fe)ae

R
= f(yo)9

la deuxiéme égalité étant licite parce que, si f € Awo, fe L1(RN) (conséquence de

—l € L1(RN)). On a donc déterminé entiérement le spectre de Aw_.

(o]

PROPOSITION 4.2, Si Awo est une algebre de Beurling généralisée, son

spectre est constitué des formes multiplicatives f —rf(xo), pour tout xoeRN.

Remarque. Dans le cas général, on a en fait montré que toute £ € Awo se
prolongeait sur une bande du plan complexe en dimension N =1, et, en dimension

quelconque, sur la partie de & détinie par lIm z; l < a,, oi a= (a1 yeons aN)

P a.x 1 ,
est défini par S e T dx < 400,
RN o

4.2. Multiplicateurs et opérateurs pseudo-différentiels sur les algebres de

Beurling généralisées

Le théoréme 2.2, sur les multiplicateurs des puzzles—LZ, s'améliore ainsi :
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THEOREME 4. 1. Soit AWO une algébre de Beurling généralisée. Alors,

m : RN +€ est un multiplicateur de AWO si et seulement si m est localement dans

AWO, c'est-a-dire si et seulement s'il existe une fonction ¢ dans AWO, o =1

sur un voisinage de 0, telle que, pour tout t€RN

, m(x) o(x-t) € AWO , et

o) ox-0)ll,, = c.
(o]

Ce résultat n'est que la transcription du résultat général sur les puzzles- L2

aui ont une structure d'algebre (voir corollaire 1.1 du théoréme 1.1).

C'est en s'appuyant sur ce théoréme, applicué aux espaces de Sobolev HS(RN),
or s> 1; , que Coifman et Meyer obtiennent plu sieurs estimations pour des opérateurs

pseudo-différentiels de la classe SO (voir [4_[ , chapitre 1).

0,0
Dans une direction voisine . nous généralisons maintenant un théoréme de Bourdaud

et Meyer a propos de la continu ité 12 de ces mémes opérateurs.

1 C e s
* o= < =, et vérifiant (14).
o o

0
On pose §(x,£) = Wo(x) p(¢ ). Pour

THEOREME 4.2. Soit W, un poids tel que wi

Soit p un autre poids tel que % € L1(RN).

au'un opérateur pseudo-différentiel soit borné sur Awo, il suffit que son symbole

o(x,£) soit u n multiplicateur de 1'espace Aa(RNx RN).

Les hypotheses sur WO impliquent que Awo est une algebre de Beurling

généralisée, et donc également que W soit sous-multiplicatif.

Démonstration. Soit 2 une fonction découpante de Awo vérifiant (P.a) et
(P.b) pour Aw_, et soit f€AWO. Suivant Bourdaud et Meyer ( [3] ), le principe de
cette démonstration est une double localisation, en x eten £.

On désigne par pn(x+t , ) 1la transformée de Fourier en £, et par
X, (y,£) celleen (x,£), delafonction A(£) A(x)o(x+t, £+m). Alors, 1'hypothese

t,n
nous indique
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2
(56) 55 a0 Pugma@rayae <.
Soitb g=0(x,D)f, c'est-a-dire
g) = m N &M Cax,e)ig) ag
RN

(on suppose, comme de coutume, f € J (RN) dans un premier temps). Posons

g,(x) = glx) At :

g0 = mN T ™ E olx,6) AGx-t) Ac-t) £(¢) at
N
R

=, § § ™ otxe) Aet) AE-n) A-t) £(¢) ag an.

On définit f_ par

n
(57) £, (€)= 1(6+m) AE).
Alors
(58) g(x) = Cy SRN ¥ gy ylx) an,
olt
8 n(x) =§  pylxiE) Ae-t) () .
R

On écrit ft,n’((x) = A(x-t) fn(C+x), puis
gt,’n = (2m) S S (z C) Z,(y -z)dzdr.

On en déduit, en appliquant Cauchy-Schwarz :

g s @S 8 GF e
ol R
(59 Mg 2§ I pe0) e ae
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et

(60) Fy p2f =
% N

It @) % 5 at.

Puisque Awo est une algebre, on a

Hgt ,n”i < C4<S (z) 2w (z dz)(& Y w (z) dz)

L'mégahte (56) exprime que At n € Awo uniformémenten t, n, d'ol

(61) Hgt nHZAW < Cy4 S (Z) w(z) dz
RN

Rappelons-nous 1' égalité (58) : elle implique
R

L 'hypothase Wt * VT1 < WE entraine, par Cauchy-Schwarz :
o o o

) wy® lgP=c, S . g, (&-m [ w (&-m) w (n) am.
R

La conjugaison des inégalités (60}, (61) et (62) nous donne

(63) S Hgt| =g BSSS IfAt,n’c(z) |2 w (2) W’o(")agz’y dz At d7 dt.

On commence par intégrer le deuxiéme membre de (63) par rapport & t : puisque

ce qui permet de

ft,n,C(Z) = A(z-t) fn(C+z), on applique (P.b}a A et f"? ,

faire disparaitre 1'indice ¢ :

S . Hgtl dt=Cy SSS £ ()] wo(z) w (1) 5(’15') dz dndt

R
=c,§ 0 I, w @ w ) aan,
9 N “.N
R R
11Ny S
car S€L (R7). D'apres (57), cette inégalité s'écrit exactement

S ”gtHZ dt < C9 S S lf (z+n) A.(z)2 wo(z) wo(‘n) dz dn.
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1 suffit alors d'utiliser wo(?7) < wo(z b1 wo('/,). et le fait que £ soit a support

compact, pour obtenir

g IR P
RN o o
. g 9] ,
On a gt(x) = g(x) A(x—t)z : bienque A~ ne soit pas une fonction découpante,

le fait que A2 =1 sur un voisinage de 0 suffit a prouver que gEAWO, avec

HgHAWO < C11|lf”Awo : la démonstration est terminée.

Notre étude théorique des multiplicateurs et des opérateurs pseudo-différentiels

s'arréte ici, dans le cadre des espaces Aw_ en général.

Nous allons maintenant exploiter le théoréme 4.1 en traitant deux exemples
d'algebres de Beurling généralisées. Nous commencons par retrouver un résultat

classique.

4.3. Premier exemple : les algébres HS(RN), s > gj

DEFINITION 4.1. On appelle LfOC(RN) 1'espace des fonctions f: R\ « €

mesurables telles que

supy [0) 15 00ll, <+,

tER
et on note
(64) Hsz,loc = fépoN Hf(X) 1B(t,1)(X)H2-
Préliminaires. |

.81 € I,2_. on note le module de continuité en norme L2 de f:

(o) = exso0) - £0)]]

5
. on rappelle le résultat suivant, dont on peut trouver la démonstration dans

Stein ( l_]2], p. 139).
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PROPOSITION 4.3. Soit 0610,1 [ Alors, feHa(RN) si et seulement si

u,(oc

f€L et S dcx < 40, De plus, il existe une constante CN
telle que
[ liellelz T_[_T“’f“‘)z
1(e) 1% 1€ 1°7 ag = | da.
RN N RN o N+2o

Soit maintenant s >1; , et m un multiplicateur de H (R ). Deux cas

sont a distinguer :

Premier cas, s€EN. L'appartenance a HS(RN) s'exprime simplement :
e RN ) e=s e L?®RN) pour tout j = (i ---r dy)s avec i< s.
On choisit <p€f(RN) telque ¢ =1 sur B(0,1), eton pose (pt(x) = o(x-t) :

o, €H%, et |m (pt”Hs <

Puisque s>1;, tout élément £ de H° est borné, avec

Hf”oo < C(s,N)“f” g Or,si x€ B(t,1), m <pt(x) - m(x). Donc, meL”

H
De plus, si j= (j1, ceey jN) vérifie ]j ' <s, de ®m (pt(x) = (bjm)(x)
si x€B(t,1), ondéduitque dImeL> (RV).
. . o, N j 2 N .
Réciproquement, soit m€L (R) telque ?d°m € L oc(R ) pour tout multi-

indice j, lgl < s. Nous allons montrer que m est un multiplicateur de H°.

Soit ¢ € ‘:3(RN), Supp ¢ < B(0,1). D'apreés le théoréme 4.1, il suffit

de monirer que m ¢, € H° uniformément par rapport a t.
. oo 2 . p
Puisque m€L. , m <pt € L™, uniformement.

Soit maintenant j un multi-indice, Ij \ < s. On a la formule de Leibniz

suivante sur RN
J(m <pt)_ T C;( 2% m begot ,
k+e-‘}

oll la somme est étendue a tous les multi-indices k = (k1 y ey kN) et
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k
tels que k+8=(j1,...,jN), et oli on a posé C;f=C.1...C.

e=(8,, ...,¢ :
(1’ ’ .]1 JN

. N)
il suffit d'utiliser

ku m 3 e(ptHZ < “becpr kumHZ,loc

pour prouver dJ(m ¢,) € LZ(RN), avec ”bJ m ¢ H < C. mo, estdonc dans
t t'2 t

Hs, avec Hm (ptH s <C, pourtout t: m estun multiplicateur de H®.
H

Ce raisonnement, que nous avons volontairement détaillé malgré sa simplicité,
contient toute notre démarche pour caractériser les multiplicateurs d'un espace Awo,‘
d'abord écrire 1'appartenance a Awo sans passer par la transformée de Fourier, en

déduire des conditions nécessaires sur un multiplicateur, enfin montrer qu'elles sont
suffisantes en appliquant le théoréme 4.1 et en choisissant judicieusement la fonction .

Deuxiéme cas, s=n+0, ol nEN et o€]0,1[

t e HSRY) siet seulement si £ e 12(RY) et

(65) Ol [P lelPm20 qe < 1o,
RV
Op, l£'2n= E Ci1’.,..,JN ng’ otl C::,-.-,JN: n!
’j'sn PR N (n-j1)!...(n—jN)'.
214 2j

N

et 523 =&, ... gN Par conséquent, (65) est équivalent a

S I(bjf)A(E)lz l&’zo d¢ < 40 pour tout j, 'j!sn,
N

R
ou encore a
w . (a)
(66) S ot dx< 4+  pour tout j Ij l <n
9 -— .
RN a N+20

11 faut remarquer que, puisque i (a) = ZHOJfHZ, les intégrales ci~dessus ne
ol i
peuvent diverger qu'en 0.

Soit <p€}(RN), ¢=1 sur B(0,2): >m (pt(x); >Im(x) si x€EB(t,2),
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donc bjm€Lfoc(RN) si ljls n. De plus, si ‘o(‘S 1, ona
(67) H [me(x+cx - bJ -] 15 1 HZ <w . (x).

>N (me, )

N

(66) et (67) montrent qu'il existe une constante C telle que, pour tout tER " et

tout multi-indice j, lj ’S n:

Hl:bJ m(x+x) - OJ W1
[a|N+20‘

B(t, 1 ”2

(68) §
R

da < C.
N

Enfin, comme pour le premier cas, mELw(RN).

Supposons récirpoguement que mEL’ et vérifie (68) pour tout t et tout j,
[il <n. soit oe P®Y) telle que Supp ¢ cB(0,1), etsoit j, |il<n. on
a encore
bj(m (pt)= z C;.( >¥m be @,
k+£=j
Pour la commodité de 1'écriture, nous notons, si oc€RN, Auf(x) = f(x+a) -f(x).

11 est facile de voir que

(69) A, (tg)lx) = flx+a) A glx) +g(x) B £x).
Or :
(2l ol ls¥all,
”bkm(x+o() Aa(bewt)(x)ilzs < | l ” g Kk
ol e ool

1'inégalité inférieure étant obtenue par application & ? ecp ¢ du théoréme des accrois-

sements finis. On en déduit
lo¥mxsa) 8620,/

(70) SRN - 'N+20 dax < C,(p, m).

D'autre part :
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k k

o fo60 A Rmeal, = 1“0l Thy 1A oRmll,,
? “ié‘
d'ol
I *o,60 Ao m)x) B
(71) { e do = Cy(0, m).
T
La conjonction de (69), (70) et (71) prouve que
] 2
§ w—m——bj(m(pt)(a) (0,m)
da = C,Llo,m),
N+20 3V
RN X
c'est-a-dire, d'apres la proposition 4.3 :
(72) U lmoy @2 [ 272 ae < ¢ (0,m).
N

R

Puisque m€L°°, m o, € 12 uniformément par rapporta t, ce qui, avec (72)

N\ S . rd
acheve de prouver que m @ ¢ € H”, uniformement.

Le théoreme 4.1 nous a donc permis de retrouver la caractérisation des

N), quand s>N

multiplicateurs des espaces H°(R 5

THEOREME 4.3, Soit s > g Alors, m: RN € est un multiplicateur de

HS(RN) si et seulement si :

a) dans le cas ol S€N, m€I_,oo et, pour tout multi-indice j tel que ’j [S s,

»Im e 1.2
loc

b) sinon, enposant s=n+0, avec neEN St 0610,1 [, m€Loo et, pour tout

multi-indice j tel que ’j l<n, olmer?

loc® avec

109 meero0 - Ime 1 yo0lB

! IN+20 da= C
o'

)

R
. N
quel que soit tER

N

(Rappelons que L2 (R

Ny
loc

est défini au début du paragraphe, a la définition 4. 1),
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4.4. Deuxieme exemple

Cette fois~ci, nous allons faire les hypotheses suivantes sur le poids LS

o (Ix|)
f(73) wo(x) e © i , ol 60:E0,+0<>':-> ’:O,+00’-_ est 2 fois dérivable, et

WO(O) =1

(75) < (74) Y(@)=r 96(11) est concave, et r ¥ '(r) estcroissantet>0 pour
r assez grand

L'hypothése (74) indique 2 la fois une régularité concave de 6 (puisque

—_ = r') est décroissant), et une certaine taille minimale de puisque
‘ﬁf}“) 6.(r) est décroissant), et taine taille minimale de 6 (pui
Go(r) =b logzr' au voisinage de 1'infini des qu'il existe s=0 telque s ¥'(s)> b).

En particulier, w, est a croissance rapide.

L'ensemble des hypothéses (75) implique que Awo est une algebre de Beurling

généralisée. Pour le voir, on prouve en invoquant la proposition 3.2 que

400 -6 (r)+ré'(r)
(76) S e © ° I‘N_1d1" < too,
1

En effet, r 6'o(r) - (N+1) est concave et positif pour r assez grand, d'apres (74).

N+1

Par conséquent, 68(1*) - —— est décroissant, et Go(r) - (N+1)log r est concave.
8,(r) log r

Ainsi, - (N+1) — est décroissant pour r assez grand. En dérivant, on

trouve

- Go(r) +r 6(’)(1*) < N+1-(N+1) log r ,

ce qui prouve (76).
Nous détaillerons des exemples  la fin du paragraphe. D'ores et déja, signalons
o x
que les poids de &eVre.J e !x‘ , ol 0< <1, oubien o108 (1+|x ')’ ol

x =2, vérifient les hypothéses (75).
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On définit, pour tout ce paragraphe, les fonctions et les quantités suivantes :

s 6 O(I‘)
, ol wo(r) =e

(77) si s=0, P(s)=sup

r=0 \/Wz(r)
(78) si s=0, w(s)= V54 '(s)
(79) @=9~, et p(x)=mo d(2x)
(80) si neN, M =p(n)P@y
(81) si k=(k

. kN) est un multi-indice,

kot k!
L12< =L'm!_M?kl'

Les multiplicateurs de AWO sont donnés par le

THEOREME 4.4. Soit w_ vérifiant (75). Alors, m: R\ +€ est un multipli-

cateur de - Aw o Siet seulement si, pour tout multi-indice k, >¥m € LfOC(RN),

avec ”bkm/lz,loc =g L, ot g€ 2@).
Rappel. D'apres 1a définition 4.1,
k k
ool = s o5 5 -

Démonstration. L'idée de base est que 1'appartenance a Awo s'exprime

directement, sans passer par la transformée de Fourier, gréce au lemme suivant.

LEMME 4.1, Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout r=0

Lw (r)< T e (r)
=W (r) < =Cw_(r),
: Co n-:'i?n o
8 _(r)
. o
oll wo(r)=e
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Admettons ce lemme pour 1'instant, et posons, si & € RN,
( 400 ’€]2n
T(€) = Alors, Aw_=A,,. Réécrivons le poids T :
n=0 PF o T
400 (gf oot gli)“
T(g): z >
=0 M
n
10 nt 2k1 ZkN
= Z K-/IZ ( E : : §1 . €N )
n=0 Iki=n kito. ky
2k
-3 §7 ,
keN" LY

Alors, f€Awo veut dire exactement qu'il existe ( ek) € ez(lNN) telle que, pour tout

k:
S lf 12 deg_sz i’
RN

c'est-a-dire

(82) ”bkf”z =g L,

oll 1'on a légérement modifié € sans le dire !

k’
Soit m un multiplicateur de AWO : choisissant (peAwo telle que ¢ =1
sur B(0,1), ona

pim o )x) = o mx) si xeB(t, 1),

kumqot” < gL, pourtout teRY, ol (g,) € 2>0N).  On en déduit
immédiatement
K
(83) Hb m”Z,loc = & by

Pour montrer que les conditions (83), pour tout multi-indice k, suffisent
donner un multiplicateur de AW'O, nous choisissons ¢ € AWO, Supp ¢ < B(0,1),

et nous écrivons



- 64 -

(84) 53 mcptHz < k+§=j c;.‘ 5 Coll_ kum”2,loc ,
k
ol Cl.<=C1 Cl.{N.
e ¥ i

Nous imposons maintenant sur ¢ des conditions plus fortes que 1'appartenance

a Awo , soit

(85) Hb ewHw =a, L,,
ol
1 1
(86) Xy, = . ’
¢ (—11752 (1+22)% 14121 /4

ce qui est possible, par exemple, en choisissant ¢ dans Aw, ol

N+1
2,2 2n
2,2- 2@
w(g) = (1+] £ |?) z (+“)2’€| :
n=0 Mn
+0 M
En effet, d'apres le lemme 4.1 et 1'hypothése (14), z < o, L'existence
n=0 “n+1

de ¢ résulte alors de la théorie des classes non quasi-analytiques (voir Katznelson

E]] , ou Mandelbrojt E&] et [9])

Utilisant les relations (83), (84) et (85), on a

odm | L, L
(87) m—L(pt% < T C T e—k o,
i1 keesj %

M, , M €
< ¥ (Cl.( Clkl)1/2 lf/ll Iklgl_g

. Xpe
kre=j 0 R

On fait alors appel au résultat technique suivant.

LEMME 4.2, Si p+g=r, alors

M M

1/4
pT qTf ‘

q

=

Nous le démontrerons aprés avoir démontré le lemme 4.1,
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Il permet d'écrire, apres (87)

l33m . ck 12 €
_t2 _,1/4 (=) Ko |e|1/4.
&6 K-+ 8= cl';.‘: ¢

or. K K, N Ikl

.=C, ...C, < C. , ce qu'un développement de
iT i 1l

J J ~

(1) 'L () N = (14x) )

fait voir tout de suite. Ainsi :

J
(88) ]_j_b_in_(pt_”g < 21/4 > E_k «, l 3]1/4_

£.L. = . E.
JJ k+e=j 7]
k
I1 nous faut montrer, pour pouvoir conclure, que z = % |8|
k+8=]

1/4SC,

d'aprés (82). Pour cela, nous commencons par modifier la suite (ek), en posant

sucessivement :
(89) R, =— L
P T N
(1+81) (1+2N)
et
(90) - T 3
€ = € .
m+n=Kk m - n
Alors, € < e;: , donc les relations (83) peuvent étre remplacées par
*
o1 o ol o = €L
Et puisque (ei:) € ¢ '), on peut estimer, d'aprés (82), ——— aulieude
€. L.
; J
[9m o
t 2 7 N
—T1 On est donc ramene a prouver que
J J
(92) b2 ae’e|1/4sc.

e

k+£=j

Or:si k+ £=j, onad'apres (90):



z € R ¥ € R

I eR Z e B
p+q=k+ ¢ pd msk ™

M [

ol m<= k signifie m, < k., ...,mN_<_kN. On a la relation Bk+€—m2883k—m’

ce qui donne

Mais d'aprés (86) et (89) on a choisi : ' 2 '1/4 a, < 1322 , d'ol

2 -ae!e“/4s > < too,
¢

R
een™ ¢

Ainsi, moyennant les lemmes 4.1 et 4.2, nous avons démontré le théoréme 4.4,

6 (r)

Démonstration du lemme 4.1. Il s'agit ici de comparer wo(r‘) =e et

w- 3 o
Tr)= 2 . Nous avions posé€ :

n=0 F

n
S
(77) si =0, P(s)=sup et
r20 w_(r)

(74) H(r)=r Gc')(r).

Un simple calcul montre que le supremum qui définit P(s) est atteinten s
défini par
(93) P(r)=rbi(r)=2s,
c'est-a-dire, d'apres (79) :
r = &(2s).

On en déduit que, pour tout r =0,
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s 4
: B rr
(94) Vw (r) = U 5s) BT
avec
1 1
(95) o=59@r) =5r Gé(r‘).
Nous supposons maintenant que 1r > 0 est fixé, et nous posons svrcessivement :
) T
(96 7(r) = sup
neN P(n
(97) q= ’:O'J = partie entiére de o
. 1
(98) A, =2@n), soit n=5 A 6(‘)(An).
Alors, d'apres (94) et (95) :
A0
, _"n
(99) vw (3 ) =)
D'aprés (94) et (96), il est clair que
(100) T(r) < \/\TO(I‘).

La premiere étape de la démonstration sera de prouver 1'existence d'une constante

C,= C(wo) telle que

(101) Vw (r) < o T(r).

o
La deuxieme étape sera la preuve de

T .
(102) . C——2 wo(r) <T)< C, Wo(r‘) ,
ou T(r) est donné par

+0 2n

(103) Tr)= =
i n=OFn

Mfl &tant défini par (78), (79) et (80) :



(78) si s=0, 7(s)= Vs ' (s)

(79) =y et px)=re d(2x)

(80) M = pln ) P(n)?

Premiére étape : démonstration de (101)

(101) s'écrit aussi, a 1'aide de (97) et (99) :

rd
(102) V‘_NO(F) = C1 T(P) C1 —=C (X_) \/WO()\q)’
P(q)
soit
r .
(103) Go(r)—ao(kq)SZq Log 1—q+ K.
163 )
or, Go(r) - eo(xq) = g —dx, d'ol la condition nécessaire et suffisante pour
A
q
obtenir (101) :
n+1 dx
(104) ¥ neEN S [3(x) -Qn]-)—{— <K
A
n

Cette condition est vérifiée en particulier si

(105) Aq =C An

Mais, sous nos hypothéses, on a, d'apres (98) :

A
Log —? Log ®(2n+2) - Log ®(2n)

2n+2

_ 2'(x) 4
.

soit, d'aprés (79) :
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L 'hypothése (74) nous permet d'écrire s)'(s)= b>0 si s estassez grand, d'ol,

si n estassez grand :

o1

A
Log —-rxl-ﬂ <
n
(105) est ainsi vérifiée, ce qui prouve (101).

Deuxie¢me étape : démonstration de (102)

On pose maintenant :

(106) u(s) = Log P(s)
(107) | u1(s) =2s Logr -2 u(s)
(108) u(s) =2s Log r - 2 u(s) - Log p(s).

D'apres (103) et (94) :

(109) T(r) = +; eu(n) et WO(P) =eu1(0)
n=0
= p(o) eu(o)‘

Les propriétés de u, u, et u, quisonticides fonctionsde s, paramé-

trées par r >0 (toujours fixé, bien sfir), sont rassemblées dans le lemme suivant.

LEMME4.3.a)_s_i t=a(2s), u'(s)=Logt et u"(s): 1()
tY'(t

(110) ;

b) en prenant soin d'avoir fixé r assez grand, on a

(111) 2<r()ulloc -7(r))< C

1 3

et

(112) 2 < -m(r) u1'(0+17(r)) =Cj ;

c) pourtout s =0,

&' (2s)

(113) lujs) - u(s) | = &S

d) si r estassez grand,
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(114) 1 <7w{r)u'(c - r(r)) < C

4 4

< —-m(r)u(o+n(r)) < Cy-

O'._.

(115)
4

Démonstration. Ces quatre propriétés ne sont que des jongleries fastidieuses

avec les hypotheses. C'est pourquoi nous n'exposons que br‘i‘e\}ement leur démonstration
a) provient de la relation
u(s) = s Log ®(2s) - 5 6 _ [#(2s)]
déduite de (106), (77) et (93).

b) (107) donne

7(e) ul(o- 7()) = 7(0) [2 Log r - 24" (o-7(r))]
=2n1(cf u(s)

ol s € Eg—ﬂ(r*),cr_{ , parce que, d'aprés (110) et (93), Logr=p'(c). Celase
réécrit ainsi :
1
ST ¥ (r),
t Y (t)

oll t=®(2s), d'apres (110)et (78). L'hypothése (74) implique t<r, puis

(116) 7 (1) ui(c -7w(r)) =

t'@)<r ¢Y'(r). Ainsi, on a bien

7(r) u{(c -n(r)) =2,

D'autre part, 1'hypothése (74) implique la croissance de &®'. Le théoréme des

accroissements finis nous donne alors

T
>r -
t=r-2\ormm

Deux cas se présentent alors :

soit lim ry'(r)=40 , soit ry'(r)<cC.
D3+00
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2% pourr v assez grand, d'ol, d'apres (116) :

o1 R

Dans le premier cas
7(r) ua(O' - 7(r)) < 4.

Dans le second, t$'(t)=b>0 si r estassezgrand, d'ol, d'apf‘es (116) :

T

7(r) ua(c -n(r)) <

o) [swr)]t=¢(s)+sun(s)= y'(s) dapres (74), d'ob

[ut(x) - w(s) | ~BLS) _ 5 2125) w0 8Cs)
p(s) 7o ®(2s)

< &'(2s) ¥ 'o ®(2s) .
&(2s) ' o &(2s)

d) Si r ¥'(r) reste borné, le résultat est évident. On suppose donc

lim rp'(r)=+.
3+

c) nous donne alors

|7 () uj(o - 7(r)) - 7(r) 0 (o-m(r) | < m(r) 229 = 27(r))
®(20 - 27(r))
< _n(r)

ETHGH

ol t=&2c -27(r)). Comme enb), on en déduit

7)o = 7)) - 7)o - 7)) | = L <1

si r est assez grand, d'ol, avec (111), le résultat voulu.
Une petite modification du lemme, facile & établir, est la suivante :

(M7) si ]x‘s n(r), alors é—gw(r)lu'(o+x)]sc

4 4

Nous démontrons maintenant (102) : soit n€EN tel queb o-p(o) < n < o+plo).
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D'apres (78), (79) et (95), p(o)=7(r). Donc, par le théoréme des accroissements
finis, puis par (117) - Cl < |u(cr) - u(n)l = C,.
4

Utilisant alors (94) et (108) sous la forme

(118) @) _ 5(;—)- w(r),
il vient

1 g+plo) (n) |
(119) o w (r) < 0_‘;‘(0) ' < cgw (),
Cela prouve
(120) (_:1_5 W (r) < T(r)

D'autre part, d'aprés le lemme 4.3 (a) et (c) :

!
u'(s) =22 Log r - 2 Log ®(2s) - $'(2s) ,
&(2s)
1
z2Llogr-2logt- ——rm,
ty'(t)
en posant t = &(2s).  La fonction
t —>2Tlogt+
t ()

est croissante pour t assez grand. Donc, si s € [so , o-plo )], on aura

_®'(o-2p(0))
®(20-2p (o))

’

u'(s) = uj(o-p (o))

d'oli, d'aprés (111) et la preuve de (114)

1

(121) plo)u'(s) > <, si s€ [So , o-p(o)l .I

Cela implique la croissance de u sur ’-;o , 0-plo )], d'ol

0_pg - )

n
o S0

eu(s) ds, :

o -p(0)
§

et par (121) :



o-plo)-1 o
-p(o)
z eu(n) < (,4 p(c)g e (s) u'(s)ds,
5 %o
< ¢, plo) Ju(o-p(a)) ’
d'ou
1 TR um) g o)
(122) : e <2C, p(o) e =2¢C, wo(r‘) ,
0

d'apres (117) et (118).
Si maintenant s € l: g +p(o) , +°°[, on démontre de méme que

-p(O)U'(S)Z%,

4
puis que
+OO
(123) z eu(n) <2 C, wo(r').
o +p(o )+1

Finalement, (119), (122) et (123) donnent facilement :

400

T(r) = z ouln) - Cg w(r),

ce qui, avec (120), achéve de prouver le lemme 4.1.

Démonstration du lemme 4.2. Il s'agit de montrer que, si k+ 2=j, ona

[av]

2

.=

M
' 1/4
-E—!_<_2/

1/4

=
G

(124)

=
[

Cela s'écrit, d'aprés (80) :

B p(2)Y1/2 P P(8) _ PG ( 1/4
T p(g) k!t ¢t 7 5! ’

Or, p est une fonction croissante, d'ol p(k) < p(j).
D'autre part, # étant concave par (74), ona

t'(t) = y(t),
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d'olt

d(2e)Y'o ®(22)< 22,

. 2
soit p(ey <22,
Par conséquent :
1/2
(125) ( k)p ‘”) < (2e)/4,
I1 suffit donc de montrer

P(k) P( ¢ P(j

(126) 1(<3)e!( ) < ng)

pour pouvoir conclure par (124).

Posons o = _Pl@) y O = P(1). (126) est équivalent &
n P(n-1)
(oc1...ock)(oc1...oce)s Qg ene O
Ainsi, (126) sera prouvée dés qu'on aura montré que la fonction Q(s) = _P(s)
s P(s-1)

est croissante pour s =2, Or:

&) () -w(s-)- 1

Le probleme est donc ramené 4 montrer

(127) s[pie) - pr(s-1] = 1.

On écrit alors, d'aprés (110): u'(s) - p'(s-1) = S R oll

’
B(t) ¥ 'o &(t)
s-1<t<s. D'aprés (79), cela se récrit ainsi :

1 Géo &(t)

Yo a(t)
Or, d'aprés (74), P'(r)< Gé(r) pour tout r, d'olu

p(s) - p'(s-1) =

Nl =

prs)-ut(s-N2 ] =
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ce qui prouve (127), et donc le lemme 4.2,

La démonstration du théoréme 4.4 est donc compléte.

Pour terminer, voici une série d'exemples de poids vérifiant (75), avec les

quantités Mn associées :

%-1 -2-r'°‘

a) wo(r‘)=r‘ e , o 0<ac<1t, Mn=(n!)1/(x
X 2.0 n

b) w (r‘)=r‘2‘e°‘e , ol 0<a<1, M =n%

0 n
2

1 Log'r
5 2

c) wo(r)=e Log R = R>1, Mn=Rn

’

«
-1 x
RS 2 2y Logr s 1« -«
d) wo(r) = [1 + (Log r') Je , ol a=2 et vy-= &(—Ta— LogR) ~,

. a
_ph N o a
Mn_R , ou a--ﬂ_ .
5. DISTRIBUTIONS A SPECTRES COMPACTS DANS DES ESPACES L2 A

POIDS

Dans cette derniere partie, nous exploitons les résultats de la partie 2, et
notamment les théorémes 2.1 et 2.2,en nous plagant du point de vue des transformées

de Fourier, c'est-a-dire dans des espaces L2 a poids.

DEFINITION 5.1. Si LS est poids, on note L‘2N, 1'espace
o

L (w (%) ax) = {ge 3 ®™)/S . lgx) (2 w_(x) dx < s}
R

On munit L‘ZN de sa norme habituelle.
(o}

Si LR vérifie (19), les résultats de la partie 2 trouvent a la fois une traduction

) 2 ‘ .
et des consequences dans 1'espace Lw , hotamment dans le domaine de la presque-
0

orthogonalité : c¢'est pourquoi nous nous intéressons surtout aux éléments de Ly a
0
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spectres compacts.

5.1. Presque-orthogonalité et dérivation

Nous commengons par la transcription de la proposition 1.1 appliquée aux espaces
Aw _.
o]

PROPOSITION 5.1. Soit wy vérifiant (19), et K un compact de RN, tel

que (K-K)N zN - {O} Soit (gk) une famille d'éléments de L2_ , dont les
= = N W —_
kcZ o
spectres sont inclus dans K. Alors,
ik,
gk)= T g (x) S
kez™
. N 2 . . s l] H2 < . .

appartient a. I, si et seulement si g +,  De plus, il existe une
st stinditrabutulebdig W N =k'. 2

o 7V 4 LW_

o
constante C = C(K , Wo) telle que

1 2 2 2

¢ ol P, <P, <c z lgfF, .

C N ®k' 2 2 NSk 2
KEZ LWO LWO kEZ LWo

(128)

Ce résultat est 1ié a un autre résultat portant sur la dérivation, que nous

exposons maintenant.

Soit P un polyndme de € ,:X1, e XN]
n x
(129) PX) = T a X' .. xi‘ ,
lxl=0
« étant le multi-indice (0:1 y ey ocN). L'opérateur de dérivation P(D) est alors

défini par

(P(D) g) (€)= P(£) &(£).

Nous pouvons énoncer :
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PROPOSITION 5.2. Soit w_ vérifiant (19), et P €€ EX1, XN] un
polyndme s'écrivant sous la forme (129). Il existe deux constantes M et C telles
que, pour tout &€ >0 et pourtout g€ L‘i , dont le spectre est inclus dans

Ce N : 2 °
-2,2° ", onait P(D)g€ L, » avec
0
N .
(130 lbovel , < c B la lowey =/ lGl,
2 (x 2
L {ai=0 L
W W
0 o

Démonstration. On écrit g=f, ou f€ Awo : il faut estimer

HP(X).f(X)HAW .
[e]

Puisque Awo est un 1:)uzzle—L2 , on peut décomposerr f sous la forme

f(x)= T f (x-k), ou f €Aw_ et Suppf, c [—1,1]1\].
lkl< e K k= "o k

Soit C(Mn) une classe non quasi-analytique telle que, si ¢ € COO(RN) et

Hbo‘ (p”2 < B(p M §* bour tout multi-indice «, alors @€Aw1, ol 1'on a posé
N+1
. 1 | ‘2 Vi s .. .

w1(x) =(1+1x1%)" w_(x) (proposition2.4). Si i€ {1,2,...,Nr, on choisit
m, € C(Mn) telle que Hb“m”z < B M . et mi(x) =x; si x€ E—-1 , 1_!N (1'existence
de telles fonctions est laissée au lecteur). Alors, la proposition 2.1 montre que m,
est un multiplicateur de Awo, pour tout i. Socit M >0 tel que

HmifHAw SMHfHAW pour tout i.

Ecrivant alors

Px)f(x)= Z P(x)fk(x—k),

IKI<
il vient
2 ’ 2
(131) Ipex) iy, = Sy L, P 0wl

Posons, si kez  est fixé, y=x-k. Alors
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n oy
Px)= T ao{(y1+k1) .. .(yN+kN)
Iocl=0 '
d'ol

HP(X)fk(x—k)”AW = I > a lH(y1+k - etiy) f(y HAW
o locl 0

D'apreés le choix de M, et puisque |k |S e :
H(yi+ki) fk(Y)HAwo < (M+ e)ka { Aw

d'ol par itération

lpe) sl < . o loee ey, -

On en déduit, avec (131) :

2 I l 2
HP(x)f(x)HAW <c, {l ﬁ)la | ey 1} W, kaHAW

<C a_|(M+e) M f
A B laownlIY IR,

11 y a un lien entre cette propriété de la dérivation et la relation de presque-
orthogonalité du début : en effet, la proposition 5.1 a été démontrée sous les hypotheses
(13")et (18). Si on suppose que seule (14) est vérifiée, alors la propriété de la dériva-

tion peut remplacer (18) pour montrer 5.1. C'est ce qu'exprime le résultat suivant.

PROPOSITION 5.3. Soit L vérifiant (13')et (14). On suppose que, pour tout

¢ >0, ilexiste une constante C, > 0, dépendant également de w, et de N,

telle que :

si P(X1,...,XN)=

N o O(N
z aX1...X et si g€L2, ,
a1 N  — W

avec Specgc [—8, aN, alors P(D)g € Aw_, et

(132) leoyel , <c, = la ngH
L_ IocI—O
W0 0
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Soient gy k€ZN, des éléments de L‘ZN, , dont les spectres sont inclus dans

o
(:—3 , EJN. Alors, g(x)= I R g, (x) appartient a L2, , et il existe une
—_— N k —_— w
kEZ o
constante C‘z telle que
2 1 2

(133) e , =Cj ”ng /2,

, k€Z

W
0

et Cj=C(+C ol C=C(w,N).

e

Démonstration. Avant toute chose, on se raméne, d'apres la proposition 2.2,

au cas ou w, est de classe CN, toutes les dérivées partielles de 6 o Jusqu' a

l'ordre N étant majorées, de sorte que

(134) | % w ()| = Mw ()  si 1= lal =N
La démonstration se fait par récurrence sur la dimension N.

CAS N-=1, Onfixe n€EN, et on étudie

S ) T ok gk(x) l x)dx = T I g.(x) gk(x) ei(j_k)X wo(x) dx
n lKIsn ljisn lKl=n © o J
= L+ 2
j=k Jj#k
= D + T.

Les termes diagonaux (D) ne pose évidemment pas de problémes. Les termes transver-

saux (T) sont traités & partir de 1'inégalité de Hilbert :

‘ z F J z Iz \[E Iz I_Z
p#q pEZ p qgez ¢
p,q€Z

Une intégration par parties de T donne

T=T1+T2+T3,
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avec 1ok
: i(-k %

T, = [EZ‘ g. (x) g—(x)(iJ——xw (x):l+

1 o, 3 k J-k o o

i(j—k)x
T, = ?fk (gj!(X) g (x) + gj(X) gr(x)) e—J—_-,—k— w (x) dx
R
_ el

T3 = iﬁ( R Sj(x) gk(X) T—_T(——WO(X) dx.

Laissons T, de cdté pour le moment. Par (134) et 1'inégalité de Hilbert, on a

T,.<M ZZ '.()_()‘()l 1 ax
PN S BT

<M w\/g- SR ljlﬁzn 'gj(x) 2 w (x) dx ,

- o 20 W1/2, 2 \1/2
1, =2m\/2 §R<|jl_<z_nlgj<x>lwo<x>> (2l wgn' o

L'inégalité de Cauchy-Schwarz et 1'hypothése sur la dérivation nous donnent

t=onff & 2§ lgol?wax,

3 {jl=n

I1 reste a traiter le terme T1 tout intégré. On montre qu'il est nul grice au
lemme 3.1, qui nous indique que, pour tout j
im g ()2 w (x) =
lim g.x)I“w x)=0,
il o
| x|+

en ayant soin d'appliquer 1'inégalité de Hilbert au préalable.

Ainsi, nous avons prouvé le résultat désiré si N =1, avec

Cy < 3(M+1)(1 + CE).
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On suppose maintenant le résultat prouvé pour toutes les dimensions N1 < N-1, vy

compris le fait que la constante C|, ne dépende que de N;,Met C,. On étudie

donc 1'expression

S= % T\ g.(x) gkix) el(‘]—k)‘X WO(X) dx.
ljl<n Ikisn “pN J

On classe les multi-indices i = (i1 e, iN) en N+1 ensembles Ay Ay
ves AN, définis par

Ap = {i = (i1 g oo ,iN)/p composantes de 1 sont non nulles, et les autres nulles}L .
On a alors :
(135) S= ZZ + T +...+ 2T =S, + S+ .+ 8.

k€A j-KEA, J-keA

Le terme So’ qui correspond aux termes diagonaux de S, ne pose toujours pas de

problemes ! Les termes Sqs vvvs SN_1 vont étre traités grice & 1'hypothése de
récurrence.
Soit p€{1, ey N—1} . A chaque é1ément i = (11, cees iN) de Ap, on
associe une injection o : {1, e p} — {1, cee, N} définie par o(1)<oc(2)< ..
Te - . ' e Ve . 7
..<o(p) et 15 (1) £0,..., ig (p) £ 0. On note .o 1'é1ément de Ap associé
a4 o. On peutalors écrire :
D 1= p,o
o j-k lp,o' o
Chaque terme Sp’0 se traitant de la méme maniére, on suppose o(1)=1, .., o(p) = p.
. N ¢ 1.2 1 ' 2
Si x€R, onécrit x=(x ,x"), avec x =(X1"“’Xp) et x =(Xp+1"“’XN)'

Avec ces notations, on a :

A N
Sp0=8 T S g, o) gy Z(X)el(J k)ex wo(x1,x2)dx1 ax”
A N D IR SRR L kK . |
ifky R
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On intégre d'abord par rapport a x1 , et on utilise 1'hypothése de récurrence,

. _ \ |
avec les poids wo(. peeses Xoigs oo XN). Appelant C}, (xp+1 yeno ,XN) les constantes
associées a ces poids, il vient :
IS ‘ <= Z C'(x2)2 ,g (x1,x2)12w (x1,x2)dx1 dx2.
p,o N ¢ j1 j2 o
1

(J )R

Gréce a 1'hypothese de récurrence et a la définition de M, on peut voir facilement que,

pour tout x2 = (x xN), CY (x y<cC Cp, Cj ne dépendant que de N , C, et

p+1 ’ . o @ ,
M. Par conséquent :

s, o 1= : e § g [P w g ax,
et, puisque Card Ap = CIEI R
(136) ls <P c? 5 S lg(x w(x) d.

J=n

Pour prouver le résultat en dimension N, il reste a traiter le terme
= }3 Z S (x) gk (x)e i(j-k) W'O(X) dx

On utilise 1'inégalité de Hilbert en dimension N :

Z. .
(137 ‘ S 3‘1,...,JN 1o oky l < (W \/):!z 2 \/2 Pk
‘]‘S%ks (31'1’(1) . (JN kN

Gréce au lemme 3.1, on peut écrire

Vgl Bebomyx))  iG-k).x

S. =X dx
N ik YN OXq. .. 0%y (k) - - Gyl
_ i(j-k).x
=X \ z bagj(x) ngk (x) bswo(x)} <

igokg VRN aB8=(1,...,1) (ig=kq)- - Gk

dx.
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On utilise encore une fois (134), 1'inégalité de Hilbert (135), puis celle de Cauchy-Schwarz :

< N 2 1/2
,SNI - cx+B+8=(z1,.-..,1) M(W‘/g_) (SRN Ijlszn lb“gj(x)‘ Mol T x
AL PECIE AR
R <n
2 2
SCNMCeljlszn N ]gj(x)l wo(x)dx.

Finalement, avec (135) et (136), on obtient la bonne estimation de S :

s = cm,msc,? = o) 2 w ) ax,

i<
ljl<n &N
quel que soit n€EN. La proposition est donc démontrée en dimension N, évec toutes

les précisions voulues sur la constante Ch-

Remarque. Dans cette démonstration, on ne s'est apparemment servi que de
1'hypothése (13'), par 1'intermédiaire du lemme 3.1 et de la proposition 2.2, L'hypothése

(14) joue en fait un réle caché. elle assure simplement 1'existence de fonctions a spectres

2

w
o

compacts dans L

Les propositions 5.2 et 5.3 permettent d'énoncer un résultat dans le style de la

proposition 5.1.

PROPOSITION 5.4. Soit w_  vérifiant (19), et (g ) N une famille

d'éléments de L\?v , dont les spectres sont inclus dans [—- e, ﬂ N. On suppose que
o

z Hgk“22 < 4o, etonpose gx)= T gk(x). Alors, g€L2A , et

N L - N - Wo —

keZ w, kE€Z

ik.x
e

il existe une constante C = C(N,wo) telle que

kcZ L

HgHLZ < ca+ ez g lP, )12,
W'o w

0
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Ici, le compact K = E— e, B]N ne vérifie pas a priori la condition (K-K) N A {O} ,

ce qui implique 1'impossibilité d'avoir une double inégalité.

La proposition 5.2 a été démontrée gréce a la structure hilbertienne du puzzle—L2
de Awo, et au lien avec les classes non quasi-analytiques. Ce dernier argument permet
d'obtenir d'autres résultats dans les espaces vav , avec une méthode moins précise.

o
Mais d'abord :

DEFINITION 5.2. Si w_ estunpoids, etsi 1<p=-+°, onnote L'Iv)v

o
l'espace LP (wo(x) dx).

Nous voulons démontrer un résultat semblable 2 la proposition 5.2 dans les

espaces L?V . Pour cela, il nous faut 1'analogue de la proposition 2.1,
o)

LEMME 5.1.a) si 1<p<4», etsi q estleconjuguéde p (;1>+E1'1=1)’
Q+lyp
qw,_(x),

si geLa, etsi pelP |, avec W, p(x)=(1+lxl2)
- ’

W
o o,p

alors g U €L§V ’ it
o
”g* uHLp < C(p,N)HIJ HLp Hg“Lp
W W

W
o o,p o

. 1 . 1 1
b) si g€L, etsi pe€L  , alors gxu €Lw_0, et

sl = Il el

LW'O W°° WO
c) si geL::, etsi w€L, , alors gxp €L, , et
o 0,2 o)
lexull = covllll el .
L, Lo Lo
o 0,2 o

La démonstration reposant sur le méme principe que celle de la proposition 2.1,

nous ne 1'écrivons pas.
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Soit o= (xy, ..y @) et p€)1,4m . Soit geLP  de spectre inclus

. o
dans [-e , ejN. Supposons pour commencer £ =1,

On considére la classe non quasi-analytique associée au poids

(1+ 'x '2 N+1

i (x W‘:(X)Z/ P (nous avions posé 6 (x = l I F ‘ 6_(t) et montré
t <C

que Woo vérifiait (19) & la proposition 2.4)te11e que, si © est de classe C<>o et

”b 90”2 <CM l B] pour tout multi-indice B, alors (DEAW‘D. On choisit

mO‘€C<;<> telle que Hb mocHZSC1MIBI et m(g) (- )l“|§1 ..g;N si ’Ej's

pourtout j. Onpose p = (217)'N m

D'apres le lemme 3.1, il existe une constante Co( telle que

N+1
|ua(x) .(1+ ‘x lz)T WZ;(X)VD < Co(. 11 est facile de voir que cela implique
b s
u €Lpo p, oll wz’p(x)z (1+ lx 12) : W;(X). Si P(X(X) = (-1)'® X11 ce Xy
on a Poc(D) g=g*p_, donc Pa(D) g€ st_o, et
HPG(D) gHLp' < CBHgHLp‘
W W
o o
o ~ % N .
Si maintenant on pose P(X)= T a X, ... Xy » onobtient
| x|=0
lPoyell  =c, = lalll
p 4. x p
LWO taj=0 LWO

Dans le cas général, on choisit € = 1. Soit m_ e(g): ol m(a(_%) et
’
-N »
Ky, p(x) =(2m) m e(x). Alors, Pa(D) g=g* U

’

x, 8 Or :

S N lua’e(x)lpwz’p(x)dx=(21T)-Np (20‘+N)p§ ]ud(ex))pw:’p(x)dx

R RN
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< (2n) NP P ot+N(p—1)S . |“a(x) P W:’p(zcg) dx.
R
L.a croissance de r —> WZ p(r) montre que
-1 N
lahN B o=
H/«'GQH"L < Cg Pr-cge 9.
’ Wz,p
On en déduit que | N
| o=
q
HPO((D)gHLSV < Cg ° HgHL‘% ,
o o
puis n ks
ol | <c = a le 9 lell
LWO « =0 LWO
2>1 et 1<p< 4o,

cette formule étant valable si
lLes calculs dans lescas p=1 et p=+%, moyennant les modifications

nécessaires, conduisent au méme résultat. On énonce donc :

PROPOSITION 5.5. Soit LA vérifiant (19) et PeC ,:X1, cees XN]
x
1
aN. Soit p € [1 ,+oo] . Alors, il existe une

n
s'écrivant P(X)= T a, X .. Xy
1oa}=0
telle que, pour tout € >0 et pour

dépendantde N, p et w,,

constante C,
toute g € L\% de spectre inclus dans [-e , e:[N, on ait P(D)g € L‘[‘; ~, avec:
o) N o]
n ‘ x +a
lp(D) ¢l <c = lal(se) Hg” ,
Lo laj=0 & Ly
o o

q étant 1'exposé conjugué de p.

On remarque que, dans le cas p =2, 1'estimation obtenue est moins bonne

que par la proposition 5.2, ce qui est di a la différence de méthode.

Pour obtenir, dans Lf;} ~, une estimation de méme qualité que dans LW )
0 o]
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qui serait

/)P(D)gH <C r>l: | l(1+€)°‘ HgH ,
Ly lal=0 & Ly
(6] (o)

P
il faudrait que AWO = 9_1(L§] ) . soit un puzzle-LP, ce que nous ignorons. La
o

preuve que Awo est un puzzle—L2 utilise en effet la structure hilbertienne de cet

p
espace, et ne peut donc étre transposée telle quelle dans Awo

5.2. Poids & croissance lente. Une propriété de BMO(RN)

Un théoréme de Paley et Wiener nous indique a quelle condition on peut écrire
wo(x) =S(x), ol S doit &tre une distribution & support compact. Mais, dans le cadre
des espaces L\lz)v , il est plus intéressant de pouvoir simplement écrire

o

JCWO(X) < S(x) =C W (x).

Le lien entre les espaces AwO et les classes non quasi-analytiques nous permet de

donner une condition suffisante a cela.

PROPOSITION 5.6. Soit W vérifiant (19), et & croissance lente. Alors,

pour tout a > 0, il existe une distribution Sa a support inclus dans [—a,a]N,

et une constante C = C(wo,a), telles que

(138) Lw () = s 0l =8 (x <cw ).

De plus, si w, est pair, Sa est paire aussi.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que W‘0€L1(RN). Soit

a> 0. D'apres la deuxiéme partie, on peut écrire

n
(139) w_(x) < C 71(x)=C sup I\j[(—‘ ,

ncN n
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M M 400
avec )2 W n._-_2a_, M = 1. Posons o = mM L o= 3 o (donc,
nEN n+1 2\/_1\-] n+1 n=0
a . N
ocSQ), et, si x=(x1,...,xN)€R ,
+00  8in o X sin «_ X
. 1
o) = 0 (55— . )
n:o ) n 1 n N
. . * N
On pose ensuite, si CER et u=(u1, e, uN)€R ,
v () = gp 1 (W) ... 5p 1 ()-
Le,i] C e, o]

Alors, cAI>(u) = (277)N Y_ %Y. % ...%Y_. % ...(u), cequiprouve que
%1 % %

Supp & < Ea,a]N. ® est donc prolongeable en une fonction entiere de type exponen-

tiel «.
Soit keN et xeRY, x£0. De |x|%- x? bt Xi} , on déduit
. 2
1'existence de j € {1, .o ,N} tel que XJ? = l—%‘— . On peut alors écrire :
k M M
|<I>(x) l < I 1 < 1 k+1  _ Tkt

n=0 Iocnle - (\/KI)!H_1 ’xj—[k+1 N ‘X lkﬂ ’

d'ol
(140) l@(x)‘ < L , quel que soit x.
7(x)
2 . N
On pose alors o(z)=®(z)" si z€C ', et ¥(z) :S o(z-t) wo(t) dt.
N
R
Y est entieére, parce qu'on a supposé W € L1(RN). De plus, en écrivant z = x + iy,
ol x,y€ RN .

’d (x+iy) ‘ < g . ’(o(x-t+iy) ‘wo(t) dt.
R

Or, ¢ estexponentielle de type 2a, d'ou
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2oc(ly1 l+...+,yN!)

‘¢(x+iy) | <C S e wo(t) dt
RN

3 C”Wo”,] ea( ,y1 l+...+ lyN ‘)

Y est donc de type exponentiel < a, ce qui prouve que Supp Y < L—a,a]N.

On a enfin, d'apres (139) et (140) :

x) _ - C
\T;((ﬂ < SRN o(t) w_(t) dt < SRN St <4, et
(1)
j}”v—(’(%zg (p(x—t)‘:;—,omdtzg “’(t)det(T) > 0.
© t€B(x, 1) © t€B(0, 1) ©

Le lecteur a compris qu'on choisit Sa = @, ce qui donne le résultat voulu si
W‘0€L1(RN).

Si maintenant L est seulement a croissance lente, il existe p >0 tel que

Wo(x) 1,.N N N
€L (R"), d'olune distribution S ar @ support inclus dans [—a,a] ,
(1+ lxi )t

WO(X) A wo(x)

1 . p
telle que - <s (x)=cC . 11 suffit de poser T_ = (I-A)¥ S
C (1+]x]?p (1+]x [2)P @ @

pour' avoir

é Wo(x) < '}‘a(X) =C WO(X) ’

et Supp Ta c [—-a,a]N.

Enfin, il suffit de reprendre le calcul pour voir que, si wy est pair, Sa

1'est aussi.

Ce résultat trouve une application dans 1'étude de BMO(RN). Si f€BMO,
on effectue une décomposition de Littlewood-Paley de f, soit f(x)= So(f)(x) +-

P . IN N k-1
kfo q((f)(x), oll Spec So(f) c [—1, 1] et Spec Ak(f) T = {£€R /2 S| £|S2k}.
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Plus généralement, on se donne une distribution f sous la forme

+°°. "N
fx)=px)+ Z f (x), avec Specp C [—-1,1_J et Specf T .
k=0 k k k

+OO
PROPOSITION 5.7. Avec les notations précédentes, si lplz + Iz Ifk ‘2 €
k=0
Loo(RN), alors f € BMO. De plus, il existe une constante C, dépendant de la

dimension N, telle que
. +o0
(1) o = clilo B+ 715, 23V

On peut prendre C = 8N +/3 (2 ,ZO)N.

La preuve est adaptée de celle donnée par Yves Meyer sur T ( [10] ).

m-1 400
Démonstration. On notera Sm = X fk et Rmz z fk‘ Soit Q un cube
o m
de RY, et meZ tel que
(142) o Nm || £ pNm=T)

On étudie la quantité ! S |f—c ’ , ou ¢, estune constante dépendant de Q.
olYo Q Q

. >— . - — N\ -
Si m= -1, onchoisira cQ Sm+2(XQ)’ ou XQ est le centre de Q, etsi

m< -2, CQ=O.

1.'idée de la démonstration est que les basses fréquences ont des amplitudes
raisonnables, tandis que les hautes fréquences sont contrdlées en moyenne. Les notions

de basses et hautes fréquences dépendent ici de la mesure du cube.

On décomposera la preuve en deux lemmes.

LEMME 5.2. Si IQ’ < 2—N(m—1)’ avec m = -1, alors, pour tout x€Q

m+1
'( ’0‘2 + 7 If
k=0

1272

(143) Ism+2(x) - sm+2(xQ) ’ =C, K
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et on peut prendre C1 = 8N.

Démonstratiqn du lemme. Soit M un majorant de la norme de la différentielle

de S Alors, on a

m+2°
1S 0,000 - S o) | =M lx - xg |

Pour estimer M, on utilise les inégalités de Bernstein : si i 6{ 1,...,N JL , ona

1222 <l + kg v 2™l 51 ke o, met), ona
e I, _H<“‘£‘rfk aon 1222 < 2™ o123 15 121721

0%, k=0
On peut donc choisir

MR 23 o245 g 122
k—O

11 suffit alors de remarquer que, si x€Q, alors [x—xQ l <yN 2-—m’ pour pouvoir

conclure,

LEMME 5.3. 51 Q| =2N™ ona
(144) x) 2 ax=c H lf 21,
1S Raa P esel 2

en remplacant m+2 par 1 si m< -1. On peut prendre C2 = 3(4,84)N.

Avant de démontrer le lemme, terminons la preuve de la proposition 5.7. D'apres

(143) et (144), ona, si m=-1:
1 - - 2. T le (241/2

et le lemme 5.3 entraine le méme résultat si m < -2, L'estimation numérique de C

déconle de 1'approximation

Cy+ ‘/c‘g < 8N + V3 (2,20)N .
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Démonstration du lemme 5.3. Si le lemme est vrai pour (m,Q), il1l'est aussi
-N(m-1)

pour (m1 ,Q), avec m, = m. On peut donc se ramener au cas o~Nm IQ l <2
Si m< -1, ondécoupe Q en petits cubes de volumes égaux et < 2N, ce qui permet
de supposer m = 0. Par une translation, on se raménea Q c l:-1 , 1_[N, avec

IQ, = 1. 1l s'agit dés lors de majorer S 'Z g.(x) ' , avec Specg.cT..
E—1,HN j=2 J ]

Soit n un parametre réel, qu'on fixera lors du calcul numérique. Pour tout

x=(x1, ...,xN), ona:

N 2 2
(145) =y =0 T’z1+n :
E-1,ﬂN i=1 <1+n x.>

1

D'apres la proposition 5.6, il existe pour tout a > 0 une fonction S n.a’ dans LZ(R),

’

a support inclus dans [—a,a] , telle que

2
1+n &
V tER m i Cn’a Sn’a(t).
N N
Onpose,si xR, T_ _(x)=1I1 S_ _(x.). D'apres (145), on peut écrire
n,a i maci
I Zg(x)lzde(C 2NS ZgJ(x) na(x)|2dx
—_— ?
E1 ﬂN j=2 N j=2
I'_' :[N .
Or, SuppT_ < lma,al’, donc, enimposant a <&, les spectres des

’

fonctions gj(x) T, a(x) sont disjoints quand j parcourt les ensembles 3N, 3N+1

et 3N+2, sans oublier que j=2. Par conséquent :

S N Zzg(X)l SBC {S 623 g(X)T a(X)lzdx
j=2 N n,
= "8
z . %‘ i2 dx ' T . . 2 .
+ SRN JEINT gJ(X) n,a(X) + SRN Joa2 g.(x) Tn’a(x) \ dx}

=4

D'apres la remarque sur les spectres, on obtient



+00
S | = g(X)|2dx<C HZ lg IZH
1 N =2 J j=2
avec
@]y ol
R
soit
(146) c,=3C I\L(SRlén’a(x)lzdx)N.

11 faut maintenant en venir a 1'estimation numérique de Cy. La démonstration

de la proposition 5.6 ne nous est 1a d'aucun secours. Nous allons employer un procédé

é1émentaire de construction de la fonction S n,a: On pose
1+n }rgl l
(147) (,Dn(g)='7n—e , si E€ER,
Alors, (x) . Soient a et b telsque a>b>0: ilexiste by b
1+n X ’

paire, dans CO(R), telle que ¢a’b(£»)=1 si l&ls b, gba’b(g):o si |g\za,

CP=5, vy pE)=0, 41 (6)=0 si gelp, 2] et vy (€)= 0 sur

a , b\ 2
a+b . . . . v (atby o 1 < . s
,b _J Enfin, si on doit avoir ¥ a,b(T) “ah: N peut neanmoins choisir
iz a+b .
la quantite - ( Y - aussi proche de 0 qu'on le veut :
N
A
A
P
¢ b &tD - Q. T

2.
On écrit

n

Onl8) = e (€) b, L(6)+ 0 ()1~ v, ((€))

= (pn,1(€) + (pn,z(g)’
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en oubliant momentanément a et b.
Alors, il est clair que O 2 € X(R). Plus précisément, on a
?

2
1+n ~
m (Dn 1(X) + (pn,Z(X)’
ce qui s'écrit

A

2 2.2,
1+n” - (14n°x )<pn,2(x)

X)) =
wn,1( ) —
1T+nx
Posons « =ll(1¥|-n2x2)i; (X)H Sion impose « <1, ilvient
n,a,b n,2 oo n,a,b !
1402 1 »
(148) < o 4(x),
1+ n°%° 1_O‘n,a,b n, 1
- e .
et Sn,a sera ici O Or, d'apreés (147) :
A 2 2
(149) S lwnﬂ(x){ dx=27rg lcon’1(€)|
R R
2 €]
SZHS (L}E-)z NG
-a
a
22
m 1
=Ty M)

Finalement, d'aprés (146), (148) et (149) on aura C, < B(CB)N, avec

_2a

2 n

17 T4n"y 1 ~e
n,a,b
<p<a< <
avec 0<b<a<8 et O‘n,a,b 1.

Les parametres a,b,n vont étre choisis de fagon a minimiser CB'

indiquer rapidement les étapes du calcul, et pour commencer, celui de «
part de

X

n,a,sz(1+n )‘p 2(X ” —H(Pn 2(6)-n o E)”

Un calcul facile donne alors

n,a,b’

Nous allons

On
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N
n n
anab_zg L)+ 5 e @)e M
Utilisant les hypotheses faites sur zpa b’ on écrit
b
3 £
a _Fl C _l'—]
= - 1n
a,b$28 é,b(g)e d$+g nzba’b(&)e
b b
ot
+Scn np(8)e Mae,

a+b . g . . .
oul'onaposé c-= -5 - Des intégrations par parties successives donnent

-=a3a a -2
“n,a, b l:'Z‘ba,b(g)e rl:lb —%gb by plE)e "ag

_§ “Ee ¢S -r_lg

+ Lney (e Mo (6)e A) -7 ) Paplt)e " at
_¢ o . oa &

+|—mb' plele "+, (E)e n:lc+,11§c Vo plE)e "dE.

On développe, on minore (ba b par % sur [b,c] et par 0 sur Ec,a]:
b

b C
1 _E “n 1
0(n,a,bgﬁe (-mb b() 2)'
Faisant tendre ' l:)(c) vers - -, on obtient
<1e"g+e'§l( n 1)
%,a, b= 2 a-b ~ 2’°
Posons d=a-b, et K(x):%ex+ex/2()2—{—1) Alors
_2a
7T1+n22 1-¢ M
C3=2( ) a
a dy _"n
(1-K(z)e ")

Le minimum de la fonction K(x) est atteinten x a 0,9824. Celui de

(1402 1
n en NN ==—,
3

ce qui donne

d

On est ainsi conduit a choisir n = et -=0,9824,

il
V3
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T 1_e—2¥3 2

C.. =
3 33 (1—Ke"/3a)2

ot K - K(0,9824)~3,8454. La condition a< 8 impose de faire tendre a vers 8,

d'ou une valeur numérique de C3 : C3 =4,84, et

c, = 3(4,84).

La démonstration du lemme, et avec elle celle de la préposition, est terminée.

Remarque. Dans 1'expression C =8N + \/3(2,20)N, nous aurions pii nous

passer du 8, et obtenir 4, ou 2 (voir le lemme 5.2). Mais cela aurait empéché que la

A

propriété de disjonction des spectres des fonctions gj(x) T, a(x) soit vérifiée pour
1

jE3N, 3N+1, 3N+2. Elle ne serait devenue vraie que pour jE€4N, etc..., ou
JESN, etc... ce qui, au lieude C, = \/5(2,20)N, nous aurait donné C, = 2(2,20)N
ou C,= 1/'_5(2,20)N, etc... Le choix que nous avons opéré est donc celui qui nous

donne la meilleure constante pour les grandes dimensions. Il désavantage, en revanche,

les petites dimensions.

Par exemple, pour obtenir la meilleure constante en dimension N =1, il
faut écrire
f(X) = p(X) + Sm_z(x) + Rm_z(x) ’

appliquer la méthode du lemme 5.2 a Sm_z(x) au lieu de Sm+2(x), et majorer

S ]Rm_z(x) l2 dx. Celadonne C =6,33 aulieude 14,01. De méme, on
Q
trouve une meilleure constante pour N =2 et N =3, ce que nous résumons dans le

tableau suivant :

dimension constante C
N=1 6,33
N=2 10,83
N=3 25,30 _ N
N=24 8N + 3(2,20)" .
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ANNEXE 1.- RAPPORTS ENTRE LES PUZZLES-LP ET LES ESPACES DU
TYPE DE WIENER

Les espaces du type de Wiener ont été définis et étudiés par Hans G. Feichtinger
(voir ES _l ). Ils sont construits a 1'aide de deux espaces de Banach, qui en seront les

composantes locale et globale.

Concretement, on se donne deux Banach B et C sur ungroupe G,
localement compact mais non compact lui~méme et non discret (par ex. RN). G est
muni de sa mesure de Haar a gauche, dx. L'espace du type de Wiener construit

sur B et C, noté W(B,C), estdéfini par:

DEFINITION A 1.1, Soit Q un compact quelconque de G, d'intérieur

non vide. Alors, W(B,C) est 1'ensemble des f€EB telles que la fonction

loc
F:2z2——» ”f”B(zQ)

appartienne a C. On pose alors

el

. o) = Flle.

L.'espace obtenu ne dépend pas du choix du compact Q.

11 faut préciser les notations et les hypothéses de cette définition, qui forment

le cadre général d'étude de Hans G. Feichtinger.

L'espace B est en fait un espace d'ultradistributions, définies a partir
d'une algebre A, ce qui différe sensiblement du point de vue de Gelfand. Les

hypotheses faites sur A sont les suivantes :

- A est homogene, c'est-a-dire que G agit isométriquement sur A,
et que les translations a gauche sont continues (Vf € A

tim [le(y™"x) - f(X)HA =0) ;
y-»€
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(151) { = A est réguliere (séparant les points des fermés) ;

- A est stable par la conjugaison complexe :

- A est plongé dans (Cb(G»),l . ”oo), espace des fonctions continues bornées

sur G et avaleurs complexes,

On peut prendre par exemple A = C(G), algdbre des fonctions continues
nulles & 1'infini. On note K(G) 1'espace des fonctions continues a support compact,

et A, =ANK(G). Alors, les hypotheses sur B sont que

K
(- B est plongé dans A!. , dual topologique de AK :

(152) < - B estun module sur A pour la multiplication ponctuelle :

vhea vieB heB et [nelly = [l lell.
\ .

sera alors l'espace des f€A! tellesque hf € B pour

1
L.'espace B K

loc

toute h€A,,., Si f€EB

on aura
K u

loc’
”f”B(ZQ)=inf{”g”B/g€B et g=f sur ZQ}.

Les hypotheses sur C sont plus simples :

( 1
- C est plongé dans LIOC(G)

- si lg(x)'S if(x)l et f€C, alors g€C et HgHCSHf”C

(153) } - les opérateurs de translation a gauche :

\

Ly: £(x) —>f(y-1x)

sont bornés sur C.

\

EXEMPLES. On peut prendre comme espace B les espaces LP(G) ou

c%G), ou %1P(G) si G estabélien, et, dans le cas olt G = RN , les espaces
S N

B R

P;q( )

L‘?V(G) = {f/wa Pe L°(G)}, W étant un poids sous-multiplicatif. On obtient ainsi les

conviennent. Comme espace C, on peut choisir

égalités remarquables :
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WELP(@G) , LP@G) = LP@G)

S N PNy S N
WS (R, LPRY) =B (RY)

W(LP(@G) , L(@) = L(G).

La situation de départ dans la définition des puzzles—Lp est tres différente de
celle de 1'espace B dans la définition A 1.1 (hypothése (152)). Nous avons seule-
ment demandé i 1'espace E, futur puzzle-1P , d'étre un espace de Banach sur RN,
plongé dans un espace de distributions au sens de Gelfand, noté &'. Cela veut dire
qu'on dispose d'un espace &, dénombrablement normé, complet, et tel que tout
sous-ensemble borné de & soit compact (on dit que & est parfait). &' estle

dual topologique de .

Supposons maintenant que E vérifie a la fois les hypothéses (152) et les

ndtres :
PROPOSITION A 1.1, Soit un espace E, plongé dans un espace de distri-
butions &', et vérifiant les hypotheses (152) avec G = RN et A une algébre

contenant des fonctions découpantes, en plus des hypothéses (151). Alors, dire que E

est un puzzle-LP revient & dire que E = W(E , Lp(RN)).

Démonstration. 1) Supposons que E soit un puzzle-Lp , et montrons que

WE , LPRY)=E. Soituncube Q de RN, non réduit 2 {o}, et soit A

une fonction découpante valant 1 sur Q.

Si t€E et zeRY, alors
Il - el g = e ol
D'apres (P.b), il s'ensuit que f € W(E , Lp(RN)), avec

e, oy = <Ml
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Si maintenant f € W(E,Lp ), soit A, une autre fonction découpante, dont

2

le support est inclus dans Q. Parceque f€E f(x - z) A(x) € E pour tout

loc ?

z, et il est facile de voir que, dTaprés (P.a) :

Hf(x - Z) A(X)HE S CZHfI(E(ZQ) ’

d'olr b
iz aolly a2 < B lilP .

N W(E,LP)

Par conséquent, f€EE, et HfHE SCZHfIW(E,Lp).

2) Dans 1'autre sens, supposons que W(E,LP)=E. Cela implique 1'existence

de C >0 telle que

1

< [kl < clkll
W(E,LP) 2

W(E,1P)

On utilise alofs le résultat suivant de Hans G. Feichtinger.

LEMME. Soient A,B,C trois espaces de Banach sur un groupe G vérifiant

les hypotheses (151), (152) et (153). Alors, la norme de z —>”f(x-z) g(x)”B dans

C définit une norme équivalente a H ”W(B c) sur W(B,C), quelle que soit
H
gEAL =A N K(G) telleque g=1 surunouvertde G.

11 suffit de prendre G = RN, B=E et C=LP (RN) dans ce lemme pour

obtenir (P.b) avec une classe plus large de fonctions que les fonctions découpantes,
(P.a) étant vraie par hypothdse (B estun module sur A)., E est donc exactement
un puzzle—Lp .

La proposition A 1.1 montre dans quel sens on peut généraliser la notion de
puzzle-Lp : si E vérifie les hypothéses (152), on dira que E est un puzzle-Lp

quand W(E , PGy =E.

Appliquant alors les résultats de Hans G. Feichtinger, on définit encore deux

points de vue équivalents, 1'un continu et 1'autre discret. Le premier est obtenu a
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a 1'aide des normes de z —» ”f(x -z) g(x)” dans I1P(G), ol g€ A NK(G)

E
vaut 1 dans un voisinage de 1'unité e. Le deuxi®me n'est pas obtenu a 1'aide de la
partition de 1'unité que réalise une fonction découpante, puisque les hypotheses (151),
faites sur A, n'indiquent pas s'il existe de telles fonctions dans A. 1l faut

utiliser une espece plus large de partitions de 1'unité, appelées "uniformément bornées" :

une famille ¢ = (;bi)i€I est une partition de 1'unité uniformément bornée s'il existe

une famille discrete (yi)ieI c G etunvoisinage U de e tels que :

a) T zpi(x)=1 pour tout x
i€l

b) fg? ”zbi”A < 4o

c) Suppy,cy; U

d) sup # {i/xeyiK} < 400 pour tout compact K < G.
xXEG

Si V est un compact inclus dans U, alors la norme dans LP(G) de la fonction

ru- 2 leufl 1y

est équivalente a Hf“E : c'est le point de vue discret généralisé.

Dans un tel cadre, la caractérisation des multiplicateurs ponctuels de E

donnée par le théoréme 1.1 reste entidérement valable.
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ANNEXE 2.- DEFINITION COMPLETE DES ESPACES AW'O

Nous avions posé

Aw = {fed"/gd\]lf(g) '2 wo(g) d¢ < +oo}.

Quand W, est a décroissance rapide, la condition Awo c ' est beaucoup trop
restrictive. Nous allons 1'étendre, en faisant de Awo un espace fonctionnel, dans

1'esprit de Gelfand, Shilov et Vilenkin.

Tous les poids que nous considérerons vérifieront (19).

NOTATIONS. Si E estun Banach, E' sera son dual, les éléments de E' seront
appelés des fonctionnelles sur E. Si ¢©€E et f€E', l'actionde f sur o

sera notée (f , <p)E. Pour plus de commodité, 1'espace @:(RN) sera noté D.

1) Etudions pour commencer le cas ol w, est a décroissance et a croissance

lentes, c'est-a-dire ou

(1:(1+x2)'M < W‘O(X)S C(1+x2)M.

Ny,

Soit f€Awo, et op€A, ND, ou D= @:(R Alors, on peut écrire :

1

Wo

1§61kl lol,, -

W
(6]

Or, f estune distribution tempérée. On en déduit

- -N
€, o)yl < 2m) ”f”AWO”@ML .

Yo
Puisque A4 estun puzzle—L2 s A4 ND estdensedans A4 . La distribution
w w w

o o o
f se prolonge donc en une fonctionnelle sur A4 . Autrement dit : Awo - (A_ ).
W, W,
On a en fait AWO =(A4)'. Eneffet,si f€(A4 )", ilexiste C>0 telle
w w

(o] o
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que, pour toute ¢ €A4

W
O

l(f,m l < CH(.DHA4 .

4 A4
w w
[e] (o]

A

Mettons L‘ZN_ et L_2:|_ en dualité. A f est alors associée geL‘ZN telle que,

o Wy o}
quelle que soit ¢@€A 4
W
o
(f’(p)A,| =(g,<p) 2

— L4

Yo W

o

Soient z/Jn€ , neEN, et {bn tendant vers O dans Y. Alors, par hypothese

(1+X2 )N+1
sur w_, lim H————— ) (x)Hw — 0. Donc, la suite (zpn)neN tend vers O
O e W'O(X) n
dans Li , d'oll lim (g, zpn) 5 =0. Cela prouve que gcf'. Par définition
W, n-oo L4
W

de é, si (pe)oﬂAj_ , on peut écrire :

7
o
A ~ N
@, @) =C1) (e, o) = e MNe,0) , =, co)AJ_.
L7 .
w_ Y
o
f se prolonge donc en une distribution tempérée, et f € L\2;v' . On a bien prouvé que
o
Aw = (A—"_- ).
T,
o

2) On suppose maintenant que w, est a décroissance rapide. On oublie

1'ancienne définition, et on pose :

DEFINITION A 2.1, Soit W 4 décroissance rapide, vérifiant (19). On pose

alors : Aw_ = Aq).

w
O

Aw0 est donc un espace fonctionnel.

Si f 6)0‘ , ilestclair que f définit une fonctionnelle sur A 4 parla

W
(o]
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formule (f , ¢) Ay = (217)-N ¢ ) Donc, f€ AWO : notre nouvelle définition

W
O

est (trivialement) une extension de la définition initiale.

Plus généralement, si f est une distribution, tempérée ou non, feAwo ,

au sens que f se prolonge en une fonctionnelle sur A4 . En effet, ona les

W
o

inégalités suivantes :

LEMME A 2.1. Si \711 est & croissance rapide, si ©€A 4 , alors
o w

0
(p€C°°(RN), et il existe, pour tout oceNN, une constante Cn > 0 telle que

x
1
H(;D(O‘)Hw = CQH@“A g ¢ Sna noté w(“) =D% ¢ = %;14.{-{-%1? ®.
W
o
c . . 0 %9 N P ..
Démonstration. Si ¢ = £1 RN £N , @ estindéfiniment dérivable parce que

g“fp(g)elf(RN) pour tout «. De plus :
R 2| ] | 1/2 R 5 1 1/2
@ = lle* oo, s(SNlel “gerae) (§ [o&) T
R R

11 devient alors évident que, si f est une distribution, f définit une forme

linéaire sur A 4 MND, continue pour la topologie de A 4- Or, A 4 ND estdense

W W W
(o] O o

dans A4 quand A 4 estun puzzle--L2 : f se prolonge donc en un élément de Awo.

W W
(8] (6]

3) On définit maintenant la transformation de Fourier sur Awo

DEFINITION A 2.2. Soit w_ a décroissance rapide, vérifiant (19). Si

f € Awo, la transformée de Fourier de F, notée 1’5’ est la fonction de L‘?;},

O
définie par :
Pttt b 5 R .
w L A
4
(o] — W
(¢
(8]

11 faut vérifier la cohérence de la construction.
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PROPOSITION A 2.1, Soit f€l', se prolongeant dans Awo en une

fonctionnelle F. Soient f et F leurs transformées de Fourier dans ©' et

dans Li_ . Alors, quelle que soit ¢€2‘ﬂL24 , ona (f , ;b)z, =(F, )2
W W ® L4

(o] O —

o

Démonstration. Cette proposition n'est pas -évidente, parce que la convergence

dans A4 n'entraine pas la convergence dans 3 , alors qu'elle entraine la conver-
v
gence dan€ D (lemme A 2.1).

On peut donc seulement affirmer, pour 1'instant, que si ¥ Gf N Li'_ et

W
A ~ N . (¢}
b € D, alors (f, z,bb. = (F,¥) 5 - Soit @ € ¥ N Li_, sans condition sur
L _ W, :
W
0
Supp #. On choisit «€D telle que S |&(g) lwfo(g) dé <40 et «0)=1. On
N
R

peut le faire parce que W vérifie (19) (pour la définition de wfo, se reporter a la

démonstration de la proposition 2.4).

On pose alors fbn(x) = zZ(x) oc(g). On a $n€D, et lim y =y dans 2.
N>+

On peut donc écrire :

€ 4)y = tim (= tim (F,0)
n

N4 >+ n Lig_
b
o
Il reste a prouver que lim z/)n =y dans Li . Puisque lim zpn =
N+ .O nN=tee

pour la convergence uniforme dans RN, il suffit de prouver que les intégrales

2 dt S X
S N |§bn(€ y| W convergent uniformément par rapport 2 n.
R

Pour cela, on écrit

,(6)=\ w(e-m)n" atan) an,

RN

d'ol
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v (¢)]2

0 S(S . ‘n x(nn) (d'f) (S v(&-1) IZ(HN &(m’l)’dn)-

R R

~

Soient T,e> 0 tels que 3
It I>T

amt) lwh(nt)dnt < e

Soit A >0 tel que S l¢(£')|2m1?q dé' < e. Soit nEN, n=1.
lgr |>A-T °
On a
. . " ()
0, (0% pyag = C e (e-m |2 [N (n)f——(-g-—7W dn de,
S ]£]>A " "o Sl€’>AB77(.:RN ” S Wort n “
. Wo(g_n) *
puisque 'W;(ET < Wm(n)S w(n).
Par un changement de variables :
£
[y (Eﬂz——%gydgf:c loe- T 12 latmn) | == _an' ae,
Slg]>A B gfgk#\gn'eRN wolé- 5
ce qu'on écrit :
59§ ) 2 =cy§ s (o
3B © lel>a"[n[>mn Tlel=A” Intl<n
Le premier terme du membre de droite de (154) est majoré par
C(S ) >S &) [wE 1) an:
€'€RN W(gl [mt |>Tn
=C Hzp“zz €, par construction de T.
La
-
o
Le second terme est majoré par :
[ wo (') A
cf § |¢(€W|2laﬁf)]-——T€—)dn dg' = c (§ ’a b (man e,

“lev [sact nrerM ° rN
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d'apres la construction de A. Il faut remarquer que dans ces deux majorations, on

ey 2 . * . ! ¥*
a utilisé la croissance de W, pour écrire W‘i(n—n-) =w_(n').

Finalement, pour tout n=1:

2 1 Clig|2 ) [ (1) dm
{ v (6)] ﬁrTg}dgszc(J¢HL%‘-+g s llman) e

lgl>A © v R

ce qui achéve la démonstration.

La définition A2-2 est donc compatible avec la notion habituelle de transformée

de Fourier. Toute fonction de szv devient ainsi la transformée d'un élément de

o
Aw .
o
Si feAwo et o €A_1_ , on aura
Yo
(o), , =NNE, &) , =™ fo,
A L N
w 4 R
o W
o
donc

[=en™ § i) P we) ae.

’(f ®)
|7 AL N
ol + ]
4
(o]

La norme dans 1'espace fonctionnel Awo est donc, a une constante pres, celle sur

laquelle nous avons travaillé.

4) 11 faut maintenant confirmer que AwO est un puzzle-Lz, et pour cela,

commencer par définir les multiplicateurs.

DEFINITION A.2-3. m(x) sera un multiplicateur de Awo si m{x) est

un multiplicateur de A4 . Si f€Aw , m(x) f(x) sera alors défini par
(mf,co)/u =(f, m(p)A_:L pour toute ¢ €A_1_ .
W w Yo

0 o
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Remarquons que cela est compatible avec notre définition de la transformée
de Fourier, en vertu de la formule
{ @mxhe =) f@xo),
RN R
qui est une application directe de Fubini.
Pour prouver que AWO est un puzzle—LZ, dans le cadre de la nouvelle
définition, on peut reproduire la partie 2. On peut aussi utiliser le résultat suivant,

issu du point de vue abstrait.

PROPOSITION A-2-2. Soit E un puzzle—Lz, E' son dual. Alors, E'

est aussi un puzzle—L2 .

Q
Démonstration. a) Soient K et H compacts de R, HcK, et soit

A une fonction découpante associée 23 K et H, telle que
V¢ €E Ax) ox) € E.

Alors, si f€E', Af € E', etpour tout ¢€E :

ot = Lt a0y = il Dol = clil, Tl

d'ou HAfHE, < CHfHE, . On a montré la propriété (P.a) pour E' (voir définition
1.2).
b) Utilisant la proposition 1.3, on va montrer (P.c) pour E'. On suppose

e
maintenant que (K-K) N A {o} , etonnote x;, ...,x des points de

B(0,1) tels que

T o Ax-x-K)+ ...+ T . Alx-x _-k)=1.
kez\ ! keZ" n
Si f€E', onécrit f=f, +...+f , ou f.x)= T . Alx-x.-k)f(x). Alors
1 n j N j ’
kEZ
f.€E' et Hf” L= C“f” . Cela vient simplement du fait que I _ A(x-x.-k)
] JE & kez" )

est un multiplicateur de E, puisque E estun puzzle—LZ. Moyennant la démons~

tration des inégalités (5) sur Ej (voir proposition 1.1 et définition 1.3), on a
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1'existence d'une K-décomposition pour tout €élément de E'. Il faut donc maintenant

se donner f(x) = f‘ix -k), ou f EE' et Suppf < K, et montrer
ke K K
1'existence de C2 > 4 > 0 telles que

On choisit Oy telle que

O l(fk,@k) ‘E = %kaHE. H(pkHE > 0.

Alors :
2
= ol < 2l = 2l loll < clil, [ 2 o2
C
si (C) € ¢%, enmultipliant ¢, par ﬁ- il vient :
kCZ (pkE

5l = el el

La suite ( kaHE') appartient donc a EZ(ZN), avec

kez\

e lB = clil,
k€2
Pour démontrer une inégalité en sens inverse, on part a nouveau de

(f,0) z ( , ¢ ). Cela donne :
E™czN K’ KE

cols Lol Il [ERIE [ETRE.

d'ol

ol =clell, [T TRTE.
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Cette inégalité reste encore vraie, 2 la constante pres, pour tout élément ¢ de E.
11 suffit, pour le voir, de faire une K-décompositionde ¢ dans E. Par conséquent,
pour toute fcE' :

KR <c = g B, .

5
kez™

ce qui termine la démonstration.

L.'espace Awo est donc un puzzle—Lz, des que LS vérifie (19). 11 faut
remarquer que 1'hypothése (19) nous a permis de définir correctement et completement

1'espace lui-méme, la transformée de Fourier, et ce dernier résultat.

Tous les autres résultats restent donc valables, dans le cadre de la nouvelle

définition.
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