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2.~ Recueil de notations.

PAGES
I.2 Mf : fonction maximale de f.
E : ensemble des points oli g est > .

g

IE| s mesure de l'ensemble E.

n 3 dimension de Rn.
I.6 f : signale la fin (ou 1'abandon {) d'une démonstration.
I.13 R t ‘ensemble des £ + f (¢t E.Lq, f G.Lq).

p q P 9

II.1 &;(a’“) , P@®Y, 1 EeYH.

QXRP) t les mesures de R de masse totale finie.
11,2 TRANSFORMEE de FOURIER : sera notée Ff ou f£" } normalisée par

F2)(y) = J f(x)exp(2m i(xly))dx (ol (es.]sss) est le produit sca-
R" laire) .

L*absence du signe ~ devant 2% i entraine un décalage avec certaines

références du ch.III.

I1.3 |x | : norme euclidienne du vecteur x eRr",

I1.14 | {i: expression faisant partie d'un noyau de CALDERON-ZYGMUND.
II.15 | 7 : sphire wnité de R .

x? ¢ point de ZE: s parfois point associé & x par x! = TET .
11.16 ﬁs (6 > 0): voir théoreme I11.3.2.

I1.22 | (et aussi page III.2) v.p. : "valeur principale".

11.24 | L¥(R", %), 93(981, 902): voir II.4.1.2 et II.4.1.5,

11.25 | 1P@®", B, 8,2 voir IL.4.1.6.

IIX.2 | veps ¢ se reporter page II.22

QB(X) =c xj/lxl {(j = 15600y n}) ol
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Iv.28
Iv.32

A\

n+1
I%n+1)/7c 2 .

ey = 1t
Kj(x) = aJ.(x)/:x:“ .

R jé‘l‘e transformation de MARCEL RIESZ.

n+1
R® considéré comme hyperplan de R . .

n n+1
R:+1 : demi-espace positif associé & l'hyperplan R de B .

A ¢ laplacien (selon le contexte relatif aux n variables xj s ou

relatif aux n + 1 variables xj et y (j=15e0.y n))s

n+1
)

+
Py(x) : noyau de POISSON pour le demi-espace R . de R ; est

calculé pages I1I1I1.6-7.

+ L.
I.P.f 3 "intégrale de POISSON" pour le demi-espace Rh+1 de £ définie
sur l'hyperplan r".

S ¢ sphere unité de R,
n-1

xk : voir III.5.2,.

?k,n ¢ voir III.5.6.

grad u : gradient(méme remarque que pour A ci-dessus (page III.6)).

g(£), g(f,x) = g(£)(x) : voir définition IV.1.1.
g1(f,x), gk(f,x) ¢ voir IV.1.6.1 et 1.6.3.
g:(f,x), 8(£,x), [(x_ ) + voir définition IV.1.7.1.
Mr(f) :+ voir définition IV.1.7.3.4N-

m, Tm ,’mb t voir définition IV.2.1.

rp s pé?e fonction du sysitéme orthonormé de RADEMACHER.

Teol : voir IV.3.2.

y S s St voir théoréme IV.4.1.
P 0

Pm

D 3 dci leplacien & n variables.

Q
ﬁd , (=8 /2 ¢t voir formules (2) et (3) de V.1.1.

¥, = 2" [(&/2)/ [(5Y
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PAGES ﬁ‘x: voir formules (3) et (4) de V.1.3.

V.6 D : les fonctions indéfiniment dérivables & supports compacts.,
Pl

V.7 Lk(R } s espace de SOBOLEV.

V.12 G4 ¢ mnoyau de BESSEL.

V.14 g“.x convolution par G .
P _ P

v.is 1 3, = '}m(L Yo

V.17 a)p(t) =le(x + 4) - 2(x)li ".P_module de continuité de £ ".

| L (x)
V.22 1\1;:‘1, N+ voir détinition V.5.1.

VI.2 | F: un fermé de B* (f £ F £ RD.

¢ liouvert complémentaire de F.
(Qm) i les cubes d'un découpage de .
Cys Oyt voir énoncé V.i.1.

2

VIi.i ¥ s F 1 voir V.11,
o m

VI.6 Qe t cube déduit du cube @ par 1'homothétie de centre le centre de §

et de rapport 1 +g.

vi.7 N* ¢ wvoir corollaire VI.1.7.

2

VIi.8 S: fonction dérivable dans ﬂ:{F, & peu prés propertionnelle & 1la
distance & F.

VI.9 \P ? lpm : V()ir vI¢108040

V1.10 331(1’) t voir définition VI.2.1. @1 (Rn) = les fonctions bornées et lip-

. n
schitziennes sur R

- su [ £(x)-2(y)]
£ I)zx,yel? 3 xfy d(x,y) ‘

M
viit| 8+ B (F) — B, (") prolongement de WHITNEY.
&, §, ¢ voir VI.2.3.1.

VI.6 ‘JBk(R“) ¢ voir définition VI.3.1.
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vI.17 @((F) : voir définition VI.3.3.

(@)

T = (¢ s voir définition VI.3.3.

0 < lal ¢ k-1
Pj(b,c), Rj(b,c} ¢ voir définition VI.3.3.

VI.18 ék $ ka(F) —_— ‘Bk(Rn) prolongement de WHITNEY.
Vi.23§ ®: ouvert au-dessus du graphe d'une fonction lipschitzienne.
Lﬁ(@) : espace de SOBOLEV relatif & .

Gt prolongement de CALDERON.

Vi.24 | s = (x,y) e B x R, B c &', a : voir VI.4.1.

P fonction lipschitzienne an —> R,

M‘P =M : constante de LIPSCHIIZ de {.

GW = graphe de § = frontidre de w.
et | voir figure
[': cone des (x,y) e R tels que |yl » Mix].

f, -y I[(s), f+(s), [T(s) : voir VI.4.1.

vi.25 | & : voir lemme VI.4.2.2

page VI.27

?5=°6x,y,7\ = (x,y+7\3*(x,y))-

vI.28 Y: fonction auxilliaire [1,0] — R (voir lemme VI.4.3.2).

vVIi.29 ‘51) ¢ contour orienté reproduit dans la figure page VI.27

VI.32 @' : ouvert contenant ®.
n+1t
Vii.2 f«(p) = les(x,y) ¢ R tels que [x-p] < ay .

f'q h(p) = intersection de f«(p) et du demi-espace y < h .
’

1
r,r quand p est l'origine de an+ .

/ essdX ? / +ssdo [} // vss dAX dy H voir 101 .
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‘R=@¢ h(E) =Y r h(x) (E CRn) ¢ voir figure page 8.
’

xeE “a
%= frontitre de R .
d Fh .
R=F UF U (quand %:‘Rm h(15«‘)) t voir 1.9.
’

" . +
u § fonction harmonique dans le demi-espace ouvert Rn+1

. QJu \2 ul\2

ici El;=1 (-5;;;) + ('3;’) °

(][ jgrad u[z y1~n dx dy)%.
f«,h(P)

les points de R® ot u a une limite non~tangentielle.

4

il

fgrad uiz

Sq’h u(p)

i

By

By

E

it

les points de RS ol u est non~tangentiellement bornée.

I}

S les sommets des cBnes pour lesquels 8 est fini .

0<oc<p et O < h-<k.

® comme page VII.7 et R =Ue R I;s,k(e)'

‘Rsx ouvert ¢ £ ; ayant une bonne frontidre ’95%68 voir 2.4.4 page 19,

N,op ¢ frontidre, normale extérieure, mesure superficielle de 33?,6 .

Fhe ’ F‘Se R ¢ voir 2.4.4 (et 2.5.2),

Kg ¢ compact de R" el que Kﬁx B .

C& $ voir 2;4.6;

E' ¢t voir 2.6.3.

E 1 voir 2.6.4,

R LR 1 voir page VII.1T.

+
—h—’! le vecteur (0 ,...,O,h)ERn1.

7\6 1 voir 2.6.8.
fE ¢ voir 2.6.9.

§

(X,Y) 2 un point € F°¢.
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Wy Vi oyecey V1 une fonction harmonique dans Rn+1 et ses n fonctions

conjuguées.

. . +
H ¢ une fonction harmonique dans R .

n+1
_°H oH

= = e g

EE; ! oy
Py S? v § 1 voir figure,

B[X,Y] : boule de centre (X,Y) E‘ra , ¢ de rayon proportionnel & Y
’

! de manidre que [ > B{X,Y].

ok

C = sup iS(x,h)s ?

h (x,h)efﬁ’k

I Z(y) 1 voir 3.5 (iv).

‘ 2 3
é J = (]7;(y) T (xyy )ax dy ) "

¥y

L
)

potentiel de RIESZ diordre § de f

R.f ¢ j~eme transformée de RIESZ de T (voir chapitre III, 2.1, page

| f =b +m : décomposition de £ (dérivable au sens harmonique sur un en—
: gsemble) en une bonne et une mauvaise fonction (voir théordme 4.3).
| P : ensemble [compact] sur lequel s'annule la mauvaise fonction m (voir

: théoreme 4.3).

P compact, B boule ouverte, dans mﬁ, tels que
BDOP Q::Bn[P ;
n
6(y) = distence de y € R & P ;

A
7, (x) =‘[ “'§"£%%X dy (x €B, A >0) : Intégrale de MARCINKIEWICZ.
B ;x—yl

fiz ‘s 2,0
E1 = ensemble des points de Rn oh les dérivées premidres de f €& (R )

. 2
existent au sens de L 3

B, = les x € Rn tels que ([ (f(x+h)+f(x—h)-2f(x))2 ! dh ¢ oo,
2 n n+2

R |n]
Q = c n (purF) (F fermé oh f,b,m s'annulent, et tel que Q soit borné ),

R
5(x) = distance de x € B® & PUF .



INTEGRALES SINGULIERES
ET FONCTIONS DIFFERENTIABLES
DE PLUSIEURS VARIABLES

Par

Elias STEIN

Chapitre VII

Localisation des propriétés & lam frontidre des fonctions harmoniques.

0.0 Ce septiéme et avant—dernier chapitre fait suite aux six premiers, déja parus.
I1 retranscrit les notes recueillies par SOMEN en avril 1967.
0.1 Sont classiques des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction
harmonique dans le disque unité (ot |z} < 1) vérifie certaines propriétés emn
presque tout point de sa frontidre, (la circonférence unité, ot |z} = 1).

A ces énoncéds "classiques" sont paralliéles des énoncés que nous qualifierons
de "locaux". Comparer par exemple le théordme de FATOU classique (1.4.1) et local

(1.8).
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Ce chapitre établir des critéres pour que, étant donnée une partie mesurable
E de Rn, une fonction harmonique{é valeurs réelles, cette précision sera dé-

. . ~+ s .
sormais omxse]dans le demi-espace ouvert Rn+ vérifie certaines propriétés 3

1

la frontidre en presque tout point de E .

1.~ Le théoreme de FATOU classique et le théordme de FATOU local.

1.1 Notations. Soient « » 0 et p = (p,0) R'c R'xR = Rp+1o On note
! n +
[ (p) = ensemble des (x,y) e ® xR tels que
®
| x~p| < ay ,

(1a distance entre points de R étant notde d{x,p) ou |[x-pl).

Etant donné de plus h = 0 , on notera

fq h(p) = intersection de f&(p) et du demi-espace ol y < h .

Si p = (0,0) =0 est l'origine, on écrira simplement Qi, fa

,h

La mesure d'un ensemble mesurable E de R (muni de la mesure de LEBESGUE)
sera notée ‘E\ s les intégrales mettant en jeu cette mesure seront notées

j ess dx « Celles ol intervient la "mesure superficielle" d‘'une bonne hypersur-

face de Rn+1 seront notées J sae da~ . Mais quand il s'agira de la mesure

de LEBESGUE de Rn+1, ce sera j{ svee dx dy o

1.2 Définition. On dit qu'une fonction f définie dans le demi-espace ouvert

R;+1 (o4 ¥ > 0) de RnH admet une limite non—tangentielle (finie) A= £*(p)
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en un point p € R si, [POUR TOUT] « » 0 , 1la restriction de £ au cdne [;(p)

admet au point p 1la limite 2 :
= i1 fix ®
A (x,y) e [ (p) (x53)
(x,y) —p

7 . (] 2 3 5 . +
1.3 Définition. On dit qutune fonction £ définie dans Rn+1 est non—

tangentiellement bornée au point p e R" [S'IL EXISTE UN| cdne tronqué

= fa h(p) (pour un « >0 et un h >0 convenables) de sommet p tel que la
’

restriction de £ & [ soit bornde.

p—

+
1.4.1) Théortme de FATOU classique (pour le demi-espace Rn+1)' Chaque ronction

. + L
harmonique bornée dans Rn+1 admet en presque tout point de 1l'hyperplan

frontidre R wune limite non~tangentielle.
-

Le démonstration (1.7) donnera le résultat suivant.
1.4.2|Corollaire. La fonction définie presque partout sur Rn par les limites

+
non~tangentielles d‘une fonction harmonique bornée dans Rn+1 admet pour

intégrale de POISSON cette fonction harmonique.

—

1.5{Principe de réflexion. Soit h harmonique, définie et bornée dans un demi-

1

n+ . )
espace ouvert de R s et qui se prolonge continument par la valeur zéro sur

lfout 1'hyperplan frontiére. Alors h est identiquement nulle.

+
Preuve. Prenons comme demi-espace et hyperplan Rn+1 ot RB" 3 h est prolongée &

Rn+1 en H , fonction impaire par rapport & y 3
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+
H(x,y) = hix,y) pour (x,y) e R 17
n
H(x,0) =0 pour x eR
+
H(x,~y)+h(x,y) = 0 pour (x,y) R .,

Comme h ; H est bornée. Montrons que H est harmonique 3 Pour y =0 ,

+1 ,
H(x,0) = 0 vaut bien la moyenne de H sur les sphdres [de R" ] centrées en
(x,0}) ; et pour y £ 0 , H{x,y) vaut bien la moyenne de H sur les sphdres de
centre (x,y) qui ne recontrent pas g,

Or (théoréme de LIOUVILLE 2.5.4.3) chaque fonction harmonique bornée dans

Rn+1 est constante. Donc H est nulle.

1.5,

1.6 Résultats complémentaires sur lg.dérivatipn. {(Voir RUDIN : Real and complex

analysis, chap. 8).

k

"
On dit que x Q.Rk est "point de LEBESGUE" d'une fonction £ e‘floc(m ) si

. 1
].].m]?___’0 m ]B lf(x"'t)"f(x)‘ dt = 0

(x,r)

¥
(intégrale étendue & la boule de R® de centre x et de rayon 1 > 0).

Presque tout point de Rk est point de LEBESGUE de f ¢ C'est une amélio—

ration du théordme de dérivation du chapitre I (1.3 iv)).
Application : preuve en 1.7 du théoréme de FATOU classique.
) k k . .
Soit. P un sous—ensemble mesurable de ® .« Un point x e® est dit "point

de densité" [de LEBESGUE] de P si
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: |PNnB(x,r)]
Mo TBGLOT T

Presque tout point de P est point de densité de P ; 1'ensemble des points

de densité de P qui appartiennent & [P est négligeable. Application § partie
(iv) de la preuve de 1.10.

1.7 Preuve du théordme de FATOU classique (1.4.1).

1.7.1 Premidre étape. Partant de la fonction harmonigue bornée u dans l'ouvert

4

. n
Rn+1 , commengons par reconstruire (presque partout dans B ) ses valeurs fron-

tiéres.
Posons pour m entier 21 et x € R”
lP (x) = IoPou(x 1) o
m "m
+
On a pour (x,y) e L
1
I.P.Qn(x,y) = u(x,y+a) .
En effet, aux deux membres sont des fonctions harmoniques par rapport &
+ . + n ,
(x,y) € R .4 continues sur Rn+1 UR , qui prennent des valeurs égales pour
(x,0) R" : Elles coincident bien, d'aprds le principe de réflexion 1.5. (Autre
argument : invoquer la propriété de semi-groupe P x P % =P * de la
prop A A ¥ty
1 2 172
.)

1

convolution par le noyau de POISSON, avec Y=Y Yy =4
1 .

Comme la suite des fonctions x +—r ?m(x) = u(x,a) est bornée dans La’(Rn),

on peut en extraire une sous—suite qui converge faiblement vers une fonction g
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1
P i = .
our chagque g € L , llmmzm 00 jg ‘?m dx jg ‘f dx En prenant pour g 1le
noyau de POISSON P , on voit que I'P'(P tend sur B+ d'une part vers u
y m n+i
et d'autre part vers I.P, (?.
Donc u = I.P.‘?‘ (ﬂ1o401)0

1.7.2{Seconde étape. L'intégrale de POISSON I.P.§ d'une fonction WGEifo(ﬁp)

converge non-tangentiellement (définition 1.2) presque partout vers 9 -
Plus précisément, cette convergence non-tangentielle est déjh certaine

pour tout point de LEBESGUE de ¢ (définition 1.6).
L

Notons u = I.P.y et j = j n " On a pour x,%t e.Rn,y > 0
R

u(x-%,y) - w(x) = ‘[P(z—t)¢(x—z)dz - jP(z—t,y)?(x)dz ’

donc

(1) lule=t,y)- @l s/P(z-—t,y) f(x=2)- (x)] ax .
n+1
te 2

Or le noyau de POISSON P(x,y) =G .

y/(lx!2+y2) vérifie pour tout « > O

des inégalités du type

SUPt gvec 14« oy P(x=t,3) < Cq,n Plxyy) -

Donc en supposant It} s« «y , le premier membre de (1) est majoré par

(2) Cq,n jf(z,y)I?(x—z) - ?(x)ldz .

Soit A >0 . On partage dans (2) /: / 0= j + j « Puisque
R lz] <2y lz} =3y

P(z,y) s P(0,y) = Ct? y_n, le premier terme C / tendra bien vers zéro
b
1z} < 2
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avec y sl on suppose-que x est point de LEBESGUE de 9. Et dans le second

terme C [ , la fonction bornée z +—> |P(x-z)~P(x)] est intégrée avec
s
Slzisay

une mesure dont la masse j P(z,y)dz (qui dépend de A mais non de y)
Izl 22y
tend vers zéro quand A —> ®© .
B1.4.1

+ .
1.8|{Théoreme de FATOU local. Soient u harmonique dans Rn+1 et E ensemble me-

surable de R™. On suppose que u est non—tangentiellement bornée en tout
point de E (définition 1.3).

Alors u admeb en presque tout point de B wune limite non-tangentielle
{@éfinition 1.2).

L
(Pour n =1, PLESSNER et PRIVALOV : voir le chapitre XIV de ZYGMUND : Trigono-

metric series, éd. Cambridge. Pour n quelconque, CALDERONi. Preuve en 1.11.)

+1
1.9 Les sous—ensembles il de an .

LI

Soit F un fermé de R". Soient « >0 et h >0 . Nous utiliserons cons-
tamment les ensembles ouverts R suvivants (notation 1.1) :

= 8 (M) =V, o L, (0.

x eF
Le frontidre R de R se décompose en trois parties
h
= FUFUF.

La premidre R AR est le fermé F donné.

La seconde Fd est l'intersection de A% et de la bande O <y < h . Clest
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. +
aussi l'ensemble des (x,y) € r" ! vérifiant les deux relations
1
0 <y<h et y:;d(x,F)
o d est la distance de Rn { le dernier membre est fonction lipschitzienne

(de rapport —) de x dans R .

-

La troisiéme partie Fh est l'intersection de 3% et de l'hyperplan y = h :
C'est la réunion (selon x parcourant F) des boules de cet hyperplan, de centre
(xyh) et de rayon «h ,

Dans tout ce chapitre, nos études du comportement des fonctions harmoniques
N k3 d Va 13 I3 o 9 h
& l'approche des points de F ou F  seront délicatesy mais "triviales"” pour F .

Pour n =1, {mF est une réunion d'intervalles, et R peut avoir 1l'allure

de l'ensemble hachuré ci-~dessous.

NG

- +
1.10| Proposition. Soit v wune fonction harmonique dans Rn+1 , et dont 1la res—

triction & 1l'ensemble ouvert % = ﬁk h(F) (introduit en 1.9, avec F fermé
$4

de Rn) est bornée.

L Alors v admet une limite non-tangentielle en presque tout point de F .

Preuve. (i) On commence par décomposer v : v = §+y .
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Supposons Ivl < 1 sur . Posons pour x eﬁgn m  entier 1

1 . 1
v(x,ﬁ) si (x,a) appartient & R ,
g (x) =
" 1
0 si (X:I';‘l) ¢ R ;
(le module de $0 est donc majoré par 1 sur tout Rn) ; notons encore ¢  sop
intégrale de POISSON :

} +
Qm(x,y) = I.P.pm (xy3) pour (x,y) e Rn+1 .

+
P
osons pour (x,y) & Rn+1

1
(1) vlxy+) = ¢ (x,3) + 3 (x,5).
Comme les ¢ ~ forment un borné de LP (R"), il existe une sous-suite qui converge
faiblement vers une fonction ? EL“’(RH), Prenant comme "fonction d'essai' inté-

+
grable le noyau de POISSON, on voit qu'il y a convergence simple sur Rn+1 $

1imm=m —00 ?m(X;Y) = L.P.9(x,y) = 9(x,y).
k

Mais alors, avec Y(x,y) = lim

n+1

4
m:mk_’m Vm(xyy) ’ on & dans R

(2) vix,y) = ¢(x,y) + V(X9Y)-

(ii) Utilisation de cette décomposition. Le théordme de FATOU classique 1.4.1

stapplique & la fonction bornée p ¢+ Elle admet presque partout dans Rn des

limites non-tangentielles. Donc d'aprés 1l!'égalité (2) de (i), il suffit de montrer

que Y admet en presque tout point de F zéro pour limite non-tangentielle.

[be résultat peut &itre soupconné : en prenant x € F puis en faisant y = 0
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dans la relation (1) de (i), il vient lfm(x,O)-O pour tout indice m entier assez
\ N 1
grand, & savoir des que (x,a) e®R .]

s : . : +
(iii) La méthode comsiste & trouver une fonction H harmonique dans B .1

19 posgitive : H(x,y) = 0 dans IRZ_‘_1 s

2% plus grande que 2 sur la partie de la frontitre de %R .excluant F :

H(x,y) =22 pour (x,y)e?%N {F ’

W
14

vérifiant sur R

»

42 admettant en presque tout point de F la limite non-tangentielle zéro.

(iv) Construction de la majorante harmonique H .

Montrons qu'avec une constante > 0 assez grand on peut prendre

H{x,y) = -2}-1-3-’ + Ct? (I.2.%) (x,¥y)
ol la fonction | définie sur R" vaut O sur F , 1 ailleurs [rappel :
h = hauteur des cbnes tronqués fq’h(x)] .
C'est bien une fonction harmonique positive dans IR;+1 , admettant (d'apres
le théordme de FATOU classique (1 4.1 et 1.4.2) appliqué & 1'intégrale de POISSON
de 1) 1la limite non-tangentielle zéro en presque tout point de F .

Quand on fait y = h , il vient H(x,y) » 2.

Montrons que H{(x,y) 22 si (x,y) est un point frontidre de R avec

0<y<ho
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On sait (1.9) qu'au voisinage d'un tel point (x,y) les poinis frontieves

1
(x',y') de R sont donnés par 1'équation y! =5d d(x',F). Donc la boule ouverte
B de R”, de centre x et de rayon ¢&/y ne rencontre pas F ; autrement dit,

L vaut 1t dans cette boule $ donce

IgP.’K(x,y) = yf l(t) dt =2 C Yy j essdt =
n n+1 n
R 2 22 B
(tx—t{"+y")
1L —_—
« (5t§ +y )
Or cette dernidre intégrale est une fonction positivement homogene de degré -1

par rapport & y ; donc le dernier membre est indépendant de (x,y} : en mul-
tipliant par une constante convenable le premier membre, il devientv = 2, et
H(x,y) = 2 par conséquent.
Montrons que dans R on a |y(x,y)| < H(x,y).
Dans 1'ouvert R, bon a fvl <1, ]mml <1, donc |¢m| 2. 51
(x,y) € éﬁbr\CF ; on a ‘wm(x,y)l £ 2 ¢ H(x,y). De plus, si x € ¥, alors
m o b, (x¥) =0
D'aprés un principe du maximum pour les fonchtions harmoniques, on en conclutb

que t¢m(X;Y)| < E(x,y) ; donc aussi [¢(x,y)l  H(x,y) dans %R,



(v) Conséquence immédiate de la majoration de [y| par H .

Considérons un céne [ =T (p) (@, -0, h, >0, p e Rn) tel que sur
o b, 1 1

[ onait H z (Y] et lim( H(x,y) = 0 . [La premidre condition

X,y) e[y (x,y)—p

i = = ' i = .
e lieu avec &, =a, h, =h, pefF,d aprés (iv) et 4 UI)EF'fa,h(P) La

seconde a lieu pour presque tout p e F , tout %y tout h1 d'apres (iv)] .

On aura encore lim( Y(x,y) =0 .

¥,y) e [y (x,5)—p

(vi) Conséquence de cette majoration pour le comportement de ¥ et de v 2

1'approche de F .

Notons D 1lfensemble des points de densité (1.6) du fermé F . On vérifie

que pour tout p € FND , pour tout & >0, il existe h, > 0 +tel que

1 ]

[‘Q1 ,h1 (p) c R = UP eF ra’h(p). (Autrement dit, l'intersection de %® et du cdne
pointé {p} U.Fq1(p) est un voisinage de p relativement & ce cbne.) On sait que
lFnfpj=0.

Notons FL lt'ensemble des points de F ou H admet zéro comme limite non-—
tangentielle. On & vu en (iv) que I[F N [FLI =0 .

La définition 1.2 des limites non-tangentielles et le raisonnement de {v)

appliqué & ces deux résultats montrent que pour tout p € FL N D (donc pour pres-—

que tout point de F), Y admet la limite non-tangentielle zéro.



VIiIL.13

Donc, de méme que ¢, v = w-+1f admet en presque tout point de F wune

limite non-tangentielle.
B1.10

1.11 Preuve du théoréme de FATOU local 1.8.

On commence par "rétrécir" E par des arguments classiques de théorie de Iu
mesure, afin de pouveoir appliquer la proposition 1.10.

Premidre étape. (Tous les ensembles que nous écrirons seront mesurables !) Notons

pour «', h', b' strictement positifs Ea' TR ensemble des x € E tels que
b 3
la restriction de lu| & f;q h‘(x) soit <b's Pour a&¢" < a' , h" < h' , Bb" = b',
»
ona E CE . Or par hypothese (définition 1.3) E =V

&9 ,h"bl O(",h",b" Q' ,h' ’bi Euy’hV)bl

Donc pour tout compact K de Rn, pour tout € >0 ; il existe a«, h , b >0
et un fermé F < K +tels que
Fc n n Fl <€ .
Em,h,b K et I{ENK)N LFi
Comme €& est arbitraire et que E est contenu dans une réunion dénombrable
de compacts, il suffit d'établir que la propriété a lieu pour presque tout point

de F .

Seconde étape. Avec &, h , b et F ainsi choisis, prenons

ﬂ:U r ('X).

x eF "o,h

Puisque dans R one Jul «b s, la proposition 1.10 donne bien 1l'existence des

limites non-tangentielles pour presque tout point de F . i
1.8
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2.~ Relation entre l'existence des limites non-fangentielles et la finitude

des intégrales multiples § .

® o @

. , . . +
2.1 Notations. Soit u une fonction harmonique dans le demi-espace ouvert Rn+1 .

On note

2
lgrad ul” = 2::“ (;%.) 2, (23)2 .
J

j=1

On pose pour « et h strictement positifs, p E'Rn (voir motation 1.1)

2 1-n 1
S u(p) = lgrad u(x,y)|° ¥ dax dy) .
(X’h fjrq;h(P)

Cette expression ressemble & celle introduite par LUSIN (chapitre IV, 1.7.1).

2.2 Vue d'ensemble.

+
Soit u une fonction harmonique dans Rn+1 s {(on ne suppose pas que c'est

1'intégrale de POISSON d'une fonction définie dans B ).

, . n ,
Nous étudierons les trois ensembles mesurasbles de R suivants

n

EL = ensemble des e €eR ol u admet une limite non-tangentielle ;

EB = ensemble des e ¢ R o u est non-tangentiellement bornée ;

ES = ensemble des e & R" tels que (avec ® >0 et h > 0 dépendant de e)
S u < .
a,h 2e) <o

Les définitions 1.2 et 1.3 donnent immédiatement

< .
EL EB

Etant données deux parties mesurables P , Q de Rn, il sera commode 4'ex-

primer par " P € Q presque partout”" le fait qu'il existe un ensemble négligeable
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N tel que PN [N CQ, et par " P = presque partout” le fait que P C Q
presque partout et ( <P presque partout (ou encore que les fonctions valant 1
sur un ensemble et O sur son complémentaire sont pour P et @ égales presque
partout).

Le théoréme de FATOU local 1.8 dit que EB < EL presque partout. Donc

EB = EL presque partout |.

Le théortme 2.3 montrera que

E = A 'Y
L ES presque partout

Pour n =1, 1'inclusion " EL C ES presque partout" avait été établie
par des méthodes de variable complexe ; (voir la seconde partie de MARCINKIEWICZ
et ZYGMUND : "A theorem of LUSIN" pages 436-439 dans MARCINKIEWICZ : "Collected
papers'). SPENCER et LITTLEWOOD ont montré indépendamment 1'inclusion "presque"
opposée.

Pour n quelconque, voir Acta Mathematica tome 106 (1961) pages 137-174.

L'ensemble ES est agréable (voire) car il est techniquement commode de vé-—
rifier si les intégrales S sont finies.

LI 3

Mais pour établir l'existence de limites non-tangentielles de u presque

partout sur un ensemble E , le théordme de FATOU local (1.8) montre qu'il suffit

de trouver une fonction harmonique H , non-tangentiellement bornée presque par-

tout sur E , et vérifiant sur un ouvert % convenable associé &4 E (voir 1.9)
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H » ful , car ceci assure que u est non-tangentiellement bornée au moins en
tout point de E ol H 1l'est. La preuve de 1.10 n'est pas une illustration ap~

propride. Voir plutét 2.6.7.

—

. . +
2.3] Théortme. Scit u une fonction harmonique dans mn+1 «+ Les deux ensembles

mesurables EL et ES ayant été définis en 2.2 vérifient

E =E R
L S presque partout

L

Plan de la démonstration. D'abord (2.4) nous donnerons la méthode de démonstration

de " EL c ES presque partout", tout en collectant des résultats utiles pour
1'autre inclusion ; puis (2.5) nous compléterons cebtte démonstration, tout en don-

nant {2.5.4.2 et 2.5.4.3) une propriété classique des fonctions harmoniques

we

enfin (2.6) nous montrerons " ES C.EL presque partout".

2.4 Schéma de la démonstration de " EL C ES presque partout".

2.4.1 (i) Notons u*(e) 1a limite non-tengentielle de u au point e e E_ .

L
Choisissons «, h ,p, k tels que 0 < «<p et O<h<k].
Nous montrerons que pour presque tout e € B, ona S ule) < o .

L ’ ash

@
@

2.4.1 (ii) Pour voir ceci, il suffit d'examiner ces expressions en imposant

de parcourir une partie mesurable relativement compacte quelconque Eotl EL .

Pour opérer efficacement, on "rétrécit" Eo -

Soit B1 > 0 ; on remplace E0 par E1 = ensemble des e € EO dont la
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limite non-tangentielle vérifie 1'inégalité stricte Ilu™(e)l < B, - Pour tout

1 ¥
e € E0 ; 11 existe (d'aprds e e EL) £ >0 tel que supsef‘ (e) fu(s)l < B1 .

pre
Soit Q >0 3 on remplace E1 par E2 = ensemble des e e E1 tels que
SUPL oD (o) lu(s)] < B, .
P
Si k s 1 , ces majorations sont vraies quand on remplace r (e) par

d!

e)s Si k = 1 comme E. est (de méme que Eo) relativement compact,

rPok( 2

on passe de l'ensemble U ) & l'ensemble U

e eEz rp,nl(e'

A (e} en réunis-
e eEz Bk

sant le premier ensemble et un ensemble relativement compact (contenu dans le demi-

espace fermé y = 1 o u est continue). Donc il existe B ;:B1 tel que
sup . fu(s)l < B .
| e €B,y8 efp’k(e)
Enfin on prend E , sous-ensemble compact de E2 .

I1 est clair que tous ces ensembles étaient mesurables, et qu'étant donné
60 >0 , on pouvait choisir B1 assez grand, 7 assez petit, E assez gros

pour que iEo n EEI < 60 .

2.4.1 (iii) Il s'agit de voir que pour presque tout e €¢E , onsa S u(e) < ©.

2
Nous montrerons plus précisément que j (Sq hu(e)) de < 00«
e ¢E ’

Posons (comme en 1.9)

R=U ra,h(e) 5

e eE

‘Ti:UeeE FP'k(e) .
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Nous partons désormais des faits suivants : la fonction u est harmonique

+
dans [Rn+1 3 E est un compact (de mesure |E| strictement positive dans R"
pour fixer les idées) inclus dans E_; on a (d'apres >« et k >h) R>R

L

il existe B >0 +tel que supsgﬁ:u lu(s)] £« B . Par définition

2
L (Soc,h u{e))” de =

e
eex ]
eelh
ra,h(e)

2.4.2 La construction de % {(considérer l'intersection de % et de chaque hy-

2 1i-
grad u(x,y)| © v T dx dy)de .

t
perplan y = C ?) montrera que pour établir la finitude de cette j vee 5 11
eel

suffit d'établir que

j} |grad u(xgy)l2 y dx dy < o
R

2.4.3 Recourons & une formule de GREEN :

oF ’.)G)

£

ot F , G sont de bonnes fonctions, (Sie un bon ouvert (qui tendra vers R ,

- +
voir lemme 2.4.4) avec ﬁe compact CRn-t- s D?ﬂe sa frontbtidre, de normale ex-

1

térieure N , de mesure "superficielle" o~ .

€
2 2 2 .
Avec F=u ,G=y, ona Alu) = 2|grad uj car u est harmonique,
2
AHu") u .
oy 2“5“13 et AG =0 . I1 vient donc

jj‘ﬁ lgrad ui2 y dx dy =

N

_ u 2 3y
=} faﬂe(Zu Y= - u -a—ﬁ)dcje .
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(On ne pourrait porter R et R dans cette formule, d'une part parce que 9%

n'est

pas assez bonne, d'autre part parce que u n'est pas définie sur

.Rnngﬂ = E)o

2.4.4

2445

Lemme. Soit E un compact de R". Soient « >0 s h »0 ; on considere

l'ouvert R de R.n+1 (voir notations 1.1 et 1.9) ¢+ A =VU r (e).
e €E "a,h

On peut construire une suite d'ouverts ?ie (oW € >0 €= €, 1 €,

1
s €, —>»0 avec =) tels que

Eyseees B> €y 3 &y &
(1) ﬁe S pour tout k
Kk Sk

E.=E1 752 geso [

(iii) la frontidre IR de ﬁ'e est constituée de deux parties (ou

"morceaux")
a&e-: Fhe UFSE ’
1fune Fhe contenue dans lthyperplan y = h ; 1l'autre F & ; définie par
les relations
y=2 8, (y<n
est contenue dans l'ouvert @R, avec ge fonction indéfiniment dérivable

sur B dont le gradient (par rapport & R") vérifie |gred Sei <1 .

[ Premier corollaire (majoration de 1'"aire" des 35%&). Soit K‘R un compact

) + + .
de R" tel que le "demi-cylindre" KoxB CR . contienne ! .



On peut majorer indépendamment de

VEIL20

€ la mesure superficielle de 1'hy-

persurface % :
(1 | o< (5
) 7
2 —
@ 1P < lgl\1+
3 ‘ R 1 + — ),
(3) ‘QQ‘Tele%' q?;)
2.4.6 Second corollaire (évaluation de ,g% sur les 3‘3?)8). La dérivée de la
tme , . . ‘s
n+l s  coordonnée ¢ y selon les normales extérieures N a E)@E vérifie
évidemment
’9)’{ _
(1) Isﬁ < lgrad yl=1.
Plus précisément [utile seulement pour prouver " ES < EL presque
partout"J
W h
(2) 55 +1 |sur Fel| ;
§ 2y o . .
sur FYe{, on a 5% < 0, meis il existe une constante q * 0 ne dé-

-?—X<-—c < 0

et n telle que 3N A

pendant que de «

2.4.7 D'aprés 2.4.4 ((i) et (ii)), on a

jj% igrad ul

dx dy = su
y y PE.—81 1Ey puee

//ﬁe,...

donc pour voir que le premier membre est fini, il suffit,

[preuve en 2.6.1].

?

d'aprés les relations

(1) de 2.4.3

12 de trouver une majoration sur ?@e de y!%} indépendante de & , ou mieux,
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dtapres ﬁGC‘R et !;B%;I < lgrad ul , une majoration sur R de ylgrad ul ;

C]
22 d'utiliser la majoration (1) de 2.4.6 3 ]-%} < 13

)

32 d'utiliser la majoration (3) de 2.4.5 (indépendante de &) de la mesure su—

perficielle [ou "aire" | des hypersurfaces ?‘ﬁﬁ.

2.5 Fin de la démonstration de " EL c ES presque partout".
I1 reste & justifier 2.4.2, & prouver 2.4.4, 2.4.5, et & résoudre le 12 de
2.4.7-

2.5.1 Justification de 2.4.2. Transformons l'intégrale étudides

j (j[ jgrad u(X9YH2 y’1~n dx dy)de =
eelk T (e)
- /UQ,I grad u(x,y) '2 Ykﬂ Y(x—e,y) (dx dy de) =

- j jﬂ[grad ulxyy) |2 57 ( ja“ Y(x-e,y)de)ax dy =

= C jj%igrad ulxoy)] % y ax dy

oli ay second membre on a introduit ) et Yot

+
Ql = ensemble des (x,y,e) e RY= R x B tels que e « E et

(x;9) €T, () )

e

I Rnﬂ —+ B = la Pfonction wvalant un sur Im (notation 1.1) et zdéro

"

agilleurs i

enfin la constante C du quatridme membre (venant de 17'4galité
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j n lf(x—e,y)dx = C yn
R

wour 0 < y < h) ne dépend que de « et ne.
§2.4.2

"

2.5.2 Preuve du lemme 2.4.4. On part de la fonction "distance & E dans Ry

S0 = a(xyB) (x =B 4
par régularisation, 8 est limite uniforme quand & —> 0 {& >0} de fonctions
fe = § ‘Pe indéfiniment dérivables qui vérifient (en vertu de
P8 (x) - g(x')l € Ix=x*} ; si on prend ./n (pe dx =1 et @, > 0)
Q e
(1) lgred 7| < 1 .
Une récurrence aisée montre qu'on peut trouver une suite d'epsilons décrois-

santset tendant vers zéro et une suite de constantes 96 telles que les fonctions

(2) ge=f€+ee (€=€1 962 ,o-.)
vérifient S » 8 = ees > 8 N
e ==
1 2
tme o
[On peut adopter comme k+i &« € un €& = iik+1 vérifiant €& «]0 , ek[,
—(k+1) . _ ~k—1 Eme
€<2 ainsi que sup nlf (x)-8(x)| « 10 s alors que la k+i .  cons-
x €R €
tante GE vaudra 2‘k".]

Quand €& = € 30 g est encore limite uniforme des S ; de plus (1) et
Kk ’ X

(2) donnent |Jgrad Sel <1 . On prendra R_= intersection du demi-espace y < h

e

et de l'ensemble des (x,y) € RIH-i tels que y >;- ge(x).

B24.4
2.5.3 Preuve de 2.4.5. L'hyperplan y = h est parallele & R" et contient

i h
Fhe c Fh ; par définition de K_ , 1la projection orthogonaie de F € est

b 4



V1iI.23

contenue dans K@_ (car il en est ainsi pour celle de Fh). Dtol (1).

)

La projection orthogonale sur B® de F° fournit aussi une bijection de

cet ensemble sur une partie de K

} ! et le cosinus de l'angle de l'hyperplan

, n o 1,~% .
tangent en un point de ce morceau avec R est minoré par (1 + ~§) * Q'apreés
a«

1'équation de ce morceau et |grad Se‘ < 1 (voir (iii) de 2.4.4). D'ou (2).

Enfin (3) résulte de 3%&:: Fhe V] FSE .
f2.4.5

2.5.4 Solution du 1¢ de 2.4.7. La situation étant celle de 2.4.1 (iii), la majo-

ration désirée de ylgrad ul sur R résulte assurément du lemme suivant.

2.5.4.1 Lemme. Avec O <a <p ; 0<h<k,ee Rn, si H est une fonction

harmonique définie dans 1'intérieur du grand ¢One tronqué fp k(e) et
’

est bornée

8 [H(s)] = M,

Py ¢ fp,k(e)

alors la restriction de la fonction positive (x,y) = ylgrad H(x,y)l

au petit cdne tronqué fa h(e) est majorée pax MM', ol la constante
]

M' ne dépend que de n ,a, B h; ko

L

Preuve. La géométrie élémentaire montre qu'il existe une constante & ne dépen—
dent que de n ,a,p, h , k telle que pour tout (x,y) € fd h(e) la boule de
5
centre (x,y) et de rayon By soit contenue dans fP k(e).
’

Le lemme résulte done du résultat classique 2.3.4.2 suivant.
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2.5.4.2| Proposition. Si H est une fonction harmonique définie et bornée dans
la boule B(C’P) de centre ¢ et de rayon p de B 3

s H(s)| « M,

up_ eB(c,p) I
m"
alors |grad H(c)| < -—F- ; ol M" ne dépend que de la dimension p de

rP,

R

Preuve. Gréce ¥ une similitude de RY, on se ramdne au cas ot ¢ =G0 (1l'origine

de B°) et p=1.

Soit ‘¢ wune fonction indéfiniment dérivable dans !Rp, positive, radiale,
& support dans B(0,%3), d'intégrale 1 . Comme H est harmonique, on a pour tout
vecteur s ¢ B de norme < %

H(s) = f H(t) p(s—t)dv ,
’F

et par dérivation de P au second membre, on calcule les dérivées de H au voi-
ginage de l'origine. §

8i cette majoration de |H| est vraie dans tout Rp, en faisant tendre p
vers 1'infini, on voit que le gradient de H 2st nul en tout point ¢ . Donc

2.5.4.3|Théoreme de LIQUVILLE. Chaque fonc¢tion harmonique et bornée dans tout rP

est constante.
B EL c ES presque partout.
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2.6 Preuve de " ES C ELA presque partout’.

2.6.1 Nous commengons par la preuve du corollaire 2.4.6.

$

Sur le morceau. F°& , un vecteur normal & la surface & pour composantes
n+1 nombres proportionnels &

2% 28,
T 5% 1ttty T v T H
1 n

’385 s .
or 5;; < lgrad el g1 pour j =1,...yn 3 donc

f2.4.6

2.6.2] Lemme. Avec les notations « yfr B, k,e , H du lemme 2.5.4.1, si la

fonction harmonique H définie dans le grand cdne tronqud I} k(e) vérifie
y

[[ | grad H(x,y)!2 y1_n dx dy ¢ M,
L, (o)

!’
alors yligrad H(x,y)] est majoré dans le petit cdne tronqué fa (e) par
?

h

MM" ot M™ ne dépend que de n ,a;p, h , k .

L
La technique de démonstration est analogue & celle du lemme parallele cité.

2.6.3 "Rétrécissement” de 1'ensemble ES. Soit E' un ensemble mesurable rela-

tivement compact de Rn, inclus dans ES i cfest—b~dire; pour tout e' e Ef, il

existe un cdne tronqué fB (e?) (de sommet e', avec B 2t K dépendant de

sK

e') tel que

(1) 1[ | grad u(x,y)ﬁ2 yLn dx dy < o (e! € E'),
[, (e?)
B,K
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Afin de montrer l'existence d'une limite non-tangentielle en presque tout point
de E', on peut supposer successivement

- gue les /j sont étendues & des cOnes tronqués de méme forme : On aura (1)
avec fP’k(e') o p>0 et k >0 sont indépendants de e' e E' ;

— que ces intégrales sont majordes par un nombre fini B, indépendant de e'! e E':

1

On aura

(2) Zf lgrad u(x,y)l2 yj_n dx dy < B1 < oo pour tout e' e E'.
[, (e")

s
2.6.4 Modification des intégrales SF K ule').
’

Enfin,; nous "rétrécirons™ & nouveau 1l'ensemble E!', et nous prendrons des

¥ -

cbénes plus petits, de maniére a pouvoir remplacer dans (2) le facteur y " par

Y o
Soit 1 >0 . D'aprés un théoréme de LEBESGUE (voir 1.6), il existe un en-

semble compact E =E < E' avec

1
(3) IE'n [EBl< 1

et P = 91 > 0 tel que pour tout e € E et tout r < Pﬁ s la boule de R" de

centre e et de rayon r vérifie

iE* N B(e,r)| 51 .

4 —mEo

(On pourra supposer 1 petit, A condition de prendre PT assez petit).

Soient %« et h deux nombres soumis aux conditions
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0 <a<g,
(5) P

0< h<k,
(plus loin, équation (9), nous imposerons une condition supplémentaire & h).

Notons

(6) .R = Ue ?.E,‘ rc,h(e)

] U] e R fp’k(i)

Intégrons par rapport & t parcourant E' les intégrales Spku(” t
- y

j [ B! (]j[‘ ( |grad u\2 y1-n ax dy)al -

pxll)
(1) = j/ tgrad ul® ' P9 (1) Y(x-f,y) (a§ ax ay) =
f B! |
2 1-n
- grea w1 ([ ylefiyapax ay
(x,y) e®” jeB!

L
ot au second membre figurent & = ensemble des (|,x,y) € B« R™+ R tels de

t <E' , (x,y) e [, (f) 3 9ge valant 1 sur E', O sur [ E' 3§ ¢y définie sur

| p,k |Rn
+
R ., velant 1 sur fp (= le grand céne de sommet 1'origine, ou (x| < py) et

0 ailleurs.
D'aprds 1'hypothdse (2) de 2.6.3, le premier membre de (7) est majoré par
'
|E IB1 .
I1 est clair qu'on minore le dernier membre de (7) en maintenant j eedl o,
[ eE!

mais en effectuant seulement 1] evedx dy o L'étude déteaillée de cette mi-
(ny) Eﬁ
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noration montrera qu'il existe 8 assez petit pour que (7) soit minoré par

9]] lgrad ulz y dx dy , d'olt la majoration
i
2
(8) JJ lgrad vl y dx dy < lE'!Bi/B.
K
2.6.5. Minoration j p(x=fy)al » ¢t o,
{ eB!

Considérons pour un élément (x,y,e) € R x]0,+0[ * B' les propriétés A), B),
C), D) suivantes (avec d s distance dans Rn).

4) On a (x,y) e R" = Ufﬁ-E'FP,k(i) et YP{x—-e,y) =1 .

B) I1 existe | @E' tel que dlx,f) < py ; ona dix,e) < py et y<k.

C) Ona (x,y) €® = UZ

r

q,h(z) et Ylx—e,y) =1 .

eE
D) I1 existe z €E tel que d(x,z)< ay ; ona d(x,e) <py et y<h .
Par définition de ®, R* et P, les propriétés A) et B) sont équivalentes,
et les propriétés C) et D) sont équivalentes. Comme K contient R, D) implique
B). Donc en prenant x,y,e et un seul =z de manidre a satisfaire D), puis en
imposant au nombre h ¢ ]0,k[ la restriction supplémentaire (voir (3) et (4))
9 (p-on < b s
on trouve (avec B(z;r) = boule de R" de centre z et de rayon r)
[ teee,ae 218 0 Bz p-y 5
e ¢ B!
> 3 I1B(z;(p-2)y) | = 8y si O<y<h,

avec © ne dépendant que de n et p-a.
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Reportant cette minoration dans le dernier membre de (7), on obtient compte-
tenu de R ¢ la majoration (8) annoncée en 2.6.4, laquelle nous écrirons

(10) /]é | grad ui2 y dx dy < B (< o).

2
2.6.6 Retour aux bons ouverts @e i majoration des jsﬁ% u 4o, .

3

Comme E = E,,Z est un compact dans 2.6.4 (6) , on peut appliquer 3 R 1la
construction des bons ouverts @b de 2.4.4, pour lesquels on a la Tormule (1) de
2.4.3 et les corollaires 2.4.5 et 2.4.6,

Récrivons cette formule (1) en tenant compte de la décomposition %R =

§

h h
=F e VF €, puis en tenant compte de ‘g% =1 sur Fé& et en divisant tous les

termes par une constante ¢ » 0 que nous préciserons plus loin :

- (2
35N 2 1 / 2Au®)
— - ) ozu ) +
jFSE )" 9% s Jon. Y ToN %%
(11)
1 2
+ - j. u do, + - j lgrad uj y dx dy .
c h & ‘?,
L Fe 55
— n+t s 2
Notons h 1le vecteur de R dont les n premieres coordeonndes sont nulles
et la dernidre est h ; on aura si x € R ,'ﬁ = (0,h) , (x,h) = (x,0) +1 , et

plus généralement si P C Rn, alors son translaté P + I sera dans l'hyoe:plo:
y-"—‘ho
Avec les notations du corollaire 2.4.5, on a FhE <K + T, donc la majora—

R

tion indépendante de €&, par disons B' :
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(12) f h u2 do, = J uz(x,h)d(x4ﬁ) = B,

Fe +h
Kﬁ

Dlapres %E ¢ ®, (10) (fin de 2.6.5) donne la majoration indépendante de €

(13) [/ | grad uI2 ydx dy ¢« B .
£

Bornons la premidre intégrale du second membre de {11) 1
2
u") ‘ Du‘
”a%e Y on 4%ei=<2 j‘;}ﬁelu‘ (v|5x])de

A

U | 2 % 3
(DI ENCE L <x,y[>.<fa%eu as) <ij a)t

4
3
< B"(jafﬁ,e u do"é) .

L 2
En effet, on a le second membre en appliguant QasN = 2u g% s, le troisieme

2

—

en appliquant 1'inégalité de SCHWARZ dans j. ful.t do, ; enfin, on peut trou-
%
€

ver B" fini indépendant de €& au dernier membre : le facteur (supe..) est

[ (e)cU

$ dtapre c R " =
borné d'aprés ’Dﬁe Ue & g, e

I . ({), d'apres la majora—
By
tion (2) de 2.6.3 et d'aprés le lemme 2.6.2 ; quant au troisiéme facteur, il est

majoré selon la relation (3) de 2.4.5.

A c6té de ces majorations des expressions du second membre de (11), on peut

minorer le premier membre par j $ u do, , & condition d'adopter la valeur
Fe
. 9 . :
c = %R qui est ¢ - 5% quand la normale N est relative au morceau F& (voir

corollaire 2.4.6). Avec ce choix de ¢ , (12), (13), (14) donnent dans (11)

+

°lB

. 1" 1 B?
/ g u? doy < 2; (‘/ u dcre)2 + =
Fe gﬂe

Ajoutons membre & membre cette inégalité et (12) ; d'aprds la décomposition
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FSE U Fhﬁ = %R

. , 2
e ! il vient au premier membre / u dog . On a donc avec des
%
e

1
constantes By 2 0 et By = 0, et en posant Jé = (jy% u2 dq€)2 1'inégalité

e
du second degré par rapport & Jg ¢

2
(15) 3.° -8, 9 -p, <0.

Comme Jé est un nombre fini & priori, cette condition fournit une majoration de

Jé indépendante de € par disons VB2 3

2
(16) j u do. < B (fini et indépendant de €).
Bog € 2

2.6.7 Esquisse de la fin du raisonnement. Cette dernidre majoration aura pour con-

. . . te o
séquence l'existence d'une "majorante harmonique" H + C . vérifiant

te

(17) ju} s H+ C sur @ ,

o H = I.P.F avec F positive e Lz(Rn). Or on peut montrer que 1'intégrale de

POISSON d'une fonction de L2 est presque partout non-tangentiellement bornde,
donc dfapreés ®R= ﬁ&sh(E) (notation 1.9), cette majoration montre que u est
presque partout sur E non-tangentiellement bornée; donc (théoreme de FATOU

local 1.8) admet presque partout sur E des limites non-tangentielies, comme
annonce .,

2.6.8-nggg° Soit g une fonction positive et intégrable sur R". Soit V = I.P.z
son intégrale de POISSON :

Vix,y) = (Py * g)(x) (x,y) ¢ R:+1a.
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Pour tout B > 0 11 existe une constante )‘o (indépendante de g) telle

+ .
< .
que pour tout (x,y) R ., onait

Yi{x,y) » 39 x {moyenne de g sur la boule de R" de centre x et de

rayon 8Yy).

(La démonstration montre comment étendre ce résultat b des convolutions analogues).

Preuve. Il suffit d'examiner le cas ou x =0 ; alors
_ g(t)
V0yy) =c ¥ /Rn gy 2
2 2 2
(1t "+y)
=z C yj ..edtycy'f g(t) dt =
n n n+1
g 8y tl < 0y 590 275
(67y +y)
n+1 —n~1 v

) 2, 2 2
= Cn.(B ) T.(1+8) 2 . (moyenne) ol c, ne dépend que de n .

2.6.9 Construction de la majorante harmonique H + Ct? [voir notations de 2.4.4 ]

Pour e =¢€,6 , ¢

. s n . . .
. sess oOn définit fe sur R de la manieére suivante.

2

Si la demi-~droite "verticale" au-dessus de X € R rencontre %e , alors on
prend i‘e (x) = valeur absolue de u prise au point d'intersection "le plus bas"
de ?@e et de cette demi-droite.

Sinon, on prend fe(x) =0 ., Autrement dit,

si 1§ (x) «<h [c'est-b~dire si (x,lg (x)) e Fge] , alors f_(x) =

o € @ © €

= lu(x,:.zse(x)) | .

. 3 ;
Si ;SE(X) > h , alors fe(x) =0 .
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L'image par (x,y) +—rx de la mesure superficielle du morceau Fé‘e est

n
plus grande que la restriction & 1l'ensemble {projection de 95‘7:8 sur R} de la

mesure de LEBESGUE de an (au point x , 1la densité est 1l'inverse du cosinus de

y

1
l'angle que fait l'hyperplan tangent & F%¢ au point (x,&--se(x)) avec 1'hyper-—

plan Rn)‘ Donc {voir (16) en 2.6.6)

2 2 2
(17)/ f(x)dx§/ udo-</ u® do <B. .
E Y -~
Rn Fse yﬁe € 2

Posons
(18) Ve = I.P‘fe

et montrons qu'il existe deux constantes =0 indépendantes de e , cy 0 Cy telles

que

(19)  lulx,y)] < A (x,y) + ¢, si (x,y) eff?,e .

2

D'apreés le principe du maximum, il suffit d'assurer les inégalités de ce type

en tout point frontidre de Q’e s

h
Sur le morceau de frontidre F € qui est inclus dans le compact Kffa +1

_entre
(voir texteV(11) et (12) en 2.6.6), il suffit déjd d‘adopter

(20) ¢ = sup_ ju(s)l .

h

. Kﬁ+~ﬁ

Majoration de lul sur le morceau de frontiere F&e .

Soit (X,Y) avec Y = ; Se(X) un point fixé de F‘?a +» Soit e‘X le "demi-

cylindre" constitué des points (x,y) € R:M tels que [y >0 et que]
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a(x,X) < o,
2
La propriété intéressante de €, , qui résulte de 1l'équation de Fge et de

X
l%éx)— %éx')l < d(x,x') (voir lemme 2.4.4), est
(21)  inf - ,% .
(x,y)eeXane
Or d'aprés le lemme 2.6.2, il existe [comme on 1'a d'ailleurs vu en commentant
le troisitme membre de (14) en 2.6.6] une constante U\ telle que pour (x,y) ¢ R ,

en particulier dans @R on ait

6,

(22) ylgrad u(x,y)] <« A -

La différence u(X,Y) - u(x,y) est l'intégrale curviligne du gradient de u
selon une courbe orientée différentiable par morceaux joignant ces deux points. On
peut choisir une telle courbe d'extrémités (X,Y) et (x,y) restant de plus dans
fk n FSE mais n'ayant pas une longueur démesurée vis-a-vis de d(X,x). [C'est
peut-8tre impossible si cette intersection n'est pas connexe par arcs. On consolide
le raisonnement (comparerau passage de B1 % B = B1 en 2.4.1 (ii)) gréce aux
deux remarques suivantes : 12 Si h' est assez grand, Q' =% (E) est connexe

o,h?

+
par arcs, et plus précisément, pour n'importe quel demi-cylindre € CRn+1 d'axe

[ .
paralldle au n+l e axe, et pour tout € , les ouverts ﬁ% construits & partir
de @' sont tels que F'ge N € soilb connexe par arcs. 22 La convergence ou la

divergence de l'intégrale double SP k'H(e) (H harmonique) est indépendante du
’

paramdtre k' (remarque utile pour 2.6.2 si cet h' est plus grand que k)J
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Il en résulte, compte-tenu de (21) et (22) qu'il existe une constante 6,

ayant la propriété suivante.
Pour tout € = € » €, yesey pour tout (X,Y) < Fse s pour tout
( s
X,y) & Fe.nex on a
!u(X,Y)—u(x,y)‘ = 91 .
Donc pour les (X,Y) et (x,y) ainsi spécifiés
lu(X,Y)f—-61 < lulx,y)t = fe (x)

d'aprés la construction de fe ; donc

hl(X,Y)I-—-B1 < (moyenne de £, sur la boule de an, de centre X , de rayon

«Y 1
-2_) <3 I.P.f (X,Y)
ol ce A est le A, de l'énoncé 2.6.8 quand on y fait 6 =‘52- ;3 clest légitime

car fe est bien positive, intégrable, car de carré sommable d'apres (17) et nulle
hors de Kz qui est compact (2.4.5).

Majoration de |u| dans ‘Re puis dans R.

Avec les notations de (20) et (23), en prenant c, = et

4 = Ma.x(ch,61),

®2

P

on conjoint les majorations valables sur les deux morceaux de G‘Re en une majora-—

tion valable sur '9536 , d'ol (19) qu'on récrit :

(24) iul < 01 IoPofe + Cz sur @eb
Comme la suite (i’e )e-—e . forme un borné de LZ(IRn) d'apres (17),
= ?

1 2 goee
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on peut en extraire une sous-suite qui converge faiblement vers une fonction

2
F e L nulle hors du compact K‘R comme les f. . Il en résulte que les intégrales

+
de POISSON des fonctions de la sous—suite convergeront simplement dans Rn+1 vers
H=IP.F. Or ® reste réunion de la sous—suite croissante des ﬂie ol €& par-

court seulement la sous—suite des indices extraits. Donc (24) donnera

jul g e, H+ ¢, sur tout 9.

1 2 2.3
2.7 Remarques. Notons ici avec @ >0, h > 0O fixés Z = ensemble des
ayh
n
x € R tels que Sq h u({x) <« © . Compte—tenu du résultat " EL = ES presque
9

partout” du théoréme 2.3 et de Z < ES , 1'étude préliminaire 2.4.1 (iii)

a,h
vi i 1 = N L]
montre qu'il existe un ensemble négligeable N«’h tel que ES Z:q,h v o h
I1 est clair que la difficulté pour faire converger SQ h u(x) est au voi-
’

sinage de (x,0) : en fait Z ne dépend pas de h .
a,h

2.8 Exemple. Prenons n =1, f = utiv wune fonction holomorphe dans le demi-plan

+ .
supérieur R2 ;, de partie réelle u , ‘imaginaire v . Comme |grad ul = |grad v/,
les intégrales 8 relatives &4 u et &4 v prennent la méme valeur pour chaque

500

sommet de cbne x de l'axe réel. Donc EL(u) = EL(V) presque partout”.
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3.~ Etude des limites non-tangentielles pour un systéme conjugué

de fonctions harmoniques.

. . . . + N
3.1 Notations. Soit u une fonction harmonique dans le demi espace Rh+1 ou

n . . .
(x evey X ) @ ® y >0 . Soient v esey V les n fonctions harmoniques
’ y X, ) 9 Y,

1 1

+
conjuguées de u (chapitre III § 4). On sait qu'elles vérifient dans R le

n+1
systéme d'équations aux dérivées partielles

u Z::n ovs

—— —--—::0,

4 s=1 QKS

W
Ju ]
(1) Pl 5y {s =1 4000y 0)
8

st ?Vt

,s-;zs-;c— (S#t, s et 'ﬁi{“ goeey n}) »
L t S

[quvon pourrait rendre plus éilégant en écrivant u = Vo s ¥ =Xy La fonction

vectorielle (u, Vy seees vn) est localement le gradient d’une fonction harmoni-
que & n + 1 variables ] .

3.2_Théoréme. Avec les notations ci-dessus, soit E un ensemble mesurable de r".
(i) Si la fonction harmonique u dans RZ+1 admet en tout point de E

une limite non-tangentielle, alors chacune des n fonctions harmoniques con-—

jugudes V. ,eesy v, admet en presque tout point de E une limite non-

i

tangentielle.

(ii) Si chacune des n fonctions vy sesn; v admet en tout point de

E une limite non-tangentielle, alors u admet en presque tout point de E
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Lyne limite non-tangentielle,

On peut montrer si n > 2 que quel que soit l'indice s € {1 govey n} on
ne peut ni dans 1'énoncé (i), ni dans 1'énoncé (ii) interchanger les rdles de u
et de v L'étude 2.8 du cas n =1 ne laissait pas présager une dissymétrie
de ce genre.

Ce théoréme local mettant en jeu ces n + 1 fonctions résulte d'un théoréme
mettant en jeu une seule fonction harmonique et un seul point (arbitraire) de R" 1
3.3“Théoréme. Soit H harmonique dans R;+1 « Soit p e R". Soient « s BBy k
tels que 0 < w < g 0O<hck.

Si 1'intégrale suivante étendue au grand cdne tronqué de sommet p

(notation 1.1) est finie :

HiZ 1-
jy ’ y1 n dx dy < @

(p)

alors pour 8 =1 ,..., n , les intégrales suivantes étendues au petit cdne

tronqué sont aussi finies :

by

Pour n =1, ce théordme est di & FRIEDRICHS ; sa méthode est valable pour

y1—ndxdy<oo .

b

des domaines plus généraux meis ne s'adapte pas quand n > 1 . Preuve en 3.5.



Vii.39

3.4 Le théoréme 3.2 résulte aussitdt de ce dernier.

2 1~
Pour l'assertion 3.2(i) : Partons de l'hypothese [/ |grad ul’y ndxdy«w
r .

p)
Brk
alors pour s =1 ;.ee, n on a

/4' (p) 2 y e ay - '/]
P’k QVS U

(p)

Lo l®

d'aprds les relations ke de la seconde ligne de 3.1 (1), puis d'aprds
s

ou

’avs 2 1-n
;;— ?xS y dx dy < o

Qu |2 ud 2u |2
+ 551

2 n
la minoration {grad ul” = Z !——~ = =|—
‘a e
gxt v ?xs

t=1

D'ol d'une part en premant H = A dans le théoréeme 3.3

2
//I'a,h(p)

is dtautr t & fortiori C
mais e part & fortiori (f;,h(p) rp,k(P))

/401,11(1’)

d'ol par addition /7
I‘o"h(p)

On conclut pour v_  en invoquant le théoréme 2.3, en l'occurence " EL(VS)C:ES(VS)

y - dx dy < @ pour t =1 ;e0e; n,

rAs
=
axy

2 1-n
Y dx dy < @,

Az
-5
oy

2 ten
|grad vsl v dx dy = Sa vs(p) < ®.

sh

presque partout'.

Pour llassertion 3.2 (ii), on raisonne de méme, en tenant compte en outre de

oV

Ju n s
la premitre relation de 3.1 (1) : — = - Z —
ay =1 % §3.2

3.5 Preuve du théoreme 3.3.

3.5 (i) Notations ; principe de la démonstration. Fixons l'indice s € {1 geney g};

posons
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8 = 3;; y T = 355
Co) T +
comme 5 = 5% on & (avec (x,y} et (x,%) e Rn+1)
s n .
(1) 8(x,y) = -j L (x,)a%+ S(x,b)-
y s

L'hypothese est (& un faible degré 1) une sorte de majoration portant sur

IT|! dans le grand cdne tronqué ; mais comme T est harmonique, nous espérons

T
trouver pour 4%;— = %E} une majoration, laquelle nous intégrerons sur le petit
s

cdne tronqué.

I1 suffit de considérer les deux cdénes fp " et T h de sommet l'origine :
’ &y

P = 0 . Nous désignerons par p une demi~droite issue de l'origine et contenue

dans le grand cfne fé ; nous noterons 8§, 1la restriction de la fonction S a

P

cette demi-droite, P 1'angle du demi-axe des y positifs avec la demi-droite p-

k

b
x

0

Notre objectif est d'obtenir des inégalités du type

y=h
(2) j yWS?(x;y)ﬁz dy < A (< o, avec (x,y) ¢ P)
=0

avec A indépendant de P si P reste dans le petit cdne Fua
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La peine est laissée au lecteur de voir que, "en intégrant selon p parcou-
rant fa ces inégalités", il obtiendra une inégalité de la forme voulue (avec
A' ne dépendant que de « , h , n)

// IS(ny)|2y1_n dx dy < AA' < @ .

3.5 (ii) Une évaluation classique des dérivées d'ume fonction harmonique.

Soient P un point [provisoirement] fixé de IRnH s B = B(P,R) une boule

de centre P et de rayon R = 2r , ¥ wune fonction harmonique au voisinage de

B . Notons, pour tout Q eB(P,r) , B, = B(Q,r) la boule fermée de centre Q ,

Q
R . .
de rayon r = 5 ¢ Comme B contient BQ et que # est harmonique, on a succes-
sivement
1R < | &(x,y)| o1 dx dy <
B
Q
1
7 1 2
< // dxdy)as-——-—l(/ | ¥ dx dy)%.
IB 1 I1B,1* B
9 n+1
. _—
z t
On a évidemment !BQI2 = |B(P,x)| = C ®+ 2 od la constante ne dépend que de
n+l . On a donc obtenu une majoration de {®] sur toute la boule B_ = B(P,: .

P

On sait (proposition 2.5.4.2) que cette majoration a pour conséquence une majora—

tion de la valeur absolue de chaque dérivée premidre de ¥ au centre P 1@

R 2 3
! . J (P)l (// B(,25) [®1° ax ay)

ot §' ne dépend que de n (ne dépend pas de l'indice j = 1 ,.e4y n)o
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3.5 (iii) Majoration de

sSur
. ra’h o

8

Soit (X,Y) un point quelconque de [ . On exploite & nouveau le fait
ay

qu'il existe une constante ne dépendant que de n , o, ps» b, k telle que la
boule B[X,Y] de centre (X,Y) et de rayon Ct? Y soit entidrement contenue dans

fp K En appliquant 1'évaluation ci-dessus avec P = (X,Y), B =B[X,Y],
¥

t
2r = C'0 Y y =T, §j=3s , il vient avec une constante © convenable
~n-3
T

(3) . (X,1) < ¥ YT (/lj iT12 dx dy)% .
*s B[X,Y]

3.5 (iv) Majoration portant sur 1la fonction S . Notons

(4) ¢ I8(x,h)| .

= sup
h h)el
(x, ) Bk

La formule (1) de 3.5 (i), puis la majoration (3) ci-dessus donnent pour (X,Y)EI”Ql h
b

h
T
5D - oy <[ |2 Gp)|ay <
h ¥ axs

h n+3

) T2 2 1
s € ?j y (]/ T (x,yo)dx dyo)2 dyo ’
b4 B[stJ

(I,y et yo sont trois avetars de la n+1é[:le coordonnée) . On majore le troisidme

membre en remplacant /f par // ol la "zbne" Z(y) contient
B[XaY] Z(y)

B[X,y] ¢

Z(y) = intersection du grand céne fp [(ou ce qui revient au méme ici "du grand

¢cbne tronqué _[‘P K "] et de la pande comprise entre les deux hyperplans horizon—
)

taux tangents 3 B[X,y] + (C'est donc aussi l'ensemble des (x,yo‘) 3 Rn+1

vérifiant Ix| < By et
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y - rayon de B[X,y] s Y, « ¥ + rayon de B(X,y] 3
rappelons que ce dernier membre est majoré par k , ecar FP K B[X,y] s boule
§

dont le rayon est proporiionnel 3 y.)

On a donc (en posant

2
() 3 = (J] Py e a)?t
Z(y)

et en mettant en jeu les notations de 3.5 (i) : p = demi-droite de sommet O

&
angle de cette demi-droite avec le n#i ™ gemi-axe

~0O>
i

passant par (X,Y) ,

positif, et en notant + = norme dans Rn+1 du vecteur (X,Y)) 1la majoration

n+3
to -z
(6) 18,(X,Y)] =¢c, <sC% y J_dy
P b t cos f y o
-n-3
En notant F(t) le second membre de cette indgalité, et f(y) =y 23 '

A
le lemme 3.6 ci~dessous donne [on & la minoration cos p = cos « >0]

h te \2 ;h
2 2¢°% -n-3 2 3
A J a
fo [F(t)|° ¢ dat < (t cosa) foy (y) y dy

Développons 1l'intégrale du second membre en posant ¢y valant 1 sur Z(y)

et 0 sur [ - Z(y), puls majorons-la.

f Z ) “ay - ]: (j]z(y) 1 ax ay )y oy =

2 ~0
T X d d. d /]/ LR Y =
v by Bavg) ¥ @, @ < (x5 _4y) e O
o

) ‘//‘[(x,yosy) €l

]f 1 (x,y )(j]h y o (x,y )dy)dax dy
’ * X <
(x,yo) pr,k o 0 ?y 0 o

te 2 1-n
s C. jg T (x,yo) y, dxdy <o
prk

i
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(aux troisidme et quatridme membres, on & introduit les deux ouverts (L c ) :
n _+ _+

{l= ensemble des (x,yo,y) eR sB xR tels que (x,yo) e Z(y) et 0 <y < h j

{'= ensemble des (x,yo,y) tels que Ixi < BY Y, < k et 0 <y < hl

1'inégalité entre les deux dernidres lignes résulte de ce qu'il existe une cons-—

b te 1
tante telle que (j ces dy) € C s yoﬂn
0

d'aprés la construction de Z(y) ;
enfin, l'avant—dernier membre est par hypothése fini.
Ceci montre que si on posalt provisoirement et incorrectement ey = 0 dans

(6), on pourrait écrire IF(t)! = QS?(X,Y)i et on aurait 1'inégalité (2) souhaitée

depuis 3.5 (i) :
h

t 1-
(7) j IS?(X,Y)IszYs ¢S jj gr(x,yo){2 v, ndxdy0< ® .
0
rp,k
S8i nous refusons d'ignorer °y dans (6), posons

Fo(5) = Max(ISp(x,p)lhey)  (avee (x,3) ep)
on & évidemment ‘Sf(x,y)B < f}(y) puis, comme le second membre de (6) est &

priori positif, il donne

h —-n—3
te 2
Os][P(y)-chsC. LY Jydy‘
t cos p

et on a correctement au lieu de (7)

j: () - o))t v dy < 0% /j L gte

En développant le carré au premier membre puis en appliquant 1'inégalité de

SCHWARZ pour le produit 12}? et la mesure y dy ; on trouve



VIIi.45

h

h
jo (][f,(y))2 ydy g 2 chj fP(y) y dy + 6% <

1
< ¢ (j (Joo* vy a)* + c*
et on en conclut que le premier membre (qui d'aprés f? erSPI majore l'intég..le
h 2
étudide j ISF(x,y)I y dy) reste borné par une quantité indépendante de P G];
0

par une discussion analogue & celle de 1l'inégalité (15) de 2.6.6.

i3.3
3.6|{Lemme (utilisé pour discuter le second membre de (6) en 3.5 (iv)).
Soient 0 < B, < 8, b=>0, £ définie sur r". on pose
b
F(t) = / f(y) dy si at<b, et =0 si at >b .

b ) at P
Alors f IP(+) %t at < - j lf(y)] y dy .

4] a 0

0
L les

Preuve. On passe de a : (t) = () 4y (t > 0) par un opérateur
e ¢ Qa §a Py v !
at

conbinu de L2(R+) (lemme de SCHUR, chapitre V, 6.2). Plus précisément

® 2 4 [ 2
jo 13 (017 at < 2 ]0 195 12 ay o

nous venons dfadmettre que ceci est vrai pour a= 1, puis nous avons utilisé
le changement de variable y r—s>ay .
On obtient le lemme en appliquant ce résultat au dernier membré de la rela—

tion

b
lt% F(#) | = It%j f(y)dy| s
at
] b b

1 3/2
< = jat l2(y)]| ay = r

| £( )I .
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Indications bibliographigues pour le chapitre VII

Pour les théorémes classiques, voir le chapitre XIV, pages 199-221, et les
références page %34 de
ZYGMUND : Trigonometric series, volume II, (éd, Cambridge, 1959).

Pour les théorémes locaux, voir les deux articles de CALDERON dans T.A.M.S.,
tome 68 (1950) :

"On the behaviour of harmonic functions at the boundary", pages 47~54,

"On a theorem of MARCINKIEWICZ and ZYGMUND", pages 55~61.

Lire 1'article de l'auteur de ce cours

"On the theory of harmonic functions of several variables, II. Behaviour near

the boundary", Acta Mathematica, tome 106 (1961), Dages 137-174.



Chapitre VIII

Dérivation et intégrales multiples.

1.=~ Diverses notions de dérivabilité,

1.1 Définition de la dérivée au sens ordinaire, au sens faible, au sens de 1L

Soit f wune fonction réelle définie dans un ouvert non vide relativement com-

pact de R?.

(i) soit x° € @ . oOn ait que f a une dérivée "au sens ordinaire" au point

xo 8'il existe une forme lindaire A sur Rp telle que
£(x) - £(z°) - A(x=x") = G([x—xo[)
quand x € @ tend vers %° s Ou encore si
suplhlgr(n‘q [£(x%m) - £(x°) - a(n)])
tend vers zéro avec r [assez pebit pour que la boule de centre x et de rayon
r soit incluse dans @],

(ii) Si T € L1(Q), nous dirons que f est "faiblement dérivable", et a pour

dérivées faibles oo = £
ox k

(k = 1,...,n) s'il existe des fonctions fﬁ € L’(Q)
k

qui coincident avec les dérivées g%— de f au sens des distributions. Ceci donne
k

quel que soit ¢ € H(Q)

30X

<f,92_>=ff?ﬂ)_dx=_<9f_,q)>:-f ! g dx
X Q X Q k
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Le premier membre vaut le second par définition de la distribution associde & f ,
et vaut le troisiéme par définition de la dérivée d'une distribution ; le troisitme
membre vaut le dernier d'aprés la définition ci-dessus,
Lo . ) . .
(iii) om suppose f mesurable, Soit x € Q . Nous dirons que f a au point
0 Arivde 1 q .y, 13 3 ; indai n
X une dérivée "au sens de L g£'il existe une forme linéaire A sur R telle

que

€ fB(XO o 1160 =67 - a6 x)!/3

tend vers zéro avec r [assez petit pour que R contienne cette boule], ou si on

préfere : quand r tend vers zéro, on a

f]h |£(:%m) - £(:°) = a(n)|? @ = () |
Lr

1.2 Remarques, Si f a une dérivée au sens ordinaire au point % s alors elle
est continue en ce point, donc bornée au voisinage de ce point. Ceci montre qu'une
fonction égale presque partout a f ne sera pas nécessairement dérivable en ce
point, Beaucoup d'énoncés conduisent, en partant d'une fonction, & la modifier sur
un ensemble négligeable afin d'améliorer ses propriétés, Par exemple :

13 nProgosition. Soit f wune fonction intégrable sur un intervalle ouvert borné

J de R . On suppose f faiblement dérivable, (Sa dérivée au sens des dis—

tributions f* appartient par définition & L1(J).)

Klors 11 existe une fonction g continue sur J et une seule telle que
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g = f presque partout ; de plus, quel que soit l'intervalle compact [x,y] < J,

on a

6) = [T e () at 4 sx)

X

la dérivée au sens ordinaire de g existe presque partout et est presque par—

tout égale & L1,

L
[Voir par exemple L. SCHWARTZ : Théorie des distributions, édi. HERMANN (1966),

chapitre II, théoréme III, page 54.]

1.4 Au contraire, dés que n > 1 , on péut trouver f ¢ Lq(Q) faiblement dérivable

mais telle que, quel gue soit 1l'ouvert non vide Q' dinclus dans Q , quel que

soit g Eséng') , f=g ne soit pas une fonction négligeable dans Q' : on pourrait
dire que f est essentiellement non bornée au voisinage de chaque point de R .

I1 n'existe donc aucune fonction presque partout égale &8 f et qui serait dérivable
en au moins un point de Q . Voir exemple 3.1. Le théoreme 3.2 donnera des
conditions sur f assurant l'existence presque partout de ses dérivées au sens
ordinaire ou au sens de Lq .

2. Quelqueb résultats sur les intégrales singulieres et les transformations

de RIESZ,

Le lemme suivant servira & prouver le théoréme 3.2 , en prenant pour noyau

K les noyaux de MARCEL RIESZ x.// N
J x!
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-
2.1| Lemme sur les intégrales singuliérés. Soit K un noyau [de CALDERON=-ZYGMUND]

de R :

K(x) = &) (x € BY, x/0)

|=[*

avec  positivement homogéne de degré zéro, indéfiniment dérivable sur le
complémentaire de 1l'origine et de moyenne nulle sur la sphére unité :

fl | x')ax' =0 . soit £ € LP@®™) (1 ¢ p < =),
xVi=t

Quel que soit ¢ > 0, 1'intégrale

f oy) £ (x=y)dy

IYl>e {Yln

est absolument convergente, et quand e - 0 , elle converge pour presque tout

n
XGR«:

L

2.2 Remarques. Ce résultat compléte le second théortme (3.,2) du chapitre II., On pour-
rait remplacer 1l'hypothese de dérivabilité de @ par une condition "du type de

DINI". Voir CALDERON-ZYGMUND "On the existencé of certain singular integrald) Acta

Mathematica, tome 88 (1952), pages 85-1%9,

2.3 Preuve du lemme 2,1 Notons Ke le noyau tronqué au voisinage de 1'origine

0 pour }xlge
K (x) = (e > o).
K(x) pour [xl)e

-

-

Introduisons une fonction radiale & valeurs positives ¢ € , avec

j‘n ¢ d&x = 1 . Posons
R
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@e(x) =" ¢(§v °

soit £ € IP®Y) (1 < p ¢ =). On @éfinit T et T par

il

K. «f, (6§>0),

(1) T.f "

(2) f-= llmé_e o Téf 3
On sait déja (chapitre II, théordime 3.2) que (1) est un élément de 1P » et que
la limite au second membre de (2) a lieu en norme A NTf - Téfilp-» 0.

Remarquons gu'on a, en posant

A = -
(3) & = *K)-K_,
f -~ f=AT
(4) P * T Ts .
. et x
et évidemnment As(x) = g A1 (E.)' De plus,
{
'(5) f A, (xt)dxt =0 ;
.. 1
ix 1—1
enfin, ‘A1l est majoré par une fonction radiale intégrable : avec une constante
convenablé
te i
(6) IA1(X) | ¢ c.melt + |x}) .

Pour voir (5), on utilise la nullité des moyennes de K et de Kg sur chaque
spheére centrée & l'origine, donc aussi dans chaque couronne "centrée" & 1l'origine,
Ce résultat servira seulement, sachant déja que la limite de Tef existe presque
partout, pour voir que cette limite est bien T .,

Montrons (6). Soit r > 0 tel que ¢(x) s'annule pour |x| >'r . Dans

B(0,2r) ;. B, est borné, car K

' est' borné et (d'aprés ¢ €D) o¢xK est borné

1
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au voisinage de l'origine; et pour }x") 2r

b, () =fl

(1a premidre intégrale "ne.rencontre pas la singularité de K "), d'ol

o(y)x(x-y)dy -f K(x)p(y)dy ;

yl(r [yl<r

|8, (x)] éfl o(¥) | K(x-y) - x(x)|ay , (x| »2r) .

yikey

Oron peut trouver C assez grand, indépendant des y € B(O,r) pour que
n+1
[K(x=y) - x(x)| < ¢/|=]7" (vl <z, |x] yor) .
D'ou (6) eén regroupant les deux cas lxl > ou (2r .

D'apres (6) et la conclusion b) du second théoréme (3.6) du chapitre III, on
sait que quand g -0 , (A8 » £){(x) converge presque partout, la limite étant
f(x)‘f A1(x')dx =f(x).0 = 0. Or on sait pour la méme raison que 9, * IF

|zt =t
converge presque partout vers Tf , donc T I converge aussi presque partout

6

dtapres (4), i
2.1

2.4 Quelques formules avec les transformées de RIESZ et le potentiel de RIESZ

dtordre 1.
2.4 (i), 'Pour £ convenable définie dans R~ (n ) 2), 1le potentiel (dfordre
@ =1) de RIESZ de f est ﬂ1f :
(1) ﬂTf = -%77 j‘n £(y) -———15:7 dy ;
Y R [x=v]|
la transformée ‘de FOURIER de J1f vawt au point x

(@) (3,0)"(x) = £").2n/|x| ;
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on peut encore éerire 51f = ﬁ%.* f ou ﬁ% est le noyau

1

1
(3) ﬁ1 (x) = momﬁj
Les n transformées de RIESZ ij de f (3 = 1,...,n) sont

n+1
ly|se |v]
et admettent pour transformées de FOURIER

X,
A A
R.E) (x) =i+ £%(x) .
(5) 3 ) (=) T;T (x)
Le potentiel de RIESZ et les transformées de RIESZ de f sont reliés par
0 < e
(6) -O—J;- ﬂ1f=ij ’ (1 \<J<'n) )

dJ
(1) £=-1, " & G2 .
J=1 J

pour (1), (2), (3), voir la définition 1,3 du chapitre V (ol on fera a = 1);
pour (4), (5) voir le n® 2,1 du chapitre III'; pour (7), voir chapitre V, 2.4.1
[oh on observe que la formule est vraie pas seulement pour f €«$ﬂ $ pour (6), i1
nous suffira de supposer f € O, et de prendre les dérivées au sens des distribu-
tions ; on établit alors (6) en passant aux transformées de FOURIER.

On peut montrer que si f est dans Lp‘ et s'annule hors d'un compact, 51f
est faiblement dérivable,
2.4 (ii). Rappelons (chapitre V, théordme 1.4) que 51 envoie continfiment LP
dans 1! i 1'"<¢p<n et 3 ===z (on a donc 5?7 <g<eo et p<q). Mais

comme les fonctions x {x—yl_n+1 n'appartiennent pas au dual de Ln ’ 31 ne
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peut envoyer Ln dans ﬂ” N

Rappelons que les opérateurs Rj envoient continfment Lp dans Lp
(1 < p <™, Ils vérifient les hypothéses du théoréme %.2 du chapitre II, et
celles du lemme 2.1 ci-dessus,

3.~ Relations entre les trois premitres notions de dérivabilité,

3.1 Exemple sur la dérivabilité au sens ordinaire et au sens faible pour n > 1 ,
Pour n > 1, il existe une fonction £ positive, appartenant a Ln(mp),
dont le potentiel de RIESZ (d'ordre 1) ﬂif est [essentiellement] non borné au

voisinage de 1l'origine, C'est le cas avec

0 pour ]y] > 1

£(y) = )

v/ C208 (117

Ona f € Ln(Rp) mais 51f(x)-* + oo dés que [xl-» 0 .

pour |yf <1 (e>0) .

Etudions F = 51f . On ne peut la modifier sur un ensemble négligeable pour

la rendre dérivable au sens ordinaire & l'origine., Mais sa dérivée au sens des dis-

tributions est (formule (6) de 2.4 (i)) 5%— P o= ij y qui appartient & Ln s donc

N 1
a Lloc °

A partir de P , on construit une fonction x - I oy F(xbxj) (ol les coef-

‘ficients cj et les translations xj seront choisis de mani®re appropriée), qui

possédera une dérivée faible sur un voisinage de 1'origine, mais ne possédant de
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dérivée au sens ordinaire en aucun point assez voisin de l'origine ; plus précisé-
ment, toute fonction égale presque partout & cette série présentera ce phénomeéne,

Pour ce phénoméne, p =n est 1l'exposant critique : On sait que ﬂ1f est
continu si f € Lf avec p > n (chapitre Vv, 2.3 (iii)).

3.2| Théordme. Soit £ € LY(R") (n > 1), & support compact, dont les dérivées au

sens des distributions %g— appartiennent aussi & Lp (R?)a

a des @érivéés premiéres au sens ordinaire en presque tout point,

(b) si 1 <p<n, posons

i

»
b

i
Bi—

3.3 Remarques, Voir CALDERON-ZYGMUND : "Local properties of solutions of partial
differential equations", Studia Mathematica, tome 20 (1961), pages 171-225,

ey

RN .o n S
Dans le cas frontidre p =n , puisque Lloc C:L1oc quand 8 < n , la con-
clusion de {b) est ici valable quand on remplacde ¢q par n'importe quel
n
Se]l_l-:-f’k*-m['
Pour p=1, on peut adapter ces résultats., Voir CALDERON-ZYGMUND : "On the

differentiability of functions which are of bounded variation in TONELLI's sense ",

Revista Mathematiba Argentina, tome 20 (1960), pages 102-121.

(a) Si p>n, alors f (modifiée au besoin sur un ensemble négligeable)

alors en presque tout point, f podstde des dérivées premidres au sens de 1,
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3.4 Preuve de 3.2,

3.4.1 Premiere étape : cas général 1 ( p< o,

L'hypotthese permet dfécrire (voir 2i4 (i) {7))

M) £ = J1g , oM

@) e=Y " =, (%§-> ¢ 1? .
= 4N
Posons pour simplifier

(3) F=vy(1)f ;

on sait que pour presque tout x € R"

(2) r(x) =f g(y)|x-y] ™" ay
avec l'intégrale convergeant absolument,” En dérivant le second membre de (4) sous
le signe jﬂ s on introduit des noyaux singuliers proportionnels aux noyaux de

RIESZ ; comme ils obéissent au lemme 2.1, ces n transformés de g

.
. d S
(5) im__ o fl?be Wz glx=y)ay  (j = 1,00usn)

existent [simultanément] pour presque tout x € R .

Nous admetfrons que l'hypothdse g € Lp(ﬁp) suffit & entrainer gue, pour

presque tout x € Rp yon 3

. 1
(6) iim o = jly—xkr la(y) - e(®)|P ay = 0 ;

[preuve (dans le cas dimension 1) dans ZYGMUND : "Trigonometric series" éd, Cam-
bridge, tome I, chapitre II, théordme (11.3), page 65.

Comme P> 1 , enun point x vérifiant (6) on a aussi
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le(y) - e(x)|® ay = 0 ;
tyhx‘<r

. 1
lim —
r-0_n

¥
- .Y k3 - V4 - > 7 14 g 1
nous avions déja utilisé cette dernidre propriété avec des fonctions de 1L au

lieu de I au chapitre VII (1.6).]

Soit donc x wun point de R vérifiant simultanément {4), 1'existence de

(5), et (6). Pour simplifier, disons gue ceci a lieu pour x =0 gt gque g(o) =0 .
Ceci se traduit par

g(O) =0 , F(O) =‘{‘—§i12— dy (intégrale absolument convergente) R

lYln-1
lﬁ Ig(y)lp dy ~» 0 guand r > 0 ,
T [yi<r
g(y)y.
(7) x, = lim€.4 o (n-1) j~ n+$ dy ,
! lv>e ||

(3 =4,...,0), ce gui définit les nombres aj .

Nous montrerons que z::n aj hj = A(H), ot h = (h1 yeoas hn) € Bp, est
J=1

la forme lindaire définissant la dérivée & 1'origine de F (au sens ordinaire
ou au sens de L% selon 1'énoncé), Il s'agit d'évaluer quand h -~ O 1la petitesse

(en un sens & préciser) de

F(n) - 7(0) - 0 o h, .

3=

Pour un h vérifiant {4), on a

£() = () = [ &ly) (Jry|™" = |y )ay -

=f g(y) |-y ay -j“ )|y ay +

ly[<2|n] v{<2|n|

gly) (Ihwy]_n+1 - lyl—n+1)dy = Ah - Bh + Ch disons,

ly|>2|n]
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3.4.2 Seconde étape : Cas général 1 < p < = ; ¢tude de 1'intégrale C .

Il s'agit de C_ =f g(y)(lh---},rl'"n'H - }yl_n+1 )dy ; ce sera le terme
¥yi>2ih

dominant de la différence F(y) - F(0) : Nous verrons que quand h = (h1 sesnr hn)

tend vers l'origine, C'h admet 1'évaluation

C, = (n=1 Z a, h, + &(|hy,
Le développement de TAYLOR (& partir du point y) de Ih-yrn“ selon les

puissances de h1 seaey hn montre que, en posant

]"n'” = {valeur au point y du gradient de la fonction

vy
(8)

~n+1 ln+1 ,

X e ]xl } = le vecteur (-n+1 )Y/hf

(9) jlh__yl--nﬂ _ lyl-n+1 _ Q}"‘V!Yl-nH) +O(_LI1L2_ .

ly‘n-ﬂ

[Il est clair que pour tout y #0 on a (si 1e segment [h—y,y]’ de Rn ne CoOnw

2
tient pas 1'origine) une erreur en O'(}h[z), mais on a 1'erreur en 5(! T““)
y

grice & |y| » 2|nh] et & 1'homogénéité de chaque terme du développement de TAYLOR. ]

Enfin repdritons (9) dens ltintégrale C en tenant compie de (8) puis en

h H
développdnt le produit scalaire (h|y) = En h;j Vs 11 vient
J=t

e(y) -l;—l-%ﬁ dy) +

= (1) T (n,
“n 1 Ej=1 "3 flybz}hl

+j () Oln|?/|y|* ey .
{v]>2]n]

Par hypothése (3.4.1 (7)), quand |h}j= 0 , 1la j-2me intégrale de la premidre
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ligne tend vers «. ,

donc la premidre ligne du second membre tend ers

3¢)
=41 a. h, ,
na) 0y g

Il suffit donc de démontrer que lim _ |ni f

le() | /ly]™ ey =0 ;
ly|>2n]
ou méme que, étant donné 1 > 0, on peut trouver H0 fel gue l'expression

n+1
(10) |n] jwmo |61 /I5™ oy

devienne < n quel que soit lhf <CHS

Notons maintenant pour alldger, si 0 < r { R < «’,‘[

R
s e dy =f sse dy '
r<|yj<r r

L'inégalité de HOLDER (avec = 1) donne le début de

[

R . PR
e | /lv|* g (j iyl“(n”)pdy)vp (f lgipdy)1/p =
r r ¢

1
+ 5,

gt

n
—f— e f e
. Cte(r P _

R
R p)(f lglp‘dy)vp:
0
= (r~1—§ - Rf1—5) €q Rn/P

ol la constante de la seconde ligne ne dépend que de n

et p;

la derniére
égalité définit donc le nombre ¢

R ° Ge facteur e, tendrait vers zéro

faigait tendre R vers zéro,

sion

R
En effet, par hypothése (voir 3.4.1) lim , J~.f Iglpdy)1/P =0 , Dans
R~ 0 Rn 0

(10), découpons la couronne |u] < |y| < H, par des sphtres dont les rayons vé-
rifient

By YH, > H, >ee> B = In]
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flhl le@) /1y ™ay = 72 1] o Y ¢

s+0

It

Z:m-1 Hn/p Hn_H;ﬂ"i)

(en posant gy = eS) s d'ou la majoration de (10) (on a H = |n])

H H E \n/p H
e m s s+}
{hl f ° s ee d_y é Z n € __.._.{:(......_.) - ].
|n] s=0 ° B LI H

s+i s

Or nous pouvions construire les rayons HS de la maniére suivante : Choisis—

H
sons un nombre © € | 0,1 [ s Oon impose §+1 =0 pour 8 = 1jaeey M=1 et
8
H1
Oz <1 . Les H (ainsi que m d'ailleurs) varient avec |h| wune fois ©
o
fixé. Sauf peut-8tre pour le terme d'indice j = 0 dans la somme nk1... au
n s=0
second membre ci-dessus, chaque [+++] vaut 6 ¥ - 6 ; donc avec
n
D . .
= t -
Ce supt€{9’1] ( t), cette somme est enfin majorée par
i} 3 ‘ "y O,
Max {so sese sm} Ce Z::.—1 g9 & Ce(suph<R<Hd ER)i—G
Comme llmR_* 0o %R~ 0 , on peut bien trouver Ho tel que ceci soit < n .

3.4.3 Troisieme étape : petitesse des intégrales Ah et Bh dans le cas n < p oo,

Appliquons 1'inégalité de HOLDER & ces deux intégrales (voir la fin de 3.4.1)
' =j g(y)|n=y| ™ ay , B =f a(y) |y ay .
|71<2|n]

Pour l'exposant conjugué de p (— + %, =1), l'hypothdése p > n équivaut &

{n=1)p* < n .
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-n+1}

. . B e | .
Par conséquent, les deux fonctions y e |y| et v+ |n-y| v appartien—

p'

t 2 .
nent & Lloc

Donc

J

(draprés |n-y] < |n| + |y] < B‘hl au troisidme membre) ; pour la méme raison,

vl <2|n]

ce troisieme membre majore aussi lBh% .

Ainsi la, -8l <o+ 8] <
< 2f i ‘P )1/P( (-—n+1)pd'y)1/P' )
J el J leshal
Or d'une part —~‘[ |glpdy tend vers zéro avec r (hypothdse de 3.4.1), donc
lyl(r

le facteur ou apparait g est e(lhln/p) quand h - 0 , et d'autre part lc der-
nier facteur est C%]hl(n+(_n+1)P')/P'). Done ‘Ah - Bh[ = o(|n]) .

3e444 Quatritme tape : cas 1 < p<n,

On veut montrer que la dérivabilité de F = y(1)f au sens de LY au point

x°  (@éfinition 1.1 (iii)) :

(11) ‘[lh|<r |P(x%m) - 7(x°) - T @ hy Yan = ez, (r-0)

3=

a lieu ici pour =0 et +~ =2 -1,
L'étude en 3.4.2 du terme Ch du second membre de F(h) = F(O) =

= A - B +C, reste utile : elle donne les valeurs o des dérivécs de F, et
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1l'erreur en U(Ihl) crée peu d'ennuis si on 1'introduit entre les barres |...|
de (11).
Posons G(h) = Ah "'Bh o« I1 reste & voir gue
[ 1w e = el™ , (2w 0)
hf(r

ce que nous admettrons, (Diversion : c'est facile & démontrer pour Bh au lieu

de @(h) en utilisant le théoréme 1.4 (ii) du chapitre V avec o = 1 .)

3.2

4.~ La notion de dérivabilité au sens harmonigue.

Nous exploiterons les richesses du chapitre VII,

4.1 Définition, Soit f € iioc(m?) ; soit p € R® . On rend f mulle sur le

s

compidémentaire d'un voisinage ouvert borné de p . Soit u = I.P.f 1'intégrale

de POISSON de f dans m;+ (chapitre ITI, § 3).

1

On dit que " f possede au point p des dérivées premiéres au sens harmo-

nigue® si
10 f(p) = limite non~tangentielle de u au point p (chapitre VII, définition
1.2) ;

20 les limites non-tangentielles au point p des n dérivées premidres %%—
k

(k =1,.u.,n) de u par rapport aux :ocordonnées de R? existent : ce seront

les "dérivées de f au sens harmonigue au point p ".

4.2 Remargues. Cette définition est consisbtante : indépendante du voisinage de p

- . 1 P .
choisi pour tronquer f ; =si g Eaﬁaoc coincide avec f sur un voisinage de
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p , 1les conditions 1° et 2° sont simultandment vraies ou fausses pour f et g,
et si oui les limites sont égales (la convolution par le noyau de POISSON et ses

5%_ est peu influencéepar ce qui est loin de 7p),
k

On montre que si f est dérivable au sens de 1% (définition 1.1 (iii))
au point p , alors elle 1fest aussi su sens harmonique, les dérivées valant les
limites du 2°.

3 . 3 r 3 rd a by
On rd'exige rien d'analogue au 2° pour la dérivee — de u par rapport a

oy
1a n+1°"° variable. Néanmoins, les g%L sont conjugués & la fonction g% (sys~
K

teme 3.1 (1) du chapitre VII) : d'aprés le chapitre VII (théorémes 3.%puis2,3),
lt'existence presque partout sur un ensemble mesurable de Rp des limites non-

tangentielles des %%— équivaut & l'existence presque partout sur cet ensemble
k

des limites non-tangentielles de %% .

4.3] Théortme de décomposition, Soient f € i?(B?), nulle hors d'un compact de

n .
R , B un ensemble mesurable relativement compact de Rn , 'de mesure

IEI > 0 ; on suppose f dériveble au sens harmonique en chaque point de E
KRlors pour tout € > 0, 31 existe un compact P inclus dans E tel

que {E(\EP‘ <e, [ unnombre M > 0 ] et une décomposition de f en

somme d'uhe bonne fonction b bornée et lipschitzienne et une mauvaise

fonction 'm nulle sur P

wo

Hy
]

b4+nm,
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()| <1, Jo(x) = v(x")| ¢ wfxx'| , (x,x* €®R) , m(p) =0 (peP).
Preuve, Soit £ > 0, Il existe a >0 ,h >0, P compact de B, et M >0

tels que !Ef}tP} < ¢ et que sur Re U h(e) (notations du chapitre VII,

e € F Fa,
1.1 et 1.9) on ait fu[ N ,[ g%;; <M, I%%- ¢ M3 en effet, les n +1 pre-
midres fonctions ont des limites non-tangentielles sur B dfapres les hypothéses
et la définition 4.1, et %? en posséde presque partout sur E d'aprés la der-
nidre remarque de 4.2 : le raisonnement du chapitre VII, 2.4.1 (ii) s'étend d'une
seule fonction u & u et ses n + 1 dérivées maintenant (on pourrait rendre ¢
petit au prix d'un accroissement de ;M).

La restriction de u & R appartient donc & ﬁj@ﬁ) (chapitre v, définition
2.1). Comme 1h frontitre de ® a des bonndgs propriétés (chapitre VIiI, 7.9), et
bien qu'elle ne soit pas le graphe d'une fonction lipschitzienne définie gur toub
R y on peut' adapter le théoréme 4,% du chapitre VI : On peut prolonger u &
g par ver @),

On prendra b = restriction de U & BR" : elle a les bonnes propriétés de
1'énoncé ; en particulier, le fait que b et I sont égales sur P résulte de
ce que les limites non~tangentielles de u [sur E, et en particulier] sur P
existent et dont égales aux valeurs 8e f d'aprds le 1° de la définition 4.1,

4.4 Remarques, On a des résultats analogues & 4.% pour les dérivées d'ordge k L:

interviendra au lieu de ﬁr . A propos, la plupart des résultats de ce chapitre
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s'étend aux dérivées d'ordre supérieur, grice 4 des démonstrations moins élémen=
taires,

Le principe de la décomposition de 4.3 (pour n =1 et les dérivées au sens
ordinaire) est dfi & MARCINKIEWICZ.

La démonstration de 4.3 montre qulon peut remplacer la condition de 1'énoncé

sur les limites non~-tangentielles de wu et des g%% par la condition anslogue
k

sur la majoration non-tangentielle de Iul et des tg%;l , car ces propriétés

sont "presque partout" équivalentes (théoréme de FATOU local, chapitre VII, 1.8
ou 2.2).
Mais la condition que {ui et les lg%—( sont non-tangentiellement bornés
e ‘

sur E présente beaucoup d'analogie avec la condition f{x+h) - f(x) =O(lnl)

pour x € E ; voir théordme 5.2 ci-dessous.

5.~ Quelques résultats locaux de dérivabilité,
Les démonstrations utiliseront le résultat suivant.
5.1 -Propositibn. Soit f une fonction lipdchitzienne d'ordre 1 dans Rp . ©Ses
dérivées au sens ordinaire fi exigtent presque partout ; ce sont des fonc-

tions essentiellement bornées ; elles peuvent &tre identifides aux dérivées

de f aulsens des distributions;

L.
Pour n =1 , ceci est une conséquence du fait que f. est absolument con-

tinue,
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5.2 _Théoréme. Soient f wune fonction [continue] nulle hors d'un compact de Rp ’
E un ensemble mesurable borné de R . On suppose que pour tout € € E on a
|£(esh) = £le)] < aln] , (h € ®", |n] < )
(oW &4 >0, n>0 dépendent de e),
Alors f possdde une dérivée au sens ordinaire en presque tout point

de B .,

L

(on pourrait supposer f mesurable au lieu de continu, mais alors nous ne

saurions affirmer la mesurabilité des ensembles Es ci-~dessous. Voir cette ex-

»t
tension dans SAKS : "Théorie de 1'intégrale",)
Preuve. Soit Es,t (s et t entiers ) 1) 1'ensemble des e € E tels que
|£(ean) - £(e)| < s[n| pour |n| <7 .

Comme f est continu, cfest un ensemble mesurable, Ona B =U E et

8,t “s,%

B < E

5.4 gt.gr SEos 8! et t ( &',
’ ’

Soit F ‘un compact contenu dans un Es,t ; f(avec s et t assez grands,
on pourrs rendre lEi\tFl petit d'aprés les relations ci~dessus) ; on a avec
M1(=s) et nQ:%) indépendants de p :

(1) |e(pm) - £(p)] <M b si n€ R,/n| <n,peF.

On pourrait d'ailieurs lever cette restriction sur [h} car f est continue &

support compact,
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Nous admettrons que (1) implique la dérivabilité de f au sens harmonigue en

chaque point de F , Décomposons donc f selon le théoréme 4,3 (P remplacant E) :
récrivons
(2) £=b+m,
(3) ()] ¢m, , (xem),
(4) [olem) = v()| < nf , (xn e &Y,
avec M2 assez grand ; donc dfapres (2), (4) et (1)
(5) |m(xn) = n(x)| ¢ (w,4m,)[n] (x €F,[n| <)
Mais sur le compact P (inclus dams F) du théordme 4.3, m s'anmule ; {5) donne
(6) |m(xsn)] ¢ (M1+M2)|hi , (xer,n| <1).
Appliquons & la fonction b 1la proposition 5,1 : elle posséde des dérivées
au sens ordinaitre en presque tout point de Rn. Diaprés (2), comme hﬂﬂCP( peut
8tre pris petitl, il suffit d'établir La dérivabilité au sens ordinaire de m en
presque tout point de P, qui résulte de lha proposition 5.3 ci-dessous,
§5.2
5.3 —Progosition. Soient m une fonction mesurable sur m?, P un ensemble mesu~
rable de 'm? “sur lequel m s'annule, On suppose qu'il existe deux nombres > 0,
M, n tels gue
(1) Im(zn)] < min|

pour x €P,h €R , ] <.

Alors en chaque point de densité de P (chapitre VII, 1.6) m est dé-
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trivable au sens ordinaire et ses n dérivées premitres sont nulles.
Preuve, Fixons p , point de densité de P ., Le second membre de (1) est un
Gth[) 3 1l s'agit quand x = p de le remplacer par un 0({hl).

Avec B(p,r) = boule de centre p et de rayon r dans ﬁn, la propriété de
p se traduit par

. PNB(p,r)| _
(2) 1lmr_>0J-Tl—3ml—-1 .

Soit € > 0 . Je prétends que, d&s gue le pombre R est assez petit, guel

que goit h € i de longueur ]h[ ¢ R, 1a boule de centre p + h gt de rayon

e{hl rencontre 1'ensemble P .

Sinon, raisonnant par l'absurde, il existerait une suite de nombres > 0

. . , n
tendant vers zéro quand k — o et une suite de vecteurs h, € R de longueurs

k
{hkl =T tels que
PnB(P’rk) = B(P!rk) ntB(P + hk ? ark) .

Mais la géométrie élémentaire montre que la mesure de ce dernier ensemble vaut

|8(p)x, )0 [B(p + B, er)] = (1 - o) |B(p,r )|
{Pn:s(p,rk)l
B p,rk

a

ol 05 >0 ne dépend que de n et £, D'ol <1 = ee s contrai=-
rement & la propriété (2) de p .

Cela prouvé, soit h assez voisin de l'origine : lh] & Min (R,n) (oh R

est dans 1'énoncé qui suit (2) et 1 est dans 1'énoncé de la proposition), Il
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existe alors q € PNB(p + h , alh[). D'aprés successivement q € P, les hypo-
theses de 1'énoncé, puis g € B(p + h , £|h|), ona [(m(p)] = |m(p+h) = m(a)|
M ]p+h-ql M elh[ y ce qui montre que m(p+h) est d(lh!).

Es5.3
5.4 Quelques variantes d'une intégrale de MARCINKIEWICZ.

5.4.%11 Théoreme, Soient dans Rn, P un compact, B wune boule ouverte contenant
P . On note
Q=3[P , 6(y) = distance de y ¢R* 2 P.

On pose, A désignant un paramétre > 0

J (x) =‘[‘ __éfﬁZl_ dy , (x €B).
B

A n+A
|x-y|
On a évidemment Jk(x) = 4+0 pour tout x € Q . Mais JJ\(X) est fini pour

presque tout x € P .,
L

Preuve, On peut remplacer ‘[ par ‘[ car & slanmule sur P, Il suffit de
B Q

voir que ‘f J. (x)dx est fini ; or
o M
A
f J}\(x)dx =f ( ._.@_.(%%?_\ dy)dx =
P P UQ !x—yl

sMy) ( f |-y | Max)ay ¢
Q P

¢ M) 2=y =c o
<fQ NS5 lal <

oh ¢ ne dépend que de n et A : on est passé de la seconde & la troisieme

ligne en observant que pour x € P , ¥y €Q, ona 8(y) £ {x—yi , dtol
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X ‘n—kdx £ v -n—xdv = e o
j; . ) j;EB?,lVi>6(Y) i M(y)

5.4.2 Variantes (voir le commentaire pages 4-5 des "Collected papers" de MARCIN-
KIBWICZ),
La variante correspondant & A =0 est

j~ ! dy .
B

]x—yln log !
5(y)

il

3, (=)

8(y)
B (|x~y]+6(y))""

vergence presque partout pour B et non seulement pour P ;3 on peut remplacer ce
n+1

En adoptant pour A

il

1 1llexpression ‘[ dy , il y aura con-

dénominateur par ([x—y[2 + 62(y)).§- . Pour x € P, cette expression majore
¢*® 5, (),

On peut rémplacer les données P compact, B boule ouverte contenant P vpar:
P fermé, B ouvert contenant P avec Q = Bi\{P de mesure finie,
5,443 Digression, Au chapitre II, dans la partie 2,5 de la démonstration du premier
théoréme, on avait étudié la convolution Tm = K * m d'un noyau X et d'une mau—
vaise fonction m nulle hors d'un ouvert @ = UQk: réunion d'une suite de cubes
Qk dont les intérieurs étaient deux & deux 'disjoints,

Bn rappelant ou en surajoutant progressivement des propriétés ou des hypotheses
sur K, m et les Q » DOuUS Verrons que pour X €EP = E n Q , on peut majorer

R
le(x)l par une série rappelant les intégrales J1(x) de 5.4.1.
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Soit x € P . Comme les Qk sont deux-a-deux "presque" disjoints et que

f m dx = 0 pour chaque indice k ,
U
m(x) =7 . f K(x-y) w(y)dy =7, f (K(x-y) - K(z-y") mly)dy
k¥ Q. kQ

h 3

ol ;yk désigne le centre du cube Qk .

On suppose maintenant gue le gradient de K vérifie |grad |(y) ¢ Iyrn—'l‘

-

or (xep ={: Q) x est assez loin de chaque Qk 3 on aura donc avec des constantes

convenables indépendantes de k

x e |
|R(z-y) - K(x-y5)] ¢ ¢*¢ -LXTE’-J- goteddemetre de Oy (v v e ).
lx_y l n+i i X“Yi n+4 k

Cette majoration jointe & la propriété f la(y)|ay < cbe {le (voir chapitre IT,
&
2.5 (1)) donne

Qkf « diametre de Qk

[ trtaes) < xoes® Inrley ¢

Q |-y |

Mais par construction la longueur des ardtes de Qk était & peu pres proporiion~

xer,vyeq).

la,|. diamdtre de
k % est de l'ordre

nelle & &(y) = a(y,p) si ¥y €Q ., done

114
|z~
de grandeur de f --ig-;%ﬁ dy . D'ol en majorant la valeur absolue de la série
Qk [X—-.Y i

donnant Tm(x) ,

|m(x)] ¢ c* Z:‘qu ﬁgﬁ &y = ¢*° f‘Q ﬁ%ﬁ day  (xep):
k‘

Ici P était fermé, mais non compact, Q n'était pas nécessairement borné, mais

de mesure finie,
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5.5 | Théoréme, Soit T €Jf¥mn). Considérons les deux ensembles E1 s E2 suivants :
E, = ensembles des points de R" ou les dérivées premiéres de T existent

1

au sens de L2 (définition 1.1 (iii)),

E2 = ensemble des x € ﬁp tels que

fﬁn (£(xsh) + £(x=h) = 2¢(x))? ih?“”z dh < oo

Alors on a E1 = E2 "presque partout”,

R

Observations, Voir STEIN et ZYGMUND : "On the differentiability of functions",
Studia Mathematica, tome 23 (1964), pages 247-283,

Déjh pour n =1 , on peut construire une fonction "lisse" ("smooth") : f
est continue et f(x+h) + f(x—h) - 2f(x) tend vers zéro avec h pour tout x -
mais qui n'est dérivable au sens ordinaire que sur un ensemble de mesure nulle.

Comme ]f]z est intégrable, quels que soient x € R° et &> 0 , 1a partie
j‘ .o dn de 1l'intégrale J‘ ees O servant & définir E_ converge,

In|ye R 2

5.6 Preuve du théoréme 5,5

5.6.,1 Dtapres cette derniére remarque, en multipliant f par 1 ou O, on se raméne

au cas ou f est nul hors d'un ouvert borné,

Rappelons qu'un point x appartient & 'E1 quand il existe une forme linéaire
n )
A sur R telle que

(1) [ eem) - 2x) - a)|2an = #(@™2),(p = 0) .
Inf<p
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5.6.2 Preuve de E1 o E2 "presque partout",

Soit E wun sous-ensemble mesurable borné de E1 . Aprés avoir retranché au
besoin un ensemble de petite mesure, on peut supposer d'apreés (1) qu'il existe
A > 0 tel que

2 n+2 .
(2) [£(e+n) - £(e)|“ dn ¢ & p si e €B
In|<p
(et si p < o, indépendant de e ; mais cette restriction peut étre levée avec A
assez grand car f est nul hors d'un compact),

En chaque point de B, f admet des dérivées au sens de I,2 s, donc au sens
harmonique. Recourons au théordme de décomposition 4,3 : on peut écrire £ = b4m
(avec b fonction bornée lipschitzienne, m fonction nulle sur P sous~ensemble
compact de B ; l EQ[P] peut &tre pris petit), En multipliant b et m par une
fonction (GSD disons) convenable, on se raméne au cas o1 b et m s'annmulent
comme f hors d'un compact,

On sait par la proposition 5.1 que b a presque partout des dérivées premitres

au sens ordinaire qui sont des fonctions de I“,; b a donc presque partout un

2
gradient ; on ndte grad b}z = Z::n (gg") .
8= s

Un théoréme de PLANCHEREL donne avec une constante ne dépendant que de n

(voir la démonstration précédant 3,3 au chapiire V avec a = 1)
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ff lb(X-l-h) + b(x—h») - 2b(x)i2 i 5 dx dh =
(x,h)€mp X Bn Ih‘n+

(3)

- ote‘f _ lerad b]% ax
L R

qui est fini, car ce gradient est borné et est nul hors d'un compact. Donc 1'inté-

grale par rapport & h de la fonction du prefmier membre :

fn [p(xsn) + bx-h) - 2b(x)]? ——s

R lhln+2

est finie pour presque tout x € E (ou méme € Bp).

I1 reste seulement % voir (d'aprés f = b + m) que quand on substitue m &
b dans cette dernitre intégrale, elle converge encore pour presque tout x £ E ;
puisque [El\[P[ peut &tre pris petit, il suffit méme de montrer ceci presque par~
tout sur P .

Mais pour x =p € P, 1'intégrale en question admet (ataprées m(p) =0 et
1'inégalité du losange |X+¥|% ¢ 2 |x|% + 2] 1|?) 1a majoration

J o 1)+ m(0) - zm(a))? e o<

< 2fﬁn |m(pen) |? lhzm an (pep).

Il suffit donc de voir gque j;p Im(p+h)[2 T;%E:E dh est fini pour presque

tout p € P, Nous le ferons en majorant ces intégrales par des intégrales du type

de MARCINKIEWICZ J2(P)9Ct? (5.4.1) dont on sait déja qu'elles convergent presque

partout sur P .
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Dlaprés (2) et m=f -1, on peut trouver A" assez grand tel que pour

tout x € E on ait

[ Imtem) - me)Pan ¢ 8 ™2 (x e )
i<
(si p est assez petit, mais cette restriction peut &tre levde car m est nul

hors d'un compact), Mais comme m s'anmile sur PCE ,

2 ! n+2
(4) flh!<p Im(psn)|“ dy ¢ 4

(pep).

Puisque f , m , b s'annulent hors d'un compact, on peut ajouter 2 P un
fermé ol ces trois fonctions sont nulles, de manidre que l'ouvert Q = tmn (pur)
s0it relativement compact. Posons

8(x) = distance de x € R® & PUF= {:Q .

Comme & et m s'annulent sur {Q , on a (notation paralldle i 5.4.1)

(5) a,0) = [ ) oy - fg 20 o e

Y
an t Xy l n+2 ] 'X"‘yt n+2

(6) j;?.lgigfﬁllf dh =,['n lEileE; dy = lfilllf_ ay , (pep).
R

lh]n+2 lp—y!n+2 Q tP‘Yln+2
Utilisons un découpage de l'ouvert Q en cubes de WHITNEY (chapitre VI, théo=-
réme 1.1) Q = wk€N Qk . Dlaprés la derniére remarque de 5.4.2, Jz(x) est fini
pour presque tout x € £Q ; en particulier presque partout sur P : Il suffit,
pour voir que le premier membre de (6) est fini presque partout sur P , de trouver

une constante b1 telle que pour tout indice k € W
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2 2
(1) -li‘i-(-m——dyse,,j ——mdy, (p € P)

Qk ]p_yln+2 Qk ‘p_ytmz
car f ss 0 dy = : f aas 0 dy °
Q kg

Notons
(8) D= diamdtre de Q_.
Rappelons (chapitre Vi, § 1) que quand y parcourt Qk s les quantités
d(y, {Q) et Dk sont "4 peu prés proportionnelles" (ctest-a-dire que leur rapport
reste compris epntre deux nombres strictement positifs qui dépendant de n , mais
nide k, nide y¢€ Qk)’ Donc quand le point p parcourt le compact P c:LQ ,

il existe deux constantes (ne dépendant que de n et P) telles que
D

0 <ect < < c" (p EP, ¥y € Qk).

|p-v]

Cette remarque raméne 1'étude de (6) 3 la recherche d'une constante © telle

que

(9) fn(y)[%ay < 0 | 6(v)ay , (kem) .
ka y)|“dy ka y)dy

Or d'une part 8(y) est peu prés proportionnel & Dk pour y € Qk ; il existe

done x, ne dépendant que de n tel que

n42

2, 32
(10) ka (r)ay » 1 ()™ .
Et d'autre part (4) (ou A est indépendant de p etde pE€ P) donne {avec

p+h=y ici) pour un certain R, etun y! convenable
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; 2 2
(11) ka o) Py <f}hl<Bk [m(pwn) [Pan ¢

n+2 n+2
AR ¢y (D) ; (x cw) ,
ou Rk est le rayon de la plus petite boule fermée de centre p et contenant Qk .

Comme p parcourt le compact P < {Q , et comme Dk est & peu prés proportionnel

by

& d(Qk , [Q) (chapitre VI, § 1), il est clair que R, & X3 D, ol x" ne dépend
gue de n et P, dton {(11),

On a bien établi (9), sous la forme

1 2 n+2 1 2
3o, t ( ) d <\ ) <5 *
A—-—-xank In(y)|“ay ¢ ()™ < xank 6" {y)dy

l}_?}1 c E_, "presque partout".

2
[Observer que pour majorer ITm! sur P avec m € L1 en 5.4.%, on avait

utilisé les intégrales J1 ; ici pour majorer (6), on a mis en jeu les intégrales

I, o)

5.6.% Quelques lemmes pour voir que E2 C:E1 "sresque partout”,

5.6.3.1] Lemme, Etant donné E , ensemble mesurable non négligeable de B ; P

un point de densité de E (chgpitre VII, 1.6), tout point x assez voisin
de p est une des extrémités d'un segment dans Rn dont le milieu et
1'autre extrémité appartiennent 2 E (autrement dit, on peut derire

X =2e, -e, avec e, et e, ¢ E).

Preuve, On se raméne par translation au cas ol le point de densité p est 1l'ori~ine

de R' . Comme O est point de densité de E , 0 est aussi point de densité
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de 1l'ensemble homothétique 2E , donc encore de E' = EN2E . A fortiori, BE!
n'est pas négligeable, Comme B contient B', il suffit d'établir que tout x

assez voisin de l'origine peut s'éerire x = e; - eé avec e; et eé € E', C'est

vrai, car E' est mesurable et non négligeable, E

-

5.6.%.2| Corollaire. Soit g une fonction réelle définie dans IR;:_H -8 xR .
Soit E ensemble mesurable de an « Avec A >0, B> 0, on suppose que
le(e+t,y) + gle~t,y)| <A pour e €E, t €R" , ¥y > |t] ,

et que lele,y)] < B pour e €E , y> 0.

Alors pour presque tout x € B, on a si y est assez petit :

le(z+t,y)] € &4 + B pour [t] <y <e .

L

D'apres le lemme, c'ogt vrai dés que x est un point de densité de B , donc
(chapitre' VII, 1.6) pour presque tout x € E ,

5.6.3.3 Un fruit de cette idée est :

Lemme "intégral', Soient G wune fonction mesurable dans IR:;H = IRn X (R+ s, E un

ensemble mesurable de ﬁn . On suppose que pour tout e € B

ff] | [e(est,y) + cle=t,7)|% y'™ at dy < =,
<y

O
et f ylole,y)|? ay <=,
0

Alors pour presque tout x € B

ﬂ{t] la(xst,y) |2 '™ at dy < w .
<&
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(1a seconde hypothése dit qu'au-dessus de B, G est "en moyenne" petit pour

¥y grand),

5.6.4 Prewre de E, €, ‘“presque partout" (esquisse).

2
+ bzu 2P
Notons w 1'intégrale de POISSON de £ pour R y Q'O —— =—= ¢ f ,
n+1 2 2
nH ég oy
comme P (t) =cy/ ([t]2+y2) 2 est radial par rapport & t , 9—% l'est aussi.
y oy
Des estimations de P et de ses dérivées montrent que 1l'hypothése e € E2 :
2
fn [£(esn) + £(e=h) - 2£(e}| ——= dh <, (e €E,)
R h|
- o
entraine jm y1——— (e,y){ dy <=, (e € Ez)' et
0 6y
2u
ff [-—- (e+t,y) + - (e—t,y)i T at dy <o, (e € E?_) .
[tl<y o052 oy

Le lemme intégral 5.6.3,3 donne donc pour presque tout x € E2

i 2% (20, ) [ 1P gt ay <

!tl<y 6y

(avec les notations du chapitre VII, cette ‘[T ees Gt dy s'éerit

|t <y
j]‘ ( )... dt* dy si %' =x + t). Or (chapitre VII, théoréme 3.3, puis 3.4 avec
' \x

H = —-) cette finitude implique pour presgue: tout x € E2 Jda convergence non-

tangentielle de g%— (5 = 1yeeayn).
5

En outre, (résultat admis dds le chapitre VII) f ¢ L2 implique que u con-

. Il
verge non-tangentiellement pour presque tout x € R
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Ces deux derniers résultats montrent que f est en presgue tout x € E2 aé-

rivable au sens harmonigue (définition 4.1).

Décomposons donc f selon le théordéme 4,3 : f =Db +m , E2 D P, compact
ol s'annulle m , On se raméne, par multiplication par une fonction de 3 valant
1 sur un ouvert, au cas ot f , b , m sont nuls hors d'un compacty alors lgrad b]
est devenu de carré sommable comme en- 5,6.2; et un théoréme de PLANCHEREL donne
(voir 1%équation 5,6.2 (3))

fﬁn {o(x+h) + b(x-n) - 2b(X)lf2 ’l.j;;é. "

pour presque tout =x € R . Ce dernier résultat donne, d'aprés P C E2 ,m=f ~b
et m(p):O si p¢€?P

(12) fmn lm(p+h) + m(p-h)i2 _ﬁl_;__ﬁ:z_ dh ¢ o

pour preaque tout p € P,
Posons maintenant
(13) ety) =2E, er, v 0.
on a, dlaprés m(p) =0 si peP,
= 2
a0 [ et =0, Ger),
0

et par raison d'homogénéité avec p € P (ou méme € lﬁn), t € an s ¥ >0 et une

congtante ne dépendant que de n
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(15) j‘ [m(pn) + m(p—h)[ J dh =

! n+2

= °t[[ ey fa(pst,y) + elp-t,y)|% '™ at ay ,

(16) f !hI;lx(l-I:;t éh = Ct? ffltl<y lG(P—Ft,Y)‘Z y‘l—n dt dy .

Mais (14) et le fait que le premier membre de (15) est fini pour presque tout
p € P entrafnent d'aprés le lemme intégral 5.6.%.3% que le premier membre de (16)
est fini pour presque tout p € P 3 pour un tel p , ceci entraine aussitdét la
dérivabilité de m au sens de L2 .

Or b est presque partout dans Rn dérivable au sens ordinaire, donc au
sens de L2 3 done f =D +m 1'est aussi presque partout sur P , donc presque

partout sur E puisque quel que soit le compact K de R® s IKﬂ E2ﬂ [Pf peul

2 9

&tre pris petit,
g5.5

5.7 Terminons pdr un énoncé sans démonstration sur la dérivabilité au sens ordi-

naire,

—Théoréme. Soient f €‘£2(RF), E un ensemble mesurable de Bg » Pour que f ait

des dérivédes au sens ordinaire presque partout sur E , il faut et il suffit que

soient vérifides presque partout sur B les deux conditions suivantes :

|£(esn) + £(e-n) - 2¢(e)| < &_ |n] , (weR”, [n] <n)

flh , (o) + 2lom) - 2£(e) | I_hllm ih <o
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Indications bibliographiques pour le chapitre VIII.

L'extension du lemme 2.1)page Q)au cas p =1 nécessite une analyse plus
poussée) voir 1l'article de CALDERON et ZYGMUND des Acta Mathematica (1952)
cité en 2,2,

Pour le théoréme 5.5, page 26, voir llarticle de R.L. WHEEDEN : "On the
n~-dimensional integral of MARCINKIBWICZ", Journal of Math, and Mechanics, tome 14
(1965), pages 61-70.

Voir 1l'article de synthése de
E.M. STEIN : "Singular integrals, harmonic functions, and differentiability pro-
perties of functions of several variables", Symposium in pure and applied mathe-

matics, volume 10, (éd4, Amer., Math. Soc,).
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