n° 73

~

s fonctions holomorphes borndes

Prolongement des
et métrique de Carathéodory
A5 A

par
’ : LN
Nessim Sibony 4 )
2 3:'.’5}”'317\'.'1}'.‘ >
-f x"\.\‘
) Z
args S

Analyse Harmonique d'Orsay
1974




PROLONGEMENT DES FONCTIONS HOLOMORPHES BORNEES ET

METRIQUE DE CARATHEODORY

par Nessim SIBONY

INTRODUCTION.

Lorsque U estun ouvert bornd du plan complexe tel que % = U, il existe une
fonction holomorphe bornée dans U, singuliere en tout point du bord de U,

La situation est différente dans Cn, n=> 2, méme sion suppose que U estun
domaine d'holomorphie. Il semble que, mis a part le prolongement des fonctions holomorphes
bornées a travers des ensembles minces, il existe d'autres phénomenes de prolongement.

Plus précisément, on construit dans €2, un domaine d'holomorphie & borné,
tel que 303 = § et pourtant tel que toute fonction holomorphe bornéde f dans £ se
prolonge a un ouvert strictement plus grand indépendant de f. On en déduit que £
n'est pas dense dans le spectre de 1'algebre des fonctions holomorphes bornées dans £,
munie de la norme uniforme. Nous noterons cette algebre HOO(Q).

Cet exemple répond, en particulier, & une question de Bishop~Rossi [9].

Nous introduisons au paragraphe 3 les domaines de c" qui sont domaines d'exis-
tence d'une fonction holomorphe bornée. Nous les appelons domaines de type 1, Nous

donnons dans ce paragraphe quelques propriétés de ces domaines.
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Au paragraphe 4, on étudie une classe de fonctions plurisousharmoniques lide aux
domaines de type H . Pour unouvert Uc € cette classe, notée PU), est
constituée par les fonctions p.s.h. dans U qui s'écrivent comme un sup r'égﬁlar'isé
de fonctions du type ¢ log lt| avec ¢>0 et f holomorphe dans U,
On notera H(U) 1'espace des fonctions holomorphes dans U. Un critere
d'appartenance a2 $P(U) nous permet de construire un domaine ‘Q'I , de type 1

K
vérifiant §., =, et tel que ceperdant Q1 n'est pas dense dans le specire de

1 1

1‘?100(521 ), muni de la topologie de Gelfand.

Au paragraphe 5 nous esquissons 1'étude des singularités non essentielles pour les
fonctions de AU), 1'algebre des fonctions continues dans U et holomorphes dans 12}

Dans une seconde partie nous étudions une classe particuliere de dofnaines de type
H” : ceux qui sont complets pour la métrique de Carathéodory [15]. Nous étudions
également les liens entre cette notion d'espace complet et le prolongement d'applications
analytiques a valeurs dans certains espaces analytiques,

Cet article développe certains résultats parus dans une ncte aux C. R. Acad. Sc.

Paris [24] .

I. PROLONGEMENT DES FONCTIONS HOLOMORPHES BORNEES.

1. Un exemple de domaine d'holomorphie.

Dans ce paragraphe on construit dans 432 un domaine d'holomorphie borné qui est
I'intérieur de son adhérence et tel que toute fonction holomorphe bornée admet un prolon-
gement analytique a un ouvert strictement plus grand.

Soient D le disque unité ouvert de € et (ap) une suite discréte dans  D.
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On choisit la suite (ap) telle que tout point du cercle unité soit limite non tangentielle
d'une sous-suite extraite.

Considérons la fonction ¢ définie dans D par

z-ap'
p

ol (X p) est une suite sommable de nombres réels strictement positifs. Lé fonction ¢
est sous-harmonique négative dans D, Notons \/O la fonction définie dans D, par
Vo(z) =exp(p(z)). La fonction V o est sous-harmonique positive dans D, elle est
inférieure & 1 car ¢ est négative, De plus V, est continue car la suite (ap)

est discrete et elle ne prend la valeur 0 que sur la suite (ap).

P 2 .
Définissons dans £ le domaine

M(D, V) = {(z,w)/ZQD, wee, |wl< exp(—-vo(z))}.
Le domaine M(D,VO) est d'holomorphie car c'est 1'ensemble des points (z,w) de
DXC  qui Vér‘ifiént Iw[exp(\/’o(z)) < 1. Or la fonction fw[exp(vc) est plurisoushar-
monique dans DX € donc M(D,VO) est pseudomconvéxe, parlsuite c¢'est un domaine

d'holomorphie d'apres le théoreme d'Oka.

PROPOSITION 1. Le domaine M(D,VO) est strictement contenu dans Dz, il est

égal a l'intérieur de son adhérence dans €2 et toute fonction holomorphe bornée dans

M(D,VO) se prolonge en urie fonction holomorphe bornée dans D2 . De plus M(D,Vo)

est un domaine de Runge .,

0
Démonstration, Il est clair que MiD,VOS = M(D,VO) car la fonction Vo est con-

tinue sur D. Puisque 0< Vo < 1 et qu'elle n'est pas identiquement nulle, le domaine



M(D,VO) est strictement contenu dans D2

Soit g une fonction holomorphe bornée dans M(D,VO) : on supposera que
Hg” < 1, Lafonction g admet dans M(D,Vo) un développement en série du type

suivant

(1) g(z,w)=3_, h (2)w”

v=0
1 Y
h ~ étant holomorphe dans D car h, (z)=-— -2 (z,0).
v v vl sw?

La formule de Cauchy nous permet d'écrire pour tout r < 1
i8
h (z) = ~
v 2

Puisque ”g'! <1 ona |hv(z)l < P—Vexp(v\/o(z)) et, comme 1 estarbitrairement

g(z,vexp(-V,(2)e

- ido .
r‘uexp(—v \/O(z))ew6
proche de 1, on en déduit que |hv(z) |< exp(vVO(z)) pour tout z€D. Donc, pour
tout v, h = appartient a HY(D). Or, pour tout p, lhv(ap)| < exp(\/o(ap)) =1,

En appliquant le théoréme de Fatou sur la limite non tangentielle des fonctions

*
holomorphes bornées dans D on voit que, pour tout v, la valeur au bord hv de 1a
fonction h,  vérifie presque partout sur le cercle unité la condition : lhi (e16 )< 1.
Donc Ihv(z) < 1 pourtout z€D etpourtout v. Par suite la série (1) converge
uniformément sur tout compact de D2. I1 en résulte que la fonction g se prolonge en
. ~ . 2

une fonction g appartenantad H(D ).

Montrons que |lgl=  sup 5 lg(z,w)| estinférieure & 1.

(z,w)ED

En effet, pour tout x€€, [X|>1, (g-x )—1 est holomorphe bornée dans M(D,Vo).

Comme on vient de le voir cette fonction admet un prolongement analytique a D2, il est

clair que ce prolongement est égal 2 (g-\ )_1 par suite la fonction g ne prend pas la

valeur X dans D2, donc Il < 1.
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Pour voir que M(D,VO) est un dorﬁaine de Runge, il suffit de remarquer que toute
fonction £, holomorphe dans M(D,VO) , admet un développement en série de la forme
f(z,w) = Z>0 hv(z)wu et que cette série converge uniformément sur tout compact de

v=
M(D,VO). Or on peut approcher, uniformément sur tout compact de D, chaque fonction
hv par des polyndmes. On voit qu'on peut construire une suite de polyndmes qui converge
vers f uniformément sur tout compact de M(D,VO).

Cet exemple fournit une réponse négative & la question suivante posée dans [4]p. 350.
Soit  un domaine d'holomorphie borné dans Cn. Considérons le spectre de 1'algebre
uniforme H°°(S2), muni de la topologie de Gelfand. Est-ce que § est dense dans le
spectre de HY(Q) ?

11 est clair que M(D,VO) n'est pas dense dans le spectre de HOO(M(D,VO)) car
ce spectre contient D2 et WI_)—;V;T ne contient pas D2. En effet la topologie de
Gelfand induit sur D2 la topologie habituelle,

Remarquons qu'il existe une classe, plus vaste que HOO(M(D,VO)), de fonctions
holomorphes dans M(D,VO) prolongeables en fonctions holomorphes dans D2.

Soit ¢ une fonction positive et continue sur [0,1 [ Supposons que
fe H(M(D,VO)) et que pour tout {(z,w) € M(D,VO) ona |f(z,w)l< v(lw]); alors
f se prolonge en une fonction holomorphe dans D2. L'hypothese sur f autorise cette
fonction a ne pas étre bornée au voisinage d'une partie du bord de M(D,VO).

Reprenons la démonstration précédente. On a
(1) f(z,xv)zzv;h,j(z)w”

ol les fonctions h, sont bornées. En effet, M(D,VO) contient D X {lwl< s} pour

€ assez petit et sur ce dernier ensemble la fonction f est bornée : |f(z,w)!| < ¢(g)



Sion suppose que ) est croissante or on peut toujours le supposer.

De plus, pour tout r<1, ona pourtout v etpourtout p fixés

lh (@ )l<r v

CH P(r).

vexp( VVO(a

o) BV (a ) =

DN =

1.

Le nombre v étant fixé, soit r, = sup{r'/r*<1 et P(r)< (14v

On a alors, d'apres 1'inégalité précédente, pour toui p,

En uiilisant a nouveau le théoréeme de Fatou, on montre que pour tout z€D

!hu(z)l <r, H(r. ).

Par suite Ihv(z) I]/V < rv(1 + —1-). Or lim r,=1 car Hm{1 + _1_)v
Vv V00 v Vv

= 0,

D'ou il résulte que 1im lhv(z) | /v < 1, donc le rayon de convergence de la série (1')
v

est supérieur a 1. La fonction f admet donc un prolongement analytique & DZ.

2. Une classe de singularités non essentielles pour les fonctions bornées.,

Notons M la marmite de Hartogs dans 622, i.e. M= (EX{O})U (S1x [0,1]) o

S1 = {Z/ZGC, |z | = 1}» ; et soit M la marmite pleine M =Dx [0,1] .
Il est bien connu que toute fonction holomorphe dans un voisinage de M dans CZ
se prolonge en une fonction holomorphe dans un voisinage de M.

Nous allons donner un résultat du méme type, mais pour des fonctions bornées. Pour

cela introduisons la notion suivante :

DEFINITION 2., Soient £ un ouvert de Cn et E un sous-~-ensemble de .

On dit que E est HY(Q) dominant si, pour toute fonction feH™(Q), ona

sup |£(z)] =sup |#(z)].
ZEQ ZCE
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Dans 1'exemple construit au paragraphe 1, nous avons montré a 1'aide du théoreme de
Fatou qu'il existe des ensembles discrets dans D qui sont HOO(D) dominants. On
vérifie facilement qu'un ensemble E est H () dominant si et seulement si son
adhérence E, dans le spectre de Hm(ﬂ) muni de la topologie de Gelfand, contient la
frontidre de Silov de H™(Q).
Soit E unensemble H (D) dominant. Posons M(D,E) = (Dx {O})U(EXD)C 82

et notons Dr le disque de centre 0 etderayon r dans €. On peut alors énonce

la proposition suivante.

r

PROPOSITION 3. Soit f une fonction holomorphe bornée sur un voisinage de M(D,E)

contenant DX Dr" r > 0 arbitrairement petit. Alors £ se prolonge en une fonction

holomorphe bornée dans DZ.

Démonstration. Comme f est holomorphe bornée dans DxDP ona

(2) f(z,w)=) _ h (z2)w

avec h € H(D). Puisque f estbornée dans D X D, il en résulte que lhv (z)lsCr
pour tout z€D,
Or, pour tout ZO€E, la fonction f(zo,w) est holomorphe dans D donc
I Ih(z)1"/7< 1.
Soit x un point adhérent 3 E dans le spectre de HO(D), X = lim z,.
' i
Soit g€H(D) une fonction adhdérente i la famille (f(zi,w))i, lorsqu'on munit H(D)

de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Comme hv{zi) converge

g

v
vers u('O) etque h, € HY(D), on en déduit que

glw) =57 b (x)w”,

v=0

-y
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0

hv désignant la transformée de Gelfand de h,. Or la fonction g est holomorphe

1/1/S1

dans D, par suite Tim !hv(x)l pour tout X€E .

Soit z€D. 1l existe une mesure de Jensen positive portée par E et représentant

1'évaluation au point z ; en particulier on a

| )

Or HhVH <crV , donc en appliquant le lemme de Fatou, on a

logln,(z)| . logh |(x)
—_Y Sj

_logln (2)] J~____1oglﬁ,,(><>l

llm-—————u———— < 11m—-—"—-;"———dl-lz(><)50-

v E

Par suite la série (2) converge uniformément sur tout compact de D2 et, par un argument

semblable a celui utilisé au paragraphe 1, on montre qu'elle est bornée sur D2.

REMARQUES 4.

a) Nous avons en fait démontré que, lorsque f est une fonction bornée sur
(D x Dr‘) U E XD, holomorphe dans D X Dr' et telle que pour tout z€E, la fonction
f(z, ) est holomorphe dans D, alors f se prolonge en une fonction holomorphe et

bornée dans D2 .

b) On obtient un résultat semblable en considérant des ensembles de la forme
M(w,E) = (w x {O}) UExXxD) ol « estunouvertde €" et E unensemble H(w)
dominant : les fonctions holomorphes bornées sur un voisinage de M(w,E) contenant
wxD , se prolongent en foactions appartenant a H (M(w,E)). Dés que « esta
frontiere de classe ‘62, on peut construire des ensembles discrets dans w qui
soient Hoo(w) dominants. En effet, dans ce cas, on a un théoréme de Fatou sur les

limites non tangentielles de fonctions holomorphes bornées [26] .
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c) I1 serait intéressant de s'affranchir de 1'hypothese f définie dans D x Dr'
Soit ¢ une fonction s. ¢. s. positive sur D. Pour tout KkEN, notons
H(D,k¢) 1'espace des fonctions f holomorphes dans D qui vérifient :

sup |£(z) lexp(-kep(z)) < .
zeD

Posons J0(D,0)= U H(D,ko).
kEN

On dira qu'un ensemble Ec D est ¢ dominant si, pour toute fonction £

appartenant & J{(D,0), ona sup |f#(z)| =sup |f(z)]|. De tels ensembles ne sont
z€D AR

intéressants que s'ils sont suffisamment minces.
Nous allons donner un exemple d'un ensemble E ¢ D, ¢-dominant et discret.
Soit C_ = {Z/ |z l=1—n—1} Notons E" = {zn ! } un ensemble de k(n)
n ’ © 17 77 “k(n)
points sur Cn tels que la distance de tout point C€Cn a 1l'ensemble EZ soit
inférieure a dn‘ Nous verrons plus loin qu'il suffit de choisir une suite dn conver-
geant assez vite vers 0, pour que l'ensemble E = U En soit ¢-dominant.
neN

En effet, pour toute fonction g€ #(D,¢) et pour tout point ¢ €Cn on a, d'apres

le théoreme des accroissements finis,

le(@) | <sup  le(z)|+d sup lg'(n)l.

Z€E¢ n€Cn

On peut donc choisir dn’ en fonction de la croissance de ¢, de maniere a avoir pour
tout C€Cn et pour toute g€H(D,ny) la majoration :

lg(t) | = sup lg(z) | + 1.
z€EJ(p

D'ou1'on conclut que pour ge€X(D,0) et z'€D ona

(3) lg(z') ] < sup lg(z) ]+ 1.
VA

I1 suffit en effet d'appliquer le principe du maximum et de remarquer que
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H(D,ko) ¢ H(D,(k+1)p). De 1'inégalité (3) on déduit que E est ¢-dominant car
B(D,0) estune algebre.

Nous pouvons a présent énoncer le résultat suivant.

Soit 'V un voisinage de DX {O} dans Cz, contenant 1'ensemble

{(Z,W)/ZGD, weg, |wi< exp(—cp(z))},

¢ étant une fonction s. c. s.

Soit E ¢ D unensemble ¢@-dominant. Si £ est une fonction holomorphe bornée
dans un voisinage U de (Dx {O})U(E D) c € etsi U contient V, alors f
se prolonge en une fonction de H°°(D2).

La démonstration utilise les mémes idées que précédemment.

3. Domaines de type H”.

Les exemples précédents conduisent & adopter la définition suivante [5].

DEFINITION 5. Un ouvert £ est un domaine de type H” s'il n'existe pas

d'ouverts 91 et QZ dans € avec les propriétés suivantes

i) gb;éQ1cQ2mQ.

ii) £, est connexe et non contenu dans .

2
iii) Pour toute fonction u appartenant 3 H°(Q), il existe u2€H(S22) telle que
u=u, dans 91.

11 est équivalent de dire que pour tout point z appartenant 4 un ensemble dense sur
la frontidre de Q il existe une fonction de H™(Q) singulidre en z. En effet ,
désignons par B(z , r) laboule de centre z etde rayon r, 1'application de

restriction de H™(Q UB(z,r)) est, soit surjective, soit d'image maigre.
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Choisissons une famille dénombrable de boules (B(zj,r.)). telle que tout ouvert qui

J7JEN
rencontre d{ en contienne une. Le théoréme de Baire permet d'affirmer qu'il existe
une fonction de H(Q) qui n'appartient & aucun des H (Q U B(Zj,I‘j)) ¢'est-a-dire
qu'elle est singulieére en tout point du bord de . Le raisonnement est le méme que
celui de [17] p. 32.

Donnons quelques exemples de domaines de type Hoo.

a) Soit £ un ouvert bornédec €. Si 5 =8 alors  estdetype H”. Plus
généralement si F désigne 1'ensemble ?2 \ I, pour que le domaine § soit de type
H” il faut et il suffit que pour tout zET et pour tout nEN, la capacité analytique de
l'ensemble F N B(z,n”) soit strictement positive.

Au paragraphe 1 on a donné un exemple d'un domaine d'holomorphie £ dans CZ

[}
tel que Q=8 et qui cependant n'est pas de type H” ; la situation est donc différente

dans Cn, n= 2,

0
b)Si £ estborné dans ¢" avec 0=0 etsi {0 estune intersection de
domaines d'holomorphie, alors § est de type H”. On peut méme montrer qu'il existe
une fonction indéfiniment dérivable sur {, holomorphe dans § et singulidre en tout

point du bord de £,
c) Tout ouvert  convexe dans e tel que  # ¢ estde type H.

d)si @ ? est de type H” pour tout B appartenant a un ensemble B 1'inté-

rieur de N & 8 est encore de type H”.
BEB

e)Si & estde type H” etsi f .y f'N sont des fonctions holomorphes dans

17°°

€2 alors 1'ouvert
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Q= {Z/Z€Q, lfj(z) <1, j=1,..N}

est de type H

Soit @® une application holomorphe d'un ouvert £ de type H® et i valeurs
dans €™. En général 1'image réciproque par & d'un ouvert de type H® n'est pas

de type > .

EXEMPLE 6. Soit & 1'application de 632 dans CZ définie par

&(z,u) = (z,uz).

Posons A = {(z,w)/zec, wee, |lwi< |z|<1}. on a
@—1(A) = {(z,u)/0< lz <1, lul<1}. L'ouvert <I>—1(A) n'est pas de type H° car
toute fonction holomorphe bornée dans <I>_1(A) se prolonge a D2 (théoréme de
prolongement de Riemann).

L'ouvert A est cependant de type Hoo, il existe méme une fonction de A(RA)
singuli‘er'e'en tout point du bord de A. En effet, nous allons montrer que le spectire de
A(A) se projette sur A par 1'application 7 : SpA(A) » ¢ qui & tout homomorphisme
x¥ associe w(x)=(x(z),x(w)). Or il est clair que pour tout XESpA(A) ona

n+1 _-n
A

Ix(z) < 1. Considérons les fonctions £ définies par fn(z,w) =W si z#£0

et fn(0,0)=0. 11 est clair que pour tout nEN fn€A(Z) et que ||an= 1. Par suite

1 fn(z,w)zn, d'ou |y(w) |n+1 < |x(z)!™ pour tout entier n.

lx(fn)lﬁ 1. Or w
Il en résulte que |x(w)l< Ix(z)l.
Si toute fonction de  A(BA) se prolongeait au voisinage d'un point du bord, on

n'aurait pas m(SpA(A)) = A. Cela résulte d'un raisonnement semblable & celui qui suit

la définition 5.
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Nous avons cependant la proposition suivante.

PROPOSITION 7. Soient & et Q' des domaines de type H” contenus

respectivement dans e et ™ ; et soit & une application holomorphe ouverte de £

dans €™. Alors @‘i(Q) est un domaine de type H™ dans les deux cas suivants :

[+)

i) Q' = ou ii) L'application & est propre.

Démonstration. Posons 9»1 = <I>—1(Q' ). Il s'agit de trouver, pour tout point Z
d'un ensemble dense sur la frontiere de 01 , une fonction de HOO(Q1) singuliére en

z,. Si zo€bQ -on utilise 1'hypothese £ de type H”. On peut donc se limiter au

cas ol @(zo) cean Q.

Soit 51=§1HQ. On a alors 51=@—1(Q')DQC@—1(§') et, puisque & est
o ,

~ -1,= -1,
ouverte, on a aussi Q, < @ G )ca ().

Si @ est de rang maximum en Z, il existe une application &, définie au

voisinage de <I>(zo), telle que $od = Id Or @(zo) € Q' donc par hypothese

e
il existe g€H (Q') singuliere en @(ZO). La fonction f =go® est alors singuliere
en z.. En effet, si elle admettait un prolongement ? on aurait ?05 =g dans un
voisinage de cI)(ZO) et g ne serait pas singuliere en ce point.

11 suffit donc de prouver que 1'ensemble des points ou @ est de rang maximum est

dense dans la partie de la fronticre de Q1 contenue dans .

4]

[+]
Dans le cas i) on a Q¢ EP_](f'Z' )=Q Donc la mesure de Hausdorff H

1° 2n-1
au voisinage de tout point appartenant a la frontiére de 91 relativement a § est

: o]
strictement positive. En effet, il en est ainsi pour tout ouvert U < e tel que U=U.

Or 1'ensemble F des points ol ® n'est pas de rang maximum est un ensemble
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analytique de codimension strictement positive, il est donc de mesure de Hausdorff H2n—1
nulle,

Dans le cas ii) 1'application & étant propre &(F) - est un ensemble analytique
[11]. soit ZOCDQ1ﬂ §2. Supposons qu'il existe un voisinage U de Z, tel que
V(ZO) =UN bQ.I soit contenu dans F. On voit facilement que dans ce cas
&(U)N 2Q' ¢ ®(F). Donc &(F) est un ensemble analytique contenant un ouvert de la
frontiére de '. Orona (&'\ Q)N ®(U) c ®&(F). Le thdéoréme d'extension de
Riemann permet alors d'affirmer que les fonctiond de HOO(Q') se prolongent a travers
®(F), ce qui contredit 1'hypothése ' de type H.

On peut utiliser la proposition précédente pour obtenir une condition de régularité

des domaines de type H”.

COROLLAIRE 8. Soit §' un domaine de type H” contenu dans @m tel que

[}
Q'=Q'"., Notons M(Dn_1x{0}) U(E xD) ol E estun ensemble contenu dans ph-!

et qui est Hoo(Dn—1) déterminant. Si & est une application holomorphe, ouverte,

définie dans un voisinage de D"« €" & valeurs dans €™ et telle que

-

& LM(ﬁn_1, E)} cQ', alorsona ®DMc Q.

Démonstration. On vérifie que, sous les hypotheses précédentes, il existe r >0

tel que ti[>—1(§2') contient 1'ensemble M(D,E) U p-] XD, D'apreés la proposition 7

1touvert <I>-1(Q') est un domaine de type H”. Oronavu que toute fonction

holomorphe et bornée dans un voisinage de M(D,E) qui contient Dn—1 xD p Se prolonge
1

a4 D". 1l en résulte que <I>-1(S2') contient D™ ' x D.

On peut généraliser la notion de domaine de type H°  aux domaines étalés sur <" )
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Soit (Q,po,Cn) un domaine étalé sur €. D'apres un théoréme de Thullen [19]
p. 91, pour toute famille S < H({i) il existe une S-enveloppe d'holomorphie. Plus
précisément, il existe un domaine étalé (X,p,€") et une application continue ¢ télle
qQue po@=p, et telle que, pour toute f€S, il existe FfeH( ) avec Ffo<p =f,
De plus 1'espace (X,p,ﬁn) est "maximal" pour ces deux propriétés. On renvoie a [:19]
pour plus de détails.

Posons S = HOO(Q) ; comme on vient de le voir, il existe un espace étalé sur ¢"
qui est 1'enveloppe d'holomorphie pour la famille H™(Q). Nous le noterons E_(Q).

I1 est clair que les fonctions F, associées aux fonctions feHoo(Q) sont bornées.,

f
Donc H(Q) est isomorphe & HOO(EOO(Q)).

On voit qu'un ouvert & c € est de type H” sietseulement si § est isomor-
phe a EOO(Q). On peut donc généraliser la notion de domaine de type H” aux domaines
étalds sur € : un domaine étalé £ est de type H s'il est isomorphe a Em(ﬂ).

Remarquons que lorsque HOO(Q) sépare les points de  1'application ¢ est
injective, ce qui permet d'identifier © al'ouvert ¢(Q)c E_(Q).

On peut montrer a 1'aide du lemme 1, p. 94 [9], que EOO(EOO(SZ)) est isomorphe
a E_(Q).

I1 est naturel de se demander si lorsque un domaine  est convexe par rapport a
HO(Q) ilestdetype H™. Rappelons qu'un domaine est convexe par rapport & H(Q)
si pour tout compact K <  1'ensemble f(oo défini par

A

K= {z/zeﬂ, [#(z) |< sup |£(¢)] pour fEHw(Q)}
cK

est compact. Le domaine M(D,VO) introduit au paragraphe 1 fournit un contre-exemple.

En effet, c'est un domaine de Runge borné.
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4, Une classe de fonctions plurisousharmoniques ; application aux domaines de type

Nous allons introduire dans ce paragraphe une classe de fonctions p.s.h. lide aux
. o0
domaines de type H .
Soit V une fonction plurisousharmonique dans un domaine § de ¢"”. Nous
noterons V1 la fonction p.s.h, définie dans § par
. *
v'(z) = (sup c; log 1fi 1) (2),

1

la borne supérieure étant prise sur les fonctions cilog !fil , ou < > 0, fi est

holomorphe dans £ et Cilog ifi <V ; 1'étoile désigne la régularisé s.c.s.

On déduit des propriétés classiques des fonctions p. s. h. que V. estp. s. h. Il est

1
clair que V1 <V sur 2. Cependant, onn'a pas toujours \/1 =V comme le montire
1'exemple du paragraphe 2. En effet pour la fonction VO = exp(o) introduite dans ce
paragraphe on vérifie a 1'aide du théoreme de Fatou que V; =0, donc V; # Vor

Nous noterons ®(§2) 1le cdne des fonctions V p.s.h. dans  qui vérifient
V =V, |

Propriétés du cdne ®(Q).

a) $(Q) estuncdne convexe. Si ¢ est une fonction convexe croissante sur R
et si on pose YP(-o)=1lim $(x) alors pour toute fonction V appartenanta Q) la

X+ =00

fonction YoV appartient a P(Q).

b) Un lemme de G. Choquet [3] permet d'affirmer que toute fonction V de P()
est un sup régularisé d'une suite dénombrable de fonctions cplog lfp I, cp >0,

f €HE) et clogif I<V.
D ) pglpl

¢) Si viey(n) et si la famille (V).

iher est localement majorée alors

(sup V)" € 9(@).
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Ces trois propriétés sont de démonstration immédiate.
d)si Ve€PQ), V estcontinue en dehors d'un ensemble négaligeable, donc en
particulier de mesure nulle, Pour les propriétés des ensembles négligeables on renvoie
a (7],
En effet, on a vu, propriété b), que V peut s'écrire sous la forme

*
V=(sup cloglt |) avec c_ >0 et f €H(Q). Posons W=supc logl|f |
peN P P P P peN PP

et 1= { z/z€0 tel que W(z) < V(z)} . Par détinition 1'ensemble 7 est négligeable.

Soit 2069\77 ; buisque V est plurisousharmonique et que 7 est de mesure nulle

on a
W(ZO) = V(zo) =Tim V(z)=Tim V(z).
ZZ 747
o o
zgn
Or W ests.c.i. donc W(zo) =lim W(z) < lim V(z). Par suite Iim V(z) < lim V(z);
2N 257 57 237

donc ces deux limites sont égales et la fonction V est continue en z-

Remarquons qu'il existe des fonctions de ®(Q2) qui ne sont pas confinues partout.

-1 ~
En effet, soit T =exp(6) avec 6(z)=3 )\plog IZ -3p { , (Ap) étant une suite de
p=1

-1
nombres strictement positifs telle que > )\p lllog %— {< w0,
p=1

Posons Tn(z) = lz]| 1/ T, Les fonctions T sont continues dans D, sousharmo-
niques dans D. On verra plus loin, corollaire 10, qu'alors Tn€3’(D).

X*
Or, pour tout Z€D\{O}, T(z) = suan(z) d'ot T = (sup Tn) . Donc, d'apres
n

la propriété c), T appartienta @(D). Pourtant T n'est pas continue en 0 car
lim T(p™)=0 et T(0)> 0.
Do

11 est assez délicat de montrer qu'une fonction p.s.h. dans un ouvert U appartient

ou non au cdne 9(U). Nous allons donner une condition suffisante d'appartenance 2 la
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classe P(U). Cette condition est fondée sur un théoréme dii & Bremermann (4]. La

Démonstration qu'il en donne étant inexacte, nous le démontrons ici.

THEOREME 9. Soient. {& un domaine d'holomorphie dans c" et V  une fonction

plurisousharmonique continue dans €. Pour fout compact Ko {§ et pourtout €>0,

il existe des fonctions f1 yooe ,fp holomorphes dans {1 et des constantes positives

C.,...,C_ telles que, pour tout z€K, ona

’i’. Pr—ecanis—

V(z) - e< sup (cilog |1":i I)(z) < v(z).
i<p

1

7 » > z - n S »
Démonstration. Considérons l'ouvert Q de €77 défini par

Q= {(z,w) lzeQ, wec, |lwl< exp(—\/(z))} .
C'est un domaine d'holomorphie car V est plurisousharmonique.

‘ v .
Pour tout z €K, posons fZO(W)z ;;Oexp(vv(zo))w . La fonction fzo est

. (A
holomorphe sur la sous variété analytique de  définie par {(z,w)/ 7 = Zo} ; elle

Ead

admet donc, d'apres le théoréme B, un prolongement holomorphe & .

Soit f(z,w)=)  a

v=0
tout vEN et aU€H(Q).

z)(z)w“'j ce prolongement, On a av(zo) = exp(vV(ZO)) pour

o

Puisque f estdéfiniedans § ona

__logla |
Iim ._.,....D__...._S V.
v

D'aprés le théoréme de Hartogs, [17] p. 93, pour tout &> 0 il existe N tel que,

log lav(z) ]
e <5 V(z) + € pour tout z€K. Clest ici qu'on utilise la

log fav | .(ZO) logla. (z)]
= V(ZO}, donc -—-—-——VV-0--———- > V(z) - € surun
o

pour v =2 Vo’

continuité de V. Or

voisinage de 2z o I1 suffit ensuite de recouvrir K par un nombre fini de tels voisinages
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et de prendre la borne supérieure des fonctions obtenues. Ceci acheve la démonstration.

COROLLAIRE 10. Soit I un domaine d'holomorphie borné de " tel que O

admet une base de voisinage d'holomorphie., Si V  est une fonction p.s.h. continue au

>0 et f, holomorphe

k

voisinage de § alors,sur &, V = (sup ¢, Jog lfk ) avec c "
yolsmnage ¢ K avec

it Radaing

au voisinage de Q. En particulier VEP(Q).

Cela se déduit facilement du théoréme précédent.

De ce corollaire, on déduit que la fonction VO étudiée précédemment appartient
au cdne P(U) pour tout ouvert U relativement compact dans D. Or, on a vu qu'elle
n'appartient pas & (D) ; donc le cbne (D) n'est pas défini par des conditions loca-

les.

COROLLAIRE 11, Soit V une fonction continue dans D et sousharmonique dans

D. Alors V appartienta (D).

Démonstration. Soit U la solution du probléme de Dirichlet avec pour donnée au
bord V vrestreintea dD. 1l existe une fonction f holomorphe dans‘ D telle que
U=Ref. Donc U=log|exp(t)|, par suite UePD). Il suffit donc de prouver que la
fonction \7 =V - U appartient a D). Or ’\7 ‘est sousharmonique dans D, continue
dans D etvaut 0 sur dD.

Posons Vn(z) = sup(\7(z) , s n(lz|-1)). Pour tout entier n la fonction vV,
est sousharmonique sur un voisinage de D. La suite Vn converge uniformément sur
D. vers C I1 existe donc, une suite (Bn) de nombres positifs tels que
V = sup (v, - 6n) sur D. Or, d'aﬁrés le théér‘éme 9, V- Sn appax*tieﬁt a (D),

n

il en est donc de méme de ?f
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Nous allons donner un autre critére d'appartenance au cdne P(Q). Ce critere

résulte d'un théoreme de I. Cnop (6].

THEOREME 12 (I. Cnop). Soit £ un domaine d!holomorphie dans Cn. I1 existe

3 7 . . n 7z . . . . .
des fonctions U, u u définies dans € X vérifiant les conditions suivantes :

]’ 05 g

i) Pour tout se€" les fonctions ui(s,) sont holomorphes dans , 0O<i<n.

ii) Pourtout (s,2)e€"xQ ona

n

2 (s )uls, 0)+ Sglshu(s,8) =1

i=1

ol s=(s;,...5), L=(C,, ...0) et So(s)=int((1+]s 1372 (s, @)).

n >’

iii) Il existe un entier N et une constante M > 0 tels que

6N

Q(C}!ui(s,C)ISM pour 0<i<n et (s,t)e €™ xQ.

On en déduit le corollaire suivant voir [7] ou [25].

COROLLAIRE 13. Soit { un domaine d'holomorphie dans €™, 1l existe une

N

5@ 1Hz) | < oo

fonction f holomorphe dans §i etunentier N telsque sup b
A

et la fonction £ n'est bornée au voisinage d'aucun point du bord de .

Remarquons, en reprenant les calculs de I. Cnop, que lorsque § est borné, on trouve
N =3m+4. L'entier N qui intervient dans le corollaire est le méme que celui du
théoréeme.

L'étude faite ici se rapporte au cas o N =0, ce qui signifie que le domaine est
de type H”.

Du corollaire précédent, on déduit la propositioh suivante [25].
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PROPQOSITION 14, Soit V une fonction plurisousharmonique dans un domaine

d'holomorphie £, contenu dans ¢”. on suppose que V(z)= -log % Q(z) et que

exp(-V) est lipschitzienne de rapport 1. Alors V € $(Q).. En particulier, la

fonction -log Sﬂ(z) appartient &  $(Q).
Nous allons appliquer les résultats précédents a 1'étude des domainesy de type H.

THEOREME 15, Soit 2 un domaine contenu dans Cn. §_{ V est une fonction

p. s. h. dans § et bornée inférieurement, on pose

M(Q,V) = {(z,w) c ¢! , Z€Q, weg, |wi< exp(—v(z))}.

Alors
a) Toute fonction de H  (M(Q,V)) se prolonge en une fonction de Hco(M(Q,ij)).

b) Si @ est de type H” ousi V tend vers l'infini au bord de § 1Tassertion,

Q detype HY, équivautd VERQ).

Démonstration. a) Soit £ € H (M(§,V)). Considérons le développement de £ en

série de Hartogs :
(1) t(z,w) = 3 a (2w’
- v=20

Notons R({z) le rayon de convergence de Hartogs de cette série, [19]. On a

log |h. |
-log R(z) = (Tim Ogv Lj(z).
v

De plus, on sait que R(z)= exp(-v(z)).

m f(z,rexp(—v(z))ele id8
1o ’

Or, pour tout r<1, ona hv(z)—_-zlﬁj 5
o 1 exp(~-vVv(z)e

D'oli, si on suppose Hf“oo <1, lhv(z) < r Yexp(vv(z)).

Par suite, en faisant tendre r vers 1, lhv(z){ < exp(vVv(z)) et

log fhv | log lhv I :

> < V. On en déduit que — = V', par définition de “\/’1 .
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Donc la série (1) converge uniformément sur tout compact de M(Q,V]) ; le ’résultat
en découle.

b) Si M(Q,\ﬂ) est de type H™ on doit avoir d'aprés a) : M(Q,V) = M(Q,\ﬂ).
Par suite V = V1 .

Réciproquement, supposons que £ est de type H et que V E€¢(Q). Montroné
qu'alors M(Q,V) estdetype H .

Soit (‘ZO’Wo) un point du bord de M(f2,V) telque =z OGOQ. L'ouvert £ étant
de type H, on peut trouver fE€H(M(Q,V)) indépendante de w et singulidre en

*x
(z_,w ). Puisque VEPQ), on peut écrire V = (sup s loglt, 1), v, étant une
ol o KEN Uk k k

suite croissante d'entiers et f_ € H({).

k

Remarquons qu'on peut faire crofitre la suite vk arbitrairement vite car

1 1 2
—log |f | = s— log |f
Vi k 2vk k

*

.

On peut également supposer que Iim -;/L log Ifk | = sup -g—log Ei

k Yk k Yk K

Soit 7 =1z/ V(z) > sup z%—-log Ifk | } On sait que 7 est un ensemble négligeable.
k k

Pour montrer que M(Q,V) est de type H” il nous suffit de construire une fonction

de H®(M(Q,V)) singulidre en tout point (z.,w 1) appartenant a la frontiere de

1

M(02,V) ettelque z 1€§'2\?7 . On obtient ainsi un ensemble dense dans la partie de la
frontiere de M(,V) qui se projette sur Q.

Soit (X k) une suite de nombres strictement positifs telle que Ak tend vers O

1%
quand k tend vers 1'infini et J ) (1- ) K< w. Onvérifie que geH™M(Q,V)).
K

v
Posons g(z,w):Z(l-—kk) l{fk(z) wK.
k

Notons R(z) le rayon de convergence de Hartogs pour g, ona
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* @‘"f %
. S log lfk h {%& 2
- log R(z) = (Tim log(1-X, ) + ,....;...___D = V(z). N
k k 2

c&\(’.
HaTiy

&£ w
2 3108

Mais pour z € Q\7n fixé, le rayon de convergence de la série considérée est égal a

V(z). 11 en résulte que pour tout =z € Q\n il existe un point (z1 ,W]) avec

1
| w 1 | = exp(-\/(z])) oli g est singulidre. En considérant les fonctions
gg (z,w) = g(z,eiew) on voit qu'on peut construire une fonction holomorphe bornée
singulidre en (zi,w}) si z,€Q\n et §W1 | = exp(»—\/(zﬁ).

Supposons i présent que © n'est pas de type H® mais que V tend vers
1'infini au bord de . Alors 1'ensemble des points (z,w) appartenant a la frontiere
de M(Q,V) ettels qﬁe zEQ\ N est dense dans la frontieére de M(Q,V).

Or, d'apres la construction précédents, pour chaque point du type considéré on sait

construire une fonction bornée singuliere en ce point. Ceci acheve la démonstration,

2
COROLLAIRE 16, Soit £ un domaine de type H® dans €" tel que =0.

Posons M(DY, V)= {(z ,u)/zepd, vee, |ul< exp(—\/(z))} oli V est une fonc-

tion p. s. h. dans Dq, bornée inférieurement.

Soit @& une application holomorphe ouverte de M(Dq,\ﬂ) dans €.

si oML, V))c @ alors a(M(DI,v!))c q.

Démonstration, D'apres la proposition 7 le domaine @“T(Q) est de type H”. Péz‘
hypothése, il contient M(DY,V). Le théoréme précédent affirme que le plus petit
4 . o q q 1 -1 q 1
omaine de type H  contenant M(D?,V) est M(D",V'). Donc & (Q)>MD,V").

11 serait intéressant de savoir si cette propriété caractérise les domaines de type
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Donnons une autre condition nécessaire pour qu'un domaine £ soit de type H”,
Notons 9 Q(z,z') la distance de z€Q au complémentaire de § suivant la direc-

tion z'ec", i.e. 5Q(z,z')={supr,r‘>0 tel que z+rz'DcQ} Q17].

PROPOSITION 17. Si & est de type H” 1a fonction ~-log S Q(Z’Z,) appartient

a Paxch).

Démonstration. On reprend 1'idée de [17] p. 63.
Soit FEH™(Q) singulidre en tout point du bord de . Posons
G = {(z,z' ,W)/zeQ, z'ec”, wee, |wi< 69(2,2')}.
Définissons la fonction G(z,z',w)=F(z+wz'), G est holomorphe et bornée dans ﬁ,

de plus on a

q
Glz,2',w) = 72 gy 2= (z,2',0) wl,

q=0 wq

[od

Si 6](2,2') désigne le rayon de convergence de cette série on a

e 1 29 x
[-log 61(2,2‘)] =<11m alog{a-T Q_-a(z,z',O)D = -log §(z,z'),
W ‘

car F est singuliere en tout point du bord de . Or HFH < 1 donc

29
(z,

|1 z,z',0) 's 6_q(z,z') et on peut remplacer Tim par un sup ; ce qui démontre
Iq! l :

la proposition.

J'ignore si la condition donnée ici est suffisante pour qu'un domaine soit de type

18. CONSTRUCTION D'UN DOMAINE Q1 DANS CB, DE TYPE Hoo, TEL QUE

Q1 N'EST PAS DENSE DANS LE SPECTRE DE HOO(Q1).

M(D,VO) étant le domaine construit au paragraphe 1, posons

0, = {(zw)/z = (z,,2,)eMD,V ) et ul< SM(D,VO)(Z)}'
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On a vu, proposition 14, que la fonction -log § ) appartient a W(M(D,VO))

M(D, V|

puisque M(D,Vo) est un domaine d'holomorphie. Or la fonction -log SM(D V)
, 770
tend vers 1'infini quand z tend vers le bord de M(D,VO). Par suite, d'aprés le

théoreme 15, . est de type HZ,

1
O
On vérifie facilement que 'ﬁ} =Q

i
Soit fEHT(Q ). Larestrictionde £ a M(D,V_) appartient & H‘”(M(D,vo)).
Donc, d'aprés 1'étude faite au paragraphe 1, elle se prolonge en une fonction de Hm(DZ) .
par suite les points de sz {0}\(1\7{'57?;’% {O}) donnent lieu & des homomorphismes de
Hm(ﬂi) et ils n'appartiennent pas a 1'adhérence de Q} dans le spectre de Hw{QQ,
Pour ce domaine Q’T’ les restrictions des fonctions a la sous-variété {u = O}
se prolongent. Nous avons ainsi un exemple de dqmaine de type H” qui est H” con-

vexe et qui n'est‘pas complet pour la métrique de Carathdodory, cf. [15] et la deuxiéme

partie de cet article,

5. Autres algebres de fonctions analytiques.

Soient £ un domaine d'holomorphie borné dans € et B une algébre de fonc-
tions holomorphes bornées dans . On se pose le probléme de 1'existence d'une fonction
de B dont & soit le domaine d'holomorphie.

Nous nous limiterons ici au cas ot B est 1'algébre des fonctions continues dans
£ et holomorphe dans &% Nous munironé cette algébre de la norme uniforme et on la

notera A(Q).

Construction d'un domaine § de type 1" tel que toute fonction de A('ﬁ) se
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prolonge analytiquement 3 un ouvert sirictement plus grand.

Soit (bp) une suite dense sur le cercle unité dans €. On définit la fonction ¢

z-D
dans D par ¢(z)= Z: Aplog } 3 P } , (Ap) étant une suite sommable de nombres
p

strictement positifs. La fonction ¢ est harmonique dans D et elle est seusharmoni;:;ue
dans un voisinage de D.
Posons @(z) = exp(y(z)) et soit
Q= {(z',w) lzeD, weeg, |wl< exp(«@(z))}.
Puisque ¢ estvhapmonique dans D, la fondion ® € (D). D'apres le théoreme 15
le domaine §  est donc de type 1 ; de plus é = {2,
Pourtant toute fonction de A({I) se prolonge en une fonction de A(f)z). La méthode

est semblable a celle du paragraphe 1.

Si t€A) ona f(z,w)=)  h

(zw¥ avec h €A(D). Eneffet, & contient
v=0 v

%
1'ouvert {(z ,W)lzeD, |w|< exp(—?)}, ce qui permet de montrer que - hveA('ﬁ) en

utilisant la formule de Cauchy :

h’ (z):-—?—-f de.

v 2im leeﬂ W v+1i
On voit facilement que lorsque |ff|l< 1, alors Ihu(z)lg (va®(z)) dans D. D'ou
1'on déduit par passage a la limite, puisque exp(v®) est s.c . s., que
lhu(bp) |< exp(v@(bp)) =1. Ilen résuite que lhv |< 1 partout dans ‘D. Donc Ia
série définissant f converge uniformément sur tout compact Vde DxD. Or § cor;tient
S1 x D. En considérant la restrictionde f A 51 X S1 et en utilisant le fait que - £

se prolonge analytiquement a D xD on voit que les coefficients de Fourier f(k) pour

k¢ (Z+)2 sont nuls, et en résulte que f€A(52).
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Nous allons énoncer un théoréme de prolongement qui rend compte du phénomene

précédent,

THEOREME 19. Soit M(D,S) = (Gx{0})U (s'x B)c € etsoit K wun voisinage

dans D° de M(f'),S})., Alors toute fonction continue sur K holomorphe dans K

se prolonge en une fonction de A(ﬁz).

La démonstration est claire d'apreés i*exemple p}f*écédént.

Avant de terminer cette partie donnons un exemple d'un domaine A | tel que, pour
tout entier k, il existe une fonction appartenant & A(A) N ﬁk(Z'} singuliére en tout
point du bord de A et pourtant toute fonction de  A(A) ﬂ"c?m(.ﬂ) se prolonge a un
domaine strictement plus grand.

Posons A = «{(z,w)/(z,w)Qéiz, lzl< |zl< |wl< 1}. Soit £ e€€(A)NA(R). Ona

fz,w)=>" hv(z)wv avec h , holomorphe dans D\ (0) et ]hv(z) lsclz|™Y. or

v=0
T o't o, =
hv(z) = =1 --»-—D(Z,O) est une fonction bornée puisque f€¢ (A). Donc ihv(z) l<cC
)

hi

et hzx est holomorphe dans D, d'oule prolongementde f a D2 7z§ A,

Soit kEN. Pour prouver 1'existence d'une fonction de Ak(ZS_.)f A(A) ﬂﬁk(ﬁ) ,
singulidre en tout point du bord de A, nous allons munir 1 algébr‘e Ak(E) de la norme
de Ia convergence uniforme des fonctions ainsi que de leurs dérivées jusqu'a l'ordre k,
et prouver que le spectre de cette algébre de Banach se projette sur A par 1'applica-
tion 7 qui a un homomorphisme ¥ associe w(x)=(x(z),x(w)).

Or on vérifie que pour tout homomorphisme ¥ de Ak(ZS) on a

Ix(E) < sup _ If(z,w)].
(z,w)ch
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Pour tout entier n, posons gp(z,w) = ka—?w—n. On vérifie que gneAk(Z&)
la norme uniforme de g, est égalea 1. Il en résulte que !x(gn) [< 1. Donc pour

. kﬂ+1 11 S e . r'a
tout n, |Ix(z)] < Ix(w)]", d'oul'on déduit que [x(z)I< Ix(w)|. 11 en résulte
que 7 est une application surjective de SpAk(,Z\') dans A. Or, al'aide du théoréme
de Baire, on voit que si toutes les fonctions de AK(E) se prolongent au voisinage d'un
point (ZO,WO) € »4, il existerait un voisinage fixe de ce point auquel elles se prolon-

geraient, ce voisinage serait contenu dans le spectre. D'ou la contradiction.
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II. ESPACES COMPLETS POUR LA METRIQUE DE CARATHEODORY.

Dans cette partie  nous étudions une classe importante de domaines de type H”:
ceux qui sont complets pour la métrique de Carathéodory.

Rappelons la définition de cette distance.

Soit M une variété analytique complexe, on note cM(p,q) = sup p f(p),#q)],

lell<1

ot teH (M) et p désigne la métrique hyperbolique sur le disque unité [15]; ¢y est
la pseudo-distance de Carathéodory sur M, c'est une distance si les fonctions de HOO(M)
séparent les points de M.

Nous replagons cette notion,dans un cadre plus général : celui des distances sur le
spectre d'une algebre uniforme.

Soit A une algebre uniforme, i. e. une algébre de Banach sur C telle que pour
tout f€EA ona Hf”2 = Hf2H . On sait qu'une telle algebre, lorsqu'elle est semi-simple,

se représente comme une algébre de fonctions continues sur son spectre.

Etant donnés deux éléments p,q du spectre de A, on pose :

¥ (p,q) = Fup 1£p) - £@)] 5 o*(p,q)= sup 1Ep)] ; Pp,q)= sup pli(p),i(q))
litl1<1 e[l 1 [l k< 1
£(q)=0

ol p désigne la distance hyperbolique sur le disque unité.

La proposition suivante montre comment ces trois distances sont reliées. Cette propo-
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sition est implicitement utilisée dans [5] pour montrer que la relation yA(p,q) <2
est une relation d'équivalence sur le spectre de A ; nous reprenons la démonstration

donnée dans [1] par Arenson.

PROPOSITION 1. Soit A une algébre uniforme sur €, {p,q) -<étant un couple de

points du spectre de A, ona:

1= Vi-(alp,q))?

op,q)

y(p,q)
(y(p,q))f

(IR VALLE 2

¥(p,q) = 2. alp,q) =

_ 1 T+ OC(Q,Q)
| clp,q) = 5 log Toop,q)

Démonstration [1]. Soit s la fonction définie comme suit sur 1'intervalle [0,1]:
s(0)=0 , s(t)= sup{!go(o) -o{r)l/ 0eGD), 0 < 7< t}, oli G(D) désigne le groupe
des automorphismes du disque unité.

Notons W, = {(t(p), 2a))/ [l < 1} et w,={(0(0), o(r)) ; 0 €GID), 7 < alp,)}

Nous allons montrer que W, =W,, ce qui impliquera que : v{p,q) = sladp,q)).

Soit (w,w')EW, . Il existe f€A, lfll< 1 telleque f(p)=w et £(q)=w'.

Soit ¢ € G(D) vérifiant ¥(w)=0, ¢(w')= 0. Posons g=¢ of, ona: glp)=0,

T=g(q)=0 et llell < 1, donc 0<glq)< ofp,q). On voit alors que pour ¢ = 40_1,

o0)=w et o(r)=w', par suite W1 - W2'
Réciproquement, si  (w,w') = (¢(0),0(r)) avec ¢ € G(D) et 7<afp,q), il
existe g€A llgll=s1 glp)=0 glq)=7; sionprend f=¢pog ona:

=W,.

f(p)=w, f(q)=w', d'olon déduit que W} 5

11 suffit a présent de calculer la fonction s, c¢e qui est facile puisque on connaft
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1'expression des automorphismes analytiques de D, On trouve : ;S(t) =2 T R

d'ou l'expression de ¥ enfonctionde «, les autres expressidns s'en déduisent.

Remarquons que ¥y est la distance induite par la norme du dual de A  sur le
spectre de A. Les relations précédentes montrent que o et ¢ sont aussi des distan-
ces sur le spectre de A. De plus, on voit que 'y(’p,q} <2 ‘équivaut a c(p,q)< =,
Par suite 1'inégalité trinagulaire pour ¢ montre que la relation ¥(p,q) < 2 estune
relation d'équivalence sur le specire de A. Les classes d'équivalence sont appeldes
parts de Gleason.

Dans la suite A ~ sera une sous-algebre fer*mée de HOO(X), 1'algebre des fonctions
holomorphes bornées sur un espace analytique X, munie HOO(X) de la norme uniforme.
Lorsque A sépare les points de X, lesfonctions ¢, ¥ , « induisent des distances

A

< . A A P !
sur X, que nous noterons : CX , )/X » O On ecrira CX, yX, Oy lorsque

oo 7 ) . a .
A =H (X) ou lorsque aucune confusion ne sera a craindre,

PROPOSITION 2. Soit A une sous-algebre de HOO(X) et peX., Lafonction

O(Q(D, } est continue sur X,

- Démonstration. Soit oé(p,z): sup |f(z)|. Lorsque X estun ouvert de Gin,
f(p)=0

el

les inégalités de Harnack et le fait qu'on prend la borne supérieure d'une famille uniformé-
ment bornée montrent que ocx(p, ) est localement lipschitzienne et par suite continue.

On voit de méme que ch(p, ) est continue lorsque X est une variété analytique,
puisque localement on se ramene a un ouvert de ch.

Dans le cas d'un ensemble analytique, nous allons montrer d'abord la continuité
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de oci(p, ) aupoint p. D'apres Hironaka-Rossi [12] . 1l existe un voisinage U de
| p dans X, etune variété analytique complexe M ainsi qu'une application ¢ propre
et surjective de M sur U, Supposons que h(z)= orx(p,z) soit discontinue en p ;
il existe alors un &> 0 et une suite P, de points de U convergeant vers p
telle que h(pn) > ¢ ; ¢ &tant surjective et propre il existe une suite (gn)new’

SneM, vérifiant @(gn): p, et Bn convergeant vers peEM avec o(P)=p. Ona:

o (P,p,) = oy (@) , ©(5 ))<= a,(5 , B). Oronavuque Lim ocM(S , B,)=0 puisque
00
M est une variété analytique et que Sn converge vers S , d'olil'on déduit la continuité
de cxx(p, ) aupoint p; oy étant une pseudo-distance, il en résulte que aX(p, )
est continue partout,
Ce dernier raisonnement, utilisant la résolution des singularités de [12] est semblable
a celui utilisé par Barth [2] pour montrer la continuité de la distance de Kobayashi.

DEFINITION 3. [15]. On dit que 1'espace analytique X est P

X complet si toute ;

est une distancg .

>

boule fermée pour c§ est compacte dans X etsi ¢

La proposition 1 montre qu'il est équivalent de dire que toute boule, pour y% , de
rayon' strictement inférieur & 2 est relativement compacte, ou que, p étani fixé, la
fonction a/;((p,z) tend vers 1'infini lorsque 2z ftend vers 1'infini, au sens du compactifié

d'Alexandroff de X.

COROLLAIRE 4, Si X est CQ complet, alors la distance CA

% induit la topologie

de X.

Démonstration, On a vu que toute boule ouverte pour c?( est ouverte dans X
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puisque cx?((p,) est continue, Soit p€X et U unvoisinagede p dans X ;

i complet, ona lim c’;(p,q)-—w,
geEX\U g0

donc le minimum est atteint et €>0 car A sépare les points ; d'ol il résulte que

posons £ = min cg(p,q). Llespace X étant CA

la boule de centre p et de rayon €/ 2 est contenue dans U,

Remarque 5. Si A est une sous-algebre de HOC(X) CQ n'induit pas en général

une suite d'interpolation pour

la topologie de X. En voici un exemple., Soit (an) =0

o ,
H (D) telle que a,=0 et a >0 pour n>0. Posons X =D\ {(an)r12 1} et
soit A larestrictiond X des fonctions de HT (D), constantes sur la suite (an) 0"

On vérifie, en utilisant le fait que est une suite d'interpolation, que les fonctions

(an)nz()
de A séparent les points de X,

Si on choisit convenablement une suite (r‘n) de nombres strictement positifs, tendant
vers 0, on voit que la suite (arl + r‘n) converge vers 0 pour la distance CQ. il
suffit en effet d'appliquer le lemme de Schwartz : si g€A vérifie g(0)=0 et ”g” <1,

-1 . ' _

alors lg(an + r‘n) |< r‘n(l-—an) puisque g(an) =0.

11 serait intéressant de savoir si, lorsque A = HOO(X) sépare les points de X,

X

la distance c induit 1a topologie de X,

Ona toutefois le résultat suivant :

PROPOSITION 6. Si X est un ouvert relativement compact d'un espace de Stein

M, alors Cy induit la topologie de X,

Démonstration. Soit H(M) 1'algébre de Fréchet des fonctions holomorphes sur M,

munie de la topologie de la convergence compacte. L'espace M est isomorphe au spectre
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de H(M) muni de sa topologie faible puisque M est de Stein K 1] . Donc 1a topologie de
X est la moins fine rendant continues les restrictions @ X des fonctions de  H(M) ;'
or H(M)I|X estinclus dans H™(X) et la distance ¢y rend continues les fonctions

de HT(X). Par suite la topologie induite par c. est plus fine que celle de X, en

X
utilisant la pi*oposition 2 on voit qu'elles coincident.

Nous verrons plus loin que la proposition précédente reste vraie lorsque X estun

ouvert de € tel'que H™(X) sépare les points de X.

DEFINITION 7. J% étant une famille de fonctions holomorphes sur un espace analytique

X, nous dirons que X est d% convexe si, pour tout compact K < X, 1'ensemble :

A

Kﬁ; {z/zeX ff(z)ls)s(é{?< £(x) 1, fGJ%}

est compact.

PROPOSITION 8. Si X est un espace analytique CA

% complet, alors X est

A-~convexe ; en particulier X est un espace de Stein,

Démonstr‘ation. Soit K un compact de X. Fixons p€EX. La fonction oélz(p y )
étant continue, atteint son maximum r sur K ; donc K est conteny dans la boule B,
de centre p etderayon r, pour ladistance «.

Or,

I%A = {Z/ lt(z)| < sup [£(x) 1, f€A} c {Z/|f(z)|5 r, llls1, tp)=o0 feA} = B,
xEB

et par hypothese B est compact, donc K AC B A= B est compact,
En particulier H(X) sépare les points de X et X est H(X)-convexe ; on mon-
tre alors que H(X) contient des coordonnées locales [1 1] et par suite X est un espace

de Stein.
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REMARQUE 9. Si X est Cy complet, et que pour tout point x€X HOO(X.)

- 4 I m
contient des coordonnées locales en x, alors X est H (X)-convexe dans le spectre

de H7(X). Eneffet, soit XESpH™(X) avec |x(f)] stIIK, K étant un compact de

X. D'aprés la proposition 8, on peut supposer que K=K _. Le théoréme d'Oka [11]
H

permet d'affirmer qu'on peut approcher toute fonction holomorphe sur X par des fonctions

de Hw(X) , et cela uniformément sur K. Ceci permet de prolonger ¥ en un homomor-

phisme de H(X). Comme X estun espace de Stein (proposition 8), x est 1'évaluation

n

enun point de K_ =X, d'olle résultat.

—nra

COROLLAIRE 10, Soit £ un domaine étalé sur Cn, si £ est cg complet,

alors il existe une foniction f€A dont © soit le domaine d'holomorphie.

Démonstration. Remarquons d'abord qu'un espace X, cg\ complet, est complet
au sens de Cauchy pour la distance C’;. Considérons 1'enveloppe d'holomorphie E(Q,A)
de & pour A, cf. [19] page 90 ; puisque A sépare les pointsde £, Q s'injec~
te dans E(§,A), identifions-le & son image. Soit ¢ un point dubord de & dans
E(Q,A), les fonctionsde A se prolongent au voisinage de €. Pour toute suite (zn)
de points de & convergeant vers {, le théoréme de Montel permet d'affirmer que (Zn)
converge vers ¢ pour la topologie induite par 'yA sur le spectre de A. Par suite
2 ne serait pas fermé dans le spectre de A muni de la distance yA, ce qui contredi-

rait 1'hypothese § est CSA2 complet.

PROPOSITION 11. Soient (X,A) et (Y,B) deux espaces analytiques respective-

ment CQ et Cs complets, et soit @ une application analytique @ : X »Y telle que
-1 A

=@ (Y) est Cy ~complet, A, désignant1'algdbre
| —

Bo®c A. Alorsl'espace X
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restrictionde A _.f:l_ X

1°

Démonstration. c%(@(p) , ®(q)) = | ]smlp p(E(@(p)), £(@(a))) kS cﬁ(p,q), puisque
fll<1

Il est clair que cA

X(p, ) est une fonction qui prolonge

Bod®dcA. Soit pEX

A
CX}(p,. ), par suite, il nous suffit de prouver que BT(p,r) = B(p,r) N X, est compact.
1

19

Soit (Zn) € B1(p,x‘). La premiére indgalité montre que la suite @(zn) “appartient a la
boule de centre &{p) et de rayon 1 contenue dans Y. L'hypothése de complétion

des espaces (X,A) et (Y,B) montre qu'il existe une sous-suite (Zrl ) extraite de
' i

(zn) qui converge vers z_ € X et telle que @(zn ) converge vers L, EY. Tlest
i

clair alors que f,b(zo) =€ et que par suite z € X Le résultat s'en déduit.

0 1°

En particulier, si X et Y sont respectivement Cy et Cy conplets, pour

toute application holomorphe & :X »Y, l'espace X, = <I>“1(Y) est ¢,  complet.
1
Remarquons que, pour deux algébres A et A, telles que AcA,cH(X), si
A?
X1
de trouver une sous-algebre A de HOO(X ), aussi petite que possible, qui en fasse un

1

X est cA complet, ilest ¢ complet, D'ol 1'intérét, étant donné un espace X,

X

espace cfg complet. Nous allons donner quelques exemples.

12. EXEMPLES D'ESPACES ANALYTIQUES X, Cx COMPLETS.

a) Soit £ un domaine strictement pseudo-convexe, a frontidre de classe ‘62,
dans une variété de Stein M., Si H désigne 1'algebre des fonctions holomorphes au

voisinage de & alors  est CH complet. En effet, { admet une base de voisinages

(9
d'holomorphie, et d'aprés Rossi [22] th. 5.6, tout point du bord de & est pic pour une

fonction de H. Par suite, p étant fixé dans Q, cxg(p,z) tend vers 1 lorsque z

tend vers le bord de .
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b) Un domaine de Siegel S de type II est rcA

S complet, A désignant ici 1'algébre

des f’oncfions holomorphes dans S ~coritinues dans (S ) et bornées.

Rappelons qu'un domaine de Siegel S de type II est défini de la manidre suivante
[20]: s-= {(z,u)eﬁinx c™ , Imz - F(u,u) € V} oli V estun cdne convexe saillant
dans R" et F uneforme V-hermitienne. Pour les proprié{és des domaines de Siegel,
on renvoie é’ [20] et [14].

Oy

Soit (zo,u‘o) un point du bord de S, onaalors Im z° - F,u°) € oV, L'en~
semble V étant convexe, il existe une forme lindaire strictement positive sur (\)/ et
prenant la valeur 0 aupoint Im z° - F@u®,u®). Soit (“k)} <k<n € R qui définit
cette forme linéaire.Posons h(z,u) = exp {:i(g; o zk):} . Lafonction h appartient &

A, elle est de module inférieura 1 sur S car F,u)€V et V eSf: convexe, .
Soit @ un automorphisme de " x Gim, dont la restrictiona S est un automorphisme
de S qui vérifie : @(zo,uo) = (i(z°- Fu®,u®)),0). Lafonction ho & appartient & A,
de plus | (ho®)(z°,u°)]| = 1 et lho@| <1 sur S. TIlen résulte que pour toute |

P , up) de points de S, convergeant vers (z° , uo),‘ o{é(p’ , (zP ,up N

suite de (z
tend vers 1, p étant un point fixe dans S. Supposons, a présent, que la suite
(z° , uP) € s tend vers 1'infini. Nous allons montrer que oc‘g(p , (2P,uP)) tend vers 1.

On se limitera au cas ot V < (R+)n, ce qui ne limite pas la généralité. Si 1'une des

suites de coordonnées (zg)p tend vers 1'infini, on voit que la fonction fk’ définie par

Z

fk(z,u) = 7% appartient 8 A et que son module tend vers 1 sur la suite (zp)p.
B ,
Sipourtout k, 1<k<n, lz{'; <M indépendamment de pEN, on considere

alors les automorphismes & D tels que @p(zp ,uP) = i(Im 2P - F(up,up),o) =i(y",0).

L'une des suites (yﬁ )p tend vers 1'infini quand p tend vers 1'infini ; posons alors



38.

Zz

k
fk(z,u)= ——, ona sup |f (@p(z

: ))|= 1. En choisissant convenablement & , on a
+i’ p p
k p

u
p’p
fp 0 @p € A. Ces remarques monirent que ocA(p . (Z°,uP))  tend vers 1, lorsque
S

(zP,uP) tend vers 1'infini.

Ajoutons qu'une démonstration semblable permet de voir que tout domaine §

n . n A

convexe dans € et difféerentde € est Cq comrlet.

c) Tout domaine § de c” qui est homogéne borné est CQ complet.

En effet, on sait d'aprés le théoréme de Piatetsky-Shapiro, [14] [20], que pour
tout domaine homogene borné de (En, il existe un domaine de Siegel S de type II,

et une application biholomorphe & : Q »S. En remarquant que (XQ(D,Q) = ocs(@(p),<1>(q))

on voit d'apreés 1'exemple b) que Q  est ) complet.

d) Soit & un domaine borné de € tel que Q= {ZESZ'/ |fi(z)i< 1, iGI} ol
Q' est un ouvert contenant et fi sont des fonctions holomorphes dans &', le
domaine & est alors c}é complet., On dit que & est un polyedre généralisé. La
démonstration est faite dans [ 5]. Avant de donner quelques applications nous allons

dresser une liste de contre~-exemples qui éclairent la notion d'espace ¢ complet,

X

13, QUELQUES CONTRE-EXEMPLES.

i) II ne suffit pas qu'un domaine § soit H” -convexe pour 8tre <o complet Cauchy

Soit & = M(D,VO) le domaine introduit au paragraphe I, c'est un domaine de Runge \
borné dans @2, il est donc H™ convexe ; par contre il n'est pas égal a son enveloppe
d'holomorphie bornée E_(H(D,V)).

D'apres le corollaire 10, il n'est pas Cq complet, méme au sens de Cauchy.

Ceci répond négativement & une question de S. Kobayashi [15] p. 56.
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ii) Si (Qn)néll\l est une suite de domaines, Qn dtant ch complet, alors Ie
P

domaine § = ﬂQn n'est pas toujours Cq complet.
n

Prenons pour Qn le disque unité dont on a enlevé n disques 2 & 2 disjoints

de centre cp >0 et de rayon rp, 1< p=<n. Zalcman a montré [28 ] que pour le

A '
Qn ainsi obtenu, la fibre my du spectre de  H () n'est pas pic si

)

domaine § =

[e0]
la série Z:,

n est pas  Cq

converge. On verra dans la proposition 14 que dans ces conditions &

ﬂg_:f

complet. I1 est clair pourtant que chaque Qn est <o complet.
n
iii) Le fait d'é&tre complet n'implique pas que le bord du domaine soit régulier,
Donnons un exemple d'un domaine § borné dans Cn, Co complet, telque & ne
possede pas une ba‘se de voisinages qui solent des domaines d'holomorphie.
Soit (ap)p cny  une suite dense sur le cercle unité. On définit dans D une fonction

¢ en posant : Z: A log =5 l , )\p étant une suite sommable de nombres

strictement positifs. Notons V=-exp(p) et & le domaine de c? défini par*

Q= {(z,w)/(z,w)ecz , Izl <1, lwl< exp(-«v(z))}.
La fonction ¢ étant harmonique dans D, il existe une fonctionr u holomorphe
dané D telleque ¢ =Reu. Posons g=explu). Onaalors: |gl|l=explo)<i.
Soit (zo,wo) € of2. Si fzolz 1, o0, (z,w)) converge vers 1 lorsque
(z,w) tend vers (zo,wo). Si lzo <1, alors !wo lexp(lgl(z )) 1. Or
l'w | exp( Ig]):iug {fk,k |, ol fk,A(Z’W)z Aw Yy gS , avec fk’A(O):::O et
’ : g<k

I, Il<1. Il enrésulte que &0, (z,w)) converge vers 1 lorsque (z,w) tend
Kk, Q

£

vers (zo, WO) .

Le choix de la suite (ap)p€N permet de vérifier que § n'admet pas une base

de voisinages qui soient des domaines d'holomorphie.
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Nous allons étudier plus précisément le cas ot & est un domaine de €, non
nécessairement borné. Nous nous limiterons 2 la situation ot A = H ().

11 est bien connu que H® (&) contient des fonctions non constantes si et seulement
si y(C\Q)>0, ou 7y désigne la capacité analytique.

En reprenant une idée de J. Wermer pour 1'algédbre A(Q ), on voit que lorsque
HOO(Q) contient une fonction non constante alors les fonctions holomorphes bornées
dans § séparent les points de . En effet, si f_ appartenant a4 HY(Q) estnon
constante, il existe deux points a et b dans § tels que fo(a) £ fo(b). Définis-
sons @

£(2) = (,(2) - 1 @)z-a)"| , £,@)=1)@) , f(=)=0 ;

By(2) = (,(2) - 1, O)z-b)" , 5,()=£1(6) , () =0,
On vérifie que f

s , I

1

, appartiennent 4 H(Q), et que les fonctions fo st

1772

séparent les points de . Lorsque le domaine  est borné, le spectre de HOO(Q)
se projette sur i, en faisant correspondre & x € SpH () 1le point x(z). Si Q
est non borné le spectre de HOO(Q) se projette également sur . En effet, pour tout
x € SpH (§1), ilexiste un point € €8 tel que x(E)=£2) si FE€H(Q) et f est
holomorphe au voisinage de €. On notera m,c 1'ensemble des homomor phismes qui
se projettent ainsien (.,

On dira que la fibre mC est un ensemble pic, s'il existe f€ H(Q) telle

que flmc= 1 et [fl<1 sur SpHoo(Q)\'m,C, f désigne la transformée de Gelfand

de f£.

Ces préliminaires acquis, nous pouvons annoncer la proposition suivante.
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PROPOSITION 14, Soit £ unouvertde € telque ¥(C\Q)>0. Les

assertions suivantes sont équivalentes :

i) Q0 est cp complet Cauchy,

ii) Pour tout X € dQ 1la fibre m’A est pic

iii) Dans le spectre de HOO(Q) la part de Gleason contenant & est égal é} Q.

iv) 0 est c, complet,

V) Si (zn)n converge vers (€&, ilexiste fCH () avec £0)=0,

llell, =1 et sup Itz )I=1.
n

On suppose 0€R.

vi) Soit 0<a< 1, Pourtout A€ dQ, notons E_ = z/an+1 < Jz-x |
b

n
< a }, alors

-n
> . a Y(E, Q)=+

n
Pour montrer ces équivalences, nous utilisons essentiellement le théoréme suivant

dfi 3 Gamelin-Garnett [10].

THEOREME 15, Si m)\ n'est pas pic, il existe un homomorphisme (p)\e TYZ,A

tel que : pour tout €>0, si P= {zeﬂ/cn(goA ,Z) < e}, alors

m(P NAR,5))
GBS = 1 _9_?}_ m désigne la mesure de Lebesgue dans € et AX, D)

lim
950

le disque de centre X et derayon 9.

Démonstration de la proposition 14,
i) =2ii). Soit (sn) une suite de nombres strictement positifs tendant vers zéro.

D'apres le théoréme 15, si ml n'est pas pic, il existe z, €PN A(X ,n_1).
n
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Donc la suite zZ converge vers gox pour la topologie forte sur le spectre de

HY(Q). L'espace § étant complet au sens de Cauchy, pour la distance ¢ il est

O
fermé dans le spectire muni de la topologie forte. Or o ,\¢ &, d'ou la contradiction.
ii) =iii). Nous allons montrer que pour tout ¥ € SpH™ (€), différent de
1'évaluation en un point de &, of0,x)=1, ce qui wmpliquera que P =§, ou P
désigne lapart de Gleason contenant . Ilexiste X € {§ tel que Xx€ mA . Puisque
X n'est pas 1'évaluation en un point de & il en résulte que A€ 2. Par suite,
d'apres ii), MM, estpic, i. e. il existe f€H™(Q) véritiant #0)=0, |ltll=<1

et fl1Tu>\:1' Donc  of0,x) = 1.

iii) =iv). On va montrer que P, la part de Gleason contenant &, est toujours
complete, i. e. que toute boule de rayon r < 2, pour la distance induite par la norme
du dual, est compacte pour la topologie de Gelfand. Nous verrons plus loin que cette
topologie coihcide sur § avec celle de Q.

Considérons 1'ensemble {x | Hx—xo” =r< 2}, il est faiblement compact et

d'apres le théoreme de Hahn-Banach il est faiblement fermé. D'ou il résulte que lorsque

Q=P, & est e, complet.

iv) »i). C'est évident, car la topologie induite par Co est celle de & d'apres

le lemme 16.

ii) v). Soit (Zn)n convergeant vers € € d{). Puisque mC est pic, il
existe f € H(Q) vérifiant: f l"%= 1, el < 1 et £(0) = 0. On ne peut avoir

|f(zn) |<r<1 pourtout n, carpour ¥ E{zn}ﬁm)C on n'aurait pas f(x)= 1.

v) =3iv). Eneffet «f0,z) tendvers 1 quand z tend vers le bordde .
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La condition vi) est équivalente a ii) d'apres le théoréme de Gamelin-Garnett [10].
Cette condition permet de construire das domaines {2, Cq complets, tels que
C\ £ =E soit un ensemble completement discontinu.
Nous avons utilisé dans la démonstration de iii) :;«iv) le fait que la topologie de &
est induite par la distance q 5 nous allons montrer qu'elle est induite par la topologie

de Gelfand sur le spectre, ce qui permetira de conclure a 1'aide de la proposition 2.

LEMME 16. 81 Q estunouvertde €, telque y(C\Q)>0, alors Q est

homéomorphe 3 son image dans le spectre de H(Q) muni de sa topologie de Gelfand.

Démonstration, Soit € € d§l, les propriétés de la capacité analytique montrent
qu'il existe un voisinage de ¢, D(Z,r), telque ¥(C\§UD(Z,r))>0. Donc
H QU D(fj ,1')) sépare les points de QU D(Z,r). En considérant { comme un ouvert
de la sphere de Riemann, on voit qu'on peut séparer tout point p € Q d'un voisinage du

bord de & dans la sphére de Riemann.

APPLICATIONS AU PROLONGEMENT ANALYTIQUE.
Nous allons montrer un théoréme qui généralise certains résultats de Kwack [16] .

Les méthodes employées ici sont entierement différentes.

THEOREME 17. Soit U un domaine étalé sur ¢ et & une application

holomorphe de U dans un domaine @ qui vérifie 1'une des conditions suivantes :

. N o\ 2
a) & estun ouvert strictement pseudo-convexe, a frontidre €°, contenu dans

une variété de Stein ;

b) € est un polyddre généralisé ;

¢) & estunouvert cq complet contenu dans €.
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Alors & se prolonge en une application & , holomorphe, de EOO(U) dans {1.

Démonstration. Considérons 1'application &* : A »H (U) qui a f€A associe
lafonction fo® ; A=H({) danslescas a) et b) et A=HT(Q) danslecas c).
Soit @, 1'application transposée de &* restreinte a SpHoo(U). On a

®, : SpH(U) » SpA et &, (x) = x(fod). Si £, désigne 1'évaluation au point z
on a @*(‘EZ) = €p(,) CAT A sépare les points de . De plus si x; et x,
appartiennent & une méme part de Gleason dans le spectre de H (U), alors & 0% 1)
et Q*(xz) appartiennent a une méme part dans SpA. En effet
[24(x ) = @bl =sup Ix(f00) - x,(f0) | < lix, = x,/l < 2.
€A
[lell=
Dans les cas a) et b) le spectre de H(Q) s'identifie avec §. De plus,
pour tout point de 28}, il existe une fonction de H($2) non constante qui atteint son
maximum en ce point. Par suite, la part de Gleason contenant & s'identifiea .
Dans le cas c¢) la proposition 14 montre que P(§) est isomorphe & .
Par suite, dans les trois cas &, envoie P(U) (la part de Gleason contenant U)
dans §.
Soit 7 1'application canonique de EOO(U) dans SpH(U). Il est clair que
1(E_(U)) c P(U). Donc @.(r(E_(U))c Q. Posons & =a,0m.
L'application & est holomorphe car f(g(z)) = f(®(z)) si z€EOO(U) et fCA ;
or dans les trois cas considérés A contient des coordonndes locales. Il est clair que
& prolonge &. Remarquons que nous n'avons pas supposé que HOO(U) sépare les

points de U.
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H. Kwack a démontré le théoreéme 17 dans le cas a) en utilisant un lemme de pro-
longement de Griffiths. Il obtient 1'existence de 65 dans 1'enveloppe d'holomorphie de
U et non dans EOO(U).

Nous aurons besoin dans la suite du lemme suivant dd a B. Schiffman [1 3] .

LEMME 18. Soient V un ouvert de G:n, E un fermé de V et £ une fonc-

s rnemsmenty

tion holomorphe dans V\E., La fonction f admet un prolongement analytique a V Ssi

1'une des conditions suivantes est satisfaite :

a) H%E) =0
b) f estbornée et HZH“T(E) =0
c) f admet un prolongement continu dans V et H2n"1(E) <

Hk désigne la mesure de Hausdorff d'ordre k.

THEOREME 19. Soit M une variété analytique de dimension n, et scit E

un fermé de M avec H2n"1(E) =0, si @ estune fonction holomorphe de M\ E

dans un espace analytique X, CX complet, alors & se prolonge en une application

holomorphe de M dans X,

Ce théoreme a été démontré par Kwack [16] lorsque E est un ensemble analytique

et X un espace hyperbolique strictement pseudo-convexe.

Démonstration. En se limitant & un ouvert V de M tel que H (V) sépare les
points de 'V, onvamontrer que & : VV\E +X se prolonge en une application holomor-
phede V dans X, ce quiprouvera le théoreme. Considérons 1'application

*

® :H (X)+H®(VNE). D'aprés le lemme 18, 1'espace HP(V\ E) est isomorphe &
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H

(V). En particulier la part de Gleason contenant V\E contient V. Soit

1'application @, : V +P(X), ou P(X) désigne la part de Gleason contenant X.
L'application &, est fortement continue lorsqu'on munit V de la topologie forte
induite par celle de SpH™(V). Deplus V\E estdense dans V. Par suite,

®,(V)c X, adhérence fortede X. Or X, étant Cy complet, est fermé dans

P(X). Donc &,(V)c X. L'application &, estun prolongementde &, on voiten

appliquant a nouveau le lemme 18 que &, est analytique.

REMARQUE, La démonstration qui précede et le lemme 18 suggérent le résultat
suivant : soient M et Y deux variétés analytiques, F unferméde M avec
HZH“Z(F) =0 e n=dim M, si Y est de Stein toute application holomorphe
® : M\F »Y admet un prolongement analytique 5 tM-sY,

I1 suffit en effet de remarquer [1 1] que le spectre de 1'algebre de Fréchet H(Y)

stidentifie avec Y.
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