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APPROXIMATION POLYN@MIALE PONDEREE DANS UN DOMAINE D'HOLOMORPHIE DE [

par Nessim Sibony

1. INTRODUCTION, Soit £ un domaine d'holomorphie dans ¢"  etsoit w une fonc-

tion s. ¢. i. définie dans €, & valeurs réelles strictement positives. HP Q, w)

désignera 1'espace des fonctions £, holomorphes dans £, telles que

j}f IP(z) w(z) d\(2z) < 400, A étant la mesure de Lebesgue de et 1<p< ., Onmunit
' ‘ D 1/p - )

cet espace de la norme Hf”p = (js\ [£1P(z) w(z) dx(z)) . H (@, w) désignera 1'espace

2
des fonctions £ holomorphes dans § telles que sup w(z)|f(z)!| tend vers zéro quand

z€Q
z tend vers le bord de ), on le munit de la norme

[l = sup w(z)[(z) ].
rARY: '

Nous noterons ces espaces HP (w), 1<p< -+, lorsque -t . Cesont deé espaces
de Banach.

On se pose le prdbl‘eme de I‘apprfoximation des fonctions de HP Q,w), 1<p< 4w,
par des fonctions holomorphes dans des ouverts contenant strictement le domaine & ou
bien par des fonctions holomorphes & croissance donnée, par exemple des polyndmes.

Un tel probleme a été étudié par B. Taylor dans [12] lorsque £ =¢". 11 adonné
une condition suffisante pour approcher les fonctions de - H2(w), par des fonctions a

croissance donnée, mais pour une topologie plus faible que celle de HZ(W) ; Clest celle



d'un espace H2(w1), W, < W.

I o probloma dlarproximaticn poir des aliebires borndlogiques de foictions holomorphes
a été étudié par J.-P. Ferrier [4], [5], qui utilise pour cela le calcul symbolique de
Waelbroeck.

Nous avons besoin de quelques notations pour introduire ce probleme,

Etant donné un ouvert § de (En, nous noterons dg(z) la distance au complémen-

-1/2
taire de @  soit: dg(z) =inf [z - z'|. Posons 60(2)=(1+ |z |2) oll
1
z'EQ
2 - 2
|z |© = i§=1 Izi | “et %Q(z) = min [dQ(z) , 60(2)] .

Soit & une fonction lipschitzienne positive dans €" : posons = {z/%(z) >0 } On
suppose o < 60 et ~log d plurisousharmonique (p. s. h.) dans .

Notons E(k,d) 1'espace des fonctions f holomorphes dans & telles que
Hf”k = s1sz | £(z) |6k(z) <o ol k estunentier positifet @(5)= %{) E(k,5). L'espace
@(5) a une structure naturelle d'algébre bornologique [5]. Un sous-espace F est
dense dans @ (%) pour cette structure si on peut approcher les éléments de E(k,%) par
des éléments de F, pour la topologie de E(k', ). J.-P. Ferrier [4] a donné des
conditions nécessaires et suffisantes pour que @ (5') soit dense dans @ (5), au sens
précédent lorsque &' =9,

Nous généralisons la technique de B. Taylor pour étudier 1'approximation dans un
domaine d'holomorphie de (En, nous essayons de faire 1'approximation pour la norme de
1'espace de départ. Nous donnons également des conditions nécessaires d'approximation,

ce qui nous permet de retrouver, sans avoir a utiliser le calcul symbolique de Waelbroeck,

les résultats de [4] sur les algébres @ (5). La technique utilisée permet en particulier



de préciser 1l'entier k', de la définition de la densité, en fonction de K.

L'outil essentiel est la résolution de 1'opérateur > avec les estimations de Hormander
[71.

Nous aurons besoin des notions suivantes. Etant donnée une fonction g a valeurs
réelles définie dans £, on notera g* 1la plus petite fonction s. c. s. qui majore g.
On dira que exp(%‘) est un module de plurisousharmonicité pour &, défini dans €3,

si a est une fonction continue dans I et si pour tout (‘c1 y e tn) € Cn la distribution

2% | - L 2
I mtjtk -exp(n)y Itj |“  est une mesure positive. On pose

3,k sz bzk J=1
2%0(z) , -
H, (z,t) = 2: ——t.t . Dans toute la suite on supposera que w est de la forme
@ >z, 7, 9 K
j 7k

w = exp(-®). Ondira que w estun poids si pour tout entier k ona:

sup exp(-®(z)) 'bgzk('z) < o0,
z€EQ

Nous obtenons en particulier les résultats suivants.

*
THEOREME ., Si (@ - 2 log %Q)(z) = ( sup goi) (z) pour zE€QR, ouchaque GH
i€l
est p. s. h. dans un domaine d'holomorphie Qi D Q, lafamille (<pi)i€I restreinte a

2 étant supposée filtrante croissante et si de plus il existe une constante C >0 telle
que C %;22 soit un module de plurisousharmonicité pour &, alors

'LéIH2(Qi , exp(—q:i)) est dense dans HZ(Q , exp(-®)). Lorsque Q=" il suffit de

i

supposer que C Bi est un module de plurisousharmonicité pourr & .

THEOREME. Soient £2 un ensemble convexe de (En et & une fonction convexe

dans  telleque exp(-®) soit un poids, Alorspour tout 1< p < +» les polynbmes



sont denses dans HP(Q , exp(-®)).

Nous obtenoris conhie corolidire o' uil taéoremne puus géaelas 18 i'douiias suivam,

COROLIAIRE, Si & estp. s. h. homogéne complexe d'ordre p>0 dans Cn,
i, e, ®(uz)= lu |P &(z) pour uec” et zec™.  Alors les polyndmes sont denses dans

Hg(exp(i—@)), 1< p< oo,

Pour étudier des conditions nécessaires d'approximation, nous montrons le résultat

suivant sur les fonctions p. s. h., ce résultat admet d'autres applications. [11].

PROPOSITION., Soit’ ® une fonction p. s. h. continue dans un domaine d‘'holomorphie
Qk telle que &(z) > -iog ® Q(‘z) et exp(-®) lipschitzienne dans & ; alors
@(z)z (s;jp Cvlog‘ Iauf)*(z) pour tout z€QR, ou C,>0 et oli a, sont des fonctions
holomorphes dans .

On montre alors qu'une condition néceSsaire pour que H(Q'), 1'espace des fonctions
holomorphes dans 0Q'D Q, soit dense dans HZ(Q, exp(~k®)) pour tout entier pésiﬁf k,

~on @ ' *

est que ) exp(-®) étant un poids, [®(z) = (sg;p c;log If_i [V (z), z€Q, Iles ¢ étant des‘
constantes positives et fi des fonctions holomorphes dans ',

Les cas ol cette condition est suffisante sont étudiés dans la suite,

2. APPROXIMATION DANS UN DOMAINE D'HOLOMORPHIE POUR LES ESPACES
HP@ , w).

Nous utiliserons a plusieurs reprises les deux ihdorémes suivants dfis a L. HSrmander

[7].



5.
THEOREME 1. Soient £ un domaine d'holomorphie de Cn, ® une fonction p.s.h.

dans § et exp(x) un module de plurisousharmonicité pour &. Pour toute forme

g€ L%p q(@1oc) >0 telle que 2g=0 et J 212 exp-(2+x)dr (z) < o , 1l existe
' Q

uc€ L(q,q 1)(9 loc) telleque du=g et

(1) qJ exp ~®)dA < JQ lg I2 exp-(®+x) dX.

Les notations sont celles de [7:] et [8] .

COROLLAIRE 2, Soient £ un domaine d'holomorphie de (En, ¢ une fonction

p.s.h. dans Q, g€L )(Q loc) q>0 avec bg 0 et Jfgl exp(-p) dx < w,

(p,a

Alors il existe u € 12 (©,loc) vérifiant 2 = g et
) ’

(p,q-1

(2) qjg lu | Zexp(~o) 61 < %ng g 12exp(~p) dX.

Démonstration. II suffit d'appliquer le théoréme 1avec @ = ¢ + 2 log(1 + |z ]2).

On a
| >°® 52 It 12
———t. 1, 22} log(1 + |z )t T 22—
K oz.0% 3 ¥ 5% vz 07 K7 (142 %)
! J kK ! 377k
d'ol : e>qa(-<1>)=exp(—<,o)%f'> et  exp-(®@+ )= —exp( ).

Donc (2) se déduit de (1).

PROPOSITION 3. Soit & une fonction positive dans un domaine d'holomorphie £.

Dn suppose que ®(z) - 2 log & Q(z) = ( sup 0y ) (z) pour z€Q ou, pour chaque i€l, N
i€l

est une fonction p.s.h. positive dans un domaine d'holomorphie Qi:) €. La restriction

de la famille (o, a Q est supposée filtrante croissante. Alors pour f € HZ(Q,exp(—cb)}

)€I
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il existe une suite de fonctions appartenant a U HZ(Qi , exp(-—goi) bi) qui converge vers
icl

f dans Ho(Q , exp(-®) %é %i).

Démonstration. D'apreés un lemme de G, Choquet [9], il existe une suite i(m) d'indi-

¥ ¥
ces tels que la suite ;(m) soit croissante et (sup (pi(m)) = (sup (pi) dans §.
‘ m i€l '

Soit (Kp) une suite exhaustive de compacts de § et (,ocD) une suite de fonctions

pEN

6” A support compact dans , 0< cxps 1, ocp valant 1 sur un voisinage de Kp.

. bt ot n \ .
En convolant la fonction caractéristique de Kp avec ¢ p(?é) ou p estune fonction
(o] ~ s . . K . . PR
€ a support compact égale a 1 sur un voisinage de 1'origine, on-voit qu'en choisissant

€ en fonction de Kp, on peut construire une suite o:p qui vérifie de plus la condition

da_ 2
(3) > —L| (z)<c(i+ d;';(z))2 ol C est une constante
I<t=n vz

indépendante de  p.

Posons g = _b(ocpf) =f Socp ; g “est une forme différentielle de type (0,1) & coef-

ficients dans ¢ ZO Q).

Soit 1(p) =fg e, 1% exp(-2) §2, dx = jlflz 13 g |? exp(-2) 8 ar .

D'apres (3) I(p)< C J I£ 12 exp(-@)(1 + %é)dl .

O\K
P
Onr 5 ‘
f € HY(Q , exp(-®)) et ‘60< 1 donc lim I{p)=0.
P

Afin d'alléger les notations, désignons (pi(m) par ¢, Qi(m) par Qm et posons :

I(p,m) = jﬂ lgp |12 exp(-p ) dX .
m

¥* . '
Rappelons que (sup qom.) = (sup <pm) sauf sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle
‘ m

[9]. Par suite, p étant fixé, en appliquant le théoreme de convergence monotone on a :



tin 1p,m) = [ lg, explclow o0, = | 1g, I expl-tou 0,0 -

' *
f lg 12 exp(- @) %2 =I(p), d'aprés 1'hypothése : @ -2 log §, = (sup ¢.) .
q P Q Q i &

Donc pour tout p, il existe un entier m(p) tel que I(p,m{p))=< 2 I(p).
Résolvons 1'équation -b u= gp dans le domaine d'holomorphie Q’m(p) . D'apres le

corollaire 2, il existe une solution u p vérifiant

I . 2 expl-0y ) 8 1 = |15, 12 exp(-0,,)} = 1p,m(p)) < 21(). Posons
m\p

vp = focp - up alors 5 Vp =0 dans Qm(p) ; par suite vp est une fonction holomorphe

dans Qm(p) et JQ lvp |2exp(—<pm(p)) 6401 dA <« carilenest ainsi de up et

m(p)
focp est a support compact.

De plus JQ lfocp -V, 2 exp(-®) %é %i dx = JQ lup |2exp(-<?i>) 6?2 Bg dx <

jﬂ Iup |12 exxa(—@m(p)) 63 dx < 2I(p),

or fcxp est arbitrairement proche de f dans LZ(Q , exp(®) 6322 %g ).

Par suite v, converge vers f dans HZ(Q , exp(~&) 5&22 %g). Cette proposition
a été démontrde par B, Taylor [12] lorsque & = " sous des hypotheses plus fortes sur
®. Remarquons qu'on peut remplacer dans 1'énoncé la fonction SQ par une fonction

lipschitzienne strictement positive et tendant vers zéro sur le bord de .

THEOREME 4. Soit & une fonction p.s.h. positive dans le domaine d'holomorphie
Q. On suppose que exp(-®) estun poids vérifiant les conditions suivantes :
a) ®(z) = (‘Sé]lj) goi)*(z) pour z€L, @, p.s.h. dans Qi’ domaine d‘holoﬁzorphie
i
contenant et la restriction de la famille ®; a § étant filtrante croissante,



b) Il existe une constante C >0 telle que C 6;22 soit un module de plurisousharmo-
nicité pour .

On suppose de plus que

c) =-log SQ(Z)~ (;c;g][? . ) (z) pour z€Q, $; p.s.h. dans Qi et la restriction

de la famille (;bi) a § est filtrante croissante.

Alors (Q , exp(—q)i)) est dense dans HZ(Q , exp(-®)).
1€I

Si on suppose que (¢.), (¥.) sont définies dans ¢ et que exple.) et exp(y.)
i i i i

sont & croissance polynomiale alors les polyndmes sont denses dans HZ(Q,exp(—cb)).

Démonstration. Comme dans la démonstration de la proposition 3 posons

2 2 2 2
I(p) = JQ l.gp |“ exp(-®) 69 d , Ip,r)= JQ |gp |“ exp(-r®) Sgdk
b 0<r<1 et = 2 (a_f).
ol r e g d (ocp )

On voit facilement que lim I{p,r) = I(p); donc pour tout p il existe % <r(p)<1 tel
r-1
que I(p,r(p)) < 2i(p). D'apres le théoréme 1 et 1'hypothése b) faite sur @ il existe

une solution up de 1'équation W = gp dans § vérifiant

nguplzexp<-p<p)¢>dx s%jglgpizexp(— r(p)) 52 i < & 1p).

D~

En effet C/2 6_2 est un moduleélumsoushar‘momcne pour r(p)® puisque 1r(p)>
Q

En posant vp = focp— up alors 6Vp=0 et on voit qu'on peut approcher f dans

H2(Q , exp(-®)) par des fonctions qui sont dans U Hz(Q,exp(—I@)).
<1

I1 nous suffit a présent d'approcher les fonctions de Hz(ﬂ , eXp(-—I‘OCI))) ro<1.

*
Oor (r‘ocl) -2 log BQ)(Z) = (sup(rogoi + qui)) (z) pour z€Q, d'aprés les hypotheses a)
i

et c¢). La proposition 3 permet d'affirmer qu'on peut approcher une fonction



Us8

9.

he HZ(Q. , exp(-r_®)) par des fonctions de U HZ(SZ. ,exp(-r ¢.-2y.) 64) et ceci pour
0 el i o'i “Fi’ Yo
la norme de 1'espace HZ(Q,exp(—-I‘O@) Bé %20). Or, puisque pour tout k>0

sup exp(-®) %}lz{(z) < o, la convergence dans l'espace HZ(Q y exp(—rO@) BZQ 620 implique
ZEN

la convergence dans HZ(Q, exp(-®)). Pour terminer la démonstration, il nous suffit de

)

montrer que les fonctions de Hz(exp(-r‘oqni - Zzpi) %é) sont des polyndmes si exp(cpl

et exp(¥ i) sont & croissance polynomiale. En effet, soit f appartenant a cet espace,
par hypothése il existe un entier k> 0 tel que j|f 121+ |z 12)_kd>\ <ew, Ona
alors

| £(z+u) 1%ax w=cy J | £(z+u) [2(1+ | z+u 12)_k.(1+|z+u lz)k dx(u) <
ul<1 lul<1

uuﬂzsan

sup (14 lzul? e J@ 152) 120+ 12 127 @) <M1+ 1213

lul<t
n

donc f estun polyndme d'apres le théoreme de Liouville,
EXEMPLE 5. Soit U un ouvertbornéde €" et p une fonction de classe -ﬁz

strictement plurisousharmonique dans U, Posons {2 = {z/ zcU, p(z) < O} , On suppose

1

alors Q est strictement pseudoconvexe. Posons & = - -, & vérifie les hypotheses
de la proposition 4, car c'est la composée de p avec la fonction h(x)=-x = qui
est convexe croissante sur R_. Donc @ = sup(ocip + Bi) G, B; étant des constantes,

o > 0et o P+ Bi est p.s.h. dans U, De plusona
- —2 - . -2 "‘2 I egs BN . .
pod=p " toP =cC p =zc BQ . Donc & vérifie 1'hypothése b) et il est clair que

exp(-®) est un poids. Par suite les fonctions holomorphes dans U sont denses dans

HA® , exp(p™")).

THEOREME 6. Soient § un ouvert convexe de (En et ® une fonction convexe dans

Q telle que exp(-®) soit un poids ; alors pour tout 1< p < +w les polyndmes sont
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denses dans HP(Q , exp(~®)).

Lorsque Q= c™ ce résultat est démoniré dans [1 2]'4 en utilisant des fonctionnelles
analytiques; notre démonstration est cependant différente méme dans ce cas.

Démonstration. Nous allons faire d'abord la démonstration pour p=2, Onpeut
toujours supposer que @ >0, 00 et &(0)=0.
Soit t> 1. Laconvexité de @ permet d'écrire &(z) < tﬁl@(z) + (3-{“)@(0) ‘ou encore
(4) d(tz) = t ®(z).
En particulier ®(z)=> R |z l@(% ); par suite il existe €> 0 telque &(z)=¢€ |z]
pour |z assez grand, sinon & serait nulle dans une direction donnée et - exp(~®)
ne serait pas un poids.

la fonction} -1
Posons pour r< 1 (z) = f(rz); 1 est définie dans Q =r 28 . Ona

Jv Ifr(z) |2‘exp(—<§[>(z))d)\ = r—znji.f(z) Izexp(-@(rqz))d)\ ;
O 0

or Xpn(z)exp(-@(rqz)) <Xgq exp(» % a(z)) < XQexp(—iﬁ(z)) ot

XQ désigne la fonction caractéristique de Q.

D'oll, en appliquant le théoréme de convergence dominde de Lebesgue ”frH - |lEll quand
r»>1; parailleurs f - converge vers f ponctuellement, Iaboule unité de 1'espace
HZ(Q , exp(-®)) étant faiblement compacte, on voit que | lfr - || tend vers zéro quand
r tendvers 1; e ?%6 H-z(r;'}ﬁ , exp(-—@r)).b

Nous avons besoin du lemme suivant.

un ouvert sur ,
LEMME 7.Soient & /‘655\75)2?5] et P une fonction conveerTe’ll—eJ que p(z)=€elz].
Alors il existe une suite zl)k de fonctions p. s. h. dans c" telles que exp(gl)k) ‘soit

a croissance polynomiale et §(z) = (sup z,bk(z)) pour tout z€Q.
k R
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Supposons le lemme démontré et achevons la démonstration du théoreme.

Il est clair que & - 2 log 69 = sup{(® -~ 2 log dQ), & + 2 Jog{l+ ]z §2)). Or

® -~ 21log d_ estconvexe puisque & 1'est et l'hypothese & convexe équivaut a

De plus
-log d, convexe. ® - 2 log dey = €' |z| comme onl'a vu, puisque

~-log dﬁ(z) > -log|z-a|. D'aprésle lemme7, & - Zlcjg dQ et & s'éerivent comme
enveloppe supérieure de fonctions p. s. h. dont 1'exponentielle est a croissance polynomiale,

il en est donc de méme de & - 2log © q etde @ -2log ) _q_» buisque r o est

‘T

convexe, D'ou & _ 2 log 6__‘1 = (sup gok) avec exp(gok’) 3 croissance polynomiale.

r §

La proposition 3 permet d'affirmer qu'on peut approcher fr " dans 1'espace.

Hg(r‘"xﬂ , exp(—@r) 62_ 1 ‘63) par des fonctions de U'Hz(exp(—@i) Si) ¢'est-h-dire
r & : i ‘

| par des polyndmes, comme on 1'a vu dans la démonstration du théoréme 4,
2
(

11 suffit de remarquer que la convergence dans = H P'1Q,exp(-<1>r) 62_1 63) implique
r

la convergence dans HZ(‘ Q , exp(-®)).

Or

(5) d_, (z)= «> 0 pourtout zE€Q.
r £

En effet, il existe une boule de centre 0 et deraybn B contenue dans £, donc si

ZER _1 1 » ‘ |

: z+C=v[ z]+0-r)(1-r)" ') r~'Q si l¢l< B(1-r)

d'ol 1'inégalité (5) . On a vu que pour r<1, &)= rq@(rz} (4) par suite

exp(-®(z)) < exp(—l‘”@P(Z)) = exp(~<I>P(Z)).exp(1-—r"1)@P(z) < C.ex;:;(—cl;vr(z)).%>2w10 %g
r

puisque d _ 1

(z)=2a>0 et ®(z)=e€lzl.
r '
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Démonstration du lemme 7, ¢ étant convexe, d'apres le théoréme de Hahn Banach,

P = sup(Re (z,wj> - oaj), ' ocjeC, Wjeﬁin. 11 nous suffit donc de montrer que dans €
N J S : avec
la fonction ¢ =suplelz|,x), ol x =Re z, s'écrit comme (sup <pk) ¢, sous harmo-
_ K _>

nique dans € et exp((pk) a croissance polynomiale,

[ ]

En effet, ¢ = sup Lsup((Re(z ,Wj> ) - %, € |z | ] et en utilisant une rotation on se
J

by ‘ a O )
raméne au cas ot W, =(w., 0, ... O). Remarquons que
j i’

: N N |z In La fonction
glz| =sup(log ) = ) = sup NS f&&“ est sous harmonique et exp(cpN) est a
N o : N

croissance polynomiale,

Soit 8 une représentation conforme de 1'angle €lz| <x sur le demi plan supérieur

(6) 8(z) = eiy_ zﬁ.
~ o (o087
Si Imz>0, posons ((pNOG )(z)::(j r—s—dt olt z=x +1iy.
"RO(E-x) 4y

On voit que (<pN 0 6"1')(‘[) < plogt |t1+ C donc que 1'intégrale est convergente, On voit

facilement que log™ |t| = inf ((es)“lts), par suite

s<1
T + ; -1,8 4
o o8 Nz)l <A+ BL L8 étlzdtsA-f Py (es)zt ~=A+pRe(®)es)” .
T (t-x) 4y T J (t-x) 4y
D'ol il résulte que
~ _; N
(7) K(DNOG Wz)l <A+plog” lz].

~ ~ /"\.../__
Posons goN(z)=goN(z) si glz]>x et @N(z.):(cpNoe ?)09 si elzl<x, ona

lgg;\](z) | < AL+ A210g+ lz| dlaprés (6) et (7) et I@N(z) | < o(z).

e ~
Remarquons que oN © 8"1(2) =X NL 6-1(2) (8),  par suite (pN(z) > (,oN(z) voir

~/ .
lemme 8. Donc N est sousharmonique dans € et & 1'intérieur de 1'angle
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x> eglz] elle est gale a la solution du probleme de Dirichlet avec donnée au bord qu. De

plus @(2) = s;}zp gN(z) , car en faisant tendre N vers 1'infini on voit que la solution du
probleme de Dirichlet, dans la construction choisie, avec pour donnée au bord N
converge vers la solution du probleme avec pour donnée au bord x et que cette solution
est égale 2  X.

L 'indgalité (7) et la relation (6) permettent de voir que exp(ggN) est a croissance

polynbmiale .

Remafquons que la conclusion du lemme 7 reste vraie pour la fonction . z/)a, o4
&tant un nombre strictement positif et ¥ une fonction convexe vérifiant ¥(z) =elz |
pourun €>0 donné.

Pour écrire 1'inégalité (8) nous avons utilisé le résultat suivant,

Soit h une fonction sous-harmonique dans le demi-plan supérieur, continue dans
le demi-plan supérieur fermé, On suppose qu'il existe k> 0 tel que

‘ 2
0<h(z)< kilog(t+ lz]|“).

Notons Ph I'intégrale de Poisson de la fonction h, i.e. Ph(z)= yJ mr-]—(-t-—-(-i-t-——-é-

R ( x—t) +y

On a alors h < Ph.

Nous allons démontrer un résultat un peu plus général,

LEMME 8. Soit u une fonction sous-harmonique dans le demi-plan supérieur,

continue dans le demi-plan supérieur fermé. On suppose que

lu(t) | R N G TN
dt<e etque lim - u' (re " )sin ¢ do = 0.
R 1+t P30 " JO

Alors u< Pu ol Pu désigne 1'intégrale de Poisson de u.
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Démonstration, Soit z€C avec Jmz > 0, Désignons par uf; la mesure
“harmonique, relative au poinf z, ~du demi-disque centré en 0O et derayon R
contenu dans le demi-plan supérieur.

On péut calculer explicitement n?. Ona alors pour R assez grand:

R 2 2l L2
‘ (RE- |z |")R"-t") 2
() < % -R |tz lg lx‘zétz |2 wtht + 7%7

j T (Rz— !z!z) R sin ¢

. R sin . u(Re™)do.
o |Re'? -z 12 IRe'?- 7 |

Majorfqns la dernidre intégrale en remplacant u- par ut. Les hypotheses faites sur
‘u  permettent de passer a la limite en faisant tendre R vers 1'infigin ; d'oli il résulte

que u < Pu.

Ceci acheve la démonstration du théoréme pour p =2,

Faisons la démonsiration pour p=+w, Soit r<1. Ona
lfr(z)lexp(-@) < |f(rz) lexp(—r"1»<1>(r'z)) puisque ®(rz) < ro(z).

Donc 'fp e HZ(Q , exp(-2)) et £, converge vers f quand 1r tend vers 1.

" | . |
Pour r'>rp, freﬂz(r' 19,. 2@1“,). En effet <I>(r.‘z)_>_‘§ &(rz), d'ou

1
1fr(z) !2 exp(-2a(r'z)) < l‘f(»r!z) '2 exp(-2 % ®(rz)) qui est intégrable puisque &(z)> ¢ Iz}
et r'/r>1,

Par suite, il existe une suite de polynSmes P qui converge vers f , dans
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;HZ(F'JQ y 22, )y clest 1'application du théoréme pour p=2, Orsi zEQ onavu

que z+C € r‘—]ﬂ pour |C ISB(T—P"):I‘V ‘Dlen résulte que

2 . =2 - | 2
It,(2) - pi2) I” < €27 j'cl<p1 (1) - p(z2) 12 r(2)
2
< s exp(zér‘(ﬁc))th_]Q l£.(2) - pj(f:’)! exp-(22_,(£)) dA (T)

1

<criMexpa)e, ob =] _1,@)p ) Pexn(-2a,, () A (2).

o,
En effet, @ ,(z+ )< ®(z) + Ar')
car ®(r'z+1r'C)<r'®(z) + (1-r" )@@ (1-r! )'1{’) < ' &(z) + A(x'). D'ol il résulte
que p; converge vers f, dans H(Q , exp(-®)) puisque lim €. = 0.
: Jroo

Pour démontrer le résultat, lorsque 1< p<e, on se raméne selon la méme techni~

que au cas p=2.

3. APPROXIMATION POUR LES ALGEBRES @©(%).
Nous avons défini 1'algébre @(%) au paragraphe 1, % étant une fonction lipschit-

Zienne positive telle que 6 <% o

¥
THEOREME 9. Si -log $(z) = (sup <pi) (z) pour z€Q avec @; 'P.s.h.
' i€l
dans un domaine d'holomorphie {2, 2 et la restriction de la famille ¢, 4 Q étant

filtrante croissante, -alors on peut approcher-les fonctions de E(k,%) pour' la norme de -

E(k +2n+4 , §) par des fonctions de U HZ(Qi , exp(- c‘cp‘i) Si), avec ¢ =2k+2n+ 3.
i€l

Démonstration. Soit § ={z/zec" g(z)->0 . Ona $(z)< $.(z) pourtout z.

Dans la démonstration de la proposition 3, on peut supposer
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bcx 2
I{ 5c(1+6"1)2.

£ Z):z8

S 2k+2n+1

Par suite étant donné f € E(k,5) qui est inclus dans HZ(Q, ) on peut 1'appro-

cher dans H (Q 62k+2n+7) par des fonctions appartenant & U H (Q ;exp(- co, ) 60) i
i€l

suffit pour terminer la démonstration de voir que HZ(Q,62k+2n+7) s'injecte continuement
dans E(k+ 2n+4 , d).

Enetret, 112)1% 622" ()< (ot )" | 11G+0) I 87 ) ane)  (9); o
B

Z

BZ' désigne la boule de centre z et de rayon 21 o (z). BZ est contenue dans &, car

l%(z)—%(z+C)lS%6(z) éi ICIS%S(Z);donC 5(“z+‘?§)>0 si .Z+Z€BZ.

De (9) on déduit  |£(z) |%8 ()™ < ¢ §(2)™" j ez 186z PR gy (20)
| Q -

i e el oy g < © j |8(21) 1% § 2247 gy (1)),

Introduisons une définition de la densité dans (%) qui est plus fine que la notion de

densité pour la structure bornologique.

DEFINITION 11, Un sous espace F est dense dans (0(5) s'il existe une constante
y >0 telle que pour tout k, on peut approcher les fonctions de E(k,d) par des é18-

ments de F et cela pour la norme de 1'espace E(k+y,8).

On S’WO
COROLLAIRE 12, Soit Q un domainede € Q= N Q ou chaque Q st un
i€l

domaine d'holomorphie. Alors U (BQ ) est dense dans (9(6
i€l
o -
En particulier si §§ =0 et © estun compact polynSmialement convexe les polyndmes

sont denses dans  ©@(5 Q).
' o)
/‘\7 .
Démonstration. Puisque = Qi % Q(Z) = I{Tf 59_ (z} pour z€Q.
: icl 1 1 ~ R R
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D'olt -log & ~(z) =sup(-log O, (z)) ZEQ 3 or -log § est p. s. h. dans Q.
@77 jer & & !

puisque Qi est un domaine d'holomorphie. Donc U ©O(b Q ) est dense dans ©(% Q)
: i€l i

“au sens de la définition 10, ceci d'aprés le théoreme 9. -

Si £ est un compact polynomialement convexe, on a Q = N \Qp ol chaque Qp

o P
est un polyedre analytique et = Q=N Qp " Le théordme d'approximation d'Oka permet
b
d'approcher les fonctions de (@ (%Q ) par des polyndmes uniformément sur .
p

EXEMPLE 13. Dans 6:2 considérons le domaine d'holomorphie

o » 2
w~{(z1,zz)|(z1,22)€03 |z1|<[22|<1}.

On montre que Ew(z) = dw(z) = inf {(1 - izz 1), izz |- 121 f] .
Or (1- 122])“1=supr2' 'zzlp]

o N lOSDSN
et (lz, |-z l)q—_— sup |P (z. ,z.)l3 Ix,l=Ix,l=1

2 1 S N, Ay 717 %2 1 2
o o Yo P -(p+1)
ol PN',XT,Az(ZT’ZZ) ?)<§<N x4z, (X yz,) .
D'ou il résulte que | -log % w(z) = (sup log lfj [Xz) pour z€w
+ ; ]

avec fj" holomorphe dans CZ\GX{O}=Q, donc H(Q) est densedans @ (d w)' On

voit facilement que les polyndmes ne sont pas denses dans (¥ (6w).

4, APPROXIMATION DE FONCTIONS ENTIERES.,
Dans ce paragraphe on suppose qué & est une fonction positive p. s. h. dans C",

telle que exp(-®) soit un poids, i. e. pour tout k ) Sup Bc—)k(z)exp(-cii(z)) < oo,
zcC

PROPOSITION 14, Supposons que @ vérifie les conditions suivantes :

a) 11 existe une constante C > 0 telle que C6(2) soit un module de plurisousharmoni-



cité pour &,
*
b) & = (sup ®.) @j étant une famille de fonctions p. s. h. dans €", avec
jeJ

exp(@j) a croissance polyndmiale.

Alors les polyndmes sont denses dans H2(exp(-<I>)).

Démonstration. Soit « une fonction de classe € dans Cn, O0<a< 1 égalea

1 pour lzl< 1 etnullepour |z|=2. Posons ocp(z)=cx(p_1z). On a
o 12

_ L2

(10) Z,:]":E# <c(i+ |z 1%,

En posant g, = g(cxpf) oun f& Hz(exp(-.-@)), et I(p)= Jlgp |2exp(—<1>)(1+ |z l2)d>\(z)

on voit comme dans la proposition 3.que lim I(p)=0.
P20

Soit I(p,j)= jlgp Izexp(-qﬁj/Z -®/2)(1 +]z l'2)d>\ .

On peut supposer comme on 1'a vu que <I>J. est une suite, et qu'elle est filtrante
croissante, puisque cela ne modifie pas la croissance polynomiale de exp(@j) lorsque on
prend la borne supérieure d'un nombre fini de fonctions de. ce type.

Pour p fixéona:lim I (p,J) ='I(p).v Donc pour tout p, ilexiste j(p) avec

Joeo

1(p,i(p)) < 21 (p). Résolvons dans €" 1'équation

(11) ou=g

pour la fonction (pp =~ + 5 , ¢ . admet comme module de plurisousharmonicité
exp(x) = 5(1 +]|z |2)"1 d'apres 1'hypothése a), d'apres le théoréme 1 il existe une solution

de (11) vérifiant

Jlup |2exp(-<pp)d>t < % Jlgp lzexp(—wp)(n 121%) ax Sé I(p).

Soit vp = e:pf - up- , Ona > vp =0. On voit comme dans la proposition 3 que vp

converge vers f -dans Hz(exp(—Q)) - lLes fonctions vp appartiennent a
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. :
U,Hz(exp(-%) - '2! )). 11 nous suffit donc d'approcher les fonctions v € Hz(exp(— %’-— -Jo))

2
J s & e, @, ,
par des polyndmes. Or 1'hypothése b) monire que ~ o+ 7:10 = (sup 73 + -23—9) .
‘ J

En reprenant le raisonnement de la proposition 3, mais avec %, = oc(p—]z), on voit que

@ @ P,
U H (exp(-- —— - .....Q) 6 ) est dense dans. H (exp( - -%Q) pour la norme de

icd

l\)lreq

H ‘(exp(— %—)— -%)- ) 620 ). Orla convergence dans cet -espace implique la convergence dans

: , o F ;
Hz(exp(—é)) ; eneffet exp(~®)< < exp(~ %}— —5—9 ) ‘620 puisque (1+]z Iz)exp(@:j )
: Yo 0

étant a croissance polynomiale est majoré par C;j exp(- %)‘). :
' (o}

D, . :
Enfin les fonctions de Hz(exp(-# 'Z; - ~25’-9 ) 620) sont des polyndmes,

‘ ‘ ‘ * < .
REMARQUE 15, Si on ne conserve que 1'hypothése & = (sup cl>j) ou <I;J.' est
p.s.h. dans c? | la famille q’j étant filtrante croissante, on peut approcher les fonc-
tions de Hz(exp(—-é)} pour la norme de H? (exp(-®) 620) par des fonctions de

U H (exp(~@ )62 ).
j€J

EXEMPLE 16. Si ®(z)= |z |2°C+ o{z) ol «>0 et ¢ une fonction convexe avec

z)z€lz|,les polyndmes sont denses dans H° (exp(-@)). Eneffet 20 ® = 2|z [20‘

2 20 : ~ , n 5 : -
. Li}i:—tk .=« [Z'fz(a—'})'-x- o{o=1) iniZ(o:-z) i}:‘zj i. 12 > c(1+lz fz) [P [‘2.
7 vz, dZ, J =1 1
J
20 E iza —
1z 1% = sup log(Z-——-——i-———) donc &= (sup & ) j vérifiant les conditions de la
N J .

proposition 14, pour ¢ il faut utiliser le lemme 7ﬂ.

COROLLAIRE 16. Soit & une fonction p.s.h. dans 'Cn, telle que.. exp(—c‘i)) soit

un poids. On suppose de plus les conditions suivantes.

a) ® = (sup &, ) ol chaque @, estp.s.h. dans c", exp(@i) étant a croissance
i€l ;
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polynomiale,
b) Il existe une constante B telle que pour-tout 1< X <2:&QRz)= &(z) - B.
c)Pour tout 1< A=<2, ilexisteune constante A(X) telle que
d(\z)= &(z) +log(1 + |z lz) - A(X).

Alors les polyndmes sont denses dans -Hz(exp(-<1>)).

Démonstration. Posons - fp(z) = f(rz). On Voit gréce & 1'hypothése b) que f. conver-
gevers f dans | Hz(exp(-@)). (M8me démonstration que pour le théoréme 6), II nous suffit
d'approcher fr par des polyndmes ; on peut supposer la famille <I>i filtrante croissante,
d'aprés la remarque 15 on peut approcher f I.,' par des polyndmes pour la norme de
H?(exp(—ér) 62;).- Or 1'hypothése c) montre que  exp(-@) = C,, exp(-® v) Si;‘ donc les

polyndmes sont denses dans ‘Hz(exp('é@)).»

PROPOSITION 17.. On suppose que & vérifie les conditions a) et b) du corollaire 16
ainsi que les deux conditions suivantes,

¢') Pourtout 1< X <2 il existe une constante C(\) telle que

d(rz)= ®(z)+nlog(l + |z "2) -Cc(x).
d) Pourtout r< 1, ilexisteune constante B(r) telle que
5(:*2) - 3(z)< B{r) ol 5();‘):—. sup (L + w).
lwl=t

Alors pour tout 1< p <+ les polyndmes sont denses dans HP(exp(-@)). ,

Démonstration. L'hyp‘othése b) montre que ”fr‘”p’, - ”f”p lorsque 1. tendvers 1
il est clair que f . converge ponctuellement vers f ; par suite d'aprés [6] p. 208

f, convergevers f dans HP(exp(-2)), 1<p<w.
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Lorsque p =+ |£(rz) | exp(-®(z)) < exp(B) |£(rz) | exp(-@(rz)).
Donc fr € H (exp(-®)) et fp converge vers f dans cet espace.
Poursuivons la démonstration lorsque p =+,
Nous allons approximer fr’ r< 1, Soit ry <r' <1
lfr(z) | < exp(B) ||f||°oexp(<1>(r‘2))
|fP(z) |2exp(—2®(r' z)| < exp(B)HfHooexp(—Z@(r‘,'z) - 26I>(Pz))

or &(r'z)= &(rz)+nlog(l + lrz 12) - A(?) d'apres c').

Donc lfp(z) |2 exp(-2®(r'z)) < CPHf_HwU + lrz |_2)—2n, d'ol f,€ Hz(exp(-rbrl )) et
<I>P, vérifie les hypotheéses du corollaire 16 . Par suite il existe une suite p:i | de
polyndmes tels que

Jl‘f(r‘z) - pj(z) 12 exp(-2®(r'z)) = & tend vers zéro lorsque j tend

vers 1'infini, lfr‘ - pJ. ]2 étant plurisousharmonique on a

-1

1£,(2) - py(2) ?=<v:

Jlu - |t (z+u) - py(z+u) 12 ax (u) |
< \/'r'l1 J lfr,(z+u) - Dj(z+u) lzexp(—2<1>P,(z+u))exp(2<1>P,(r+u))dx (u)
lul<1

SV: eXD’(zgr. (Z))Ej sV désigne le volume de la boule unité dans c".

1 ,
A 2 [ 1
1 - - -
Dol exp(-&(z)) |£ (2) py(z) =V, exp@,(2) - 2(2) €
1'hypothése d) montre que pj converge vers fr Jorsque j tend vers l'infini puisque

@P,(z) - ®(z) est borné.

La démonstration pour 1< p < « suit les mémes étapes.

EXEMPLE 18. Si & est positivement homogene d'ordre p >0, 1i.e.

&(iz) = { ®(z) pour tout t> 0, 1les conditions b), ¢')et d) sont vérifiées. C'est clair
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pour les conditions b) et c' ). Pour d)soit r<1 et lal<

Z+u )

- 1P S dale1 e
z*z+u = lrz+ ulPo(e) ot Jal=1 et

3z +u)= lrz+ul® o
@(z): lz!p®(6) avec B=zlz I—l. D'oli il résulte que
&(rz+u) - &(z) = Irz +ulP a(0) - |2]P a(B).

l(r]z]- (rz+u)|  _ lul

or |a-8l= : - <
lrz +ul lrz +ul

r étant fixé, on voit que |o - B est arbitrairement petit pour |z ]| assez grand, indé-

pendamment de u, doncsi e>0, &)< (1+e)®(B) pour |z| assez grand.

S(rz) - 8(z) < @(B)[(He)(lrzlﬂ)p— Iz!p} <B(r) si rP(l+e)< 1.

COROLLAIRE 19. Si @ estp. s. h. homogene complexe, d'ordre p> 0
i.e.si @(z)= |u |P &(z) pour tout u€C et z€C". Alors les polyndmes sont denses

dans HP(exp(-®)) pour 1<p < + .

Démonstration. Comme on vient de le voir, il suffit-de vérifier la condition a) de la

proposition 17. Il est clair que & est positive et d‘apr*és (9], th. 2.5.1 log ® est

N 3P La fonctlon n| N
p.s.h., or @ =suplog(} ST ). = 1og(z:‘, est p.s.h. car il en est ainsi
N o

P
de log(g-,- )} pourtout p et exp(@N) est a croissance polynomiale car
B(z) = |z |P @(-I-—Z-)s clzlP drol
z

, N pp
exp(@N) <3y cP -!-—Z-I-)if-— . La proposition 17 permet de conclure.
- p=0 '

‘Supposons que & soit une fonction de la forme

«) &(z "'Zn) = v( IZ’I l,... lzn |} v étant une fonction sur (R;*‘)n.

17°

Nous ferons également les hypothéses suivantes sur v

, r r
. . 1 :
B) v est une fonction convexe de logr. i.e. vie ,...e ") estconvexe dans
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PROPOSITION 20, Si @ vérifie les conditions «), 8). Les polyndmes sont

denses dans- HP(exp(-®)), 1<p<w lorsque exp(-®) estun poids.

1".I r

# ‘ . . -‘ , - n . . '
Démonstration., Puisque v(e ',...e ) estune fonction convexe, on a, d'apres le

théoreme de Hahn-Banach

r
vie

r X L .
1,,.. e Q)zSt}p ({r, o) -‘ﬁj)~ avec o = (o, ... otl]l)f

et chaque a{( >0 car v estnon décroissante en chaque variable, d'ol

n .
P = X 1 | = B)=sup @,
(2) s?p(g o loglz | - 8) sup

<1>j est p.s.h. car cr}(z 0 et exp(@é}‘ est & croissance polynomiale. On vérifie facile-
ment les hypothéses de la proposition 17 gréce & ), B) et qufait que. exp(-®) estun
poids.-
Signalons également’ cette extension dg théoreme 6.
Soit @& une fonction convexe dans € telle que exp(-®) soit un poids.
Si «> 0, alors poiir tout- 1<p<ow, les polynémés sont denses dans HP (exp(-@a)).

En effet,comme-on 1'a remérqué a la fin du lemme 7, la fonction @“k vérifie 1' hypo-
thése a). De plus, sion suppose &(0) = O,‘ ona ®Xtz)=t%%z) pour t?1 car
& est convexe. Cette inégalité permet de vérifier que les conditiohs b) et ¢') sont
satisfaites,

On peut supposerr «a< 1, carsi «=1 la fonction &% est convexe et le résultat
est alors un cas particulier du théoréme 6.

] On a vu que :}S(r*z) < ®(z) + A'(r*), puisque @ est convexe, D'oli1'on déduit

lorsque o<1
&Xrz) < @a(z)-kAa(r').‘

Donc 1a condition djest s’atisfaite.
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5. CONDITIONS NECESSAIRES D'APPROXIMATION.

Nous allons montrer que si ® est une fonction p.s.h. continue, dans un domaine
d'holomorphie £, qui croft assez vite vers le bord de 2, elle s'écrit
®(z) = (sgp c, log lav])*'(z)v pour zEQ ol ¢ ,~ 0 et a sontdes fonctions holomor-
phes dans . Les conditions nécessaires pour 1'approximation en découleront.

Pour cela nous avons besoin de quelques préliminaires.

Dans [2], I. Cnop a démontré le théoreme suivant.

THEOREME 21, Soit £ un domaine d'holomorphie dans . Cn, il existe des fonctions
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u.,u e U définies dans C"'x Q telles que pour tout seg” ui(s, ) sont des fonc~

o' "1’

»ns holomorphes dans S et (L 1~s1)u1(s,?§) et (Cn-sn)u n(S,C) + Eg(s)uo(s,C) =1 (11)
pour tout (s,&) € e x Q. De plus, il existe un entier N et une constante M > 0,

tels que
Sg(’C) !u‘i(s,C)] <M pour 0<i<n.

Nous en déduisons le corollaire,

COROLLAIRE 22, Pour tout ¢°®€ 88, il existe une fonction f€ E(N,Q), i.e.

%g lf] <1 telle que f $oit non bornée au voisinage de £°.

Démonstration. En effet, si chaque u (CO, ) était borné au Voisihage de KO on

aurait, puisque $ Q(C %) =0,

1=y lu@C 0l e - Tsxy e - el

ce qui est impossible dans un voisinage de CO.

PROPOSITION 23, Soit £ un domaine d'hdlomorphie dans Cn, il existe une fonc-
tion f holomorphe dans et unentier N, tels que sup Sg(_z) ]f(z) | <o et f
' zEQ
n'est bornée au voisinage d'aucun point du bord de {2,
Démonstration. Soit une suite de points dense sur la frontidre de & et (Bj) la
famille dénombrable de polydisques de rayons rationnels centrés en ces points, Désignons

par Ej 1'espace des fonctions f, holomorphes dans Q, telles que

~ sup 6@(2) I£1(2) = HfHN et il = sup |#(z) | soient bornées. L'entier N étant le
yASY) J z€QﬂBj

méme que dans le théoréme 21,

On norme 1_'espa‘ce Ej , en posant Hf” = sup(HfH , ”f“J) , ¢'est un espace de Banach,
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Considérons 1'application de restriction Rj : Ej +E(N,Q). Cette application est
continue et le corollaire précédent montre qu'elle n‘lest‘ pas surjective, il en résulte
d'apres le théoreme des homomorphismes que Rj(E:j)' | est maigre dans E(N,§).
I1 en est de méme de la réunion EJ RJ.(EJ.), Soit - f appartenanf a E({N,Q) etn'apparte-
nant & aucun des RJ.(EJ), il est clair qu'une telle fonction n'est bornée sur aucun des
BjﬂQ, c‘est—-é-direl au voisinage d'aucun point du bord. En particulier ©  est son domaine
d'holomorphie.

Remarquons que le théoréme de 1. Cnop permet d‘,associer a chaque domaine d'holomor~
: phie  unentier N=1 telque £ soit le domaine d'existence d'une fonction

fE€E(N, §). Dans [11], nous étudions les domaines pour lesquels N =0, c'est-a-dire

ceux qui-sont domaine d'holomorphie d'une fonction bornée,

PROPOSITION 24, Soit & une fonction p.s.h. dans , continue,telle que
&(z)= - log BQ(Z) et exp(-®) lipschitzienne de rapport 1. Alors il existe une suite
a, de fonctions holomorphes dans £ telle que

* o ;
&(z) = (sup ¢, log ]av 1) (z) pourtout zeQ avec c,>0.

Démonstration. Considérons 1'ouvert EZJ = {(z,\}f)él(t’n“‘] zeQ, wee, |w l<exp(-—<1>’(z-))}
Il est clair que dﬁ(z,W) < exp(-®(z)) - |w| = etque dﬁ(z,w) > dﬁ(z,o) - lwl.
Oor dﬁ(z,o)s exp(-®(z)) etsi (z',w')¢§Q ona
[z - z' |+ lw' | = exp(-0(z))
car la fonction exp(~®) est lipschitzienne et vaut O aubord de £.
Remarquons que 1'hypothése implique que |z Iexp’(-@(z')) est bornée sur £ donc

on peut supposer exp(-®(z)) - lw]| < Bé(z s W)
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En appliquant la proposition 23, il existe f € E(k ,fi) dont Q soit le domaine

d'holomorphie, Considérons le développement de Hartogs de f [1] ;

. v N 1 v
a (z)w” ol a (z)=-— D £(z,0).
ey v v 7 ’

: — * :
Posons -log R(z) = (Tim -3} log Iav-i ) (z). D'aprés un théoréme de Hartogs la série
v

T a,(z)w” est aéfinie et holomorphe dans le domaine Qp = {(z,w) 1260 |w|<R()].
v a |

Ona Qc QR’ et {0 étant le domaine d'existence de f d'ol §=QR et

exp(-®(z)) = R(z). 11 en résulte que

(12) ®(z) = -log R(z) = (Iim -Elog fa I)*(z) pour zEQ.
v

Puisque fE€E(k, S Q) on peut supposer sup 5 Q(z w) {f(z w)l <
(z, w)ef)

' 27 . ‘
or av(z)_—. 2'17(,_[ f(z,r exp(-®(z))e % rYexplvd(z)e ™Y d9 avec r< 1 ; d'ou
o

‘ 1 N i6
!av (z)| < (2n)y r_uexp(vcb(z)‘) ‘X %é,. (z,r exp-®(z) e’ )as.
. Jo

On a vu qu'on peut supposer - exp(~®(z)) - lw] < 55(2;’1&7)', par suite
21

I'au(z)lsr—vexp(vé(z)).(ZTt)-1.‘j (1-r)” exp(+k<1>(z))d8
‘ o

..v(

d'ol lav(z) l<p 1-x‘)”k exp((v+k) ®(z)).

Pour v fixé, posons r = z/(v+k)'4 on trouve alors

la (z) < (v + k)(wrk) p VK exp {(v+k) @(z)} .
Donc
(13) 1o t0gk, la (@) < () on K, = vk (v VK,

X
Nous allons montrer que @(z) (sup 1og K, la V}) (z).
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1 1 1 . _
or sy log K, la,(2)| = 5og log K, + 5= Tog la,(2)] ;

et on voit facilement que lim- 1 log K. =0,
Lisco vik T Y

donc ltm 7 log K, Iavl(z)—'ﬁl;fn'm logiav(z)l~~ 1;m - log lavi(z)

d'ol le résultat, d'apres les relations (12) et (13).

THEOREME 25. Soit © une fonction positive définie dans (En, lipschitzienne
avec o < 60 et -log b p.s.h.dans Q= {z/f)(z) > 0}.
H(Q') est dense dans (9(%), au sens de la définition 11, si et seulement si

*
~log & = (supcloglf.|) avec c,>0 et fCHQ).
jeJ ! J Lo !

‘Démonstration. Le fait que la condition soit suffisante résulte du théoréme 9, puisque
| qu’on/
cjlog lfj | estp.s.h. dans Q' et /prend tous les Qi égaux a .
Montrons que la condition est nécessaire,

La fonction -log & vérifie les hypotheses de la proposition 24, par suite

(14) - log 5(z) = (sup g}log iavl)*(z) pour zE€S.
v

On peut supposer aussi que Tfrﬁ(v—xlog lavl ) = sup(vqlog !avl ).
v v

Dtapres (14), %Y(z) !av(z) |< 1 pour z€Q, i.e. a, € E(v, 9 ; puisque
H(Q') - est dense dans (%) il existe unentier 7y > 0 et une suite de fonctions

3y b € H(Q') tels que:

6V (2) Iav(z) - av,p(z)i <p~ ' pourtout z€EQ.

Donc 6v+y(z)|av pI(z)s(1+p—1) si zEQ.

’

Par suite

1 ‘ -1
o log(1+p )!ay-,p] <-log $.
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1 -1
Or mloglav(z)l < sgp log(1 +p )Iau,pl(z)‘

(2),

vl 1 1 -1
Donc I;m -l;log |av I—I;m mlog Iav | < Sug 7Ty log(t+p ) lav,p
’

- *
et -log 5(z)= (sup ;—1-_;3,10%(1 +p 1) lav D 1) (z) pour tout ze€Q.
v,p ’

La démonstration montre que les polyndmes sont denses dans @(%) siet seulement si

*

- log 5(z) = (sup c;log ij 1) (z), 1les P étant des polyndmes.

COROLLAIRE 26, Soit & vérifiant les hypothdses du théoreéme 25,

Si ¢ %}"22 est un module de plurisousharmonicité pour -log % alors les conditions
suivantes sont équivalentes,

. 2 k 2 k .

i) H@Q')NH(Q, %) est dense dans H“(Q,5°) pour tout entier k > 0.

*
i) -1log §(z) = (sup ¢; log |fi |} (z) pour z€Q i, € H(Q") c; > 0.
i

Démonstration. Si i) est vérifiée, H(Q') est alors dense dans ?(%). En effet

E(k,$) o HAQ , $2¥2M1) ¢ B(c2n4,D)
les injections étant continues, il suffit d'appliquer le théoréme précédent.
Lorsque la condition ii) est vérifiée on peut appliquer la proposition 4 pour en

déduire i).

Je voudrais terminer, en remerciant J.-P. Ferrier avec qui j'ai eu de nombreuses

discussions, qui m'ont beaucoup aidé.
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Approximation pondérée sur une
> 7 r n
sous-variéte totalement reelle de C .

par J.-P. Ferrier et N, Sibony

1.~ Introduction et position du probléme.

On considére une sous-variété réelle fermée 2. de dimension k
et de classe GT de c". on suppose dans toute la suite que 2. est
totalement réelle, c'est a dire qu'en tout point x de 7. 1'espace
tangent 'TX a4 X. en x ne contient pas de sous-espace complexe autre

que {O} ; cela implique en particulier k«n.

L. Hormander et J. Wermer ont démontré dans [6]1e résultat

suivant

Théoréme .- On suppose 1 > k/2 + 1; si K est un compact de 7. R
toute fonction continue sur K est uniformément approchable sur K par
des fonctions holomorphes au voisinage de K.

Ce résultat a été étendu par E. Cirka [1] d'une part et F.R. Harvey et
J.0.Wells [3]d'autre part, au cas d'une variété Y, de classe 2‘51 .

On se propose ici, en utilisant les techniques de [1] et [6], d'étudier
le probléme de 1'approximation, au sens d'un poids sur Z , des fonc-~
tions continues sur 2, vérifiant des hypothéses de croissance a 1'infini
par des fonctions holomorphes au voisinage de 2, , puis par des poly-
ndmes. ‘

Plus précisément, soit w une fonction continue strictement positive
sur X, ; on désigne par Z?W(‘Z) 1'espace vectoriel des fonctions
numériques complexes continues f sur 2, telles que wlf)| tende vers

zéro a 1'infini sur 2., , muni de la norme

fe— = sup wx) )],
A xe Z
pour laquelle et W(Z‘) est un espace de Banach. On suppose que w est
un poids, c'est a dire que [ pll w < +o  pour tout polyndme p; dans
ce cas EW(Z) contient les polynSmes et on se propose d'étudier dans



ce cadre le probleme de Bernstein, c'est a dire de chercher des conditions
sous lesquelles les polyndmes sont denses dans E?W(Z).

Nous commencgons par approcher les fonctions de (‘a’w(Z) par des
fonctions holomorphes au voisinage de 7. , sous une condition d'uniforme
H - convexité introduite par E. Cirka [1]. Une hypothese géométrique sur
7. permet ensuite de faire 1'approximation par des fonctions holomorphes
sur un voisinage tubulaire fixe. Le passage a 1'approximation par des
polyndmes se fait a 1'aide des techniques de [8].

Fixons quelques notations; de facon générale, lorsque Q. est un ouvert
de ¢ et () une fonction numérique continue strictement positive sur Qo
on notera H2(Q ,J) 1'espace de Banach des fonctions holomorphes sur
Q) , qui sont de carré intégrable pour la mesure de densité { . On posera

encore ]
| d(2) = (14121972
et 2
PSS,
z
o 87 07 1

si f est une fonction de classe 5 2 sur un ouvert O de ¢ et pour

ze L , t = (t1"""tn) c cl

2.~ Ensembles uniformément H - convexes,

Nous posons suivant [1] la

Définition 1.- Un ensemble fermé F de €" est dit uniformément H- convexe

s'il existe une constante O3>0 et une suite 'Qv , V= 1,2,3,..., de

domaines d'holomorphie de c” pour lesquels

o :
(1) — < inf d(c,F) <« sup dlc,F) ¢ —
v ve 3Q, o ve 3l 5 v

On donne deux exemples de variétés totalement réelles 2 qui sont

uniformément H - convexes.,

Exemple a. On considere le graphe . d'une application F = (*E1 yeeas fm)

de classe 2‘52 de ¢" dans ¢™ vérifiant les conditions suivantes:



2 f.
2 ). . estégala n en tout point de cn,
'8 Zj 1’ J )

(ii) La différentielle de F est bornée en norme sur C",

(i) Le rang de la matrice (

(iii) I1 existe une constante positive C1 telle que

m m n faf
@ Ll ol? < c( ] x
k=1

k=1 1=1 °%

pour tec et zec",

Alors 2. est une sous-variété totalement réelle qui est uniformément

H - convexe.

Le fait que 7. est totalement réelle résulte de la condition (i). Pour
voir que 2, est uniformément H- convexe, introduisons la fonction (p

définie dans ¢t par

m
bmw = T |w, - 1,(2)| 2

ou z = (21,_.. - Zn) cec et w= _(W1, cee, Wn) e c™ et désignons, pour
tout entier v>0, par Q,, 1'ensemble des couples (z,w) de et te1s
que ¢(z,w) < v™2. Clairement ¥ = ¢ () . de plus si (z, w) e d Q,

et si on considere sur €™ janorme (z,w) = |z] + \wl , en désignant

par M une constante > 1 majorant la norme de F' sur Cn, il vient

Mv) g dzw), ) < v

Pavey

La premiére inégalité résulte de ce que si  z € Cn, la boule ouverte de
centre (z,, F(z,) et de rayon (M)))"1 est contenue dans (2, ; en effet,
si (T,c") e M ygpitie 1141 z (Mv)—T, le théoréme des
accroissements finis et 1'hypothese (ii) assurent que

d)(zo'+§‘, F(zg)+ T'") = kZillT ‘fk(zo)+§‘l'{ - fk(zo+§)i 2

est majoré par M2 {C‘Z\ +{c 2 et donc par v™2. La seconde inégalité

vient de
. 1 -1
d(z, w), ) < |(z, W) - (z, F2)| « Plz, w)? <€ v .
1 ne reste plus qu'a montrer que Q v est un domaine d'holomorphie pour

y assez grand; or pour (t,t') e c"xc™, il vient

-3-



(3) H¢((Zy W); (tyt')) =

m . N m n ef 5 am
>\ _“(Z)t\ v 2 \ K(2) t \ = 2Re 2 (w, -1, (2) Hf (2, 1).
k=1 1=1 3% k=1 . 1_1 82 k=1 k

1

Cette expression est elle-méme minorée par

n of 2 : 1
> =@y - 2y (3 v 0]
k=1 1=1 °% k=1 K

de sorte que 1'hypothese (iii) assure pour v > 2C; que H ((z,w), (t,t')) =0

lorsque (z, w) reste dans un voisinage convenable de £, . Ainsi Qv vérifie
la condition de Levi et la démonstration est achevée.

Exemple b, On considere une sous-variété totalement réelle 7. de c" de
classe ES 2 pour laquelle on suppose qu'il existe des constantes o >0,
C, > 0 telles que tout point z de c™ vérifiant d(z,37) < o posséde une
pI‘OJeCtlon unique pz(z) sur 2: et dque sur.l'ensemble Z des points z
de ¢ vérifiant d(z, ) < « , on ait

lpsi(z) - pzn)| < ¢, Jz-z]

Si X, Y sont des vecteurs tangents non nuls en un point x de Z , on
note A(X, iY) 1'angle, dans 1'espace hilbertien Cn, de X et de i¥Y. On
pose

(S(X) = inf A(X, iY),
lorsque X, Y parcourent les vecteurs non nuls de TX; dire que Z est

totalement réelle revient a dire que (5(X) > 0 pour tout point x de 2, . On
fait 1'hypothese supplémentaire que

(x) » 0.
P er P

Dans ces conditions 2, est uniformément H-convexe. Cela résulte aussitdt
du

Lemme 2, - Sous les hypothéses qui précédent et pour C (1+cos (5 < 2,1la

fonction (i) zZ x—>_d2( z, 2.) est plurisousharmonique dans >

—4—



Démonstration. Soient Pqy= QDT +1 LP1 yeves Py = Cpn+i q)n , les composantes
de p 5 qui est différentiable dans Zd puisque la projection sur 7. est
unique. Le fait que pZ. (z) minimise la distance du point z de coordonnées

zq = X +iyqseees 2, = xn+i_yn 4 2. se traduit par
n aq). _ ~YOR
>y - x) S+ () - O e) 2 = o
. dz J J z
j=1 k k
pour k = 1,...,n. Il en résulte
nonoo9p ‘
Hy (o 0 = 1417 - L2 —L@T

k=1 1=1 0O Z,

soit encore (I -A(z))t, t> ol <« , > désigne le produit hermitien
dans ¢™ et A(z) 1'endomorphisme de ¢" de matrice

APy,
(‘a“z‘lz(z))k, 1°
On a évidemment.

Az) .t = % [p‘z(z) St ipl (2) . (-it)]
et

AG).t]* = ¢ Dp‘z (z) . t]? + ll?z'(z).(—it)lz + 2Re {ph(2).t, pLZ:(z)(—it)>—].

Or p'z(z) Ltoet p'Z (z) . (~it) sont des vecteurs tangents a 7. en p (z)
de sorte que 1'expression précédente est majorée par —;— [t|2 Cg (1+cos (5) .
L 'hypothese assure alors que HC}) (z, t) = 0, ce qui acheve la démonstration.

Si alors Q., désigne 1'ensemble des points z de C" tels que d(z, %) < !
v

pour un entier v >0, la suite (Q,) est une suite de domaines d'holomorphie

qui vérifient les conditions de 1a définition 1.

3. Approximation par des fonctions holomorphes au voisinage de Z .

Nous établissons ici le

Théoreme 3.- Soit Z une sous-variété fermdée totalement réelle de classe

& I‘, avec r>%+ 1, de c ; On suppose 5 uniformément H - convexe et

on considere une suite (£),), ¥ =1,2,... de domaines d'holomorphie

-5



veriﬁam (1). Dans ces conditions les restrictions & > des fonctions de

U H (Qy, 54) sont denses dans 5’52(2)

Nous aurons besoin d'un certain nombre de lemmes & commencer par le

Lemme 4.—‘ Les restrictions a J., des fonctions de classe E‘p’oo a support

compact de ¢ sont denses dans (%’W(Z).

Soit en effet (Kj)j e Une suite exhaustive de compacts de 2., vérifiant
KJ C KJ +1 pour tout j et soit (Cp ) une suite de fonctions continues
sur 2, & valeurs dans [0, 1] telle que qo soit égale & 1 au voisinage de K;;

et a support dans KJ +1°

Pour toute fonction f de 5w( ), la fonction w [ijf -f] = wit] (@ .- 1)
est nulle sur Kj et majorde par 2 wlf}; elle tend donc uniformément ver*s
zéro lorsque j tend vers 1l'infini. Par suite f est approchée par des fonctions
continues a support compact sur Z ;. en prolongeant ces derniéres en des
fonctions continues, a support compact sur Cn, puis en les régularisant on
acheve la démonstration du lemme. On peut méme se limiter a des fonctions
de classe %00 a support dans un voisinage ouvert arbitraire de Z,, $oit par
exemple Q 1° | |

Rappelons d'autre part un lemme dii a L, Hormander et J. Wermer [6] .

Lemme 5.~ Soit g une fonction de classe ¥ support compact dans Q

il existe une fonction G de classe {‘; a support compact dans Q , qui

1'inégalité

3

coihcide avec g sur 7, et vérifie pour une constante C

3G -1
(3) |2%@)| < cj dz, 20",
CFA
J
S-)E j = 1 ’ LR B J nt
Nous utiliserons enfin comme dans [G]un lemme classique de la théorie

des équations aux dérivées partielles:

Lemme 6.- Soient z, un point de ch et v un nombre réel strictement positif;

désignons par B la boule ouverte de centre z, et de rayon r. Il existe une
constante C3 telle que pour toute fonction u de L (B) pour laquelle Su

soit une fonction continue sur B, on ait

+ r sup |3u (z)}}

) < ¢, (v
lu(z)] ¢ ¢y (= ul s |

L(B)

Démonstration du théoréme,~ Nous sommes ramenés par le lemme 4 a approcher

—e-



une fonction g de classe G ® et a support compact K dans QT' Pour
chaque entier v> 0, la restriction w,, de 3G a (), est une forme
fermée de type (0, 1) de sorte qu'il existe d'aprés [4] une fonction G,
dans Q, vérifiani 3G, = 3G et

(4) f\%\z St oan < Llsclzdx,

Q,, »

oll A est la mesure de Lebesgue de C". Clairement G - Gy est holomorphe
et donc dans HZ(’Qv,X:',) et G-(G-Gp) = Gy . Il nous suffit alors de
montrer que ) L}) Gy tend uniformément vers zéro sur 2- lorsque v tend
vers 1'infini. Appliquons pour cela le lemme 6 a la fonction G, restreinte

4 une boule ouverte B de centre x e 2. et de rayon 19531 ; 11 vient

6y 0] < ¢y o ([ lap2an)® 4 65 sup [3G,@1] .
B zeB

On vérifie facilement qu'il existe une constante C, telle que §o(x) <C, d(z)

4
pour lx-——zl < 1 de sorte que

5%(}() }Gv (X)l

e, fc o fa“ ev@| 2 ar@)” + 65'¢3x) sw 136,61,
zeB

le membre de droite étant lui~-méme majoré d'apres (4) par
1
c, 2\ @“(f 3cl?ar) + 63" swp laGl§ .
3174 Q
Y, zeK

En utilisant alors 1'indgalité (3) et le fait que le volume de .Qvﬂ K estun
o ( v—-(2n - k))

vers zéro pour X e 2, lorsque r > )2(-+ 1.

, il est clair que 1'expression considérée tend uniformément

Remarque. Si on remplace la condition (1) de la définition 1 par la condition

-1
U B, 600 v) ¢ Q, < UB(X 2), vet,a,...

Xe

dans laquelle € est une fonction continue sur 7. & valeurs dans 1o, 1]
et B(x,r) la boule ouverte de centre.x et de rayon r, on obtient alors

en conclusion que g) H? (Q,, 53) est dense dans gsn.gz (Z2).
[o]

-7



La nouvelle condition a d'autant plus de chance d'étre vérifiée que ©

tend plus vite vers zdéro a 1'infini.

On utilise les mémes majdraﬁons que précédemment mais en prenant
pour B la boule ouverte de centre x et de rayon 0O(x) 5.

Nous allons maintenant dans des cas particuliers passer de 1'appro-
ximation par des fonctions holomorphes avec un voisinage variable de 2
a 1'approximation par des fonctions holomorphes sur un voisinage fixe a
1'aide du résultat suivant de [8] :

Théoréme 7.~ Soient k un entier naturel, () un domaine_d‘ho},o’morphie

de o et J une fonction lipschitzienne strictement positive dans )

tendant vers zéro au bord de () ; on suppose que -logd est la régularisde

semi-continue supérieurement de 1'enveloppe supérieure d'une famille

filirante croissante (@i}id de fonctions plurisousharmoniques positives

dans un domaine d'holomorphie ()' contenant Q . On peut alors approcher
toute fonction de HZ(Q , Jé{) pour la norme de HZ(Q , 52 §§+4) par des

fonctions de HZ(Q‘ , exp(- (Pi)dqi,{*%).
i ,

Notons que si Qr =c" etsi chaque fonction exp @, est a croissance
polyndmiale, alors 1'approximation se fait par des polyndmes,

Nous obtenons d'abord la

Proposition 8.~ On se place dans le cas de 1'exemple b) dont on conserve
>
les notations; alors H“(5% 5? ) est dense dans & 54(2).
o]

Démonstration.- Puisque Z est uniformément H -~ convexe, on est ramené

par le théoréme 3 & approcher dans G J4 (¥0) 1les fonctions de Hz(Qy,acﬁ)
o}

par des fonctions de HZ(ZO”, 53’ ). Fixons donc v assez grand et posons

dy(@ = (W72 -z, )"

Clairement d,, est lipschitzienne sur c" et 1'ensemble des points ol dy

est strictement positive est 1'ouvert (), des points z tels que d(z,72) <V 1 .
La fonction x +—> =log ({ v s x)) est convexe sur [O, + 00 \:; on

peut 1'écrire sur cet intervalle comme enveloppe supérieure d'une suite

croissante (fj)je:[N de fonctions convexes ﬁni<1es(e‘n,1a remplacant par

exemple par une fonction affine pour x > v -1/j). Par suite on a

-log dy = sxgp(gj ,
J.



ol (P 2(Z,Z)) Chaque fonction (p est évidemment plurisous-
har‘momque dans J.%. Pour > 1/ on a Q,)C Z en appliquant le
théoreme 7, on approche les fonchons de H v’ 5 o) pour la norme de
HZ(QV, d% 5(?) par des fonctions de

U Hz(zay exp (" CPJ) 5.?)'
J

La démonstration s'achéve alors car d'une panrt d)) (x) > y~2 pour
x € 2., et la restriction H? (Qy, 5 ) —>G 34 (7)) est continue d'apreés
le lemme 6, et d'autre part exp (- (Q ) est minorde sur Z

Nous obtenons d'autre part la

Proposition 9.~ On se place dans le cas de 1'exemple a) dont on conserve

les notations; si Q désigne 1'ensemble ouvert des points (z, w) tels que
Gz, w) < 2C,, alors H2(Q , d"f?) est dense dans 2‘554(2).

Sl les fonctions fl sont de plus pluriharmoniques, toute fonction de

& 0@4 ) peut étre approchée par des fonctions entiéres,

Démonstration.- Comme on 1'a vu au paragraphe 2, la fonction ¢ est

plurisoushar‘inonique dans () . Onest ramené, comme pour la proposition

précédente, & approcher dans G g4 (33) les fonctions de H? (Q,, df) par
o .

des fonctions de HZ(Q s 0 § ). Fixons donc -y assez grand et posons

by (z,w) = (V2= Oz, ).

La fonction ({)9 est lipschitzienne dans () & cause de 1'hypothese (ii).
Si on considere les fonctions fJ. introduites pour démontrer la proposition
précédente et si 1'on pose (Pj = fj 0 CP, alors

“tog Gy = b ()
J

sur () , oll q) est plurisousharmonique et bornée dans € . Il en résulte
alors que U H (Q exp(- (P )58 est dense dans H* (Q, 54) pour la norme

de H (Q 0“ J 8 ), ce qui permet d'achever la démonstration.
Si les fonctions f. sont plurisousharmoniques, alors (b est plurisous-

n-+m

harmonique dans c et 1'approximation se fait par des fonctions

de H?(Cl]+m, exp(- q)j) J § ) et par conséquent des fonctions entiéres.
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4, Régularisation des fonctions plurisousharmoniques.

Pour traiter le probléme de 1'approximation des fonctions de 8“]( Z)
par des polynémes, nous avons besoin d'introduire un procédé de régula-
risation des fonctions pluriseusharmoniques. Si f est une fonction numérique
réelle , semi~continue inférieurement,sur un espace méirique E, nous

posons pour chaque entier k >0 et chaque point x de 1'espace

f£,02) = inf (kd(§,x)+HE)) .
U gem

I.a fonction f_k est lipschitzienne dans le rapport k et majordée par f; c'est
précisément la plus grande fonction ayant ces propriétés. On vérifie faci-
lement que la suite (fk) est croissante et qu'elle converge simplement vers
f lorsque f est minorée.,

Soient maintenant {J un ouvert de ¢ et £ une fonction positive semi~-
continue sur ) . Nous prolongeons f par zéro hors de Q -y Obtenant
ainsi une fonction semi~continue inférieurement sur Cn, et considérons
la suite (fk) de fonctions sur ¢ qui est associée a f par le procédé
mentionné ci-dessus. Nous allons interpréter f, d'une maniere différente.

Désignons pour cela par .(nj 1'ensemble des points (z, w) de O xC
tels que |w] < f(z) et considérons sur C"'xC la norme (z, w) —> klz\+ 1wl

et 1a distance <:1k associée a cette norme.

n . _
Lemme 10.- Pour tout zeC", ona f,(z) = d,[(z, o),[Q] ; side plus
Q) est un domaine d'holomorphie et si -log f est plurisousharmonique

dans (Q , alors -log f‘k est plurisousharmonigue dans Q.

Démonstration.~ On a en effet successivement

d, {(2,0),@@] = inf [f{{é’-—zl +W]

(C} z) ¢ Q
= inf [k &=z + f(C’f)]
‘ cech
= fk(z) .

De plus, si Q estun domainci’ d'holomorphie et si ~log £ est plurisous~

harmonique dans (2 , alors () est un domaine d'holomorphie d'apres le
~ Fat] .

théoreme d'Oka. Par suite la fonction (z, w)r—> ~log d, L(z, w), CQ]

est plurisousharmonique dans Q . Satrace sur O 1'est encore; or c'est

précisdément i
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Signalons au passage une conséquence de ce lemme qui n'est pas direc-
tement utile pour la suite, mais présente un intérét propre,

Proposition 11.~ Pour toute fonction plurisousharmonique dans ce domaine

d'holomorphie () de ¢”, il existe une suite décroissante de fonctions

plurisousharmoniques localement lipschitziennes quiconverge simplement

vers ; si @ est continue, la convergence est uniforme sur tout compact.

Démonstration.- On applique ce qui précede a la fonction exp(- @), prolongée

par zéro hors de () ., Il suffit simplement de poser

<?k = {“1Og [exp(— Qﬂ]} kK *
pour obtenir une suite ayant les propriétés souhaitées.

Nous nous limiterons mainfenant au cas de fonctions lipschitziennes
dans le rapport 1. Pour toute fonction polynomiale p sur ch , nous définissons
une fonction p* sur ¢" par

1

| o2 1
| = inf - ,
plz) clzc:“ [t o p(z) ]

Clairement 1/p* " est lipschitzienne dans le rapport 1 et p* majore |p} ;-
en fait p* est la plus petite fonction ayant ces propriétés. De plus,

Lemme 12.~ La fonction p* est & croissance polynomiale et log p¥ est
plurisousharmonique,

Démonstration, - La premiere assertion résulte de ce que pour tout

polyndme p, il existe une constante .C et un nombre entier naturel r tels
que
Ip(z)] < C (1+1z1)".

On peut choisir C assez grande pour que la fonction 7z CJ(? +1z])7F
soit lipschitzienne dans le rapport 1, de sorte que cetis fonction minore
encore 1/p* . Quant 2 la seconde assertion, elle résuite seulement du
lemme 10 et du faut que la fonction log|pl est plurisousharmonique sur c",

5. Approximation polynomiale.

Etant donnés un poids w sur Z. et un nombre £> 0, ondésigne de
facon générale par B £ w 1'ensemble des fonctions polynomiales p osur
y
¢ pour lesquelles Ip (x+2z)| w(x) <« 1 pour tout puint x de 2 et tout
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point z € c tel que |z{ <« & . Nous désignons d'autre part par Z,'e 1'ensemble
des points z de C" tels que dlz, =) < € .

Théoreme 13.~ Nous reprenons les notations et hypotheses du paragraphe 1.
S'il existe un nombre © €70, 1] tel que pour tout entier v =>1 on ait

sup plz) = +o
DGBG-{)T,é;A’W

=1
en tout point z du bord de ¥V, les polyndmes sont denses dans EW(Z).

- Démonstration, -~ Posons

CS'\) = inf T/D* s
peB ~ _
Gvi, «504W

et désignons par Q‘v 1'ensemble des points ou 5,9 est strictement positive.
11 est facile de vérifier que J est lipschitzienne dans le rapport 1 et que
- Q, est un domaine de Runge compris entre 2‘95’“1 et 2, vl | Cela montre
en particulier que 2. est uniformément H - convexe. On est donc ramené par
le théoreme 3 a approcher dans 8“,(2:) les fonctions de HZ( Qy, 53) par
des polyndmes. Compte tenu du lemme 12, le théoréme 7 montre que 1'appro-
ximation peut étre faite pour la norme de HZ(Q9 , d 2 ) f ) ; il ne reste plus
qu'a montrer que cette norme est plus fine que celle de & _(X).
Orsi fe HZ(Q,; ,d 25 %), en utilisant la Sous—-harmonigi]té de la fonction

{f)z dans Q) il vient pour une constante C convenable
‘f(x)P WZ(X) £ C p2n w?“(x) f ]f(z)i2 dA(z) .
B(x, )

La démonstration sera donc achevée si 1'on sait que w(x) < C! Ji’(z) dy (z)
pour z € B(x, 2%-), o C' est une constante, Or si un polyndme p appartient

N R =1 o
a By 51’ 5;4w , i1 vérifie pourr ¢ € B(x, 69') la majoration
p() I3 wlx) < 1.

Il en résulte que si  z € B(x, ~%) et Te c", alors

:_' T 2 ._ _g_ , vix g;"4 ] ,
{ z| + fp(?:)\ Min [ » w{x) (x)]

comme on le voit en distinguant les cas |G -z[< —2% et | -z]> % . Par
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suite, pour z € B(x, %), il vient

%Z) S an{jii, “«X)§;4oa}
p(z

soit pHz) = 0(504 (x) w_}(x)).Sachant que par ailleurs & ;'4(x) = 0(5;"4(2)),
et passant a la borne supérieure sur p, on obtient 1'inégalité cherchde,
On obtient de facon analogue dans un cas particulier le

Théoréme 14.- Nous nous placons sous les hypothéses de 1'exemple b).
S'il existe £€]0,o[ tel que

sup p*(z) = +o0
-6
PeB . 470w

en tout point z du bord de Y., les polyndmes sont denses dans E?W(Z).

La démonstration se conduit comme pour le théoreme précédent.
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