Ensembles holomorphiguement convexes
et probleme de Dirichlet généralisé

Nessim Sibony

Analyse Harmonique d'Orsay
W5 95480

PO




Ensembles holomorphiquement convexes et probléme de Dirichlet généralisé,

par Nessim Sibony

INTRODUCTION et NOTATIONS. Etant donné un compact K contenu dans Cn,
notons IA< son enveloppe polynomialement convexe et 1r(K) son enveloppe rationnelle-
ment convexe. Si on note P(K) 1'adhérence des polyndmes dans 1'algébre uniforme
6(K) et R(K) 1'adhérence des fractions rationnelles régulieres sur K, alors f(
et r(K) s'identifient respectivement au specire des algébres P(K) et R(K).

Le probléme de 1'existence de disques analytiques dans IA{ IK (resp. r(K) ]K)

a suscité de nombreux travaux, voir [1] , [16] , [17] , [1 8] , [19] .

Dans cet article nous donnons une description de r(K) lorsque K estun
ensemble cerclé en une variable dans €". L'outil essentiel est 1'étude d'un probleme
de Dirichlet généralisé introduit par Bremerman [3] . On montre, en particulier, qu'étant
donné un domaine D strictement pseudoconvexe dans c" et ue ¢(dD), alors
il existe un prolongement U de la fonction u, quiestcontinu dans D p. s. h.
dans D ettelque pourtoute ¢ p.s.h.dans D vérifiant ¢ <u sur aD
onait @ <U dans .D. On obtient également le principe du maximum suivant : soient

¢ et ¥ deux fonctions p. s. h. dans un domaine d'holomorphie borné £, on suppose

que les fonctions ¢ et ¥ sont continues dans & etque ¥ 662(Q) et n'est



strictement p. s. h. en aucun point de Q. Si, deplus, o<y sur ¥, alors
o<y sur Q.

La généralisation de ce probléme de Dirichlet & une algébre uniforme sur un
compact X fait intervenir la notion de mesure de Jensen. Rappelons qu'étant donné
un homomorphisme m appartenant au specire M " de 1'algebre A, on appelle me-

sure de Jensen pourr m toute mesure de probabilité u portée par X telle que pour

fCA, on ait

log lf(m) ! < Jlog If Idu .
L'ensemble Jm des mesures de Jensen pourr m est un convexe compact. Etant donnée
une fonction ¢ s. c. i.sur X, on peut lui associer une fonction 5 sur M

A
définie par
@(m) = inf Jgodum.
H meJm

La fonction ZE coincide avec ¢ sur la frontiere de Choquet associée au cdne de
fonctions (c log lf l ), ¢>0, f€A. On peutinterpréter ¢ comme la solution d'un
probléme de Dirichlet associé a 1'algebre A. Lorsque A estégalea R(X) ot X
est un compact de €, on étudie les relations entre le probleme précédent et le probleme
de Dir*ichlet usuel, respectivement le probléeme de Dirichlet fin. On interprete les résul-
tats concernant le probleme de Dirichlet introduit en termes d'enveloppe rationnellement
convexe.

Dans une derniere partie, nous retrouvons, de maniere extrémement simple, les
résultats de R. Basener [1] , A. Debiard et B. Gaveau [:3] , concernant le calcul de

certaines enveloppes rationnellement convexes et les résultats concernant les enveloppes

sans structure analytique.
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Nous renvoyons a [1 O] pour les résultats d'analyse complexe utilisés, a [1 7:l
pour la théorie des algebres uniformes et au livre de Fugelde [7] pour la théorie des
fonctions finement harmoniques.
Je remercie T. Gamelin de m'avoir posé la question a laquelle il est répondu au

théoreme 7.

I. a) Algtbres engendrées par des séries de Hartogs.

Soit A une algebre uniforme sur un espace compact X et soit M A SOn
spectre Etant donnée une fonction ¢ s. c. i. définie sur X, nous noterons Y
le compact de X x € défini par

v={&x,t)xex , tee, |l < ex(-ot)}.
Nous désignerons par B la sous-algebre fermée de 6(Y) engendrée par les
polyndmes de Hartogs, i. e. les polyndmes de la forme

N .
F(x,C)=j=Eij(X)C3, N=0, f,...fEA.

T. Gamelin a déterminé le spectre de 1'algébre B. Nous donnons ici une démonstration

trés simple de son théoreme.

THEOREME 1. (Gamelin [8]). lLe spectre M de 1'algebre B est isomorphe

B

a 1'ensemble

Y = {(m,W)/mGMA, wee , |w lsexp(—&'(m))},

hY

ou ¢ est définie par 1'une des relations suivantes.

i) @(m) = sup (c; log lfi | (m))
1

la borne supérieure étant prise sur 1'ensemble des fonctions ¢ log |1 l , ¢>0, f€A,

telles que ¢ log ]fl <¢o sur X,



i) (m) = s (Jw au)

o I désigne 1'ensemble des mesures de Jensen portées par X et représentant

1'homomorphisme m,

Démonstration. Soit 7 1'application de M dans M X € définie par

B

m(x) = (x iA , X(€)). Montrons que pour tout ¥ dans Mg 7(x) appartienta Y.

En effet, si lz/ log lf } < ¢ sur X, lafonction ¢ Vf est en module inférieure

a 1 sur Y, donc pourtout ¥EM on a

B’
vy x©! <1,

d'o 1og [x(@)] +1 10elx@| <o,

par suite "
log ]x(?:)i + (X IA) <0.

On en déduit _
|x(@) | = expl-50x | ).

Il est clair que 7 est injective, il nous suffit donc de montrer que 7(M

Soit (m 0,Wo) €Y. Soit g unpolyndme de Hartogs, i. e.

g(x,2) =;§1 aj(X) 23, a,€A.
Posons N .

x(g) = 32‘31 m(a,) w{.
Nous allons montrer que Ix(g) l < Hg” Or

. 2 . ..
aj(x) e';‘(p(x) = 2171, j 7Tg(x , e"(p(x)ele)e"lJe de,
o
d'ot .
. laj(x)l < ”g” eJ(p(X).
On en déduit que log laj l log”gH

————-:-—-——SN -
i $+3

et par suite



J
(1) laj(mo) wo' < ”g”
Posons g, (x,w) =g(x,Aw) pour X < 1. D'apreés la relation (1), pour tout polyndme

de Hartogs, on a
Ixte,) | = -1 lell.

. . ‘2 . n . iemes
En appliquant 1a relation précédente aux fonctions g et en prenant les racines n R

on en déduit
Ix(gk)] < ell.

I1 suffit alors de faire tendre X vers 1, pour voir que

Ix(e)| < lell.

Montrons que i) <ii), Eneffet, si ¢ log lf I < ¢ sur X, pour toute mesure de

Jensen représentant m, ona

cloglfl(m)s Jc log!fldu SJX o du,

donc N
B(m) < inf J ©du.
peJ

Pour démontrer que ii) < i) nous reprenons une idée de T. Gamelin. Soit 7

une mesure de Jensen portée par Y et représentant 1'homomorphisme x€EM tel que

B
Désignons par ¢ la mesure imagede T par @, alors o©
est une mesure de Jensen portée par X représentant 1'homomorphisme m. Or, ona

- 3(m) = 1og | x ()] leoglcldr(x,C)s -jqa(x) dv(x,m=-J¢<x> do

donc

J«mx) do < 3(m),

d'oli 1e théoréme.,

b) Algébres engendrées par des séries de Hartogs Laurent.

Nous allons étudier une classe d'algebres qui nous permetira de donner une



description de certains ensembles rationnellement convexes de ¢, Ces algebres ont
été également étudiées par T. Gamelin.

Soient ¢ et ¥ deux fonctions s. c. i. définies sur X. Notons Y 1le
compact de X X € défini par

Y = {(X,C) ,x€X , ed)(x)s IC] < e—(p(x)}.

Soit B 1la sous-algébre fermée de 6(Y) engendrée par les fonctions de la forme

F(x,C) = 2 £(x) &3
j=-N

o f.€A, -N<j<N.
J

THEOREME 2, Le spectre M de 1'algebre B est isomorphe & 1'ensemble

D
Y= {(m £)/meM, , cec, exp(m) =< |t| < exp(- m(m))}
Démonstration. Soit 7 1'application de M @ dans M, xC définie par
m(x)=(x|5 » X(€)-
Si 'q;:sup-llog lf! et $=supilog!gl
v i 7 i

i i

v,
avec fi ) 8 €A et Bios Vs des entiers positifs, alors ]fi w ll <1 et
]gi w? I <1 sur Y ; onen déduit comme pour le théoréeme 1 que m(x)€ Y.
Montrons que 1'application 7 est surjective. Soit (m,wo) € ?, et supposons

de plus qu'on a

(1) exp@m) < |, | < exp(-5(m)).

Posons x(F) = Z  f.(m) wi.
-N<j<N

Alors

)= 2 tm) v e 2 2 fm)w 2(:—»‘]’5



oll on a posé w, = exp(-o(m)) et W, = exp('zﬁ'(m)).
Yo Yo
On a "-A-,—1=)x<1 et “-,—2 =u > 1.
Orsur Y
Ifj e™i0| < HFHY et |fjew | < ”F”Y .

On en déduit que sur M A, en supposant ”FHY <1, onapour j>0 (resp. pour

j<o0)

Par suite, on a, pour tout F,
o)) = (g v =L Dl
Ce qui implique encore que
x| < lIFll.
Nous devons a présent nous affranchir de 1'hypothese (1). Les fonctions ¢ et ¥

étant données pour tout € > 0, définissons le compact Ys par

Y = {(x,C )/xeX explp-€) < |t| < exxa(—qo+8)}-

Il est clair que

(b-8)=F - et (0-8) = - €.
Soit (m,wo) tel que
exp@m) = |w, | < exp(-Glm)).

Alors on a — —~
exp(p-€) < lwol < exp(-(p-€)).

On en déduit, d'apreés ce qui précéde, que
IF(m,wo)l < “F”Y .

€
Le nombre € étant arbitraire

| < Il



II. PROBLEME DE DIRICHLET GENERALISE.

Nous allons étudier a présent quelques propriétés de 1'application qui a une
fonction s. c. i. ¢ sur X fait correspondre la fonction s. c.i. @ sur MA'
Lorsque £ estun ouvert régulierde € etque A désigne 1'algébre R(Q), on
trouve la solution du probleme de Dirichlet au sens habituel, si on prend X =d8.

Etant donné une algébre uniforme sur un espace compact X, nous noterons J
1'ensemble des points de X dont la seule mesure de Jensen représentant 1'évaluation
en ce point est la masse de Dirac, c'est la frontiere de Choquet associée au cdne de
fonctions c¢ log ]f ! , ¢>0, f€A. Nous noterons J 1'ensemble des points de M A

qui admetient une mesure de Jensen unique portée par X. Nous dirons parfois que J

est la frontiere de Jensen de A.

PROPOSITION 3. L'applicationquia ¢ s. ¢c. i. sur X associe ZE possede

les propriétés suivantes.

i) Pourtout X >0, %:AE;.

ii) Si ©, & ¢, sontdeux fonctions s. c. i. sur X, $1+’<,5’2£61\—F62.

iii) Si ((pi)iel est une famille filtrante croissante de fonctions s. c¢. i. sur X,

—~ —~
(sup @;)=sup o¢..
i€l icT

Patd

iv) o=¢ sur J.

v) S_ZE ¢ est continue sur X alors 5 est continue sur :f De plus,

1'application qui & ¢ associe '(5] 5 est lindaire de €(X) dans ﬁ(:f).

Démonstration. Les propriéiés i) et ii) sont immédiates.



Pour établir iii), on peut supposer que ¢ = sup ¢. est positive. Notons
\ ier *
C= {v/v€‘6+(X) v < cp}. On a

(1) ©=sup V.
veC

En effet, pour tout m€MA et pour tout €> 0, ilexiste €A, c>0 tels que
g(m)£clogifl(m)+s et CloglfiS(,D sur X.
Donc c¢ log+ !f l <@ sur X. Sionpose V=cC ].og+ lf_ l , ©On voit que
o(m) - &< v(m) < ¢(m),
d'ou 1'on déduit la relation (1).
Orsi v estcontinue avec v=<¢ sur X, etsi (<pi)i€I est une famille

filtrante croissante de fonctions s. c¢. i. telle que ¢ = sup ®;, pour tout €>0, il

existe io tel que
v< ¢; +€& sur X,

)
N ~ ~
d'ou V< b; tE,
o
et par suite o< sup Q..
. 1
i€l

L.'inégalité dans 1'autre sens est évidente.

L'assertion iv) est immédiate gréce au théoreme 1.

Démonstration de v). Soit m 063/. Soit m ~une suite dans M A convergeant
vers m.. Si By est une mesure de Jensen représentant m., on voit que tout point
adhérent a la suite M, estune mesure de Jensen représentant m,. Si m 063; il
en résulte que B, converge vers “o la mesure de Jensen représentant m, et qui
est portée par X. D'ol, si pour tout n on choisit Ky telle que

o(m ) = jqo du

ona
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lim o(m ) = limjwdun=j<pduo

o(m ).
Remarques. i) Si ¢ est une fonction s. c. s. sur X, on sait qu'il existe
une suite gok décroissante telle que ¢ = inf (Pk' On montre que ZZ; = lim ;5’k
K

ne dépend pas de la suite Py choisie et que

om)=inf | ¢ du.
u€Jm

ii) Si tout point de M A admet une mesure de Jensen unique portée par X,
1'opérateur qui & ¢ associe ¢ estun opérateur linéaire continu de ‘6(X) dans
M A) . C'est le cas, par exemple, si A est une algebre de Dirichlet sur X,

Nous allons montrer que les fonctions 5 possédent quelques propriétés des

fonctions harmoniques.

THEOREME 4. Soit ¢ une fonctions. c. i. sur X et soit K un ensemble

A-convexe de M A - Posons

—

X;=d3KU([KNX), A=A X’ 1= ]x,"

Alors, si ZBI = sup ¢ log lf l le sup étant pris sur les fonctions c¢ log If I <o
—_—r M P = 1

sur X1 avec f€A, ona

Tand

o,=¢ sur K.

Démonstration. Remarquons que, d'apres le principe local du maximum de Rossi

[17] , 1a frontiere de Shilovde A est contenue dans X1 . Il est alors clair que

K

le spectre de A x  S'identifie a K puisque K est A-convexe.
1
Rappelons que B désigne la sous-algébre de 6(Y) engendrée par les

polyndmes de Hartogs. Nous cherchons a déterminer le spectre de 1'algébre B restreinte

au compact Y, défini par



1.
Y1 = {(m,w) m€X1 ‘w ' < exp(-—c,o1(m))}.
Or ('5 1 = ?5, donc ce spectre est contenu dans 1'ensemble
Z = {(m,w) mEK IW IS exp(—&(m))}.
Si on applique le principe local du maximum a 1'ensemble Z considéré comme sous-

ensemble de M on voit que la frontiere de Shilovde B I 7 est contenue dans Y

B’ i
I1 en résulte que Z est contenu dans 1'enveloppe B-convexe de Y1 , d'apres le

théoréme 1, cette enveloppe est égale a Y, défini par
Y, = {(m,w) n€K IWI < exp(—&}(m))}.
Donc 51 < ?5

Nous aurons besoin dans la suite du résultat suivant qui raffine la définition de 25

PROPOSITION 5. Soit ¥ une fonction continue sur M < Supposons que,

pour tout moeMA, il existe un voisinage VO de m_  sur lequel

o

d):s;xpciloglfi! y ci>0 , fiEZA.

Soit ¢ une fonction s. c. i. sur X. Si ZbSa sur X, alors ws'q? sur MA'

Démonstration. La fonction ¢ -¢ ests.c.s.sur M K Soit « son maximum,

Supposons o > 0 et posons
B = {m/(p - H)m)=a J.
L'ensemble E estun compact disjointde X. Soit m, un point pic de E pour
1talgebre Al B Par hypothese, il existe un voisinage V0 de m, sur lequel
d(m) = sup ¢; log lfi l(m) mev .

Puisque m o est un point pic, il existe une fonction g€A telle que
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amg) =1 lelley (i < et

P
omons W = {m/mEZMA Ig l(m) < exp(-1)} .

Il est clair que sur b\/o\ W ilexiste €>0 tel que
Y - 5 <M- €.
Donc il existe un entier k> 0 tel que
k(Y -0-a) + log Ig l <-1 sur dV_
c'est-a-dire que sur bVo ona
(1) ki + log g | < k(@ + o) - 1.
Or on peut supposer que V o est A-convexe, d'ol en appliquant le théoreme 4, on
déduit que 1'inégalité (1) est encore vérifiée pour meV o’ et en particulier pour m
kp(m ) < k(o(m )+ o) - 1,
ce qui contredit 1'hypothese mo€E .

Le raisonnement précédent reprend une idée de Rickart dans [9] .

IIT. PROBLEME DE DIRICHLET, GENERALISE, DANS LE CAS D'UN DOMAINE
STRICTEMENT PSEUDO CONVEXE.

Soit D un domaine strictement pseudoconvexe a frontiere de classe € 2,
contenu dans Cn. On peut supposer qu'il existe un domaine d'holomorphie U conie-
nant D etune fonction p strictement plurisousharmonique dans U de classe “62

et telle que
D= {z/zeU, p(z) < o}.

Etant donné un compact K< €", nous noterons H(K) 1'adhérence dans €(K) des
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fonctions holomorphes au voisinage de K. Lorsque § est un domaine borné de ch
on notera A({Q}) 1'algébre des fonctions continues dans § et holomorphes dans .

Lorsque D estun domaine strictement pseudoconvexe a frontiere de classe 62
il résulte des travaux de Henkin, Kerzman [1 1] que A(D)=H(D) et par suite le spectre
de 1'algébre A(D) s'identifiea D . D'autre part, tout point de 2D est un point pic
pour H(D) [13] et par suite la frontiere J est dans ce cas égalea dD.

Nous utiliserons a plusieurs reprises le théoréme suivant dii a Bremermann [4:] ,

pour une démonstration voir [14] .

THEOREME 6 (Bremermann). Soit V une fonction p.s.h. continue dans un

domaine d'holomorphie € contenu dans c. Pour tout compact Kc Q il existe

des fonctions fi holomorphes dans {2 et des constantes ¢ >0 telles que pour tout

zcK
V(z) = sup ¢; log Ifi l(z).
i

Nous pouvons énoncer le résultat principal de ce paragraphe.

THEOREME 7. Si ¢ est une fonction continue sur X =D etsi A =A(D)

alors 5 est une fonction plurisousharmonique continue dans D. De plus

(pX =Q.

Démonstration. D'apreés la proposition 3, il nous suffit de montrer que ¢ est
continue dans D, eneffet J =X =0D. Soit ©* lardgularisée s. c. s. de la

fonction 6 on sait que ’5* est p. s. h.dans D et quesur ?D

i

=0 =0.
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Soit o« le maximum de la fonction s. c. s. 5* -®. Notons E 1'ensemble défini

par E = {z/z€[—) (@* - 9)z) = 0‘}’

Ctlest un compact de D puisque 6* = EE sur ?®D. Pourtout €>0, soit

D_= {Z/ZGD p(z) < —e}.
Il existe €> 0 tel que D€ soit strictement pseudoconvexe et De > E. En utilisant
le théoreme 6, on voit que Bs est holomorphiquement convexe dans U et par suite
D g est A(D) convexe. Si A, désigne 1'adhérence dans € (BE) des fonctions de
A(D), on voit en appliquant le théoréme d'approximation d'Oka que A, = H(Be).

On sait qu'il existe une suite ( de fonctions € lurisousharmoniques au voisinage
k

k
de D‘e et telles que sur un voisinage de 58 on ait

(1) @ = 1m bo,.

Soit P la restriction de 25 a bDE . Le choix de & implique 1'existence d'un

nombre o, < « tel que sur bDe on ait

1

D'apres (1), il existe k tel que sur oD
Si 51 désigne la solution du probleme de Dirichlet pour ? relativement a H('D"e),

on déduit de (3) que dans D,

~

qbks<p1+o¢1.

Or, puisque A, = H(Bs)’ d'apreés le théoréme 4 251 =0 , d'oll sur D,

OD€

et par suite on a sur E
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ce qui est impossible car «, < «.

1
Remarques. i) Soit D 1l'intersection d'un nombre fini de domaines strictement
pseudoconvexes dans c¢". On montre que tout point de 0D est un point pic pour
1'algébre H(D) et que pour toute fonction ¢ continue sur dD 1la solution du probléme
de Dirichlet relativement & 1'algébre H(D) est une fonction continue égale & ¢ sur
oD.
ii) Soient D

17 v Dp‘ des domaines strictement pseudoconvexes. Posons

=T

D=

p —
D.,, etsoit X= II1 d Di la frontiére de Shilov de H(D). On peut montrer
i .

1 ! i=1

que si ¢ € €(X) alors @, relativementd H(D), est continue dans D. Esquissons

I

le raisonnement pour le produit de deux domaines. Il suffit de montrer que G est continue
sur 9 (D1 X D2) , on peut ensuite raisonner comme au théoréme 7. On montre tout
dtabord que la restriction de 5 a ? (D1 X D2) est continue ; pour cela, on utilise le

fait que sur {¢.rxD,, avec {,€ dD, 1lafonction (&, , £,) estégale ala
1 2 1 1 2

1

solution du probleme de Dirichlet relativement 2 H(Bz) avec pour donnée sur oD,
la fonction vp définie par
1

On acheve la démonstration gréce a 1'inégalité suivante
L
Flayyz,) = @), ()
~
oll ('cb’)z désigne la solution du probléme de Dirichlet relativement a H(D'2) avec
1

pour donnée sur © D, 1lafonction § définie par

B(L,) =Bz, , L,).
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iii) Le théoréme 7 montre que dans le cas de 1'algébre H(D) avec D stricte-
ment pseudoconvexe le probleme de Dirichlet étudié ici coincide avec celui introduit par

Bremermann dans [3] .

PROPOSITION 8. Soit D un domaine strictement pseudoconvexe dans c,

Pour toute ¢ s.c.1i.sur dD, notons

€¢={¢/¢ p. s. h. dans D, continue dans D, < ¢ sur bD}.

On a alors o
o= sup P.
a,beﬁ(p

Démonstration. Posons ¢ = sup ¥. Ilestclair que ¢ < ¢. Mais, d'apreés
HEE »
la proposition 5, si ¥ <@ =¢ sur dD, onendéduitque P <@ sur D, &
condition de montrer que ¢ est localement un sup de cilog Ifi l , fi € A(D). Pour
les points de D cela résulte du théoreme 6 et du théoreme d'approximation d'Oka.
Si € oew , Soit ¥ lanormale extérieure & 3D au point . La fonction
Y(z- 8'5) est p. s. h. dans un domaine strictement pseudoconvexe contenant (.
Il existe une constante §(e) telle que ¢(z- eD) - §(e) < y&), il suffit alors d'écrire
dans DN B(Co,r) = V(Co,r), pour 1 assez petit
$(z) = sup ((z - V) - 5 (e)).
€
Or la fonction §(z- V) - 5(g) estp. s. h. dans un voisinage de V(CO,P), on peut
donc 1'écrire comme un sup de ¢ log Ig ] avec g holomorphe au voisinage de V(CO,P).
a' /951/ ~

Le théoréme/permet ensuite d'approcher ces fonctions g, par des fonctions de H(D).

Nous allons étudier a présent la classe des fonctions plurisousharmoniques conti-

nues dans D qui sont solutions du probléme de Dirichlet généralisé que nous avons
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considéré. Nous allons d'abord démontrer un principe du maximum pour les fonctions
p. s. h., Nous aurons besoin au cours de la démonstration d'un théoreme de H. Rossi [10]
Rappelons qu'un compact K < " estun S8 si ctest une intersection de domai-
nes d'holomorphie, et notons #(K) 1'algébre des fonctions holomorphes au voisinage de
K.
THEOREME 9 (Rossi [13] ). Si K estun S, les pointspicsde ¥(K) sont

6

denses dans la frontiere de Shilov de H(K). De plus, si dans un voisinage V de

¢ LK, 0K est une hypersurface , alors les points pics pour 6(K) qui sont dans V

sont adhérents aux points de stricte pseudoconvexité contenus dans V.

Pour tout ouvert £ de (En, nous noterons %_1(9) le cbdne des fonctions

¥, plurisousharmoniques dans § qui appartiennent a 1'espace 62(9) NBQ) et

2
7Y ).
— 1’
bzib zj
Lorsque n=1, les fonctions de Jon_1(§2) sont simplement les fonctions harmoniques

telles que la matrice ( soit de rang inférieur ou égala n-1 dans Q.

dans £ continues dans Q.

(1)
THEOREME 10. Soit £ un domaine d'holomorphie borné de e, soit ¢© une

fonction p. s. h. dans & continue dans { et soit ¢ une fonction appartenant a

g)n—1(9)' Siona o<y sur 2Q, onaalors o<y dans Q.

Démonstration. Puisque § est réunion d'une suite croissante de domaines stric-
tement pseudoconvexes, il suffit de montrer le théoréme en supposant que £ est
strictement pseudo-convexe et que les fonctions ¢ et ¢ sont définies au voisinage

de . Posons alors

(1) Je remercie T. Bloom de m'avoir signalé 1'annonce par B. A. Taylor d'un résultat
éne;rsalisant le théoréme 10 ; voir comptes rendus de la conférence de Williamstown
1975).
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K= {(z,w)/zeﬁ, wee, lwl < exp(-y (z))}.
La fonction ¥ étant supposée p. s. h. au voisinage de , il est facile de vérifier
que K estun SS .
Considérons 1'hypersurface L de QxXC définie par r(z,w)=1 ol
r(z,w) = lw Izexp(Zz,b(z)). Nous allons montrer que X n'est strictement pseudoconvexe
en aucun point. Soit (a1 oo .an,b) un vecteur complexe tangenta T en (zo,wo),

ses coordonnées vérifient

idz

(1) mw a, bz’)(O)w:o.
1:

Si on calcule la forme de Lévi de 1, en l'appliquant a un tel vecteur on trouve

2 2
(2) ZZ,WO a1 (z )+b +2lwl2 29 aia"x..
i o z; i,J 0z, dZ, J
J

229

La matrice ( - > . étant de rang inférieur & (n-1) il existe un vecteur non nul
02,0z, !
1]

(a,b) vérifiant 1a relation (1) et tel que la relation (2) soit nulle, ce qui démontre notre
assertion.
On déduit alors du théoréme 9 que la frontiere de Shilov de 1'algébre H(K) est
contenue dans 1'ensemble Y défini par
Y = {(z,w)/zebﬂ, weC, Iw lsexp(—z,b(z))}.
La forction ¢ étant supposée p. s. h. continue au voisinage de {, d'apres le
théoreme 6, il existe des fonctions fi € #(8) et des entiers vy tels que sur &
= sup - log |, |
¢ = sup — log if. |.

TV, i

i i
Si o<y sur 03, ilenrésulte que pour tout i

V.
lW 1fi(z)' <1

sur Y. Or Y estlafronti¢ére de Shilovde H(K), donc on a la méme inégalité sur
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K et par suite pour fout z€Q et pour tout i
exp(—vi h(z)) Ifi(z) l,s 1

ou encore
l-;—ilog lfil(z) < ¥(z)

donconasur 2, ©=<yP.

COROLLAIRE 11. Soit ¥ une fonction de ‘(‘Pn—1(D) o D estun domaine

strictement pseudoconvexe. Posons ¢1 on a alors pour 1'algebre A(D),

=¥ |op

~

b=

Démonstration. D'apres le théoreme 10, on a :171 <y dans D puisque ?,51

est une fonction p. s. h. continue dans D, et que z De plus, d'apres

ﬂoD=$'

la proposition 8, Z)} = puisque ¥ estp. s. h. continue dans D.

Remarques. i) On a vu que pour toute fonction ¢€ €(dD), 1lafonction ¢ appar-

tient 3 €MD) etque © est p.s.h.dans D ;si ¢ estdeclasse ‘62 dans un

2~
ouvert U de D, ilestclair que la matrice ( 0 ('O_ )i j est alors de rang inférieur
0z, vz, ’
1]
a n-1 dans U. 11 serait intéressant de monirer que lorsque ¢ est dans € (oD)

alors ¢ appartienta € 2(D).

ii) Soit B 1la boule unité de (En, on peut alors montrer que lorsque uéLip(b B)
alors u est lipschitzienne sur tout compact de B. De plus, on peut véir* qu'il existe
une constante C >0 telle que pourtout zc€B et C€dB on ait

|52 -5 <cle-212,
Cette derniére estimation ne peut étre améliorée comme le monire 1'exemple suivant :

si u(C):—HC-—Co”, £CoB et CO€OB fixé, alors
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@) = -(lz - g P+ 1- 121312
et cette derniére fonction est seulement dans Lip1/ 2(B).
Nous allons donner quelques exemples de fonctions solutions du probléme de Dirichlet
généralisé.

Exemples. a) Soit D un domaine strictement pseudoconvexe dans (En et soit

P

1 i (n-1) fonctions appartenant 2 A(D). Désignons par & une fonction

p.s.h. continue dans el et posons

u= <I>(f1,...,fn_1) | D"

On peut montrer en utilisant le principe du maximum sur les ensembles analytiques que
la solution du probléme de Dirichlet relativement 2 A(D) avec pour donnée u, est
donnée dans D par

U=olt,...,f_,).

b) Dans |3 Bremermann conjecture que lorsque u =log |f | lbD’ ou feA(D),
alors U est finie dans D. La fonction u que nous avons définie lorsque u est
s. Cc. s. coincide avec la solution du probleme de Dirichlet définie par Bremermann ;
cela résulte du théoréme 7. La réponse a la question de Bremermann est négative.

En effet, 1 estp.s.h.dans D ets.c.s.dans D, ona Gslog!fl sur

oD. Soit
Vv, = {z/zeﬁ f(z) = f(a)}.

La fonction U estp. s. h. dans V,ND etona u < log lf l(a) sur Va sD.
11 suffit alors d'appliquer le principe du maximum a chaque branche de Va pour con-
clure que u(a) < log If !(a), doncdans D U= log ]f l .

c) Lorsque la fonction uy €-6(dD) n'a pas de prolongement pluriharmonique dans
D, lafonction u+ (<u) estp.s.h.dens D continue dans D et est identiquement

nulle sur ?D, il résulte alors d'un lemme classique de théorie du potentiel que dans

D ona
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|3z) + (A)z) | = ¥ az , oD).

Une étude des propriétés locales des fonctions appartenant a 8’n_1(D) semble
assez difficile, il serait intéressant de montrer qu'étant donné une fonction ¢€ 5?“_1(D)
et un point x€D il existe dans un voisinage de x un ensemble analytique VX tel
que ¢ Trestreinte a VX soit pluriharmonique. On peut cependant démontrer 1'asser-
tion précédente pour un ouvert partout dense de D. Plus précisément, on a le résultat

suivant. On trouve des calculs semblables dans [1 5] .

PROPOSITION 12. Soit ¢ une fonction de S’n_1(D). Les champs de vecteurs

qui sont dans le noyau de la forme de Lévi de ¢ forment une algébre de Lie pour

1'opération crochet.

Démonstration. Posons

Xi= 1<i<n.

o

b
bzi
Soienf X et Y deux champs de vecteurs de classe 62 qui soient dans le noyau

de la forme de Lévi de ¢. Si on pose

X=3 gX Y= hX
K gkk ’ ] P
Ona
(1) T X,X, 0)g,g =0 T(X X, o)A, h =0.
b ek Bk ' ek Uk oM

La matrice (Xeka) étant positive, on déduit de (1) que pour tout £

e,k
l‘z{?Xe (Xk(p) h =0.

On obtient alors que pour tout €, 1< £ <n,

(2) 2 %, (00 ) = B (,0)- Ry
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et une relation semblable en remplacant h par g.

Nous allons montrer que [X,Y] est dans le noyau de la forme de Lévi de o¢.

o)
r [x ¥l- = h (:><ng)><k

bk A
I nous suffit donc de montrer que pourtout s, 1<s=<n, ona

(g )X, -

X (x )Ee(x

g )=0
K,b ek
Or

DR y0)fy Ryg) = 2 By R0 X g - (%,0). X Xy g)].

En utilisant a plusieurs reprises les relations (2), on voit que cette derniére expression

est égale a :

Zh By (XX, (008, - (X, 0)X X, g,)]

-z iy [Xp(05,0) Rggy) - (00X K8

n

szh [ 0 X,®)- (ngk)]

[}

Z (). (3 5, (3, 0, 7)),

qui est nulle d'apres (2).

COROLLAIRE B. Soit ¢ une fonction de §n_1(D). Si le rang de la matrice

()'(eka) B,k est égal 2 p au voisinage d'un point x,ED, alors il existe un

feuilletage d'un voisinage de X, par des variétés analytiques de dimension (n-p)

tel que la restriction de ¢ a chaque feuille soit pluriharmonique.

Démonstration. Puisque le rang de la matrice £L(p)= (X eXk<p) bk est égala p
]
au voisinage de  x_, on peut trouver (n-p) champs de vecteurs (Y1, cees Y P)

qui engendrent en tout point d'un voisinage de X, le noyau de L (o). La proposition
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précédente monire que 1'espace engendré par (Y1 ooy YOP, 7!

yeury IPY est une
algebre de Lie. 11 suffit alors d'appliquer le théoréme de Frobenius et de remarquer
que les variétés intégrales obtenues sont des variétés complexes puisque 1'espace

tangent est en tout point un sous-espace complexe. Le fait que ¢ restreinte a une

feuille soit pluriharmonique est alors immédiat.

Remarque. L'ensemble des points au voisinage desquels le rang de £(p) est

constant est un ouvert pertout dense de D.

IV. ENSEMBLES RATIONNELLEMENT CONVEXES CERCLES EN UNE
VARIABLE.

a) Soit X un ensemble rationnellement convexe dans Cn et soit ¢ une fonction
plurisousharmonique continue définie au voisinage de X. Notons Y le compact de

¢n+1

défini par
Y = {(z,w)/zGX, wee, lw l = exp(-<p(z))}.
Nous voulons décrire, dans ce paragraphe, 1'enveloppe rationnellement convexe de Y
que nous noterons 1r(Y).
Etant donné une fonction ¢ définie sur X et Hc X nous noterons ’Z’ZH la

borne supérieure des fonctions ¢ log [f l , ¢>0, ftE€R(X) tellesque c log [f ] <P

sur 1'ensemble H.

THEOREME 14. Soit X un compact rationnellement convexe de c" et ¢ une

fonction p. s. h. continue au voisinage de X. Si K désigne la frontiére de Shilov

de R(X) alors
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r(v) = {(z,wy/zex, wee, exn(-G)@) = |wl = exp(-o(@))}.

Démonstration. Désignons par 9 1la sous-algébre de 6(Y) engendrée par

les fonctions du type
+N .
Fiz,w)= X aj(z) w, ajeA =R(X), -N < j< 4N.
J=-N
On voit facilement que R(Y)= 95, en effet, il suffit de considérer le développement
en série de Hartogs Laurent d'une fraction rationnelle réguliere sur Y. En appliquant
le théoréme 2 on voit qu'il nous suffit de calculer les fonctions "’;X et (—Z5X). Or,
d'apres le théoreme 6, il existe des fonctions fi€R(X) et des constantes c; >0
telles que sur X
¢ = sup c.log ]f. l
L | i
i
1ol v =

d'ou Oy = Q.

Montrons que —gx =(-0.). Si cloglf | < -¢ sur K feER(X), c=0, alors
sur K
(1) cloglfl +supcilog!fi| < 0.

i

L'ensemble K étant la frontidre de Shilov de R(X), 1'inégalité (1) reste vraie
sur X donc (:JK,) < (—735() , 1'autre inégalité étant évidente, le théoréme est
donc démontré.

Rappelons qu'on appelle disque analytique dans le spectre ML A d'une algebre

uniforme A, toute application non constante & du disque unité A dans mA

telle que, pour toute fE€A, fod soit holomorphe dans A.

COROLLAIRE 15. Si ¢ est plurisousharmonique au voisinage de X, alors

r(Y) =Y ; réciproquement si Y est rationnellement convexe alors ¢ est harmonique
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sur tout disque analytique . (i.e. @o® est harmonique dans A).

Démonstration. Si ¢ est pluriharmonique au voisinage de X, on a vu qu'alors
r~
- = ~p, donc r(Y)=Y.
Réciproquement si :(FX = -, alors pour tout ZOGX et pour toute mesure de

Jensen 4, représentant z o ona
o

olz) = deuz ,
o
on en déduit facilement que ¢ 0 ® est harmonique si & : A+X estun disque
analytique. En particulier ¢ est pluriharmonique dans 1'intérieur de X.
Remarques. i) Si X est 1'adhérence d'un domaine strictement pseudocenvexe,
alors Y est rationnellement convexe si et seulement si ¢ est pluriharmonique dans

o
X . Cela résulte du corollaire 11 et du coroliaire précédent.

ii) Supposons que la frontiére de Jensen de R(X) soitégalea X. Soit Y

une fonction s. c¢. i. définie sur X ; notons Y 1l'ensemble défini par
Y = {(z,w)/zex, weECT, lw|= exp(-¢ (z))}.

D'apres le théoreme 2 et le fait que B = R(Y) , on en déduit que Y est rationnellement
convexe,

b) Probléme de Dirichlet associé & R(X) lorsque X estun compactde C.

Nous allons étudier le cas ot X estun compactde €. Lorsque lebordde X
est régulier pour toute fonction s. ¢. i. u définie sur X, 0 estle prolongement

o

harmonique de u dans X. Si X estun compact quelconque de € les notions
de topologie fine s'introduisent naturellement. Nous renvoyons a [2] et [7] pour les

résultats concernant les fonctions finement harmoniques. Rappelons cependant que la

topologie fine sur un ouvert U de € est la topologie la moins fine qui rende continues
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les fonctions sousharmoniques dans U. Pour tout compact X < €, nous noterons

o]
X, 1lintérieurfinde X et ? fX sa frontiere fine. Lorsque u est une fonction

f
définie sur X, nous noterons U la solution du probléme de Dirichlet généralisé

relativement a 1'algebre R(X).

PROPOSITION 16. Soit X uncompactde € et ¢ une fonction surharmonique

continue au voisinage de X. La fonction ¢ coincide alors, avec la solution du

probléme de Dirichlet fin avec pour donnée sur fX la restriction de la fonction .

Nous aurons besoin au cours de la démonstration du lemme suivant qui est dii a M.,

Brelot [2] , P. 88.

LEMME 17. La frontiere de Jensen de R(X) est égale a la frontiére fine de X.

Démonstration. Dans [2] p. 88, M. Brelot démontre que la frontiere de Choquet
associée a 1'espace #6(X) des fonctions harmoniques au voisinage de X est égale
a ? ¢X. Or,si p estune mesure de Jensen représentant z pour R(X), u
représente z pour J@(X), en effet, on peut approcher uniformément sur X les
fonctions de  #6(X) par des fonctions du type ¢ log £ , ¢>0, f€ER(X); onpeut
également déduire cela du théoreme 6. Il en résulte que d fX cJ, si J désignela
frontiére de Jensen pour R(X). Réciproquement, si z n'appartient pasa d tX,

il existe un ouvert fin V contenant x, soit sCV la balayée de la masse de
Dirac en z relativement au complémentaire de V. ILa mesure ECV est une mesure

de Jensen pour R(X) puisque les fonctions c¢ log |f l sont finement sous harmoniques,

donc z n'appartient pas a J.
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Démonstration de la proposition 16. Il existe une suite décroissante (Xn)nGN de

compacts a bord régulier tels que X = N Xn' On peut supposer que ¢ est définie
n

sur X.. Posons e/)n

i Soit q?fn la solution du probleme de Dirichlet dans

=¥ x_ -
n

Xn avec pour donnée sur bXn la fonction qbn. I1 est clair que la suite ’Jn est

croissante sur X. Posons
$ =lmtP
o n

Montrons que gbo = ’J Si clog lf [ <y sur X avec f holomorphe au voisinage
de X, pourtout €>0 il existe n, tel que pour n= n, onasur bXn

clog || <y +eE
Donc ¢ log lt] < zbn + € sur Xn et par suite 'zz < zpo. L'inégalité qbos 2/)’
résulte du fait que sur X, 'J;n s'écrit comme la borne supérieure de fonctions

~ ~ ~/
c;log lfi I , fieR(X), or qbn <y donc S Y, d'olile résultat. La proposition

o)
en découle puisque la fonction <b0 est finement harmonigue sur X, car c'est la

f
limite d'une suite croissante de fonctions harmoniques majorées. D'autre part, le

théoréme 1 et le lemme 17 permettent de voir que 'z,\/)’ =y sur fX

COROLLAIRE 18. Soit ¢ une fonction sousharmonique continue définie au voisina-

ge d'un compact X de €. Si

Y= {@z,w/zex, wec, |wl=exp(-o()}

alors

r(Y):{(z,w)/zGX, wee, exp((Co)z) < wl < expl-p(z))}.

~ o
La fonction (-¢) étant finement harmonique sur X; etvalant -¢ sur ?.X.

Le corollaire précédent a été démontré sous des hypothéses un peu plus restrictives
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par A. Debiard et B. Gaveau [6] , ils utilisent le semi-groupe associé a 1'équation

de la chaleur construite a 1'aide du Laplacien de Kohn.

V. ETUDE DE COMPACTS DONT L'ENVELOPPE RATIONNELLEMENT CON-
VEXE EST SANS STRUCTURE ANALYTIQUE.

Nous allons a présent calculer 1'enveloppe rationnellement convexe de certains
compacts introduits par J. Wermer [18] et étudiés par R. Basener [1] puis par
A. Debiard et B. Gaveau [6] . Nous retrouvons en particulier leurs résultats avec
des méthodes entierement différentes et peut étre plus simples. L'étude de ces compacts
a pour but la construction d'ensembles K tels que r(K)#K et tels que cependant
r(K)/K ne contienne aucun disque analytique, c'est-a-dire toute application holomorphe
du disque unité de € dans n(K) est constante. Nous utiliserons au cours de cette

étude la proposition suivante.

PROPOSITION 19. Soit £ un domaine borné de (En et soit @& une fonction

continue dans § et plurisurharmonique dans . Posons

X = {z/zebﬂ, o(z)< 1 }

Alors nr(X) contient 1'adhérence de 1'ensemble V défini par

V= {Z/ZEQ, ®(z) < 1}.

Démonstration. Il est clair que la frontiere de V est contenue dans 1'ensemble
XU [Z/Z€Q, &(z) = 1} .
Soit p un polyndme s'annulant en un point ZOGV. Posons

I = {z/zedln, p(z) = O} .
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Le théoreme de Hartogs implique que X rencontre dV ; si L ne rencontrait pas
X on aurait, pour tout z€dV NI, &(z)=1. Lafonction @® quiest plurisurharmo-
nique atteindrait son minimum, relativementa TNV, enunpointde TNV, ce
qui contredirait le principe du minimum pour les fonctions plurisurharmoniques sur des
ensembles analytiques ; on peut démontrer un tel principe en utilisant une désingularisa-
tion locale de 1'ensemble Z.

Dans [181 J. Wermer considere les compacts XS définis comme suit : soit dA
le bord du disque unité de € etsoit S uncompactde € contenudans A et
telque dAc dS. Onnote XS le compact de (122 défini par

Xg = (SxdA)U(DAXS).
Le probleme est de calculer P(XS). Dans un premier temps nous supposerons que

S est un compact a bord de classe *62 nous noterons u. la solution du probleme de

S

Dirichlet avec pour valeur aubordde S, 0 sur dA et 1 sur d3S/dA.

THEOREME 20. Si S est a bord régulier, notons ’5{8 1'ensemble

;(JS = {(z,w)/zes, wES, uS(z) + uS(w) < 1}.

Alors r(XS) = Xg

Démonstration. La fonction @ définie par &(z,w) = us(z) + uS(W) est pluri-
/P"\ . ,
harmonique dans S xS et continue dans Sx S. Or on vérifie que

Xg = {(z,w)/(z,w) €d(Sx8), ®(z,w)< 1}.

~

La proposition 19 implique alors que 1'intérieur de XS est contenu dans r(XS),

2~
Xo =Xa-

on verifie facilement que S g

Par ailleurs, on a Ug = SUp cilog !fi l » G >0, fieR(S), donc 1'ensemble
i
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XS est rationnellement convexe puisqu'il en est ainside Sx S et qu'il est défini

dans S xS par des inégalités portant sur le module de fractions rationnelles.

Considérons a présent le cas ot S est un compact quelconque de € contenu dans
A ettelque dACYS. I existe une suite (Sn) décroissante de compacts a bord de

classe 62 et tels que N Srl c S, on peut supposer que pourtout n ona
n

dAC bSn. Soit u 1la fonction harmonique dans 1'intérieur de Sn et qui vaut O

sur dA et 1 sur bSn/bA. Posons us(z)=1im Tun(z) pour tout z€S.
n

THEOREME 21. Ona Xg =NXg et r(Xg)=Xg ob X est détini par

S S

n

SZS = {(z,w)/zes, wES, uS(z) + uS(W} < 1}.

0

De plus Ug est finement harmonique dans Sf et pour tout z€S

uS(z) = inf p(dS/dA).
IJ€JZ

=N X
1

Démonstration. Puisque X on a r'(XS) =N r{X

n

Or, le théoreme

; ).
S S, S,

20 donne une description de r(XS ) i.e.
n

r(XSn)= {(z,w)/ze qr WE |, un(z)+un(w)s 1}.

La suite u restreinte a S étant croissante, on en déduit que r(XS) = XS.
o
La fonction u est finement harmonique dans S, puisque c'est la limite d'une

S f

suite majorée de fonctions harmoniques, voir [7] . Nous allons montrer que ug = u
ol u désigne la fonction caractéristique de »S/d>A et 1 1la solution du probléme
de Dirichlet relativement & R(S).

Soit ux une mesure de Jensen portée par S représentant 1'évaluation en z.

La mesure p représente également 1'évaluationen 2z pour les fonctions continues
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o
dans Sn et harmoniques dans Sn’ cela résulte du fait qu'on peut approcher ces

fonctions par des fonctions du type ¢ log lf l , fER(S), c¢>0, voir [_-'I7] . Ona
us(z) = limT un(z) = HmTJun du = JUS dp < Ju du .

Donc Ug < G On voit par ailleurs que lorsque f est holomorphe au voisinage de
S etquesur °S

cloglflSu

alors on a
c log Ifi < Ug .

~
1l en résulte que u=u. etque us(z) = inf u(dS/v4).

S uwed,

COROLLAIRE 22. L'ensemble XS est rationnellement convexe si et seulement si

1'intérieur finde S est vide.

En particulier, si %f £ @ et §= P ona r(Xg) # Xg, cependant iln'y a pas
de disque analytique dans I‘(XS) car I‘(XS) c Sx S et donc chaque projection de
r(XS) est d'intérieur vide, si on avait un disque analytique dans r(XS) 1'une des
projection serait d'intérieur non vide.

Le corollaire résulte du théoréme 21 et du lemme 17.

Remarque. Soit B 1la boule unité de (En et soit ¢ une fonction continue sun
0B. Notons '5 la solution du probleme de Dirichlet relativement a 1'algébre H(B)
avec pour donnée sur B 1la fonction ¢. II serait intéressant de montrer que en
tout point z€B il existe un ensemble analytique contenant z et sur lequel la fonction
$ est harmonique. Cela impliquerait que 1'enveloppe polynomialement convexe IA{ d'un

compact contenu dans le bord d'un domaine D strictement pseudoconvexe et polynomiale-
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ment convexe contient des disques analytiques ; en effet K/K serait réunion d'espaces

analytiques. Plus généralement on pose la question suivante : si tout point d'un compact

X est un point pic pour P(X) alors soit X/X est réunion de disques analytiques soit

X =X.
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