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[ - INVARIANCE ET CONSERVATION ; THEOREMES D'EMMY NOETHER

A. Problémes en dimensian un

Nous cammencons en traitant les problémes de variations les plus
simples, ceux en dimension 1 . Supposons que T'intégrale

est invariante pour une famille de transformations générales de la forme

x* = X(XsU,€)
(1.1) S

u* = U(x,U,E)
!

qui se réduisent 3 1'identité pour =0 . Sous (1.1) une fonction u(x)
est transformée en une fonction u*(x*) définie par
(XoU(X)) —=  (X(xotl%) e )5 Ulx,tx),e)) = (x50 (x®)) .

ATors,

(1.2)




Nous considérons donc une transformation trés générale du plan x-u au

plan x*-u* . Une fonction u(x) avec son graphe T est transformée

dans une nouvelle fonction u*(x*) avec granhe T s ™ stant 1'imacge
de I par la transformation.
Or, par 1'invariance de 1'intégrale nous voulons dire que, pour

Xgo Xy quelconques et fonction u(x) ,

A | X1
J L LOEUROR),uR () ok - J L(xsu(x)5u' (x)) dx -
En faisant un changement de variables on arrive a

[xl LX) (X)) S dx = Jxl L(x,u(x) 0 (x)) dx 3

xO 0

alors i1 faut que

X
x' x d =, x
T i I Tl
dx
I1 est pratique de considérer wu, u', u", ... comme coordonnées

(e o] . v e me .
dans un espace de vecteurs J = {x,u,u',u",...) de dimension infinie.
P PR oo
On définit la dérivée totale Dx sur J  par

Donc D L(x,u,u') =L, +Lu" +L ,u", etaussi

® _ ' d %, % _d dx _
dx” = (DxX) dx et u® = —5 U (x™) = I U(x,u(x),€) —5 = DxU/DxX .
dx dx
Maintenant nous définissons 1'opérateur § = g% ‘ et nous
e=0

appliquons & & la relation d'invariance (1.3). Nous obtenons



S(L dx*) = (8L) dx + L&(dx®) = 0 .

(Rappelons-nous que x* = x quand € = 0 ; alors dx* = dx guand € = 0).

11 s'ensuit que

(1.4) Lx sxX + Lu su* + Lu' G(U*') + LG(dx*) =0 .

Or, SDXX* = GDXX'= DX 8X . Nous définissons

= * 9 X
Ut = = u (x,e)l ;
£=0
alors
* LI P %! = T
st = M e)| g = ot (0)ed ¢ TR = urex s TR
1 " — !
Gu* = u* Gx* + 6u*
= u"sX + (Sh*)

= u"8X + DX(EH*) .
L'équation (1.4) devient
1 " <, X X
(LX+LUu +Lu|u )6X + L DX((SX) + Lu su” + Luo DX(6U )
= D_(LeX+L ,Su®) + (Lu-D_ L ,)&u™ =0 .
X u X U

Puisque 1'expression L - DL, = [L]u est 1'expression Euler-Lagrange,
ce terme disparait pour les extréma. Alors pour les extréma du probléme
variationnel nous avons la condition

<, %
+ =0 .
DX(LGX Lu‘ su”) = 0
Nous sommes arrivés & une loi de conservation.
Par exemple, le Lagrangien L(u,u’')dx est invariant par rapport au
groupe des transiations x - x+¢e . Nous avons

=x+e, F=u, o*6F =ux) =ux*-9 ;



alors X =1 et Su*=-u' . La quantité conservée est donc L - u' Lul
On étend facilement ces résultats au cas de plusieurs fonctions

Upsenes Uy o On obtient que
L < X
(1.5) (L&X + 'Z Lul dui)X =0 .
i=1 i
On note deux classes de transformations spéciales :

i) transformations des variables indépendantes uf = us x* = X(x,e)

Dans ce cas
u?(x*,e) = uy(x) = ui(X'l(xx,e))
et
SU? = gg u?(x,e)l o = g% ui(X'l(x,e),e) = u%éX’1 = - u;GX .

On arrive donc & la loi de conservation

(1.6) L -

u; L ,)8X) =0
i Uy

1 ! i

e~13

ii) transformations de "jauge" u?l= Ui(u,s) y X7 =X .

Alors u?(x*) = U, (u(x),g) = u?(x) , et 8U§ = sU .
La loi de conservation dans ce cas est

n
(1'7) ( 1‘21 Lu% GU'i)X =0,

Exemple : Conservation de 1'énergie, de 1'implusion et du moment cinétique
en mécanique

Le Lagrangien d'un systéme de particules est

1.7 2., .2, ,2
L(xi 9y.i,z.iax1' ,y1,21) = 5 -iZl m_l()(1 + y1 + 21) - V(x,y,...,zn) .

On suppose que V dépend seulement des différences X; - xj, etc...

Ce Lagrangien est invariant par rapport aux translations :



Pour ce groupe on a st* =0, 3&? =1, 3y§ =0, et 32? =0.
Alors la loi de conservation est
q n

dt (L(Stx + 'Z

Xy _
1 LX. 3X1) =0,

1 i

n
ot J m, %X, =P_ = constant

Alors 1'invariance par rapport aux translations x — x+€ conduit a la
conservation de la quantité de mouvement dans la direction x .
De 1a méme fagon on obtient les quantités conservées

m. 2. = const.

m. ¥ = const., M

1 i

e~13
He~13

i

De 1'invariance par rapport aux rotations, on obtient 1a conservation
du moment cinétique. Posons t* =t

x . -
. = X € + y. Sin €
Xy = X4 cos y; sin
yi=-x, sine+ cos €
i i Y
x
zy = Z;

pour une rotation autour de 1'axe z . On démontre sans difficulté que le
Lagrangien est invariant par rapport & ces transformations. Puisque st* = 0 s

SX? =Y; syﬁ = - Xi:’ 32* = 0, la loi de conservation est

-2

n
4y vy, -x L) =0,
LR E AN B,

t

ou

n
d | e o -
T 121 mi(y; %5 - %3 ¥3) =0



*

Enfin, de 1'invariance sous les translations du temps t" =t + € on

déduit la conservation d'énergie :

x:(t*) = xi(t*-e) , etc ...
x <% _ X _ =% _ _ '
st =1, 6X5 = = X5 s 6y1 ==Yy, 823 = - Z. donc
)
L - X. L, +y. L., +2.L, = const.
i=1 U T Yy
ol n
1 2 . _
i=1

B. Courants conservés pour les &quations aux dérivées partielles.

On obtient aussi de tels résultats en dimension deux, trois, etc. Par

exemple, si le Lagrangien L(x,y,u,u ,uy) dx dy est invariant par rapport

X
d une famille de transformations on obtient, pour les extrema, la loi de

conservation

(1.8) (LoX + L Su*y_ + (LsY + L Su¥) =0,
Uy X uy y

Cette fois les transformations prennent la forme

%

X" = X(X,Y,U,e)
y* = Y(X,¥,Uy€)
u* = U(x,y,u,e) .

Pour arriver & (1.8) on procéde presque comme en dimension une ; seulement il
s <1 x * :
faut calculer la variation de 1'é&lément dx* dy™ . Puisque

* % (XY
dx” dy” = STX.y dx dy

nous avons



DXX DxY

DvX DyY

=
o
g
=Y
<&
0
(]

dx dy

(8D,X + oD ¥) dx dy .

(Nous remarquens que, A{t) &tant une matrice pour laquelle A(0) =1,
alors

d eTr log A

G det A(t) = S = Tr A(D) .)

Aussi, rappelons-nous que X = X{X,y,u{x,y),g) , etc...

En utilisant la notation des formes différentielles on peut faire
le calcul comme ceci :

'é(dx*/\ dy*) d(dx*) A dy* + dx® A 6.(zdy*')

i

S(dX)Ady + dx A 8(dY) .
Mais dX = (DXX)dx + (DyX)dy et &8dX =-DX(6X)dx + Dy(dX)dy . Alors
§(dX) A dy = D (6X)dx A dy .
De la méme facon
dx A §(dY) = Dy 8Y dx A dy-.
Alors
S(dX A dY) = -B, &X + D 8¥)dx A dy .

0

Plus généralement on a, pour variables x° et fonctions ua .

(1.9) 2exd ¢ ] ) =0
axY o (a7 u )

oo o’ signifie —Ej .
X



Exemples
i) Le Lagrangien pour 1'équation de Laplace est

2 2

L dx dy = (Vu) .

dx dy = (u = + uyz) dx dy .

I1 est invariant par rapport au groupe des translations

* * *

sx* =1, 8 =0, Tt = - oux .
La loi de conservation est donc

x S * = X
(Léx™ + LuX su )X + (L&y™ + Luy su )y

=0,
()% + 20 (-u)), + (2uy(-u)), =0
ou (u§ - u)z()x - 2(u, uy)y =0 .
Sous forme d'intégrale, c'est
§C2ux uy dx + (u§ - us) dv =0

pour toute courbe fermée C . Cette &quation a un sens pour toute fonction

u harmonique.

ii) Invariance aux rotations. Le Lagrangien est aussi invariant par

rapport aux rotations

X COS € + v sin ¢

~

x
1]

- X sine +ycos e

«<
n



Alors

La tot de conservation est donc

(67)%y + 2u (-yu, + xu))y + ((W)2(x) + 2u (-yu, + xu,)), = 0,

et sous forme d'intégrale

2 2 2
§ 2 uxuy d(xy) + (uy -u ) d(y“~ =0
iii) Transformations d'écheile.
x* = AX y* =AY , u* = u (A = 1+€) .

Alors  uX(x,ys}) u(%-,%) et

. 3 : 3 %
" =x, &y =y, "= (ux+uy) .

On arrive 3

((vu)?x - 2u cugru)), + ((u)? - 2u (u tu ), = O
ou

§ (Vu)2 (x dy - y dx} + (u, + uy)(uy,dy - u, dx) =0 .

Equation des Ondes Le Lagrangien pour 1'équation des ondes en dimension 1

est L(u ,ut) = (u u%) . I1 est invariant par rapport aux translations en
temps

tf=t+e , X *

"
>
-
[
1)
<

Pour ce groupe nous trouvons dt* =1, & =0, 6u = - Uy et
2(u u.), = (u 2 + ug)
t/x Uy t’'t

ou
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2, 2 _
§ (ux i, Ydx + 2 u, Uy dt = 0 .
C'est 1a loi de conservation d'énergie bien connue. De la méme fagon,

1'invariance par rapport aux translations en x implicue que

2(uxut)t - (ut iy )X =0
ou
2, 2 _
§ 2 uuy dx + (ux tu,T)dt = 0 .
Le Lagrangien est aussi invariant par rapport aux transformations de
Lorentz
% .
X7 =xcos e+ tsine
x .
t" = xsine + t cos ¢
u* = u

On trouve facilement

é (ux2+ut2) d(xt) + uu, d(x2+t ) =0.

Enfin, 1'invariance par rapport aux transformations d'é&chelle

implique

2

2 2 2
§ (u "= ) (x dt - t dx) - 2[(u, " + ugu )dt + (u” + uxut)dx] =0.

Tandis que tous ces exemples sont linéaires, on arrive de la méme

facon & des lois de conservation dans les cas non-linéaires. Par exemple,
si 1'on considére le Lagrangien L = ux2 - ut2 + f(u) , aui conduit & une

équation des ondes non linéaires, on arrive, en utilisant 1'invariance
par rapport aux transformations du type de Lorentz, & la loi

é (u Bu,l) d(xt) + uu, d(x%+t?) + fF(u) dE5E) = 0 .
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Conservation de 1'énergie pour 1'équation des ondes en dimension 3.

En dimension 3 1'équation des ondes est
B(bzd)tt_A(p:O.

Le Lagrangien peut s'écrire comme

L=g, 2% 3% =3¢ 3%
ol
1 0 0 0
0 0 —1//

Le Lagrangien est invariant par rapport aux translations dans 1'espace de
4 dimensions (espace-temps) ; ainsi

XU

X =X]'l

+ e st ¢" = ¢

ona &M =6 (v=0,1,2,3) et 5% =-23%
La loi de conservation est donc

ML oex® +—L_F¥)y =0

L TE))

Nous nouvons écrire ceci

L
3(a")

Léx* +

5oX = 30 3% 5UV - 3V¢(zau¢) )
Alors les lois de conservation sont

M Vy=0, v =0,1,2,3
ol TUV est le tenseur d'énergie-impulsion,

v o O, ve V _ v
T = (3,0 0%)8," - 230 2% .
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Invariance de jauge dans la mécanique quantique.

Nous supposons que L(wa,a“wa) est Te Lagrangien pour un systéme de

particules dans la mécanique quantique, a = 1,...,N , u=20,1, 2, 3;

et supposons que ce Lagrangien est invariant par rapport aux transformations

de jauge

_ et
,gwa e U,

6t

ol v est une matrice nxn , et e son exponentielle. Pour une

transformation de ce type on a 6x*U =0, &YF =1y = Tab ¥y, - Nous

arrivons ainsi a

i Ju = a“(——ﬁi—— Tab v) =0
3(3" v,)
Alors
oL b
J =2 Py
toapty) * P

est le courant conservé. Plus tard, nous allons étudier des systémes
invariants des systémes invariants par rapport au groupe SU(2) , qui
apparait dans la théorie de Yang-Mills.

Dans 1a théorie du champ électromagnétique le groupe Abé&lien U(1)

apparait. Dans ce cas nous avons des champs complexes ¥ et w* et
= o
L(psv®) = ap 3" - " 4y
par exemple. Le groupe de transformations dans ce cas est
—if—
e

v % T - e

Alors

et
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3 (3%y) 3(3"p)

(3,9)7 + (3 9)(-19)

(Y dup - ¢ duy) -

Dans la théorie du champ électromagnétigue, J}i est un guadrivecteur et
la 1oi Jl{ = D) exprime la conservation de charage.
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IT - GROUPE ET ALGEBRE DE LIE

Une variété analytique, dont tous les éléments forment un groupe, et pour
laquelle Tes opérations de multipliication (au sens du groupe) et d'inversion sont
aussi analytiques, s'appelle un groupe de Lie. Dans ce cours nous ne traiterons

pas la théorie générale de tels:groupes ; nous. considérerons seulement les groupes
linéaires de Lie. Soit GL(n,F) Te groupe des n x n matrices non-singuliéres sur

un corps F, c'est-a-dire les matrices A pour lesquelles dét A + 0. Nous prenons
pour F soit Te corps des réels R, soit le corps des complexes C. Alors GL(n) est
une variété analytique de dimension n2 - 1. Un groupe linéaire de Lie est une sous-
variété analytique de GL(n) qui est aussi un sous groupe.

Nous donnons des exemples importants.

2.1 - Groupes orthogonaux

Soit R" 1'espace des vecteurs (n-tuples ) x = (Xq5-..X,) et soit <,> Te pro-
duit scalaire euclidien :

Nous notons par O(n) 1'ensemble des matrices 0 qui conservent le produit scalaire :
<0x, Oy> = <X, y>. On voit facilement que

0(n) = {0]00" = I}

et que O(n) est un groupe. De Ta relation 00" = I 1 suit que dét 0 = 1 ; le sous
ensemble de O pour lequel dét 0 = +1 est un sous groupe, qui se désigne par SO(n).
De plus, 1'application 0 -~ dét 0 est un homomorphisme de 0(n) dans le groupe mul-
tiplicatif {z1, +}, dont SO(n) est le noyau. I1 suit que SO(n) est un sous groupe
invariant.

IT existe toujours un élément R qui appartient & O(n) mais pas a SO(n) ; et O(n) =
SO(n) URSO(n). SO(n) et (R) SO(n) sont les deux classes résiduelles par rapport
au sous groupe invariant SO(n).

On définit un produit scalaire sur 1'espace Mn de n x n matrices par

<A, B> = tr AB*



15

On voit immédiatement que ce produit scalaire est positif défini. La condition
00" =1 implique que O0(n) est un sous ensemble de la sphére de rayon /n. Puisque
O(n) est aussi fermé, c'est une sous variété compacte de GL(n,R).

Dans le cas n = 2 la condition 00" = I nous conduit aux équations

a®+ bl =1
2+ d?=1 (2.1)
ac + bd =0

Ces équations possédent deux classes de solutions :

cos 8 sin @ CcoS © - sin @
< -sine® cos 6 ) et ( -sin® -cos® )

La premiére matrice a pour déterminant un, et appartient a SO(2) ; la deuxiéme matrice
a pour déterminant - 1 et est une rotation - réflexion. Le groupe SO(2) est donc dif-
féeomorphe au cercle Sl.

Les groupes SO(3) et 0(3) sont plus compliqués.

Proposition 2.1 Soit O € S0(3) ; alors 1 est une valeur propre de 0, qui représente

une rotation autour d'un axe k, pour lequel Ok = k.

Démonstration

Si 0 €S0(3) alors :

dét (0-1) = dét (0% - 17) = det (0

det 07 (-1) (0 - 1)

"

- det (0 - I)

Alors dét (0 - I) = 0 et il existe un vecteur k tel que Ok = K. Choisissons une base
orthonormale {fi,fz,fé} pour laquelle Of3 = fé. Puisque fé est invariant et <,> est
invariant par rapport a 0, le sous-espace {fi,fé}est aussi invariant ; et la matrice
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de 1'application O prend la forme

o O @
o Qa o
= O O

o les équations (2.1) sont toujours vérifiées.
Alors O prend 1a forme

cos 9 sing O
-sine cos® O
0 0 1

Evidemment le groupe S0(3) contient, comme sous groupe, des rotations autour
d'un axe fixé.

Le groupe SO(3) se paramétrise par la méthode de la projection stéréographique.

-

Les rotations de 1a sphére de Riemann sont homomorphes & un sous-groupe des transfor-
mations de Mobius du plan complexe. Evidemment toutes les rotations de la sphére en-
gendrent des applications de Mobius qui fixent les images des deux points antipodals
de 1'axe de révolution. Deux points antipodals ont pour images dans le plan complexe
z, et - 1/20, et les transformations de Mobius qui en résultent prennent la forme

w-2 Z-2Z
0
0=A

w+1/zo z+1/z0

ou |A] = 1 (point technique de 1a théorie des transformations de Mgbius ; voir

Knopp, Problem Book I). En prenant A = e'® nous obtenons

Z(eiw/Z + e-iw/2 |z012) + 2z, (e-iw/Z _ eim/Z)
w:
7 zo(e-1w/2 _ e]w/2) + (e-Tw/Z + e]w/2 |zo|2)
ou
_az+b
w_.—————

-bz+a
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Rien n'est changé si nous choisissons a et b tel que |aI2 + |b]2 = 1. Puisque
a et b sont complexes nous avons obtenu une correspondance entre les rotations de la
sphére, donc les éléments de SO(3), et les points de la sphére de rayon 1 dans 324.

De plus, les 2 x 2 matrices

U= AN FTE N
-b a

forment un sous-groupe de GL(2,C), précisément le groupe SU(2) : UU* = I, dét U = 1.
La sphére S3 étant compacte et simplement connexe, le groupe SU(2) a aussi ces pro-
priétés ; mais le groupe S0(3) n'est pas simplement connexe!

L 'homomorphisme SU(2) ~~ SO(3) se manifeste plus clairement par la méthode sui-
vante. Faisons une identification entre les points de E13 et les 2 x 2 matrices par

4 X - iy
)-x.
v

(Xsysz) <> (
XxX+iy -1z

Les matrices A € SU(2) s'appliquent aux X par

Or les matrices X possédent les propriétés suivantes :

tr X =0 X =) ., detx=-(x>+y?+2%).

I1 est clair que ces propriétés sont invariantes par rapport aux applications UA’ en
particulier la norme Euclidienne. Donc les applications UA correspondent aux rotations
de 1'espace. Notons nous que UA‘ UA2 = UA1A2 ; alors nous avons construit un homomor-
phisme de SU(2) dans SO(3).

Nous montrons maintenant que SO(3) n'est pas simplement connexe. Considérons
A € SU(2) de la forme

iw/2
A= ( Z :-iw/Z )
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On trouve facilement
'iw(

z e (x - iy)
u-x=< . )
A~ e x +1iy) . -z

et que cette transformation correspond a une rotation autour de 1'axe z par 1'angle
w. Prenant w = 27 nous avons :

-1 0
A= ( ) mais U, = 1.
0 -1 A

Donc, 1'image de 1'intervalle [0,2r] dans SO(3) est une courbe fermée que 1'on ne
peut pas rétracter en un point, puisqu'elle n'est pas fermée dans SU(2). Ce phéno-

méne mathématique joue un rdle trés important dans la mécanique quantique.

2.2 - Groupes Euclidiens

Considérons maintenant le groupe des transformations de 1'espace pour lesquelles
la distance Euclidienne est invariante. On peut démontrer qu'elles sont toutes de la
forme :

gx = 0x + 2
ol a € n23 et 0 € 0(3). La loi de composition est :
{a,0} {b,0'} = {a + Ob, 00"} .

Ces transformations ne sont pas linéaires, parce qu'elles ne sont pas homogénes ;

néanmoins le groupe Euclidien qui est désigné par E(3), est homomorphe d& un groupe
linéaire par

o V]
—

o3

qu'on vérifie sans difficulté.
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2.3 - Groupe de Lorentz

Le groupe de Lorentz, qui apparait dans les théories relativistes, est celui qui
laisse invariant la longueur Minkowskienne. On prend

1 0 0 0
. - 0 -1 0 0
Ry 0 0 -1 0
0o 0 0 -1

comme métrique fondamentale dans 1'espace - temps V4. Les points sont des quadri-
vecteurs X", n = 0,1,2,3. On pose Xu = guVXv ; et 1a longueur est :
v

T u
X}1 X guv X X

On considére maintenant les transformations Apr x'% S \y

v X » (convention de

sommation) telles que :

X" X'u=XXp
! n
Cette condition impligue :
atgn=g
En effet on écrit :
X u:( =
u y gx,y> = X.y .

Alors (Ax) . (Ay) = <gAX,Ay> = <AtgAx,y> = <gX,y>, ce qui implique AtgA = g.

Le groupe de Lorentz n'est pas compacte ; il contient, par exemple, le sous groupe

cos ha sin ha 0 0

sin ha cos ha 0 O
0 o 1 0
0 o o0 1 /

pour n'importe quel a.
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Enfin on a aussi le groupe de Poincaré qui est le groupe de Lorentz augmenté
des translations, précisément comme les groupes Euclidiens sont des groupes orthogo-
naux augmentés des translations.

2.4 - Paramétrisation locale des groupes

Soit @ un groupe linéaire de Lie. Comme @est une variété on introduit des coor-
données locales. Donc i1 existe un domaine U ouvert dans Fr (k - triples d'éléments
de F), 0 € W, et des fonctions A(g) € GL(n) pour g € Fk telles que

1) A(o) =1

2) A est analytique en g = (g1 cen gk)
3) g > A(g) est bijective de W a A(U)
4) A

397 sont linéairement indépendants.
J

5) i1 existe U' tel que 0 € U'G U et tel que Vv 995 95 € W' 3! h tel que

A(gy) A(9y) = A(h)

Ayant obtenu des coordonnées locales on a immédiatement un systéme de coordonnées
locales qui couvre le groupe entier. Si B € %'il suffit de poser K(g) = BA(g) pour
obtenir des coordonnées locales dans le voisinage de B.

Cette paramétrisation nous donne une base pour une définition abstraite d'un
groupe local. Dans le cas ci-dessus du groupe linéaire il faut qu'il existe une

fonction @ : W' x W' - W définie par

A(gl) A(gz) = A(@(gl’ 92)) .

Nous voyons que ¢ est analytique et, de plus, pour tout 9ys 9p» 93 € W' tel que
(9(91’ 92) et (0(929 93) eEu ,

©(g1> @(9ps 93)) = o(0(9y> 9)5 93) (2.2)
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La propriété (2.2) exprime 1'axiome de 1'associativité.

Définition 2.2  Un groupe de Lie locale de dimension k est un domaine ouvert 1L,

0 € QLC:Fk, sur lequel est défini une fonction ¢ telle que

) ©lg,h) € W pour tout g,h € U

i1) @ est analytique

i11) 8% @(g,h) € Uet o(h,k) € Ualors olo(g,h), k) = @(g,o(h,k))
w) @lo,g) = wlg,0) =g

2.5 - Algébres de Lie

Un groupe de Lie étant une variété analytique, son algébre est 1'espace tangent
& 1'identité. Dans le cas ol § est un groupe Tinéaire, on calcule son algébre g% par
différentation le long d'une courbe & 1'origine. Donc, si A(t) est une courbe dans

g} tel que A(o) = I, A(o) € G

Par exemple, dans le cas SO(2) nous avons la suite :

R(6) = < cos 6 - sin e ) :

sin 8 cos 8

donc R(o0) = ( g 'é ) .

Puisque SO(2) est un groupe de dimension un, son algébre est ( ?'-é ) .

Calculons maintenant 1*'algébre SO(n). Si O(t) est une courbe dans SO(n) pour
laquelle 0(0) = I, alors :

o(t) 0 (t)

il
—
.

On obtient par différentation :

(o) + 6% (o) =

]
N
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Donc 1'algébre de SO(n) est 1'ensemble de toutes les matrices réelles anti-symétriques.
On peut prendre comme base, par exemple, les trois matrices

pour SO0(3).

Exercices
Trouvez les algébres des groupes Euclidiens, du groupe de Poincaré, et de SU(2).

Les trois matrices Ll, L2, L3 ci-dessus sont les générateurs des rotations autour des
axes X,y,z respectivement.

2.6 - Structure des algébres de Lie

Soit:% une algebre de Lie, ensemble des matrices de Mn (nxn matrices) qui sont
obtenues par le procédé de différentation. Si Lyetl, € %,alors

On montre ceci tout simplement. Soit L, = A(o) s> Ly = é(o) ol A(s) et B(s) sont des
courbes de g} . Alors posons :

W(s) = A(S) B (/5) AL (45) B (3) .

Utilisant la série de Taylor nous avons :

W(s) = (L+/5Ly) (1+/5L,) (I-/EL) (I-46Ly+0(s7?

3/2) .

]

I+ s[Ll, L2] + 0(s
De plus, WU (s) E(}par 1a loi de composition ; et WU (o) = [Ly, L,] .
Le commutateur [L;, L,] appartient donc & %} .

Soit:g,une algébre de Lie, et écriyons [L,, Lj] = kgl c?i Ly oa'{Ll s Los oun Lp} est

une base de 1'algébre. Les constantes c?i s'appelient les constantes de structure de
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1'algébre. Elles ne sont pas uniques, car elles dépendent du choix de la base.
Exercice

Trouvez les constantes de structure, pour une certaine base, des algébres de
Lie pour SU(2) , E(3), et le groupe de Lorentz.

On vérifie finalement que le commutateur satisfait 1'identité de Jacobi.

[A, [B,C]] + [B, [C,A]]l + [C, [A,Bl] =

2.7 - Exponentiation

Réciproquement, étant donnée 1'algébre de Lie nous pouvons retrouver le groupe
par le procédé d'exponentiation. Soit Mn 1'espace des n x nmatrices a coefficients
dans F, et soit Ck une algébre de Lie contenue dans Mn. Pour tout A € Qy]a suite

|-oo <t < o} const1tue un groupe d'un paramétre. Considérons 1'ensemble :

G - reh|a €4).
I1 est clair que I € § et que (eA)_1 e he g,. Pour démontrer que é est un groupe
il faut établir que e, eB € ﬁ, = eA eB € @, c'est-a-dire qu'il ex1ste un C € #.pour
tout A,B EC* tel que

En général il n'est possible de démontrer ceci que dans un voisinage de 1'origi-

B

ne. Si A et B sont suffisamment petits de sorte que ||eA e - Il <1, on peut défi-

nir de facon unique :

C = Log et eb .
En effet rappelons nous que la série
Log(I + R) = ] <-1>5"11§-
Jj=1
converge uniformément pour une matrice si ||R|| < 1, ol |[R|] = sup [|Rv]] . 1IN

L vi=1
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reste & démontrer que C € %‘. Pour cela employons le théoréme de Campbell - Baker -
Hausdorff : Pour tout A,B suffisamment petits

1
Log heP-c-B+ J g (etAdA eAdB) (A) dt
0
ou
, _log z
i) 9(z) = 50—
ii) AdA est 1'opération (AdA)X = [A,X]
iii) g(etAdA eAdB) est 1'opérateur obtenu en remplagant z par 1'opérateur 1i-
néaire etAdA eAdB.

tAdA eAdB

Si é} est une algébre de Lie les opérations AdA, AdB, e » etc . préservent %}.

Exercice

Soit A,B € 3,. Montrez que :

otA pemtA _ tAdAg

Be

~wo< t< oo,

2.8 - Réalisations des groupes de Lie comme difféomorphismes et algébres de Lie

comme champs de vecteurs

Soit ¢, une suite de difféomorphismes de R" tels que Opps = O O Alors 1la

dérivée él Qtlt-o = X nous donne partout un champ de vecteurs. Réciproquement étant
t - .
donné un champ de vecteurs X on résoud le probléme des valeurs initiales

d
F=Xy)  yo) =x
et par ce moyen on retrouve la suite {¢t} comme solution générale :

X(x)

¥(t) = ay(x). y = 0,00

Ecriyons X

dy i
= X ).
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Soit f une fonction définie sur un domaine U, on calcule la dérivée de f le Tong
des trajectoires :

d of  dx' _ 0 i of
'a-ff (Qt(X)) =;;—T — = °£ X

Donc 1'opérateur différentiel associé au champ de vecteurs X, est

X = X; =5
X

tel que
d_ £ (s,(x)) = Xf
dt t :

Définissons maintenant un groupe de transformations linéaires
(T4F) (%) = F(2,(x))

D'ou (formellement) le générateur infinitésimal du {T.} est précisément 1'opérateur X.
On écrit (au moins dans un sens formel)

(TyH) (x) = F(oy(x)) = e

Par exemple, dans le cas Eil on sait que D = é% est le générateur infinitésimal des
translation :

f(x + t) = (eF) (x) .
Exercice
En supposant que f est analytique, démontrez que
2

floy(x)) = (1 + X+ %+ L0f = (e¥F)(x) ,

la série convergeant uniformément dans les domaines compactes.
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Exemples

générateurs transformations

g% translation de vecteur x
) 9 . 1

Y 3¢ - X 3y rotations autour de 1'axe z
] 9 . .

z 3y Y 37 rotations autour de 1'axe x

x~§§ +y g%- laquelle ?

Supposons maintenant que nous avons deux champs de vecteurs X et Y. En utilisant
la série de Taylor nous trouvons :

e/ o7 X R £ £yt x,YIF + 0(£32)

[X,YIf = X(Yf) - Y(Xf)
Exercice

Montrez que [X,Y] est aussi un champ de vecteurs. Montrez que X est une déri-
vation.

X(of + 8g) = oXf + BXg a,8 constants.
X(fg) = (Xf)g + f(Xg) f, g fonctions

Montrez que [X,Y] est aussi une dérivation. Montrez que AdX est une dérivation sur
une algébre de Lie. Montrez que [,] satisfait 1'identité de Jacobi.

Définition Un ensemble% de champs de vecteurs X, Y, Z, ... est une algébre de Lie
siX el =LY €.

Exercice

Trouvez les réalisations des groupes de Lie 0(2), 0(3), E{2), et E(3) comme dif-
féomorphismes. Trouvez les algébres de Lie pour ces groupes.
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IIT - ACTIONS DES GROUPES DE LIE ; FONCTIONS ET VARIETES INVARIANTES 3

FIBRES DE JET ; PROLONGEMENTS

Soit g,un groupe local de fonction ¢(g,h). Un sous groupe d'un paramétre est
une courbe g(t) dans g.tel que

g(t + s) = o(g(t), g(s)) . (3.1)

On a g(o) = 0. Une telle fonction g doit satisfaire a 1'équation

4 = Mg (3.2)

ou a = g'(o) et A(g) = @' (g,0) ; c'est a dire que A(g) est 1a matrice
h
i Bwi
Ay (9) = e ) (9:M) |y - 6

Par contre, 1'existence d'une telle fonction tel que g'{0) = a vient de la résolution
du systéme d'équations (3.2), en prenant g(o) = O.

Soit W un domaine ouvert dans R" et soit & une application de 6} X U > U tel
que '

(95955X) = 2(9y, #(gp:X)) -

(Nous avons écrit 9y 9, pour w(gl,gz).) Nous supposons toujours que, g étant fixé,
®(g,x) est un difféomorphisme, C= et bijectif de L dans le domaine

U é = {y : y = &(g,x)}. Une telle application ¢ est un homomorphisme du groupe Q}
dans le groupe des difféomorphismes de w. si g(t) est un sous groupe a un paramétre

alors
2, (x) = 2(g(t),x)

est un sous groupe de difféomorphismes dont le générateur est

d BQi J o
X = 0, (X) |4y = a® 2=,
a dt "t t=0 agJ ax]

J o 4¢
at |,
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Par exemple, #(t;x,y) = (Téfy s I¥fy) est une action locale du groupe E21 dont
le générateur est

2
8o (tix,y) = xy é% +y g%-= X

On reconstruit le difféomorphisme ¢ du champ de vecteur X en résolvant le systéme
d'équations avec données initiales

X=Xy »¥*= ¥2

Définition 3.1 Une algébre de Lie g est un espace lindaire sur un corps F, avec

une opération bilinéaire, dite crochet, [,1, tel que

(z) l[o,B] = -[B,a]

(zz) lo, [B,v1] + [B,[Y,al] + [v,[a,Bl] =0 .

Théoréme 3.2 (Lie)

Sott g_ une algébre de Lie (de dimension finie) ; il existe un groupe local de

Lie 9, (unique aux homomorphismes prés) dont Q} est l'algébre. De plus il existe une

lication a - a de dang qui est une bijection réguliére d'un voisinage de
dappereatrron exp & ae ae

l'origine dans % dans un voisinage de l'identité dans 9 tel que exp t & est un sous-

groupe d un paramétre de @ . Done, tout élément de 9, suffisamment proche de 1'iden-
tité, reste uniquement sur un sous—groupe d'un paramétre.

Fonctions invariantes

Soit W< R" et soit F une application de U dans R™,
F(x) = (Il(x)l, o I"x)) . xeWe R
F est dite invariante (par rapport au groupe e} ) si
F(2(g.x)) = F(x)

pour tout x € U et g dans un domaine ouvert de 6} . Prenons, par exemple, 0(3) agis-
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sant sur nz3 ; les fonctions invariantes sous 0(3) sont celles qui ont la forme f(p),
ol p = /xz + y2 + z2 . Par contre, les fonctions qui sont invariantes par rapport
aux rotations autour de 1'axe z ont la forme f(r,z), ol r = /X~ + y~ .

Théoréme 3.3 Une fonction F est invariante par rapport au groupe %,gi_gz_seulement

st
XF:Opourtoutxe%,.

Démonstration Si F est invariante

F(a4(x)) = F(x)

pour tout sous-groupe By Puisque F(¢t(x)) = etXF, ol X est le générateur infinitési-
mal, nous avons

Par contre, si XF = 0 pour tout X € Q_ alors (eth)(x) = F(<1>t(x)) = F(x) pour tout
sous-groupe d'un paramétre. D'aprés le théoréme 3.2, F reste donc invariante par un
rapport au groupe entier. (I1 faut remarquer qu'on parle ici de 1'invariance par rap-
port aux groupes locals).

Variétés invariantes

Une sous varieté M de R" est dite ( invariante si x € M = &(g,x) € M pour
tout ¢ dans le groupe local . Si M est une courbe de niveau d'une fonction
F: R" > R"™, c'est-a-dire

M=s_ = x| F(x) = c}

ol ¢ € HQm, et si F est invariante, alors T est évidemment invariante. Par contre,
i1 est possible, par exemple, que la variété

Sy = {x| F(x) = 0}

soit invariante, tandis que F ne 1'est pas. (I1 faut que toutes Tes courbes de niveaux
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de F soient invariantes pour que F soit elle-méme invariante). Montrons le théoréme
suivant :

Théoréme 3.4  Soit l%} un groupe local connexe agissant sur Uer™ . Pour tout

z € U soit G, = {g| ¢(g,x) est bien défini} un sous ensemble connexe de Q}/ . 57
sort =
F

|| est de rang m partout,
3’ o

F: U~R", m<n, est une fonction dont Le jacobien ||

alors

MW= {x : F(x) = C C, € Rr™

est une varidté imvariante ssiXF = 0 pour tout X € g, et tout X € M,

N'oubliez pas qu'on a besoin de XF = 0 sur M seulement.

Démonstration : La nécessité est une conséquence du théoréme 3.3. Pour démontrer
la condition suffisante, choisissons un point X, € V. et faisons le changement de

coordonnées

- Fl(xl,...xn)

Puisque le jacobien est toujours de rang m nous pouvons supposer que les variables

1
xt,...x" sont numérotées de telle sorte que ||3£3||, i,j = 1,...m est non-singuliére.
X

- ~ ~ .t o . , - ~MN+ ~N
Dans les coordonnées xl,...xn la varieté M est donnée par M ={(0,...0, X 1,...x )1,

et F (X) = (RL,...3™). Alors 1a condition XF = 0 prend 1a forme

~ ed
XF = X! EEH‘= 0 pour j =1, ...m

9

et 1a sommation est de 1 & n. Ceci implique que dans Tes nouvelles coordonnées X' = 0
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pour i = 1,...m, donc

m+l 9 n 3
X =3t 0 . X2
oy ax"

Les équations pour le difféomorphisme sont

dx _ i . .
HTY 1—1,...“,

.,,Nl MT] . - ~ . i .
donc la variété X~ = ... X = 0 reste invariante - c'est-a-dire que N reste inva-

riante sous les difféomorphismes locals du groupe.

Fibrés de Jet

Pour tout indice a = (al, ces an) (ai sont des entiers non-négatifs) soit
o]
3, = —2
o o o
axll axnn

Notons par u, les dériveées d,u et par Uk 1'espace linéaire dont la dimension est égale
au nombre de dérivées de u d'ordre k. Soit X 1'espace des variables xl,...xn, U(k) =
Ux U1 XeooX Upe Pour tout k nous définissons 1'espace

Jk est un espace linéaire qui s'appelle un fibré de jet. Toute fonction u = u(x) dé-
finit une section dans Jk par la fonction u et toutes ses dérivées jusqu'au ordre k :

(x,u(x),-éET s eee Uy ... ) .

: X

On considére, plus généra]emenf, des applications u(x), u : X - R™, dans ce cas U

représente 1'espace de m-uples ul,...um. On écrit encore, comme au dessus,

Jk =X x Ux U 1 Xe..X U K

R I e s e - -
ou ’Ul,... lLk sont les espaces linéaires dont les coordonnées sont notées par les
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dérivées 3y U', 4 = 1,...m. Une section U = U (x) définit, par les dérivées

aan » un graphe r(u) dans Jk :

r(u) = {(x,ui, aaui) L xe X, u' |

Prolongations

Supposons maintenant qu'il existe un groupe local (} qui agit sur X x U

% = %X (x,u,9) (3.3)
ARSIL (X,u,9g)
ot xe X, ue U , ge {4 . Nous supposons que les transformations (3.3) font un ho-

momorphisme du groupe 6} dans les difféomorphismes de Xx U
Soit u(x) une application de X vers U ; alors son graphe T(u) = {(x,u(x))|x e X}

est une section dans Xx U . Sous la transformation (3.3) la fonction U et son graphe
sont transformées en une nouvelle fonction U de graphe T

u(X)

u(x,u(x),g)

>
1

X(x5u(x),9)

T = {(X,U(X))}

ol i

De plus, les dérivées de u, E—T——~——~ﬁ » sont transformées en nouvelles dérivées
39X 5...9X
o] :
o T(X)
X ... 02X

On veut démontrer que ces transformations des dérivées donnent aussi une action du
groupe {? ; c'est-a-dire que la propriété de 1'homomorphisme est toujours vraie. On

y arrive en plusieurs étapes.
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Lemme 3.5 Chaque action ®(g,x) d'un groupe % sur L'espace X produtt une action sur

L'espace TX de fibré tangent de X.

Par action on entend toujours la propriété d'homomorphisme : Tg, 0 gy = Tg; 0 Tg,.

En effet, l'action sur l'espace TX est précisément

g
(x,v) — Tglx,v) = (¥(g,x), Alg,x)}v)

Alg,x) = d>m{ (g,x) , (3.4)

) 3’7 (g,x) étant le jacobien du difféomorphisme 2(g,x) par rapport d x.

Démonstration

. . i
Soit y une courbe dans X donnée par x1(t) ; le vecteur tangent est v = %ﬁ? .

'3

Sous #(g,.) y est transformée en ¥, qui est donnée par X' = &'(g,x(t)). Donc :

s i L0 J
Ve e §E

X
axY

/"*\Y

= A} (g,x) vj s

ou, plutdt, V = A(g,x)v. La propriété d'homomorphisme est obtenue en dérivant la
relation

¢(9192’X) = ®(91=®(92’X)) .

En effet, nous obtenons

i i k
£ £l 3%
2= (91920%) = 2o (9150(9p0%)) =5 (9p5%)
BX‘] 152 X 1 2 BX‘] 2

ou
. ) K
A} (9192,)() = A; (91:9(92,)‘)) Aj (92,X) .
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Supposons maintenant que 1'espace X prenne la forme d'un produit cartésien XxU,
ot XTR"et UT R™ En principe il n'y a aucune différence entre ce cas et celui
du lemme 3.5. Le fibré tangent de XxU est TX x TU et on écrit, pour les points de
T(X x U)

(XsU,v,w) .

~d dud a9 kL aUd g

X “u
A B v
(. ,)(0)
\ C D w
ol A =XX,B =Xu,C =UX,D =Uu.

La Toi de composition, c'est-a-dire d'homomorphisme, qui est donnée par le

lemme 3.5 est

( Az B2 ) _ ( A By ) ( Ao By )
c, D C, D
1o Dp2

(3.5)
_ ( A1A2 + BICZ AlBZ + BlDZ )

ClA2 + D1C2 CIBZ + DlDZ
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ou Alg = Xx(glgzsx)’ Al = Xx(gl’q’(gzsx)) s Ag = Xx(gz'ax) » etc .

On arrive maintenant au but.

Théoréme 3.6  L'action du groupe C* donnée par (3.3) s'étend 4 une action sur le

fibré de jet J, = X X U X . Elle est caractérisée par
(x,u,P) — (5,5,?)

Z
on P est la matrice des coordonmées || BLJ I
3

= _ -1
P= (v, + U, P) (X, + X, P) (3.6)

Cette action est celle qui transforme les sections de J ;en sections.

.i
Rappelons nous que par 323 nous notons soit les coordonnées de Jl, soit les dé-
. DX

rivées d'une application u1(x).

Démonstration
su’
Soit u(x) une section de XxU, soit P = Il——j || » (oU ici nous parlons vraiment
~i ax
des dérivées de u), et soit P = 323 ).
X

On trouve les vecteurs tangents a la section en dérivant le long des courbes contenues
dans la section :

adf (x(t), u(x(t)) = (%)
PR TN
(X ) ;(‘Ex )
= (v, Pv)

Or, comme nous avons déja trouvé,

g N N N o
(XU, VW) — (X,U,V,W)
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ou vV = XXv + Xu Pv
W = UXV + Uu Pv
Mais aussi W = de='P'\7'
a't' s

donc PV = (U, + Uy P)v,

P(x, + X, Plv = (U +U, Py .

Puisque cette relation doit étre vraie pourtout v la conclusion (3.6) suit immédia-
tement. I1 reste au lecteur a démontrer la propriété d'homomorphisme pour 1'applica-
tion P > P ; elle résulte d'un petit calcul, en utilisant (3.5).

L'extension de 1'action du groupe a J1 est appelée "le premier prolongement". Il
est clair que le procédé peut se répéter en remplagant XxU par XxeUl, les sections de
XxU par celles de XxeUl, en arrivant & XxeU_le2 et ses sections. Le prolongement de
1'action a Jk est appelé le k€ prolongement. L'action du groupe ayant été prolongée au
fibré de jet Jk on calcule maintenant le générateur infinitésimal de cette action. Sup-

posons que a soit le générateur d'un sous-groupe & un paramétre de % agissant sur
XxU :

ol £ = &X' = &X' et ¢9 = 59 = sUd. Le k© prolongement de a est donc

(k) , _ .1 3 j 3 2 93
privia = g — + @ —r + ®
%" au’ IJ%<k J Sﬁg
| n k _ k . 2 - e 2
ol J =(J,...0") et Uy = 3u. Les fonctions @; sont évidemment les dérivées Suy-

Rappelons nous 1'idée de la dérivée totale Di que 1'on a introduit dans le pre-
mier chapitre. Nous regardons D; comme un champ de vecteurs sur 1'espace linéaire Iy
dont les coordonnées sont x', uJ, Pj. La dériveée Di est le champ de vecteurs

j 3 Jy 9
Dy = o, + (p.ud) 2o+ ... +(3; ud)— + ...
1 1 i auJ id au}
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Soit & i Jy ~ R ; on calcule 1'effet de Di sur A en traitant tous les coefficients
de A comme une fonction et ses dérivées et puis en remplacant D; par 3;. Par exemple :

1. 2y _ 1 2 1.2 2
D;(u 35U ) = (3;u ) aju” + uTh LU .
On définit enfin D, = (D,)"1 ... (D.)""
J 1 ... (D, .
L v L1 8, 4
Théoréme 3.7 @ g DJ(m 3 ui) + (Di“J) £ (3.7)
Démonstration :  Nous calculons d'abord le premier prolongement pr(l)a en calculant
~%
GEgﬁu D'aprés (3.6) on a
3X
P(X, + X,P) = U, +U,P
ou bien
i i L L
phoo (X, X phy 30, 3l ph
Fhad sk I ad ok
. ok auk . . . . .
(Ici Pj == k désigant 1'indice de ligne et j 1'indice de colonne). Au dessus,
3

X! = X’(x,u(x),S), etc. , et & signifie 1'opération § = §%43=0. On voit que la rela-

tion peut s'écrire :
L iy _ 2
P §(D5%7) = DUT .

En appliquant § et en employant les relations

a(oju“) = Djau“ = oj@”
a(njxi) - DjGXi - ngi
PUNINEE PUEER
Pleg="P
Nous arrivons a
(%)% + P, ngi - 0"
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qui peut aussi s'écrire :

o - £1U%) +gly, ut (3.9)

= (P)] - ji

)

‘Dj DJ(

I1 reste maintenant a calculer les prolongements d'ordres p1us élevés auxquels

nous app11quons le principe de recurrence Nous supposons que mJ est connue et nous

trouvons “U1 , ol J =J + (0,.. .17 ,0...0). Or wj = GuJ ; nous avons trouvé le pro-
Tongement de o a Jk, ou k = 1Jl ; donc nous appliquons pr(l) (ak) a uﬁ, ou

ay = pr(k) (a). D'aprés (3.9), en remplacant u* par ug et ¢* par wﬁ, nous arrivons a

~,

(S(U 2 1

- - 2 _ 2
qui nous donne une formule de récurrence pour les “U Nous montrons maintenant que les

fonctions mJ définies par (3.7) sont les solutions de cette formule de récurrence.
En effet, si

donc L -
j g\ 1
(‘DJ. D DJ( - & Ui) + (D1UJ )E
J J
L i 2 2 i 2 i
- DJ’(DJ((D - £ U.i ) + UJ]E ) - UJ1 D\]g
- L i % _ i %
Dj ©; (ng )uJi = Dj ©] (ng )DjuJ
Exemple Soit X = U = R et prenons le groupe des rotations
X =X Cc0Se - U sine
U =X sine + u cose

Nous calculons le premier prolongement de la fonction u = ax + b. D'aprés (3.3)

X = x cos - (ax + b) sin ¢

]

U(X) = x sin e + (ax + b) cos ¢

Si cos € - a sin £ # 0 nous avons :

_X +bsine
COS ¢ - @ sin ¢

b
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donc

b

X = (sin e +aCos ¢
Cos & - a sin ¢

x X+
COSe-aS1na)X

(3.10)

Remarquez que 1'action n'est que locale, bien que le groupe (S0(2)) soit global.

Nous pouvons maintenant trouver le premier prolongement de 1'action & Jl = XxUxU, . J1
est le fibré de jet dont les coordonnées sont notées (X,u,p). I1 suffit de trouver
T'action du groupe SO(2) sur les sections de J; 3 c'est-a-dire qu'on cherche la trans-
formation de-%% » ol (x,u(x),u' (x)) est une section de Jq. Soit (X,U,p) un point fixe
dans Jq et soit f(x) une fonction linéaire dont la section passe par (X,u,p), c'est-
a-dire f(x) =ax+ bott a=p, b =u-%xp; donc (X,f(X),f (X)) = (X,u,p).

D'aprés (3.10)

?(§)=s1ns+pcos;fi+ u-p

Cos € - p sin ¢ cos e -

Tt )xi

sin ¢

Donc

. :
?(X) - s1in ¢ + E) CVOSV €
Cos € - p sihi ¢

et 1'action sur Jl est

X =X COs £ - U sin e

U = x sin € + u cos €

A .

p - Ssine+pcos e
COS € - p sin ¢

Nous trouvons facilement le générateur

(1), d

§X

pr = X + Su i sp 5p
- ) d 2y 3
= - Ugpt Xpt (1 +p) )

D'autre part, calculons 8p, c'est-a-dire la fonction O du théoréme 3.7 : nous avons
gE=-U, =X, et (p=u')
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@ =Dy(x +uu') + (Dlu') (-u)
=1 + (U')Z‘*‘UU" "UU”
=1+ p?

En général, les prolongements des actions des groupes sont plus difficiles a
calculer que les prolongements des générateurs infinitésimaux.

SYMETRIES INFINITESIMALES DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Dans ce chapitre nous exposons les méthodes pour calculer les algébres de Lie
pour les groupes de symétries des équations aux dérivées partielles. Une équation
aux dérivées partielles du k€ ordre peut se regarder comme une application A: Jk+ R
et un systéme d'équations comme une application A : Jk‘% R™. C'est-a-dire qu'une
équation, ou systéme d'équations, aux dérivées partielles est une sous-variété de la
forme

2t (xu3,pd) = 0 i=1,...m (4.1)

dans Jk. Une telle relation décrit une sous variété réguliére de codimension m si
le jacobien

a(x',ud,P3)

est toujours de rang m dans un domaine ouvert de Jk.

De ce point de vue une solution d'une équation ou systéme d'équations, est une
section u(x) de Jk qui est contenue dans cette sous-variété. En remplagant u? par
uJ(x), Pj par les dérivées BJuJ(g), il faut que

A1(x,u(x), aJuJ(x)) =0

identiquement pour tout x € & < X.

Soit {Qg} un groupe de difféomorphismes qui agissent sur XxU ; nous désignons

le k€ prolongement de Qg a Jk par ¢(;). Un systéme d'équations aux dérivées partiel-
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les
2 (x,ud,pd) = 0
est dit invariant si la variété
So = (o6ul,pd) e a | aToudpd) -
est une sous-yariété de Jk invariante par rapport & 1'action Q(Z).

Théoréme 4.1  Soit %, un groupe local qui agit sur XXU par

T = X(x,u,g) %= Ulzsu,g) . (4.2)

Supposons que le systéme régulier d'équations aux dérivées partielles (4.1) est

invariant par rapport au prolongement é(]g() de l'action (4.2). Alors l'action (x,u)

+ (x,u) laisse invariante les solutions de (4.1). De plus, une c¢ondition nécessaire

et suffisante pour que les dquations sotent invariantes par rapport d @(g) est

pr(k) aA=90 quand & = 0 (4.3)

pour tout générateur infinitésimal o,

azsx””—a-;:+au*7'—'3—..
X ou

0 identique-

Démonstration :  Si u(x) est une solution de (4.1), alors A(x,u,P;)

ment dans un domaine ouvert quand u et P; sont remplacés par u(x) et adu(x). Sous
1'action Q(Z)(x,u(x),adu(x)) g, (i;ﬁ(?),%ﬁﬁ(I)) ; et 1'invariance de la variété

A = 0 implique que A(X,U, Pj) = 0 si A(x,u,P;) = 0. (L'invariance de A = 0 n'est pas
équivalente & la condition A(x,u,P;) = A(X,U,P;)!) Alors, la section (X5u(X), 35U(X))
satisfait aussi 1'équation. La nécessité et suffisance de la condition (4.3) est une

conséquence du Théoréme 3.4.

La condition (4.3) nous fournit une méthode pour calculer les générateurs a du
groupe de symétries des équations. On va donner des exemples. On va aussi calculer
des groupes de symétries pour des Tagrangiens. Comme on a déja vu dans le chapitre I,
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les symétries des lagrangiens sont toujours liées a des lois de conservation. Cepen-
dant, il se passe trés souvent que les équations d'Euler - Lagrange possédent des
plus grands groupes de symétries que les lagrangiens d'od elles viennent ! Soit :
L(x,u,PJ)dxlA...Adxn = Ld"x
un lagrangien invariant par rapport aux transformations (4.2). Alors :
6£(X,U,Pd)dn§( = 0 9
ou
52 (X,0,F,)d"x + £ (X,u,Py) §(d™X) = 0

ou § signifie la dérivée gg ¢=0 le Tong d'un sous-groupe d‘'un paramétre. Or

et
~1 ~N
6(dn§) - 6(a§x ,...xn)) dy
3(X"5..ux)
_ S(agxl,...x”)) My = s @, X0 0
a(x ,...xn) —;I ax"
n i n .
= (1 3%y d% = (T ') d%
i= 3X i=1

Finalement la condition pour 1'invariance d'un lagrangien £ est

(pra + p.eh) L = 0 (4.4)
Exemple 1° :  On trouve le groupe des symétries du lagrangien
2 2
(uX + uy) dx dy .
. _ . 9 d 3 .
Soit « —E-a—x+ f]gy-'*'(.p—a—a ’ donc
or(1) a 2
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D'aprés (3.7)

©,0 = Dylo - &4y - nuy) FUE Uy
=30 3wy, 38, 3E 2 _ £ U ANy 83y u oL
aX | U X T3X X au X xx 3 y 3u x y " oxy
+ UXXE + ny n s
©1,0 T Px F Uy T Bl T EUy T nyUy = Uy
De méme
@ =, tou, - &u, - guu -nu - nu 2
0,1 Y u‘y VAR S u'x'y vy uy °
Donc les équations pour les symétries infinitésimales sont :
(eria)y + L(dg +Dm) =0,
2u + 2y + (u 2 4 u 2) (¢, + &, u, + + u,) =0
x 1,0 y 90,1 X y x T ooy Ux Ty Tong Hy ’
2
u (20) +u (20)) + u,~ (20, + ny - g))
2
+ uy (2cpu +E, - ny) + U uy (- 2ny - 2£y) (4.5)
3 3 2 2 _
+ Uy (-gu) + uy (-nu) + Uy uy (-nu) + Uxuy (-gu) =0

Rappelons nous maintenant que Uy uy, uxy’ etc. sont des coordonnées indépendan-
tes dans le fibré de jet J_ (x,y,u,ux,uy,...) est que T'équation (4.5) est une iden-
tité polynomiale sur J_. Alors, pour que (4.5) soit satisfaite identiquement, il faut
que tous les coefficients de Uy s uy, uxz, Uy uy,... etc. soient nuls. Cette condition
nous donne un ensemble d'équations au dérivées partielles pour les fonctions ¢, &, n.

Ces équations des "symétries infinitésimales" sont :

no
S
+
3
]
oy
1}
[an]
—
ey
[o)]
~—

)
S
c
-+
o™
>
'
3
|
o
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(4.6)

Nous résolvons ces équations sans difficulté. D'aprés la derniére équation

g =n, =0, &g et n sont fonctions des variables x et y seulement. De plus, elles

u u
dojvent satisfaire Ny + gy = 0. Si nous ajoutons la deuxiéme et la troisiéme équation,
nous trouvons que 9, = 0 ; et, puisque ®, = ¢& = 0 aussi, ¢ est une constante. Fina-

lement nous avons :
+& =0 |, (4.7)

que nous reconnaissons comme les équations de Cauchy - Riemann. L'algébre des symé-
tries est donc engendrée par

Le B est le générateur du groupe u - u + const ; les a sont les générateurs des trans-
formations conformes dans le plan 322

Exercice : Soit gl( 1,x2), 52( 1,x2) solutions des équations de Cauchy-Riemann :
agl 52 sel  ggl '

=1 - -—7? _§2.+ _§1-= 0 . Montrez que le difféomorphisme ¢ de 1'é&coulement

ax ax X 3X

i = 51(x1,x2) est une transformation conforme.

Solution Désignons 1'écoulement par @1( l,xz 3t)s 2( 1,xz,t), ol gi = g1(®1,¢2).

L'écoulement des tangentes est effectué selon le Lemme 3.5(voir équation (3.4))par le
Jjacobien
1.2

PRI S

3(x7,x7)

Soit (x,v) un point dans le fibré tangent. Sous 1'écoulement il se déplace en :

t
(x,v) = (24(x)s A(ey(x))v)

si Vos Yy sont deux vecteurs tangents au point Xo’ ils sont transformés en Vis Wy s

et T'angle 6, entre eux devient a(t). Si 1'on représente la modification de 1'angle
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par 6(t) = St(eo) on a St+r(eo) = St(Sr(eo)). IT faut montrer que o(t) = 6, » donc
il suffit, grdce a cette propriété de St’ de démontrer que é(o) = 0. (Parce que ¢a
implique que 6 est toujours zéro). Donc :

<A(t) Voo A(t) wo>

t) =
vl 1T w(t) ]

Soit 6 = é% [t=0 ; la condition 86 = 0 est une conséquence du fait que

6§ AR =l
(Montrez-le). Or
2 ik
+ 3 3¢
(AR7):, = § =%,
Tk §=1 axJ ax
et de plus 32:—| = 61 ; donc
axd =0 737
X
2 i . k
+ 99 Kk 1 )
S(AR )5 = 1 (8 =) &5+ 68; &( =)
ik Jj=1 ax3 J J axY
L §oael gk gk
j=1 axd J axd
_agl LKL [0 siisk
;;F g;T Aosidi=k
1 2
N g 3¢
oun A =2 =2
el
Exemple 2° : Symétries de (VU)2d§ en R" .

Ce lagrangien donne 1'équation de Laplace en dimension n. Le cas n » 3 est dif-
férent de celui de n = 2, L'équation (4.4) prend dans ce cas la forme

1y
2”j wij + uj uj (Dig ) =0

(convention de sommation ol uj = aju et, selon théoréme 3.7
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o(d) = Djlw - £u;) + (D3 v) &'

J

]

i i
Pyt o, Uy - (8 X5+ 8 Uj) u

J' u J 1

Nous avons donc

. + 2U,
2uJ wxj 2

et finalement

{2u;,@, +u;u. (29
1 2R I RS

-1

J
7o g i

-2 E, Us; us + us us us (=) 1 =0
i*j *j =

(Cette fois je n'emploie pas la convention de sommation. Faites attention au troi-
siéme terme !).

i

i P 13 BEj
Le terme - 2 } u, u; g, s'écrit comme -y (——3-+ =) u; uj -
i%] J i¥j 9x 39X
En mettant tous les coefficients de “j’ ujz, uy uj, et Uy “j2 égaux a zéro, nous
avons :
o, =0
XJ
J n i
zwu-zi’.g_.+zai= i=1, ...n (4.8)
J s 2 1
3X i=1 3x
i J
X i4
axd  ax
i
% _g
au

De la premiére et de la derniére équation nous trouvons ¢ = ¢(u) et g = g‘(xl,...xn).
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Des n équations de la deuxiéme ligne nous voyons qu'il faut que @, soit constant.
Donc ¢(u) = au + b et

J n i
2a - 228+ 3% %:o j=1,...n (4.9)
X i=1 9x

En sommant les deux premiéres équations (4.9) nous obtenons :

et, de méme facon, de la premiére et de la troisiéme équation, nous obtenons :

2 4 n
2 ( 9 4 3& ce. + & _ ) +4a =0 .
e axt ax"

En prenant la différence de ces deux équations nous obtenons :

353 ) 352 .
e axt
Alors,
agl:..a_g_g.z .o =a_r1=w(xl’...xn)
ax! ax ax"
avec
_ 2a
(n-2)cp+2a=0, lp-"nTZ
Enfin
51(x1, xn) - ﬁg? W4 b‘(xl, 1, Xn)
i i abi
oil b’ ne dépend pas de x ; i.e. —3 = 0.
X
abi abj ab’

Finalement les b1 doivent satisfaire —— +‘__T =0 , =~ =0
axd  ax 9%
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. ; i . P .
Exercice Démontrez que tous les b™ sont des fonctions linéaires ; i.e. que

izgi—ﬁ =0, 1, j, k=1,...n.
XY axX
Donc
b, X" = A} o+
ol
Al+al =0,

Les matrices A forment 1'algébre so(n), celle du groupe SO(n).

Enfin, 1'algébre entiére est donnée par

générateurs actions du groupe
1) —ilr (translations)
oX
2) xJ-—ET - x 2 (rotations)
ax ax?
3) )
U u->u+ const.
i » n 9 . .
4) -x St (z-1)u— (diTations)
X ou
Exemple 3° :  Symétries de Au = O dans la dimension n.
Les équations pour les symétries sont pr(z) a(su) = 0 quand pu = 0, donc :
n n
.y = 0 quand us. =0,
J‘Z]_ (D(JJ) q le N
ou

2 i i
©j3) = D5 (0= & u) + & uyy
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iy = Qe O U, + U.. + .+ ULl
i) T %3 T %u Yyt Py Yy (wUJ Pyu J) j

i i i
T8 Uiy - ey g y)
L i i i i
- U.(E.. .U, u.. u. + U, U.)
(g5 * By Y5+ &y 33 B N T Fu j)
.i
U...
e Yy
5% J
ie ici fon P g dJ=(0,...2, 0...0).
On emploie ici la notation ®;5 pour E;TZ et w(JJ) pour @, quan (0, )
j

Pour arriver aux équations on fait la somme des w(jj)’ ainsi :

n .
jzl 53 + § uj(zmhj - AgJ) + @, Au
- i J ] J
1§j Uig (85 &85) #4515 (0yy 845 - (&g, + &)
+ ) uiug (-2 s, .- gi )
ik jk u ki u "kj
- .2. u, u§ glu =0 quand Au = 0 .
15

(Faites attention a la condition "quand Au = 0")- Les équations sont donc :

(1) ' Ax,u) - 0

(i1) 24, - A =0 j=1,...n

(1i1) g} +gd =0 i%j

(iv) ai =g = =g, (4.10)
(v) Oy 845 = (aaj + aﬂ1)

(vi) 2 ) 65 + &) 65 = 0

(vii) i =0
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On trouve les équations (iii) et (iv) de la fagon suivante :

M~

i i
Ui B3 F L Y4y (55 T Ey)

I 4s (g5 +E) =2
i=1 14

i,y M
Pour le deuxiéme terme il suit, uij étant indépendants, que g} + g% =0 quand i #j,

donc (iii). Quant au premier terme nous avons :

. n .
i i 1
LUad () = L gy (8 - ED)

ne~1=

i

puisque 1a condition pr(z) @) Au = 0 n'est satisfaite que sur la variété 2 us. =0

i1

-

dans Jo. Au deld de cette restriction, lesu.,.

i sont indépendants, donc g} = g% pour

tout i, cf. (iv) ci-dessus. De méme fagon, on ne demande pas que ¢, = 0 puisque le

coefficient de ?, est Au.

Tournons nous maintenant vers la solution des équations (4.10). L'équation (vi)
signifie que 3 ga = 0 (quand i = j = k), donc g1 = g1(x1,..,xn). Alors (v) implique
que ¢, = 0, donc que @(x,u) = A(x)u + B(x). De p1us,/(i) démontre que AA = AB = 0.
Par (ii) et (ii1) nous avons :

J

2Aj = AEY ,

A R
ZAjk = Mg} = - AE;

i= Ty

donc Ajk = 0 pour j # k. De 1a méme facon, pour (ii) et (iv) nous trouvons que
Ayp = Ayp = ... = A, donc tout A, = 0 puisque AA = 0. Enfin A est une fonction
linéaire
g i
A(x) = A + A; x
07 45p

Nous mettons y = g% = ... gﬂ = w(x%...xn). On trouve que E}k =0 pour i #j *k ;

i

donc gjki = ij =0,
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I1 suit que ¥ prend la forme

v(x, ™) = T ey ()
Jj=1
Or
" _ _ 1 - 2 - 2 = - 1
¥y (X9) = ¥93 = £777 = Ep11 = E1p1 = " B2p1
_ 1 _ _ _ .t
=" Epp T ¥ =¥y (X)) .
Donc

Wi (Xl) + W% (Xz) =0,
et les deux fonctions doivent étre des constantes.
Nous avons démontré que
1 n, _
(s X)) = () F Up(xp) + e+ w (X))

ou les v3 sont linéaires. Donc

v(x,...x") = 8y Xp *+ ... v A X b

ol al...an, b sont des constantes. Aussi

Nous ne supposons pas que toutes ces constantes sont indépendantes. Donc

‘l=i}_x2+x(ax+ +a X)+bX+¢1(X X)
& 7 "1 1182 Xp T e Ty Py 17 WXy

a 2
52 =.7§ x22 + Xp(a) Xy +ag + ...+ Ay Xg) *+ bXp + ¢ (Xqse-2Xp)
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De plus, nous avons trouvé que g}k =0 pour j #k #1 ; donc ¢1(x2,...xn) doit
prendre 1a forme ¢%(x2) + ...+ ¢i(xn). Donc
a 2
[ 4 2
£ ==X, +X, } a;X:+bx,+ ¥ ¢5(x:)
Z Y ys 39 SO O A
Or
1 2 . .
Eo t E] =3y X +3) Xy t ¢%(x2) + ¢§(Xl) =0
Donc
.1 1
a(xp) + ap X = vp
const.
2 2
01(x1) + 3, X3 = 1
ou
Y% + Y% =0
et, plus généralement
i .
ol
1_
Y; + Y 0 i+
Alors
s I
i i 2
. = + &
¢J(XJ) t X3 Y Xj
a.
i i 2
= - X, + 8
05 (X3) =~ x5ty
et )
X a
L = % S %
£V (X e oXy) =8, & ¥ (1 Xo 85 X5 + Y5 X5 = X5t GJ)
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)
g (Xl .Xn) =
a
L 2 2 2
= (2x,” - xq° - - X ")+ X
i 2 1 n 2 i
+ 62 + bxz
ou
e .
YJ"*'Y:% =0
Maintenant nous trouvons les Ai : nous avons
R
2A2 = AET
donc
28 = a2(2-n)
)
A£=—2-(2-n)
Alors
n .
o(x,u) = 7§ LE%DL a, X, u+ Au+B(x)
2=1
a L
[} 2 2 2
£ (x x ) = (2x, = ¥ x;7) +x, ) a: x:+ )y
1 n A 2 je1 J 2 jig J 5 3
J_
yityy =0
L _
donc Y, = 0

Les différentes constantes ci-dessus nous donnent les champs de vecteurs :

§7 1 —— translations



L J @ 1 9 .
Y XV —= - X —= rotations
J %" 3x3
n
b Y x* _EZ dilations
2=1 ax
R
AO U—a—ﬁ U - AU
9
B B(x) T u->u+B
a nous prenons y = X, par exemple, donc
1 2 2 2
g = %—(x1 - XpT ot e = X0T)
2 _
T
n _
£ = Xy X,
2AJ.=Ag‘] 2 Ay = (2-n)
2A2=0,
_1
A(x) = 2—(2-n)x1
=1 (2-n)xqu
©" 7z 1
et
1, 2 2, L ! 3
X =% (X = ... = X + ) Xq X: —— + % (2-n) xqu =
z 1 n;;IJ':Zl‘]a.x_j? 1" Sy
1, 2 2, 2 L 3 .1 5
= -z (X7 F e x) et xg 1 Xi3xs t 7 (2-n)xqU 5%
1 j=1 J
ou bien plus généralement
i, = ( ) x.z) 2 x, (xs w2) + (n-2) y,u 2
=k o1 J 7 ey k J axj 2 k™ du

Exemple 4° :  Equation de la chaleur

L'équation de 1a chaleur dans une dimension est Up = Uy =

XX

0.



En prenant
_ ;9 d 3
* T Eqx Y Tt t %y

nous arrivons aux équations des symétries

pr(Z)q(ut - Uyy) = O(t) T Oxx

Cxx) = Oxx t Uy (20, - Exx) T Up Ty

2

+uy (wuu h zgxu) - 2uy Up Tyt

2

=0

TUx

U3£

X uu

- U U Ty UG (e - 28)) - 2upe Ty

" Uy Uy By T Uy Up Ty T 2
Le systéme est donc
(1) Op = Px =0
(i1) 200y " Exx +Ep =0
(111) 1y - 14 = - 28,
(iv) STy SO ZExu
(v) Egy = 0
(vi) &y = "Txu

xt Ux Tu -
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(vii) tyy = O 0 ug
(viii) 1, =0 (uxx ut)
(ix) T, = 0 . U

(x) T, = 0 u, Uy

Par (ix) et (x) v = 1(t) ; donc par (vi) & = g(x,t) ; et par (iv) ®,, = 0, donc
@(x,t,u) = A(x,t)u + B(x,t). Par (i) Ay = A, et By = B, Par (111) 7y = 2¢, donc
Exx = 0. Par (ii) 2AX = By " B T 7 Ege Puisque Exx = 0, AXXX =0 et Atx = 0. Alors

Ett = 0. On trouve facilement les solutions

g = c1 + c4x + 2c5t + 4c6xt
T =¢,+ 2c,t + 2¢ t2
2 4 6
_ 2
@ = (c3 - CgX - 2cet - CeX Ju + B(x,t)

Les générateurs sont

9 2

% = é% Xp = X352+ 2ty

Xy =-§% Ap = 2t-§} - Xu g%

%3 = U f% ap = 4tx g; + 4t? f% - (2 ¥ 2t)u é%
ap = B(x,t)a—au

Grace dag 1'algébre est actuellement de dimension infinie. Les actions correspon-
AQ.

dants du groupe sont (e 1)

Aal
e : (X + A’t’u)

)\02
e : (xlt + g,u)
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e 3 : (x,t,eku)
X
e 4 : (ekx, eZAt,u)
Mg | 2
e : (x - 2at, t, uexp {xx - A7t})
_kx6 X t - AX
e i prrromerro vt len (et )
e}‘B : (X,t,u + AB(x,t))
Exemple 5° : Systéme non linéaire

u =y V. =-Uuu
y X y X

Ce systéme est une approximation des équations pour 1'écoulement d'un gaz. En intro-

duisant les variables
p=u q=u r=yv S =V
Tes équations deviennent
g=r s = - up.
Nous cherchons les générateurs infinitésimaux de symétrie
9 2 ] ]

to—+tT

=ty tnygy 30 T TSy

dont le prolongement est

(1) | v o9 Y3 N vo3
= — + —_ — + =
priv/a =a + 8p 5p 8q 59 + §r 59 §s =5
Les dérivées totales sont
3 9 9
= + — + —
Dx ax " Pt By
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et les fonctions éﬁ, ... sont
§p = Do - pD.& - qD
P = Uyo = P& - qbyn
8q = Dyo - pD & - qDyn

8F =D 1 - rD g - sD n

Y

8s =D t-rD & ~-sDn.
1 yg S yn

Donc les équations de symétries sont

84 = oF §8 = - usp - psu
= - uds - po
quand g =r et's = - up. Nous arrivons donc a
30 90 _ 35 QE
By T a5 au S3v p( ?y A5t Syy av )
-a(gp+aghes )
Y
_ ot 3T 3T _ 3 BE ris
" TPty Mlaxt Py tr Y )

9 3 3
s(.sg + p-§3 +r )

et
%; +q %ﬁ-f s-%% - r( %% + Q-%% +s %% )
CaGeages )
= - y( gi +p au ) + up( 35 +pas € r 3% )

+ ur( g; +pad 3” +r 20 ) - ap
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Nous: faisons § = r et s = - up ici et nous prenens tous les coefficients de p, r, pr,
SN S e ‘ o e e as

P ¥ égaux & zéro. Les équations: au-dessus sont regardées comme: identités poTyno-

miales des vartables p et r avec des coefficients. em %, y, w et v. Donc neus arrivons

aux. Equations suivantes: :

Ces équations sont équivalentes aux suivantes :

- on &

3u s v

1]
)
|

o:|o)
< |y
]

(4.11)

(4.12)
9T _ J0 OT. _ _ ;. OO0

—_— = —— W —

3X 2y oy X
Par les. équations (4.12) on trouve les canditions de: combatabilit& pour Tes dérivées

de 1t de deuxiéme ordre :
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Ainsi

et

et donc o, = 0. De 1a méme fagon oy

X 0. En revenant & (4.12) il vient que

Ty T Ty T 0. A partir des équations (4.11) on trouve, en imposant les conditions

nécessaires de combatabilités pour les dérivées de ¢,

30
3u

Bn

Q}IQ
cla

15
i

De o, = o/u il suit que o(u,v) prend la forme o(u,v) = uf(v). Maintenant d'aprés les

équations (4.12) nous trouvons que

o, = - uof T, = 3 Fv),
donc

0 = tyy = Tyy b
Ainsi

o = u(av + b)

T = % av2 -a %; + % by + ¢

ou a, b, c sont des constantes. Donc

au

ST 7

an__13
X 7

g
Q

et, utilisant les équations (4.11), nous trouvons les solutions générales :

2
r = AU 3%5 ‘%; +dx + g
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n=-%é-avy+dy+no

ol €gs N SONt des solutions arbitraires de
&y = un,, g, =N

Par conséquence, 1'algébre de Lie est de dimension infinie ; en dehors des fonctions

g0 Mg il existe une algébre de dimension 4 (les a, b, c, d), donc
2 K] 9 2 A
Xy = (yu” - XV) > " (xu + 2yv) By + 2uv g% + (- 3-u3 + %-v ) v
9 3
X2 =Xax ¥ 2u TV 3v 3V
_ 9
T
- 3 )
X4 = Xorty 3y
Les crochets des Xl’ X2, X3, X4 sont donnés par la table
X4 0 0 0 0
Exemple 6°: Equations d'Euler
aul, Jau L
at axd  ax!
(4.13)
i
EET,z 0
3X

ui sont les composants de la yitesse et p est la pression hydrodynamique. Nous
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cherchons les champs des vecteurs

X = 51-—3T + go 2y m1 -éﬁ-+'nii
3X at du ap

1)X sont les générateurs infinjtésimales des symétries. Nous

"
écrivons uﬁ et Py pour les dérivées, oi k = 0, 1, 2, 3 et u est at

dont les prolongements pr(

Donc

su

L _ L _ % iy L
k= 9%k) = e - (DyE )y
N _ _ i
Spy = (k) = Dy m (DkE )pi
Le prolongement de X est

(1)y _ 2 3
priv/X =X+ — 4+ —_—
(k) 5 " "(K) Gp

Ici ¢ =1,2,3 ;1 =0,1,2,3 ; et k =1,2,3. Les équations (4.13) peuvent s'écrire

i J i _
u, +u us +p; = 0
& _

L ug =0

Les équations des symétries viennent de

s+ ud (sih) + u} (s8) + op, = 0
% aﬁﬁ =0
donc
oty * W) * UG ey 20

2 Lp(z)
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alors
L i, 2 j A iy 2
Dyo = (DyE )uj + ul(Dy0" - (D& )uj
L i
+ ujqﬂ +Dom - (Dyg' )p; = 0,

3

L iy 2
) {D,o” - (D,g"Ju;} =0,
oz TR A

(4.14)

Ces équations ayant lieu quand les &quations (4.13) sont elles-mémes satisfaites.

Etudions d'abord la derniére &quation ; nous arrivons a

3 {39f + E@i w o+ égf_p - ; u? (ag y B8 4 38 p,)} =0
gl axt oaud * ap oge T et gt p %

3
quand ) ui = 0. On peut écrire ces équations sous 1a forme

2=1
3 % % "0 3 Y A )
0= 2 {—QE-'*—B—(-'LPE-U(%B—EQ-}"' z ui(_?.(%],-i%.)
=1 3x ap X Js2=1 u X
S L J agi 2 3gi
- ) ) {uyuy =5+ uip, =} .
isog=1 Y Atad T
Alors nous obtenons les équations suivantes
S gt | 3" ag°
—%=0 —2-:0 '—2,:0 s 2=1,2,3
2=1 3x p- X
3! _se _g i=0,1,2,3
3p  aud =1,2,3
2 2
au aX

et enfin

B(pl agl - Bcpz BEZ - 8([)3 83;’3

su” axl s axt  au®  ax®

En utilisant ces résultats et les équations (4.13)(on substitue u%

n

ud

(4.15)

.i
uj - pi) les
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équations (4.14) se simplifient a

= . ,
(i%}-+ giz + u’ gi%) + kzl ng (-uJuJ - Py)
LW ey

+ ; e W ok - ; ut o 3§i
J.k=1 ;;E- J i,j=1 i axJ

I B U S T S ; a_gip_zo
J SEE: . ap I = Y

Rappelons que celles-ci sont des identités pour les polyndmes des variables u%, Pk

avec coefficients en x,t,u’. Donc nous arrivons aux équations suivantes en prenant

les coefficients des termes (1), (pk), et ug égaux a zéro :
% . ¢
(1) 24 20,00 -
ot axd  ax
3 % o k
Y 9E om 98 v -
(P) I pl- =g+, (=—+—=)-=5) =0,
k k=1 k au ok ot 3ap axt
donc
2 k 0
-, 38 _ (3g + gﬂ) ]
'auE sz 2k ot op
3 . .
J . 0 J .
k k 3 J 8¢ m 9§ J om 4 _
(u%) Yoous{s  {- =t U = w2 V) + 8 — ) =0 .
VO 15 T AL Y ot K" 1 gk

Prenons %=1 dans la derniére équation, par exemple; nous obtenons

: 1 0 1
1 3 1 3¢ m 3E 1 . o7
uy (- ==-+u -u 9+ =)
Y 5 5t XM U
2 o 2
+-u; (—-§§— +ul B T ¢2)

at at X
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3 0 3
+ ué (- LA u3 ELAL §§ﬁ + w3)
at at 3X
2 3w 3 /om
+ Uy (=) + uy (—5) =0
%2 158
Donc
J J . .0 .
AM_ -0 et P& 4 MBE o I3 4 G (4.16)
3u ot X ot

pour j=1,2. De la méme facon, en prenant aussi £=2,3, on arrive aux équations (4.16)

pour tout j. Nous reprenons toutes les équations que nous avons trouvées ci-dessous :

3 2
3~ _
z 1 0
=1 ox

29X
sg! _ af!
(iV) —_— = “_j' = 0 i = 0,1,2,3 ; j = 1,293
3p  su
3 L
(v) 2 - 38 J#e
awd axd
3
(vi) gg% ) gg; - 20> 2g’ B 30> aE
au ax au ax 3u 3X
(vii) 2wt £ ud 22& + 97T _ -0
5t axd  axt
3 k
EI0) ag _
(viii) + =- =0 k £2¢
2k axt

2 L 0
(ix) 8“& + 3&2 =38 4 3m
du X at 3p

~~
»
St
@
vy
o
+
Q>
Y
o
|

@
=
=

—— =0 k # ¢
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(xi) 2% =0

.00 j
(xii) o + u 9 . 38, um--aéﬁ
at at 3X

(Equation (x) suit de (v) et (viii))

De (iii) et (iv) i1 suit que go = go(t) 3 nous écrivons désormais go(t) = (t).
De méme fagon, ¢ = ml(x,t,u), gl = gl(x,t), et = = n(x,t,p). Par (viii) et (ix) nous
L .
voyons que 393 est indépendant des w5 alors
au

of = Ab (x, 1)k + BH(x,t) .

Par (vii) nous trouvons
THEE ) N A -
LT T (—x U +—) + — = 0,
at at ax’ axd ax

donc

enfin

;
|

— =0 (4.17)

L
SB +om

st ax*

[
o

I1 suit que Tes AY ne dépendent que de t et que
q k q

B* = - Ang + DX(t)
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et
% " :
B oL !
st AxX J
Par (xii) nous trouvons
j i it g o
Al‘l(t)uk + BJ(X,t) + u‘]a = .a.g_. + U.k 3_;_!; ,
ot ax
done
. J i
3gy k j_o»
(6., a + AJ(t) - 25y + B = 35 |
jk k ;;E ot
IT suit que
J .
3_5;-__' = BJ(X,t) .
]
J .
3 .
25 = Ay (t) ik
9X
J .
13 J
— = A%(t) + a
axd 9
Alors
= ah ok axt s cM
et
- .
R o ph I raxr et
ot
= B¥(x,t)

- A§ xd o+ DA(t) .

Cela implique que DY = c¥et que A;(t) = 0 pour ¢ *Jj. De plus, par (x), Aj

pour ¢ #J.
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Enfin
j : .
% - Ad(t) + a
X J
et
o agd _ s aed _ 287
ot ax?  axd st axd
.J --=- 'j
AY + a Aj s
.j }
2 Aj +a=20
ou bien
Ad = - %-é +a @ = const.)
Alors
% 2 k 15,8 220 . %
OME Aku + @ - ?-a)u - Azx + C
2 k 15,8 178, .8
= A + (o -z a)u’ - 5 ax +C
et

2 2k 1 [ 2
£ Akx + (x + > a)x” + C7(t)

ou la matrice Aﬁ est une matrice constante telle que

4 k _
Ak + A2 =0

Par (i) nous trouvons que

3 2ir 3 -
z_g_=— a:o
=1 axg z
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donc a{t) = gt + y et a = . Aussi par (ix)

A - (2x - B)

et
m = {2x - g)p + m (x,t) .
Par (4.17)
BB2 ano ) T
0=—n— 4+ — =C" + .
ot ax2 sxl
donc
no(x:t) = - ¢ X + E(t)

Nous avons finalement

wz Aﬁ uk + (x --% B)u2 + ¢t

g0 - Bt + v

L _ a8 UK 1 L, L
g =hA x"+(at+58) x +C
r = (2a - 8)p + E(t) - C¥ x*

Une base de champs de vecteurs correspondants est donnée par

) I*)
o
3t  ox
R]..=x1—3—r—x3—§—{+u1—ir-u‘]—a-i—a
1 ax? X U U

Py .

TLI L A 2p 2,

ou’ X’ st op
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9 P 3
uz-——E + xr — * 2p —
ou oX ap
P
(1) 2
6, =c(t) 2 +c - -cxt 2 2 =1,2,3
ax Bu p

Les G2 engendrent les transformations galliléennes. Par exemple, en prenant C(t) = vt

nous avons
¥ = Xl + vt }2 = X2 %3 = X3
El = u1 + v 32 = u2 33 = U3

V - THEORIE DES SOLUTIONS INVARIANTES

Sous 1'action du groupe Q} les solutions sont transformées en d'autres solutions.
Si H est un sous groupe de 6} une solution u = @(x) s'appelle une solution H-invariante
si le graphe de u = @(x), comme sous variété dans XxU, reste invariant sous 1'action H.
Par exemple, le champ de vecteurs

o, 2
(X4—Xax+2tﬂ

est un générateur infinitésimal des symétries de 1'équation de la chaleur. L'action
Y.
e 4 est donnée par

X = ek X ¥t=-¢ t o

N
[ =g
-

ou bien X = sx, t = szt, U= u. Une fonction u(x,t) est transformée dans (T.u) (x,t) =
AQ

u(ﬁ ,-J%). Une fonction est donc H-invariante (ol H est le groupe engendré par e 4)
s s

si Tsu = u, donc si

u(x,t) = u@ , t) vs.
()(S;g

En mettant s = v nous voyons qu'une telle fonction invariante prend la forme
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u(x,t) = u(}% » 1) = ¢(&) o ¢ =-§% et ¢ est une fonction quelconque.

Dans ce cas nous pouvons démontrer qu'il existe de telles solutions invariantes
de 1'équation de la chaleur. En effet, en prenant u(x,t) = ¢(g), & = x/¥/T dans 1'é-
quation ug - U

xx = 0, nous arrivons 3

_%(_%¢|+¢ll)=o

ou bien

o +-% o' =0 -

La solution générale de cette équation est

£ 2

o(5) =A+B | &

-0

dr .

. d 1, . . X
Evidemment Uy = g% o(&) =-7% ¢' (&) est aussi une solution, et celle-ci est

. 2,
1 o~X /4t ,
%

qui est la solution fondamentale de 1'équation de la chaleur.

De Ta méme facon considérons les solutions qui sont invariantes par rapport a

un groupe engendré par A = at §§-- Xu %%-. L‘action dans ce cas est

SGS

2
e ° (x,t,u) = (X,T,U) = (x+2st,t,e” )

(xs+ts

uj).

Le transformé d'une fonction u(x,t) est

2
U(X,%) = o~ (xstts )u(x,t)

2
(Tqu) (x,t) = e~ (X7t7)y (x-2ts,t) .
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Cherchons ‘une fonction qui est invariante : Tsu = 4. Prenons-%% = s ; donc

2
- /41’.u

u(x,t) = e (o,t).

De plus, en mettant cette expreséion dans 1'équation de 1a chaleur, nous trouvons
u(o,t) = A//E. Donc

2
A e--x /4t

u(x,t) =
/t
pour A constante quelconque.

Enfin, essayons le sous groupe engendré par x + Y03, ol y = const. On trouve
sans difficulté 1'action

(Tqu) (x,t) = s¥ u(? . -;EZ) .

Puis, si u est une fonction invariante, u doit prendre la forme
u(xst) = 72 4(¢) g =X,
vt
En mettant cette expression dans 1'équation de chaleur nous trouvons cette fois
up - ug = 7F s - et - 0]

alors 1'équation différentielle ordinaire est
o' + g - v 9 =0.

Théorie Générale

Passons maintenant & une situation plus générale. Soit @g 1'action de (4 sur
1'espace XxU. Une invariante, comme nous 1'avons dit, est une fonction I(x,u) telle
que I(Qg(x,u)) = I(x,u). Nous ayons vu (Théoréme 3.3) que I est une invariante ssi

ol = ga 311 + wg BIJ =0
X U
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pour tout champs de vecteurs a dans 1'algébre de générateurs de 1'action Qg. Une base
d'ingégrité d'invariantes est un ensemb]e'{Il,...Ip} d'invariantes indépendantes telle
que toute invariante I peut s'exprimer comme I(x,u) = F(Il,...Ip) pour une fonction F.

Les fonctionst(x,u) sont indépendantes si le jacobien

a(Il,...Ip)
s(xl,...xn,ul,...u

)

a toujours le rang p.

Lemme 5.1 : Soit %, = £% 2. q)zf —BE des champs de vecteurs qui font une base pour
J Y i I pu _

une algébre de Lie, j = 1,...r. Soit R le rang dans un owvert de la matrice

1 n 1 m
gl P N

1 n 1 m
52 5292 (pz

1 -
Ep oon Ep B oen O

st m+ n >R le nombre d'invariantes indépendantes est m + m - R.

Puisque Tes oy forment une algébre de Lie le systéme d'équations %
donc le Lemme concerne le nombre de solutions d'un systéme complet. (voir, par exemple

I = 0 est compléte;

le livre de Carathéodory sur les problémes variationnelles.(Holden - Day, Inc., 1965 ;
San Francisco ; voir Part I, Theoréme 3, page 35)

Exemple
=y 9 -z 2
615 Y%z % oy
S, g2
% = Z23x T X3z
- o _ , 9
o3 = X ?y Y 3%
0 -z y
M= 0 - X
-y X 0
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On voit que Te rang d'M est 2 ; et il existe une seule invariante x2 + y2 + 22 (n =3,

m = 0 dans cet exemple).

Si R=m+ n T'action est transitive, et chaque point se transforme dans tous les
autres ; les seules invariantes dans ce cas sont les constantes.

Nous arrivons maintenant aux questions suivantes. Soit une équation différentielle
A = 0, un groupe de symétries (} , et un sous-groupe H :
4

1) Comment trouver la forme des fonctions H-invariantes
2) Comment trouver des solutions H-invariantes de A = 0.

Tout d'abord, soit JT(x,u), t=1,...n+m - R, une base d'intégrité pour les invarian-
tes de H :

&g = g; a1 + @2 BJ
29X su
ag JT =0

Une variété de codimension m dans XxU, invariante sous 1'action de H, est donnée par
des équations

J ol - -
@'(x,u) = @ (Jl,...Jp) =0 J=1,...m.

Nous supposons que les 89 sont des fonctions indépendantes par rapport aux variables

: J
_ L s s . . 30 .
Jl,...Jp ; c'est-a-dire que le jacobien li 53; !l a toujours le rang m.

Nous essayons maintenant d'inverter les relations o =0 pour trouver des fonctions
invariantes.

Exemple Dans 1'équation de chaleur les invariantes de 1'action engendrée par oy sont
les solutions de o, ¢ = 0, c'est-a-dire

9

( x X

+ 2t 2 ) o(x,t,u) = 0
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Dans ce cas, n =2, m=1, et R =13 donc il y a deux invariantes, en fait ¢ = x/vVt
et u. Si on se donne une variété invariante y(z,u) = 0 telle que by ¥ 0, alors on
trouve une fonction invariante u = @(g).

Exemple (W.W Puchnalev, Priklady Mekhani Tekh. Fiz. 1 (1960), p. 83-90).

Nous prenons les équations de Navier-Stokes en dimension 2

ou du 3u 3p
22+ _ _— = - =
ot v X v 3y X + AU
oV oy 9V op
+U———+V-—=-ZE4
U TV gy 5y T AV
du |, vV _
X Tay -0

Pour ces équations on trouve les symétries

e D B .o B _ B B o D
A =2 gp t X ptY gy Ut Vay T ? 5
= -y o Qv 2
Oy == Y3x * X PYY Vag T Uy

a, engendre Tes rotations ; o, engendre une transformation d'échelle (voir aussi
1'exemple des équations d'Euler). Tout d'abord, [ay,a,] =0 ; donc {a;,x,} forme une
sous-algébre, et ils engendrent un sous groupe de symétries. La matrice M est dans ce
cas :

+
J, = X1y J2 = Ux + vy J3 = uy - VX J4 = pt

Prenons ¢ = Jq = r/Vt, et disons que nous avons une variété invariante

J -
@ (E,JZ,J3,\J4) - 0
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de codimension 3. Une telle relation implique que J2, Jgs et J, sont des fonctions
de £. On voit que

0
3(J,sdqsd,) X y
__2—3_4_-: y - X 0 =-t(x2+y2)
3(u,v,p) 0 0

et on peut exprimer u, v, p en J2’ J3, J4 :

Xd, +yd yd, = xd
u=_2——§ V:.—Z____B_

X% 4 yz %2 + y2

©
n
et
(=
N

Donc des solutions H-invariantes s'expriment

P(X,.Y’t) = % J4 (E)

X Jz(g) +y J3(§)

u(x,y,t) =
x2 + y2
y J,(8) = x Jqa(E)
V(X,y,t) = 2 3
x2 + y2

I1 reste maintenant & chercher les équations aux dérivées ordinaires pour JZ’ J3, J4.
Passons en coordonnées polaires

U, = u cos 8 +vsinae
ue =-ysine +yvcos o
donc
1 1 1
Up =3 J2(8) ug = - ¥ J3(¢) P =g Jg(E) -
Les équations pour les J sont
dJ2 0
de
dd
2 3
EH{-‘ Jpm +d3
T
2 tler—)—=0
dg 2 £ dg
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Exemple Prenons cette fois H = {al, g%-}. Les invariantes de-é% sont X, ¥, U, v, p.

Nous pouvons prendre comme invariantes d'al les fonctions

_ Jo=uy - vx . Y 2
'JZ = ux + vy J3 =uy - VX, 3, rp

par exemple ; ou bien nous pouvons remp]acer-% par ¢ = tan-l % . Nous avons encore

[}

X J2 +y J3 i y J2 - X J3

4= A" p:_.
r2 r2 r2
ou Ji = Ji(w). En mettant ces expressions dans les #quations de Navier Stokes nous
trouyons gue
_ f(w) . C1 B 2f + C2

r r T P = r?

ou f satisfait 1'équation

2
1

|
[ew}

£ - Cyf o+ £2 4 4F(p) + €5 + 2C, =

m _
Exemple Upp = Uy, + U = 0.
Cette équation est invariante sous la transformation d'échelle
X = Ax t =t 4= Ty

oll v = T%ﬁ . Le générateur de cette transformation est

Les invariantes d'a sont-% et t Yu ; donc nous cherchons des solutions invariantes du
type

_Y— _X

ut ' = y(g) £E=% >

g
}

= t¥ {g) .

On trouve pour ¢ 1'équation

(82 - 1)y" - 2vgp' +y(y - Do+ " =0 .
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VI - SYMETRIES GENERALISEES (voir [7], [8])

Soit Je(x,u,pj), o x = (Xl"'°xn)’ Jd = (Jl,...Jn) et u une scalaire, le fibré de
jet sur XxU aux dérivées de tout ordre. Si v est un champ de vecteurs sur XxU

v = gi(x,u)ai + @(x,u)3, (6.1)
son prolongement & J~ est
(), . ;i )
prifv=2% 9;+@3 + § ®(J) 3p;
ou, par (3.7),
@(gy = Dyl@ = & py) + (Dy py)E . (6.2)

Dans les premiers chapitres nous ayons considéré les symétries engendrées par des
champs de vecteurs (6.1) ol les £ et ¢ ne dépendent pas des dérivées de u, c'est-a-
dire, sur les coordonnées Py Dans ce chapitre nous considérons la généralisation au
cas ol les ¢ et &' dépendent des Pg-

Nous commengons avec la situation spécialisée
V = Q(x,u,pJ)au H (6.3)

et nous voyons qu'un tel champ de vecteurs est de forme standard. Puisque les 51 sont
nuls, le proiongement d'un tel V est

tv
(e e Qc 2
pr )Qau = e § (D4Q) P,

Nous voudrions savoir quel est 1'action sur J~ engendrée par VQ. En effet, un tel champ
de vecteurs V comme dans (6.3) engendre un écoulement sur les sections de Jw.

Proposition 6.1 :  Supposons que le probléme aux données initiales

= Qlz,u,d u) u(z,0) = flz) (6.4)

a toujours une solution unique et réguliére pour n'importe quelle f bornée dans ¢ (R™).

134 tV
Alors 1'action e @ sur Jeo est donnée par (e Qf) (x) = u(t,x).
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Démonstration : Evidemment 1'écoulement sur les sections de J~ définie par (6.4) est

un groupe de transformations d'un paramétre. Pour trouver son générateur infinitésimal

i1 faut calculer les dérivées de 3 u a T'instant t = 0. Nous mettons ¢ = é% ; donc

t=0

d .
s(aqu) = D,u =D.Q ;
J dt “J t=0 J
puisque %%-= Q(x,u,aJu), donc é% 3ju = 3 %%—= DJQ(x,u,aJu). Ceci implique que le géné-
rateur infinitésimal est formellement (DJQ)-&i ; mais ce champ de vecteurs est préci-
J

sément V.
Q
Passons maintenant & la situation générale,
.i
V=¢ (x,u,aJu)ai + w(x,u,adu)au . (6.5)
Nous constatons que le cas général est toujours équivalent & la forme standard. Donnons

n'importe quelle fonction Q sur J~ qui dépend de X5U,P (3] < k pour un entier positif
k), définissons

Vg = g (D,Q) 5-33 . (6.6)

Par exemple, pour Q = Pj

2]
V. =3 (D, p.) =2
Pj g 1737 9p;

Or, les dérivées totales sont des champs de vecteurs sur Je :

Dy = 3 + Py g * (D; pi)%“
ou bien
Dy =3; + ] (D; py) 5%— ;
J J
donc
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Par (6.2), nous pouvons é&crire

(«)y _ i 3 _ i i 3 i 9
prioVo=g a4 ) @y e =& (Dy =V )+ ) Dyl =g Us) ==+ ) (D) ps)E =
! E (J) ap, TPy E J i’ 3P E (05 p5) 3P
(sommation sur i)) ; donc
® i
pr(=ly = g1, 4 V, (6.7)

ou Q =¢ - g P; -

Soit P(x,u,p;) une fonction sur J, od les J sont restreints & |J| < k, un champ
de vecteurs V sur J= est une symétrie généralisée infinitésimale de 1'équation aux dé-

rivées partielles P(x,u(x),adu(x)) =0 si
e (™) P (x,u(x),35u(x)) = 0 (6.8)
quand
P(x,u(x),adg(x)) =0 .
Une condition suffisante pour (6.8) est
[pr(®)V P1 (x,u.p;) = RY D, P (6.9)

J

ot les RJ sont des fonctions sur Jeo. Nous désignons par {P} 1'idéal différentiel engen-
dré par toutes les dérivées DJ P ; c'est-a-dire, {P} consiste a ce que toutes fonctions

sur Je soient de la forme

J
Q=) R DyP.
J
Donc la condition (6.9) peut s'écrire comme pr(m)v P € {P}. Evidemment, si f(x) est une
fonction pour laquelle P(f) = 0, c'est-a-dire P(x,f(x),adf(x)) = 0, donc aussi Q(f) =0

pour tout Q € {P}.

Question : Considérons 1'idéal 1  qui consiste & ce que toutes fonctions Q telle que
Q(x,u(x),adu(x)) = 0 quand P(x,u(x),adu(x)) = 0. Evidemment {P} < I_. Est-ce que
Ip = {P}?

b’
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Désormais, quand j'écris P = 0, je veux dire P(x,u(x),adu(x)) = 0 pour une fonction u ;
alors P = 0 veut dire que P est nulie sur une section de Jo. Evidemment Di P =0 quand
P=20; d'aprés (6.7) il est clair qué pr(w)v P = 0 ssi VQP =0, o0 V est donnée par
(6.5) et VQ est donnée par (6.6) quand Q = ¢ - 51 P; - Or, VQ = pr(w)v o

V=Qa_u=(<o-§1 P;) 2y,

Donc les deux champs de vecteurs V = 51 ? ® 3, et I = (@ - 51 pi)au sont équivalentes

+

.i

dans le sens que pr(m)v P=0 ssi pr(m)v P =0, c'est-a-dire que V est une symétrie in-

finitésimale de P ssi V en est une. Alors nous avons la

Proposition 6.2 : Tout éhamp de vecteurs V = gi(x,u,pJ)ai + wér,u,pJ)au est équivalent

du point de vue des symétries infinitésimales des équations aux dérivées partielles, au

champ de pecteurs de forme standard Y= (¢ - gi pi)au.

Désormais, nous nous restreignons aux champs de vecteurs de forme standard.

A~

Pour K = K(x,u,py) une fonction sur Je (9] < nous désignons par K, 1'écoulement
sur Jw engendre par Ka » C'est-a-dire, par le prob]eme aux données 1n1t1a]es (6.4). Plus

précisément, K est un ecou]ement sur les sections de J= telle que Kt ° KS K Met-

t+s”®
tons u(x,t) = Kt f(x). Si P(x,u,pJ) est une fonction sur Je,

B (P o KT = 45 P(xau(x,1),2,u(x, )

-y P " J_y3P o3y
g apJ at g T J ot

Donc

d - _ A
F P o k= (VP) o Ky (6.10)
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ol Vy est le prolongement & Je de Kau (selon 6.6).

Proposition 6.3 :  Si L'écoulement &% laisse invariantes les solutions de P =0,
Vy P =0 quand P = 0.
Démonstration : Si u(x) est une solution de P = 0 alors Rt(u) est aussi solution pour

tout t, et P o Kt(u) = 0 identiquement. I1 suit que

6P o R(u) = 4P o Ro(u) UL RORLE

On voudrait aussi démontrer le contraire, c'est-da-dire

Proposition 6.4 : ST Ve P =0 quand P = 0 alors K, laisse invariantes les solutions
de P = 0.

Malheureusement, une démonstration rigoureuse m'échappe pour 1'instant. On péut regarder
cette proposition comme version de dimension infinie du Théoréme 3.4 sur les variétés
invariantes. L'écoulement dans le cas du Théoréme 3.4 était &coulement dans un espace
de dimension finie, mais Rt en est un dans 1'espace de sections de J», c'est-d-dire sur
les fonctions u(x). Nous avons, par (6.10), que P(u) =0 implique que é% P o ﬁt(u) =0

pour t = 0 ; mais cela ne suffit pas pour démontrer que P o Kt(u) = 0 identiquement.

Néanmoins, i1 y a une proposition plus faible qu'on peut démontrer sans difficulté.

Proposition 6.4 : 5% Ve P =0 tdentiquement alors %t laisse inmvariantes les solutions

'd—eP:OC

Démonstration : d P o K, = (V, P) o K, 3 donc d p o K, =0 jdentiquement, et, si
dt t K t dt t

~

P(u) = 0, P o Ky u =0 pour tout t.
Cette proposition correspond au cas de dimension finie ol une fonction F(x) satis-
fait XF = 0 pour un champ de vecteurs X ; dans ce cas tous les niveaux {F(x) = c} sont

invariants sous 1'écoulement &, engendré par X.
t

Ecoulements commutants

Sojent X et Y des champs de vecteurs en R" qui engendrent les &coulements o, et Y-
C'est-a-dire y(t) = @t(xo) satisfait le probléme aux données initiales
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Les deux écoulements ¢ et ¥ commutent si
@toqjs:lyso@t.
La condition nécessaire et suffisante pour la commutation est
[X,Y] =Q (6.11)

ol [,] est le crochet de Lie pour les champs de vecteurs. Nous cherchons 1'analogue de
(6.11) pour les écoulements Kt et PS engendrés par Ut = K(u) et Us = P(u).

: du cps
Mettons K, = K(u) - = o un polyndme sur Jw(x,t,u,pd,ut,...). La condition pour que
1'écoulement Ps laisse invariantes les solutions de K1 = 0 est, selon les propositions

6.3 et 6.4, V K; = 0 quand Ky(u(x,t)) = 0. Nous &crivons J = 2,L) ol L = (Lyse--Ly)

=2 - du
et ao = 5E Uo 5T ° etc. Donc

K
VK =Y (DP) 2
pl 3 J auJ
@ 2 oK
= 1 ) (0°DP) —
2,=0 3U,03u
oK o 2 oK
1 0 1
=) (OP) 57+ , Z (D¢ "P) "
o 0
= VPK - DtP

Nous arrivons ainsi a la condition VPK - DtP = 0 quand Ut = K(u).
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De méme facon 1'écoulement kt(u) doit laisser invariantes les solutions de US = P(u)
(Ta condition est symétrique), donc VKP - DSK = 0. Puisque

_ v 3P P
DiP = E TR D¢y = § au, D¢Dyu

-y aP -
= g 5UE-DJK = VP,
la condition pour que les deux écoulements restent invariants 1'un et 1'autre est

VP - VpK =0 (6.12)

Nous n'ayons pas encore démontré que les écoulements commutent, seulement que si
u(x,t) est une solution de up = K(u), alors Psu en est une aussi. Mettons u(x,t) = ktf
pour une section f(x). Puisque (Psu) (x,t) est aussi une solution, il existe une fonction
fs telle que

(Psu).(x,t) = ths .

Pour t = 0, nous obtenons (ﬁsf) (x) = fs(x), donc
(PSth) (x) = (KtPsf) (x) .
Alors les deux écoulements commutent.

Exemple. Considérons 1'équation non linéaire Up = Uy, ¥ UUy qui s'appelle 1'équation de

Burger. Nous allons essayer de construire des écoulements qui commutent avec celle-ci.
Nous commengons avec une P de la forme P ='P(u,ux). Nous avons

aK 5K
VpK = P + (D P) 5——- ( P) au
= uXP + u(DXP) + (DxxP)
_ ., 8P 5P
VKp = K _‘J + (DXK) B—U; .

n=u,.,etg=1u

En mettant £ = u XX

vons au résultat

i et en faisant les calculs indiquées, nous arri-

x? XX

2 2 =
VpK - VKP =tP +¢ (Puu - Pg) + 2 Pug + 7 ng =0
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Puisque P ne dépend pas de n il faut que P__ =P 0 et ainsi que P = ag + b(u) pour

£E ug
une constante a. Alors

2

n
o
-

g(ag + b(u)) + £°(b" - a)

et

2

gb(u) + &7 b" =0 .

Il faut ainsi que b = 0, et le seul écoulement engendré par une P = P(u,£) est P = ¢ = Uy
donc ug = u,. Ce sont les translations en x.

Maintenant nous cherchons des écoulements plus compliqués, du type

P = P(u,u s £ =u_, etc. Aprés un calcul

Cette fois nous prenons 1 = Uy wxx X

x’uxx’uxxx)'
assez long nous arrivons au résultat

- 2 -
VoK = VP o= EP + ES(P - Py

+En(2P, - 3P ) + £g(2P, - 4P))

2
v er(Py) + (P - 3P (6.14)
2
+ n;(ZPgn) + Pnn + CT(ZPHC)
#nt(2P. ) + 2P ) =0
Ec zg

Puisque P est indépendant de t nous devons mettre

p;c gL ng ug

il suit que
P = C1C+ b(“,&,n)

pour ¢, constante. En revenant & (6.14) nous arrivons & 1'équation pour b

£(Cyz+ blustsn)) + £5(by, - bE)

+&n(2b . - 3bn) + gc(Zbun - 4C1)

ug
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+ (b - 3cq) + me(2ben) +2b_ =0 .
£E 1 nn

Nous traitons d'abord les termes en ¢ :

b - + + =0

donc
, 3cl
bnn =0 b&n =0 bun i
et
3cqu

b(usgsn) = n( —p— * ) + c(usg)

Ensuite nous traitons les termes en u, £, n :

3¢ 2
f(( = u+ ein+ Cug)) + £2(Cyy - C)
3¢ - 2
+ gy-'(ZCug -3 u s cz)> + (Cy, - 36q) = 0.

En mettant & zéro les coefficients de n2 et ¢n nous trouvons

3c1u
ng =3¢y Cug =+
donc
3clg2 3c1u2
C(usg),= —5—+ ((—g— + Cou + C3)e + E(u) .

Enfin, en considérant les termes en & et u, nous arrivons a
£C(u,g) + £2(Cyy - C,) = 0
’ uu £

Cette équation implique que E(u) = 0. Enfin

2
3c1u 3c1 2 3c,u

b(u,gsn) = (—— ¢+ s Jn+ — & ¢ £( -%—— + Cou + C3 )
et

P=Cy(c+3el+zu £+ 3 un) + Cpln+ Eu) + C4E .
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Puisque les trois constantes sont indépendantes, nous arrivons a tois écoulements en-
gendrés par

P, = +
9 = Uy, tuuy

3
+ + + .
Uyxx T 7 Wy + 7 Uy TU Uy

Ces méthodes sont trés compliquées, et nous voudrions des procédés plus systéma-
tiques. Dans ce but, nous énongons la définition suivante :

Définition :  Un opérateur de récursion ) est une application sur les polyndmes de

Joo(x,u,pJ) telle que PP est une symétrie infinitésimale de K, quand P en est une.

Nous mettons A(K) = § gé— DJ et nous remarquons que A(K)P = VpK. La condition pour que
» J

~

PS laisse invariant 1'écoulement kt est donc V K - DtP = (A(K) - Dt)P = 0 quand Uy = K.

p

Proposition 6.5 : Si [A(K) - Dt,SD] P = 0 pour tout y telle que ug = K(u), D est un

opérateur de récursion.

Démonstration (Exercice)

Par conséquent, si?ﬂ) est un opérateur de récursion pour K et si P est une.symétrie
infinitésimal, alors D P est une série infinie de symétries. En particulier DIK est
une série de symétries. Alors, si 1'on a la chance de trouver un opérateur de récursion,
il peut construire une infinie d'é@coulements commutants.

Nous nous restreignons désormais au cas d'une dimension d'espace (donc x,t). Soit D

la dérivée totale D, et D! son inverse & gauche : p1p = id. Donc D'luX = u tandis que

D1y n'est pas définie.
Exemple (L'équation de Korteweg-de-Vries) : Ug = Uyyy T Uly-
u2 - . "']. U2 1 =
Puisque Uygyx T uly = K(u) = D(uXX + 72) nous pouvons écrire D K = T L'opé-

2 1

rateur P = D + FU+ U p1

est un opérateur de récursion pour 1'Bquation KdV. Cet

opérateur a été proposé par M. Andrew Lenart en 1967.
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Démonstration
aK 3K 12
A(K) D + =— au D™ +
= D3'+ ub + U,
alors
_ n3 -1
A(K)SD = (D +uD+u)(D +3u+3u D)
=0+ 3w + W up? s 3u + Zuf
+3 K(u) + 3 (DK(u)) D!
et
2,2 1 -1
D AK) = (0° +5u+3u D) (D +ud+uy)
2,2 -1 3
= (D" +xu+gu D ) (D” + Du)
= 05 +-% uD3 + %g Uy 02
2 2
+ (3uxx +3u )D + K(u)
Remarquons que u D + u, = Du). Donc
1 - 2
[A(K), DI = 3 (K71 + 5 K(u) .
De plus
: 2,2 1 -1
[Dt’gD]=[Dt’D +3'U+~3-UXD]
_2 1 -1,
=gUp Uy D
enfin
[AK) - D, DT = £ (K(u) - uy) +3 (D(K(u) - uy))D"

et notre affirmation est démontrée.
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Afin queEDP soit bien définie, P doit étre dans 1'image de D. Puisque

K(u) = D(uxx + T) il n'y a pas de probléme pour définir PK, et nous trouvons que

2 2
1 2 2 1 -1
K()=®D(uxx+92—)=(0 tgu+zu D )D(uxx+92-)
_ 5 10 5 2
T Uyxxxx 3 Uk T3 UklUkx T Y Yy
2

u
_ 5 X 10 2 5 3
= Dluyypx * 3'(uuxx St uy * 18 )
_ 5 10 2 5 3

= D{uyyux * FU ~ 5 U g ) -

AlorsEi)K(l) est aussi bien définie. Pour établir que‘ﬁ)JK est défini pour tout j, il
faut démontrer que‘ﬁ)JK est toujours une divergence, c'est-a-dire, que‘ﬁDJK prend tou-
jours ta forme DQJ. Voir chapitre VII.

Exemple : Un opérateur de récursion pour 1'équation de Burger est

_ 1 1 -1
52) =D + 7 U + 2-ux D

I1 faut encore établir que Eﬂ(j) (u

+ . sfinie.
X uux) est toujours définie

On peut commencer avec Uys puisque Uy engendre des symétries. Donc

1 1 -1
(D + F U+ U D )ux = Uy, + uuy

_ 3 2 3 2
X + uux) = Uyyx + > (uqxx + Uy ) + Tu ou

1 1 -1
(D+%u+ 7u, D ) (u
comme nous avons trouvé précédemment.

Nous retournons & la théorie en démontrant que la condition (6.12) peut se consi-
dérer comme une annulation d'un crochet de Lie. Nous définissons

{K,Q} = V,Q - VQK

(6.15)

3 3K
; (D;K) 3%3 - (D;Q) 3F)
On voit que le crochet {,} est antisymétrique et qu'il satisfait la condition de Jacobi

{P’{QaR} + {Q9{R9P}} + {Rs{PaQ}} =0 .
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De 1'autre coté le crochet de Lie des champs de vecteurs VK et VQ est formeliement

- ) 9 9
UiVl = § { ] (01K) 55 0,0 - (D1Q) 5B DK }'EFE (6.16)
Théoréme 6.6 : [VK,Vé] = Vk oy

Démonstration : Tout d'abord nous établissons des formules pour les commutateurs. Dans

i

le cas d'une variable yx nous mettons Pi =Du=( ga-)1u et nous avons

JL 1 = _2_ = 9
[au ’ D] ¢ [api ’ D] M1

ou -bien

)

ap_l = 0. Par induc-

Cette derniére formule est valable pour tout i 3 0 si nous mettons

tion on trouve

T
2 pl- ¥ (i) pJ d

P4 k=0 Pk
-3 .. .
ol 55; =0 si i < 0. Aussi
j ) .
J 3 kK ,J 5 j-k
DY = = (-1)" (3) ==—0
3P kZo k™ 8Py

Dans 1e cas de plusieurs variables nous mettons

J - L = (Jl = ng J2 - L2,o.. Jn = Ln)

(6.17)
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9 IS IS I P
%y 5P~ Lgd OO sp 7 Do (6.18)
Dy(PQ) = T (1) (BP) (05 Q) (6.19)

Lsd

Tous ces résultats s'établissent par induction. Pour démontrer le thé&oréme nous devons
calculer

@

D4{K,Qt = Dy ;{ (D{K) ﬁ—r— (D;Q) —r}

Le premier terme est

SPECUR =PI GECHORCIE

J
LEJ W IEO (Ora ) (g %3;)

d
= L\EJ (L) IZ,O (0rK) Dy _F___aag-L)
BRSNS ) (o, L—pi—)

-] (oK) 5%1- D;Q

- 3 . ‘
Alors D;{K,Q} est le coefficient de gp—-dans le crochet [VK,VQ]. Nous terminons par la

J
Proposition 6.7 :  Les champs de vecteurs v, ont les propriétés suivantes :
(Z) [Vk?DJ] =0
(22) [Vgul = K (6.20)

(2iz) v PJ] = (DJK) .

Nous considérons VK’ DJ, et py comme des opérateurs sur 1'algébre A de polyndmes sur
Jw, C'est-d-dire les polyndmes en u sont les dérivées de Py Par Py et DJK nous entendons

la multiplication par les polyndmes P et DJK.‘
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Démonstration : Soit D\j la dérivée totale par rapport au X3 et soit

L+d=(Iy, ... I3+ 1, ... I)). Donc
VoD: = ¥ DK=3—D, = § (DyK) (D; =o— + —>—)
5 = § Prkaby 0 = § O (05 57 + 3

puisque

(D,K) —o— = Dy, :K) =o— .
1Ly (P19 L 120 (Or5*) 3p7

La propriété (i) s'ensuit par répétition.

Pour démontrer (ii) nous avons

o= 3 _ P
VKU = ; (DIK) SP-]T u-= ; (DIK)U SP—I- + K

u VK + K

La propriété (iii) est établie pour J = 0 ; le résultat général s'établie par induction :
appuyez Dj a [VK,PJ] = (DJK).

Dans le dernier chapitre nous allons développer la théorie algébrique des équations
variationnelles et 1'appuyer'a 1'équation de Korteweg-de-Vries.

VII - STRUCTURES ALGEBRIQUES DANS LES PROBLEMES YARIATIONNELLES (voir [3]1, [4].

Soit A 1'algébre de tous les polyndmes sur les variables u et PJ dans J«. Nous
considérons sur A les champs de vecteurs

DS 3%3

ol g; € A . Comme nous avons déja vu, les dérivées totales Dj sont de tels champs de
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vecteurs. Nous écrivons
= Lo
; g Pa+; Py

ol J+j = (Jl’ eee Jj +1, ... Jn) ; i1 n'y a pas de terme E%T puisque les &léments de./C
J

ne dépendent pas des variables Xpseee Xpe De plus
M=73p,-2- et V, =7V (DK >
g J 3Py K § J77 8Py

sont des opérateurs importants. Ces sommes infinies sont bien définies quand elles agis-
sent sur A puisque les éléments de A sont des polynbmes. Le crochet de Lie des deux
champs de vecteurs ¢ et n est formellement

[eanl <] T (&) ok - ny o) 22

Les champs de vecteurs sur Je forment donc une algébre de Lie de dimension infinie.
On voit, sans difficulté, que {Di, Dj] = 0 et aussi que

= - 9
[EsDj] = E (€L+j Dj EL) apL

Alors [g,Dj] = 0 ssi 5L+j = Dj g 3 et, si [g,Dj] =0 pour j =1,...n i1 s'ensuit que

g = DL £y et ¢ prend la forme VK ou K = Eq Nous désignons cette sous classe par ﬂ/ﬁ.

Théoréme 7.1 : La classe

=gl e =V, = } (D X) 5%3}

est une sous-algébre des champs de vecteurs sur Jeo dont tous les éléments commutent ayec

les dérivées totales DJ.

Le théoréme 7.1 est une conséquence immédiate du théoréme 6.6 et (6.20). On voit aussi
que W/'est une sous-algébre en appuyant 1'identité de Jacobi :

[Di, [Esn]] + [g, [n,Di]} + {n, [Di’il] =0 ,
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donc [g,Dg = ["’Di] = 0 implique [[£,n], Di] = 0.

Jf' et W/~sont isomorphe par 1'identification K++-VK. Cela nous permet d'introdui-
re une structure de Lie sur A , en effet

{P’Q} = VPQ = VQP .
Nous introduisons un autre opérateur sur‘/( s
Lo

Y =2I (D) 557 3

Y est 1'opérateur d'Euler qui survient dans le calcul variationnel. Si L € A est le
Tagrangien pour un probléme variationnel, les équations d'Euler - Lagrange sont

YL =0
Dans le cas d'une variable nous allons démontrer que
L=DP ssi YL =0

donc la séquence 0 - AYAYL est exacte. Dans le cas de n variable nous prenons
pour An 1'ensemble de n-tuples de polyndmes dans A :

P = (Ppse..P,)

et nous définissons

ne-is
o
o

Div P =

Alors

Théoréme 7.2 : L = Dtv P sst1 YL = 0.

Nous démontrons le théoréme dans le cas d'une variable. Tout d'abord, d'aprés (6.17)
v i 9 v i 3 3
W=7 (-D)':=2-D=7 (D) (D S5-+zp—) =0.
iZo °P T %o °F 9P

Pour démontrer le contraire nous utilisons la formule

o= 13 ("
J=0

oI g, (7.1)
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Oor uYQ

1]
{He~1 8
—~
1
—
o
=
[
(wo)
=1
Q0
O

Mettons n-j=k et ajoutons pour k fixe, k courant de 0 3 ». Donc

wo = § T (-nk 3tk okp, 20

k3o j=o ! J 8Pjak
= MQ + DX
3 oR;
v k nk-1 T ,J+k 3Q
et X= 7 (-D°D (3tKy o,
k=1 jzo J 7 0Py

On voit facilement que M est inversible sur & et que [M,D] = Q0 ; donc si YQ = O,
-1
Q = -DM X,

Nous établissons maintenant une relation trés importante entre Y et le crochet
{P,Q}. (voir [8])

Théoréme 7.3 : Si P et @ appartiennent & l'image de Y

Y(QDP) = VDPQ - VDQP (7.2)

L'expression Y(QDP) s'appelle le crochet de Gardner-poisson. Le corollaire immédiat est

Corollaire 7.4 : Définissons {P,Q}; = Vppe - VbQP’ alors 1'image de Y est une sous-
algébre de A par rapport QE‘{’}J'

Nous allons employer le théoréme 7.3 pour démontrer 1'existence d'une famille in-
finie d'écoulements commutants pour 1'équation de Korteweg-de-Vries. Nous nous restrei-
gnons au cas d'une variable, tandis que le théoréme 7.3 tient aussi dans plusieurs va-
riables.

Nous commengons la démonstration du théoréme 7.3 en introduisant les opérateurs



96

]

d'Euler généralisés :

r) jgk ) (o7 5
On voit facilement
) - (kD)
donc
v pk oy ep v DI oo sigsk .

Par un calcul direct nous obtenons

veg= I ((-0yp) vWlq + ((-0ydq) v p (7.3)
j=o
Lemme 7.5 : _—8;. Y= (—l)i Y(i) Y (7.4)
T

Démonstration

j=o k=0 i-k "7
(voir (6.17)) -
k J j-k 9 )

= -1 -D —

kzo (-1) jzk () (-D) 3; P
v k (k) @
= D)V E

kzo -1) oP;_k

1 . .

- -1 i-k E(1-k) 3

kzo (-1) 9Py
i v et omk 3y e(d)

(-1) kZoE (-D) Ty (-1)" BV Y.

Finalement nous obtenons le théoréme 7.3. Mettons P = YG et Q = YF.
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Donc

Y((YF) (DYG))

((-0)3 (vF))Y@ove + (-0)3 (pve)v)vr
0

I
je~18

-0y (vFyYU8Nvg - (-py3*t (ve)vd ¥F
0

|
ne~-18

- 3R 35—+ 0 (ve) - vF

0 9P;1 i

1l
ne~18

J

= VDPQ = VDQP .

Retournons & 1'équation de Korteweg-de-Yries. Nous suivons le développement selon
Olver [8]. Nous mettons

a 2 2 1 -1

n
o
+

w|
-
+

o

S
o

et son adjoint formel

@r=02+2u-tolu -olgop.

1]
o
+

o
ol

1
o

Lemme 7.6 : Si Q € im D et P € im P* , c¢'est-d~dire, si @ = DF et u, P = DG, alors
Y(PD Q) = 7(Q9* P).

Démonstration : Puisque YD = 0, il est clair que, pour n'importe quel P et Q,

v(P(0% + £ u)Q) = v(a® + S u)p) ,
donc i1 suffit de démontrer que
Pu DX+ dlu PyQeimD .
X X ’

Mais cette derniére expression est précisément (DG)F + (DF)G = D(FG).

Lemme 7.7 : Mettoms Kj = DI ) et supposons que Kj € 2m D pour § = 1, ... k. Alors
» pour £Lors
uKJ.E?me.
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Démonstration : Puisque K, = W u, existent, G, = p~! Ky = p™l LV pu = ¥y exis-
tent pour i = 1,...k. Alors
gk kK
Y(uK.) = Y(u L7 uy) = Y0 Tu)uy)
_ -1
= Y(UX D Kk) .
. -1 -1 ' -1
Mais D(uD Kk) = uy D Ky + uKp, donc Y(uKk) = Y(uy D Kk) = - Y(uKk), et Y(uKk) = 0.
Lemme 7.8 : §Z_Kj EE_qu € Zm D alors Kj+1 € im D.
Démonstration : K = DK, = DD+ 1 [u p~! 4 D'lu])K
ENED J 3 J -
Théoréme 7.9 : K. = ;Z>i uy existe pour tout i et, de plus

T

Y(Gi D Gj) =0 pour tout i,J.

Démonstration : L'existence s'ensuit par induction des lemmes 7.7 et 7.8. Alors

. *o ’ 03
Y(6; D6;) = V(2T (S0 )
- 1+J - -
=Yu " uy = Y(uK1+j) =0 .
Théoréme 7.10 :  Pour tout <, K. € im DY, c'est—d-dire tous les G, peuvent s'écrivent

comme G. = YF..
- 7 T

Démonstration : Assez difficile. Voir Olver [8] ou Lax.(P.D. Lax "Almost Periodic Solu-
tions of the KdV Equation"”, SIAM Review,18 (1976), 351-375).

Théoréme 7.11 : Les flows . t K. , commutent.
it 2L 0, ¢ SMEOAY

Démonstration : Par (7.2)

Y(G, DGJ) = VKi G, - ij G. =0

Puisque [VD,D] = 0 nous avons
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la condition (6.12) pour la commutation des flows.

Théoréme 7.12 : Les fonctionnelles

O{,L-(u) = j F (u) do

sont des invariantes des flows Kﬁ . bour tout Ty g (Gi =Y Fi)

Démonstration : Supposons que uy = Kj(u). Alors

d of
a—t—J‘i(u)=J(Y Fi)u, dx=JG1._KJ.
Mais Y(Gi D Gj) = 0 implique que Gi D Gj = DX pour un polyndme X et cela implique que
JGiDdoX=0.
Nous supposons, et c'est vrai, que les solutions des équations Uy = Ki(u) possédent la

propriété que u et toutes ses dérivées tendent vers zéro rapidement quand |x| tend vers

w.

I1 reste beaucoup & exposer, mais malheureusement, nous n'avons plus de temps. Alors je
yous laisse les références suivantes afin que vous puissiez vous informer plus profon-
dément.
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