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Introduction.

Ce travail urésente une nouvelle méthode d'étude des dcoulements
de fluides parfaits et compressibles autour des profils convexes symé~
triquesf Les paragraphes 1 et II reyrennent une note aux comptes-—
rendus de 1'Académie des Sciences de H. Brezis et G, Stampacchia pavie
en janvier 1973. Le probléme est ramené & 1'étude d'une inéquation va-
riationnelle dont on cherche la solution dans un espace de Sobolev avec
poids, dégénérds sur un bord du domaine. Les paragraphes III, IV et ¥
constituent une étude de 1l'approximation numéxrique du probleme, On util
pour cela des éléments finis, rectangulaires, conformes, adaptés &
l'espace de Sobolev avec poids. Le dernier paragraphe essale de rendre
compte des résultats obtenus.

L'intérét de ce travail est de donner une uméthode directe de 1'étude de
1'écoulement en fonction du profil alors que les méthodes utilisées

Jusqu'alors étaient surtout des méthodes inverses,
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I : PROBLEME PHYSIQUE,

On s'intéresse & 1'écoulement plan, stationnaire et inotationnel

d'un fluide parfait compressible autour d'un profil convexe symétrique,

Dans le plan (X,y) de 1'écoulement on notera
-5
q = (u,v) , vecteur vitesse

5
lql y 4= module de la vitesse & 1l'infini

Q0
1]

o = densité, p = densité & 1'infini
o0
P = pression

cq—= vitesse locale du son,

1) Bquations régissant le mouvement,

L'état du fluide en mouvement est entierement déterminé par la
connaissance de quatre grandeurs : les deux composantes u et v de
la vitesse, Da pression p , et la densité p (l'équation d'état per-
met ensuite de déterminer toutes les autres grandeurs thermodynamiques

en fonction de p et de p) °

Les quantités wu,v,p,p satisfont aux équations suivantes :
(1) rot afz 0 (éCOulement irrotationnel)°
(2) aiv(f8) = 0 (équation de continuité)
(3) Ef grad af= - é grad p (dquations d'Euler)

(4)  p=nla) .



Si comme cela a lieu habituellement le mouvement est isentropique alors

h se met sous la forme suivante :

1

———

n(g) = p (1 - 0 ) v
. o} A

C
ol y = EE = rapport des chaleurs spécifiques (y = 1,4 pour l'air)
v
Py
et A=2-- =1 |
P, Y1

Les indices O correspondent aux valeurs des variables pour q = O .

Remarqgues 3 1) excepté, pour les exemples numériques traités plus loin,
on utilisera comme seule propriété de h , la déeroissance par rapport

a q .

2) L'hypothdse "entropie constante" nous permet d'exprimer toutes
les grandeurs thermodynamiques en fonction d'une seule, par exemple o

3

Les équations du mouvement se raménent donc aux équations (1),(2),(4)

Par définition la vitesse locale du son est donnéde par :

2
(5) dp = qup

On peut déduire des remarques précédentes que cq est uniquement fonction
de q , et des équations (1), (2),(3),(4) la relation suivante :

2 n(q)
(6) ey =-amry -
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2) Bguation de Tchaplyguine, .
]
Dtapres (1) (et comme le domaine d'écoulement est simplement
connexe), 1l existe une fonction ¢ définie & une constante additive

prés telle que

o9 _ o9 _
3x ~ ¢ dy v

D'apres (2), il existe de méme une fonction ¢ telle que :

oy Po OX a,

L'équation (?) fournit une équation satisfaite par ¢ soit :

(1) &Y - é grad p . grad ¢ = 0 .
ou encore en utilisant les relations (?) et (3)

Ay + ~1§ gradqz. gradg = 0
20q

(8)

> p
et g = (~%)2 (grad ¢)2 o

A partir des équations (7) et (8) on peut déduire une gquation
aux dérivées partielles du second ordre par rapport & ¢ et dont les
coefficients ne dépendent que de 7; (par 1'intermédiaire de u,v et cq) .
En effet on obtient & partir de (7) et de (8) les relations :

(%)2 grad((grad ¢)?)
S

1 - 2

2
c

q

(9) Ay + —15 . grady = 0

2¢
a



P Pov2
grad q° = (59 )2 grad(grad ¢)° + (grad ¢)° grad(EQ)

or grad({grad @)2) a pour composantes

% oy L, 20w 9%y %
2 93X dxdy dxdy oy
3%
0X3dy 00X 6y2 oy

Y
donc¢ la guantité (—9)2 grad((grad ¢)2). grad ¢ se met sous la forme
p

2 2 ,
2[§_Q v a2 b w o+ 24 u2j
2 Oxdy 2

ox oy

et 1'éguation (9) devient @

42 azg 42 52§ azg
Ap = =5 ==2F =25 ==F = 2 c=F= v =0
2 exd @ syl 3%y

q q

Cette dernidre relation peut encore s'derire 3

(10) (1-33)(;, -2, +(1-—3§)¢ =0 .
CZ XX C2 Xy C2 vy
q q q

>
Le vecteur vitesse g est caractérisé en tout point par son

module g et l'angle @ qu'il fait avec une horigontale fixe, On

notera qg la transformation

(x,57)+— (alx,y), olx,y))
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qui fait passer du plan physique (x,y) au plan de 1'hodographe

(q,e) . Supposant formellement cette transformation localement réver-
sible (on nourrs consulter [2 ] pour avoir des conditions suffisantes
pour que cette condition soit réalisée), on effectue le changement de

variables consistant & prendre g et 6 comme variable indépendante.

On pose & cet effet

%2 = X + 1y

et on en déduit
dg = udx + vdy

d¢ = - Ee vax + B~ way .
Py PO

Par inversion on en tire dx et dy .

2
dy(v2 | } o= do b v 4 ud
0 Po Po '

ax (8- w4 B v2) = do o u - v dg
Py Po o
et en utilisant le fait que ¢+ u = q cos 6
v = ¢ sin 6

on trouve

ig 0
(11) dg = -e-—- (dcp + 1 B.O. dq)>
g

Pour que le second membre de (11) soit une différentielle totale il

faut que



ig
(12) & <--->—-- (3 fg =) .

ou sous forme réelle

00 _ _p_ %9

(13) ) °¢ a8 o¢

D'autre part d'apres (6)

%p _ L
Sq¢ = T 4 @
q
P P 2
e %a 5%) = - —25- (1 - EE ) .
¢
Donc (13) se ramine & :
d Po 3
R
p q
2
09 _ o & (foyog _ _Po (|l
dq dg pa” 086 wq C2
a

et en éliminant ¢ , il vient :

2
o_(fo2 00y , & (fo (L aly dgy _
09" p 04’  36'pq 2 36

q

golit
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2 2

—(222) 4 =1 =) X =0
2

09 'p 09 pd C2 56

ou encore l'équation de Tchaplyguine :

o_(1 - (2w
()| a3, = G2

On remplace la variable q par la variable ¢ définie par :

Cq
(15) o=j n(a) 4
. ¢
d'ot dg = - g dq

o q
2
(1- g@)
4oy oo (delte ). - %q
dg 'qp * q2p q2p

o' désignant la dérivée de p par rapport & g . L'éguation (14)

se transforme alors en posant

2
L2
2
P
en
(16) Koo + ¢ =0 -

On désigne par M le nombre de Mach de 1'écoulement c'est-a-dire le



8
rapport M = = .

On a les résultats suivants

q < Cq e=> M <1 ¢==> ¢ >0 vitesse subsonique

o)
i

Cq ==> M =1 ¢=>¢g=0 vitesse sonique

q > Cq M>1 ¢&==>a<0 vitesse supersonique.

L'éyuation (16) est de type elliptique (k > 0) si le probléme
reste complétement isubsonique et de type hyperbolique (k ¢ 0) sile

probléme est supersonigue.

Nous nousg limiterons dans tout ce yui va suivre & 1'étude du probleéme

subsonique,

3) Conditions sux limites dans 1thodogravhe.

Le .rofil é}b est supposé syméirique par rapport & llaxe x'x qui
4 * by rd v @
porte q et on considere des écoulements symétriques autour de . On

se restreindra alors & 1'étude de cet #fcoulement dans le demi-plan supérieur.

Remarque, La fonction ¢ vérifie %% : E—Ak, la composante u de la

o

vitessc est tougours positive, on en déduit que ¢ est une fonction
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croissante de y .

D'autre part les ligrnes ¢ = cte sont tangentes en chacun de leurs
points, au vecteur vitesse ; ce sont les lignes de courant. En particu-
lier, le profil éi) , qui représente une parci rigide, est une ligne

= cte (1e fluide glisse le long de la parol en excluant & la foisg
la pénétration et la cavitation) on peut choisir cette constante nulle
dar ¢ est définie & une constante additive pres, donc on aura ¢ > O

dans le demi-plan supérieur.

Soit 66)' la transformation (X,y) - (c,e) . Le profilgD est

transformé par 43' en une courbe (P) entierement situde dans le demi-
plan g > 0 81l 1'écoulement est totalement subsonique, ce que npus avons

supposé,

Q

On désigne par 6 = G(P) 1'angle que la tangente en P ¢¢f* forme

avec x'x et par R(e) le rayon de courbure algébrique de P en éi).

On pose eo = G(A) , B8, = e(B) et on supposers le prof'i].gD globalement

1

convexe (avec cependant leo - e1| # H).
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La courbe (I") dépend donc de ¢ et le lieuw des points ou
¢ =0 n'est pas donné & priori dans le plan de 1'hodographe mais

doit étre considdré comme une fronitidre libre.

On va examiner comment se transforment par 'ﬁ'- les arcs @ ,@ s

@, de x'ABx .

Arc@: 6 =0 et o varie de a, (aéfini par

Cq
“ n(q)
q, = el dg) & 1'infini (en effet le fluide étant parfait
q
=]

-
la vitesse normale sur le profil 33 est nulle et d'autre part 9 en A
est dirigé selon x'x par raison de symétrie donc on peut en déduire que

9 -0 quand P - A)

Are @ 8 varie de eo a4 0.

o varie de + co & une valeur > 0 G, *

Au point A g = 0 , mais au passage de 1l'arc @ a 1'arc @ il

vy a discontinuité par 6 qui passe de 0 & 8 .

Le point ‘ﬁ“ (A) du plan de l'hodographe est le point de 1'infini
situé soit sur l'axe 6 =0 (si P= A sur I'arc @) soit sur l'axe

] ==eo (si P—- A sur l'arc @)o
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Arc @; 6 varie de 0 a 61 .

varie de g_ & + o
c o

Le point B est “ransformé en le point :%'(B), qui est le point
& 1l'infini du plan de l'hodographe situé sur l'axe 6 = 61 (mémes consi-

dérations qu'en ce qui concerne le point A).

Arc: 6 =0

¢ varie de 4+ o &, ¢
(o]

Le point 6=0 , g= a, est le transformé de Poo °

087(]3)4 4%'(A> .

Y
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Conditions le long de (T) .

Soit ¢ = g(6) la fonction représentant 1'équation de (1) »

Le long de (P) par hypotheése ¢ =0 .

Dfautre part :

1 ie . o
dz = = e (dgo + 1 = d o
3 ( ¢ 5 ¢)
d'ou
3¢ g Pq o “a
oz _ 1 i@ . Po
S_é = a e (q)o + 1 ‘;— (,|)O) .

En éliminant 2z entre ces deux équations on trouve :

soit Po
Py == = A4, = p b
(17)

¢y - - 2 - - £
4 g qa Y -

calcul du
Procédons alors aujrayon de courbure le long d'une ligne de courant

(ce qui entraine d¢ = 0) ona :



1 Po
ax = -3 (udg - = d¢) .
q
,’)
1 "o
dy = -§(vd¢ + - dg)

4

et on en déduit

$2

1 : cos 6
dx = -3 ud@

il
}
i
]
i
I
FannaN
=
@
-3
Q
i
i
Qo
o
[

dy

Ces éguations deviemnent en utilisant (17)

cos 8

dx = 3 (po ¢c 4+ pok ¢e de)de .
sin 6 dgo

iy = oio.2 kg =)Ao .

y = === (o, 4+ p kg 75)40

Par définition le module du rayon de courbure R est donné par

) - deeea

a8

et est donc égal d'aprds ce qui précdéde &

1 do
1300, 0y * gk 4y 35 ) -

dg dyg
13 E 1 e IR cecrame
D'autre part le long de T° on a 5 ic °
dg “"e
Par ailleurs le long de toube ligne de courant 3@ = - o



144

Diou les conditions de long de {F) g

°

R
N . — )
¢6 = ;’;~;<é£\2 (on a posé 0o = 1)
ae
3
388
6 d g2
1 k(a@)

La détermination de ¢ se raméne donc & la résolution de. (16) avec

les conditions aux limites suivantes @

<

’

1 i!) = O @
Rq
(18) Yo T T A0z
R}
1 kde) sur (P)
dg
4 fads
8 d g2
1+ k(a“é)

(bieﬁ G) - 0 qua.nd 5 > 00

@

@(O,c) =0 pour g3 a




IT : NOUVELLE FORMULATION DU PROBLEME.

1) Changement de fonction inconnue.

On pose pour ¢ < £ et e1 < 6 < 60

G

i k
360) =fz(e)_ v

o

ce qui entraline :

k ” —
uc = a¢ et uc(ﬁ(c)) =0 .

On se propose de transformer 1'équation
On a ¢
d_ _dg !
dc(qq)) SR U g T
D'ou
2
1d g _ 1
T E U Tt
Dtautre part :
G
k dg k
, zf k4 do-32 E 4(o(e))
ol
8 g(e)q G 8 q
mais ¢(£(8)) =0 donc ue(ﬁ(e)> =0
c
k dzg k
t = —— dg = == =
°Y Yoo jz(e)q boelo = T3 Yol4(®))

c'est-a-dire

(1-14)

15.



k ¢GG
- dg = - -==d
fz(e) 1 Ve ° Jz(e) T

(e]

1 1 d
Ly (ale)) +*[z(é3 L) 30e,

<
+
1

(0]

1 1
G+ a¢g(x(e>) +‘f£<e) ;} b 2

On en déduit donc @

L. 20 (- D) 4g
o (4le)) + = ‘fz(e) = o= =) a

-2 2 eglele))

de

et par conséquence :

1 d q2
-"é a"—G (1—{'— 'Llc) + uee + u
[#)
1 1 1 1 k
SRR S N CLC) B SR R R
q? ae d 4 (o) ¢
(e}
dg k k
a6 4o (2) J/g(e) g 570 -
dp\2
e
S G %-E@@Z_ﬁﬁ___
q d g2 d g2



e

On obtient donc 1'équation :

2
1 q _
=3 (E— uc) + uee +u=«<2R (1) o
a o]

‘Nous introduisons les notstions suivantes @

D= {[6:6],0> #(6) et @, <6< 0,) = {[0s0]s0 % o }

1

0
|

= {[6,0], 6, <6< 8 et 5 > 0}

La fonction u vérifie alors

oe

..._.(_:E uc>6 4 uee 4+ 1 = - R dans (D)

(2)

grad u =0 .

u(O,c)=H = constante pour o >aqm .
c
k
En effet 0 = - ${0,0/)dos .
n effe u( ,o) ‘[2(0) 3 @( ,c) G

or ¢ =0 pour o

7 %

o]
o  ulo,q) = x
doh u(o,0) jm 4(0,0) X

I
N
Q
1§
23]
o]
ko]
&
o
=
(o]
Y%
(o

2) Formulation variationnelle

.

On prolonge la fonction u par O dans @ et on considdre llespace

fonctionnel



| 2 2 4 2
V={vlgveiri(e),av, L (Q), —- ngL(Q)

© Yk

et v=0 sur 0@l .

muni de la nornme

v ily = (I (% Vi + ug + 2)q%a610)?
Q

et pour tout H » 0 le convexe.

KHm{v €Ulv 30 sur @ et v(0,0) =H pour o3 o}

On introduit alors la forme bilindaire

alu,v) =(f (é uv_o+us - uv)quedc .
Q 6 G

Lemme 1.

a(u,v) est continue sur V.

Preuve

la(u,v)ig - (j (1 Uy 4+ UV, - UV) qu(}dc)g .
a X oo 66

< @[« 1y v qRedo)? + (j w v ,q°deds)?
N gF 6 ¢ q 06

2 2
+ {fguvd dedo)]

18.



et d'apres 1'inégalité de Cauchy-Schwartz.

2 2 2
]a(u,v)]2 <2 E[ % u %¢°dedo ‘f % v© q“dedo +
e” @~ °

u2q2dedc ‘[ v2q¢dedc ]

J uqudedc j Vg q2dedc +j
Q Q

Q Q

=1

122 2 2. 2 2
52[J uqdedcs+fu qdedc+fuqdedo]
o" ° @ ° Q

[ J l vzqzdedc + .f v2q2dedc +([ v2q2dedc]
oF © g © Q

ce qui conduit finalement & :

() el ¢ v2 ol v, -

Lemme 2,

Sous l'hypotheése leo -0 | <n , la forme a(u,v)

i

coercive sur V .

On essaie de déterminer a >0 tel que 1l'on ait

alum) 5 aflul? .

Pour cela on va utiliser le :

est

19.



Lemme 3%,

t »
Pour tout u € Ho(e1,eo) on a 3

(4) u L |u
Dl oy vae Bl

Démonstration @

1) On démontre 1'inégalité (4) pour les vecteurs propres de

1 z 3 1
l'apérateur laplacien dans HO[80,81] .

Soient A et u tels que l'on ait

(5) TVggt M=0-

u(e ) = ule,) = 0.

1
u#o.

De (5) on déduit :

A>O0 et u=hel M0 g VMO

et en posant )\ = W2 on obtient &
A cos w eo+ B sin Weo =0

et L cos w 91 + B sin w e1 =0 .

done 3 W(eo - 91) = kI .

La plus petite valeur non nulle pour w est donc

20.
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w, cette valeur, alors

e eo

° 2 eo

J‘ ude = [u,u.] - ‘f u_. .udb

S & 00
92 91 91

et on obtient :

[l ug I S llull
° L2[91,90} re Lw£[91’eol
logl
Or 1'inf w——e-—a [eﬁ’eo] est atteint pour
flw 1l
L2[61,60]
u. vecteur propre et )\ plus petite valeur propre d'ol le lemme 3.

Preuve du lemme 2.

Du lemme 3 on déduit

sl 5 o mllenl 5

(@)

: 2
alu,u) =‘f (éu 2 4 ug -u’) qzdeds
QKo

=12 u 1%, +llw lqu |

ch_ 2 91122 - 122
V& 9 1%e) L) L°(Q)
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On cherche ¢ > 0 tel que l'on ait

q_ 4 2 . a 2 -1l qu 2
I tolleg * el ~leliz

q
2 2 2
yall—u_[%, +llasl?, + llaull?,
Tk L L L

(@) (Q) (@)

I1 suffit pour que l'inégalité précédente soit vérifide que o vérifie :

2
langll o, ~lall o ) wetlion %, +lwll

)
(@) (@) (2) (o)

ce qui est dquivalent & :

(5) || qu

y g sl
L

L'indgalité (5) sera vérifide si l'on a

1 fod
1T, Lw
Wi -1
s0lt ¢  mg=———-
2
w_oo+ 1
0
Comme on a eo - 91 < I ceci entraine w, > 1, et on peut déduire

l'existence de ¢ > 0 et le lemme 2,
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Théoréme 1.

On suppose que R ¢ O ce qui correspond & un profil counvexe,
alors toute solution de (2) est solution de l'inéquation varia—
tionnelle :

u € KH et

2. .
alu,v - ) )‘f R(v - u)q“dade VV € KH
Q

Preuve 3

Calculons a(u,v - u) pour ~ ¢ KH

alu,v - w) :,f [% ud(vc - uc) + u9<v6‘" ue) - ulv - u)]qzdedc
Q

i

2
jp [wqguee(v - u) - (%: uﬁ)g(v - u) - d%ulv - u)]aeds
Q

i

if qa(v - u)quedg (car uw =0 en dehors de D).
8

i

f Rlv - u)q_zdedov - f R(v - u)q2d9d0 .
Q O-D

or sur Q=D ona u=0 et comme par hypothése R 0 , ceci

entraine gque w‘f R(v - u)q2d8d5 est positif dvol 1'inégalité
Q=D

cherchée 3

alu,v = u) zf R(v - we'deds .
Q
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Lemme 4,

Si R € L2[e1,90] , l'application
_ 2
uev - quudedc
Q

est une forme lindaire continue sur V .

Démonstration ¢

k|
- z 3
lquZudedcl < fVRQq'ideagi }f w’dedo|?
Q Q Q

dfaprés 1'indgalité de Cauchy-Schwartz et d'autre part comme gq est

fonction uniquement de ¢ et R uniquement fonction de 6

6
| +o0 o}
' 2
j‘32q4dedg =(f qéds!f Rde
1 0 8
1
Foo Cq

or ‘f q4dc est dgal a ‘f qBqu donec est borné par une constante
0 )

M

et ceci conduit finalement &

e

1jgaq2udeac} enllely fe,o T

& w “““L2 guflull, .

(Q)
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Théoréme 2,
Si R € L2[e1 » 6] et si R est négatif ou nul, il existe

u €K , unique solution de 1'indquation (6) .

H

Ce théortme est une conséguence iumédiate des lemmes (1), (2)

et (4) .

%) Détermination de H &

On montre cf [1] , que W(e) = lim u(e,c) est la solution
o> + oo

de 1l'inéguation variationnelle

6 0
0 v . 0
(7) =fe We(ce = ) = w(g - w)de Z~[e rR(z - w)de Ye EN@H
1

1

1
ou )(H est l'ensemble des (¢ € I—IQ[G,l ’ 60]

vérifiant ¢ >0 sur ]61,60[

g(0) =8 .

La résolution de cette inéquation (7) va nous permettre de déterminer

H.

Résolution de (7),

Si w est solution de (7) alors w vérifie
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o e

_ je Yy + ) (¢ - was >,je "a(t - w)as
1 1

VcEKH .
Par ailleurs 1l est nécessaire d'aveir w > 0 sur ]61,80[ et
w (6,) =0

we(eo) =0

Posons ¢ =w + Ay .
alors w vérifie

e S
0

- 0
(8) - j (Wee’w)xude > j RAud®
e

1 ©

pour tout p tel que p(e1) = p(eo) = 0 .

et pour tout A tel que w + Ap >0 .

I1 existe un intervalle I, = [~ Ay o F ko] tel gque \fl

appartenant & IO » la condition w + Ap > O soit vérifide,

En changeant ) en -A 1'équation (8) devient
6
o) o
if (w_. + wirpde :‘[ Rhpde
(S18]
® 6

ce qui est équivalent &
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(9) w+w=-1r Veecle,o[ Joo[ .

La résolution de (7) se raméne donc & la résolution de 1'équation

(9) avec les conditions limites sulvantes :

w(e1) =0 w(eo) =0 .
We<e1) =0 We(eo) =0.
w(0) = H .

Sur chacun des intervalles ]61,0[ et ]O,eo[ la solution de

(9) est de 1la forme
w=Acos® + B sin 6
Sur ]61,05 on a donc & résoudre :

L' cos O + B; sin 6 = 0 (méthode de variation de la constante).

—

A gin 6 4 B; cos 6 =-R .,

i

-

Aivec les conditions aux limites précisdes plus haut ceci entraine

A.(91)

it

B(eq) =0

i

)
ot A1(6) f R sino d6 .
0

1

e
31(8) =‘f -~ Rcos 548 .
®,
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Sur ]o,eo[ le méme raisonnement permet d'obtenir :

fi

(@]
A2(e) -tf R sin 6 d6 .
)

il

{‘O
Bz(e) ] R cos 6 d6 .
8

La condition w(0)

H implique que la seule valeur acceptable

pour H solt

o
)

0 ‘
H =qj R sin 6 d6 = —‘[ R sin 6 de -
61 0

Cette valeur H représente la demi-hauteur du profil (En effet

0
S R
r(0) = = et H =‘[ sing ds),
61
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IIT : APPROXTMATION DE L'ESPACE V .,

Définition 1. On appelle approximation interne d'un espace normé V

1'ensemble constitué par une famille de triplets {Vh,ph,mh} , ol

i) Vh est un espace normé

ii) Py est un opérateur linédaire continu de Vh dans V .

est un opérateur contiru de V dans V. ,

iii) o .

h

Il sera intéressant pour les approximations numérigues de consi-

dérer un espace Vh de dimension finie,

Définition 2, Approximation stable,

Les opérateurs de prolongement ph et de restriction Yy sont

dits stables si leurs normes

oy Il = sup. Il 21, wy, |
up € Vp o

o 1l ¢t
et ![rhf! = sup. !Irhu]!h .

u €V
flullg 1

sont majorées indépendamment de h .
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Proposition 1.

Soit {V une approximation stable de l'espace V .

Pyt Ty
Pour que cette approximation soit convergente il faut et il suffit que 3
lim  Jju - phrhu||= 0

h -0

pour tous les wu d'un sous-espace dense ﬂy de ¥V .

Le paragraphe 1 a pour but de définir AV .

Le paragraphe 2 et les suivants vont nous permettre de définir

1) Théoreme de densitd.

On va essayer de déterminer un espace de fonctions suffisamment
réguliéres et qui soit dense dans l'espace V considérée au paragraphe
précédent., En réalité on démontrera que D(Q) , c'ést-3~dire 1l'ensemble
des fonctions indéfiniment différentiables et & support compact dans @

est dense dans V

Le résultat qui nous intéresse est un cas particulier du théordme qui va

suivre,

Notations %

. 2
Soit Q@ wun ouvert de R on note par L2(Q) ltensemble des fonctions
(.
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mesurables et de carré intégrable pour la mesure X“dxdy muni

de la norme |lu = ( ulx,y) 2 Wy )%
ol = ) Tuben) Petasay

Vv (Q) est l'ensemble des u appartenant & L2(Q) telles que l'on
Y

. ou 2 ou 2 .
ait S§ €L (Q) ' 3% € LH<Q> et soit

0
VM(Q> la fermeture de D(Q) dans V (Q) .
B

Les résultats suivants ont été obtenus par Guisvard (cf.[B]),
pour un espace légerement différent ou le poids intervient pour la
fonction et pour toutes les dérivées. Nous donnerons donc ici, sans
démonstrations, les théortmes et lemmes permettant d'obtenir le résultat

pour l'espace V considéré ici

Théoréme 1,

Soit g = RS =

{(x,7) |x >0} =«
Alors si p < t, % (Q) est formé des fonctions de VH(Q)
W

telles que u(o,y) =0 .

Pour cela on démontre les lemmes suivants 3

Lemme 1, E. Banach.
Pour p< 1 ona:

VLl(O’ +oo3 B)c Bo([o, + o[ 5 B)
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Conséquence :
2 P
Pour uw €V (O, + oo 3 L (R)) on peut définir
v

yau = lim wu (o,y) comme un élément de L2<B) o
y=> ©

Q=B-2+o

Soit 'g (I xR) 1'espace des distributions & support dans

T xR telles que I soit un compact de ]O,+t» [ . Alors 3

%u<9) est la fermeture de VH(Q)n %'(I x R) dans VP(Q) o

Lierme 3%,
Les fonctions de V (Q) qul sont nulles pour X assez grand
v

et bornées forment un sous=espace dense dans V (Q) .

Lemme 4.,

Sioma p< 1 alors :

V(@) =v (@01’ (@) .
B ¥ W=

Lemme 5,

8iona p<1 ylors VM<Q) est formé des fonctions de

“(Q) telles que yu = 0 .
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Théoréme 2,

Soit @ c:IR2 tel que

o= {y)y>o , x <x<x]

n
et désignons par V(Q) 1'ensemble des fonctions de

Lz(Q) telles que QE € L2(Q) et 1 v € Lz(Q) et u=0 sur
0R .
Alors @
o
D(Q) est dense dans V(Q) °

R

Ce théoréme se déduit faciiement du théordme 1,

Seit maintenant @ 1'ouvert défini précédemment c'est-a-dire 3

¢={(6,0)Jo>0 et 6 <o< 0O}

et V 1l'espace défini dans le paragraphe I

2
V= vl e1®(@) , av. €18, & v e1%(Q) et
e '\rk (o]

¥ =0 sur 0Q} .

Théoréme 3.

s,

p(a) est dense dans V (@) .



34'0

N . o
D'apres les lemmes 2,3%,5 on sait que V(Q)ﬂ %'(I x{R) est

Y
dense dans V(Q) , or sur tout compact K < I x® on a

Y

o v
0« a £ag¢C done si l'on note par V(Q)

1'ensemble des fonctions de LZ(Q) telle que vé € L2(9> s
v

-2 ¢ LZ(Q) et v =20 sur 0Q on peut en déduire que VI(g)

Tk

>
=V

(d)

pour tout ouvert Q' borné inclus dans Q .

qv
Soient ||v =l qv + v + ||-==2
v | e(a) la HLQ(Q) o 9“1,2(9) ”V'k HL2<Q)
et v = |V v + _.g
| H%(Q) | 11,2(9) + i 9”L2(Q) | WIILZ(Q)

~
. ~
alors les normes de V(Q) et de V{(Q) sont équivalentes.

Lemne 6,

Au voilsinage de =0 ona k équivalent & rg .
On rappelle la définition de ¢ .
C c - q
donc pour ¢ voisin de Cq on a c < P Log ~% % p =S o

Pe désignant la densité pour gq = Cq

D'autre part

1 q2 1 c - q c+q
k= 2 (1 - —§> -3 ( c 7 ¢ )
p Cq P



350

cette derniere quantité est équivalente &

1 c - q cC+q . 20
5 ( S R = ) soit B
Pe o
cecl achéve la démonstration du lemme avec ) = 23 R
P

Le lemme €& montre donc que

() = v(dd)

avec HV‘”~ équivalente a I]v]l

v(Q) 7(Q)

et par application du théoreue 2 on déduit le théorsme 3,

Remarque,

D'aprés le lemme 2 on peut conclure que les fonctions de V , &

p2]

support compact dans @ forment un ensemble dense dsns -V , ceci
est particulidrement important pour 1l'approximation numérique, puisqu'il

ne sera possible que de considérer des domaines Q bornés.

2) Approximation de 1'espace VL par des éléments finis,

On va, dans ce paragraphe, essayer de définir un espace de dimension
finie Vh , réalisant une approximation interne stable de llespace V ,
il faudra en particulier que Les éléments de Vh satisfassent a la

condition %E e 1°(q) .
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Notations,

On définit le domaine ouvert

o = {[60] | 6 coce et 0O<ocD<rw],

et on note y 1la partie de la frontitre de Q qu l'on a soit
0 = 61 , 80it 6 = eo , soit o =0 et ?’ le complémentaire de

Y dans 0Q .

D'autre part soit :

2
v, o= fv]av €L (QL‘)’ av

L2 2
eeL(QL),g- v L7(a)

Tk

et v=0 sury } -

Dans tout ce qui sult on notera

N P

ol 2
5) L (g,) T L(e,)

v it=1lvlly = HQVHL%

Etant donné des parametres k > 0 et hj > 0 destinés & tendre vers
0O on associe & (k’hj)j un recouvrement de §L par des rectangles
Rij tels que :

(1) Tout rectangle Rij du recouvrement a une largeur égale & k

et une longueur égale & hj .

(ii) Deux rectangles distincts Rij et Ri”j' du recouvrement ont 3

-~ 501t une intersection vide
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- s0it une intersection réduite & un sommet commun.

— s0it une intersection égale & un c¢dté commun en entier.

iii) La droite d'équation 6 = 0 et les rectangles R.. ont
1]

— 801t une intersection vide

. . . P < ALt A
- s0it une intersection réduite a& un cb6té ou a un sommet du

rectangle.
Y )G
7
- QL
- h 74 -~
Y 5 %8 7
o
o0
A
|
i
?
) ! ol >
e 0 6 6

On désigne p&r?leespace des fonctions de la forme

p(6,0) = a0 + Bo Yo + v6cYo + & .

Remarques

a) Les fonctions p sont affines par rapport & la variable

(et aussi par rapport & la variable dVg).



b) Comme %2 = g Yo (B + ye), sur tout domaine S borné, la
o
quantité
[(1 222 454 st finie.

J

g V tolfe]

On définit l'espace V comme étant 1l'espace des fonctions v

h h

vérifiant les conditions suivantes .

i) la restriction de w a4 chaque rectangle R, est une

h ij
fonction de 45 o

ii) 1la restriction de vy & vy est nulle,

Lemme 7,

Etant donné un rectangle R de sommets A, , A, A

1 A et

27 73 74

quatre nombre u 4 11 existe une fonction v et une

1 ) u2, 113, U.4

seule appartenant a §> telle que V(Ai) = u,

5 Vi = 1’2,39£ °

Preuve.

Soient (ei , ci) les coordonnées du point Ai .
La détermination de v se raméne a la détermination de ,B,y,®
vérifiant :

(1) w8, + Bo; Vo, + v8,0,Vo, + 6, = u, Vi=1,2,3,4.

1



8i h et k sont les dimensions du rectangle R 1la matrice

M du systéme (1) s'derit

0 o 60fa 1
6+ k ofc  (8+k)ofo 1
! ) (o+h)Voth  o(o+h)Yorh 1
6 +k (oth)yorh (e+h)Voth 1

Si h et k sont différents de 0 , le déterminant de M est
non nul, et le systéme (1) est un systéme de Cramer ce qui achdve

la démonstration du lemme 7.

Remarque,

o

31 on note par Qh l'ensemble des points de discrétision de QL

°
et par Qh l'ensembles des points de Qh intérieurs & QL ou situés

sur ? alors toute fonction vh de Vh est entiérement déterminde

o
et de maniére unique par ses valeurs aux points de Qh o

3) Détermination des fonctions de base.

. (e} . y/
t 4 - _
Soi aij € Qh s aij a pour coordonnées ei ik a; ; hj o
=1
On désigne par w.,, la fonction dont la restriction & chaque

+J

rectangle du recouvrement est dans gb et est telle que
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0 pour (i,3) # (k,2)

Wij(ak/&)

Le graphe suivant représente les valeurs de Wij .

Représentation
w, =0 w, =0 |w,.=0 |w,. =0 |w, =0 .
ij 1] 1] iy hily des valeurs de
w, . dans Q.
? W = w. = ij —— 1
| w, =0 | w, .=0 4 +J w, =0
| 13 1J 2 1]
1 w
| v, s 1]
)(
Wi' w
w, =0 w. =0 J ij w, =0
ij ij 4 3 1J
=W, ., =W
1 1]
W
w, .=0 w, =0 w, .=0 w, =0 fw, =0
1] ij t 1] ij 1]
ka
2.
1

n
Valeurs des Wij .

J
BEn notant Sj = (Z h£)3/2 on obtient :
—1 ‘
S,
gloo= 83t 8 2y e _ _ 9d(g (4 = 1) —mmdtl
i,] sJH-sj k j+1—Sj R(SJ+1-837 SJ+1_5J
S
RN A B B ek 6cc . 31
i,5 7 s. ,-s. k (i +1) s, ,-s k(s ) (1) 5. -5,
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S . K
o R - B R __91[9__ - Y_____ -1+ 1) ___Q:l_
i,j ss. . k : (s ) s

J i1 35 J=1

S S,

4 =19 (i-1)ofo 8o\ 3=1
W, .= - gembee- = - = + : + (i~1) z=—2mm-

5 -8 8 -8 s = s =
e R 3

Théoréme 4,

——

Les fonctiong Wij sont continues sur QL .

Preuve 3
Soit Sij la réunion des quatre rectangles dont un des

sommets est a.v .
13

On voit immédiatement que Wij =0 sur ésii , c'est-a~-dire que

supp Wij = Sij .

On va montrer que Wij est continue a 1l'intérieur de Sij’ ce

qui revient & montrer la continuité sur les cdtds des rectangles

intérieurs a2 S.. .
1J

a) Sur les segmenis ¢ = constante.
La restriction de Wij 3 ces segments est une fonction linéaire

de 6 , donc déterminé par les valeurs en deux points, on en déduit

danc 1la continuité de w, . sur ces segments.
i
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b) Sur les segments © = constante

Par exemple comparons le(ik,c) et ij(ik,g) .

S . . (1—1)8
w! (ko) = 1 =3t 4 (4 o) oo 1d(o -
1] S, - s, S, - S. S . - 8. S, - S,
J+1 3 J+1 3 J+1 J J+1 J
N I, (- S
S -8 S . -3
J+1 3 J+1 J
2 Sse T i
we (ik, ) = - i =3t = (44q) le__ _ Idlg
ij = -8, s, ~ 8 s, -8
J+1 J J+1 J J+1 J
S
_ J41 _ __dls
T8 -8 s -8 *

1 . 2 .
Donc Wi’j(lk,c) = Wij(lk,c)

A . 4 . 3.
et de méme : Wij(lk,c) = Wij(lk,a) (c.q.f.d.)

Théoréme 5,

Les fonctions Wij appartiennent & V

L

’ o _ . N 2
Il est évident que Wij et (Wij)e' appartiennent a L (QL)

et d'aprés la remarque D) du paragraphe (III.Z) on a aussi

(l— w, ) qui appartient.a L2(Q ) .
i L
Vo T0°

~
Donc les fonctions Wij appartiennent & l'espace V(QL) défini

dans le paragraphe (III.1), et donc les Wij appartiennent a VL
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Théoreme 6.

Vh est un sous-espace de dimensidn finie de VL .

Ceci est une conséquence du Théoreme 5.

Définition,

Soit rh 1'opéfateur de V = Vh qui & wu €V associe wune

fonction r,u de Vh définie par

r u(a..) = u(a..) Véij € Qh .

h™"ig ij

ru s'appelle l'interpolée de u .

On munit Vh alors du produit scalaire suivant :

uh et vh appartenant a Vh .

(G v, ), =t[QL(rhquh)(rivh)dedc

r N
") alay o) raln,) e e W ) Ggl) ) 0 ac

o,

Conclusion,

1) Les fonctions de Vh égales & 1 sur un certain sommet

appartenant a Qh et nulles sur tous les autres sommets forment une base

de Vh . Par suite la dimension de Vh est égale au nombre de points de
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2) L'espace Vh constitue une approximation interne et stable
de l'espace V (les normes des opérateurs de prolongement ph et de

restriction r, sont évidemment majorées).

4) Un type de coordonndes adaptées au probléme (coordonndes pseudo—

barycentriqges).

Soit P un point de RZ appartenant & §L . 11 existe un

rectangle RP' et un seul tel que P appartienne & Rp . Soient A1,A2,

il

A_,A de coordonnées (ei,oi) i

374

1,4.4 les sommets de Rp o

Théoreme 7T.

1

P étant donné, appartenant & §L et A1 s A définis

A
2rhsrdy
comme précédemment, il existe 4 nombres‘réels Xi = xi(P) tels que si

P a pour coordonnées (e,g) on ait :

0 = 24 A6

1:1 1 1
ofo = 24 Ao Vo
oy %%

De plus les Ai sont déterminés de facon unique. Les Ki

sont appelées les coordonnées pseudo-barycentriques de P par rapport
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A .

au systeme A, , A2 s A3 0 By

1

Preuve.,
La matrice du systéme (2) est la transposée de la matrice M dm
systeme (1) aéfini au paragravhe (I1T.2.). Le systeme (2) a donc une

solution et une seule,

Remarques.

1) Les xj vérifient

4
iE1 xi(ei -6) =0 .
(3) -
s a(a.Ve. - ofs) = 0
- 140410 T oN6/ = V.
nd1=1
o (e Yo. = 66(c) = O
iZq MVU03V0; ole/ =

2) D'apres le lemme 7 , étant donnés quatre scalaires u1,u29u39

u, €&t un rectangle R de somuets A19A2,A3,A il existe une fonction wu

4 4
et une seule appartenant a QD telle que u(Ai) = U . De plus pour tout
4
1

point P de R) u(P)_ s'écrit comme uixi(P) o

2
d=

En effet u(P) = «6 + Bao + voa{o + &

et d'apres la définitions des M
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u(P) = axt O +8 2 4 NEATA

4 -
+ YZ xieici\fci + L0
i1 i=1

4
—i§1(aei + Bcschi + yeiciV'ci + é)xi

donc

(4) (@) = 57w, (B) .

1

5) Estimation de certains coefiicients.

Soit B = (bij) la matrice inverse de la transposée de M et on

considdre le rectangle R dont les sommets &, , A2 s A ont

1 3’A4

respectivement pour coordonnées (e,c),(e',g),(e',g'),(e, ot)

On note z = gfo

h = o¢'fo' - ofo -

=
1t

e'—’eb

Alors on obtient les résultats suivants.



b3 = %
(5) R
o5 = 5
Yy =~
by == E"%EE
p = 2.t 1D
(5) 21 T TThk
sy = f %E
Py = EE

6) Propridtés différentielles.

47.

Pio = gﬁi'g
b = §E£_§
by = ig
Pap = SE

Par différenciation des relations (1) on obtient, D &tant

1'opérateur gradient.

et par différenciation de (6)

oAl

(7)1 38 = Pup Pt Tt
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AL 1
0z~ i2 T i3 h

On en déduit que :

DAL(P) pAj = DAL(P).0A - Dai(P).OP

= (bi1 + biBZ>eJ + (bi2 + bise)zj

- [ (b,

Iy + biBZ)e + <bi2 + bi39>z]

|
o

i
o’
D
N

-b. - a(P) + b,

ij 137335 i4 4

- b, 576 + biS(ZGJ + zje)

clegt-d=~dire

oo

(8) DAi(P).PAj - 655 = M (P) - b, 40 - 03)(z - 25) .

7) Calcul de l'erreur d'interpolation pour une fonction u de CBGQLQ

On rappellie les notations s

Z = O'VG @
L c 3=
rhu = interpolée de u , Vu ¢ & (Q)

W(G,Z) = u(e,c)

wh(e,z) = rhu(e,Z) .

On va comparer w et Wh sur chague rectangle R de la

gquadrangulation, de sommets A1, A2’A3’AA . Dltapres la formule de Taylor,
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s 2/~
w appartenant & € (Q) on a

_ 1
wa) = w(®) + DjW(P)Ej,i + 3 Dj,kW(Pi)gj’i By i

o gy =gy 5y 5) =By
et ou Pi est un point du segment PA; .

D'aprés la remague du paragrayhe 3 on a également

(10)  w (@)= ' 2@ wla) . Yeer
i=1

et d'apres (2) et (3)

Z}\,.D.WP . =0 .
57(8) &5 5

I1 résulte donc de ce qui précede que 3
: - 1
w (P) ="w(p) + 3 Dj,kW(Pi)gj,i &, i
et donc :
2y
[w (2) - w(p)] ¢ _(§,k Dj,kIW(PNl e,

5.1l lgg

ou encore

(1) sup|w () = w(®)| ¢ ¢ (w) o°(n,k)

ou plh,k) = sup(n,k) .

On s'intéresse maintenant & une estimation d'erreur concernant la déri-

vée de w
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Bn différenciant (10) on obtient

Dw,_(P) = 4

' w(Ai)Dxi o
i=1 :

Dw, (B) = 24-w(P)Dxi vt pw(p)e, DA,
(12) i=1 i=1 J ’
+ 1 5 w(P, )z 3 DA
= i,k Ti’%3,1 Ck,i T
i=1 ’

En vertu de (7) le premier terme du second membre de 1'égalité
est nul. On va wontrer que le second terme n'est autre que DW(P)o

Comme les vecteurs PA1 , PA_ sont lindairement indépendants (sauf

2

si P € A1A2 , augquel cas on choisit comme vecteurs indépendants

PA1 et PAB) il suffit de prouver que

4
£§1 DjW(P) gj’lii), PA_ = pw(P)., PA,_
En utilisant (8) on obtient :

4
(z, DjW(P) 2, Dh, ) oPA

J
4
= 151 Dw(P) PA, (6., = A 4P) - b13<e - ej)(z - zj))
mais gt A (P) . PA, =0
iZ1 M o Fhy °

et d'apres (6)

4
5 PAibi3(6 - ej)(z - Zj) =0

i=1
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donc

(st DjW(P)gj’iD}\i)f PA, = pw(P) . PA_

i=1
En utilisant (12) on a le résultat suivant 3

lth(P) - DW(P) I < -%— 1:-2—‘,;1‘ lD?\iI IDj,kW(‘Pi)gj:i (t;k,il

& C,m[Day o7 (n,k)

mais dtapres (71)

o p'(h,k) = inf(h,k).
et on obtient

2
(13) sup ess |Dw (P) - pw(p) | ¢ (w) E_ﬁézgl_
Peg 2, ’ 5% o' (k)

N
Soit maintenant D 1l'opérateur de composantes

(9__ 1 o]

dx * . Jdy

w7
o %w _1_ ow 0z _ 3w
o 3 E\Fc 3z X3¢ " 2 3z

On a alors le théoréme suivant
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Théoréme 8,

Sur chaygue rectangle de la quadrangulation dont les
sommets ont pour coordonnées (6,q), (6',0),(6',0'),(8,5")
on désigne par h = ¢'f¢' ~ dfc .

k=6"~-96

p(n,k) = sup(h,k)

p'(h,k) = inf(n,k) ,

et pour toute fonction u € 82(5) par uh la fonction inter-

polée de u . définie par

w (1) =u(M)  Yueg .

Alors

sip () - u(p) | ¢ 0,(a) (k)

PEQ
2
sup ess lDuh(P) - Du(P) | S 02( u) BTEE%Ez
PEQ o o’ (n,k)
Conclusion.

L'approximation ainsi définie de l'espace VL est stable et

convergente dés que la quantité §(h,k) = sup (p(n,k)/p'(k,k)) reste
: Rh,k

bornée quand p‘(h,k) -0



53.

8) Calcul de l'erreur d'interpolation pour une fonction wu de

N,(e,) o
V(o) = fuea) | 28 ¢ 12a) 2 G B eifle)
29L_{uevo.L ;}—(Ee Q) o, 5 éye Q
%) ¢ %) - o%n_ 120 )
.sgvg;ay s A %) b
y
Remarque,

hd . 2 2 .

V2(QL) est inclus dans H (QL)(H (QL) : espace de Sobolev), on

o lod o - .
en déduit que VZ(QL) est inclus dans CO(QL) , espace des fonctions

)

continues sur QL . On peut doné définir pour tout u € V2(QL> une
fonction rhu interpolée de wu .
Lemnme 8,

W
L'injection de VZ(QL) dans V(QL) .est compacte,

ou 1 du o
Posons W1 =37’ W, = == == , 1 € V1(QL>

2 2
w = (W1,W2) e [L (QL)H

51w €]%2(QL) alors w € [HJ(QL)]z .

L'injection de H  dans L2 étant compacte on en déduit le résultat,
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Théortme 9.

Soit P = {fonctions de la forme ox + By\y + vxy\y % 81 .

Il existe une constante C(K) telle que pour tout compact X < Q
et pour tout opérateur g linéaire continu de VZ(K ) dans V1< K)
vérifiant Jv ¢ P IIv = v on ait la majoration

Vv € /{;2(91')

v - wi,gc f[z-1]

gt

Il =1 g, - n;—g—;uL 5 5 Iy, +laly,

2

it

1 du Q0
l 12 1 ;;glle lléi (V >y llg +Ilvy oy 5Xl! 2

| S§ (VV §)IIL2

Moyennant le lemue 8 , ce théoreume est obtenu comme dans [6] o
En eftectuant ensuite le changement de variable z = yY{y , on peut,

comme dans [6] déduire le théorsme 10,

Théoréme 10,

Il existe une constante € telle que Vv € V ( K.) , ¥ rectangle ¢ Q

v - v ﬁé__i_Efl vl
1 inf(h,k) 2

ou l [1 =]l§§|IL2 “VV éy H et h,k dimensions du rectangle.
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IV 3 TRANSFORMATION DU PROBLEME P EN UN PROBLEME DE RECHLRCHE DE

POINT DE SELLE,

On rappelle les notations

QL={[e,c]]e1<e<eo et 0 < o <L <+ oo}

vy = {partie de oQp fe =6, ou 8=6 ou ¢= 0}

Vo= {vla "¢ L2(QL)9 q vy € Lz(szL), %’E v_€ 1%(e)

Kpp = {v € V| v(0,0) =B, 630 et

V(G,L) = W(e) s Vv } 0} .

ol W vreprésente la fonction étudide en II et définie par

a(e) = 1im u(6,0> o

g >

2
Probléme P1 . On suppose que R est tel que Rq2 ¢ L“(QL)
Alors on se propose de :

Trouver u € KHL tel que VW'Q KHL on ait

a(u,v - u) > .[ R(v - u)qzdedc o
'Q

ob a(u,v), et R sont définies comme dans TT .

Le probléme P1 admet une solution unique,
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Théoreme 1,
I Le probléme P1 est équivalent au probleme P2 o

On définit

oo

J(v) = a(v,v) - 2Jerq2dedc
P2 l Trouver u € KHL tel que
J(u) = inf J(v)
V€KHL

Soit ¢+ L ¢ V-—R
P ' s . ,
v = YRvq dedg « Clest une forme lindaire continue sur V
a(u,v) est une forme bilindaire, continue, symétrique et coercive sur

V, K un ensemble convexe fermé dans V ,

Sous ces conditions le théoréme 1 est un résultat bien connu,

cf.[4]

On définit
1] —_ —_
K = {v € VLl v(o,c) =H, o3 a, et

v(e,L) =w(e)} .

Théoreme 2,

Le probléne P2 est équivalent au probléme P



Trouver u € KHL tel que

3 J(u) = inf Sup,, N
ekl pe(1°(Q))

(,) désignant le produit scalaire dans

Preuve. Siv < 0 sup(d(v) - (p,qv)) = + = &

Donc @&nf Sup2 +[J(v) -~ (p,qv)] n'est certainement pas

VEKL  PEL €))

atteint pour v ¢ O

V. : DESCRIPTION DU PROBLEME APPROCHE.

1) Définition°
Notations,

L'espace Vh est définie comme en IV,

(7(v) - (p,av))

KEL ={vevlvles) =0, oyq et
v, (e, 1) =w (0) , v 301},
ol Wh(e) est la fonction de Vh définie par Wh(e)

tout point du maillage appartenant & 7

w(e)

en

57



58.

ol thi désigne la fonction interpolde de qu A,Lh est donc une forme

linéaire continue sur Vh . On définit les problemes équivalents suivants,

Probléme P h .

—

Trouver uy € KgL tel que V%h € KEL

on aift :

alw,v, - u) >’JrQRh(Vh - uh)qf1 dedg .

Théoreme 1,

l- I1 existe w, ¢ KEL unigue solution du probléme P1h

&

La démonstration est analogue & ce qui a été fait dans IT. pour

le probléme continu P

"]

1

Probleue P3h .

¢
Trouver uh € KHL tel que

J(w) =inf  sup. (7 (v ) - (p,av))
a*n v, €KL phIeJ(L2(9L))+ R
ol Jh(vh) = a(vh,vh) - 2 Lh(vh> °

2) Bstimation dferreur,

Soient u et uh respectivement les solutions des problémes P1
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et P1h , on se propose de calculer l]u - uhlIV

a(u,v) étant coercive.on a

l|w - uhl| (u - U 5w uh)

o ¢ est la constante de coercitivité.

Notons par f la fonction Rq2 et par fh la fonction thi o Alors
on a :

alu-w, u- uh) = a(u,u) + a(uh w ) = 2a(w,u )

< (f,u - v) + a(u,v) + (fh,uh v ) + a(uh v ) -2 a(u uh)

¢ Eu-v) s+ (f,m -v)+ (£ -1 ,v -v)+aloyv)+

a(u, , v) - 2alwu) .
U=t u-v)+ () -au,n )+ E-£ ,v )
+alu,u) - au,v) + alu,u ) - alu,v) + alu,v)
+aln, v) - 2alu,u) .
¢ (£ - Au,u - vh) + (fh - fu,uy - v) + (f - £, ’ v)
ralw-u 5 u-v).

f - Au u -V + | f -7 v
< | lxﬁ-(g)' h,LZ(Q) ol ]Uh '%)

e S T A
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o M désigne la constante de continuité. De 1'inégalité précé-

dente on déduit facilement le fthéoreme suivant.

Théoreme 2,

Soient u et les solutions des problémes P, et Ph ,
Yo 1 1

o et M respectivement les constantes de coercitivité et de continuiité
alors

EEEN RS L EER N MU FERN R

'u - Vh] +ifh - Aul Iuh - v! + |f - fh] lvh - vl})%} (2)

3
Supposons que u appariienne & C”(Q) et choisissons pour v
. 3 . .
une fonction de C (Q) dont Uy est 1'interpolée et pour vh

l'interpolée de u .

2
D'apres III [[u - vhllv R 02 g;
2
[ = v, |l Cp
Pl
2
IENE Co” -
. 2 2
De méme si f ¢ €°(q) lf f < C.p .
h L2( ) v
D'autre part |f ~ Au, 5 =.I f deds
L°(@) ‘oD
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et |f_ - Au] < |£-1£] + |f - Aul
h X nl 2 2

()" (@)

D étant 1'intérieur du domaine ol l'équation Au = f est
vérifide,
Puisque f ¢ L2(Q), on en déduit que les 2 quantités précédentes sont
bornées et de méme vy et v appartenant & Lz(Q) , la quantité

|v, - v| est 3sgalement bornée,

h 2
L7(e)
On a donc comme conséquence immédiste des résultats précédents

et en utilisant le fait que p/p' > 1 le

Théoreme 3,

Si u et f appartienne a C2(Q) , alors il existe une constante
B =28 (o M) telle que u et W étant les solutions des pro-
blemes P1 et P1h on ait

2
o= w |l ;S plasit.) 55

D'aprés le théoreme de densité démontré en III, on peut déduire

du théoréme 3 1le théoreme 4,

Théoreme 4,

Soient u et v, les solutions des problémes P1 et P.h
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alors uh - u dans V fort quand (h,k)'evo , le rapport

sup(h,k)/inf (h,k) restant borné.

3) -Description de 1l'algorithme de résolution du Probléeme P1h .
On va utiliser 1'algorithme d'Uzawa (cf.[S]). Ceci revient &
. . 41 2 k h n 2 + L
construire deux suites d'éléments u, € KHL 5 ph_e (L (QL)) ainsi
o s 2( +
définies ¢ on part de pﬁ € (L Q)) guelconque, on calcule

0 1 1
u‘h Ed Ph ’ uh ’ etcoq- par.

n o, , . n y 1 4 h .
(2) ph étant connu, on détermine u, comme 1l'éléement de KHL qui
minimise.

_ 2
Jh(vh) - (thh,qhvh) = Jh(vh) (p,rav,)

On définit ensuite

0+ 1 n 2n
ph+ - H(LQ(Q)>+ (ph - pnq‘huh)

I ¢ opérateur de projection.

)] Py > 0 sera déterminé plus loin.

Description de 1'algorithme permettant de résoudre (2).

pi étant connu on détermine u§+1 par

n+1 n -1 n ! 2 2
(3) " =w -ps, (4w -Ra“-pa).

ou p, sera précisé ultérieurement,



et Sh isomorphisme canonique de Vh sur Vﬁ .

. h
Soient K . = {v ¢ Vhluh(O,c) =0 , o© % a et

(o]

uh(G,L) =0 , w, 50 .

Théoréme 5,
on a (3) <=> (4) ou

(4) (@ e)), = ((,e)), - o () -Rra - an,e)

/eh € B
BO = base de 1'ensemble des fonctions de Vh nulles sur les

sommets appartenant & la demi-droite 6 =0, o3 g, et

au segment g=L 6 ( 6( 60} B

Preuve

On a immédiatement % ¢==> (5) .

) (', e )y = (e ))y - p (57l — o
h h
2n
- P eh))vh

h
,Veh €X. -

et (5) <==> (6) .
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(GG gy = (Ghe))y = o 67w - Ry = 9m08)

(6) Veh € KXOIL .

On va montrer maintenant que 1'on a aussi :

(6) <=> (4)

Bn effet pﬁ' étant fixé l'algorithme décrit par (4) permet de

déterminer la solution du probléme suivant.

" s ] '
Trouver uh € KHL (def1n1 en (1)) tel que Vﬁh € KHL

(1)

on ait

alu, yu - v,) »fQ(thfl - qflph)(uh - v, )dedo .

Puis

(1) <«<=> (8) .

. .
(8) Trouver w, € KHL tel que Veh € BO on ait

| 2 2
alw,8,) fQ(thh - qpph)ehdedc .

t -
Bt en changeant eh‘ en eh

(8) «<=> (9).
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Trouver uh € KﬁL tel que Veh € BO on ait
(9)

a(w ,e.) =JQ(thi - qiph)ehdedc .

Ceci prouve le théoreme (5),

4) Conditions de convergence de 1'algorithme précédent,

D'apres [5] 1'algorithme précédent converge: & condition de choisir

ey tel que

(10) |1 - p16—1A I 200) < B <

et o5 suffisamment petit,
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RESULTATS NUMERIQUES,

I) Introduction.

Les principales difficultés numériques résident dans les points
suilvants.

1) L'infinité du domaine @ : on limite arbitrairement ce domaine
& g¢g=1L et on suppose que les conditions pour ¢ =L sont les mémes

que pour ¢ infini, Il en résulte notamment qu'il est impossible de

prendre en considération les résultats numériques pour ¢ voisin de 1L .

2) La coupure du domaine Q par la demi-droite {e =0, o3 qx},
ceci entraine entre autres un probléme de numéritage des éléments finis
et un probldme de stockage en mémoire machine (de facon & réaliser wun
encombrement minimum) des coefficients de

la matrice A des produits scalalres ((Wij s W, ))

itg*"'n °

3) La complexité des coefficients intervenant dans le produit
scalaire et dans la forme bilindaire a, en particulier 1'impossibilité
de calculer explicitement . q , et donc k , en fonction de ¢ . Pour
cette raison et pour tenir compte de considérations d'ordre physiqué, on
a choisi un maillage uniforme par rapport & ls variable g (et donc
dépendant de ¢) , ceci correspond & peu prés & un maillage logarithmique,

notamment la hauteur des rectangles Rij est trés petite pour ¢ voisin
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de O (donc g voisin de la vitesse du son). Cependant pour des commo-
dités de tracé les courbes et surfaces sont données avec une échelle

telle que 1'on obtienne une variation constante pour o o

4) Le choix de paramétres o et Py permettant la convergence

de 1'algorithme, ces paramétres sont déterminéds par essai numérique.

II) Description du programme (et des divers sous—programmes).

1) I1 faut d'abord faire choix d'un profil, On a considéré la
partie supérieure d'une ellipse (grand axe : 200, petit axe ¢ 100 ,
angle du vecteur tangent & ls Surface variant entre - 0.3 radian et
+ 0,3 radian). Un sous-programme consiste & déterminer le rayon de

courbure en tout point du profil ainsi que sa hauteur maximale,

2) Le maillage de @ é&tant choisi ainsi s variations en @
constantes, aginsi que les variations par rapport & la vitesse, on déter~

i‘,j,))h) . Il faut

mine les coefficients de la matrice A = (((Wij s W
donner quelques précisions sur la facon dont est fait le calcul des pro-
duits scalairesf Soit qI la vitesse du fluide & 1'infini, dans les

calculs numériques on ne fait pas varier g de 0 & Cq (Cq : vitesse

locale du son) mais entre les bornes qI - AW et inf(qI + U, Cq). ol

w = variation en ¢ (sera prise égale a 3m/s)



680

A sera choisi égal & 30 en zénéral et | sera choisi égal a 15,
Dans le cas ou inf(qI + Bw Cq) est égal ou trés proche de Cq on

remplace dans la région ou ¢ est veisin de C , la fonction k vpar

q
une fonction équivalente & savoir gg bl . (po : densité du fluide pour
P&
bwij 6Wiv3v
q = Cq) et donc le produit % SE—— s par (on rappelle que Wij
3
stéerit o+ 0 ) 2 Fe ( 6)( + 6)
@338 * BygWo+ vy 4000 + 9550 T 75 Byt V588 g F g€

3) On écrit ensuite le sous~programme de résolution de AX =3

La matrice A est une matrice tridiagonale par blocs{la dimenstion des
blocs étant n ou n-1 selon que ¢ est supérieur ou non a G, s D
nombre de points de discrétisation par rapport & la varibale 6) ,
chaque bloc étant lui-méme une matrice tridiagonale. La méthode emplcyée
est naturellement une méthode de relaxation par blocs, le parametre de
relaxation sera d'abord choisi égal a 1, puils égal & 1,4 (en réalité
cette modification n'entraine pas de variation tres sensible des résud-

tats)o

4) Programme principal.

On initialise w- & 0 , excepté en dehors des segments {o¢ = L}
oW u =w(e) donng, et {6=0, o0} o u==H.

On initialise également p & O
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idme |, .
N itération :

pN_1 étant £fixé on détermine uNm1 comme la solution de

J(uN—1) = inf J(v)
Pour cela on utilise 1'algorithme décrit en (V.3). L'arrdt des itéra-
tions pour cet algorithme se fait par test soif sur la norme

sup lug(e,a) - uﬂ_1(e,c)l , 801t sur le nombre maximum
650

dtitérations.
Le parametre p, sera choisi égal & 1,
UN étant ainsi déterminé on pose
o = sup (0,5 - szN) .
L'arrét de cel algorithme se fait aussi par test soit
N & 20 ,
Soit

N N-1
sup |u (0,0) - uw (6,0)] ¢ B
6,0

On choisira ici B = 0,02,

4) Premiers essais,

On choisit

qp = 100m/s .

Py = 300
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Ltarrét des itérations se fait pour N = 20 ce qui demande un

temps de calcul assez important (T € Smn, IBM 370),

Les graphes suivants donnent u en fonction de 6 et de g o

On remarque que les solutions croissent tres rapidement au voisi-

nage de g=L =2 , 26 (1a vitesse en ce point est égale & ‘!.Om/s)°
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On refait les mémes calculs en prenant P variable décroissant

(quand ¢ augmente) de 600 & 150.

Le graphe u = u(e,c) n'est pas sensiblement modifié sauf en ce

qui concerne les valeurs de ¢ voisines.de L , (figa 3 et 4)°
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5.
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V) Détermination de la frontitre libre,

Dans les graphes suivants or essaie de déterminer la frontiere
barre

libre en mettant une verticale (1) aux points ou u > by > 0

et un w aux points ou u < by <0,

Les figures 5.,6.7.8, représentent les graphes obtenus pour diffé-

rentes valeurs de by et by e

Les figures 9,10 représentent les résultats obtenus, en doublant
le nombre de points de discrétisation de la variable 6 , la valeur de
u(e,c) aux points intermédiaires étant obtenu par interpolation liné-
aire,

cas & qp = 100 n/s .,
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VI) Variations de la vitesse initiale,

Les graphes suivants représentent les variations de u(e,c)

pour différentes valeurs de la vitesse initiale.

Figo 11 et 12

q. = 200m/s . (nombre de Mach ~ 0,6).

I

e décroit régulidrement de 600 & 200.

(quand G croit)o

Fig, 13 et 14,

a4 = 300m/s .

o, décroit régulidrement de 1000 & 550,

Fig. 15 et 16,

q; = 320m/s (nombre de Mach = 0,9).

Py décroit régulidrement de 1200 & 750 .

Dans ces deux derniers cas on constate gque le graphe présente une

anomalie pour 6 petit, q voisin de qi o« Il est probable que pour

supersonique

qI voisin de Cgq le probléme devient et la formulation uti=-

lisée n'est donc plus valable en particulier la condition u(e,o) =0

devient abberrante,
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Conclusion,

La résolution numérique de 1'inéquation variationnelle est
satisfaisante cependant 1l'interprétation physique des résultats obtenus
est tres difficile. Ceci est dl d'une part & la difficulté de 1'approxi-
mation de la frontiére libre et d'autre part au fait que le probléme est
ramené & un probléme dans le plan de l'hodographe. Il reste donc de
nombreux points 8 résoudre, et notamment, déterminer la précision avec
laquelle on peut espérer connaltre le résultat dans le plan physique
(quand’toatefois la transformation permettant de passer du plan physique
au plan de 1'hodographe est effectivement reversible) : par exemple,
lorsque la vitesse & 1l'infini qI est proche de la vitesse du son, la
distance dans le plan de l'hodographe entre les points

(62096

"I) et (6=0, ¢ =0) est faible (01 est la valeur de

i

g pour q qI) alors que dans le plan physique ceci correspond & une

distance variant de quelques métres & 1'infini,

Dans une étude ultérieure nous espérons pouvoir obtenir davantage
de renseignements sur ce qui se passe quand la vitesse a 1'infini est
proche de la vitesse du son et essayer de déterminer le qI maximum pour

lequel le probléme reste subsonique,

La méthode a été testée, actuellement pour un seul profil choisi
au hasard, nous nous proposons de l'appliquer aux profils pour lesquels
on a quelquefois des solutions analytiques (obtenues par Caius Jacob,
cf. [ 2]) et aussi de regarder numériquement ce que deviennent les ré-
sultats dans le cas ol 1l'on & eo - 91 =1 . (cas par exemple de la

demi—ellipse) et comparer les résultats, par exemple, & ceux obtenus par

Van-Dyke gréce & des développements asymptotiques.,



(1]

(2]

(3]

[4]

[5]
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