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RESUME : Soit R un anneau de valuation discréte complet, d’inégales caractéristiques,
d’indice de ramification absolu e, de corps résiduel k parfait de caractéristique p. Soit o
un entier tel que pil < a<eet R=R/7*-R. On définit les systémes de HONDA relatifs
a (R, R), puis les filtrations admissibles pour un tel systéme. A tout p-groupe fini G sur
R on associe fonctoriellement un systéeme de HoNDA (sans filtration) et on montre que

les p—groupes finis G sur R tels que G = G . X R Spec R correspondent bijectivement aux
pec

filtrations admissibles pour le systéme de HONDA associé & G.

Lorsque G = Gy . X . Spec R, avec Go p—groupe fini sur k, on peut calculer précisément
pec

le systéme de HONDA associé & G et étudier I'existence d’une filtration admissible pour
ce systeme. On montre, comme conséquence, que pour p > 5 et € > 2, tout p—groupe fini
sur k£ peut étre relevé sur R.

ABSTRACT : Let R be a complete discrete valuation ring, with unequal characteristics,
absolute ramification index e, and perfect residue field k of characteristic p. Let « be an
integer such that %5 < a <eand R= R/7%- R.

We define the HONDA systems relative to (R, R), then, for such a system, define the
permitted filtrations. To every finite p-group scheme G over R one attaches functorially

such a HONDA system (without filtration) and we prove that the finite p-group schemes

G such that ¢ =G . X s Spec R correspond bijectively to the permitted filtrations for
pec

the HONDA system attached to G.
When G = Gy q X . Spec R, with Gp a finite p—group scheme over k, we can precisely

pec

calculate the system attached to G and then study the existence of a permitted filtration
for this system. As a consequence we prove that, when p > 5 and e > 2, every finite
p-group scheme over k can be lifted to R.

Mots-clés : Groupes p—divisibles, schémas en groupes finis, déformations.

Code matiere AMS 1980 (version 1980) : 14 L 05, 14 L 20, 14 D 15.
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INTRODUCTION

Soit p un nombre premier, k un corps parfait de caractéristique p, W = W (k) 'anneau
de Witt construit sur k; soit ¢ I’automorphisme de Frobenius de W ; pour tout W-module
M et tout entier relatif 7, on pose : M7 = W % M ou le morphisme W — W de

changement de base est ¢*; si u : M — N est un morphisme W-linéaire, on notera de
méme u® : M7 — N DPapplication idw @ u.

Soit R un anneau de valuation discréte complet, d’inégales caractéristiques, de corps
résiduel k. Il existe alors un homormorphisme d’anneaux : W — R, faisant de R un
W-module libre de rang fini e = indice de ramification absolu de R.

Soit o un entier supérieur ou égal & 1. On pose : R = R/7®R, et pour tout R-module
M (resp tout R-morphisme u: M — N), M=M (% Retu=u (% tdg.

Si S est un schéma (resp. si A est un anneau) on appelle p-groupe fini sur .S (resp sur
A) un schéma en groupe fini commutatif et plat sur S (resp. sur Spec(4)), annulé par
une puissance de p. De méme un groupe p-divisible sur S (resp sur A) est un groupe de
BARSOTTI-TATE sur S (resp sur Spec(4)).

Le but de ce travail est d’établir la classification & isomorphisme pres des p-groupes

finis sur R, soit G, au moyen de leur réduction sur R:G=¢ ‘ X n Spec R et de la
pec

donnée d’une structure supplémentaire, a savoir un certain sous module L d’un R-module
associé a G, l'ensemble de ces données, qu’on appellera “systéme de HoONDA”, étant défini
grace & la théorie cristalline. Puis, de ce théoréme de classification on déduit quelques
conséquences, dont la réponse, au moins pour p > 5, & la question posée par QORT et
MuMFORD (cf. [10]), & savoir : & quelle condition les groupes finis sur k se relévent-ils sur
R?

‘Nous montrons que pour k parfait, p > 5, tout groupe fini sur k se releve sur R, dés
que e > 2.

Nous allons d’abord rappeler les étapes qui ont précédé le présent travail.

C’est & GROTHENDIECK qu’on doit la méthode fondamentale, qui consiste & associer
a G, groupe p-divisible sur k, un cristal. Précisons : si Sy est un schéma oit p est
localement nilpotent, et G un groupe p-divisible sur Sp, il existe une extension de
faisceaux fppf : 0 — wg — E(G) — G* — 0 o1 G* est le dual de G, et w; le groupe
vectoriel défini par wg (module des différentielles invariantes de G), cette extension étant
universelle, en ce sens que si 0 — V — H — G* — 0 est une extension de G* par
un groupe vectoriel V', alors il existe un unique morphisme linéaire wg LV tel que cette
extension s’obtienne en “poussant” 'extension E(G) a Paide de f. Soit alors Sg — S une
immersion fermée définie par un idéal muni de puissances divisées nilpotentes (par
conséquent, un nilidéal). Il existe localement ([6], Exp. ILLUSIE) un relévement G de G
sur S, c’est & dire un groupe p-divisible G sur S tel que G = G X So.

GROTHENDIECK montre alors que [E(é) ne dépend pas du relevement G de G qu’on a
choisi. On obtient ainsi un foncteur sur la catégorie des groupes p-divisibles sur Sp. On
a une suite exacte : 0 — wg — E(G)(syns) — G* — 0, ot E(G)(s,,5) = E(G)



par définition. Le fait que E(G) est un cristal signifie essentiellement que si on a un
diagramme commutatif :

S
so\jf

S

~

ot So «» S et So — S’ sont comme ci-dessus, si G est un groupe p-divisible sur Sy, G
un relévement de G sur S, alors E(f*G) = f*(E(G)).

Si on pose : DGs = DG(s,,s) = Lie(E(G)(s,,s)) on a donc une filtration de DG s, s)
naturelle : wg — DGs, par un sous module localement facteur direct, et pour tout
relévement G de G sur S, une filtration wg — DGs, telle que wg 68) Os, s’identifie

S

au sous module wg de DGs, = DGs ® Osg,. Le théoréme de GROTHENDIECK (rappelé
Os

en (I-B-1-b, 1%¢ partie) pour plus de précision), dit que : se donner un relévement G

de G équivaut a se donner un sous module 2 de DGg, localement facteur direct tel que

Q2 @ Os, s'identifie & wg dans DGg, ; il y a une équivalence de catégories qui a G associe
Os

G,wg). Pour les démonstrations, on peut se référer & MEssING ([5]).
G

Lorsque So = Spec R, S = S, = Spec(R/n("*DR) avec o > pil7 Sp — Sp est une

immersion du genre précédent. Si on pose DGg = limDGs, (= R-module libre de rang

n
fini), on déduit du théoréme de GROTHENDIECK par passage & la limite que le foncteur :
G —s (G,wg) est une équivalence de la catégorie des groupes p-divisibles sur R avec
celle des couples (G, ) ot G est un groupe p-divisible sur R et Q «— DGR est un sous
module facteur direct, tel que Q % R s’identifie & wg C DG

L’étape suivante, diie & BADRA ([1], [2]), consiste & passer des groupes p-divisibles aux
p-groupes finis sur R. Pour cela, on dispose, au choix, de deux résultats. Celui qu’utilise
BADRA, et qui est historiquement le premier, est dii & OorT ([9bis]); il peut s’énoncer
ainsi : si R est un anneau local ncethérien complet & corps résiduel parfait et si G est un
p-groupe fini sur R, alors il existe un groupe p-divisible Gy sur R et un monomorphisme
de schémas en groupes G — Gy. Le second résultat, dii 8 RAYNAUD ([4], Théoréme 3.1.1)
est le suivant : si R est un anneau local et G un p-groupe fini sur R, il existe un schéma
abélien Ay sur R et un monomorphisme de schémas en groupes : G — Ay.

Dans le premier cas, G apparait comme le noyau de I'isogénie de groupes p-divisibles
Go — G1 = Go/G; dans le second, comme le noyau de l'isogénie de schémas abéliens
Ao — A1 = Ap/G; en passant aux groupes p-divisibles G; = lim(Ker(A; 2 4)) on

n
retrouve G comme le noyau de lisogénie Go — G1 = Go/G.

Notons au passage que le résultat de RAYNAUD est plus général que celui de OORT



(on ne suppose pas R ncethérien ni complet), plus précis (on obtient une situation
algébrique (schémas abéliens)) et que sa démonstration ne fait pas appel a la théorie
de la déformation.

Si Isy est la catégorie des isogénies sur A et F4 celle des p-groupes finis, on dispose
donc d’un foncteur essentiellement surjectif : Is4 — F4, qui n’est pas une équivalence
de catégories. Nous rappelons au (I-B de la 1¥*° partie) comment BADRA remplace Is4
par une nouvelle catégorie C4 munie d’une équivalence de catégories : C4 — Fa,
essentiellement en “rendant inversibles les quasi-isomorphismes de Is4”.

Ceci étant fait, & toute isogénie Gy — Gy sur R (resp. Go — G4 sur R) on
associe, par la méthode de GROTHENDIECK, un complexe DG1r — DGor muni d’une
R-Afiltration : wg, — wg, (resp. d'une R-filtration : wg, — wg,) objets d’une catégorie
CFY(R,R) (resp. CF'(R)). Lorsqu’on passe de Isg et Isz a Cg et Cg, il faut de méme
passer aux catégories DF'(R, R) et DF!(R) obtenues en rendant inversibles les quasi-
isomorphismes. Nous rappelons les définitions de ces catégories au (I,A,1) de la 1°*® partie
de ce travail.

On dispose alors d’un diagramme commutatif de foncteurs, ol les foncteurs horizon-
taux sont les foncteurs de GROTHENDIECK, ou la fléche verticale de gauche est le chan-
gement de base R — R, et ou la fleche verticale de droite est le foncteur de réduction
de la filtration de R & R.

T
Cr ———— DFY(R)

d I

¢z —— DFY(R,R)

Le Théoréme de BADRA que nous rappelons en (I-B-2) de la 1% partie dit essentiel-
lement que se donner une isogénie sur R, objet de Cg, équivaut & se donner un triplet
(G.,(M.,Q.),n), out G. est une isogénie sur R, objet de Cg, ou (M.,Q.) est un com-
plexe filtré objet de DF*(R) et ol 1 est un isomorphisme dans DF*(R, R) de T'(G.) sur
pI((M.,Q)) = (M., Q. % R).

Autrement dit, relever I'isogénie G. de R & R équivaut 4 se donner dans la catégorie
ad hoc un relévement de la filtration wg. de DG.; en une filtration Q. de DG.g.

Du théoreme précédent et des équivalences de catégories : Cr — Fr et C3 — Fr,
BADRA déduit un énoncé pour les groupes finis : si G est un p-groupe fini sur R, G.
une isogénie dont G est le noyau, (M.,w.) I'objet de DFY(R, R) associé & G-, alors, se
donner un relevement de G sur R équivaut & se donner un objet (N.,Q.) de DF*(R) et
un isomorphisme 7 dans DF*(R,R) : 5 : (N.,Q. %) R) =5 (M.,w.) (cf. Pénoncé précis
en I-B-2).

Parvenu a ce point, on aimerait disposer d’un énoncé dans lequel les complexes filtrés



sont remplacés par des modules filtrés, objets a priori plus maniables. Cet objectif est
réalisé par BADRA dansle casou R =W et R=Fk, c’est A dire: e = « =1(etp>2);(ctf
[1], Ch. III, Th. 2.7). A tout p-groupe fini G sur W, si on pose § = G o X Speck, on

‘ pec W
associe un couple (M, L) o M = M(G) est le module de Dieudonné de G (au sens de
FONTAINE, cf. plus loin) et ou Ly < M(G) est un certain sous module, le couple (M, L)
vérifiant les propriétés qui en font un “systéme de HONDA fini” (au sens de FONTAINE).
On obtient ainsi une équivalence de catégories entre p-groupes finis sur W et systémes
de HoNDA finis. BADRA retrouve ainsi un résultat de FONTAINE ([3bis]).

Il faut alors noter que : 1) dans la démonstration de BADRA, le module de Dieudonné
au sens de FONTAINE M(G) peut étre partout remplacé par le module de Dieudonné
cristallin (DGw ) ™" qui lui est isomorphe, d’aprés ([4], Th. 4.2.14); ce faisant, le sous-
module L est en fait défini par voie cristalline.

2) La démonstration de BADRA ne s’appuie pas sur la classification générale qu’il a
obtenue au moyen de complexes filtrés, mais méle & nouveau groupes p-divisibles ou finis
et modules filtrés.

Dans le I de la 1°" partie de ce travail, nous nous proposons de
1) Définir une notion de systéme de HONDA, libre ou fini, avec ou sans filtration et ce,

pour e et a quelconques. Un systéme de HONDA sera un systéeme M LM 2 M ode
deux R-morphismes tels que vo f = 7%.idp, fov = 7%.4dpyp (r = uniformisante de R).
Il sera dit libre de rang h si M et M’ sont des R-modules libres de rang h, et fini s’il

s’obtient comme quotient d’un systéme libre M, ELR M} =2 My par un sous systéme

libre M, i M} 25 M, de méme rang.

sim Lo M est un systéme de HONDA fini, une filtration de ce systéme est
la donnée d’un sous R-module L de M’ tel que :
i) L’application canonique : -;,L—E — % est un isomorphisme;
ii) LN Kerv = {0}.
On retrouve, quand e = a = 1 la définition des systémes de HONDA selon FONTAINE,
ou plutot une catégorie contenant ceux-ci.

Il convient de noter que si M REAN VLN M est un systéeme de HONDA fini, M et
M' ont nécessairement la méme longueur sur R, mais ne sont pas toujours R-isomorphes
Dans l'usage que nous en ferons, un cas intéressant (celui du systéme de HoNDA fini
associé au groupe «;, = noyau de Frobenius dans le groupe additif) fournira précisément
un exemple o M et M' ne sont pas isomorphes.

2) Définir des équivalences de catégories : a) entre la catégorie DF'(R,R) des
complexes de R-modules filtrés sur R et systéme finis de HONDA. b) entre la catégorie
DFY(R) des complexes de R-modules filtrés et celle des systémes finis de HONDA filtrés.

C’est ce dernier point qui est I’élément clé de ce travail; il faut remarquer (et on le
signale dans le texte aux points concernés) que la démonstration de ces équivalences
reprend et généralise celles de BADRA quand il traite le cas e = a = 1, en les débarassant



des groupes qui dans notre exposé réapparaitront ensuite.

3) On peut alors traduire le théoréme de classification de BADRA en remplagant les
catégories de complexes filtrés par celles des systéemes de HONDA finis, lorsque e est
quelconque et o > pil. (I-B-2-c) : Relever un p-groupe fini G de R & R c’est se donner
une filtration L du systéme de HoNDA fini associé a G.

Au II de la 1°™ partie, on retrouve les “modules de Dieudonné” en un sens généralisé,
alors qu’on les avait précédemment laissés de coté.

Si D est l'anneau séparé complété pour la topologie p-adique de l’enveloppe a
puissances divisées de l'idéal de W[T] définissant le quotient R =~ k[T]/(ra), on sait
d’apres ([4], Th. 1.2.7) qu’a tout cristal en modules on peut associer un D-module M,
séparé et complet pour la topologie p-adique (M = valeur du cristal sur 1’épaississement
(R, D).

Si le cristal est associé & un groupe p-divisible G sur R, on dispose de plus de deux
D-morphismes : M7 I M Y M induits par le Frobenius et le Verschiebung de G.
(Ici, M° =D %) Mot o : D — D est le Frobenius, qui n’est plus un automorphisme,

ni méme fidélement plat). On peut alors considérer que (M, M?,V, F) est un “module
de Dieudonné” associé a G;ona Vo F = p.idaye et FoV =p.idpg; G étant p-divisible,
M et M7 sont libres de rang fini sur D, égal a la hauteur de G.

En utilisant deux résultats, I'un de BERTHELOT-BREEN- MESSING ([4] - Proposition
4.3.10) et un résultat de BERTHELOT- MESSING ([4-bis], démonstration du Lemme 4.1.4),
on peut alors exprimer le systéeme de Hownbpa libre (M, M' v, f) de G & Paide de
(M,V,F); (en fait : M = R %% M, mais la description de M' est moins évidente).

(cf. : 1I-2, Lemme 4).

On peut alors passer aux groupes finis; cependant, en général, la “description” du
systéme de Honpa fini (M, M’ v, f) associé & un groupe fini G sur R en termes de
modules de Dieudonné, n’est guére explicite (on 1’obtient grace & une présentation de G
par une isogénie). Il y a un cas ou elle 'est tout & fait, c’est celui ot G est constant sur

R, c’est & dire, ou G est de la forme Go s X SpecR, avec Go fini sur k; (Speck — Spec R
peck

étant la section évidente de Spec R — Spec k). On montre dans ce cas que le systeme de
HoNDA de G se calcule a partir seulement du module de Dieudonné de Gy (cf. le 1I-3)-c).

La Deuxiéme partie de ce travail consiste en 1’étude détaillée du cas des groupes
constants.

Au I, on commence par donner une description des modules de Dieudonné finis en
termes de I'action de F et de V. On étudie aussi la possibilité de construire ces modules
de fagon générale de sorte qu’ils aient certains invariants numériques fixés.

Au II, on utilise le I pour obtenir la structure des systémes de HoNDA des groupes finis
constants sur R. Un cas éclairant est celui de a, 1 noyau de I’élévation a la puissance p
dans le groupe additif (II-1-h).

Enfin, au III, on étudie la question du relévement de R & R des groupes constants,
c’est & dire P'existence d’une filtration L de (M, M',v, f) ayant les propriétés requises.



< %, tout p-groupe fini constant sur R se reléve

sur R (III-2 Proposition 3), avec pour conséquence le fait que si p > 5 et e > 2, tout
p-groupe fini sur k se reléve sur R, comme on ’a dit au début de I'Introduction.

En complément (voir I’Appendice I), on étudie le cas des immersions définies par des
puissances divisées non nilpotentes. On obtient par exemple que si p > 3 et si e est
pair, tout p-groupe fini sur k se reléve sur R, et aussi des théorémes de classification
analogues aux précédents a condition d'imposer a G la condition d’étre connexe (ou, par
dualité, unipotent).

Du point de vue de la méthode : les cristaux que nous utilisons, ainsi que leurs pro-
priétés sont ceux définis par BERTHELOT-BREEN-MESSING dans [4]. Grace & BERTHELOT-
MESSING ([4bis]) ceux-ci sont isomorphes & ceux définis par GROTHENDIECK (la démons-
tration n’est pas formelle), et le Théoréme de GROTHENDIECK est donc vrai dans ce
cadre.

Bien que notre exposé en soit logiquement indépendant (sauf le Corollaire 1) il nous
faut le situer par rapport aux travaux de FONTAINE ([3], [3bis]) sur la classification des
groupes p-divisibles ou finis sur un anneau de valuation discréte; la notion de départ,
celle de systéme de HonDa libre, lui est die dans le cas ol € = a = 1, c’est & dire
dans le cas ot R = W, R = k; elle est alors presque analogue & celle de couple (M, L)
ou M est un module de Dleudonne libre de rang fini sur W et L un sous module de

M, vérifiant les conditions : L est facteur direct dans M et pL = I . Si G est un
groupe p-divisible sur W, G = G X0 Speck, M = Hom;_,-(G, C'W'k) est le module
pec

de Dieudonné associé a G; (CWi = groupe des covecteurs de Witt sur k). L C M est
défini en termes de “vrais logarithmes” de G.

D’apres ([4], Th. 4.2.14) le module M ainsi défini est relié au cristal de G par 'existence
d’un isomorphisme de modules de Dieudonné : M° =5 DG .

FONTAINE montre dans [3] que les couples (M, L) classifient les groupes p-divisibles
sur W a isomorphisrne pres.

Lorsque e > 1, & tout module de Dieudonné M, FONTAINE associe ([3], Ch. IV, §2)

un R-module Mg. Si G est p-divisible sur R et G = G X o Speck, M = M(G),
pec

il définit un sous R-module Lz de Mg, qui vérifie certaines conditions. En général le
couple (M(G), L) permet de reconstituer G 3 des groupes de torsion prés, groupes qui
sont annulés par une puissance de p ne dépendant que de e ([3], Ch. IV, Prop. 4.9).

Lorsque e < p — 1; le couple (M(G), Ls) redonne G a isomorphisme prés. Au
langage pres, ce couple doit vérifier des conditions équivalentes au fait que si M = M(G),
le systeme (M (G) @ R,Mpg,v, f,Lg) est un systéme de HoNDA libre et filtré, dans le

cas e < p—1et o = 1. En fait, ce qui est considéré par FONTAINE, au lieu du systéme
R % M R Mp-S5 R® M, c’est une filtration M[1] de Mg, qui est dans notre langage
w
I'image de f. )
Le module M*® que nous définissons au (II-3-c) de la 1% partie, est au langage prés,
le module Mg de FONTAINE quand e < p — 1. En fait ce module est défini par FONTAINE
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comme la limite inductive d'un certain diagramme de R-modules, et c’est une de nos
motivations de départ que de comprendre la signification de ce diagramme, dans Pétude
des groupes finis sur R quand e < p— 1 et @ = 1, c’est & dire R = k.

Enfin, on a énoncé dans ’Appendice II ce qu’il est possible de sauver de la 1°™ partie
en fait de classification des groupes finis 4 ’aide d’un systéme de HONDA, lorsqu’au lieu
de R, anneau de valuation discréte et R = R/7®.R, on considére un anneau local R et
R = R/a-R, ot Ret a vérifient certaines conditions. Il suffit de préciser alors la notion de
filtration admissible d’un systéme de HONDA pour obtenir un théoréme de classification
analogue a celui ot R est de valuation discréte.
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Premieére partie

p-groupes finis sur un anneau de valuation discréte
I — Classification

A — Structures linéaires utiles

Soit R un anneau de valuation discréte, 7 une uniformisante de R, o un entier supérieur
ou égal a 1. On pose : R = R/7®R et pour tout R-module M (resp. tout R-morphisme
u) on note M (resp. %) le R-module (resp. le R-morphisme) M % R (resp. u (122) R). Dans

cette partie A, aucune autre restriction n’est faite sur R.
1) Rappels de [1] et [2]
a— Modules libres filtrés

Soit LF(R) (vesp. LF(R, R)) la catégorie dont les objets sont les couples (M, ) (resp.
(M,w)) ot M est un R-module libre de rang fini et §2 (resp.w) est un sous module facteur
direct de M (resp. de M) et dont les fleches (M, Q) — (N, A) (resp. (M,w) —= (N, )
sont les R-morphismes u : M — N tels que u(2) C A(resp.u(w) C A). On appelle
LF(R) (resp. LF(R, R)) : la catégorie des R-modules libres filtrés (resp. des R-modules

libres, R-filtrés) ou encore des modules libres filtrés sur R (resp. sur (R, R)). Ce sont des
catégories additives.

b— Complexes de longueur 1 de modules libres filtrés
Soit CF'(R) (resp. CF*(R,R)) la catégorie dont les objets sont les complexes de

longueur 1 : (M, Q) < (Mo, Q0) (resp. (Mi,w1) LN (Mo,wo)) notés : (M., Q.)
(resp. (M.,w.)) d’objets de LEF(R) (resp. de LF(R,R)) tels que : rgrMy = rgrMi,
d: My — My est injectif et rgpQly = rgr; (resp. rggwe = TgEw1), et dont les
morphismes u = (u,uo) : (M.,Q.) — (N,A.) (resp. (M.,w.) = (N.,\.)) sont les
couples de morphismes (u1,uo) de LF(R) (resp. de LF(R,R)) rendant commutatif le
diagramme :

d
(./\'11,91) _— (MQ,Q())

)
(JV],A]) —_—_— (No,Ao)

(resp. ---).
c— Homotopies
SOiel’lt (A/I],Ql) —-d—> (]\’fo,Qo) et (.Nl,Al) —6-) (No,Ao), (resp. (Ml,wl) i) (Mo,wo)
et (N1,A1) N (No, Ag)) des objets de LF(R), (resp. de LF(R,R)) et soient u et u' :
(M., Q) = (N, A), (resp. (M.,w.) = (N, X)) deux fleches de CF'(R), (resp. de
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CF'(R,R)). On dit que u et u' sont homotopes s’il existe une homotopie de u et u', c’est
& dire un morphisme h : (Mo, Qo) — (N1, A1), (resp. (Mo,wo) — (N1, 1)) de LF(R),
(resp. de LF(R, R)) tel que : vy —uy =hodet ug —up =00h.

d- Quasi-isomorphismes
Soit s = (s1,80) : (M.,Q.) — (N, A.), (resp. (M.,w.) — (N.,A.)) une fleche de
CF'(R), (resp. de CFY(R, R)). Alors s induit des morphismes de complexes ordinaires :
M — N, ,et Q. — A, M—>A,(respetw — A, A‘f N)Ond1tques
est un quasi- 1somoxphlsme si ces derniers morphismes mdulsent des isomorphismes sur
I’homologie de ces complexes.

Remarque : Si s et s’ sont homotopes, s est un quasi-isomorphisme si et seulement si
s' Pest aussi.

e— Réduction de R & R _ _
St & (M,Q), objet de LF(R) on associe (M,w), objet de LF(R, R), avec w = ) (XR) R,

on obtient, avec la définition évidente pour les fleches, un foncteur LF(R) — LF(R, R),
dit : foncteur de réduction de la filtration, qui induit un foncteur : CF'(R) —
CF l(R,E), lequel transforme homotopies en homotopies et quasi-isomorphismes en
quasi-isomorphismes.

f- Catégories de fractions DF'(R) et DF'(R, R)

Soit C F!(R)/homotopie, (resp. CF!(R, R)/homotopie) la catégorie dont les objets
sont ceux de CF!(R), (resp. de CF(R, R)) et dont les fleches sont les classes d’équi-
valence modulo la relation d’homotopie de flecches de CF!(R), (resp. de CF!(R,R)).
D’apres la remarque du d— on peut définir dans ces catégories les quasi-isomorphismes
comme les classes d’homotopie des quasi-isomorphismes de CF'(R), (resp. de
CFY(R,R)). Soit DF*(R), (resp. DF*(R,R)) la catégorie obtenue en rendant inver-
sibles les quasi-isomorphismes de CF*(R)/homotopie, (resp. de CF(R, R)/homotopie).
Cette catégorie a les mémes objets que CF'(R), (resp. CF!(R, R)). '

Quant aux fleches de cette catégorie, les arguments de ([1], Ch. I) prouvent qu’elles
peuvent étre décrites en termes de fractions & dénominateurs les quasi-isomorphismes
dont la famille vérifie les conditions requises.

g— Foncteurs de réduction de la filtration
Ce qu'il est dit en e~ prouve que le foncteur CF'(R) — CF'(R, R) de réduction de
la filtration induit un foncteur : DF!(R) — DF*(R, R) et un diagramme commutatif
de foncteurs ci-dessous, ou les foncteurs horizontaux sont les foncteurs canoniques de
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localisation. Ces foncteurs sont des foncteurs additifs.

CFY{(R) ——— DFYR)

| |

CFY(R,R) ——— DF'(R,R)

Remarque : Les catégories de complexes CF(R), CF'(R, R) et les catégories DF(R)
et DF'(R,R) sont des sous catégories pleines des catégories étudiées en [1], ol les
complexes sont considérés sans restriction sur le rang ni sur linjectivité de My — M,.
Tout d’abord, les démonstrations de [1] s’appliquent aux sous catégories que nous
utilisons. Ensuite, comme on le verra plus loin, DF*(R) et DF'(R,R) s'interprétent
en termes de systémes de Honpa finis. De plus ces sous catégories sont les seules
utiles pour le probléme de la classification des p-groupes finis.

2) Systémes de HoNDA libres
La notion, présentée ici, de systéme de HONDA libre, différe de celle définie en ([3])
bien qu’elle s’en inspire. D’une part, nous ne supposons pas que a = 1; d’autre part les
R-modules qui interviennent ne sont pas pourvus a priori d'une W-structure (ot W =
anneau de Witt construit sur le corps résiduel de R, supposé parfait de caractéristique
‘positive).

a— Systémes de HONDA libres
Soit LH(R, R) la catégorie dont les objets sont les triplets (M, M',v) ott M et M' sont
libres de méme rang fini sur R et ol v: M' — M est un R-morphisme injectif tel
que Coker v soit annulé par ©* et libre sur R, et dont les morphismes u : (M, M',v) —
(N,N',w) sont les R-morphismes u: M — N tels que u(Im(v)) C Im(w).
Lorsque (M, M',v) est un tel objet, on définit f : M — M’', le R-morphisme unique
tel que vo f =x%-idpys (et fov =m%-idyy). Alors Coker(f) est aussi libre sur R.

b~ Systémes de HONDA libres et filtrés
Soit LH(R) la catégorie dont les objets sont les quadruplets (M,M’,v,L) ot
(M, M',v) est objet de LH(R,R) et o L < M’ est un sous R-module vérifiant la
condition suivante :

= . , = = . .
Le R morphisme composé L —s M —» Coker f est un isomorphisme.

(En particulier, I — M, dou, L est facteur direct dans M'). Les fleches u :
(M,M',v,L) — (N,N',w,A) sont les fléches (M, M',v) — (N,N',w) de LH(R, R)
telles que u o v(L) C w(A).
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c- Equivalences de catégories : LF(R, R) — LH(R,R) et LF(R) — LH(R).
Soit (M,w), (resp. (M,Q)) un objet de LF(R,R) (resp. de LF(R)). On pose : M' =
Ker(M —» M —» %), (resp. Ker(M —» M —» -%—4)) et v : M' — M Dinjection
canonique, (resp. et L = v~1(Q); en fait Q est contenu dans M'). Alors (M, M',v),
(resp.(M, M',v, L) est un objet de LH(R, R), (resp. de LH(R)(*)). Définition évidente
pour les fléches. On obtient ainsi des foncteurs : LF(R,R) — LH(R,R) et LF(R) —
LH(R).
A linverse : soit (M, M',v), (vesp. (M,M',v,L)) un objet de LH(R,R), (resp. de
LH(R)). On pose : w = Im(M' < M —» M) (resp. Q = v(L)). Il est clair que w est
facteur direct dans M. Il faut vérifier que § est facteur direct dans M. Or on a :

QN7 -M=v(L)Nv(Imf) =v(LNIm f) =v(x*- L) =7%-v(L) =7% - Q.

Comme M est libre, la relation : QN7®-M = 7%-Q et la théorie des diviseurs élémentaires
impliquent que {2 est facteur direct dans M.

L’action des foncteurs sur les fleches est I’action évidente et il est clair que les foncteurs
LF(R,R) = LH (R, R) (resp. LF(R) S LH (R)) sont des équivalences quasi inverses

I'une de 'autre.

3) Systémes de HonDa finis

a— Soit S(R,R) la catégorie dont les objets sont les quadruplets (M, M',v, f),
ou M et M' sont des R-modules de longueur finieet v: M' — Met f: M — M’
des applications R-linéaires telles que :

vof==x%tdy et ov=7% idp
)

et dont les morphismes (u,u') : (M,M',v,f) — (N,N' w,g) sont les couples :
u:M — N,u : M' — N' dQ’applications R-linéaires telles que :

!
gou=u'of et wou =uow.

b- Le foncteur : CF*(R,R) — S(R,R)

A un objet de CFY(R,R) : (My,w;1) — (Mo,wo) on associe d’abord le morphisme :
(My, M{,v1) — (Mo, Mj,v) au moyen du foncteur étudié en 2)-c). Remarquons
qu’alors My et My (resp. Cokervy et Cokerv;) ont méme rang sur R (resp. sur R)
et que My — Mo et M; — Mj sont injectifs; on pose : M = Coker(M; — M),
M' = Coker(M| — Mj}), v le morphisme induit par vy et v; et f celui induit par fy et

(*) Preuvede: (M, M’ v, L) est objet de LH(R) : il est clair que (M, M',v) est objet de LH(R, R); reste
v

Iy s . g . ! ~ M’
a prouver que L vérifie les conditions requises, or : M/ = Q+ 7% . M «» M. Donc : I—?ni—f— — :(—,;lm)- -
v
Q

— ~ L _.
w= s5g «— 7 ¢ cqfd.
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f1 (rappelons que fq et f; sont déterminées par v et v1). Il est clair que (M, M',v, f)
est objet de S(R, R); de plus :

M et M' ont méme longeur sur R.

A un morphisme ¢ = (¢1,%) : (M.,w.) — (N, A.) on associe d’abord des fleches
correspondantes de complexes de LH(R, R), puis en passant au conoyau, une fleche :

(M, M',v, f) — (N,N',w,g) de S(R, R).

¢— Systémes de HoNDA finis
Soit FH(R, R) la sous catégorie pleine de S(R, R) dont les objets sont isomorphes
l'image par le foncteur précédent d’un objet de C'F (R, R). On obtient ainsi un foncteur
CFY(R,R) — FH(R, R) essentiellement surjectif sur les objets.
Les objets de FH(R, R) sont dits : systémes de Honpa finis sur (R, R).

d) Systémes de HONDA finis et filtrés
Soit FH(R) la catégorie dont les objets sont les quintuplets : (M,M’',v, f,L) ot
(M, M’ v, f) est objet de la catégorie FH(R,R) et ot L « M’ est un sous R-module
vérifiant les condtions :

i) Papplication composée induite : L —s M —» Coker f est un isomorphisme;

il) LNKerv = {0}

et dont les fleches (u,u') : (M, M',v,f,L) — (N, N',w,g,A) sont les fléches (u,u’) :
(M,M',v, f) — (N,N',w,g) de FH(R, R) telles que :

u'(L) C A.

Les objets de cette catégorie sont dits : systémes de HonDa finis filtrés sur R. .
On dispose évidemment du foncteur d’oubli de la filtration : FH(R) =+ FH(R,R)
qui a (M,M',v, f,L) associe (M, M', v, f).

e- Le foncteur : CF'(R) — FH(R)

A un objet : (M1,Q1) — (Mo, ) de CF!(R) on associe d’abord par le foncteur
LF(R) — LH(R), un morphisme : (M1, M{, vy, L1) — (Mo, M}, vo, Lo) de LH(R). On
pose ensuite : M = Coker(M; — My), M' = Coker(M; — M{), L = Coker(L; — L),
et v: M — M, f: M — M' les applications induites par vy, v; et fo, fi. Il faut
prouver que (M, .7\/!' v, f, L) est un objet de FH(R). Il est d’abord clair que (M, M', v, f)
est Pobjet de FH(R R) image de (M w.) par le foncteur CF*(R,R) — FH(R, R) ou

on pose : w; = ;; (i = 0,1). Reste & prouver le :
LEMME 1. —
a) Dapplication canonique j : L — M’ est injective,

B) le composé : T —s M — Coker f est un tsomorphisme,



16

v) (Kerv)n L = {0}.

Ce Lemme et la démonstration de ses points a) et ) sont directement inspirés de ({1],
IIT™¢ partie, Corollaire 2.3), o il est prouvé pour a = e = 1, c’est-a-dire :

R=W(k)
R=k.

Démonstration :
a) On a un diagramme commutatif 4 lignes exactes :

0O — M — M) —— M — 0

]

6O — Ly — Ly —— L — 5 9

d’ol1 la suite exacte du serpent :

4 [} 1
0-———)Kerj-—»%—-+£l—0 %—-——)0.

Ly Lo.—_q) L

Or Kerj <« L est de torsion et \T[} est libre sur R. Donc Kerj, = 0 et on a la suite
exacte :
M Mj M

—_—— — — —— ()

"0”"L_1 Lo I

B) Prouvons que L -~ Coker f.
On a un diagramme commutatif, & lignes exactes :

Coker f; ——— Coker f ——— Coker f — 0

To o e

E; —p EG — L — )

ou les deux fleches (3) et (2) sont des isomorphismes : donc (1) est aussi un isomorphisme.
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) Soit j; : Ly < M} (i = 0,1) linclusion. On a vu en (2)-c) que v; 0j;(L;) est facteur
direct dans M;. On a alors un diagramme commutatif & lignes exactes :

0 — My —4m My ——— M — 0

]010.7'1 ]voojo [UOJ'

0O — L —— Ly ———— L — 0

d’ol la suite exacte du serpent :
0 — Kervoj — Coker v; 0j; — Coker vg 0 jo — Coker voj — 0

Or : Kerv o j est de torsion et Coker vy 0 73 est sans torsion. Donc Kervoj = 0. o

Remargque : Le diagramme ci-dessus (démonstration du point B)) s’insére dans le
diagramme commutatif & lignes exactes ci-dessous :

0—— Kern{y —— M; —— My ——s M ——0

o/ 1 o / (G / I e /]

0——— Kerf —— Coker fi———Coker fy—— Coker f—— 0

o~ \ o~ \ o~
N S
'] ——

0——Kern§yy —— 3\2’.’1 — My | — M |——0

(4) @ [/ o 1/ o

0—— Kernr§ —— Ly —— Lo — L —0

ot les 1°7¢, 3°™¢, 4°™€ Jignes proviennent de la suite exacte des Torf(?, R) appliquée aux
suites exactes :
0 —-M )y — My —M —0,

0 —m M — My —M —0,

0 —ILy —Ly —L —0,
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et ot la 2°™° ligne est la suite exacte du serpent associée au diagramme commutatif a
lignes exactes :

0 —— M — M, —— M' — 0

]

0 — My —» My — M ——— 0

On vient de voir que la fleche composée (1) est un isomorphisme; il en est donc de méme
de (4). D’autre part, les fleches (5), (6) et (7) sont induites par v, v, v1; (8) s’identifie
donc a v : Ker n§y, — Ker 7§, induite par v.

Comme (4) est bijective, Papplication canonique : Ker ¢, — Ker f est surjective.

8 .
Comme Ker n$y, 8, Ker§; est induite par v, ¢ surjective signifie :
Ker f CIm v.

Enfin, M —»_Coker 7 est scindée (M’ =Im 7 GBE). Comme Coker fy et Coker fi
sont libres sur R, on en déduit aisément que ¢, qui est surjective, est aussi scindée,
c’est & dire

Kernf§y = Kernf @ Kerv

On dispose donc d’un diagramme commutatif de foncteurs additifs ou les foncteurs
horizontaux viennent d’étre définis, ou le foncteur vertical de gauche est le foncteur de

réduction de la filtration, et le foncteur vertical de droite est le foncteur d’oubli de la
filtration.

CFY(R) ——— FH(R)

| R

CFY(R,R) —— FH(R,R)

4) Suites exactes associées aux objets précédents

a— Soit (M.,w.) un objet de CFY(R,R), c’est & dire une application linéaire :
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d: My — M injective et un diagramme commutatif :

w1 )
— d

My ——— My
W L*

Si on pose :
n = Ker{wy — wp), w = Coker(w; — wo)
= Ker(% -—4% , v = Coker 2‘3—;‘ et %)
M = Coker d, M = Coker(M; — M) =R % (Coker d)
et si on note que Ker(M; —s Mo) ~ Torf(M,R) =+ Kerr$y, on a la suite exacte du

serpent, fonctorielle par rapport & (M., w.) :

0~ n— Kerzly — € w —M—v—0.
M

_ b- Soit (M, M',v,f) un objet de S(R,R). On a alors des suites exactes {de
R-modules) :

i) 0 — Ker f — Kerniy L Kerv —» Coker f —+ M — Coker v —» 0
et
1) 00— Kerv — Kerrly — Ker f —s Coker v L, — Coker f—0.

De plus, si (M,M',v, f) est 'objet de FH(R, R) associé ((3)-c)) & 'objet (M.,w.) de
CF'(R, R) alors les suites exactes du a) et du b)-i sont canoniquement isomorphes, en
utilisant les isomorphismes :

?:: ~ “MM'
Coker f; —» w;, Coker v; — —L—f» (i =0,1).
3
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¢~ Soit (M., Q.) un objet de CF*(R) et (M, M', v, f, L) I'objet qui lui correspond
par le foncteur CF'(R) — FH(R).
Soit M = Coker(M; «— M) et © = Coker(2y — ). On a une suite exacte
0—Q— M — & — 0 de R-modules.
Si (M;, M}, v;, L;) est 'objet de LH(R) correspondant & (M;,Q;) (: =0 1) on a des
isomorphismes : L; — ; induits par v; et aussi des isomorphismes : %"5 N -f‘%, ces
derniers provenant des isomorphismes : '

M{ Li+Im fi ~ Imf Im f; Im fi {:‘ M, M,

L; L: Linim fi  #°L;  fiwi(L0)  wi(Li) S’

d’ou il résulte les isomorphismes fonctoriels :

5) Les foncteurs DF'(R, R) —» FH(R,E) et DF'(R) - FH(R).
1 Yy
a— Soient (M.,w.) : (N,A) (resp.(M.,Q.) ? (N.,A))) deux fleches

“1

de CFY(R,R) (resp de CFl(R)) et soient (M,M',v,f) = (N,N',w,g) (resp.

(M,M',v,f,L) =S (N,N',w,g,A)) les fleches corresponda.ntes de FH(R, R) (resp. de

FH(R)). Il est clalr que si ¥y et o sont. homotopes, al_ors uy et ug sont égales.
Par conséquent : le foncteur CF*(R, R) — FH(R, R) (resp. CFY(R) — FH(R)) se
factorise en CF'(R, R)/vomotopiec — FH(R, R) (resp. C’FI(R)/homotopge — FH(R)).

b- Soit (M.,w.) 2, (N,A) (resp. (M.,Q.) — (N.,A.)) une fleche de
CFYR,R) (resp de C’FI(R)) et (M,M',v,f) % (N,N',w,g), (resp.
(M,M',v,f,L) = (N,N',w,g,A)) la fleche correspondante de FH(R,R) (resp. de
FH (R))

Alors, % est un quasi isomorphisme si et seulement si u est un isomorphisme.

En effet, il suffit d’utiliser les suites exactes isomorphes définies en 7)-a) et en 7)-b)-1)
associées aux objets (M, M', v, f) et (M.,w.) d’une part et (N, N’,w, g) et (N, \.) d’autre
part et les fleches entre ces suites exactes qui se déduisent des ﬁeches données (resp. et
d’utiliser les isomorphismes 7)-c) : L -~ Q, MII:' o %I_ et les analogues pour (N.,A.)).

c~ Il résulte de a- et b— qu'il existe des foncteurs ® et ® et un diagramme
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commutatif de foncteurs additifs :

DFY(R) —\ FH(R)

|,

_ L] —
DFYR,R) — FH(R,R)

ou le foncteur vertical de gauche (resp. de droite) est la réduction (resp. 'oubli) de la
filtration.

6) Les foncteurs & et ® sont fideles.

Cest la réciproque du point 5)a— ci-dessus : si ¢ : (M.,w.) — (N.,)\.) (resp.
(M.,Q.) — (N.,A.)) est une fleche de CFY(R, R) (resp. de CF'(R)) dont 'image dans
FH(R,R) (resp. dans FH(R)) est nulle, alors il faut prouver que 9 est homotope & zéro.
Or on a des diagrammes commutatifs & lignes exactes :

0 — My — My ——

R

0 —— N —— No —

0 —— M —— M — M — 0

alow v

0 —— N, —— N}, —— N ——0s 0

Siu et u' sont nuls : il existe h : My — Nj et A’ : M§ — Nj, laissant commuter ces

diagrammes. On vérifie aisément que ces données permettent de définir : (Mp,wp) L
(N1, A1) (resp. (Mo, o) LN (N1, A1)) qui réalise ’homotopie cherchée.
7) Les foncteurs @ et ® sont pleinement fidéles. .

En vertu de la description (cf. [1]) des morphismes de DF'(R,R) et DF(R), il

s’agit de montrer : solent (M.,w.) et (N.,A.), (resp. (M., Q.) et (N.,A.)) deux objets

de CF'(R, R) (resp. de CF*(R)) et (M, M',v, f) et (N,N',w,g) (vesp. (M, M',v, f, L)
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et (N,N' w,g,A)) les objets correspondants de FH(R,R) (resp. FH(R)) et soit
(M,M',v, f) ? (N,N',w,g) (resp.(M,M',v, f,L) —-;—> (N,N';w,g,A)) une fleche de

FH(R,R) (resp. de FH(R)), alors il existe des morphismes : (M.,w.) - (P,0.) «—
(N, A), (resp. (M.,Q.) — (P.,2.) «— (N.,A.)) de CFY(R,R), (resp. de CF'(R)) ot s.
©. 5.

est un quasi-isomorphisme, tels que si ¢ et s sont les images de . et 5. dans FH(R, R),
(resp. FH(R)) alors : ¢ = 35"t o p.

On définit d’abord une fleche (P1, P{,y1) — (Po, P{,y0), (resp.(Py, P{,y1,Q1) —
(Po, P§,v0,Q0)) de LH(R,R), (vesp. de LH(R)) définissant un objet (P.,0.), (resp.
(P, 2.)) de CFY(R, R), (resp. de CF*(R)) et des fleches ¢. et s. comme cherché.

Soient (M;, M],v;) et (N;, NI, w;), (vesp.(M;, M}, v;, L;) et (N;, N}, w;, S;)) les objets
de LH(R, R), (vesp. de LH(R)) correspondant & (M;,w;) et (Ni, As), (resp. & (M;, Q) et
(Ni, Ai)), pour 2 = 0,1. On pose : Py = My x No, P§ = M§x N§, yo = vo Xwg : P§ — Py
(resp. et Qo = Lp X Sp). Soit u : Py — N application surjective qui vaut ¥ o u sur
le 1°F facteur et v sur le 2°™¢, ot pu: My —» M et v : Ny —» N sont les applications
canoniques.

On définit de méme : v’ : Pj — N' et v”’ = Qo — A; (u" = u' restreint & Qo). On
pose :

P, = Ker(Py —» N),P] = Ker{Pé,f:‘% N,

y1 induit par yo, (resp. et Q1 = Ker(Qo S A)). Soit ho : Py — Py telle que hgoyo = 7§,.
Il est clair que (Py, P}, yo), (vesp. (Po, Py, Y0, Qo)) est objet de LH(R,R), (resp. de
LH(R)) correspondant & 'objet (Py,wo X Ag), (resp. (Py, Q0 X Ag)) de LF(R, R)), (resp.
de LF(R)).

Soit : 89 1 No — Mo X Ng et 8§ : N} < M} x N} les applications canoniques
&+ (0,2), (resp. et s : Sp < Lo X So = spjs,), et 81 : Ny — Pp, 8] : Nj = Py,
sy : 81 — Q1 induits par s, 85, si.
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On dispose alors d’un diagramme commutatif a lignes exactes :

’

0— P —— MxN), —s N' — 0
n/ v 't
0 — P — Mo x Ng —-—~1—L~——-> N —
1 1t
o | I
J \Y, ’
v
S1 0— N —— N — N' — 0
/Ul SQ‘I /t)o ﬂ v
v v
0 — N _ Ny —_— N —s 0

(resp. et d’un diagramme commutatif & lignes exactes :

0 ——— Q1 ——— Qp ———— A — 0

(**) s’f] .sg] {

0 —— S — Sy —— A — 0)

On va prouver que (Py, P}, y1) (resp. (P1, P},y1,Q1) est un objet de LH(R, R), (resp.
de LH(R)), c’est-a-dire :Coker( Py &, Py) est libre sur R, (resp. et Q1 — P} induit un
isomorphisme : @y — Coker hy), (o0t hy : Py < Pf est tel que : hy oyy = 73 ). D’apres
le diagramme (*) ci-dessus :

1) Coker sy — Coker sg s’identifie & vo : Mg — Moy;

2) le morphisme : Coker s§ — Coker s; s’identifie & Coker s5g — Coker sg, donc
a VUp.

3) on a un diagramme commutatif a lignes exactes :

0 — N =, P, ——— Cokers; — 0

SR

0 — N i P/ ——— Cokersy ———— 0
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qui grace aux identifications précédentes et a la suite exacte du serpent, fournit une suite
exacte :
0 — Coker wy — Cokery; — Cokervy — 0;

comme Cokerw; et Cokervg sont libres sur R, il en est de méme de Coker y;.
Du diagramme (**) ci-dessus on déduit un isomorphisme : Coker sy — Coker sy ;
comme Coker sy = Lo par construction, on a une suite exacte :

0— S — Q1 — Ly — 0

et un diagramme commutatif & lignes exactes :

0 — 5 —— @ —— Ly —— 0

f

0 —— N —— P! ——— M} — 0

Comme Lo _et M sont libres sur R on en déduit un diagramme commutatif & lignes
exactes de R-modules : ‘

0 —— 5 —_— 0§y — LIy — 0

— ()

ol <
=]
=,
(=

0 —— | ¥ & —

(3) (2) 1)

~ v 4

0 ——— Cokergy ——— Cokerhy -———— Cokerfy — 0

dans lequel les fleches composées verticales (1) et (3) sont des isomorphismes; (2) est
donc un isomorphisme; @ < P{ a donc les propriétés voulues. ,

On dispose donc d'une fleche : (P, P{,y1) — (Po,Ps,y0) de LH(R,R) (vesp.
(P1, P{,y1,Q1) — (Po, Py, 0, Qo) de LH(R)). Dot une fléche :

(P1,01) — (Po,00) de LE(R, R), (resp.(P1,Z;) — (Py, o) de LF(R)).
Reste & voir que c’est un objet de CFY(R, R), (resp. de CF'(R)), c’est-a-dire que Py et

Py ont méme rang sur R, ainsi que g1 et op sur R, (resp. ainsi que T; et Ip), puisque
par hypothese P, — P, est injectif.
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Or Coker(P; — Py) = N est de torsion, donc P; et Py sont de méme rang. D’autre
part : 0p = wp X Ag et on a une suite exacte :

0 — Cokerw; — Cokery; — Cokervg — 0
et pour des raisons analogues, une suite exacte déja vue :

0 — Coker g; — Coker hy — Coker fo — 0

donc : rggo; 4 rgg Cokerhy = rgzCoker gy + rgi Coker fo = rggh + rggwo =
rggAe + TgFwo = rgFoo. (resp. et rgr¥y = rggo1 = rggoe = rgr¥o). ‘

Il est enfin clair que s. = (s1,80) : (N.,A) — (P.,0.) (resp. 5. : (N.,A.) — (P, L))
est une fleche de CF(R, R) (resp. de CF!(R)) dont I'image dans FH(R, R), (resp. dans
FH(R)) n’est autre que l'identité de (N, N',w,g), (resp. de (N, N',w,g,A)). En vertu
du point 8.b, s. est un quasi-isomorphisme.

Définissons ¢ : (Mp,wo) — (Po,00) (resp. @o : (Mo, Q) — (FPo,Lo)) comme
Papplication canonique sur le 1¥ facteur; il est clair que le diagramme :

Po=Myx Ny —— N

] E

M,y —_— M
3

commute, par définition de u. On en déduit par restriction ¢y : (My,wy) — (P1,01),
(resp. (M1,Q1) — (P1, 1)) objet de CFY(R, R), (resp. de CF'(R)) dont I'image dans
FH(R,R), (resp. FH(R)) est 9.

Le couple (s.,¢.) vérifie les conditions voulues.

Remarque : La définition de 'objet (P.,w.) est directemement prise dans ([1], III,
démonstration du Théoréme 2.7); la démonstration, plus longue, est adaptée a la
situation plus générale ici envisagée et est débarassée des groupes p-divisibles et s’appuie
sur les notions de systéme de HoNDA libres, qui dans le cas de [1] ne sont autres que les
modules de Dieudonné libres usuels.

8) Les foncteurs @ et @ sont des équivalences de catégories. .
Comme P est essentiellement surjectif par définition de FH(R, R), il reste a prouver
la méme propriété pour ®. Cela va étre I'objet des deux Lemmes suivants.

a~ Soit (M.,w.) = (M,w1) — (Mo,ws) un objet de CF‘(R,E). 11 lui correspond
la fleche :
(.7\11 y .’\fl’ ,2)1) — (./1\10, .7\4(,), Uo)
de LH(R,R), puis en prenant le conoyau, l'objet (M, M’ v, f) de FH(R, R). Soit ' :
My — M’ Papplication canonique. On suppose donné L — M’ tel que (M, M’ v, f, L)
soit objet de FH(R).
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LEMME 2. — Sous ces conditions, il existe Lo — My tel que : (My, My, vo, Lo) soit un
objet de LH(R) et u'(Lo) =L

Démonstration : On dispose d'un diagramme commutatif & colonnes exactes :

l

0 Ker f

M{ —— Cokerfy

A J

j M ———+ Coker fy

M'" ——uws Cokerf

: |

ou N est I'image réciproque de L par u' : M{ —» M'.

Les applications composées : L — Cokerf et M; — Cokerfi étant sur-
jectives par hypothése, une simple chasse au diagramme prouve que le composé :
N «— My —» Colker fy est également surjectif. Remarquons que N est libre de méme
rang que M{. Coker f est libre sur R; relevons dans N une base sur R de Coker fo
de fagon & engendrer ainsi un sous module Ly de N, qui est libre, tel que le composé
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Ly — N —» Coker fy est surjectif, donc Lo — Coker fy aussi; comme le lerang de Ly sur
R est au plus égal au rang de Coker fo sur R,onaun 1som0rphisme Lo =5 Coker fo;
donc (Mo, M}, vo, Lo) est objet de LH(R).

D’autre part on a un diagramme commutatif :

Ly ———— N e—— M} ———» Cokerfy

L

L ———s M ——» Cokerf
w

ou la fleche composée horizontale du haut (resp. du bas) est surjective (resp. bijective).
On en conclut que v'(Ly) = L

b— Sous les hypothéses de a~ supposons donné Ly — M vérifiant les conclusions
du Lemme 2. Posons alors : L; = Ker(Ly —» L) — M.

LEMME 3. — Alors : (M1, M{,v1,L1) est objet de LH(R).
Remarque : Les Lemmes 2 et 3 sont énoncés et démontrés dans [1] pour o = e = 1,
c’est-a-dire pour R = anneau de Witt de k, et R = k.

Démonstration : Posons §; = vi(L;) — M;, et @ = v(L). Comme le composé :
L «— M' %5 M est injectif par hypothése, on a un diagramme commutatif 3 lignes
exactes :

0 ——— My —— My — M ——1 0

d’ot une suite exacte :

Comme (Mj, Q) est I'objet de LF(R) correspondant a (Mo, M{, vo, Lo), %{)"- est sans
torsion, donc ‘ﬁfl’- aussi.
D’autre part, on a des morphismes :
My M, My M,
— I e ey = .
QI ‘Ul(Ll) vl(M'{) Wy




D’ou : %I-l —» %’—IL ce qui prouve que {2y < w;. Mais :
1

Tgﬁﬁl =rgp§ly = rgrL1 = rgrLo = rggwe = rggw1.

Donc Q1 = wi, ce qui prouve que L = v7 (1) a les propriétés voulues. Il est alors clair
que (M1,Q1) — (Mp, Qo) correspond par 1’équivalence LF(R) — LH(R) a la fleche :
(My,M{,v1,L1) — (Mg, M},vo,Lo); alors (M.,€.) est un objet de CF*(R) dont la
réduction dans CF*(R, R) est (M.,w.) et dont I'image dans FH(R) est (M, M', v, f,L),
ce qui prouve que ® est essentiellement surjectif.

Cela signifie aussi que relever la filtration w. de M. en une filtration Q. de M., équivaut
a se donner une filtration L «— M’ telle que (M, M',v, f, L) soit objet de FH(R).

9) Remarque : Si & lobjet (M.,Q.) de CF'(R) on associe le couple (M,) ou
M = Coker(M; — M), @ = Coker(1 — o), alors M est un module de longueur
finie sur R et Q@ — M. Si F(R) est la catégorie dont les objets sont les couples (M, )
ayant ces propriétés et dont les fleches sont les applications R-linéaires respectant les sous
modules donnés, on a donc un foncteur CF!(R) — F(R) dont on montre facilement
qu’il induit une équivalence de catégories DF*(R) — F(R); on peut décrire les
objets de DF'(R) en termes de modules filtrés. En revanche, une telle identification

n’est pas possible pour DF}(R, R) C’est ce qui justifie 'introduction des systemes de
Honbpa.



B — Classification des p-groupes finis a ’aide des systémes de HoNDA
1) Rappels
a— Isogénies (cf. [1])
Soit R un anneau local. Soit Zp la catégorie dont les objets sont les isogénies :

G. =G N G1 de groupes p-divisibles sur R et les fléches u = (up,u1) : G. — H. sont
les diagrammes commutatifs de morphismes de groupes :

d

Go —» Gi

| 5 |

Hg————%Hl

On appelle T la catégorie des isogénies sur R.

On dit que u est un quasi isomorphisme s’il induit un isomorphisme : Kerd —
Ker ¢ (rappelons que Ker d et Ker§ sont des p-groupes finis et plats sur R).

Deux morphismes u = (ug,uy) et v’ = (uo,ul) G. — H. sont dits homotopes
s'il existe b : Gy — Hj tel que : hod = uf —ug et § 0o h = u} — uy. Soit Fg la
catégorie dont les objets sont les p-groupes commutatifs, finis et plats sur R et les fléches
les morphismes de groupes. On dispose évidemment d’un foncteur : ZTp — Fg, qui &
une isogénie associe son noyau. Ce foncteur est essentiellement surjectif : d’aprés QoOrT
([9 bis]), ou RaYNAUD ([4], Théoréme 3.1.1) si G est p-groupe fini et plat sur R, il existe
un monomorphisme de schémas en groupes sur R : G < Gy, ou Gy est p-divisible. G est
donc le noyau de I'isogénie Go — G1 = Go/G. Cependant, le foncteur Zg — Fg n’est
pas une équivalence de catégories : deux isogénies ayant des noyaux isomorphes ne sont
pas en général isomorphes dans Zg.

Si T% désigne la catégorie dont les objets sont les isogénies et dont les morphismes sont

ceux de Zgr, modulo la relation d’équivalence définie par I’homotopie, alors le foncteur
can

Ip — FRr se factorise naturellement en : T ——— I — Fpg, car il est évident
que deux morphismes u. et v..: G. — H. de Tp induisent le méme morphisme sur les
noyaux si et seulement si u. et v. sont homotopes. La notion de quasi-isomorphisme se
transporte immédiatement & T%. Enfin, soit Cr la catégorie obtenue & partir de I en
rendant inversibles les quasi-isomorphismes.

Par définition, le foncteur I, — Fg se factorise en Ij SN Cr — Fr. W est
démontré par BADRA en ([1], Théoréme 1.14) :
THEOREME. —

1) Cr a pour objets ceuzx de T} et ses fléches se décrivent en termes de calcul de
fractions & partir de celles de T%;, avec les quasi-isomorphismes pour dénominateurs.
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2) v:Cr — Fg est une équivalence de catégories.

Si R est un quotient de R on définit de méme Iw; I—’E, Cgx, Fg et un diagramme
commutatif de foncteurs :

1 24
CR — Fr

|,

g — 7%

dont les fleches horizontales sont des équivalences et les fleches verticales sont les foncteurs
de changement de base par R — R.

b— Groupes p-divisibles et cristaux. Le Théoréme.de GROTHENDIECK

Soit R un anneau de valuation discréte complet d’inégales caractéristiques, de corps
résiduel k£ de caractéristique p, 7 une uniformisante de R, e 'indice de ramification absolu
de R; soit « un entier strictement supérieur & FESE L’idéal 7* - R de R est alors muni
de puissances divisées, vérifiant une condition de nilpotence. Soit R = R/7* - R. Il
est défini en ([4bis]) le site nilpotent cristallin NV CRIS(Spec R/spec z,,p-0z,,7 = can)
dont épaississement (Spec R < Spec R/ mag) est objet pour tout entier n > 1.

Soit G un groupe p-divisible sur R. Par ([4], Théoréme 3.3.3) il est associé & G un
cristal en modules sur le site précédent, noté DG.

Soit DGR, la valeur de DG en 1'épaississement (Spec B — Spec R/xnaR) et soit
DGR =lim DGp, quon appelle “valeur de DG en ’épaississement (Spec R < Spec R)”.

n
Alors : DGy = DGr % R, ol DG% = valeur de DG sur 'épaississement trivial

(Spec R~ SpecR); DGR est libre de rang fini sur R. Grace & ([4], Cor. 3.3.5) on
dispose d’une suite exacte de R-modules libres :

0 — wg — DGy — LieG* — 0

(o1 G* = dual de G et wg = module des différentielles invariantes de G).
On a ainsi un objet (DGr,wg) de LH(R, R).

D’autre part : si G est un groupe p-divisible sur R et si G = G s X p Spec R, on
pec
dispose d’une suite exacte de R-modules libres :

0 — wga —+DGr — LieG* — 0,

et donc d’un objet (DGR,ws) de LH(R) dont 'image dans LH(R, R) est précisément
(DGR,wa).
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Soit U(R, R) la catégorie dont les objets sont les couples (G,), oit G est un groupe
p-divisible sur R et Q < DGR est tel que (BDGRr, Q) soit un objet de LH(R) dont la
réduction dans LH(R, R) est (DGR,wg) et les flecches f : (G,Q) — (H,A) sont les
morphismes de groupes f : G — H tels que Dfr(A) C Q. On a alors :

THEOREME (GROTHENDIECK) (cf. [5]-V-Théoréme 1.6). — Le foncteur G — (G =
G é —E,wé) est une équivalence de la catégorie des groupes p-divisibles sur R avec U(R, R)

définie ci-dessus.

Remarques :

1) Ce théoreme dont la démonstration est I'objet principal de [5] est énoncé pour
des épaississements plus généraux que (Spec R «— Spec R).

2) Le cristal défini par GROTHENDIECK (cf. [5]) est en fait isomorphe, d’apres
([4 bis]) & celui défini en [4] comme le faisceau Eaty 5 (G, Os/x) sur le site cristallin.
c— Isogénies et complexes filtrés
A toute isogénie G., objet de T, (resp. G. objet de Zg) on peut donc associer un objet
(DG.g,wg.) de CFY(R, R), (resp.(DG.r,wg ) de CF'(R), en posant G. = G. x R). D'od
un foncteur Tz — CF(R, R), (resp.Tr — CF*(R)) lequel transforme homotopies en

homotopies, quasi-isomorphismes en quasi-isomorphismes. D’oll un foncteur : Cx N
DFY(R,R), (resp. : Cr =, DF! (R)) et un diagramme commutatif de foncteurs :

r
Cr ——— DFYR)

O

r —
¢y ——— DFYR,R)

dans lequel p est le foncteur de changement de base, et p' le foncteur de réduction de R
a R de la filtration d’un complexe.
2) Le théoréme de BADRA
a— Résolutions des groupes finis

Soit g un p-groupe fini sur R. Il existe un couple (G , @), ou G. est une isogénie et
@ G = V(G ) est un isomorphisme de G avec le noyau de G.. On appelle (G ,) une
résolution de G. Si G et ' ont des résolutions (G. ,P) et (G,3") et siu Ng — g'
est un morphisme de groupes, il existe un unique morphisme de Cg : v. : G. — G’
tel que v(v.) o @ = &' o 4. En particulier, si G=GCetd= idg, il existe un et un seul
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isomorphisme dans Cg : G. — G' tel que v(v.)o g = ¢'. Un choix d’une résolution
étant fait pour chaque p-groupe fini sur R, on dispose d’un foncteur Fr -4, Cr, obtenu
par oubli de @, qui est un quasi-inverse de ’équivalence naturelle v : Cp — Fg; a des

choix différents de résolutions, correspondent des foncteurs Fg — Cg canoniquement
isomorphes.

On peut choisir aussi une résolution de tout p-groupe fini sur R, auquel correspond
« q .. —
un foncteur Fz — Cg, quasi-inverse de 7.

Ces foncteurs ¢ et § commutent & isomorphisme canonique prés avec les foncteurs
de changement de base Fr — Fg et Cr — Cx.

En composant ¢ (resp.q) avec & : Cr — DF(R), (resp. avec ® : Cz — DF'(R, R))
on obtient un foncteur C (resp.C) qui & un groupe fini sur R (resp. sur R) associe le
systeme de HoNDA image de la résolution choisie pour le groupe.

Comme précédemment, C et C commutent & isomorphisme canonique pres avec
les foncteurs Fp — F et DF'(R) —> DF*(R, R), ce dernier étant le foncteur d’oubli

de la filtration. De plus, si on change de résolutions sur R et R, les isomorphismes de
foncteurs précédents commutent avec ceux provenant du changement de résolutions.

b— Ces choix étant faits, BADRA définit en [1] une catégorie D = D(R, R) qui a
pour objets les triplets : (G,(M.,.),£), ou G est un groupe fini sur R, ot (M., Q.) est
un objet de DFY(R) et ou £ : C(G) <= p'(M.,Q.) est un isomorphisme de DF(R, R),
et qui a pour fleches :

(G,(M,Q.),§) — (¢, (M, Q2)),¢")

les couples (u,v.), ot u : § —> G’ est un morphisme de R-groupes, ol v. : (]W L) —
(M., Q) est une flecche de DF!(R), tels que p'(v.)o & = ¢’ o u.

BADRA définit alors un foncteur: A : Fg — ’D(R R) qui 4 un groupe G sur R associe
(G,(M,8.),&3), 00 G = G >}§R, ou (M,Q.) = C(g) et ou {; est 'isomorphisme canoni-

que de C(G) vers p'(C(G ). (Le complexe associé & la réduction de Qv est canoniquement
isomorphe & la réduction du complexe associé & G); & la fleche U : G — G, X associe
(u,v.) avecu = xRet v. = p'(C()). On a alors le :

THEOREME (BADRA, (1], I-4.5). — Le foncteur A:Fr — D(R,R) _qui & un p-groupe
fini G associe G X R, C(Q) £5) est une équivalence de catégories (C(G) est le compleze

filiré associé d la resolutwn choisie de g)‘

3) Groupes finis et systémes de HoNDA

Soit H = ® o C le composé de C : Fp — DFI(R) avec ’équivalence : DF? (R)
FHR)et H=30C : Fz — FH(R R); H(G) est le systéme de HONDA fini et filtré
associé 4 la résolution choisie de G ; de méme pour H H(G) (G = groupe sur R). On a un
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carré de foncteurs, commutatif & isomorphisme canonique prés, dans lequel w est le
foncteur d’oubli de la filtration et 7 le foncteur de changement de base.

H
Fp —— FH(R)

Bt

Fg —— FH(R,R)

Soit £ = L(R,R) la catégorie qui a pour objets les couples (G, A) o1 G est un groupe
fini sur R et A une filtration admissible, au sens de la Définition suivante, de H(G), le
systeme de HONDA associé a la résolution de G.

DEFINITION. — Soit (M, M', v, f) un objet de FH(R,R). Un sous R-module A de M’
définit une filtration admissible de (M, M’ v, f) si (M,M',v, f,L) est un objet de
FH(R).

Les fleches (G,A) — (G',A’) de £ sont les morphismes u : § — G' de R-groupes
tels que 'image de A’ par H(u) soit contenue dans A.

1l existe alors un foncteur £ : Fg — L(R, R) qui & G, groupe fini sur R associe (G, A;:)

avec G = G X R, Ay étant défini comme suit : Les systemes de HONDA H(G) associé
a une résolution de G et w(H (§)) associé & une résolution de G sont canoniquement
isomorphes; Az est I'image réciproque dans H(G) de la filtration admissible canonique
de H (5 ) par cet isomorphisme.

Le Théoréme de BADRA se traduit en le :

THEORBME 1. — Le foncteur € : Fr — L(R, R) qui au p-groupe fini G sur R associe
(G >I§ R, AE) est une équivalence de catégories. En particulier, si G est un p-groupe

fini sur R, G se reléve sur R si et seulement si il existe une filtration admissible sur
le systéme de HONDA fini associé 4 une résolution quelconque de G.

Remarque : Si on change de résolutions, on construit avec le nouveau choix une
catégorie L', une équivalence £ : Fgp — L'(R,R) et un isomorphisme canonique
p:L— L tel que po& =¢&'.

4) Compatibilité avec la dualité

Il existe des foncteurs de dualité (contravariants), soit D, sur les catégories des p-
groupes finis ou des groupes p-divisibles sur R, et donc aussi sur Cg, comme on le vérifie

alsément. On a de méme d_e_s_ foncteurs D sur R. D et D commutent aux foncteurs de
changement de base R — R.
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Sur la catégorie des R-modules de longueur finie, on dispose du foncteur de dualité
M +—— D(M) = Hompg(M, K/R); (K =corps des fractions de R).

Définissons la dualité des systémes de HONDA finis :

Soit (M, M, v, f) (resp.(M,M' v, f,L)) un objet de FH(R,R), (resp. de FH(R)).
On pose : D(M,M',v,f) = (D(M), D(M"),D(f),D(v)) (resp. D(M,M',v,f,L) =
(D(M),D(M"),D(f), D(v), D{M'/L))). On a en effet la suite exacte :

0 —s D(M'/L) — D(M') — D(L) — 0.

On vérifie aisément que ce sont bien des objets des catégories concernées. La dualité
pour les fleches est définie de la fagon évidente.

On peut alors définir la dualité sur la catégorie L(R, R) : & 'objet (G, A) elle associe
D(G,A) = (D(G),A"); si (M, M',v,f) = H(G), alors (M, M',v, f,A) est un objet de
- FH(R); il existe un isomorphisme canonique de D(M, M’ v, f) vers H(D(G)); A est
Pimage de D(M'/A) par cet isomorphisme.

On a ainsi un foncteur D : £ — L (contravariant) tel que :

Do&=E0D e DoD=1d,

5) Compatibilité au changement de base

Soit R — S une extension finie et plate d’anneaux de valuation discrete. On
pose S = S %) R = S/7*S. On choisit des résolutions sur R, R, S, S; on a alors des

équivalences : £€p : Fp — ﬁ(R,E) et £5 : Fg — E(S,—g). On a des foncteurs de
changement de base évidents : FH(R) — FH(S), (resp. FH(R,R) — FH(S,5),
notés S %‘?.

Si (G, A) est un objet de L(R, R) on lui associe objet (G ® S,A') de £(5,5), A’ étant
3
défini comme suit : Si (M,M',v, f) = Hg(G), alors, S % (M,M',v,f) et Hg(G x S)
R
sont canoniquement isomorphes; A’ est I'image de S %‘A par cet isomorphisme. D’ott un

foncteur : L(R, R) — £(S,S) qui commute aux foncteurs £g, Es et de changement de
base Fr — Fg.

Remarques :

a- Quand o = e = 1, c’est-d-dire R = W et R = k et quand on prend
m% = p, le cas particulier correspondant du Théoréme 1 est démontré par BADRA en
((1], Ch. I1I, Th. 2.7); mais la démonstration qu’il donne ne se déduit pas directement de
son Théoréme rappelé ci-dessus en 2)-c; en effet il ne dispose pas de la notion générale
de systeme de HoNDA. Pour lui, & la suite de FONTAINE ([3]), Dexistence du systéme
de HoNDA pour un groupe fini ou p-divisible sur k est liée & Dexistence du foncteur
défini sur ces groupes : F' = Homg_yr(?, CWi), CW; étant le foncteur des covecteurs
de Witt. Dans ce cas, le systéme de HoNDA (M, M’ v, f) tel que nous le définissons
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s'identifie & (F(G)?,F(G),V,F)ou V: F(G) — F(G)? et F : F(G)? — F(G) sont le
Verschiebung et le Frobenius, grace & 'isomorphisme F(G)? — M(G), prouvé en ({4],
4.2.14).

En fait, dans le cas o = e = 1, on peut remplacer, dans la démonstration de BADRA
le systéme (F(G)°,F(G),V,F) par (M(G), M(G)° ", V, F) partout ou il se présente, le
Frobenius o de k& ou de W étant un isomorphisme.

Nous généralisons cette description, lorsqu

les groupes constants sur R, (cf. II-3-C ci-dessous).

b— La démonstration du Théoréme de BADRA prouve en fait que si G est un
p-groupe fini sur R, noyau d’une isogénie Gy — G, alors, pour relever G sur R, il est
non seulement suffisant, mais aussi nécessaire de relever 'isogénie G — Gi.

6) Exactitude des foncteur : Fz —s FH(R,R) et Fr — FH(R).

I s’agit de prouver que si 0 — £ — F — G -—-+0(resp(}——>8 — F —
G — 0) est une suite exacte de p-groupes finis sur R (resp sur R), sa transformée par
le foncteur 75 — FH(R, R) (vesp. Fr — FH(R)) est exacte, c’est-a-dire que si cette
suite est 0 — (M, 3", v, f) — (N,N',w,g) — (P, P',2,h) ~— 0,

(resp'{} — (M7 M!}v3 f) L) — (N’N{’w) g? A) — (P5 Piﬁic} h? 6) — 0))

alors les suitess 0 — M — N — P — 0,0 — M' — N' — P’ — 0, (resp. et
0 — L — A — © — 0) sont exactes. Concernant 0 — M — N — P — 0:
c’est une propriété du cristal des p-groupes finis, R étant sans p-torsion; concernant
0 — L — A — © — 0, on a déa vu que cette suite s’identifie & la suite
0 —wg — wi — wz — 0 qui est exacte (R étant sans-p-torsion).

Il reste & établir I’assertion concernant 0 —s M’ — N’ — P" —— 0,

a~ Soit A un anneau local; on sait, grace & RayNauD ([4], 3.1.1) que si G est un
p-groupe fini et plat sur A, il existe un groupe p-divisible G sur A et un monomorphisme
G — @G. De ce fait, on peut déduire que si 0 — & — F —s G — 0 est une suite
exacte de p-groupes finis et plats sur A, cette suite peut s’insérer dans un diagramme
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comme ci-dessous,

&
A3
&
<
&
<

qui est commutatif et a lignes et colonnes exactes et ou Ey — Ey, Fy — F1, Gy — G,
sont des isogénies de groupes p-divisibles.

b- Soit A = R; considérons un diagramme comme le précédent. A la suite exacte
0 — E; — F; — G; — 0 (¢ = 0,1) de groupes p-divisibles, il correspond une suite
0 — (Mi, ui) — (Ni,v;) — (Pi,w;) — 0 dont les termes sont objets de LF(R, R),

exacte en ce sens qu’on a un diagramme commutatif & lignes exactes :

o —» M —— N, —— P — 0

o
|
5«
|
2| «
|
ol «
|
o

Ay

::LEI «
Sk

A
§|:p| &
[em}

La suite exacte du serpent associée & ce diagramme s’écrit alors :

0— M/ — N/ — P/ —0
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o (M;, M{,v;), (Ni, N}, w;), (Pi, P/, z;) est le systéme libre de HONDA correspondant a
(Mia ﬂi)a (Ni, Vi)a (Pi’wi)'

On en déduit le diagramme commutatif a lignes exactes ci-dessous :

0O — M —— N{ —— P —— 0

]

0O —— My — N} — P} — 0

dont la suite exacte du serpent associée n’est autre que la suite exacte 0 — M' —
N' — P' — 0 demandée.

¢— Indépendance du choix des présentations

On l'a dit en 2), le foncteur 7z — FH(R, R) dépend du choix d’une équivalence :
F5 — Cg quasi inverse de Cg — Fg, c’est-a-dire du choix d’une résolution d’un groupe
fini par une isogénie; mais deux telles résolutions d’un méme groupe fini sont isomorphes
dans C (et l'isomorphisme est unique, s’il induit I'identité du groupe fini considéré).

On déduit alors aisément du b~ l'exactitude des foncteurs Fz — FH(R,R) et
Fr — FH(R), quelque soient les choix faits.
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II — Utilisation de la structure de cristal de Dieudonné

Au cours du I — on a utilisé Dexistence d’un cristal DG (resp.DG) associé & un
groupe p-divisible G (resp. un p-groupe fini G) sur R, et sa valeur DGR (resp.DGRr)
sur I’épaississement (R, R), ainsi que la filtration par le module des différentielles. Ceci
n’épuise pas la structure du cristal. De plus lorsque R est de caractéristique p (i.e. a < ¢),
G (resp.G) est muni de deux morphismes F et V, qui agissent par fonctorialité sur le
cristal de G (resp.G). C’est cet ensemble de données qu’on va utiliser pour décrire autant
que possible le systéme de HONDA libre (resp. fini) associé & G (resp. a G).

1) On suppose désormais que k est parfait et que p-e-1 <a<Le.

Soit W = W{(k) = anneau de Witt construit sur k. Il existe alors un et un seul
morphisme surjectif : W{T] — R, qui a T associe 7, de noyau un polynéme d’Eisenstein.
Alors, le composé W[T] —» R —» R admet pour noyau 'idéal engendré par p et T,
car R est isomorphe & E[T]/(T9).

Soit D (noté D dans [4]) le séparé-complété pour la topologie p-adique de ’enveloppe
a puissances divisées de I'idéal (p, T*) de W[T']. D’apres ([4] Lemme 2.2.11), D peut étre
décrit comme le sous-anneau de K[[T]] (K = le corps des fractions de W) des séries
formelles pouvant s’écrire :

Tﬂ
Do Tayp

n>0 o

ou [m] = partie entiére de m, et o : lim a, =0,et Vn >0, a, € W.
n-—00

En particulier : a) D est sans p-torsion.

b) il existe un morphisme surjectif D —» R, qui & [%T associe ﬁ

¢) le noyau du morphisme composé D — R — R est I'idéal & puissa,n%eg divisées,
séparé complété pour la topologie p-adique de I'idéal engendré par,p et les %;;— (m>1)
dans I'enveloppe & P - D- de (p,T*) dans W[T.

d) D est muni de la dérivation 8 induite par la dérivation 7" +— n - T™"! de K[[T]).

e) D est muni du morphisme de Frobenius :

T" ajmn
(7:§:anﬁqik—%§:anriﬁ.
n>0 o n>0 «

On sait alors ([4] Théoréme 1.2.7) que la donnée d’un cristal en Oy, -module sur

CRIS(R/W,p - W,y = can) équivaut 3 la donnée d’un D-module M, séparé et complet
pour la topologie p-adique, muni d’un endomorphisme additif V tel que :

i) Vae D,Yme Mon a:
V(am) = 8(a) - m+a - V(m).

ii) Pour tout n > 0, pour tout m € M, il existe ¢ > 0 tel que V¥(m) € p™ - M,
ou V¢ = itéré q fois de V.
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On dit que V est une connexion (intégrable) et topologiquement quasi-nilpotente sur
M. A un cristal E en modules, on associe sa “valeur” M = E 7, p), notée Ep qui par

définition est : lim E(E,’D,,)’ ou D, = D/p"D.
n

Alors : Er =Epy = R M et Ex =E(z 3 =§§ M, ou encore Ep = M/J - M
et Eg = M/I-MsiJ =Ker(D — R) et I = Ker(D — R).

2) Le cas des groupes p—divisibies sur R

a— Soit G un tel groupe; le cristal DG associé ([4] Théoréme 3.3.3) est libre de
rang fini, ce qui signifie que M = DGyp est un D-module libre de rang fini égal a la
hauteur de G ([4] Théoréme 3.3.10). De plus, I'existence de morphismes F': G — G et
V:G? — Gtelsque: VoF =1idg, FoV = idg- entraine l'existence de D-morphismes :
F: M —MetV:M-— M? ot M se déduit de M par extension des scalaires
0 : D —> D. On dit que (M, F, V) est un cristal de Dieudonné (libre). De plus, si we
est le module des différentielles invariantes de G, il existe une R injection canonique :
wg — DGx ~ R % M, faisant de wg un facteur direct de DG ([4] Théoréme 3.3.5).

A ce systéme (M, we) est naturellement associé Pobjet (M,w) de LF(R, R) obtenu en

posant : M = R @ M = DGp, qu’on a rencontré au I-B. Nous nous proposons de décrire
D

I'objet (M, M',v) de LH(R, R) associé & (M,w) en termes de la structure de cristal de
Dieudonné (M, V, F).

b- Soit Dy = D/pD. Alors D s’identifie ([4] 1.2.5) a Penveloppe & puissances
divisées de I'idéal (T'*) de k[T]. On a alors le diagramme commutatif ci-dessous :

———-—) D
J can
R

dans lequel o désigne les Frobenius absolus, ot D; =5 R se déduit de D — R, et ol
¢ est tel que ¢ ocan = o et can o ¢ = o, et doit son existence au fait que le noyau de
Dy — R étant muni de puissances d1v1sees les éléments de ce noyau ont une puissance
p'¥™¢ nulle.

Il résulte de la démonstration de ([4-bis], lemme 4.1.4) que ¢ est fidélement plat;
grace a quoi nous pourrons faire la description annoncée en a- :

On dispose d’un morphisme o-linéaire ¢ : M — M7 = D, %) M qui & m associe

1® m, et du morphisme V : M — M? (qui est D-linéaire).

?UI‘”““‘““""

——}
ol
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LEMME 4., —

1) oY (V M) est un sous D-module de M, contenant I- M (I =Ker: D — R).
i1) limage canonique —‘-"—_%9:4—@ de Y (VM) dans M = M/JM = R %} M =
DGR, nest autre que le sous R-module M’ de M tel que (M, M', v = incl : M' — M)

soit l’objet de LH(R, R) associé & G.

Démonstration : Soit S1 un schéma de caractéristique p (pour nous, Sy sera égal
& SpecDy), et soit Gy un groupe p-divisible sur S;. Soit M; = DG;(SI,SI) = valeur
sur ’épaississement (S1,51) € N CRIS(S:/Z/pZ, 0, can) du cristal de G;. D’apres ([4],

Proposition 4.3.10) il existe un diagramme commutatif :

M Y
FMZ = w6y
lv/
o
Vi

En particulier :

wge =Im(V : My — MY).

Si on part d’'un groupe p-divisible G sur R, il existe un relévement Gy de G sur Dy, car

le noyau de D; — R est un nilidéal.

D’aprés le diagramme commutatif du début du b- on a donc : G{

conséquent :
P*wg = wgy = Im(M; “L M7),
et aussi :
o*M = ¢*DGx = MY
et aussi :
()
Wey - VM1 '

Comme ¢ est fidélement plat, 'application :

M M M?
1 P — D Q — o —1
T 1Rz wG—-—-> 1% S VM

¢*G, et par

,o0R —D;=¢
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est injective et elle prend place dans le diagramme commutatif ci-dessous :

w=1Q®? MU
24 N5
M — M Lid VM
M /
1®? g LY JM{
M] _— Ml r&d VMI
M
M
wG
Il est alors clair que le noyau M’ de M —» M —» ;7%- = le noyau de M —» M —»
M 1 M°

we < VA cest-a-dire, I'image canonique dans M du noyau de M 2Ly M —s st
a savoir ¢~ (VM)/JM, ce qui prouve i) et ii).

¢~ Un cas particulier : G = H°
Soit H un groupe p-divisible sur R et G = H?. Soit (N, V, F) le cristal de Dieudonné
de H. On va calculer le systéme de HONDA libre (M, M’,v) de G en termes de (N, V, F).
Plus généralement soit A" un D-module et F : N7 —s N, V : N — N des D-
morphismes tels que FoV =p-idy, Vo F =p-idyo.
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Au systéme (N, V, F') on associe le diagramme Ay :

RN
D
RN

RQN°

D
; '
id® F /
No

R®
D

D

On pose alors : Ng = Lim Ay, qui est un R-module, muni de deux R-morphismes :
v:NER— RQN%et f: RQ® N° — ANpg définis comme suit : f est le morphisme
D D

canonique du terme R @ N7 (& droite du diagramme Ajs) dans la limite inductive; v
D

est défini par ses valeurs : id®@V sur R@ N, et 7 sur R ® N7 sur les termes de gauche
D D

et de droite du diagramme. On a :

vof=7r°‘-idR®Netfov=7r°'-idN'R
D

Revenant a la situation envisagée, ot M = BDGp = DHE =N (et donc M =DGr =
R %) N?), il est clair que Im v est égal au sous module R %) VN +7%-R (Z’? N7 de

R %N" =R %) M = M c’est-a-dire au sous module : R (Eg VN + 7% M.

D’apres ’argument rappelé au début de la démonstration du Lemme 4, si Hy est un
relevement de H sur D; (et si on pose G = HY), on a alors : wg, = whgr = VN, =
VN [pn. Alors :

(R% VN + n¢ 'M)/n'a-M =Wy =wg

et par conséquent :

Im(v:NR—->R(%/\f”:: M)=M'.

On va démontrer que v : Npg — R ® N7 est injective. R @ N7 est libre sur R, de rang
D D

h = hauteur de G. Comme Im(v) est aussi libre de rang h, il suffit de prouver que h
est aussi le nombre d’éléments d’un systéme minimal de générateurs de N'r. On obtient
alors que v est injective et Mg libre de rang h. Soit alors 8 = inf(e, e — a). Appliquons
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lim(;r—g% <182> AN) . Deux cas

—~—W§R %}? au diagramme Aps ci-dessus. Alors : ;,5—3,; % Nk = lim

se présentent :

i) B = 0, c’est-a-dire @ = e. Alors dans le diagramme Ay, la multiplication
par % est un isomorphisme. Par définition de la lim, 'application canonique du terme

R (78)) N dans Mg est un isomorphisme et 1a démonstration est finie.

i1) f>1:le diagramme ’:rrTRR- ® Ay est alors égal & :
R
R % N

0

/ W
R R
m°R %N m
R

[ 4
WER %N

QN7
D

dont la limite inductive est :

R ( N J\/"’)‘

R 5 \FN° O VN
Si H; est un relévement quelconque de H sur Dy = D/pD, alors on a vu que
14
i NY NT ~ - 5 b
%fj—\,- & 57 /3/.1 = WH} et an n F"‘J(}{, — wgyg. Donc ‘F'TA&T;‘ ©® 7 est isomorphe a D{‘

h
et N—ﬁ% %) NEr est isomorphe a (;ff—R) ; c.qf.d. Au bout du compte on a donc démontré
le :

LEMME 5. — Soit H un groupe p-divisible sur R et G = H°. 8i (N, V, F) est le cristal
de DIEUDONNE de H, le systéme de HONDA Libre associé & G s’identifie ¢ (R % N Ngr,v)

ovv:Np — R %) N =DGpg est le morphisme défini ci-dessus.

d~ Un cas particulier du précédent : les groupes constants

Pour nous, “constant” signifie “constant en tant que déformation” : d’apres Phypothese
faite (a < e), R = R/n*R est une k-algebre; il existe un morphisme k — R, qui composé
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avec I'application canonique R —» k donne l'identité de k. Soit G un foncteur en groupe
sur Spec R; on dit que G est constant s'il existe un isomorphisme de foncteurs en
groupes :
G- (G x _ Spec k) X SpecR.
Spec-ﬁ Speck
Un groupe p-divisible G (resp. un p-groupe fini ) sur R est donc constant s’il existe un
groupe p-divisible G (resp un p-groupe fini g) sur k tel que G (resp. G) soit isomorphe &

G o3 SpecR (resp a Q >< Spec R). Un tel groupe p-divisible G est alors de la forme
pec

H® avec H = G s X SpecR (le Frobenius o : ¥ — k étant un isomorphisme, a la
peck

différence de celui de R en général).
Soit G un groupe p-divisible; on a un morphisme naturel :

(Spec R < SpecD,) — (Speck < Spec Wy,)

d’objets du site N CRIS(Spec k/specz,,(p), can) pour tout entier n > 1, ot on a posé
Drn =D/p"D et Wy, = W/p"W. Ce dont on déduit un isomorphisme canonique :

IDG(E,'D) = Dé(k,w) % D,

si on pose G = G s X SpecR, et cet isomorphisme commute aux morphismes V et F,
peck

étant fonctoriel par rapport & G. On a done :

DG(R’R’) ~ DGf(R’D) %) B = DG x,w) ‘% R= DG (x,w) % k (% R= DG, 1) % R.

De plus, le sous-module wg de DG s'identifie au sous-module wg ® R de IDGk ® R.

Remarquons que les propriétés zmalogues sont vraies dans le cas d’un p-groupe ﬁm
Soit M = DGw, M =DGp = D ® M si on pose :

H =SpecR x Go~'
Speck

on a, d’aprés le ¢~ : M' <~ M = R %} M =R gg ‘M s'identifie au sous-module

R® V(J/\/I\ "—1) + 7% . M, et encore, a la limite inductive du diagramme A s ot
w
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NzD%J/\J\”—l;danscecas:AN=

Re M’

w
T d®V
R M RO M
w w
id@ F p/me

RQM

W

et nous noterons sa limite inductive
Nr:limAy = ME
car elle ne dépend que de (]/\4\ ,V,F).

3) Les p-groupes finis sur R
a~ Soit Go —» (1 une isogénie de groupes p-divisibles sur R et G son noyau.
On a alors la suite exacte, D étant sans p-torsion :

0 — DGip — DGop — DGp — 0

de D-modules, ol les morphismes commutent aux morphismes V et F de Go, Gh, G.

Soit M; = DGip, M; = R % M; = DG;g. Soit M =DGp et M = R %) M = DGp.

On a donc la suite exacte : 0 — M; — My — M — 0 d’ol la suite exacte
0 — M; — My — M — 0 (R étant aussi sans p-torsion). D’apres le 2) le systéme
-1 R
libre de HONDA associé & G; est isomorphe & M,'IE‘M, v; = inclusion). Par définition
- p - - JOM‘ N
(I-B), le systéme fini de HONDA associé & l'isogénie Gy —» G, est (M,M',v, f) ou
M =DGr et ot M’ est défini par la suite exacte :

L (VM) et (VM)

MI
T M, —_ T M, - — 0

et ol v et f se déduisent de v; et f;.
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b— Le cas G = H°

Soit H un p-groupe fini sur R et G = H°. Soit Hy —» H; une isogénie de groupes
p-divisibles dont H est le noyau, et soit Go = H§, Gy = H{ et Go —» G l'isogénie qui
s’en déduit, de noyau G. Posons : N; = DH;p, N = D'Hp. On a vu au 2)-c) que le systeme
libre de HONDA associé & G; est isomorphe & (R %} N7, Nir, vi) ot Nip = lim Ay,

Le conoyau est donc isomorphe a (R % N7 M v, f) ot M' est le conoyau de

Nir — MNor. Mais le produit tensoriel et les limites inductives sont exacts & droite.
Ce dernier conoyau est donc isomorphe & Ny et le systéme fini & (M, Ng,v,f) ot v, f
ont été définis en 2)-c) pour tout systéme (N, V, F).

Remarque : On constate que pour tout groupe fini G = H?, le systéme de HoNDA fini
associé & G ne dépend que du cristal de Dieudonné (N, V, F') associé a H.

L’auteur de ces lignes ignore si pour un groupe fini § quelconque, son systéme de
Honpa (M, M',v, f) peut se décrire en termes du module de Dieudonné (M, V, F) de G
seulement,.

c— Les groupes finis constants

Soit G un p-groupe fini sur k et G = G x Spec R. D’aprés le point b— précédent

Speck
et le point 2)-d), le systéme fini de HoNDA (M, M' v, f) associé & G est défini par :
M=R I% M, ot M =DGw, M' = la limite inductive du diagramme :

R M’

w
o WV
Ro M’ ReM
w w
id® F o/

RQM

w

————
qu’on note encore ME, muni des applications v et f canoniques.

Remarques :

1) Ce cas contient celui oit R = k (tous les groupes sont constants) c’est-a-dire
a =1, ce qui implique e < p — 1.
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2) Sitest le plus petit des entiers n tels que p”™ > « : Alors pour tout p-groupe fini

—_— — — R t —
G sur R, g"' est constant. En effet : ot : B — R se factorise en : R —» k — k — R.

3) Dans le calcul de M' associé & un groupe fini G sur R, on a supposé pour
simplifier, a < e, c’est-a-dire p = 0 dans R. Mais si a > e, le cristal de G ne dépend que
de la réduction de G sur R/pR; on est ramené au cas précédent (cf. [4]).

d- Lecase<p-—-1,a=1 .
On a alors R = k et tout groupe sur R est constant. Si G est un p-groupe fini sur k,
il est caractérisé par son module de Dieudonné cristallin (M, V, F'), ot M = DG w). En
effet :

i) il existe un isomorphisme fonctoriel de W-modules, commutant & ’action de
Vet F, soit :
£ : M(G) = DG, wy,
olt M(G) = Homp_4-(G, CWy) est le module associé & G par FONTAINE (cf. [4], Théoréme
4.2.14 pour existence de I'isomorphisme £).
i) G — M(G) est une antiéquivalence de la catégorie des p-groupes finis sur k

avec celle des modules de Dieudonné finis sur k (cf. [3bis]).
Alors le Théoréme 1 et les considérations précédentes se traduisent comme suit :

COROLLAIRE 1. — Si e < p — 1, il eziste une équivalence :

G+ (DG x Speck)wy,L)
Spec R

de la catégorie des p-groupes finis sur R, avec celle des couples (M,L), ou M est un
module de Dieudonné fini sur k, et L est une filtration admissible (I,B,2)-c) du systéme

(R® M,ME v, f) associé & G 4—-58 X RSpeck.
pec



Deuxiéme partie : Etude des groupes finis constants sur R

Rappelons que ce sont les groupes de la forme G =Gy X ) Spec R; leur cristal et leur
Speck

systéme de Honda fini s’obtiennent & partir de la connaissance du module de Dieudonné
de Gy comme on I’a vu en (1¥® partie, II, 3)-c).

On va donc étudier d’abord la structure des modules de Dieudonné (finis) puis en
déduire les systémes de Honda de G, et étudier I’existence de relévements de G sur K.

I — Modules de Dieudonné finis sur k

Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0, W = W(k) anneau de Witt de k.
Soit o I'automorphisme de Frobenius de W. Pour tout W-module M et tout : € Z, on
pose : M? =W, % M, ot W est considéré comme W-module, via ¢*; on pose : l[g M =
longueur du W-module M.

On appelle : Module de Dieudonné sur k un triplet : (M,V,F), oo M est un
W module, M Fomet et Mot L M des applications W-linéaires telles que
VoF=p-idy, FoV =p-idy,

Les morphlsmes (M,V,F) — (M ", V', F") sont les applications W-linéaires v : M —
M’ telles que u® o F =F'ouetuoV' =Vou’

On dit que (M, V, F) est fini si M est de longueur finie sur W, c’est-a-dire si M est
de type fini et annulé par une puissance de p. Ce sont les seuls qu’on étudiera dans le I.

1) Soit (M, V, F) un module de Dieudonné fini, annulé par p".
Pour tout 7 € {1,...,n} on pose : M; = p'~! - Kerpi,; on a : Mit1 C M; et cette
inclusion est un morphisme de modules de Dieudonné; en fait M; est isomorphe, via la
multiplication par p'~!, & Kerp',/ Ker 1 -1, 'inclusion M1 — M; étant induite par la

multiplication par p : Kerp’“/Ke,p. — Kerp'/Kerp;_L Les M; sont des modules de
Dieudonné, annulés par p, c’est-a-dire des k-espaces vectoriels.

Pour toute suite M; D My D --- D M, D {0} de modules de Dieudonné ou on
note M; = (M;,V;, F;), de longueurs finies et annulés par p, on pose : h; = dimy M;;

d; = dim(Ker My~ Y5 Mi); df = dimp(Ker My = M7™); 6 = dimy (5 =
dimy, (%%) Ona:

5i=d§+di~'—-hi
et

0<d, d! <h; <dj+df;
h >hl+1vd >dz+1) i >dz+1'

Soit My D My D --- D M, ; une telle suite est associée & un module de Dieudonné
(M,V, F ) si on Pobtient par le procédé ci-dessus a partir de M, c’est-a-dire, en posant :
M; =p*~' . Kerp, (alors p™ - M = 0).
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LEMME 6., — Soit My D My D -+ D M, une suite associée & un module M =
(M,V,F); alors, pour touti € {1,2,...,n—1}, on a :

(%) KerFipy CImV; et KerViys CImF;

Démonstration : Soit ¢ € Miy1 = p'-Kerpit'; ¢ = p' -y avec pitl .y = 0. Si Fz =0,
+ p Py s P

ona:z=V(F-pi~ly)et Fx = F.-p'y = 0. Donc p*~* - Fy € M; et z € Im V;. De méme :
KerViy1 C ImF;. Comme dimKer Fiy; = diy;, dimImV; = dimM; — dimKerV; =
hi — d}, on en tire : h; — d; — d_, > 0. On prouve de méme 'autre relation.

Questions :
a~ Etant donné un module de Dieudonné (M, V, F), quelle est sa structure, en termes de
Paction de F,V ?

b~ Etant donnée une suite My O .-+ O M, de modules de Dieudonné annulés par p,
vérifiant (*), provient-elle d’un module (M,V, F)?
c~ Etant donnés des nombres h;, di, df, (1 € {1,---,n}), vérifiant les inégalités “éviden-

tes”, précédant le Lemme 6, ainsi que les inégalités (**) du Lemme 6, existe-t-il une

suite My D My O -+ D M, vérifiant les conditions (*) du Lemme 6, et a laquelle les

nombres h;, d, di sont associés :

On verra que la réponse aux questions b— et c— est positive, et qu’on peut aussi
répondre effectivement & la question a— ce qui nous sera utile pour la suite.

2) Les modules de Dieudonné finis, annulés par p.
C’est donc un triplet (M, V, F), ot M est un k vectoriel de dimension finie et F,V des

application k-linéaires : M ot Yoy , telles que FoV et V o F sont nulles. La
suite associée & (M, V, F) est alors My = M.

Choisissons :
T : un supplémentaire deKer F  dans M ,
T': un supplémentaire deKerV dans M o ,
S : un supplémentaire deImV  dans Ker F,
S': un supplémentaire deIm F  dans KerV.
On a alors :

M=ToVI'®S; M =FTeT &S5,
Ker F=VT'®S; KerV=FTeg®J5,
ImV =VT' InF = FT.
Ce sont ces relations qu’il s’agit de généraliser 4 un module de Dieudonné de longueur
finie quelconque.

3) Soit My D My D -+ D M, une suite décroissante de modules de Dieudonné
annulés par p et vérifiant les conditions (*) du Lemme 6.



50

LEMME 7. — Pour touti € {1,2,...,n—1} on a:
a- ImV; N Miys = Ker Fiyy et Im F; N M, = Ker Vig1.
b- Ker BN (ImV; + Mig1) = ImV; et KerV; N (Im Fi + M&,, ) = Im F.

Démonsitration :
a— Ker Fiy1 C ImV; d’aprés 'hypothése (*), d’'ou KerFiy; C ImV; N My,
L’inégalité contraire vient de ce que F;oV; = 0.
b- Comme ImV; C Ker Fj,on a: Ker F;N(Im Vi+Mi41) = Im Vi+Ker FNM;4; =
ImV; + Ker Fiy1 = ImV;, d’aprés (*). On montre de méme les autres relations.

4) Soit My D M;--- D M, une suite de modules de Dieudonné annulés par p et
vérifiant (*) (resp. et provenant d’un module de Dieudonné M tel que p* - M = 0). Pour

. . , F; -1 Mgt .
tout ¢ € {1,...,n} soit F} = le composé : M; — M7 —» 27T et V] le composé :
i+1
-1 W M.

M7 — M; —» W Pour tout 7, on choisit :
L)

o T (resp. T;) un supplémentaire de Ker Fj dans M;, (resp. un sous-module de M, libre
sur pXVW, tel que p*~! - T} soit un supplémentaire de Ker F! dans M;).

o T (resp. T!) un supplémentaire de Ker V! dans M7 ", (resp. un sous-module de M?

libre sur p,‘fVW, tel que p*~! - T} soit un supplémentaire de Ker V; dans M7 _1).

LEMME 8. — Sous ces conditions, pour tout i, on a :
ImV; = Ker Fyy1 @ VT, (resp.ImV; = Ker Fiyy @ p* 1 - VTY),
et de méme,

Im F; = Ker Viy1 @ FT;, (resp.Im F; = Ker Viyq GBpi"l' - FT)).

Démonstration : Soit = € M?™ ", de sorte que Vz € ImV;. Par définition de T}, il
existe u € KerV/ et t € _T.: tels que ¢ = u + t, d’ot Vo = Vu + V. Or, par définition
de V{, Vu € Miy1;de plus Vit € VT}; dot : ImV; = Ker Fiy1 + VT;-. Cette somme est
directe : si Vi € Ker Fyqy et t € —T;, alors Vt € M4, c’est-a-dire, t € Ker V/ HT;- = {0}.

L’assertion respée s’en déduit alors en prenant T: =pi~1. T,

5) Sous les hypothéses de 4), choisissons de plus : pour tout ¢ € {2,...,n},
?:—I C M;_; tel que F?;’ @ Im F; = KerV;, (resp. S}, sous-module de M o™ libre sur
5, tel que p'™! - 5} @ Im F} = Ker V;) et tel que Fig soit injectif, et 5, C M7,
tel que V-S'_;” ® ImV; = Ker F}, (resp. S;, sous-module de M, libre sur 5—‘%17 et tel que
P15 @ImV; = Ker F}), et tel que Vi’é'i" soit injectif. (-S";' et ?i-” existent en raison des
conditions (*)).
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LEMME 9. — Sous ces conditions, pour tout ¢ € {1,2,...,n—1}, on a :
Ker F! = (Ker Fi + Miy1) ® Styq, (vesp.Ker Fl = (Ker F; + Mip) ®p' ™' - VSiyy);
et de méme :

Ker V! = (Ker V; + ]\{[,5’+-11) 69.5:-’_;.1, (resp. Ker V; = (Ker V; + J\lf_;) ®p - FSit1).

Démonstration : Il est clair que Ker F; + M;4+1 C Ker F] ; d’autre part, comme F(:S-’:;_l)
est par définition contenu dans Ker V41 C M, ,5’_;11, on a F (3’-:'_,_1) = 0. A Tinverse, soit
& € M; tel que Flz = 0, cest-a-dire : Fiz € Mg, . Alors, Fiz € Mg, NImF; C
KerViy1 = Im Fi4; @FEQ;l. Donc Fiz = Fipyyu+ Fs,avecu € M1 et s € _5_:;1 Donc:
z=u+$+ 2, avec 2 € Ker F;. On a donc :

Ker F! = Ker F; + M;4; + .5";'_}_1

Supposons que s € g:I_H et s=z+yavecz € KerF; et y € M;41. Alors : Fi's = Fy;
alors Fy € ImFq; et Fs € Fgﬁm% donc F's = 0 = Fy. Comme on a supposé Fi?l .
injectif, on a s = 0, donc Ker F} = (Ker F; + Mi41) 69“‘5'-;’,{_1.

~ L’assertion respée se montre en posant alors : 5. =p=2.VS!. En effet, F(p~2-VS!) =
p*? . FVS!=p'~1.5! ales propriétés requises.

6) Sous les hypothéses de 4) et 5), posons, pour z € {2,...,n}:

-gl, = Vs_g;, (resp.?};’[ = p.i"z . FS, et Ei _ VE%” — Pi—l . Sz)
et S5,=FS;, (resp.S; =p—2. VSiet S;=FS; =pt. S7).

Alors, pour ¢ € {2,...,n} on a: Ker F; = SidImV; et KerV; = "5", @ Im F;. Pour
— e — —
compléter, choisissons S; et Sll telsque: Ker Fy =S @ImV; et KerV; = 5; & Im Fy.
On a alors, pour i € {1,2,...,n} les diagrammes commutatifs :

i —

VT, s
Ker Fiyy «——s ImV; — Ker F;

P N

H i 41 - i
Miyz, ——— Miyi +ImV; «— My + Ker F; ——— Ker F] ———— M;
hi—di—di,, 8¢ Sig1 hi—df —d}
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-~

FT; H
KerVip; «— Im F; — Ker V;
- FT; 5, S, , T, .
AJ&_I <————-—+M+1 +ImF —s Mf_'H + Ker V; °——————>KerV~ '——————-—-u\{["
hi—di —di R ig1 hi—di—df,,

Dans ces diagrammes :
a) les fleches sont les inclusions naturelles;
b) les carrés sont cartésiens, comme il résulte du Lemme 7;

c¢) on a indiqué au-dessus de chaque inclusion horizontale un supplémentaire
de linclus, et, au-dessous, la dimension de ce supplémentaire; il résulte de b- qu’un
supplementalre de Im F; dans Ker Vi1 est aussi un supplémentaire de .M,_H dans

]VI_H + Im F;, etc...

LEMME 10. — Sous les conditions précédentes, pour tout 1 € {1,2,...,n—1} on a :

a— Mi=Mi: 0T; GB—Su:'_l,l ®S:® VT':,
(resp. Mi = My @ p"' - T @p™ 1 - VSiy, €91 - Si@p" V)

it

et M7= Mg, GBT B35, ®3.® FT;,
(vesp. M7™ = Mg, @p™! - T!@p'™' - FSisa @p'' - L@ p' "' FT})
b— KerF;=KerFip1 ®S; ® VT, (resp.Ker F; = Ker Fipy @ p~1- S; @p'~1 - VTV
Ker V; = Ker V4 @?2 @® FT;, (resp.KerV; =KerViy1 @p' ! - Siopi~t  FT)
c— ImVi=ImVig ®Si1 ® VT, (resp.ImV; =ImViyy @p' - Sizy ®@p 1 - VTY)
ImF; =ImFj @§;+1 ® FT;, (resp.ImF; =ImFi41 ®p - Sl @p™ ' - FT))

Démonstration : a~ découle directement des diagrammes ci-dessus, ainsi que b- dont
on déduit c-.
Les assertions respées s’obtiennent alors en choisissant, comme il est dit plus haut,

Ti=p'7'T;, 5 =p - VS| ot §; = p'~" - 5, etec..

D’apres les diagrammes ci-dessus, un supplémentaire de Ker Fi+1 dans M4 (resp.
de Ker V41 dans .Mﬁ;;} est aussi un supplémentaire de Ker F; (resp. de Ker V;) dans
Miy1 + Ker F; (resp. dans MY, +1 + Ker V;), les carrés intervenant dans les diagrammes
étant cartésiens. Comme M,4; = 0 (resp. —Mn+1 =0),on a: F, = F} (resp. V,, = V})
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dott: M, =Ker F, @ T (resp. Mg ' = Ker Va @?;) On en conclut par récurrence :

| .
M;=KeeF;oT:o @ (5;0T)),

J=i+1
- ” . -
(resp. M;=KerF,op-Tio B (2 VS; ®p~t. T}))
j=it1 /

o1 == B ettt et

M7 =KeeVioT;® @ (S; ©T)),
F=il
- n 3 .

(resp. M =KerVi@p™ - T!® & (2 FS;@p! ~T§))«

jemitl

On a aussi : i _ _,
KerFr,=ImV,® VS, =ImV,® S,; ImV, =VT,;

KerV, =ImF, ® FS, =ImF, ®S,; ImF, = FT,.
Du Lemme 10, on peut alors déduire immédiatement :
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—=ti

LEMME 11. — On a alors : (en posant : Sn+1 {0} =S,51)

b’ —

n "  w—— m— —
= 0GieTievTo Sis1)s
(resP-Ml = é(?i'l Si@pt - Tiept VIl ep- VS’+1))
t=1

Ker F} = é(gz o {0} VT: @ {0}),

2=l

(resp. Ker Fy = @(p Fl.Sie{0lept VTl @ {0}))

=1

ImVi = VT, @ 5)2(5 @ {0} @ VT; & {0}),

(resp- Tm V4 = VT @ @' - S @ {0} @ pi— VT’@{O}))

=2
=t ]

M m@(‘s’z—i-l@FT @T @S)’

i=1
(resp. My = é(p"—1 -FSip@p ! -FTy@p'-T/@p"- S:))
KerV; = ,@1({0} OFT; ®{0}a7T)),

(resp KerV; = @({0} ®p~-FT; & {0} @ p! S’))
Im Fy = FT, @@({0} ® FT; & {0} &),

(resp. ImF = FT, & @ ({0} @ pi~' - FT; @ {0} @ p* S’))

ge=2

7) Structure des Modules de Dieudonné de longueur finie

Soit M un module de Dieudonné tel que p™ - M = {0}. On choisit des modules T;, T},
Si, S! comme indiqué en 5).
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ProrosiTiON 1. — Sous ces conditions on a :

s M=@®ToVTeS: o VS,
=1

b— KerF = @({0} @ p VT @ p15: @ {0}),

221

c— ImV=@@LoVI!aopS:ioVSs),

i=1

a— M = DFTeT oFS:esh,

ix=]

b'— KerV = é(p"-lFT,- ® {0} @ {0} & p*'SY),
=1

¢~ ImF = @(FT; ® pT! ® FS; & pSY).

i=1

Démonstration : Par récurrence sur n.
i) Sin=1:cestlecas: p-M = 0: c’est 'exemple étudié en 2).
ii) Supposons la propriété vraie quand p™ - M = 0 et supposons que p"t .M =0.
On pose alors : M = p- M. Il est clair que si i € {1,2,...,n} on a: M, = Miy1. Pour
tout ¢ € {1,2,...,n + 1} choisissons T;, T, Si, S! comme indiqué et posons, si i < n :
T = pT,.H, T» = PTz+1: Si=p-Sit1, § =p- ,S'H,l qu1 sont des sous-modules de M et
M°™'. On notera avec un 31gne ce qui se rapporte a M (ex. : F V)
il est clair que p*~ S = = p* - Sit+1 est un supplementmre de ImV; = Im Vi1 dans
Ker F, = Ker Fit1. De méme il est clair que p*~! T = = p* - Tj+1 est un supplémentaire

: F » P -
de Ker(Mi_;_l =5 ~iﬂ — —’-il-> dans M4 c’est-a-dire un supplémentaire de

Miga Mf'.;;"
—— A‘ F -
I\er(M LR oM b —M—*——) dans M
M'+1 M:+1

Par conséquent, d’aprés ’hypotheése de récurrence : M* " = D, (Fﬁ@ﬁ-’ EBF@,—G}.?,’-).

n+1 -

Appelons M' le sous-module : > (FT; + T! + FS; + S!) de M° ". On a donc :
=1

p-M =M = p- M°™". Grace au Lemme 11-a’ on a : M{’—l — M', c’est-a-dire

Kerp,;.-1 = Kerpp. Il en résulte que M o7l = M’ et que la somme est directe dans la

définition de M’, ce qui achéve de prouver a’, (et de méme a). Le point b- n’est que la

répétition du Lemme 11-b.

, . . -1 ,
Démontrons c— : D’aprés Uexpression de M7 ~ trouvée en a’- on a :

n+1
ImV =Y (p-Ti+ VT +p-S:i+ VS5

i=1
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et cette somme est directe d’apreés ’expression de M. D’ou le c-.

w | il =iy w \ P i
Remarque : Par définition, on a: T; ~ (;TTV") T' (.._) , S~

w & W h,’—dil-—d:-*_l W hi—d; d’zl-l-l
(W) ~ Si. 1l est aisé de voir que : FT; ~ (W) , VT ~ (—-—) ,

6;
et F'S; ~ (;},}}Vfw) ~ VS! (isomorphismes de W-modules).

8) Construction de modules de Dieudonné finis sur k

Les résultats de ce paragraphe ne seront pas utilisés dans la suite. Il apporte une
réponse positive aux questions b) et c) posées en fin du paragraphe 1) (la question a)
ayant été étudiée au paragraphe 7)).

a— Soient, pour i € {1,2,...,n}, des entiers positifs ou nuls : h;, d;, d tels que les
conditions “évidentes” suivantes soient satisfaites : Vi € {1,2,...,n—1},ona: h; > hiy1,
di > diy, di > di, di et d) < hy <d+ dY, ainsi que les conditions :

() hi—di—dl'y >0 et hi—dl —diy, >

On va montrer qu’il existe une suite My O M2 D --- D M, de modules de Dieudonné
annulés par p, vérifiant la condition

(%) Vi<n—1:KerFit1 CImV;, et KerViy1 CImEF;

et telle que, Vi, h; = dim M;, d} = dim Ker V;, d! = dim Ker F;. (On note F; (resp. V;) la
restriction de I'opérateur F = Fy (resp.V = V;) & M; (resp. M7 ™).
a) Pour i € {1,...,n} soient T;(resp. ©;) des k-espaces véctoriels de dimension
h —d} —diy, (resp. hi — d} — dl' ;) (c’est un entier > 0, par (**)). (On pose d;,; =
n+1 - 0)

Pour i > 2, soient S; et &; des espaces de dimension &; = di + di/ — h;

Pour i = 1, soit S un espace de dimension & = d} + d — h;.

Soit M; la somme directe de tous ces espaces. On vérifie que dim M; = h;. Pour tout
1 > 2, on pose alors :

M;=T;©0;0%; & @ (T; ©©; @E;ﬂ ®§;I+1);
j=i+1
on vérifie que M; est un sous-espace de dimension h; de M, et que :
Mi=Mi1, 6T 90, 0%; &5i41;

par convention : M, =T, ® 0, ® =
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B) On dispose donc aussi de la suite : Mf’_l DD M,‘,’"l, avec dim.fbfi"“1 = h;.

— — - .. =t
E?;r définition : M, =T, 90, P Z:i’. Dans M7 1, choisissons d(is1 sous Iesp'icles 2,}', 0,,
3., de dimensions respectives hy, —dl, hn—di, 6p et telsque M =T, 00, GB%?ZL; (ils
existent car h, = hn—-dﬁm—i‘hn—-d” +6n) ’De méme, pour tout i € {2,...,n—1}, chcnszssons

-1 ot 1
dans M7  des sous-espaces T';, @ E , Sig1 de d1mensmns respectzves hi —d; —df, 4,

hi—df —d. 1, 6i et 841, et tels que: Mf’ = T EBT EB@ EBE EBS,_H ; cela est possible
car hi — hiyy = dim M?" " —dim i‘f;;: hz di—dl+hi—d ~d’+1 +6;i + 6it1. Enfin,
pour i=1:Mi=T196,95: & 3'_'2' @® M,. Choisissons dans M{ " des sous-espaces :

=t =1

Tl, @1, Sa S de dlmensmns respectlves hy —dy —dy, hy — df — dy, 62, 61 et tels que

M{ =Mg ‘oT, @ 52 &3, 1 ces sous-espaces existent en raison des dimensions.
Définissons F : M1 — Ml ~ . F réalise un isomorphisme quelconque pour tout z,

de T; sur @,, de S sur E et est nul sur ©;, Em et ;. De méme : V : ]M{’_x — M,

réalise un isomorphisme quelconque, pour tout z, de _T-; sur ©;, de ?2—” sur E;H et est nul
sur @z, Z’:, _S_;

11 est alors aisé de voir que FoV =V o F =0, que F(M;) C M7 ', V(M{ ™) C M;,
que les dimensions des noyaux de F et V restreints & M; et MY - sont d et di, et que
les conditions (*) sont vérifiées : en effet : ImV; = Ker Fj 4,4 ®0;, ImF; = Ker Viyy @@2
(ol F;, V; sont les restrictions de F et V & M; et Mi"-l).

En fin de compte, on a répondu positivement & la question ¢~ fin du paragraphe 1).

b- Soit My D My D --- D M, une suite décroissante de modules de Dieudonné
annulés par p et de dimensions finies sur k, et vérifiant les conditions (*).
Prouvons que cette suite provient d’un module de Dieudonné M, de longueur finie,
c’est-a-dire, tel que pour i = 1,2,...,n : p'~! . Kerpy, = M;. On suppose que M, est
non nul, de sorte que p® - M =0 et p"~1- M # 0.

a) Par la théorie des modules de longueur finie sur un anneau principal, il existe
un W-module M, de longueur ﬁme, umque a zsomorphxsme pres tel que la suite d’espaces
vectoriels : Kerpy O p - Kerpi, O - :) pi! . Kerpys DD p" ! Kerph by S "identifie
a la suite (M;); alors la suite des p*~ KerpMU,t s’identifie & la suite (M7~ Y.

On se propose de munir M d’une structure de module de Dieudonné. Comme en 4)

et 5) choisissons des sous-espaces T; de M; et -T—! de M; o7t , des sous—espaces TS’-;' de M;_4
b 1243

et S; de M?7 (pour i > 2), des sous-espaces 51 de M1 et Sy de My, vérifiant les

propriétés requises en 4) et 5).
Posons alors : §; = VS;”, 37 = FS, ; alors ces sous espaces vérifient les conclusions

de la partie non respée des Lemmes 8 & 11 (la condition (*) garantit Pexistence des

sous-espaces S et ?II’)

B) T; et VT; (resp. T; et FT;) étant contenus dans M; = p*~! - Kerph, (resp.
-1 . .
dans M7 =p 1. Kerp' ,-1), il existe Ti et ©; (resp. T et ©;) dans M (resp. dans
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_1) tels s que : p T, =T;, p~!.0; = V—T:, pt T = Ff;, p‘— @ = FT;, et qui
sont des 77 modules libres de rangs : h; —d!—di et hi—d—d}, (resp hi—di—di
et h; —d} —diy,) (On pose dip g = d;, 1y = 0).

De méme, pour ¢ > 2, comme S, C M;— (resp. —5"' C M,"_ll) il existe 2, C M (resp.
¥ C M”—l) tels que p*~2 - %; = §:’ (resp. pi~2 - = 5 ) libres sur —=
Posons aussi : &1 =X} = 0.

Enfin, pour ¢ > 2 comme Si = V?m C M; (resp. 5; = FS; c M{ "), il existe $; C M
(resp. S! c M ) libres sur -7 W, de rang 6; tels que p'1 - S; = S; et p1 . St = _5;;
Posons aussi : $; = Sy, S} = Sl.

On a alors : M = Gn}(T, DO, DS D) et M7

izl

w de rang 6;.

1

— PO eT &S ex): On
i=1

L3
vérifie d’abord que la longeur de M = ) h; est égale & la somme des longueurs des
=1
modules figurant dans le membre de droite. On montre ensuite que la somme est directe
en montrant que Kerpys (resp. Kerp,,,-1) est la somme directe des noyaux de p dans
les modules en question, ce qui n’est autre que les assertions a et a’ du Lemme 11. En

effet, Kerpp, = p'~1 - T}, Kerpg, = p*~%- %, ete...

v) Définissons F et V :

On dispose d’isomorphismes F : p'™! . T; = T; = FT; = p'~! - O et aussi
V:p . T = T: =, VT, = pi=! . ©;; comme T;, ©;, T!, ©! sont libres sur p,‘fVW,
on les reléve sans peine en des isomorphismes F': T; — Ol et V : T} — ©;. On pose
ensuite : F:Q; — Tl =p-V31etV:0, — T;=p - F1.

Pour tout W-module A, notons p lisomorphisme canonique : A/kerpy, — p - A

induit par la multiplication par p dans A. Pour i > 2, on dispose d’isomorphismes
Fp?%; = S, S =pl.SletV:p? .5 = Sm =8 =pi~ 0553 qu’on note
fi et T; et qu'on reléve en des isomorphismes f; : &; — p- Sl et v; : T} — p- S;. On

fx
définit alors F : &; < S! comme le composé : &; — pS! & Sl et Vi Bt s S; comme

le composé : T} —"—'-»p S S,

-1

.
? i
7 . can . =
On définit F:S; —» ¥} comme le composé: S; —» ;,_—ng = pS; =5 L
£
f-l
r £
7 can ! ot ~
et V:S8—» Z; comme le composé: S!—» —,—-—f-g,— = pS 5 T,

Enfin F' est nul sur S; et V est nul sur Sj.
On vérifie aisément que V o F = p X tdy, F oV = p x id, -1 et que la suite des
p'~1 . Kerp} a est isomorphe a la suite des M;, comme suites de modules de Dieudonné.
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II — Systémes de HonDA des p-groupes finis constants sur R.
Rappelons qu’il s’agit des groupes de la forme : G . X . .Spgc“R-, ou G est un p-groupe

fini sur k (comme «a < e, R est une k-algebre). D’apri:: Cla premiere partie, II, 3, ¢, leur
systéeme de HONDA est isomorphe & (R % M, MZ® v, f), dont on va rappeler la définition
et étudier les propriétés.
1) Généralités
a— Pour tout W-module M, on pose: RQM = R Q M, et M® =W, Q M,
olt W est vu comme W algébre via 0™! (¢ = automorphisme de Frobenius de W).

Soit (M, V, F) un module de Dieudonné quelconque (non nécessairemnt fini). On lui
associe le diagramme AM ci-dessous :

R M ™'
R M’ RQM
zm p/7®

ReM

On appelle M® sa limite inductive; c’est-3-dire le conoyau de 'application :
ROM” @R®M — ROM° @R®M
(2,9) — (r°2 - (1 ® F)(y), ({d 8 V)(=) ~ ).

Se donner une application R-linéaire 1de MP® dans un R-module E, équivaut donc &
se donner : (¢,f) ot : e : RM° — E,f: RQM — E sont telles que :
€0(td@F)=poLidpgm et €0 T oMol = Bo(id®V).
On dispose alors d’applications R-linéaires :
fuM:R®M — M® =Tlapplication canonique de R ® M dans la limite inductive
0m: R® M? MR = l'application canonique de R ® M? ' dans la limite inductive
. . -1
:MR R M 7 . . €:2d®V:R®Ma"“}R®M

VM — R® définie par le couple (¢, 3) {ﬂ:ﬁa:R®M—+R®M
e=L :RQM° ' - RQ M

vu: MESR® M définie par le couple (¢, ) : {ﬁ O F:Re Mo RE M
=1 : —
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Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité on notera ces applications : f, 6, v, . Elles vérifient les
relations :

vo f="Tgem fov=rynr,
700:'—,‘%3®Ma~1a 007:}2&'1\4127
vof=1dQ®YV, vyof=1dQ® F.

ce que 'on représente par le diagramme ci-dessous :

R M’

0
f VR v
R@M —— M —— RQM

Y

N

R M’

Dans la situation envisagée, si M = DG w) est le module de Dieudonné de G on a vu

que le systeme fini de HONDA associé a G Sp); . Spec R est le systéme (R® M, ME v, f).
b— Le cas particulier R = R/,.r (a = ¢)

Ce cas contient le cas R=W, R=kF, (a =e = 1).

Comme % est alors un élément inversible de R, il ressort des relations ci-dessus que 8
est un isomorphisme : RQM "—_1 s MR, grace auquel on identifie alors (RQM, M %, v, f)
a (R M,RQ® M”—l,id@) V,id ® F). Si on suppose R = W, R = k, on retrouve
(M, MV, F) c’est-a-dire le module de Dieudonné (M, V, F).

Remarque : Hormis ce cas, R® M et M® ne sont pas isomorphes comme R-modules
en général (voir I’étude du cas G = a;,).

c— Rappelons qu’on a démontré dans la premiére partie, I1, 2, ¢ les faits suivants :
Hormis le cas vu en b— ci-dessus (@ = e), si on pose f = inf(a,e — &) : On dispose d’'un
isomorphisme canonique :

R R (M M R
R QM= ( 2 VM"‘I) © PR

ce dont on a déduit ;
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i) Si(M,V,F)est tel que M est libre de rang fini sur W, alorsv : M® — RQM
est un isomorphisme de M® sur le sous-module R® VM f”-l +7*-R@M de RQM. En
particulier :

rgeMP® = rgwM.

Ceci est la situation lorsque (M,V, F) est le cristal de Diendonné d’un groupe p-
divisible sur k.

i) Sion a une suite exacte de modules de Dieudonné :
0— (AJI)‘V'HFI) — (MO,VENFO) — (MQKF) - 01

ol My et M sont libres de méme rang sur W, (il existe une telle présentation pour
tout module de Dieudonné fini (M, V, F)) alors on a une suite exacte :

0— ME— ME — MR —0

(Pexactitude & droite est naturelle; I'exactitude & gauche vient de ce que M et ME sont
libres de méme rang).

Remarque : Dans le cas hormis (@ = e) ces propriétés i) et ii) sont évidemment vérifiées,
d’aprés I’identification faite en b- de ME et R® M

d- On a les isomorphismes évidents :
Cokerv =R@®M/ROVM° 4+ R@M~-E oM . -Ro L1,

Cokery =R®M*"/ROFM+EROM ™ = Epe g =Kz el

Par définition de la limite inductive, on a aussi :
-1

Cokerf ~R®M? ' /r*R®@ M +R®FM:'R'§> M,

. ~ et R M

Coker§ ~RQM/EZROM+ROVM "“‘n’“"-R%VMc“'

e- Pour toute suite exacte de modules de Dieudonné 0 — M; — M; —

M — 0 avec My et M libres de méme rang fini sur W, on dispose des deux diagrammes

commutatifs a lignes exactes :

0 —— M ——— M — M ——— 0

B

6 — M —F My — M —F 0
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0 — M — M —s MR — 0

Jo

0 —— R®M; — R®My —— ROIM —— 0

d’ou des suites exactes du serpent : 0 — KerV — CokerV; — CokerVy —
CokerV — 0 et 0 — Kerv — Cokerv; — Cokervg — Cokerv — 0. Comme
ce sont des k-vectoriels on en déduit un diagramme commutatif & lignes exactes :

0 — ﬁ(%)KerV — ﬁ% CokerVj — -I-?i(%)CokerVB — ‘R%CokerV — 0
1 13 1@ L

0 —  Kervv — Cokervy ~——» Cokervg —— Cokerv — 0

dans lequel les 3 fleches verticales (1), (2), (3) sont les identifications vues en d— et donc
des isomorphismes. Donc, (4) est un isomorphisme, autrement dit :

R (% KerV —'g—-r Kerv.

Cette ﬂé_clhe d’ailleurs 'application évidente provenant de l'inclusion : R ® KerV «—
RQ@M? . On ademéme:

R .y~
——oR % Ker F —f—> Kery.

N.B. Tout module de Dieudonné fini (M,V,F) admettant une présentation par des
libres, ces résultats sont vrais pour tout module fini.

=
f- Considérons le composé : R M —— RQ M LN ME: i1 est égal au

2 1d®F -1 ') R ’ ., R 2
composé : RQM —— R® M° — M" par définition de M™; par conséquent, sa

restriction & R ® Ker F est nulle, ou encore :
p/ne - R® Ker F — Ker f.

Si M est un module de Dieudonné fini, la démonstration du e- ci-dessus prouve que
Kerv et Cokerv ont méme longueur sur R; par conséquent :

lgRMR =lgrRRQ M = e % lgw'M.
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-1
MO‘
FAa @

Par conséquent : Ker f et Coker f ont méme longueur : or Coker f ~ R (%

méme longueur que R % Ker FF =5 “:;’R % Ker F C Ker f. Donc pour un module de

Dieudonné fini :

L QKer F=7"*.R®Ker F — Ker f
p-R &
et de méme : o p
T ' 9 KerV =7%-R®KerV =5 Kerd.
p-R &

g- Exactitude du foncteur M —— MFE
Si0 — M; — M — My — 0 est une suite exacte de modules de Dieudonné de
longueurs finies, I’exactitude & droite du produt tensoriel et des limites inductives (non
filtrantes) implique I'exactitude de la suite : Mf — ME — M — 0. Le résultat
établi en f- sur les longueurs entraine alors U'exactitude de la suite :

0 — MF — ME — MF —0.

bt P .
h~ Un exemple : le groupe a, i, noyau de (G, x -——f——;f—w Gok)
Il correspond & M =k, F =0, V = 0. Le diagramme A :
Ro M
v 0
R M’ RQM
0 p/7®
RoM

* . . » R -1 R R R
admet pour limite inductive M% ~ —Z- (% kW @y % N R

particulier : ME et R ® M ne sont pas isomorphes.

bl }3% ~ RQ M —s MF® g'identifie & I'application canonique sur le facteur ,,e_li, Vi
g ;’% ~ R® M — MZ® gidentifie & I'application canonique sur le facteur wT'RR
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. R R -1 R tme
v MR.—.WR @ —==5 "ROM’ =~ =, vaut 0 sur le 1 facteur, et #® sur le 2

y: MR —SROMc~ -}-}%, vaut % surle 1% facteur, et 0 sur le geme

2) Le cas des modules annulés par p
Sip'MmO,R%sz.—%{ {%M, qu’on note %@M.

On pose : dim M = dimz(M).

Soit (M, V, F) un module de Dieudonné fini, annulé par p; alors: FoV =V o F =0.
On pose : h = dimM; d' = dimKer M° ™ Y, M, d" = dimKer M ELoMet et
§=d +d" —h=dim 5L = dim $.

Comme en I-2), choisissons T, T, S, S’ tels que :

M=KerFa@T, M°  =KeaVaoT,

Ker F=ImV @S, KerV=ImF@J5;
ImV = VT, ImF = FT.

Alors,on a: dimT = dim FT = h—d"; dimT' = dim VT = h—d ; dim S = dim S’ = 4.

a— Calcul de Im f et Im8.
Ona:ROM=(RRT)®(R®S)®(R®ImV). On a vu en 1)-f- que Ker f =
T T*RQKer F = (7% - R S)® (7% - R®Im V). Il en résulte que

Imf=fROT)® F(R®S)® F(R®ImV)

d’ou : . R\ hed R 5 R h—d'
Im f — (1_9-_1?) ® (m) ® (M)
et de méme :

Imf=0RRT)®IR®S)®ORSImF)

mos (7)o () e ()

De plus, par définition de ME :

d’ot

fIRIImV)=7%-ImO=7%-6(RQT");

et

RYIImF)=7x"%-Imf=7"% f(RRT).

b- Calcul de M % quandp- M =0
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Par définition de la limite inductive, Im f + Im#8 = M. D’ou une suite exacte :

0 —ImfNImé — Imf @ Imb -+ ME — 0.

Ona:
lg Im f ::ZgR@M—Ig Ker f = eh — ad”

lg Imé8 zlgR@M" —1lg Ker =eh— (e — a)d
lg ME  =eh.
Diou : lg(Im fNIm@) = eh — (e — a)d — ad".

D’autre part, d’aprésle a— Im fNIm 6 D #* % -Im f @ 7 - Im @ dont la longeur vaut :
alh—d")+(e—a)h—d) =1lg(Im fNIm8). Do :

Im f A Imé = 1= - Im f @ 7* [m § = ( fR)h"d" ® (We_f'_R)h ‘.

On en déduit également que ME =Imf +Imb = (F(RRT)® fF(RRS)) + (B(R®
TY®O(R®S")). Mais d’apres le calcul de Im f N Im §, cette somme est directe. On a
donc :

LEMME 12. — Sous les hypothéses précédentes, on a :
Ry f(ROT)® F(R®S)DO(RRT)DO(R® S').

En particulier :

M" = (%)h_s ® (WER ® 7(‘3“1;2- R)a'

Remarque : En particulier, si a # e, M® est libre sur ;% si et seulement si § = 0,

c’est-a-dire : ImV = Ker F (ou ImF = KerV), c’est-a-dire encore : M = Coker(p :
My — My), ot My est un module de Dieudonné libre de rang fini sur W.

Onaaussi : Kerv=6RQKerV) =60RQQImF)®6RQS")
=7 ImfBHORRS")
et de méme : Kery= f(R®KerF) =#*-Im0a f(R®S).

3) Calcul de M® quand p* - M =0
Rappelons que M® = Im f + Im#@; d’aprés la Proposition 1 (I-7)), on a donc en
choisissant des modules T3, T}, S;, S; comme indiqué en (I-5) :

Imf=> (f(ROT)+ F(ROVT}) + f(R®S:)+ F(ROVS))) et

=1

Imf = Zn:(O(R ® FT)) +8(R®T!) + 6(R® FS;) + 6(R® S))

=1



66

Par définition de M®, ona: Zof =00(1d®@F)et n%08 = fo(id®V), dou:
ME=3 (f(ROT)+0RQT})+ f(R®S:)+8(R®S))).
=1

PROPOSITION 2. —

3

b1

-

a— ME= @(f(R(X)Ti)EB@(R@T{)EBf(R®5i)€9 9(R®5£));

3

-
[

b— Imf= @(f(R@Ti)EBW"-0(R®Ti’)®f(R®5i)®ﬂ'a'9(R®5§));

c— Kerv = gn}l (ﬂ'ie_a -f(ReT;)® {0} & {0} ®p~l-R® 5{))

Démonstration : b- Rappelons (1), f-) que Kerf = #n¢~% . R ® Ker F. D’apres la

Proposition 1 (I,7),b—) onadonc: Ker f =P ({O}GBwie_"-R@VT{EBWie—"-R®S,-EB{O}).
=1
Donc, dans 'expression ci-dessus de Im f, la somme est directe, d’ou le b-.

On a de méme : Ker§ = 7*-R®Ker V; d’oti : Ker § = (Wie—a'R®FTi€B{O}EB{O}@
i=1

ﬁe—a-ms;) et done Im 8 =@ (we-a- F(ROT:) B RST!)@me=2- f(R®Si)€B€(R®S§)).
i=1

Cette démonstration entraine aussi, avec les notations de (I, 1)) :

p'R

F(R®S) ~ (TR—R)é d(R® S!) =~ (—B——f

p{i—1)eta R

bl

(RO L)~ (w_%)hi—dy—dl"“, B(ROT) ~ (_.R_)""“d""di"

a— Il faut montrer que la somme est directe et pour cela, il suffit de regarder

dans Kerppsr, c’est-a-dire de se ramener au cas ou p - M = 0. Posons M; = Kerpy.
Alors :

Kerppr ~ ME
d’apres l’exactitude de M — ME (1), g-).

D’apres les Lemme 10-11 (I-6), 7)) et leurs conséquences, on a :

n
My =KerF1®oT1 @ Ga(pi"1 Ti@p~2-VS), KerF =ImVi @ Si;
i=2
M{" =KeVioTi o Do - Tl @p' - FS),

KerVh =ImFy & S5;
=2
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Si on pose :
- i—1 -2 ! -
T=TiaPe™" Tep> VS), =S5,

i=2

n
T' =T & P T/ ep FS), S =8,
=2
d’aprés le Lemme 12, on a: M = f(RT)® f(R® S)®RT) ®HR® S).
Comme Ker f =7°*"%- R@Ker F} et Kerf = 7*- R@KerV; (1),f) et TNKer F; =0,
T' N Ker Vi = 0 par hypothese, on a :

f(ROT)=f(ROT)® PG ' f(ROT) ®p'~2- (RO VSL),
1>2
ROT)=0RRT)) &P ™" 0RIT) ®p' 2 -(RQFS)).

i>2

Comme f(RQVS)=7n*-6(R®S})et (RQFS;) =7 f(R®S;)ona:

M =Pr f(ReT)ep ™ -§(RRT))

=1

o f(R®S)@Pr~ = f(RSS))

i>2
DRSSP 7R S,

i>2

et ceci suffit & prouver que dans Pexpression de ME, la somme est directe.

c- OnaKerv =0(R®KerV) (1), e-). D’apreés le Lemme 10, Ker V = Ker V; =
n » .
D - FT, @ = - S1); dioi :
t=1

Kerv =1 p""-6(RQFT)+p""-6(R®S) = 3 p'~! -7~ f(RQT:)+p" "1 -H(R®SY),

i==1 =1

et la somme est directe d’apres le a—.



III — Relévement sur R des p-groupes finis constants sur R

Soit G un tel groupe et M le module de Dieudonné de § x _ Speck. Le systéme de
Spec R

Honba fini de G est donc (R % M, M v, f) (Premiére Partie, II, 3) c-). Il faut donc dire

a quelles conditions il existe une filtration admissible pour ce systéme (Premiere Partie,
I, B, 2), ¢-), c’est-a-dire un sous R-module L de M% tel que :

. ;. L MR ‘MR . . .
i) le composé : 7oL " 7e.ME " Im7 est un isomorphisme;

ii) LN Kerv = {0}.

1) Sous-modules admissibles
Soient a, 3,v,6 des entiers positifs ou nuls, avec « strictement positif. Soit : B =
) )
(%) - ¢=(%) ., E=BoC, E' = Bor*-C, E" = {0} @ Ker n&. Etant donné le

triplet (E, E', E"), par analogie avec les filtrations admissibles sur un systéme de HoNDA
fini, on est amené & dire qu’un sous R-module L de E est admissible pour (E, E', E')

siona:
L E F

i) le composé : —*+ — —Fp — & est un isomorphisme;
ii) E"NL = {0}.

LEMME 13. — Soit (E, E',E") comme ci-dessus.
1) 81 B>+ > a, il existe L admissible pour (E,E', E").

2) 8518 >0, et v > 0, cette condition suffisante est aussi nécessaire.

Démonstration : On peut évidemment supposer é > 0. Etudions L supposé admissible.

a- Siy =0, C = {0}; E = E'; L doit étre nul; réciproquement L = {0}
convient. Les assertions 1) et 2) du Lemme 13 sont donc vraies dans ce cas.

b— Supposons donc v > 0.
)
Ona:vy>1,a>1; % o~ (W,,,—f(f—,)—R) . Donc L peut étre engendré par des éléments
(bj,cj) ou bj € B, cj € C pour j = 1,2,...,6. Comme L vérifie la propriété i), on a :

L + E' = E; par projection sur C parallélement & B, on en déduit que {c;};=1,.. 5 est

un systeme de générateurs, et donc une base du "f -module C.

A l'inverse si {c;}=1,... 5 est une telle base : L+ E' = L+ B+n*C contient B+C = E.

Donc L — % est surjectif, donc W‘f’.L — -% aussi. Alors LN E' = Ker(L — %) =

{ 2 Xi(bj,¢)|ZX; ¢ € T C} = rinf(®) . L. Donc LN E' = n%- L si et seulement
J
sia <#.

¢— On suppose donc : a < v
On a ”CI;L — %, c’est-a-dire, la condition 1). Etudions ii).

LOE" = {3 3i(bc)| Y Asbs=0et I Njej € Kern .
J J J
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Mais on a : Ker g = #7"¢.C. La condition LN E" = {0} est donc equivalente & : {pour

tout ( v;)j=1,..,5 € R®, la condition : Z vj-m7"% . b; = 0 implique : 3 v - 777 . ¢; = 0,
]

c’est-a-dire : Vj,v; € 7% - R-}.
Posons : (a+ f — 7)+ = sup(0,a + 8 —v) et pour tout j : v; = x(®+B=7+_ Alors avec
ce choix des vj ) v; - 7#77%. b; = 0.
J
I faut donc : (& + B — 7)+ = «; comme a > 1, celd équivaut & 8 > 4.
d- Supposons donc o < v < 5.

Dans ces conditions, comme o < 3, v; € #® - R pour tout j équivaut & : I’élément
(vjmod 7P R);=1,. s de B appartient & 7. B. Soit ¢ : B — B : (v;mod x? - R) +—Y"
3

vj-w¥~%.b;. La condition LN E" = {0} équivaut alors & : Kercp C 7 B cette condition
est elle-méme équivalente & : Imy a un quotient isomorphe a fB, et par dualité a :

Im ¢ contient un sous-module isomorphe a f = nfﬁ) Le seul sous-module de B

isomorphe & —5 B est 7°~*B. D’autre part, Im¢ = 77~%- B’ ot B' est le sous-module de
B engendré par les b;. La condition LNE" = {0} équivaut donc & : #7~%-B' D 7f~*. B,
ou encore :

B' > rf-71.B,

(d’apres la relation o € 4 < B et la théorie des diviseurs élémentaires) ce qu'’il est
toujours possible de réaliser.

2) Le c

Ce cas comprend notamment celuou:2<e<p—1 et o =1, cest-d-dire : R=k.
La description du module M ® ( Proposition 2) permet de voir qu’il suffit, pour trouver
un sous-module L de ME tel que (R® M,MZ v, f L) € FH(R), de poser : L =P
=1
(Ni® Li), ot : N; = §(RQT;) et ot L; est un sous-module de f(R® S;)®HRQS)) = E;
admissible pour (E;, E!, E!'), ou E! = f(R®S;)®7*0(R®S!) et E!! = {0}dp*~1-8(R®S.).

i

On a vu au cours de la démonstration de la Proposition 2 que : f(R®S;) = (ﬁ)

8 :
et (R® S)) ~ (F,-_—;%c—;ﬁ) . On est donc dans les conditions d’application du Lemme

13, avec ff; =te—a, vi = (¢ —l)e+ «; on a bien : @ < 7; < ;i (puisque 2« < e) pour
1 =1,2,...,n. On obtient par conséquent :

PROPOSITION 3. — St on a : pil < a < £, alors tout p-groupe fini constant sur
R = R/7* - R se reléve sur R.

COROLLAIRE 2. — Supposons p > 5. Alors, tout p-groupe fini sur k se reléve sur R,
dés que e > 2.
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En effet, pour un tel p, quelque soit I'indice de ramification e > 2, il existe a > 1 tel
. Pour un tel «, posons R = R/7% - R. Si G est un p-groupe fini sur

k, il se releve d’abord en le groupe constant G R Spec R sur R. Par la Proposition 2,
pec

celui-ci se reléve en un p-groupe fini sur R.

Remarque : 1) Ce Corollaire est une réponse a la question posée par OORT et MUMFORD
([10]) a savoir, Pexistence du relévement des p-groupes finis de k¥ & R, pour R anneau
~de valuation discréte complet, d’inégale caractéristique de corps résiduel k. En bref,
si on suppose k parfait, de caractéristique p > 5, et R ramifié, un tel relévement
existe toujours. Dans loc. cit. OORT et MUMFORD, prouvent par une méthode tout a fait
différente, que si R d’inégales caractéristiques est donné, il existe R — R’ fini (avec R’ de
valuation discrete et de méme corps résiduel) et un relévement du groupe sur R'. D’apres
les auteurs de l'article cité, leur méthode ne permet pas de majorer la ramification de R’
sur R.

2) Supposons p = 3, e = 2 et @ = 2 (donc 2a > ). Le module M% associé au
groupe o, 3 est alors isomorphe a W_C-%TE ) ;—ﬁ%; d’apreés le Lemme 13 il n’existe alors
pas de filtration admissible dans M ; par conséquent a,f ne se reléeve pas sur R. Il
est cependant bien connu que a, i se releve de k & R. (Voir la théorie des schémas en
F-vectoriels de RAYNAUD).

L’hypothese : p > 5, faite dans le Corollaire 2 nous semble donc liée & la méthode
employée (voir aussi I’Appendice I).

3) Le cas § < a < e. Etude de la platitude de Kerp dans un groupe fini sur R.
a_

LEMME 14. — Soit 1 < a < e, (M,V,F) un module de Dieudonné fini sur k. On
suppose qu’il existe L tel que (R® M, MR v, f,L) € FH(R)

Posons : My = Kerppy, Ly = Kerpy = ﬂ([l NnL; M= p-M, L =p-L. Alors
(R® My, ME vy, f1,Ly) et (R®M\, ]\/ZR, ,f,L) sont ob]ets de FH(R).

Démonstration : 1) Montrons les propriétés relatives & M, & savoir : i) MF =
Ly +Im fi, 11) N Imf1 =L, 111) LiNKervy = {O}

La propriété iii) est évidente car Kerv; = Kerv et LNKerv = {0}. Démontrons ii). Soit

= f(m,) avec £y € Ly, m; € R M;. Alors, il existe A € L tel que £; = %X = f(my).
Donc fov(A) = f(my); par conséquent : v(A) = m; +2z; out f(z1) = 0. Donc v(p-A) = 0;
doncp-A=0:A€Lyetf €n®- L.

- . 0y e A"'
Démontrons i). D’aprés ii) on a w—f};—l = oy 1l suffit de voir que ces deux modules

ont méme longueur.
Or: Eg}rTL’E'{ = EgKerwj‘jl = lgKern§ = @gﬂ% = Zglmf = {lgKerf = LgKer fy =

Eg%% (car Kerw§ <« Ly et Ker f; = Ker f).
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2) Montrons les propriétés relatives & M. Par exactitude de M — M E ona:
(ﬁ)R = (p- M) = p.- MR 1l est clair que p- M® = pL + p-Im f. En utilisant
I'isomorphisme induit par la multiplication par p : 'MM" s pM, il faut donc prouver :
KeroNL = {0}, c’est-a-dire : (L+ME )ﬂKervop ME et INIm f = n®.I, Cest-a-dire :
(L+MR)N(Im f + MR) = > . L + ME.

Or:sif € Letm € MF sont tels que v(p(ﬂ + my)) = 0, c’est-a-dire v(pf) = 0,
ona:pl =0,donc ¥ € L; et £ +my € ME, d’ou la premiére assertion. D’ autre
part (L + MR) N(Imf+ M) = ME+L0(Imf+ MEF); il faut donc prouver que
LN(Imf+ME)ycr*. L+ ME; s E = f(m) + z; avec p- z; = 0, d’aprés la partle
1) de la démonstration, il existe m; € ME, £; € L, tels que 2z = £, + f(my); d’ot
L—4y=f(m+mi);donc—4; =n%-davec A\ € L;doncl =£; +n%\ € MIR+7r"‘vL.

PROPOSITION 4. — Supposons § < a < e (par ezemple a = e d’ou R = R/p-R).
Soit (M,V,F) un module de Dieudonné fini sur k, annulé par p®, auquel on attache
les nombres 61,62,...,6,, comme en (I, 1)); (6; = dlml;:;—ré}) Alors , pour qu’il
eziste L tel que (R ® M,MF® v, f,L) soit un objet de FH(R) il faut et il suffit que
bp=b2=---=6,=0.

n
Démonstration : 1) La condition est suffisante, on peut prendre alors L =@ (RQT})
i=1
avec les notations de la Proposition 2.
2) Pour montrer que la condition est nécessaire, on procéde par récurrence sur

n. En effet, en _reprenant les notations du Lemme 14, (R ® My, M{, vi, f1,L1) et
(R@M MR 3 ,f,L) sont objets de FH(R); comme M= p-M,onap? Kerp,\ =

p*- Ker p"H les nombres associés & M sont donc 62,83,...,0,. On est ramené a prouver
que & = 0 c’est-a-dire, a étudier le cas ol p- M = 0.

D’apres la Remarque située aprés le (I-A,3)) de la Premiére partie, si (N, N’ v, f, L)
est un objet de FH(R), on a :

Imv DKerf, et Kernly =Kernf @ Kerv.

D’apresle (1)-f)on a: Ker f = 7¢~*.R®Ker F'; d’autre part, Imv = RQIm V+7* RQM.

En utilisant la Proposition 1 dansle casn =1, on a :

RM=RQTORQVI'"®dRQ@Scar VS'=0; RRKer F={0}®RQVT'®S,
donc Ker f={0} ® 7" *RQVIT' ® 7" *R® S; R@ImV={0}®RVT'®{0},
donc Imv=nm2RQTQRQVIT' ®7r*RRQS.

s
Par conséquent Imv D Ker f <= 7*-RQS D n¢~*-R®S. Comme R® S ~ (F—%) ,
si 2a > e, c’est-a-dire a > e — a, ceci n’est possible que si § = 0.
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Remarques :

1) La fin de la démonstration précédente prouve que si 2a < e, la condition
Imv D Ker f,

nécessaire pour l'existence de L, est toujours satisfaite par un systéme de HONDA fini du
type (R® M, MRE, v, f). Méme dans ce cas, cette condition n’est pas équivalente 3 la
condition

Im f D Kerwv.
(Considérer le groupe o, %)
2) Sia=e=1, cest-a-dire R=W, R =k, la Proposition 4 signifie :
a— Sip-M = {0} : G sur k, annulé par p, se releve sur W si et seulement si
ImV = Ker F' : c’est la condition bien connue.
b— Sip"”- M =0 : un groupe fini G sur k, annulé par p”, se releve sur W si et
seulement si, Vi = 1,2,...,n, Kerp’g/Kerp;-.x se releve sur W.

3) On retrouve le fait, connu depuis ([9] OorT-TATE), que le groupe a,  se reléve
sur B si < £ et ne se releve pas si £ < a<e,

b~ D’aprés la Remarque située apres le (I-A-3)) de la Premlere Partie, si

(R® M, MP®,v, f,L) € FH(R), alors :

Kerni;r = Kernf @ Kerv.

LEMME 15. — Soit 1 < a < e, (M,V,F) un module de Dieudonné fini sur k. On
suppose qu’il existe L tel que (R® M, AfIR v f,L) € FH(R)

On pose M = M , L= L:;};MA}/{ C. MR = MZE, f les applications induites par v et
f. Alors :

Démonstration : a- Il faut prouver :
i) L+Imf=ME,
i) INImf=x%-1;
i) LNKerd = {0}.
)= ME=L+Imf+p MR or ME =L +1Imf; 1) est donc vérifié.
i) < (L+p-MEYN(Im f+p-MB) = p- MR 4 7%L, est- é—direp MR+LﬂImf =
p-ME4z®Lior LNIm f == L; ii) est donc vérifié; on a donc —*= Z = Cokerf
Pour établir iii), remarquons d’abord que : Ker7r~ =(m*"* M R+Ker7rMR}/p ME,
Kerv = (7¢~*.Im f+Kerv)/p- MR,KerTrAL« = (LN(7 pema ME+Ker w8z )+p- M%) /p- MR
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Remarquons aussi que Ker w% S (Ker n¢47w¢~*-L4+p-M®)/p-ME. On a donc; Ker L
Ker w%+Ker'5 D (Kerf +7¢~ Lpp- MB 4 7e~%.Im f+Kerv)/p-M® = (Ker n$/n +m¢=*-
M%) /p- ME = Ker W%R (d’apres la Remarque citée avant I’énoncé du Lemme 15). D’ou
Ker ’R‘%{R = Kervr%-{—Keri? = A+Ker,ou A = (Ker 7§ +n°~%- L+p-ME)/p- ME. D'autre

=4Lg rfff;;ﬁ = LgKern$r = £gKern§ + £gKerv (d’apres

ﬂn

a.ﬂR A -

la Remarque sus-citée) = £g wa + £g Cokerv = Eng + Eg—IIl’I-—f-v = fg Ker W%‘ + 29 Kerv.
7‘-&. m v

Par conséquent : Ker W% R = Ker w% @ Kerv = A @ Kerv, ce dont il résulte :

1) LN Ker® = {0}, c’est-a-dire, iii)
2) Ker nE = A, clest-d-dire : LN (Kern$p + 7% - ME) + p- ME = Kern¢ +
7~ . L[ +p- MR, ce qui équivaut 3 :

. & e
part : EgKer'/rMR = é’g"

(0) LN(Kernfr + 7% - Im f) CKernf + 7% - L+pIm f

(car 7% - MB = z¢=« . Im f + n¢~* . L).

On peut alors démontrer le b- : LNp - ME =p. L; comme ME = L +Im f, il suffit
de démontrer LNp-Imf Cp-L; comme LNp-Imf C LNIm f = x“L, il suffit de
démontrer :

#*-LNp-ImfCp-L.

Soit Ay € Let m € RO M tels que: £ = 7% - Ay = p- f(m) = 7® - £ f(m); donc
A = 7re”'°‘f<—;;&;m) + z; avec 7% - z; = 0 On utilise la relation (¢) prouvée a la fin de

la démonstration de l’assertion a; il existe £3,4{ € L, x; € R® M, tels que 7% - £} =
et Ay =77 0 + 0 +pf(zy); dot: £ =7l + 7% pf(zy).

On montre alors par récurrence : pour tout entier m > 1, il existe pour 1 <k <m
O et A\p € L, 0} € Kern, 2 € R® M tels que :

Ak — 7% — 0 = pfay) et £ = (L) + 7Ly + - + 7 EVLY 4 2F L p L f24).

Construisons les termes correspondants pour k£ = m+1 : comme A, — 7~ %4, —£!! € LN
Im f = 7%. L, il existe Ajy41 dans L tel que 7%\p41 = p- f(2m). Par la relation (¢) on en
déduit Pexistence de £;,, 1, 11 et Tmyr tels que Apgq = 77 %, +H40 4 +2f(Zmt1).

D’ou )
0 =a() 4 g alm—Dea . gy L gmafig
= ;rr"(é’l oot g(m—1o ,{{fm) + 7r(7n+1)0)\m+1

=7l A T ) + 7D f(8041), c.0.f .
On en conclut que pour tout entier m,{ €p- L+ 7™ .p-Im f. Doncf € p- L.

c— Cas de platitude de Kerp dans un p-groupe fini sur R
Soit G un p-groupe fini constant sur R. Alors les faisceaux fppf : Ker(pg), Im(pg),
Coker(pg) sont finis et plats, puisque c’est vrai sur k. (pg = multiplication par p dans

9).
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Soit G un p-groupe fini sur R; on suppose que § = G x Spec R est constant. Si

Spec R

on appelle (M,V, F) le module de Dieudonné de ¢ x Speck, et L le sous-module

Spec R
de M® correspondant au relévement G de G sur R, en appliquant les Lemme 14 et 15,
avec les notations de ces lemmes, on a des objets de FH(R) : (R® My, ME v, f1, L),
(p-RM,p-M~E v, f, pL), (R@M ME3f ,L), auxquels il correspond donc des groupes
finis et plats sur R Q‘ Q" G" et ées morphismes : G —s Q G — Q” G" —s Q
Q — g' tels que

Le compose Q N 1 g est la multiplication par p;

Le composé : G" —s G — G" _est nul, ainsi que le composé ¢ G" — G — G';
g“' — G releve Kerpg <« G; G — G releve G — Impg; G" —s G releve Impg — G;
G — G" releve G —» Coker pg, ot Kerpg, Imp 5 (> Coimpr), Coker pr sont le noyau,
I'image et le conoyau faisceautiques de pg pour la topo? ogie f.p.p.f. Alors comme

G" — G et G" — G donnent des monomorphismes en réduction sur R, ce sont des
monomorphismes.

Comme G —» G" et G — G' donnent des morphismes finis et plats en réduction, ils
sont eux-mémes finis et plats, (critére de platitude par fibre); en particulier ce sont des
eplmorplnsmes de faisceaux f.p. pf f.

Comme G 2+ G est le composé G —» G" < G, il en résulte que le faisceau Imp~ 5 est

représentable par G ; comme G —» G" est plat, Ker pg est fini et plat; comme G¢"=p-G
est fini et plat, Coker p~ 5 est représentable par un groupe fini et plat. On dispose alors

de morphismes évidents : Q”’ — Ker Py et Cokerpy — G’ qui, sur R induisent des
isomorphismes et qui sont donc eux—memes des isomorphismes. On a donc démontré :

R = R/7%R est un groupe constani Alors, Ker pg Impg, Coker pg sont représentables
par des p-groupes finis et g}iaz‘s _

En particulier, si e < p — 1, pour tout p-groupe fini et plat G sur R, les conclusions
précédentes sont vrates.

Le cas particulier ot e < p — 1 vient de ce qu'en prenant a = 1, et donc R = k, alors
tout groupe sur k est constant.

Remargues : 1) Sous les hypothéses du Corollaire 3, il résulte des conclusions du
Corollaire que pour tout entier 7 > 0, Ker pég est représentable par un groupe fini et plat.

2) Lorsque e < p — 1, le résultat ci-dessus peut aussi étre considéré comme un cas
particulier d’un résultat de Raynaup ([7], 3.3.5 1)).

31 iemble a Pauteur que les conclusions du Coroellaire 3 sont encore vraies pour un
groupe G sur R dont on suppose seulement que si G est sa réduction sur R, alors Ker pg
est fini et plat, sans supposer § constant. Il suffit de reprendre les Lemmes 14 et 15
sans changer essentiellement 'argumentation. Si (M, M', v, f) est le systéme de HonDA



de G, on a en effet (exactitude du foncteur : G — (M, M',v, f)) :

Cokerpg a pour systéme de HonDA :  (Kerpuy, Kerpar, v, f),
Impg a pour systéme de HoNpA: (pM,p- M',v, f),

Kerpg a pour systéme de HONDA : }%\I,I—, PLMI,, v, f).

75



76

Appendice I : Le cas des puissances divisées non nilpotentes

e €
Lorsque P 7o

canoniques. Mais les puissances divisées induites sur 'idéal 7 - R/na.g de R/7"* - R
(n entier > 1) ne sont plus nilpotentes (& l'inverse du cas : & > =27 ). Pour obtenir un
théoréme de classification des p-groupes finis analogue au Théoreme 1 il faut disposer
d’un analogue du Théoréme de GROTHENDIECK.

Dans la démonstration qu'en fait MESSING dans le cas nilpotent ([5], V), outil
fondamental est la définition d’une exponentielle ([5], III).

Sous réserve de vérifier qu’une telle construction est encore possible dans le cas que
nous considérons, a condition de supposer les groupes p-divisibles connexes sur R, on
peut associer & un tel groupe un cristal sur le site cristallin non nilpotent (& l’aide
de D’extension universelle d’un groupe p-divisible par un groupe vectoriel) comme en
([5], IV), puis en appelant DG le cristal obtenu en prenant ’algébre de Lie du précédent,
établir comme en ([5], V) Panalogue du Théoréme de GROTHENDIECK pour des groupes p-
divisibles connexes (et par dualité, pour les groupes unipotents), ee qui justifiele § 1 ci-
dessous, a la seule condition de vérifier que si G. — H. est un quasi-isomorphisme entre
isogénies sur R, alors le morphisme de complexes filtrés : (DH.gp,wn ) — (DG.p,wa.)
est un quasi-isomorphisme, ce qui est formel.

Ceci admis, on peut dans le cas d’un groupe fini connexe et constant sur R passer
du module de Dieudonné au systéme de HONDA (§2 ci-dessous) et obtenir ( Corollaire
2°) un théoréme d’existence d’un relévement pour un groupe fini quelconque de k£ a R,
lorsque p = 3, dés que l'indice de ramification absolu e de R est pair.

est entier et o =

I'idéal 7% -+ R admet des puissances divisées

1) Soit F§ la catégorie des p-groupes finis commutatifs connexes sur R, C§ la
sous-catégorie pleine de Cg, dont les objets sont les isogénies de groupes p-divisibles
connexes sur R. On a encore ’équivalence v : Cg — F§ qui a une isogénie associe son
noyau. _ 5 _

Tout groupe fini connexe § admet une résolution (G.,@) ou G. est une isogénie de
groupes p-divisibles connexes. Le choix d’une telle résolution pour chaque objet de F§{
permet encore, par oubli de ¢ de définir un foncteur ¢ : 7 — C%, quasi-inverse de v.

On a des définitions analogues sur R, d’ot un foncteur g : F% — C%. En passant

aux complexes, i.e. en composant avec le foncteur I' : C§ — DF*(R) (resp. T: C% I,
DF*(R, R)), on obtient un foncteur C : F§ —s DF(R) (resp. C : FZ— DF'(R,R)).

En composant avec I’équivalence ¢ : DF'(R) — FH(R) (resp. ® : DFI(R,—R-)_—>
FH(R, R)) on obtient un foncteur H : g — FH(R) (resp. H : 7z — FH(R, R)).
Comme en (1°*¢ Partie, I-B-2)) on définit une catégorie L°(R, R) des couples (G, A) avec
G groupe fini connexe sur R et A, filtration admissible de H (G), ainsi qu’un foncteur
€: Fp — L°(R,R). On a alors 'analogue du Théoréme 1 :

THEOREME 1°. — Si o = %= est entier et R = R/n™ - R, le foncteur € : F§ —>
p—1 R

L°(R,R) est une équivalence de catégories.
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COROLLAIRE 1°. — Sie =p—1 et @ = 1 (c’est-d-dire R = k), il eziste une équivalence
de catégories : G — (D(G X k)k,wy, Ag) de la catégorie Ff avec celle des couples
(M,A), ov M est un module de Dieudonné de longueur finie conneze (c’est-d-dire,

F nilpotent sur M) et A définit une filiration admissible du systéme de HonDA fin:
(R ® M,MZ~ v, f) (notations de la Premiére Partie, II, $)-c).

2) Existence de relévements de groupes finis de k & R
De étude de la Deuxiéme Partie, on déduit alors I’analogue de la Proposition 3 :

PropOSITION 3°. — St p est supérieur ou égal ¢ 3, et 52 a = Pfl est entier, st

R= R/7® - R, tout p-groupe fini constant et connexe sur R se reléve sur R.

e
p—1

En effet, sous ces conditions, =a<z.

COROLLAIRE 2°. — Quand p = 3, tout p-groupe fint sur k se reléve en un p-groupe
fini sur R, dés que e est pair (Ez:e=2=p—1).

En effet si G est un p-groupe fini sur k, G est isomorphe & un produit G¢ x G¢ avec
G°¢ connexe et G° étale; ce dernier se releéve de fagon unique en G¢ étale sur R.

Comme = £, on peut appliquer la Proposition 3, avec a = £ au groupe G°, qui

&
p—1
se reléve ainsi en G° (de facon non unique). On a donc trouvé un groupe § = G° X Gget
relevant G.

1
fint conneze sur R. Soit G =G X R.

COROLLAIRE 3°. — S1 o = pf est entier, soit R = R/n* - R et soit 5 un p-groupe

Si Kerpg est plat sur R, il en est de méme de Kerpg sur R, (ainsi que de Impg,
Cokerpg).
Sie=p—1, ces conclusions sont donc vraies pour tout p-groupe fini conneze sur R.
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Appendice II : Classification des p-groupes finis sur un anneau local

On se propose d’étendre le Théoréme 1 (Premiére Partie, I-B-3-a) & d’autres anneaux
locaux que ceux envisagés précédemment. _

Soit R un anneau local, a un élément de I'idéal maximal de R, R = R/aR. Pour tout
R-module M, on pose : M = R % M = M/aM. Soit p un nombre premier.

1) On suppose p nilpotent dans R et que I'idéal o - R est muni de puissances
divisées telles que, sur I'idéal aR/a™R de R/a"™R, les puissances divisées induites par
celles de aR soient nilpotentes pour tout entier n positif. On suppose aussi que R est
séparé et complet pour la topologie aR-adique.

Si G est un groupe p-divisible sur R, PG son cristal sur le site NCRIS (Spec R/ Spec Zy,)
et DGR, la valeur de ce cristal sur l'objet (SpecR/snr — SpecR) de ce site, et

DGR =)im DGR, alors DGR est un R-module libre de rang fini sur R. Le théoréme de

n
GROTHENDIECK classifiant les relévements de G sur R en termes de filtrations admissibles
de DGR est encore vrai dans ce cas.

2) On veut pouvoir étudier le cas ol R n’est pas noethérien; la théorie
développée par BADRA est encore vraie, & condition de prouver le Lemme suivant ;dans
le cas olt R est noethérien, il est prouvé en ([1], II, 3.1 et 3.3) :

LEMME 1. — Soit R un anneau local, I un idéal de R, tel que R soit séparé pour la
topologie I-adique, et p nilpotent sur R = = R/I. Soitu : G — H un morphisme de

groupes p-divisibles sur R, et soit u =1 >1§ R:G—H.

Alors st u est une isogénie, U est une isogénie (i.e. un épimorphisme f.p.p.f. 4 noyau
fini et plat).

Voir la démonstration au §4 ci-dessous.

De méme que dans le cas de valuation discréte, pour énoncer le Théoréme de BADRA
et afin de pouvoir passer ensuite aux systémes de HONDA, nous utiliserons une catégorie
de complexes de modules filtrés plus particuliers que dans [1]. LF(R) et LF(R, R) sont
les catégories de modules filtrés définis de la méme fagon qu’en (Premiére Partie, I-A-1)).
On suppose que R est sans p-torsion (donc sans a-torsion). CF!(R) est la catégorie
des complexes : (M, Q) 4, (M, Qo) d'objets de LF(R) tels que : rgpMo = rgrMy,

d
rgrle = rgRQl, d est injectif, vérifiant de plus la condition : Coker(M; — M)
et Coker(Ql & Q) sont de a-torsion. CF! (R,R) est la catégorie des complexes :
(My,wy) 4, (Mo,wo) d’objets de LF(R, R) tels que : rgpMy = rgp My, rgpwoe = rggw,

d: My — M est injectif, et Coker(M,; &, M) est de a-torsion.

Les morphismes, les homotopies, les quasi isomorphismes sont définis de la facon
habituelle. On en déduit des catégories DF'(R) et DF'(R, R) par localisation.

Le Théoréme de BADRA se démontre avec ces catégories comme avec celles utilisées
a l'origine par BADRA (pour lequel les complexes ne vérifient pas de conditions de rang,
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d’injectivité, ou de a-torsion), et il peut s’énoncer comme en (Premiére Partie, I-B-2),c-).
Il peut étre utile de remarquer que dans les démonstrations de son théoréme, BADRA se
sert implicitement du résultat suivant, vrai méme si R n’est pas ncethérien, et dont la
démonstration consiste en une utilisation répétée du Lemme de NAKAYAMA :

LeEMME 2. — Soit R un anneaw local, I un idéal de R, contenu dans l'idéal mazimal,
M un R-module libre de rang fini, w < M un sous-R-module de M (ot on a posé :
M=M ® R avec R = R/I), supposé facteur direct de M. Alors : si {e1,...,8,} est

une R- base quelconque de w, et si {e1,...,¢e,} est une famille quelconque d’éléments de
M, relevant les €;, le sous-module Q de M engendré par les e; est un facteur direct de
R (relevant w), et admet pour base : {e1,...,€,}.

3) Les catégories LH(R) et LH(R, R) de systémes libres de HONDA sont définies
comme en (Premiére Partie, I-A-2)-a et b), en remplagant 7% par a. Il est aisé de vérifier
qu’on a encore les équivalences de catégories : LF(R) — LH(R) et LF(R,R) —
LH(R,R). (On utilise pour cela le critére : si M est de presentatxon finie sur R, pour que
M soit libre sur R, il faut et il suffit que M % R soit libre sur R et que Tor®(M, R) = 0).

a— On définit encore la catégorie S(R, R) dont les objets sont les (M, M', v, f)

ou M, M' sont des R-modules, M Lo M2 M des R-homomorphismes tels que
vo f = ap, fov = ap; les fléches étant évidentes. A tout complexe (Mj,w;) —
(Mg,wo), objet de CF!(R, R), on associe d’abord un complexe d’objets de LH(R, R) :
(My, M{,v1) — (Mo, M},v0) au moyen du foncteur LF(R,R) — LH(R,R); & ce
complexe on associe son conoyau (M, M, v, f) qui est un objet de S(R, R). Le foncteur

_— — — can — r —
CFY(R,R) — S(R, R) se factorise en CF'(R,R) — DF'(R,R) —— S(R,R).

On appelle FH(R,R) la sous-catégorie pleine de S(R, R) dont les objets sont iso-
morphes a 'image par ce foncteur d’un objet de CF(R, R) et on a une équivalence de
catégories : DF*(R,R) — FH(R,R). Remarquons que si (M, M, v, f) est un objet
de FH(R,R), alors M et M' sont des R-modules de présentation ﬁme, de a-torsion et
de dimension projective sur R inférieure ou égale a 1.

b- Soit (M, M',v, f) un objet de FH(R, R). Un sous-module L de M’ définit
une filtration admissible de (M, M',v, f) s’il vérifie les conditions suivantes :
o) L est de présentation finie et L et %’{—'- sont de dimension projective < 1 sur R.
i) Le composé : L — M — Coker f est un isomorphisme.

ii) Le composé : Keray, < Kerap —— Ker f est un isomorphisme.

Remarque : Dans le cas o R est de valuation discréte, ou si R est artinien, les
conditions o) et ii) sont satisfaites dés que la condition i) l’est, ainsi que la condition
plus faible que ii) qu’on avait alors imposée : Kerv N L = {0}.

On appelle alors FH(R) la catégorie dont les objets sont les (M, M’ v, f,L), ou
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(M,M',v, f) est objet de FH(R,R) et L une filtration admissible de cet objet, et
dont les fleches sont les fleches de FH(R, R) respectant les filtrations.

Alors, si (Mi,Q1) — (Mo,80) est un objet de CF'(R), il lui correspond un
complexe (My,M;,v1,L1) — (Mo, M{},vo,Lo) d’objets de LH(R), dont le conoyau
(M,M',v,f,L) est un objet de FH(R) (on montre que L = Lg/L; a les propriétés
voulues).

Il y a alors un foncteur CFY(R) — FH(R) qui se factorise en CF'(R) —

DF'(R) X, FH(R) et on montre encore que DF(R) — FH(R) est une équivalence
de catégories; (grace a la condition ii) renforcée, on obtient la surjectivité essentielle).

On peut alors traduire le Théoréme de BADRA en termes de systémes de HONDA, et
on a ainsi un énoncé analogue a celui de (Premiére Partie, I-B-3), Théoréme 1).

c- Exemples : (L’exemple i) est ncethérien, au contraire des exemples ii) et
iii)). On peut prendre pour (R, a) les couples suivants :

i) R=WIT]], a = p;
ii) R =D, a = p (anneau considéré en (Premiére Partie, II);
ii1) Si Ry est de valuation discrete et vérifie les conditions de la Premiére Partie, I,
si Ky est son corps des fractions, Ko une cléture algébrique de K, C le séparé complété
de K, et si Ry est la fermeture intégrale de Ry dans Fo, R le séparé complété de Ry on
peut prendre (R, a), ol a est un élément de ’idéal maximal de R tel que 1 > v,(a) > -1

(vp = valuation de R, normalisée par v,(p) = 1). a
4) Démonstration du Lemme 1
a—
LEMME 3. — Soit R un anneau local, I un idéal de R, tel que R soit séparé pour la

topologie I-adique. Pour tout n > 0, on pose : R, = R/I""!. Soit W : G — H un

morphisme de groupes p-divisibles sur R. On suppose que pour tout n = 0, le morphisme

dédutt de v : u, : G, = G ;g R, — H, = H x R,, est une isogénie; alors, U est une
, R

180g€nte.
Démonstration : Soit K le noyau de %, et pour tout n, K, = K >}§ R, = Keru,.

Pour tout groupe p-divisible G, on note G(3) le noyau de la multiplication par p* dans G.

Sachant que chaque K, est fini et plat, on veut prouver que K est fini et plat. Comme
Ky =K X R/I est fini, plat et commutatif, il est de rang p*°, il est donc (Théoréme

de DELIGNE) annulé par p'o, autrement dit : Ko < Go(io). De méme K, est fini et
plat; son rang sur R, et aussi p*°; donc K,, C Gp(%0). Autrement dit, pour tout n,
Ker u, = Ker Gp(i) = Gn(i), pour tout 7 > 7. Posons : K(i) = Ker(G(i) - H(i));
>0 K(2).

Montrons d’abord que, pour ¢ > ¢, K(7) est fini et plat. Il est fini car son algebre affine
est quotient de celle de G(z) qui est finie par définition des groupes p-divisibles. D’autre

alors : K = lim
—
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part, pour tout n, K, (?) est fini et plat, c’est-a-dire, R étant local, fini et libre (c’est le
critere de NAKAYAMA si Valgebre de K,(2) est de présentation finie; mais cette derniére
propriété est satisfaite, d’aprés un résultat de RAYNAUD et Gruson ([12] Th. 3.4.1 et
Cor. 3.4.2)). Il existe donc un Rg-isomorphisme o : R — O(Ko(z)) = O(K(7))o.
On releve g de fagcon quelconque en un R-morphisme ¢ : R* — (’)(IZ' (7)) qui est
surjectif, en appliquant le Lemme de NAKAYAMA & son conoyau. La réduction de ¢ sur
Ry, ¢n : R —» O(K(%)), est un isomorphisme, puisque par hypothése K(2), = K,,
libre de rang a sur R,. Le noyau de ¢ est donc contenu dans (I™*1)* pour tout n; R
étant séparé, ce noyau est nul, ¢ est un isomorphisme c’est-a-dire : K () est fini libre
pour tout z > 1.

Enfin, K = _121) K(z) et pour tout n, K, = K,(%), c’est-a-dire, I'inclusion
K, (i9) — K,(¢) est un 1somorph1sme pour > ¢g; on en déduit aisément que I’inclusion
K (i0) — Ix( ) est un isomorphisme, les groupes étant finis libres; donc K = K (0) est
fini et libre.

Comme ug est un isogénie, Gy et Ho sont de méme hauteur; G et H le sont donc
aussi; le noyau de @ étant fini est libre, G / K est un groupe p- d1v1s1b1e de méme hauteur

que H qui le contient; il est donc égal & H ou encore : G — H est un épimorphisme

(cf. [1], Ch. II, Prop. 1.2); % est donc une isogénie.

Il reste a prouver que si @ vérifie les hypothéses du Lemme 1, alors il vérifie celles du
Lemme 3.

Pour celd, on peut supposer, d’abord que I? = 0, puis que p- I = 0, en remplacant
I par pI, p>-1I,...,p®-I = 0, pour « assez grand, p étant nilpotent sur R/I, donc
sur R. Alors, d’aprés I'argument de MEssING ([5] Ch. V, Lemme 2.3.4), il existe sur
I'idéal I des puissances divisées nilpotentes. On pose R = R/I. Nous reprenons en b-
ci-dessous 'argumentation de [1] qui permet de conclure si R est noethérien. En c- nous
la complétons dans le cas général.

b— Il existe une isogénie v : H — G telle que uov = p” -idy et vou = p™ -1dg

pour un certain entier n. D’ou un morphisme de R-modules libres : DGr —= . DH R-

Comme p™ est nul sur R pour m assez grand, quitte & changer n et v, on peut supposer
que Dvpg respecte les filtrations QE — DGgr et Qﬁ — DHpg. D’aprés le Théoréme de

GROTHENDIECK, il existe un morphisme v : H — G relevant v. Comme v ou = p", et
uov=p" onaaussivou =p"-idyet Uuov =p"-idy.

Il en résulte que v et 4 sont des épimorphismes f.p.p.f., dont les noyaux sont finis et
annulés par p". Il reste a prouver que ces noyaux sont plats sur R. Soit K = Ker#. On
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a alors le diagramme commutatif suivant :

0 —— Gn) —— G —— G —— 0
~ ~ p" ~
0 — Hnh) —— H — H — 0

dont les lignes sont exactes.
(On a posé :-G(2) = Ker p pour tout entier ¢ et tout groupe p-divisible G). La suite
exacte du serpent associée a ce diagramme est :

0K LR R (Coker(a(n) %, H(n)) — 0.

Donc le faisceau f.p.p.f. Coker(gr'(n) =5 INI(n)) est isomorphe a K. On a donc une suite
exacte :

0— K — G(n) — H(n) — K — 0,

et en particulier un épimorphisme f.p.p.f. H(n) — K. H(n) est fini (localement) libre
sur R, et K est finl. o .
Par hypotheése : K = K >}§ R est fini localement libre sur R; le morphisme H(n) — K

est donc fini localement libre; par conséquent, H (n) X F— K X k est fini localement

libre. Si R est noethérien, ou si K est de presentatlon finie sur R, on en déduit, par le
critere de platitude par ﬁbres que K est libre sur R.

c— Dans le cas général

Soit A (resp.B) la R-algébre affine du groupe K (resp. H (n)) et A — B le R-
morphisme correspondant au morphisme de R-groupes : H (n) — K. Soit 4 — B
le R-morphlsme qui se déduit de A — B par le changement de base : R — R. Par
hypothese, A — B est fini localement libre. Montrons que A est facteur direct du A-
module B, ou encore, que le A-module B/A est fini et localement libre; pour cela, on
peut supposer que A est un anneau local d’idéal maximal M ; B / A est un R-module de
présentation finie; d’aprés (BourRBAKI, Algébre Commutative, ch. II, § 3, n° 2, Corollaire
2), il suffit de prouver que : Tor{!(B/=, A/ m) = 0. Or, de la suite exacte de Z—modules
0 — A— B — B/A — 0, on déduit la suite exacte :

0= Tor{(B,A/m) — Tor{(B/A, A/ s) = A/ s = B/ o5 — B/5® A/ pa — 0.
A
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Comme A/M est un corps, A/ M — —B-/Mﬁ est injectif; donc Torf{(B/A, A/ M) est
bien nul; A est facteur direct de B comme A-module, et a fortiori, comme R-module.

Si {€1,...,€,} est une base du R-module A et qu’on reléve chaque &; en un élément
e; de A, on est dans la situation du Lemme 3 ci-dessous, conséquence comme le Lemme
2 du Lemme de NAKAYAMA :

LEMME 4. — Soit N - M un R-morphisme ; on suppose M libre de type fini sur R,
et N de type fini. On suppose que W : N — M déduit de u par le changement de base
R — R, est injectif et identifie N & un facteur direct de M. Alors, si {€1,...,¢€,} est
une base de N et st e; reléve € dans N pour tout t = 1,...,7, on a : u est injectif, et
identifie N ¢ un facteur direct de M, de base {es,...,e.}.

Par conséquent : A — B est injectif, A est facteur direct de B comme R-module
et admet pour base {e;,...,e,}. K est donc libre sur R; G — H est donc bien une
isogénie.
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