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RESUME :

Un n-superconcentrateur est un graphe réalisant certaines
conditions de connectivité entre un ensemble d’entrées et un ensemble
de sorties de méme cardinal n. La recherche de superconcentrateurs de
taille minimale a de nombreuses applications notamment algorithmigues
Nous donnons ici une synthése des travaux récents sur le sujet:métho-
de non-constructiviste (via le théoréme de Hall) et méthode construc-—
tiviste ;;cette derniére approche, fructueuse,utilise le spectre du La-

placien d un graphe et le théoréme du flot maximal.

ABSTRACT :

A n-superconcentrator is a graph realizing some connectivity
conditions between an input set and an output set of same cardinality
n. The research of minimal size superconcentrators has various appli-
cations,algorithmical for instance.We give here one synthesis of
recent works on the subject: nonconstructivist method (wvia Hall the-
orem)and constructivist one; this last method uses the spectrum of the

Laplacian of a graph and max—~flow theorem.



CHAPITRE I: MOTIVATIONS ALGORITHMIQUES

1)COMPLEXITE-PROGRAMME EN LIGNE DROITE-JEU DE CATLLOUX.

Un des buts principaux de la théorie de la complexité est de faire
comprendre pourquoi certains problémes spécifiques sont intrinségue-
ment plus difficiles & résoudre que d’autres.Ceci implique deux fa-
cettes complémentaires:l’une,positive,consistant 4 trouver des algori-
thmes rapides et l1’autre,négative,consistant & prouver des bornes in-
férieures pour la complexité intrinséque.

Le modéle ordinaire de calcul utilis® en complexité algébrique est
celul de gggg£§§§3~ggwiiggg*gggiig ,dont voici une deécription non
formalisée {(voir aussi [28]).

On se donne un ensemble [ d’inputs ou données,un ensemble R de re-

gistres,une famille B de fonctions & nombre fini d'arguments (par

exenple 8 = {+,X.—,:,'1}) et une suite finie d’instructicns,chacune de
la fornme
{1) Ry<— a ac I, R;& R
ou
(2) R <— f(R ,R ,...,R ) fe 8, R,R ,...,R_€R
1 ‘ J: J2 Ik L Jx
avec possibilité que i=j; ou...ou j,.

a

Ce programme calcule la fonction P s’il1 existe i tel que,& une cer-
taine étape,le contenu du registre R; soit égal a P {guitte & ce que,
une fois le programme terminé,le contenu de R; soit différent de P).

11 vy a deux principales mesures de conmplexité: le termps et 1L’ espa-
ce.Le temps d’exécution d’un tel programme est le nombre d’instruc-
tions de type (2) et l’espace correspoddant est le nombre de registres

utilisés.



Le

Exemple:

programme défini par:

B = {tg } I = {a,b,C}
R1 <—- a
R, <—— R’

R2 A i Rz.R3

R1 Lo Rz.R«

calcule la fonction ( (a

-1

.b).c).a

A chaque programme en ligne droite, on associe un graphe orienté

acircuitique,construit séquentiellement avec un sommet par instruction

et un arc allant d’une instruction i vers une j postérieure si est la

derniére avant j dont le membre de gauche intervient dans le membre de

droite de i;les types {1) donnent évidemment des sommets de demi-degré

intérieur nul.

Pour notre exemple,on construit le graphe:




On peut alors relier plusieurs propriétés algébrigques d’un ensem-
ble donné ¥ de fonctions aux propriétés de connectivité du graphe de
tout algorithme calculant ¥.En fait on établit des compromis temps-
espace,les deux ne pouvant &tre minimisés simultanément.

Une méthode pour déterminer le temps et l1’espace requis pour calcu-
ler un ensemble donné de fonctions consiste & considérer un jeu de
cailloux sur le graphe correspondant (voir bibliographie importante
en [17]).0n se donne un stock de cailloux pouvant étre plagés sur les
sommets du graphe en une suite de coups obéissant aux régles suivan-
tes:

a) Un caillou peut #tre enlevé a4 tout moment.

b) Si tous les prédécesseurs immédiats d’un sommet non chargé sont
chargés,un caillou peut étre placé dessus.

c)Dans le méme cas gque b),un caillou peut &tre transféré d’un pré-
décesseur vers le sommet concerné.

Le but du jeu est de charger au moins une fois chaque sommet du
graphe.Chaque caillou correspond & un registre,charger un sommet cor-
respond & mettre la sous-expression associée dans ce registre.Chaque
stratégie correspond & un programme en ligne droite qui calcule 1’en-
semble associé d‘expressions.Le temps reqguis par ce programme est le
nombre de coups et l’espace,le nombre de cailloux présents simulta-

nément.

2)PROGRAMME LINEAIRE ET CONNECTIVITE

Pour de nombreux problémes le graphe de tout programme en ligne
droite contient des sous-graphes possédant des propriétés de connecti-
vité intéressantes.C’est le cas des g{ggigggeg_iigggiggg que nous al-
lons définir.

Une forme linéaire en les variables x,,...,x, sur un anneau F est

une expression de la forme } A;x;,0l A2;€ F pour tout i.



Un programme linéaire sur F avec inputs Xx,;,...,X, st un programme
en ligne droite admettant pour ® l’ensemble des formes linéaires &

n variables.

Le rapport avec la connectivité est illustrée par le lemme ([28])

LEMME 1:

Soit A une matrice nxn et A’ un mineur rxr non-singulier de A. Sur
le graphe d’un programme linéaire réalisant y = Ax avec input x, il
existe alors r chemins disjoints partant de l’ensemble x’ des r in-
puts associés aux colonnes de A7 vers l7ensemble ¥’ des des r outputs

associés aux lignes de A’

Preuve:

Précisons d’abord gue "chemins disjoints"” signifie "sans sommet
commun".D’aprés le théoréme de MENGER,la propriété énoncée équivaut a:
"au moins r sommets doivent étre enlevés pour déconnecter x’ et y’".

Comme A’ est régulier,y’ = A’Xx’ est un ensemble de r formes liné-
aires indépendantes (en les variables de x’).S5i l1’enlévement de r-1
sommets séparait x’ de y’,alors les r éléments de y’ seraient chacun
combinaison des r-1 formes linéaires calculées en ces sommets,ce qui

contredirait l‘indépendance. 0O

Tous les graphes considérés désormais sont orientés,acircuitiques
et ont deux ensembles disjoints I et 0 de sommets appelés inputs (ou
sources,ou entrées,ou données) et outputs (ou puits,ou sorties,ou ré-
sultats).les réseaux de concentration sont des graphes dans lesquels
des ensembles spécifiés d’inputs doivent étre connectés a8 des ensem-
bles spécifiques d’outputs (par des chemins disjoints),sans plus de

précisions sur les paires de sommets a4 connecter.



DEFINITION:
a) ([21]) Un {n,m)-CONCENTRATEUR (n2>m) est tel gque |1} = n, (0] = m
et tout A C I tel que [A] € m peut &tre connecté & 0.
by ({29]1) Un n-SUPERCONCENTRATEUR est tel que |[I| = 0] = n et
tous A,B vérifiant A C I, B C 0, |A] = |B| peuvent &tre connectés
LEMME 2:

Soit A une matrice nxn dont tous les mineurs sont non-sionguliers.
Alors le graphe de tout programme linéaire calculant y = Ax est un

n-superconcentrateur.

Immédiat d’aprés le lemme 1.

3)EXEMPLE-PROBLEMATIQUE DES FAMILLES LINEAIRES DE SUPERCONCENTRATEURS.

On peut trouver un exemple simple en retournant le probléme,c’est~
d-dire en se donnant un algorithme rapide pour un calcul linéaire.
L’exemple choisi est celui de la FFT ou Fast Fourier Transform ([20])

La dannge est constituée par les coefficients x;y ,i = 0,...,n-1

d’un polynome p de degré n-1 et @ racine n-iéme de 17unité; 1’objectif

est le calcul de X, = p(i),ix = ple),....,Xpn.q = p(wnﬁl)‘
Dans le cas particulier n = 2: ,on peut écrire:
n/2 -1 n/2 -1
2mk k . 2mk
X o= b X w o X w
K 2m 2m+1
m = 0 m = 0
n/2
et comme @ = - 1
n/2 ~1 n/2 -1
_ 2mk 2mk
X = b X o - o X w
Kem 2m 2m+1



~

On est donc ramené a calculer 2 transformées de Fourier d’ordre n/2.

L’algorithme final,écrit pour n

8 par exemple peut se représenter
par le graphe suivant:

i= 1 i =2

Valiant ({29]) a montré qu’un tel graphe a la propriété suivante
¥V s € n , tout sous-ensemble de cardinal s peut &tre relié a8 X,,..,Xs
par un systéme de chemins disjoints.En effet on applique le lemme 1
au mineur correspondant qui est un déterminant de Van Der Monde.En
mettant deux tels graphes dos &4 dos on a la propriété de superconcen-
tration.
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Voici les graphes obtenus pour t = 1,2,3,4.

X

'Bum}/e de Wewvemce = ¢ | ?A‘
\

AAVY

AN N\
A .

NE/ANVIZS=< 77
N/AN S SNXKAN 777
B/ = D NN\V///A

XXX )
N7/ /XL
Xk>00<X////\\j>\<\/<><><

AR

S N0/
00000

N 7
%X\\\XX//D%X/ NN
TIANRRRE _ XK
S
ARV AN =gt

—
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On montre facilement que le nombre d’arétes est O(n log,n) et que
la profondeur (longueur des chemins} est O{log,n).

Le probléme gui se pose alors est de savoir s’il existe une famille
de superconcentrateurs indexée par n ayant un nombre de sommets (ou
d’arétes) linéaire en n. En effet une réponse négative impliquerait
une complexité sur-linéaire pour le calcul de fonctions usuelles.On
1’a cru longtemps.En fait la réponse est positive et le calcul de la
densité minimale est devenu un vaste champ d’étude ([22],[13])

La famille précédente est non-linéaire en n;elle vérifie en fait

une propriété plus forte gue la superconcentration.

DEFINITION:

Un réseau est dit réarrangeable s’il satisfait la condition sui-
vante

Il = |0}l et ¥V A C I, ¥V B C 0 avec |A| = |B| alors pour toute bi-
jection f de A dans B il existe un ensemble de |[A|! chemins disjoints,

chacun d’entre eux jeignant un i au f(i) correspondant.

Pour ces réseaux,utiles en communications, Shannon ([26}]) a donné
une borne inférieure simple pour le nombre r{n) d’arétes en fonction
du nombre n de sommets;chaque systéme de chemins disjoints étant un-
sous-ensemble d’arétes,on a:

rin)

v

nt d ol: r{n) 2 n log.,n + 0(n)

A l’heure actuelle on situe le minimum entre

6n log,n + 0(n) ([24]) et 6n log,n + O(n « Tog n )y ([23])



.

CHAPITRE 1I1: CONSTRHCTfVITE OU NON-CONSTRUCTIVITE

Nous examinons ici les méthodes classiques — probabiliste et cons-
tructive— de mise en évidence de familles linéaires de superconcen-
trateurs.Le principe est toujours de batir un superconcentrateur par
interconnexion en cascade d’éléments de base plus petits,notamment des
graphes bipartis.Les propriétés exigées pour ces éléments,conformément
& 1a définition des superconcentrateurs sont des propriétés de cou-
plage.Nous les rendrons plus praticables en les convert%ssant en pro-
priétés sur le nombre de voisins grace au théoréme de KONIG-HALL.

Un moyen commode de construire de tels bipartis consiste &4 se don-
ner des permutations et (éventuellement) des congruences.Le théoréme
1 du & Bassalygo [6] (voir aussi [12],[21],[22]) fonde 1’existence
de "bonnes" permutations.Nous citerons la construction (effective) de
Gaber-Galil [13].Nous exhiberons la récurrence permettant de passer

au superconcentrateur et nous dresserons le bilan {provisoire).

1)RAPPELS

Etant donné un graphe simple G = (V,E) on appelle couplage un
sous~ensemble E, de E tel que deux arétes quelconques de E, soient
toujours non-adjacentes.Un sommet v de V est saturé par un couplage E,

s’il existe une aréte de E, attachée & v.L’ensemnble des voisins d’un

sous-ensemble A de sommets se note TI'(A).
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"

THEOREME DE KONIG-HALL

Dans un graphe biparti G =(I,0;E) on peut coupler I dans 0 (c’est-

d-dire trouver un couplage saturant I) si et seulement si:

V ACI | T(A) > [A]

2)CONSTRUCTION DE BIPARTIS A L’AIDE DE PERMUTATIONS.

Soit n,m,et v diviseur de m et n (si m=n on choisit v=n=m).On a

donc n = qv , m =pyv et pqv est un multiple commun.A tout ¢ € G

pqv
(ensemble des permutations sur {1,2,...,pqrv}) on associe un graphe
biparti (I,0;E) avec ]I} = n , }|0] = m dans lequel chaque input i est

adjacent aux outputs o f c(i’) (modm) pour un i‘= i (mod n). Autre-
ment dit on quotienter ¢ par les relations d’équivalence "modulo".Un
tel graphe peut avoir des arétes multiples.Si on se donne k permuta-
tions on peut considérer le graphe obtenu en superposant les Kk graphes

correspondants;il vérifie:
. 0, 0
vV iel d i = Kkp , YV o € 0O d o = kq , |El = kpqv

On se raméne ainsi &8 une étude sur les ensembles de permutations et on

distinguera théoréme d’existence et construction effective.

3)UN THEOREME D’EXISTENCE

DEFINITION:

Si 0 < a <1 et B > 0 ,on dit gque le graphe biparti G = (I,0;E) est
un (a,B)~EXTENSEUR si on a:

VvV ACTI, Al € afI| ==> |[T(A)| > BlA].
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THEQOREME (Bassalygo):

Pour tous entiers q,p et tous réels a,B vérifiant 0 < a < p/Bg < 1
il existe v, et pour tout v 2 v, (il existe) un (a,B)-extenseur,avec

1] = qv, |0 = pv , |E| = kpgqv ~~en fait (kp,kq) régulier- dés que

H(a) + p/q H{aBa/p)

(*) K > - ot H(Xx) = — x Logx — (1-x) Log(l-x)

pH(a) - aBg H(p/B)

On notera un tel graphe g {(a,B8,4q,p,Vv)
: e

L idée consiste & utiliser 2) d’un point de vue matriciel.Un graphe
biparti est complétement déterminé par la matrice B fonction de Ix0
dans N définie par b;,= nombre d’arétes d’extrémités i et o. Si on a
{1l = qv, |0} = pv ,G vérifie la propriété d’ («,B8)~extension si et
seulement si pour tout s € aquv, B ne contient pas de s x {(pv-8s+1)
mineur identiquement nul.{Sinon les s-inputs correspondants auraient
au plus pyv-{(pv-Bs+1) = fBs-1 voisins correspondant aux numéros de co-
lonnes restants.)

A tout 0" e (O )k on associe le graphe défini en 2) et sa matri-
pqv

. k . . .
ce B. On dit que ¢ est "mauvais” s’il existe s € aqrv tel gue B con-
tienne un mineur nul de taille s x (pv-Bs+1). Nous allons montrer gue
{sous certaines conditions),le nombre de "mauvais" é&léments est stric-~

. P N & X .
tement inférieur a card ((5 Yy = {(pgv)!} . Fixons nous un tel s et
pqy

un tel mineur.Le nombre de "mauvais"” éléments éléments ayant ce mineur

nul est:

C = e e Mt 2 i e o T e b i ot

. K
(pgqv-ps)! (qﬁs"q)!J
‘p,q,V,S,k . (CIBS"QS“CI)!

3 . R
En effet chaque coordonnée de ¢ doit injecter les ps éléments cor-
respondant aux s indices de lignes du mineur dans les quéq éléments
correspondant aux f8s-1 indices de colonnes permis et bijecter les

pgqr-ps éléments restants dans les places restantes.



A s fixe,

nombre de mauvais é&léments est

R

I 3

<

s Bs-1
C
qu

c c

p,q,v,

/7]
[y

pv

et par conséquent le probléme est

. P ~ K .
inférieure a {{pav)!t} ,ce gui est
ps
C
agu s Bs~1 gBs-—q
c . LA
s=1 qv pv ps
C
pqv

Sous les conditions du théoréme,

ps
C
$ Bs-1 gBs-q
aqu sup C [ I —
s qv  pv s
C
pqv
avec Flp,q,B8,k} > 0, ce gqgui

fisamment grand.

Remargques:

i) On

le nombre de ces mineurs potentiels est C C

s Bs-1
. Le

qv  pV

donc majoré par:

s,k

de rendre cette somme strictement

égquivalent a montrer

/‘

Bassalygo fournit 17 &valuation

1 < exp - v F(p,q,B8,k) + O(Log

j

a montré en fait un résultat plus fort,ad savoir que dans la

classe des graphes bipartis construits a partir de permutations,la

probabilité (uniforme) d’&tre un
v tend vers 1/7infini.
ii) 8i p = g

vers 1 quand v tend vers 17infini

all}] ==>

¥ A'C O . AT a0} e

{17événement complémentaire a

v F(1,1,8,k)+

en

2 exp - O(Logv)

(=1),0on montre facilement,avec une probabilité

irqa)l »

Ir

effet

{a,B)~extenseur tend vers 1 guand

on a:

BlAl

(A7) 1> BlA"]|

une probabilité majorée par

v)

est strictement inférieur &8 1 pour v suf-

tendant
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4) LA CONSTRUCTION DE GABER-GALIL

DEFINITION:

Un {(n,k,c)-EXTENSEUR FORT est un graphe biparti k-régulier véri-
fiant |I| = |0} = n et

V ACI [T(A)l 2 [A] (1+c(1—-]A{/n))
Un (n,k,c)-EXTENSEUR FAIBLE est un graphe biparti ne vérifiant la

méme propriété que pour les A tels que |A| € n/2.

THEQREME (Gaber-Galil)

Soit A, = (Z/mZ)zet les 5 permutations sur A, définies par:
oo (x,y) = (x,v) ;5 oi(x,y) = (x+y,y)  o,(x,y) = (x,x+y)
63(x,¥) = (x+y+1,y) ; o0,(x,¥y) = (x, x+y+1).
Le graphe biparti 6 = (A,,A,;E) construit & 1’aide de la superposition

de ces permutations (voir 2)) est un (n,k,c)-extenseur fort avec

n=mn, k=5,c=(243) /4 0]

La preuve ([13],[25]) s’obtient en considérant le tore [0,1]2 et

les 2 automorphismes: 7,(x,y) = (X,x+y) et z,(x,y) = (x+vy,y).

Conséquence: construction d’un (1/2,1)-extenseur.

Soit p > 1 un entier fixé et soit n > 0 un entier tel gue np/(p+1)

soit entier pair.Clonstruisons G = (I,0;E) de la maniére suivante:

I est divisé en 1~ et 17 avec ;1’; = |{0] = np/(p+1) et iI//i = n/f{p+1)

17 et 0 sont reliés par un {(np/(p+1).,k,2/(p-1))-extenseur fort ; 17 et
0O sont reliés par le graphe obtenu & partir de la permutation identité

sur 0 et la congruence mod p (cf.2))}.
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LEMME: G est un (1/2,1)-extenseur et |E| < k/n avec k/= kp/(p+1).

Preuve du lemme:

Soit X C I tel que |X| € |I|/2. Posons x = |X| ; x = |X N 17| et

x7 = IX N I//|. I1 s’ agit de montrer que |[T((X)| 2> |X|.Deux cas se

présentent:

-si x> x/p , IDX)] 2 0(x N 177y =pixn 177 > x|
- sinon x/ > (p-1)x/p donc x/ 2 X, = [(p-1)x/p] + 1. Considérons
Y CXnN I/tel que |Y] = x,. On peut écrire
. . 2 7 2
Xo < [(p-1){I}/2p] + 1 = [(p -1)]1 |/2p ] + 1

(car ]I/! est pair et [(pz—l)j/pZ] + 1 < 3 )
et finalement:
Y| p

2
IT(X)} 2 |f(Y)| 21 + — (1~ — ) |Y|] 2 — X, 2 x = |X|
p-1 s p-1

Pour |E],il suffit de remarquer que l’extenseur donne kpn/(p+1) aré-

tes et l1’autre graphe p/{(p+1).0]

Si on sait construire un (r,k,c)-extenseur fort (r pair) alors le

lemme permet d’obtenir pour n,p tels que

np = (p+1)r , p-1 2 2/c
(k+1)p
un graphe vérifiant |I| = n , |{0] = r <n , |E|] € (k+1)r = ———— n .
p+1
ayant la propriété de (1/2,1)-extension.
Exemple: grace au théoréme de Gaber-Galil, si k = 5, p =31 et si
np/(p+1) est un carré, on a un tel graphe.
Pour 0 < 8 < 1, on note g (n,8,k) un graphe biparti tel que |I]|] = n
c ;
{0] = 6n , |E|] € kn et vérifiant la propriété de (1/2,1)-extension.

La méthode précédente permet de construire effectivement une fa-

mille g (n,8,,k) avec k fixé, n tendant vers 1’infini et 6, = 0 + o(1)

t=4

Cc



Dans les paragraphes précédents nous avons obtenu 1’existence d’une
famille g (a,B,p,q,v) d'(a,B)-extenseurs et la construction effective

e
d’une famille g (n,8,,k) de (1/2)-extenseurs.
c

Le principe de la construction de superconcentrateurs est une ré-
currence sur le nombre d’inputs;on construit un superconcentrateur S,

de n inputs & partir d’un (S ) de ny inputs (y<1l) et de 3 extenseurs:

Tn
f, tel que |I] = n 0] = n
f, n Tn
f, Tn n

Yo

On se fixe n, et pour n € n, on prendra pour S, le graphe biparti
complet.

Nous exposons 2 constructions (c-a-d.:f,,f,,r),celle de Pippenger
(que nous détaillons) et celle de Bassalygo ;puis nous dressons un bi-

lan (provisoire).
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a)Construction de Pipppenger {([22])

f, = Identité , f, € g (n,08,,k) , 71 =10,

On calcule le nombre d’arétes par récurrence:

lExl € n + 2kn + |E | ; et [E,{ € cste pour n < n,

2k+1
EL] € _I_; n + o{(n)

Pour montrer la propriété de superconcentration,considérons les sous-
ensembles X,Y vérifiant:

XcI , Yco , |% = Y] =r < n.

0 1
Par f,, X s’injecte en X et Y en Y .0On note

I 0
X, =XNnNy , X, =X\X, , Y, =XNX , Y,=Y\Y,

PX 1 = Yy s {Xo1 = |Y,}] = § € n/2
D’aprés la définition de £, et le théoréme de Konig-Hall,il existe
pour f, un couplage saturant X,. X, est donc relié & j inputs de §
_ .. Tn
De méme par f,, Y, est relié a j outputs de S . Comme X, est trivia-
1g i}
lement relié a Y,,on fait jouer l’hypothése de récurrence et la dé-

monstration est terminée.

b)ConstructioE de Bassglzgg ({6])

-1 -1
f, € g {(a,(1-a)a ,1,1,n) , f, € g (a,1,q,p,ng '} , v = Dp/g
€ e
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C)Bilaq

Grace a des choix particuliers des paramétres éntrant en jeu dans
les constructions précédentes et a certaines améliorations techniques
(de la méthode Gaber-Galil par exemple) on peut affirmer:

-~ 11 existe une famille linéaire de superconcentrateurs de densité
30

- on peut construire effectivement uné famille linéaire de super-

concentrateurs de densité 123.

La méthode probabiliste peut étre critiquée comme non-constructive,
néammoins elle indique gue presque tous les graphes sont meilleurs que
celui de Gaber-Galil.Cette remarque pourrait permettre de tourner la
critique par l1’argument suivant: on engendre aléatoirement un graphe
-qui d’aprés 3) a de bonnes chances d’avoir les propriétés désirées-,
puis on teste s’il les posséde effectivement,sinon on recommence. Or
tester la propriété de concentrateur,de (1/2,1)-extenseurs ou de su-
perconcentrateur est dans la classe des problémes co-NP complets ([10]
Ceci signifie que le contraire de la propriété est reconnaissable en
un temps polynomial par une machine de Turing non-déterministe et que
tous les autres problémes de NP se transforment polynomialement en
notre probhléme; autrement dit on peut considérer ce probléme comme
"impraticable". Alon et Milman ont montré que la méthode probabiliste
était praticable & condition de repérer les propriétés d’expansion
avec un autre indice, en fait la seconde valeur propre de la matrice

d’adjacence.
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CHAPITRE III : METHODES SPECTRALES

Nous nous intéressons ici aux relations entre les propriétés d’ex-
pansion d’un graphe (non nécessairement biparti}) et le spectre de son
“laplacien". Aprés la définition de deux notions nouvelles, 1’une
d’amplificateur (analogue non biparti d’extenseur fort) et l’autre
(spectrale) d’agrandisseur, nous proposons un programme d’implications
démontrées 48 l’aide de trois théorémes importants et intéressants;deux
de ces théorémes ont d’ailleurs leur répondant et leur motivation en
géométrie riemannienne.

En résumé il v a équivalence entre une forte expansion et une
"seconde" valeur propre suffisamment grande

Nous en déduisons une méthode de test d’expansion de graphes en-
gendrés aléatoirement et quelques applications & d’autres propriétés

géométriques (diamétres,familles de Lévy)

1)AMPLIFICATEURS

DEFINITION 1:

Un (n,d,c)-AMPLIFICATEUR (en anglais "magnifier"”) est un graphe
G = {(V,E}) avec |V|] = n , d° max = d et tel que

V ACV , |Al € n/2 ==> |D(A) \ A| > c|A]

PROPOSITION (Alon)

a) La double couverture d’un {(n,d,c)-amplificateur est un
{n,d+1,c)-extenseur faible

b) Un (n,d,c)-extenseur fort est un (2n,d,c/16)-amplificateur
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¢) Soit G = (Y,Z;U) un graphe biparti d-régulier avec |Y|=|Z|=n;
si 6 est un (2n,d,c)-~amplificateur, ¢’est un (n,d,2c¢c/{d+1)(¢c+1))-ex-~-

tenseur fort.

La preuve,technigque,est omise ici.

2)AGRANDISSEURS

Soit 6 = (V,E} un graphe,et {V] = n. La matrice d’adjacence ou ma-
trice associée A(G) est la fonction symétrigue de v’ dans {0,1} dérfi-
nie par:

a =1 Lemmmes) uv € E
uv
Soit donnée une orientation de G. La matrice d’incidence C est la

fonction de ExV dans {-1,0,+1} définie par:

f

c +1 s8i u est extrémité finale de e

e,u
= -1 " " " initiale de e

= 0 sinon
Définissons Q = C/C. On vérifie
Q = diag (d{(u), uw € V) — A(G)

donc Q est symétriqgue et indépendante de l’orientation. Elle est po-
sitive en tant que forme quadratique. Comme le graphe est simple,ses

valeurs propres sont:
0 = 2, € A4 $....€ A,.4

Le vecteur constant est propre pour 0. On a A, > 0 si et seulement si
le graphe est connexe. Il est commode de considérer

Q ¢ L(V) —> L7 (V)

comme 17opposé du laplacien pour G et

C: L2(V) —> L (E)

comme le gradient. On notera X2 = A,(G).
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DEFINITION 2:

Un (n,d,&)-AGRANDISSEUR (en anglais "enlarger") est un graphe a

n sommets de d° maximal d vérifiant:

A 2 &

3) LES IMPLICATIONS

Elles répondent au schéma suivant, dans leguel les constantes pré-

vues par les définitions 1 et 2 sont omises.

T1
agrandisseur amplificateur
L=
T2
T3
agrandisseur biparti == extenseur fort

T3 ([23]) est antérieur a T2 ([1]), mais outre 1l’intérét de sa dé-

monstration il fournit de meilleures constantes.

THEOREME_E {Alon)

Un (n,d,c)-amplificateur est un (n,d,e)-agrandisseur avec
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THEOREME E {Alon-Milman)

Un (n,d,e)~agrandisseur est un (n,d,c)~amplificateur avec

28

d+2g

THEOREMEwg {Tanner)

Soit 6 = {I,0;E) un graphe biparti,d-régulier avec |I|=|0]= n.

Alors G est un (n,d,c)-extenseur fort avec

2da-2°

C = =

W
[~PR I )
Nt

d?

Il s’agit de 1’analogue discret de 1’inégalité de Cheeger ([111)

sur les variétés riemanniennes;le début de la preuve en est directe-
ment inspiré et la fin utilise le théoréme du flot maximum.

Soit f fonction propre correspondant a4 A. La fonction constante
étant propre on a vévf(V) = (. On pose V= {f>0} , V = {féQ} et on

pour fixer les idées que 0<§V+}<§Vu¥. On a évidemment:

L Qf(v) f(v)

vev’
= - (T1.1)
2

L £ (v)
VEV+




-

Nous allons montrer que si g = f 1 ,alors
+

v

AL g°(v) 20 Qe(v) gv) = ¥ feg(u)-g(v)1°  (T1.2)
vEV vev uvel

L’égalité résulte de la propriété @ = c’C et 1’inégalité s’obtient
4 partir de 1’écriture matricielle suivante,ot F (resp. G) est le vec-
teur colonne correspondant 8 f (resp.g) et Iyiresp. 1) 1’identité
sur V' (resp. V')
Y Qf(v) f(v) = (eF) 1'F = F7o1'r = 6706 + ¥ 17Q1'F

+

vev

{Comme I‘QI+n’a pas d’éléments diagonaux, on a:
F’ 1 01"F = (-F1 ) A(I'F) > 0.)

Nous allons maintenant appliquer le théoréme du flot maximum:

soit N = {s,t,V,E,b} (s est la source,t le puits, b la capacité)

tel que V = union disjointe de v et V, et E défini par:
Vuev , su € E et b{su) = 1+¢
Vv ev , vt € E et b(vt) = 1
Vuev _ b{uv) = 1 si uv € E
, uv € E et
Vv eV b(uv) = 0 si uv ¢ E

{s} de capacité (1+c)|V+| est minimale. En effet si W~

i

La coupe W
désigne une autre coupe, posons U = v n w’ et I'(U) l’ensemble des

voisins de U {( dans la composante V de V ). On a clairement:

C (W ,Ww ) = ¥ b{uv) > v b{sv}) + y b{uv)
uv € vev \uU uevu, vew nrw
uew, vew
+ L b(ut)
u e W nrw)
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et par conséquent:

c (W ,W) 2 (1+c) |V N Ul + (W nr(u)| + W nTr(u)]

(1+c) V™ \ U| + |T(U)]

fi

- —

La propriété d’amplification, applicable car EV%f € n/2, donne:

c (w7

A%

(1+c) |V

Il existe donc un flot maximal de valeur {1+C)EV+{, simultanément
optimal avec la coupe {s}, donc une fonction h de E {orienté) dans

(0,11 vérifiant:

i) Py h(uv) = 1+¢ si u € V'
v:uv € E
w= 0 sinon
ii) b h(uv) < i si v eV

n:uv € E

{ 1i) signifie gue sur les arcs vt le flot maximal est compatible)
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On en déduit:

: o2 . 2
r b’ (uv) [g(u)+g(v)]’ < x h°(uv) [g°(u)+g’(v)]

u,v: uv € E u,v: uv € E

. 2 . 2 - 2 .
= L g (u)y [ X h (vu) + r h (uv)]
uev v: vu € L v: uv € E
De plus
> h’(uv) < (sup h) y h(vu) < 1
v: vu € E v: vu € E
et

¥ h(uv) < 1+c¢c’

v: uv € E

(car sous les contraintes:

0 €< h(uv) €1 et ¥ h(uv) = 1+c¢

v

2

le maximum de Y h (uv) est atteint au bord , 1’un des h vaut 1, 1la
v

somme des autres vaut c, et la somme de ces carrés est majorée par c?)

La conclusion provisoire est donc:

% h’ (uv) [g(u)+g(v)]l’ < 2(2+¢’) L g’ (u) (T1.3)
u,v: uv € E u € v

Comme d’autre part g est nul hors de V, on a facilement:

r h(uv) [g°(u) - g°(v)1 = £ g°(u) [ ¥ h(uv) - I h(vua)]
u,v: uv € E u e v’ v €V v € v©
> ¢ ¥ g (v) (T1.4)

v € V
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La fin de la preuve consiste a8 juxtaposer (T1.2), (T1.3) et (T1.4)

{les ensembles de sommation étant désormais clairs):

L le(w-g(v)]® L le(u)-g(v)1" . b (uv) [glu)rglv)l’

A b3 - PR— 2 et i o e v e e i e e S e s . S o i

Yogl(v) 2(2+¢”) [ X g (v)17

{n h(HV){g?'(u}wg?(yhl}}2 e’

%
A%

2(2+¢”) [ X g7 (v)]° a+2¢”

Preuve du théoréme 2:

Nous avons besoin d’un lemme issu de la géoméfrie riemannienne.

Lemme :{Alon,Milman)

Soit G = (V,E) un graphe & n sommets, de degré maximal d et soit

A = 2,(6). $i A,B C V vérifient p = p(A,B) > 1, alors en posant

A} = na, |B{ = nb, on a:
i — a
b € [
A >
(1+ — ap )
d
Admettant ce résultat, si X ¢ Vv, [X]|] <€ n/2, on peut prendre A = X,

B =V \ (XU I'(X)). Comme on a clairement p 2 2, X 2 &, on peut

écrire:

[X]+{0(X) \ X| X . +4sixg

N
=
i
i
!
{
i
i
]
}
a

n n ) dn
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4
IT(X) \ X| 2 ——————— (1 — === ) |X| 2 ——— [X] 0

Preuve du lemme:

Pour toute f orthogonale & la constante 1, on a (Rayleigh):

- 2
AL £ (v) < Lo Qf(v) f(v) (L1)
v £ V v &€V
Nous allons l’appliquer a f = g — m avecg
.1 -1 -1 -1 -1 .
glv) = a —p (a +b ") (p(v,A) A p) et m =n Log(v)
v £ ¥V

Si E(A) (resp. E(B)) désigne 1’ensemble des arétes de G ayant tous

leurs sommets dans A {(resp. dans B), la fonction g qui vaut .51—'1 sur A

et — b_jL sur B vérifie:
Cgle) =0 si e € E(A) U E(B)
-1, -1 -1 .
[Cg(e)] = p "(a + b ) sinon

En vertu de (L1) on a donc:

A% (g(v)-m)7 < L icegle)]” <o 7 (a l+b )% (JE|-|E(A)|~|E(B)[)
v E V e € E
D’autre part on a facilement:

Ay (g(v)-m) > 2 ¥ (g(v)-m)°> = A [naf(a '-m) +nb(b +m)°]
v £V v € A U B

> An(a ‘+b 1)
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ce qui implique:

an < p % (a TebT ) (JE[—|E(A) [=]|E(B)]) (L2)

Nous allons enfin utiliser 1’hypothése p > 1. Chagque aréte de
E \ (E(A) U E(B)) est incidente a4 au moins un des n{(l—a-b) sommets
de V \ (A U B) donc on a |E|~|E(A)]|~|E(B)] € n(l—a—-b)d c¢e gui permet

de conclure. [

Preuve du théoréme 3:

8i 6 = (I,0;E) est un graphe biparti et si B est la matrice, fonc-

tion de Ix0 dans {0,1} définie par

0 B
on a A = B/ 0 et Sp A est un ensemble symétrigque {(c’est une

condition suffisante pour 8&tre biparti). Si G est d-régulier, BB/ gui

est positive a pour spectre

e
ﬂo = d 2 4&1 == (d"‘ﬁ) 2
ot 4 = A;{6), le vecteur constant &tant propre pour g,.
On confond désormais'un sous~ensemble de I ou 0 et son vecteur

ligne indicateur. 81 X C I on a:

{XB)y = card { i € X : ik € E }

L (XB) = d|X| » {4 ki (XB)y # 0 } = T'(X)
$i on pose |X| = xn 1’inégalité de Cauchy-Schwarz donne:
HEBLLZ > 0] L8 (%) 1° = {T(x)] " (dxn)®

d’oi:

e(x)| > |1xB]] "7 (dxm)?
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Pour majorer | |XB|}, considérons e;, i = 0,...,n~-1 une base ortho-
normée de vecteurs propres de BB/ et u#; les valeurs propres corres-
pondantes. On a:

rd -1/2 172

X =1 rie; s To = Xegyz = n |X} = xn

2 P . 2 2 . 2
| 1XB] | (XBB )X = ¥ uiri = toXx n + 5 u;j7;

i

2 . 2 2 2
BoX 0 + py 5 vy = (Ho— U)X n + py| X1}

Mn

Al

xn [(uo— pH)x + g4

d’olt, en remplagant g, et g, par leurs valeurs:

a’xn (2d2— 27)(1-x)

[T(X)| =2 -
(Bo— U)X + U, d’— (2da- 27)(1-x)

Or A € d donc d2 2z 2dA— x? > 0 et par suite:

2di— A°
IT(X)] » { 1 + ————"— (1-x)} nx
4

d

Comparaison des bornes de Aloun-Milman et Tanner.

Soit 6 un graphe biparti d-régulier et Z2,(G) = &. D’aprés le thé-
oréme 2 c’est un (2n,d,26/df28}»amplificateur et d’aprés la proposi-
tion ¢) du 1) c’est un {n,d,4e/{(d+1){d+4¢e)}~extenseur fort.

D’aprés le théoréme 3) c’est un {n,d,(2d8—62)/d2}~extenseur fort.
On montre facilement que cette borne {de Tanner) est meilleure. C’est
en effet équivalent a4 dire gque:

(d-1)(2d-g) (d+4e) — 4d > ©

ou encore

4e”(d+1) — 7ed(d+1) — 2d (d-1) < 0

. / . - . » /
Les racines & et &, de ce trinome vérifient: €, < 0 < d < &,; comme
0 o} O [¥]

& est toujours inférieur & d, la propriété est donc vraie.



-29 -~

4)GENERATION D'EXTENSEURS FORTS.

Revenons a la problématigque du chap.II 58) ¢). Engendrant des gra-
phes bipartis "aléatoirement" nous ne savions pas tester leurs propri-
étés de concentration.

Donnons nous ¢ < 1/2 et, avec les notations de II) 3), = (2+c)/4
B = 1+c, p = q = 1 et k vérifiant (*)}. D’aprés la remarque 2}, presque
tout graphe obtenu en engendrant aléatoirement k permutations vérifie
la propriété (x*). Montrons gu’alors c’est un (2v,k,c)-amplificateur.

Soit X € I U 0, |X| €v, X;=XN1I, X,=XNO. 8i |X;]|v]|X,] € av
alors

TR N X 2 BIX [~ [Xp [+ Bl -1X, | = c]X].

i

Sinon on a par exemple |[X,| > av donc [X,]| € (1-a)v et

IT(X) \ X} 2 |[I(X{) \ X,| 2 Bav ~(1-a)v 2 cv 2 c|X]|.

Grace au théoréme 1, c’est un (2v,k,&{(c))~-agrandisseur, ce gui nous
conduit aux extenseurs forts via le théoréme 3.
La méthode proposée est la suivante:
- engendrer k permutatiouns ,
~ calculer la valeur propre principale 2 du graphe biparti associé
- s8i 2 < &(c), recommencer
- 81 A 2 e€{c}, on a construit un (v,k,x)-extenseur fort avec
2 2
_> 2 ¢ C
x » k " (2kxi—- 2") » —————— (2k= ——— ) = x(c,k)
(4+202»)k2 a+2c’

Exemple numérique:

k =3, ¢ = 1/8, &(¢c) = 1/258, x(c,k) = 0.025.
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5)QUELQUES. CONSEQUENCES DU LEMME D’ ALON-MILMAN.

a)YAugmentation du coefficient d’expansion.

D’aprés le théoréme 2, ¢ croit avec €/d et donc on peut se demander
comment ,a partir d”un graphe a faible valeur propre A, en construire
un autre ayant une amplification plus forte.

On rappelle gue la puissance k-iéme d’un graphe G = (V,E) est le

X N . .
graphe 6 = (V,E{) ot uv € E, si et seulement si p(u,v) < k.

Théoréﬂg :{Alon)

Soit G = (V,E) de degré maximal d, tel que |[V| = n et 2 = A,(G).
k s s )
Alors G est un (n,d ,c )-amplificateur, avec
Alk+1)°
a7 < d {1+(d-1)+..... f(d-1)5"1y et = S22ZTZL
2d+A(k+1)°

Pour atteindre un c/ donné il faut prendre k =0 {d / 2).

Démonstration:

Elle est analogue & celle du théoréme 2. Soit A C V avec [A| € n/2
et B =V \ (AUT (). Comme p(a,B) > k+1 par définition de 6", i1

suffit d’appliquer le lemme d’Alon-Milman.

b)Autres propriétés géométriques liées a 2,(G) ([5]1)

Le lemme d’Alon-Milman peut étre amélioré. Le théoréme qui suit
constitue la base d’une majoration du diamétre (voir corollaire) et

de résultats sur les familles (concentrées) de Lévy de graphes.
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Théoréme

e s s s o i

Sous les conditions du lemme, si p 2 1, on a:

b € (1-a) exp — { | o 2 7 2d | Log(1+2a) }

Preuve:

En appliquant (L ) 84 A = {u}, B =V \ {u} on montre que ,pour n » 2

v = NBETTA > 1
déf

Pour F € V et r € R, notons
V.(F) = { v € V: p(v,F) < r } et f. = | V.(F)I|/ n
Pour 0 € j < k d?f \ p/ul, on a sous les conditions &noncées:
é

s = p(V , V\N VWV (A)) > w2 1
Ju (j+1)u

d’ol, en appliquant le lemme d’Alon-Milman.
"11 2 A'L 2

(1—a ) / (1-a ) 2 1+ =~ a s
ju (j+1)u d ju

\Y
o
+
|
i
Y
=
|
€

1+2a.

En remarquant que B C V \ V¥ et en itérant, on aboutit au résultat.

ky
Corollaire
- S80it 6 = (V,E) un graphe connexe de degré maximal d. Si IV] = n et
A = A,{(6), le diamétre de G est majoré par:

2l 2d /7 2 Log,n | ol
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Preuve:

Soit p =« 2d /A Log,n. Si A C V vérifie |A] > n/2 , alors

L% (A) = V. En effet si B =V \ V {A), le théoréme précédent donne

Llod lel

b < 1/2 exp -|Log,n} Log 2 < n , d'od b = 0.
On a enfin l1a suite d’implications:

v (V\ WV === W V \ WV # V
VEY Loy ) Lot ¢ Loy V)

==> V¥ \ w' {(v) < n/2 ==> VWV {v) 2> n/2
Lol Lol

== Y (v (v)) =V
Lol Lol
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