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INTRODUCTION

PRELIMINAIRES TOPOLOGIQUES,

Le lecteur trouvers icl rassemblés rapidement, les notions de base de topo-

logie générale qui seront utilisdes dans la suite du cours.

Définition (espace topologique) 0. 1.

Un espace topologique X est un ensemble X , muni d'une collection G de

sous-ensembles de X , appelés ouverts de X et vérifiant :

a) Xe¢G6 ,dec

b i U.n
) si U, , U, €6 UNT, €6

c) Pour toute famille {U,}, dlouverts de G U U, €6
i’i¢T jer

Définitions (fermé, frontidre, voisinage) 0.2.

a) Un sous=-ensemble de X est dit fermé si [X est ouvert .

b) On appelle intérieur A c ¥ , le plus grand ouvert X de X inclus
dans A .,

c) On appelle adhérence de A X , le plus petit fermé ¢A contenant A .

d) On appelle frontidre (ou bord) de A < X , llensemble

°

A=0A=2n[4A

e) Un voisinage de x € X (A C:X) est un ensemble dontenant un ouvert

U tel que x € U (A <U) .



Définitions (base d'ouverts) 0.3,

a) Une base d'ouverts B de X est un ensemble d'ouverts tel que tout

ouvert U de X soit réunion d'ensembles de B .

b)  Une sous-base ¥ de X est un ensemble d'ouverts tel que

k
{n U, | U, €¥, kel s0it une base d'ouverts de X .
1

c) Si la famille B est dénombrable, X est dit espace topologique &

base dénombrable,

Définitions (topologies discréte et grossidre) 0.4.

a) x € X est is0lé si et seulement si {U} est ouvert.

b) La topologie discréte sur X est celle pour lagquelle tout point est
isolé.,

c) La topologie grossiére sur X est définie par G = {¢,X} o

a) Ac X est dense si A =X,

e) Ac X n'est dense nulle part si '%': ﬁ .

f) AcCX est discret si Q! = {Un A I U € G} est la topologie discrete

sur A

Définitions (espace séparé, normal) 0,5,

a) Un espace topologique X est dit séparé, ou de Hausdorf si deux

points distinets quelconque possédent des voisinages distincts,

b) Un espace topologique X est dit normal si deux fermés disjoints

guelconques possédent des voisinages disjoints,

Théordme (Urizohn) 0.6,

Dans un espace X normal, soient A et B deux fermés digjoints,
Alors 11 existe une fonction continue

f:X-=[01] =1



telle que f l A=20

o

Définition (convergence) 0o 7o

a) Une suite (Xn) de points de l'espace tepologique X converge

nelN
vers X (pour la tepologie G) si tout voisinage U de x contieni

presque tous les Xn (i.eo tous sauf un nombre fini).

b) Une fonction f¢:¢X=-=Y ou X et Y sont des espaces topologiques
converge vers yo lorsque Xx converge vers Xo € X si pour tout

voisinage 7V de yo , 1l existe un voisinage U de Xo tel que

f(u) cv .

Définition (continuité) 0.8.

a) Une fonction f 3 X - Y est continue en X sl elle converge vers

f(xo) lorsque x converge vers X, oo

b) Une fonction f : X — Y est continue s8i pour tout ouvert V de Y |,

f_1(V§ est ouvert de X .

Proposition 0,9,

f ¢ X =Y est continue si et seulement si elle est continue en

tout pointy

Proposition 0,10,

f ¢+ X—-7Y est continue si et seulement si pour tout A< X ,

£(X) < £(a) .

Propogition Q. 11.

Soit X un espace topologique tel que tout point posséde un systéme

fondamentaldénombrable de voisinages {Un} (i.e : Pour tout x € X et U € G



tels que x €U , 1l existe n € N  tel que Un cU) .

a) Soit Ac X . Alors x € A si et seulement si une suite de points de

A converge vers Xx (pour la topologie de X) °

b) F : X-.Y est continue en XO si et seulement si pour toute suite

(Xn) convergeant vers XO , f(xn) converge vers f(XO)

Définition (homéomorphisme) 0,12,

f:X-7 est un homéomorphisme si elle est bijective et si f et

®

f sont continues,

Définition (compacité) 0.13.

Soit X un espace topologique et AcC X - A est dit compact si de tout
recouvrement R de A par des ouverts de X (i.e. UUDA) on peut

UeR
extraire un sous-recouvrement fini de A

Définition (compacité locale) 0. 14.

Un espace X est localement compadt si tout peint x € X posséde un voisi-

nage compact,

Théorsme (Wereistrass Bolzano) 0.15.

Si X est uh espace tel que tout point posséde un systéme dénombrable de voi~
sinages, alors de toute suite (Xn) de X , on peut extraire une socus-suite

convergente.

De plus la réciproque est wrale pour un espace métrique,

Proposition 0,16,

Soit X un espace séparé

a) Tout sous=-ensemble compact A cC X est fermé,

b) 81 X est compact, il est normal,



Proposition 0,174

Soit X wun espace séparé localement homéomorphe & un espace localement
compact, séparé Y (i.es : pour tout x € X , il existe un voisinage U
de x homéomorphe & un ouvert V de Y).

Alors X est localement compact.

(Ce sera le cas en particulier des variétés).

Définition (connexité) 0. 18,

a) Un espace X est connexe si les seuls ouverts et fermés de X sont §

et X .

ou, ce qui est équivalent, pour tout recouvrement de X par deux ouverts
dijsoints U et V , 1'un d'eux est ¢ .

b) Ac X est connexe si les seuls ouverts et fermés de la topologie (induite)
définie par @' = {UNA|U € G} sont A et g .

c) X est localement conmexe si pour tous x € X, U€¢ ¢ x €U, il

existe un voisinage connnexe de X, N tel que

NC:U o

Remarque 0,19,

Dire que X est localement connexe ne signifie pas que pour tout x € X
il existe un voisinage connexe, Sinon tout espace connexe est localement

connexe ce qui est faux

Contre=exemple (UAq) U(y=o0) C:R2 , Ou Aq est la droite {(x = q)
qeq

Proposition 0,20,

Soit f ¢ X =Y continue surjective
a) Si X est compact, Y aussi.

b) Si X est connexe, Y aussi.



Proposition 0.21,

Soit f ¢ X - Y continue bijective si X est compact, f est un homéomor-

vhisnme,

Proposition (.22,

Soit un espace X et A < X connexe

a) Pour tout B tel que AcCBcA , B est connexes

b) Si {Bi}ieI est une famille d'ensembles connexes

AU( U B.) est connexe,
igr

Corollaire Q,23%.

a) Les composantes connexes d'un espace (iue° les ensembleg connexes
maximaux de X) sont fermées,

b) X est l'union disjointe de ses composantes connexes.

c) Si X est localement corinexe, les composantes connexes sont cuvertes

et fermées,

Proposition Q.24

Soit X un espace compact séparé tel que tout point possdde un systéme
dénombrable de voisinages, et (An) une sulte décroissante d'ensembles
fermés connexes de X .

Alors A =ﬁ An est connexe,
1

Définition (connexité par ares) 0,25.

Soit un espace topologique X

a) Un chemin dans X entre X, et X1 est une application continue
a s I =X telle que a(O) = Xo . a(?).= X1 .
b) A c X est connexe par arcs si pour tout couple de points (X,y) de

il existe un chemin qui les joint,

A

,
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c) X est localement connexe par arcs si pout tous x € X , U€G, x¢U,

il existe un voisinage connexe par arcs N tel que Nc U,

Remarque 0,26,

Les propositions 1-19, 1-20, 1-22 b), 1+-23 b)c) se reproduisent en rem—
placant par connexe par arcs. Mais 1.22 a), 123&) et 1.24 utilisant le

fait que 1l'adhérence d'un connexe est connexe ne se reproduisent pas,

Proposition 0.27.

a) Tout espace connexe par arcs est connexe.
b) Tout espace connexe, localement connexe par arcs est connexe par arcs,
c) Pour un espace localement connexe par arcs les composantes connexes

et les composantes connexes par arcs coincident,

Définition (comparaison des topologies) 0. 28,

Jusqu'alors nous avons supposé X muni d'une topologie G donnéde. Nous
allons maintenant comparer les topologies dont on peut munir un espace X
pour pouvoir conserver toujours celle qui est le mieux appropriée & un

probléme donné.
a) On dit que la topologie G' est plus fine que G , sur X ei
G c G

b) La topologie grossiére est la moins fine des topologies, la topologie
discrete est la plus fine de toutes.
c) Etant donnée une proposition P , vérifiée par la topologie grossiére, on

peut toujours parler de la topologie la plus fine qui vérifie P car 1l'ensemble
T = {G|G : topologie qui vérifie P}

est un ensemble inductif non vide, donc posseéde un élément maximal d'aprés

le théoréme de Zorn.
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d) De méme étant donnée une proposition P vérifide par la topologie discréte,
on peut toujours parler de la topologie la moins fine qui vérifie P (l'ordre

dans T étant maintenant "&tre moins fin").

Proposition 0.29.

La topolagie G' sur X est plus fine que G si et seulement si

(z,61) =3 (x,0)

est continue ((X,G) désigne X muni de G) .

Définition (topologie induite par {fj}) 0.30.

Btant donné un ensemble X , des espaces topologidues Xj , J €J et des

applications (entre ensembles)

f,: X{—-X,
J J

on appelle fFopologie induite sur X par {fj} la moins fine des topologies

qui rendent toutes les fj continues.,

Proposition 0,31,

La topologie induite sur X par {fj s X = Xj} ol Xj est un espace topo-
logique pour J € J , est caractérisée par la propriété :
Pour tout espace topologique Y et g : Y-~ X , g est continue si et

seulement si fj(o g est continue pour tout éw

Exemples 0, 320

a) Un sous~espace A de X est l'ensemble A c X muni de la topologie

induite par l'inclusion A < X (On l'appelle topologie induite-sur A) .

b) Le produit topologique d'une feuille d'espaces topelogiques Xj , est

l'ensemble I Xj des J-uplets muni de la topologie induite par les
jed

projections
n, s I X, - X,
J J J



Remarque 0, 33.

La topologie induite sur X opar {fj} est engendrée par les images récirpoques

d'ouverts de Xj

(engendrée signifie formée des réunions d'intersections finies).

On retrouve ainsi dans les deux cas les définitions classiques,

Définitions (topologie coinduite par {gj}) 0.34.

Etant donnés un ensemble X , des espaces topologiques Xj s J €J et des

applications (entre enSembles)°

on appelle topologie coinduite sur X par {gj} la plus fine des topologies

qui rendent toutes les gj continues.

Proposition Q. 35,

La topologie coinduite sur X par {gf c X, - X} o X. est un espace to-

pologique pour

Pour tout espace

toutes les

Exemples 0,36,

J

j € J , est caractérisée par la propriété :

Y et f :X-=Y , f est continue si et seulement si

fo gj le sont.

a) Un espace quotient X' de X est 1'ensemble quotient X' muni de la

topoiogie coinduite par la projection.

En particulier, on a un quotient de X en prenant X/R o R est une rela-—

tion d'équivalence sur X (appelée identification), ou en prenant X/A pour

AcX

R

est 1'identité

fermé obtenu en identifiant A en un point (i.e. : X/A = X/R ou

sur X -~ A, et xRy pour tous x,y € A)u

b) La somme topologique d'une famille d'espaces topologiques Xj , J €J

est l'ensemble somme directe (des J~uplets presque toujours nuls) muni de

la topologie coinduite par les injections :

X, «@X,
J J
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Remarque 0.37.

La topologie coinduite sur X par {gj} est engendrée par les ensembles U

tels que g31(U) 80it ouvert de Xj pour tout j .

On retrouve ainsi les définitions classiques de quotient et sommes topologiques,

Définition (topologie cohdérente aveo §A}) 0.38.

Soit A = {A} une collection de sous—espaces de l'espace topologique X .

a) X a une topologie cohérente avec A (ou la topologie faible par rapport
3 A) si la topologie de X est coinduite par la famille d'inclusions

{a < x}

b) La topologie de X cohérente avec A est exactement la moins fine telle

que toute fonction
f:X-7

dont les restrictions f|A sont continues, soit continue (1.35).

Proposition 0O.39.

Les deux propriétés sulvantes sont éguivalentes 3
a) X a une topologie cohérente avec {A}
b) Bc X est fermé (ou ouvert) dans X 81 et seulement si B A est

fermé (ou ouvert) dans A pour tout A € {A} o

Proposition 0,40,

a) Si A est un recouvrement ouvert quelconque de X ou
b) si A est un recouvrement fermé localement fini (i.e : pour tout x € X,
il existe U € G , X € G tel que {UNA} soit finie) de X .

Alors X a une topologie cohérente avec A .

Proposition O.41.

Soit un ensemble X et {A.}

313e7 une famille d'espaces topologigques inclus
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dans X telle que

a) AN 4y, soit toujours fermé (ou ouvert) dans A et Ay

b) Les topologies induites sur Aj Aji var Aj et Aji coincident.
Alors la topologie coinduite sur X par {Aj c X} est caractérisée

par :

Les fermés (ou ouverts) de X sont engendrés par les fermés (ou ouverts) de

X (engendré par les fermés singifie intersections d'union finies).

En particulier chaque Aj est fermé (Ou ouvert) dans X et X a

une topologie cohérente avec {A.}

Remarque et définition 0.42.

La différence entre 1.37 et 1,40 est que dans 1.40 chaque Aj a une topo-
logie propre, et on étudie sous quelles conditions il existe une topologie
sur X qui rende chaque Aj sous—espace de X .

b) La topologie définie en 1¥40 est appelée : la topologie de X cohérente

A .
avec { J}

Définition (k~espace) 0.43.

Un k-espace est un espace topologique séparé qui a une topologie cohérente

avec ses sous—espaces compactes.

Proposition Q.44.

Un espace séparé X est un k-espace dans les deux cas suivants ¢

a) X est localement compact.

b) Tout x € X posséde un systéme dénombrable de voisinages.

Proposition 0,45,

Si X est un k-espace et Y un espace séparé localement compact, X x Y

est un k-espace.
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Définitign (YX) 0,46,

Soient X,Y deux espaces topologiques.

a) Pour AcX , BcY, on note < A,B > 1l'ensemble des fonctions con-—

tinues f ¢ X =Y telles que f(A)cC3B .

b) La topologie compacte—ouverte (CO) sur l'ensemble des fonctions continues
{f : X=> Y} est celle engendrée par la sous-base {< K,U > X compact,

U ouvert, de X}.

C) YX désigne l'espace des fonctions continues de X dans Y munie de la

topologie CO

d) 8i AcX , BcY , (Y,B)(X’A) est le sous-espace de YX tel que

f(o) cB

e) On définit la fonction évaluation :

B: Y xXoY E(f,x) = f(x)

f) Pour g 72~ YX on a une fonction

Bo(g x Id) 3 Z x X - YX x X=X

Théoreme 0,47,

Soient X,Y,Z des espaces topologiques ; si X est séparé, localement

compact,
X . , .
Alors g ¢ Z—X est continue si et seulement si

Eo(g X Id) s ZxXx X% est continue.

Loi exponentielle 0,48.

Scient X,Y,Z trois espaces, S1 X et Z sont séparés, et X 1localement

compact,
Z Z
Adors ¢ (YX) XX

-1 v(g) = Bo(g x Id)

est un homéomorphisme,
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Définition (distance) 0,49,

a) Une distance (ou méfrique) sur un ensemble X est une fonction
d s X x X =R

telle que :

(i) afxy) >0 =x,y € X
(i1) a(xy) &= x =y
(iii) dlxy) = a(yx) =x,y € X

(iv) d(xz) < dlxy) + dlyz) =x,7,2 € X

b) Une pseudo-métrique sur X est une fonction

d: XxX~-R

telle que
(1) d(xy) 0 =x,7 €X
(ii) a(x,x) =0 x € X

(iii) d(xy) = alyx) ==,y € X

(iv) d(Xz) £ d(Xy) + d(yz) x,y,% € X

Définition (espace métrigue) 0.50,
a) Un espace métri@ue X est un ensemble X muni d'une distance d .
b) Un espace pseudo-métrique X est un ensemble X muni d'une pseudo-
métrique 4 .
Dans les deux cas X est muni de la topologie définie par d (i.e.

la topologie dont une base d'ouverts est {B(X,r)lx EX,r¢€ R+} ou

B(X,r) = {y € X|d(xy) < r}

Définitions (isométrie, métriques équivalentes) 0.51.

a) Une isométrie entre deux espaces métriques (X,d) et (Yd') est une

application,

f @ X=-Y telle que d'(f(x)),f(y)) = dlxy) =x,y € X
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b) Deux métriques {ou pseudo-métriques) d et d' sur X sont équiva-

lentes =i
Id : (X,d) - (xar')

est un homéomorphisme,

Proposition 0,52,

Toute isométrie est une injection continue.

Définition (oomplet) 0.53.

a) Une suite de Cauchy d'un espace métrique est une suite telle que ¢
Ve>odm mmn>m= alx ,x )<,

b),Un espace métrique X est complet si toute suite de Cauchy converge

dans X ,

¢) Tout espace métrique (Xd) peut &tre complété par un espace métrique
A A . . A -— L on
(X,d) , i,e : XX , le =d , X completet X=X ou X est

1'adhérence de X dans ﬁa

(i\i :%’,éR ou € est l'ensemble des suites de Cauchy de X

s R
1'éguivalence (Xn) R(yn) = d(xn,yn) ‘ﬂj&i o, X Cf% par
X - (Xh =x ,n € N) et 3 prolongement unique de d) o
Définition (norme) 0,54,
Une norme sur un K-espace vectoriel E est une fonction ||,ll: E-R
telle que :
(i) ]lxll) 0 X € R
(ii) lxl]l=0 &= x=0
(1i1)  fxl= [Al =]l rex , xecE

s

W) lxeyll < =+ Iyl =yes
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Définition (espace normé) 0,55,

a) Un espace normé (E,|{|!) est un espace vectoriel E muni d'une norme

I

Sa topologie est celle de la distance
a(x,y) =[x = v

b) TUn espace normé E est un espace de Banach s'il est complet pour d .

Bxemple 0,56,

L'espace Rn =RxRX ..o XR est un espace de Barach pour la norme
n
<=1}
4 i

n —
(comme pour toute autre norme, car sur R , toubes les normes sont €quiva-

léntes)°

Proposition 0.57.

Sl (Xd) et (Yd’) sont deux espaces métriques, alors l'espace topologique
X x Y peut &tre muni de la distance

d+d': IxY)x XxY)—=R

)

(@+at) (G, ), (xy,)) = aleyx,) + ary, v,

et sa topologie est celle de 4 + d°

Proposition 0,58,

Si X est un espace séparé compact, et (Y,d) un espace métrique,

Alors YX peus<8tre muni de la métrigue

a'(f,g) = sup dalflx) , elx))
x€X

et sa topologie est celle de df.
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Rema I‘que Oo 59 °

Dans tout ce qui suit, un espace désignera un espace topologique et une
application, une application continue.
Un espace compact, localement compact, paracompact ou régulier sera toujours

supposé séparé,

Théoreme Q.60.

Si X est un espace compact métrique,
Alors tout recouvrement U de X posséde un nombre de Lebesgue A .
i.e., : 1l existe A > O tel que pour tous x,x' € X alx,x') < A R

il existe U €U tel que x €U, x' €U,

Preuve.
Sinon il existerait x , x' € X tels que d(x ,X') < 1 R
n n n n n
Comme X est compact, on peut en extraire deux sous=suites simultanément
convergentes X; et X£1 . Comme elles sont adjacentes, elles ont méme
limite Xo o 11 existe U €U tel que XO €U ; donc U contient presque
tous les X; et x£1 ce qui contredit 1'hyptthése,

Définition (para—compacité) 0,61,

Soit un espace topologique X.
a) Un recouvrement (Ui>i€I de X est plus fin qu'un recouvrement (Vj)jEJ

si pour tout U, € {U.} il existe un V, € {V.} tel que U <7V, .
i i 3 J i3

b) Un. recouvrement (Ui>i€J de X est localement fini si pour tout x € X,

11 existe un voisinage UX qui ne coupe qu'un nombre fini de Ui o
c) Un espace X est paracompact si pour tout recouvrement ouvert (Ui) de
X 1l existe un recouvrement ouvert <Vj>‘ de X 1localement fini et plus fin

que (Ui) °
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Proposition 0,62,

Un espace séparé X dont toutes les composantes connexes sont localement

compactes, dénombrables & 1'infini, (i.e, s union dénombrable de compacts)

est para-compact,

Définition (partition de 1'unité) 0.63.

Soit unespace X et un recouvrement ouvert (Ui) de X .
Une partition de 1'unité subordonnée 3 (Ui) est un couple (V. , gj) ol

(Vj) est un recouvrement ouvert localement fini plus fin que (Ui) et T

gj t X =1 est continue telle que :

(i)  supp £ {x ¢ X/gj(x) £ 0} C:Vj et supp £ est compact,

(ii) pour tout x € X I g.(x) =1

(cette somme est bien définie car elle est localement finie)e

Déposition 0,64,

Si X est un espace paratompact, il existe une partition de 1l'unité subor-

z

donnée a chaque recouvrement ouvert de X .



Annexe au

CHAPITRE 11,

RELEVEMENTS! et FIBRATIONS.

Définition (relévement) 2.47,

Soient p:E—-B , f :X-B continues

E
! /71
Un relevement de f est une application ’
/ e
//f
£1 o X - B X— B
telle que f =po ' .
On dit que I se releve & B =i un relévement de f existe.
Définition (Reldvement des homotopies) 2,48,
f 1
p : E—- B possede la propriété de XX 0 —— E
relévement des homotopies: (P,R.H.,) par /1 F’// o
>ra§port 4 l'espace X =i pour toutes XxI— B

f*' 9 X-8 , FP:XxI-—-3B
tels que  F(x,0) = pf'(x) x € X

il existe P! : X X I - B telle gue

F“(X,O) = f'(x) y X €Xj; et pF'=F

Proposition 2.49,

Si p: E->B ala P.H:R. par rapport. a X , deux applications homotopes
£t ,f, : X—=B

soit se relévent simultandment, soit ne se reldvent pas {alors le problime

de reldvement se pose dans la catégorie des homotopies).
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Définition (fibration) 2.50.

p : E->B est une fibration si elle a la P.R.H. par rapport & tout

espace,

E est 1'éspace total, B est la base de la fibration o ' (b) est la

fibre sur b € B .

Propogition 2,51,

Si p: E—-B est une fibration, tout chemin .y : I - B tel que

w(0) € p(E) , se releve & E .
Preuve. On prend X = {1 pt} .

Exenple 2,52,

p:BxF->38 , (pb,f) =Db) est une fibration.

Théoreme 2,53,

Un recouvrement est une fibration.

Preuve, Cl'est 2,15,

Définition (RUC) 2.5%.

Une application p : BE—» B est & relevement unique pour les chemins si

pour tous chemins w et w' de E tels que pw = pw' et w(OZ}: w'(O)

on a w =W

Un revétement est & RUC .

Lemme 2.55,

Si psE—~B est & RUC , alors pour tout espace Y connexe par arcs,

chaque f : Y - B posséde au plus un relévement,

Preuve., comme 2,10,
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Théorecme 2,56,

Une fibration est & RUC si et seulement si tous les chemins de chaque

fibre sont constants.

Preuve,
Soit p: E-B & RUC . Les chemins ¢ de P-1<b) et W, tel que

wo(t) = »(0) vérifient pw = Pw,

donc W =w
o]

Réciproquement : soient ¢ et »' dans E tels que Fw = Pw‘ et

w(0) = w'(0)

Soit w((1 = 2t")%) 0¢t' &%
w%(t‘) =
w' (2t = 1)%) T
w% est un chemin de w(t) 3 w'(t)

pw% est un lacet en pw(t) dans B

" ~

pwt Ew(t) reldol

En relevant cette homotopie ona F' : I x I —E tel que F’(t',O) = wg(t')

De plus F’(O XxIU1xIUIx1) C:p—1<pw(t)) . Par hypothése cet ensemble
est un seul point

F1(0,0) = t(1,0) ou wg(o) = w¥(1)

Suivent deux théorémes évidents, faux pour des revétements.

Théoréme 2,57.

La composée de fibrations (& RUC ) est une fibration (& RUC).



-21 =

Théoreéme 2,58,

Le produit de fibrations (& RUC) est une fibration (& RUC)

FIBRES (Localement triviaux) et THEOREME DE DOLD.

Définition (fibré) 2.59.

Un fibré g(E,B,F,p) est la - donnée de :

a) un espace total E

b) une base B

c) une fibre T

d) une projection p : B — B

tels qu'il existe un recouvrement ouvert U = {U} de B et pour chaque

U €U , un homéomorphisme

gu: UxF-p (V)

tel que P o ¢u s Ux F = pﬁ1(U) - U

soit la premigre projection.

Remarque 2.60,

p-1(b) , b €EB est appelé fibre au-dessus de b, Toutes les fibres sont

homéomorphes & F .

Définition 2,61,

Soit G wun groupe d'homéomorphismes de F et ¢ 3 F— F' . On définit

ltapplication

g 2 F—~F  pour g€ G par gg(y) = ¢lgy)

Définition (G-structure) 2,62.

Une collection b = {¢} d'homéomorphismes.,
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s F-H est une G-structure de F' si
a) G opere & droite sur b li.e. @ p€d , g€ G = ogg¢ b) .

b) L'opération est transitive (i.,eo :,¢1 9 ¢2 € @ S Bg € G | ¢1 = ¢2g) o

Définition (Groupe de structure) 2.63.

Un fibré (E,B,F,p) a le groupe de structure G i chaque fibre pw1(b)
a -une G-structure @(b) telle qu'il existe un recouvrement U de B et

pour chaque U € U un homéomorphisme

oy ¢t UXF - p_1(U)
tel que pour tout b € B pulb,.) € § (b)

Définition (fibré wectoriel) 2,64,

Un fibré vectoriel rdéel (complexe) est un fibré dont la fibre est Rn(wn)

et dont le groupe de structure est GL(Rn) (GL(&n))

Bxemples 2,65,

a),Pour les espaces B,F , on a le fibré trivial (B‘x ¥, B,FpB) de groupe
de structure trivial,

b) Soit P ¢ % - X un revétement de X connexe et Xo € X, On a le fibré
(%, 2,07 (= )0)

S1 X est connexe par arcs, il a le groupe de structure n1(X,XO) ou

l'opération de n1(X,XO) sur pm1(xo) est :

[a]§ = 3(1) o o est le reldvement de q qui

M)
commence en X B

c) Le fibré tangent & une n-varidté différentiable N
™ = {(x,v) I xXE€EM , ve TXM}

est un fibré vectoriel réel,
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d) Si H est un sous-groupe fermé d'un groupe de Lée G , si G/H est
l'espace des classes & gauche de G par H et sip : G- G/H est la pro-
jection, (@, G/H , H, p) est un fibré du groupe de structure H opérant

sur lui-méme par itranslations & gauche,

e) De méme que p @ SR Pn(R) est un revétement, on montre que si

2n+1

P S2n+1 - Pn(C) est la projection i dur.. fibré (s ’ Pn(G),S1,p)

qui a pour groupe de structure S1 opérant sur lui-méme par translations

8 gauche. Clest le fibré de Hopf.

Définition (fibré par S°) 2.66.

On appelle fibré par % un fibré dont la fibre est S° et dont le groupe

de structure est le groupe orthogonal ,O(n+1) desisométries de GL(Bp+1) °

Proposition 2.67.

si (B,B,5",p) est un fibré par S° , le cylindre d'application, B , de

N+

A

la projection p : BE—B est l'espace total du fibré (E,B,D ,r) ol

r est la rétraction E - B ,

Définition (Bquivalemce) 2,68,

a) Denx fibrés (E1 , B,F,p1) et (E2,B,F,p2) de méme base et méme fibre

sont dits équivalents s'il existe un homéomorphisme h : E1 - E2 tel
que th = p1
h
B, ———— E2
b) Deux fibrés (E1,B,F,p1) et (EQ,B,F,pz) ayant
méme groupe de structure G sont dits éguivalents par p1 p2

rapport & G s'ils sont équivalents et si pour tout

beB et ¢ € ¢1(b) hog, € @2(b) .
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Définition (trivial) 2.69.

Un fibré est dit trivial s'il est équivalent & un produit.

ou, ce qui est équivalent, s'il admet {1} comme groupe de structure.

Définition (fibration locale) 2.70.

p:E—-3B est une fibration locale s'il existe un recouvrement ouvert
U= {U} de B tel que
-1 -1
plp (U) :p (U)~-7U

soit une fibration pour tout U € U .

Remarques 2.71,

a) Toute fibration est une fibration locale,

b) Toute projection de fibré est une fibration . locale,

Définition (Reldvement) 2,72,

Soit p: E—~B et BcCE % BT défini par :

B = {e,0) € B x BIIw(O) = p(c)}

On définit : p s EI - B par :

(@) = @(0), o w)

Un relévement de p est une application
A :B—E

telle que P oA

it

Idg o

Théoréme 2,73,

p:E~—->B est une fibration si et seulement slil existe un relévement de

P



Preuve
Soit p une fibration
On définit f' : B - B f'(e,w) = e

F:BxI-—B F((e,w),t) = w(t)

F((e,0),0) = p o f(e,w) = ple)

D'aprés le reldvement des homotopies, on a

F'*' : BxI—-E
Telle que F'((e,w),O) = f'(e,w) = e et poF' =PF
I

On définit A:B-E Ae,w)t = 1 ((e,w,t)

Réciproquement soit A\ un relévement de p
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Pour f:X-58 et P : XxI-=B telles que F(x,o) = P O f(x) on

définit

g:x~3 g(x)t = Flx,t)

F'(X,t) = K(f'(x) , g(x)) t F' : X xI—-E

est un relevement de F .

Définition (reldvement étendu) 2.74.

: E-B et W :>BI

Soit 1)
n
Soit W= {(e,w,8) € BEx WxI| w3 =rple)}

Un relevement étendu & W est une fonction

telle que : p(Ale,w,s)t) = w(t) et Ale,w,8) s = e .

Lemme 2,75,

P ¢+ E—>B posséde un relévement si et seulement s'il posséde un relévement
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étendu & BI o

Preuve :

Si A est le reldvement & BI , le relevement est

AN:B-EK r(e,w) = Ale,w,0)
Réciproquement, soit  wun chemin dans B et W ws définis par :
wis=t) og¢tgs wis +t) ogtg1-s
s
ws(t)= { ;ow (8) = {
w(0) st w(1) 1-58¢tg 1
. . s . I I
Les applications (w,s)-é W et (w,s) - W sont continues B x I —= B
Soit A le relevement de p P = EI o On définit le relévement étendu
a BI par
Ae,w, ) (s-t) o< t<s
s
A(e,w,s)t = {
e ,w” ) (t-s) PETE

Définition 2.76.

a) Un recouvrement {W} de l'espace X est localement fini si pour tout
qui_ne coupe
X € X 11 existe un voisinage UX de xVYau'un nombre fini de W,

b) Un recouvrement {W} est dit numérable s'il est localement fini et si

pour chaque W , il existe

f 1 X-1  telle que w:{xexlfw(X)=/O}

Lemme 2,77,
Soit p : E— B . S'il existe un recouvrement numérable {Wj} de Bl tel

que pour tout j , il existe un relévement étendu & Wj , alors il existe

un relévement de p .
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Preuve 3
T=1{j} et f,:B o1 £, =1
J J Wi
Pour tout acd ,s0it W =U =0U__ W, et
o o Jea J
£ : 3 & f (W) =z f, (0
o o . J
JjCa
W = {0 € BTf (0) £ 0}
o a
On définit ﬁa = {(e,w) €B | we W]
Liensemble des couples (a,xa) ,ou a<J et ou xa : §a - EI est

un reldvement étendu a ‘Ea ,
(Un tel reldvement existe d'aprds 1l'hypothdse pour tout {jo}ciﬂ)est muni
de 1lfordre partiel :

() ¢ (Bhg) st acp et n =25

Toute chaine totalement ordonnée (ai , xa ) posseéde une bonne chalne
g . i
supérieuré : (B,k )

£

B = Uai . Pour tout ouvert U’C:WB ne rencontrant qu'un nombre fini

Wji,ae,, Wj de Wj J €B , on choisit g tel que j1 9o0as jr 3 oy

On choigit xB(e,w) = xai(e,w) pour (e,w) € Ea o
i

Comme pouxr tout (e,m) € E. il existe oy tel que (ew) € Ba et que

i

B ?
si (ai , kai> < (ak s x“k) °

A (e ’U)> = A (e 7(1))
o . o
i k

A est bien défini sur BB et c'est un majorant de la chaine (ai , Ka )

B i
D'aprés le lemme de Zorn , il existe donc un é1lément maximal (a,N ) dens
a

cet ensembie

Si a#£J , soit jg€J-a et p=a U{jo}
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o
g WB R g(w) = f;raj
- Xa(e,w)(g(w)) glw) £ 0
gos Bj - B ple,w) =
© e glw) =0
Soit A, un relédvement étendu & W. et N @ B - EI
JO Jo B
A (e w) (%) o0& t< glw)
A (e,w)t = {

¢
Ay Lulesw), 0, gle))t glw) ¢t <

Alors (B,AB) > (a, xa) dans l'ensemble ordonné, C'est impossible car

(a,ha) est maximal et o =J .

Remarque 2. 78,

Si p est & RUC , le lemme 2.77 est vrai pour tout recouvrement ouvert
{Wj} de BI tel qu'il existe un reldvement étendu & Wj , pour tout J ;

car dans ce cas l'unicité des reléevements de chemins permet le recollement

des relévements pour faire un relévement de p .

Lemme 2,79,

Soit p: E—~B et U1 se sy Uk des sous-—ensembles de B qui
possédent un relevement étendu, Ai, a Ui .

Alors l'ensemble W C:BI

W= {wc¢ BI l w([iﬁl , %]) CZ'Ui i=1,2,..., k} posséde un reldve-

ment étendu,

Preuve :

i-1 i
]

Pour w € W , soit w; le chemin égal & w sur [-Ef ;) £

, et
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constant & l'extérieur,

Soit (e,w,s) € W tel que Eil R IR E
On définit par récurrence e € E par
e An(e’wn’s) (Eil
e = An(e,wn,s) (%)
RED W CHENIN S O¢i<n -1
ST IRICHRTE 1%) (31{’1) Bl gk
Un relévement A étendu & W est
Ae,o,8)t = p (e, o s 0, }'%)t i;-:ig tg% i=1,2,0.0,k

Théordme 2,80,

30it p : B—-B et un recouvrement numérable U de B tel que pour chaque

Ue?T

o] pm1(Uj) : p_1(Uj) ~ U,

golt une fibration.

Aors p est une fibration.

Preuve ¢ Scoit W. . C:BI lt'ensemble W défini en 2.79 cerrespondant
3100031{
a U, ...,U. €710

La famille {Wj 5 } pour k€N , i=1,2,i..,k, j; €7 estun
1o
recouvrement ouvert de BI H

a) W de 2.79 est ouvert dans la topologie CO cawmite intersection de k

ouverts de la base de cette topologie de la forme v, = {w]w [iil , %] C:Ui}
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b) Chaque « € BI est recouvert par Uj 000 Uj € U donc il existe
1 k

un nombre de Lebesgue A\ et pour k' ) Sup(% ,k) w € Wj 3

1000 k’

(formé & partir des U. avec répétition) .
i
c) p‘p_1(Uj) étant une fibration (donc possddant un reldvement d'aprés

2.73 , donc un reldvement étendu & Ug d'aprés 2.75) posséde un relévement

étendu & chagque W. . dfapres 2,79
31000 Jk

d) De plus, pour k fix€é et o € BI , 11 existe un voisinage Vi de

w[iil s %] qui me rencontre qu'un nombre fini de Uj (d'aprés la compa-

cité de w [iii , %] et la finitude locale de U).

k
Donce {]1 Vi (définis en a)) est un voisinage de w gul ne rencontre

qu'un nombre fini de W, . (k fixé 1) .
Jpeeody T

e) Soit fj:B—>I le f

U.
J
On définit T, . BI-» I par
J10.03k
. el i
£, (o) = inf{f, o(t)] = ¢ t < =}
J1°.,Jk i k k
E. . (w) % 0 &3 weW, . (d°aprés a))
J1ooan J1°°°Jk
La collection {Wj 3 } , 81 elle était localement finie, nous permettrait
100. k

de finir la preuve grice & 2,77.

f) Comme cela n'est pas nous allons restreindre notre recouvrement.,

D'aprds d) {Wj 5 k < m} est localement fini pour m fixé. Donc la
100. k

somme

g =1 E‘ . B” - R
k(m J1oo.Jk

est une fonction continue. Soit £ e BT -1
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£l = inf[sup(0,£, - ng_)31]
Jpeeedy Jyewedy m
. I
et W! . = {w € B7|£! . (w) # 0}
31..,Jm J1nooJm
On a donc aussi défini une famille d'ouverts W! . C:BI telle gque
J1°°°Jm
W . CW, . , donc qui posséde pour chaque ouvert un relévement
J,eeed Jyo0eed
1 m 1 m
dtendu & lui.
g) {Wg 3 } est un recouvrement numérable de BI o On sait déja qu'il
1000m
existe.: f = f! , convenable,
‘ Wj P J1Q,°Jm
1090 m

Soit € BY . La famille des (31,,,,jk) k€W j; €J telle que

£ 3 (w) % 0 est non vide car {W, } recouvre BI N
k

J1ooo J1oaeJk

Soit m 1l'entier le plus petit tel que

f. . (w) % 0 .
J1QGDJm
Alors g (w) =0 et £t . (w) =T . (w) #£0
= 12°°d9p dyeeedp
Donc  {W! ) est un recouvrement de BI .
J,0043
1 k
Soit maintenant N > n tel que Eﬂ . (w) > l
J1°°°Jm N
Par définition de g : g (w) » o (w) > !
LIS S R I N

donc NgN(m) > 1 , 11 existe donc un voisinage V de w dans BI tel que
w' €V = NgN(w’) >

De méme pour k » N kgh(w') > 1 w! €V
(car k - kgk(m') est une fonction croissante)o

Donc toutes les fonctions fg 3 stannulent sur ¥V pour k » N , i.e
10 dy
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V est disjoint des W?! . k3 N . Comme 1'ensemble des W? .
Jaeeed 3, eeodl
1 k 1 k
qui coupent V pour k < N est localement fini, {W% p ! est dans
3 10 o o k

son entier localement fini.

h) On peut donc terminer en lui appliquant 2.77 .

Définition (paracompacité) 2,81.

Un espace topologique X -est paracompact s'il est séparé, et si pour tout
recouvrement ouvert de x , 11 existe un recouvrement de X localement

fini plus fin que 1lui.

Exemples 2.82,

a) Toutes les variétés plongées dans RY sont paracompactes, Il suffit

n

. n . . .
de le voir pour R lui-méme. (Soit U un recouvrement ouvert de R s

x € Rn . On prend deux boules cenirées en x B1 et B2 telles que

5]
B1 c:B2 - Alors

U= {U - §1[U ¢ Uju {u.n B2‘|i = 1,2,00. ,k}

{ofl 1e second ensemble est un sous-recouvrement fini du recouvrement U de

§2 compact), est un recouvrement de R® , "localement fini dans B, "

On sait que Rn =0T B ou B est la boule de centre 0 , de rayon k
h k
kel
On applique inductivement notre construction a B1 = Bk’BZ = Bk+1 de

telle manidre qu'd chaque pas la famille finie soit croissante. (la

premidre famille décroit évidemment vers @) .

i 1 2 0N 1 2 .
On obtient Uk = Uk U Uk kel U =g , Uk fini,

Soit Ur = U UE_
kel

Alors U' est un recouvrementde X , localement fini plus fin que U
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b) Chacun voit bien que ce raisonnement s'étend & tout espace localement

compact dénombrable & 1'infini et méme & tout espace dont les composantes

connexed sont localement compactes dénombrables & 1'infini.

Lemme 2.83.
Pour tout recouvrement d'un

numérable plus fin que lui,

Théoréme de Dold 2,84.

Soit p: E—-B ou B est

Alors p est une fibration

Corollaire 2,85,

espace paracompact,

paracompact.

il existe un recouvrement

si et seulement si c'est une fibration locale.

Pour tout fibré (E,B,F,p) dont la base est paracompacte,, p est une

fibration,



CHAPITRE VII.

THEORIE de L*HOMOTOPIE.

SUITES EXACTES en HOMOTOPIE.

7.1, Définitions.

a) Dans tout ce chepitre, un espace X désignera un espace pointé (X, xo) ;
une paire (X, A) est une paire d'espaces pointés, de méme point base, et tel que
4 soit fermé dans X.

b) f : X —>» Y est censée conserver les points base.

c¢) X/A désigne le quotient % ou R est l'identification de tous les points

de A4

d) Si A et X' sont fermés dans X, est un sous-ensemble fermé de

A/A N X'

X/X‘ et on note

(X310 Ay ax) = & By

e) I=(0,1], 0
f) 1le c8ne réduit sur X : CX est défini par

CX =X x Y/ Xx0 Lﬁxo x I

(icee X x I ol on réunit X x 0 et x X I en un point}.
On note [xy t] la classe de (x, 1)
X e CX x ——> [x, 1]
C(X, 4) = (CX, CA)
g) Dans la suite, on abrégera : si et seulement si en ssi.
7.2, Lemme.
£ : (X, A) —» (Y, B) est homotope & une constante ssi £ s'étend en
F: C(X, A) —> (Y, B)»
7.3. Lemme.
Le couple (C(X, &), (X, A)) possdde la P E H pour tout espace (propriété
d'extension des homotopies).

Preuve, Soient

f: C(X, A) —> (I B)
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G: (X, A) x I —s (1, B)

telles que f[x, 1] = G(x, 0) x¢€ X,
I1 existe F:CX, A) xI — (Y, B) qui les prolonge

fx, t(1+ c)] t(1 +7) ¢ 1

F[(x9 t’)9t3 =

G(x, t(1+T) - 1) 1< t(1 +)

7.4, Remarcue.
On note O 1la classe de l'application constante dans EX, A X, B1a Cet

espace est pointé par 0.

7.5, Définitions (cbne d'application, Ker fa).

Soit £ : (X', A') —s (X, A) °
a) On définit £%:[X, A ; Y, B} —s [X', A" ; ¥, B]

f#;EYSB;X',Aﬂjme; [¥, B 5 X, 4]

par
# _ N —
f[e]-[soc]s £ [6]-[z06]
et Ker £H = f4¢—H(O) s Ker fy = f;](O) .
9
b) Le cbne d'applications Gf de f : X' ——3» X est gz;ﬁi;E

Ex"; H] R £(x*) x' € X'

c) est fermé dans

©

Celar Ce |xs

= (C,, C.) (F=g[x, £v=¢[ar).

Donce C_ = (C fM’ £

£ £]x0? Cflu)

7.6, Définitions (exactitude).

Une suite de paires (X', A') —» (X, A) —3> (X", A") est dite
a) exacte si pour tout (Y, B) (B non nécessairement fermé) laz suite :
[Ys B ; X', quvmfﬁ% [Y9 B ; X, Aj‘,§g9 [Y, B ; Xn, A"]
est exacte (i.e. Ker gy = Im f# )
b) coexacte si pour toute (Y, B), 1la suite :

[x", A", ¥, Bjmgjf% [X4;Y8] j:; [Xt A" ; T B]

est exactes
7»7 ® Théoréme °

Pour tout f : (X' A') — (X A) la suite
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(X A%) "£*9 (X A) ey (c est exactes

£ X’ GflA)
Preuves
Soit (Y, B) quelcongue. On a la suite exacte
i¥ ¥
ch]x’ CflA ; ¥, B] —s [X, 4 ; YB] — [X' 4', YB] .
a) £F o i¥ = (i o £)¥ = 0.

Car iof : (X', AY) —> s'obitent par :

(Cf[X“9 ijAﬂ)

(X0, A") e C(X', A1) &> C(X* &') + (X &) By (Cp 155 Cppy)

ou la premidre inclusion est homotope & Cte dfaprés 7T.2-
b) Soit g : X(4) —» Y(B) telle que fﬁ[gj =0 (i.e. g o f #Cte)s
D'apres To2. , oma G : (X' A') —» (¥ B) qui s'étend g o £. Soit
G' 3 C(X* A') + (X A) —> (¥ B)
extension commune de g et G. Comme
@[x* 1] =g o ffx* 1] =g £(x*) = G*(£(x")) x' € X'
G' passe au quotient en

s (Cpiges Cf!A“) -— (I3)

ot [¢] = +4[x] -
7.8, Corollaires

Secit £ (X* AY) —s (X, A) o
On a la suite coexacte infinie

f

(x+ 40) L5 (x4) & (C yels (Cc.., ¢ )es

J
Cmty C C.
( ] Bs 1lC J . JM j"

£]xe? Cf]A“) ilc
7:9. Lemme,
Soit (Y, B) et Y' €Y fermé.
S%il existe ume homotopie : H : (¥ B) x I —» (¥,B) telle que
a) H(y, 0 =y ye¥X
b) H(I'x I) ¢ Y*
c) H(Y* x1) = Y,
Alors la projection p : (Y, B) —» (Y, B)/Y" est une éguivalence d'homotopie.

Preuve» Soit £ : (Y, B)/Yu ——3 (Y B) définie par f(p(y)) =H(y, 1) ye¥.



7-10.

. N .
1) H: Id(Y, B) forp

2) Soit H': (Y, B),, x I —> (I, B)

Hq(P(Y); t) = P(H(Y$ t)) y€E Y tel

H' = Id .. ~ pof °
@'9B)/Y0

Corollaire.

Soit (X' A") —I(X, A) ety (Cplxes Cplar) -

Alors CX s'ipelut dans C., et
i
(Ci&i? Ci")/CX = (Cf\ﬂ? Cfvv)/x °
Dlzutre part, la projection P (Ci99 Ci”) —_— (Ci“9 Ci”)/CX est une
équivalence d'homotopies
Preuve-
2
a) Ci9 = 95__%_9§ Exﬂ9 1] R If(x“)g 1] x'€¢X's Donc CX ¢ Ci” °
Comme

et de

et

On dé

C,, =CX UG,
Cie/ox = Cfﬂ/cfgf? ck = %p1/ x

méme avec f" = f]A“o

b) Seit F : C(X, A) x I —» C(X, 4) F([xt] t*) =[x, (1-t*) t]

g : C(X' A%}  C(X' A') +/C(X A) —3

finit G : (X', A') X I ——p (Giﬁg C..) par

1%

fxId

(Ciﬂ Giw)

. F
(X' A7) x I ——5 (X 4) x I&—> C(X, &) x I —=» C(X, 4) &> (C,,, C,,)

G(x*y 0) =[£(x"), 1] = gfx* 1] -

Dlapres 7.3, on a une homotopie F' qui prolonge G et
b

Alors

P es

T-11,

rédui

F' : C(X' A") x I —5 (C,; C.,) -

H:(C,,,C,)xI—» (C,,C.,)

H(Ex“ t] t1)
H(ﬁx t] tt )

it?

1l

t une équivalence d*homotopie dfaprés 7.9,

Définition (suspension)s

F(xt],t) =€X

Fr{x* t], ') =x'€Xx

a) Pour l'espace (X, x0)9 on définit la suspension SX (ou suspension

te) par
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SX =X x1 =
% /(XXOUxoxlUXxﬂ CX/x

b) Pour f s X' ——3» X, on définit 1l'application suspension de f par

Sf ¢ SX?' —s» SX

sfx, t]=[£(x), t]

7.12. Lemme. Pour n »0 S(Sn) est homéomorphe 3 Snﬁla
n n+2 I | )
Preuve. e dxe®2 [ x]=1 x 0]}
n+1 n+2
E = §x € R ! ” x ”:g 1 X 4o = 0 }
n+2 n+2 ‘
E, = {xeR [ x] =1 n+2_>:o}
n+2 n+2
E = 2 x € R ! “ X “ =1 X o §‘O}
. . n+2 n+1 P . )
La projection p s R -3y R définit deux homéomerphismes
+ + !
P, E: 2 — En ! H P 3 E2+2 — EP%J o On définit 1*homéemorphisme
£ 3 S(Sn) — Sn-H par
p (2tx + (1-2) p ) 02t 41/2

fx, ] =4

p) ((2-28) x + (26 - 1) p) 1/2£b&1,
ol P = (1, Oy000, 0)o
To13. Théoreéme.
Soient deux objets X, Yo S'"il existe deux lois de composition de méme élément
neutre et mutuellement distributives sur Hom(X ¥) = {f ¢ X~ Y } o
Ces deux lois sont égales, commutatives et distridbutives.

Preuve.

Soient ° et x ces lois, fO 1'é1ément neutre

-
5
+h
1l
e}
@
+h
I

- f o f X fo = fo % f £ € Hom(X Yj

(f1 0 fz) * (g1 o 8,y = (fl X 81) ® (fz X 82) °

Alors
fog=(fx fo) o (fO x g) = (f o fo) x® (fo 6 g =fxg
gof=(f xg)o(fxf)=1(f og)x(gof)==Fxg
(f o-g)o h = (f o g) X (f‘o o h) = (£ x fo) o {gxh) =f ¢ (g o h)

7.14, Corollicires Pour tous X, Y , ES(SX) 2 Yj est un groupe abélien.

Preuveo On définit les deux lois
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Il

feog ([fxt]re] f[x, 2t] «] 0gt¢1/2
g[x, 2t-1]¢] 1/22t ¢ 1
f[:[:x9 t]2¢] 02 ¢ ¢ 142

gdlx, t] 227 1/2 < t¢1

il

f x g([[x,t]’ rc])

Sur les classes d'homotopie ES(SX) : Y] il correspond deux lois ¢ et X qui
vérifient 7.13.

7,15, Définition (suspension).

a) Pour une paire (X, A) on définit la suspension par :
S(X, 4) = (8X, SA) = (CR/y, CA/,)
h) Pour f : (X¥, A') —s (X A) on a

(c = S(X', A")

P’ Cfn)/x
et on note la projection h <Cfgb wa) —% S{X' A')

7.16. Lemme. Pour toute £ : (X' A') —5 (X, A) on a la suite coexacte :

k St

(X 4 s (xa) 25 (¢, C,,) —=3 SEA) —s S(XA) .

Preuve. Dlapreés 7.8. on a la suite coexscte

. . .
(x0 a1 s (x4) =t (c,, €, eds (¢, ¢ ) eEs (¢, c,) .
f f i L 3 J

Diapres 7.10. k' : (GiH Ci”) —p Qva Cf”>/X = S(X', A") est une équivalence

3 1
d'homotopie et k. (C,,, Cpp) el (C, €. s s(x oAy
De méme pour
"o cm—— N = ( .09 G.« =
W (G0 Cgo) =2 (G0 Gy /ge = (G Ciad/g = S

K® est une dquivalence et on & la projection

3

- h
E: (C, C.J m_m;(cjﬂ_ cjw) —— (cjM CJ”)/CCfu = S(X &) .

i i!?

Ceci nous permettre de changer (C.,6 C.,) et (C_, Cjw) de 7.8, en S(X' A1)

it Tim j
et S{X A). I1 reste & voir de quelle facon se transforme par ces équivalences.
Soit g s S(X' AY) —3 S{X A) g x’ t] = [2(x"), 1-1]

QY Ad
Nt 2y

Kk, g0kt (0

R - e
4 i1? Tiw/ 4

sont homotopes par 3
H[x" t] e ) =[£(x*) , 1 - t €] x! € X¢

H(Extj'&) :Ex9 (1m@)t3 x €X



qui est bien définie car : H({[-x' 1] ¢ ) = [£(x), 1- 2] = H[£(x") 1] € ).
Donc on a le diagramme commutatif

\ 4
f°9 Cf“) ? Ci“ Ciw) (Cj“ Cj”)

$(x1 A1) —E5 (X A)

ot k' et k" sont des équivalences. Onih donc la suite coexacte

(Xt A1) —21 mA)—Lawf Fﬂuiéﬁmﬂﬂ)“—é S(X A)
En composant par l*homéomorphisme
h : S(X A) —> S(X 4A) Wx t] =[x, 1~ 1]
hogs: S(X* A') —> S(X A) hog[x* t]=[£(x*) t]

donec h o g =8f et on obtient la bonne suite ecoexacte.

To17, Définition (espace des lacets).

a) Btant donné un espace topologique (Xgi%o)g on appelle espace des lacets de

X en X 9 1%espace
Q%) = AKX, x ) = fo: (1, 81) — (X, xo)}

muni de la topologie CO (compact-ouverte)s
Cet espace est pointé par E X o

b) Pour £ : (X%, xé) —3 (X, xo) on définit
QfF s RXV sy X par RE(or) t = fFloe(t))o

¢) Pour une paire (X, A), 1l'espace des lacets est

(X, A) = (£X, QA) (QA est fermé dans SX)o
d) Pour f 3 (X' A') ——> (X A) Rf = (2 £IX°, @ £]A?)

QFf s QXS AVj—> Q(X A)o

7o18a Propositions

a) Il existe une équivalence h s Hom{(S(X, A) ; Y B) —» Hom(XA ; Q(Y B))
b) I, existe une équivalence h o ES(X A) : Y Bj — EX A QY B)] s
Preuvee
a) Soit g ¢ 8(X A) ——> (I B)
On définit hg : (X A) —> Q(Y B) par hg(x) + = Ex t] x€X

dont la réeciproque est évidenteo



Les carrés ci-dessous se correspondent -‘4w4g

s A —3F o sxa) (X' A') ——t s (X A)

g' g h’g"l hg
k. (k

(1+,8') — =5 (3, B) Q(Y' B') ——mmep  Q(Y B)

et ils sont simultanément commutatifso.
b) Soit G une homotopie G : (X A) x I —>» (Y, B) » Par le quotient

elle donne F: (X, A) x I/xoxl —> (Y, B). Or
S(X, &) x I, D) =8& &) xI,
o 0

(par 1'homéomorphisme [(x, t)'C] s (Ex @J t}) » Donc les homotopies
F: (XA x I/x « I -3 QY B) correspondent bijectivement aux homotopiesk
0
Vo, R
Fr : S(X 4) x I/XO 1> (Y B) dtapres a)e
7-19. Lemme. Si la suite
(X AY) —f—a (x 4) —&s (x0 Am) est exacte
il em est de méme de :
St

s(xv ar) L, sxa) 28 s(xr av

Preuves On a le diagramme commutetif

[s(x® &) ; Y B —Si#-a [s(x 4) ; T B] _—-?;;fﬁ; [s(x* &%) ; 1, B]

h" l h l, h?

[X" A" 5 QY B)] _magjg [X A ;Y,B j “*gﬁ;% EX“ At 3 ¥ B j

In (Sgff = Ker(S£¥# ¢ Im g#:= Ker £ .

7.20, Définition (n suspension)a.

On définit par induction Sn(X A) et Sn(f) pour £ 3 (X' A7) —>» (X A)

il

par a) S°(X A) = (X A)

s*xa) =s(s®™'®xa)) n>do

il

b) s% £ ; sT(X AY) —» SN(X A)

Cror; fr=sE"" g n > 0,

7.21. Théoréme. Pour toute application £ i (X' AY) —p (X 4A)

on a la suite coexacte

. . n n .
(X' 4% Ly x4 s (Cyy Cpu) Ky eee —s (x4 2 s xa) 25
n s"r n+1 ,
S (Cf' Cf") "——-"? S (.‘)(i A‘) "-‘”") s s00
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GROUPES 4 'HOMOTOPIE..

7,22, Définition (groupes d'homotopie)

a) Pour un espace pointé X, on définit :

« (%) (oud (Xx)) =[5(21) ;X] n3o0

( 21 est homéomorphisme & s® et §" = Sn(blﬁ dlaprés 7.12.)
(QTQ(X) = [ 21 ; Xj = icomposantes connexes par arcs de X } )o
Dtapres T.14. an(X) est un groupe pour n > 1, abélien pour n > 2.
b) Pour une paire (X A), on définit :
thX 4) (ou qfn(X A xo)) = ESn_1(I, 21) ; X, Aj n>1
Pour n =1, on a un espace pointé ; pour n =2 un groupe ; pour n » 3 un groupe
abédlein d'apreés T.14.

7+23. Remarquess
a) S(9I) est homéomorphe & I/aft et sous cette identification

s*(21) = sn"‘1(1/al) = sn"1(1)/sn_1(al)

Done M0 =[N s X] =[5, ) 5 X {x } ]=T X, x,])

pour n » 1.

b) i (X, xO) Cmwy (X A}  induit Jy 8 qrn(x) —_ C\Tn(X 4) ny .

¢) Pour n 2 1 on a un homéomorphisme

. 4
h s sn“""(l, 1) —» (I x 1“'“19 I x I

1) n-1 n-1
/(I x oI Tox I

(construit par induction).

n

Donc 9 (X4x) = [17, 21", 1x 91 v o x ™

; X 3 A Xo] o

d) I x 21 vo X il est constratile. Donc pour z, = (Oy000, 0)

n n-1)

s (17,917, 5) e (1%, 91%, T x31™ o x 1

est une équivalence d*homotopies

n n

or (I, 31, zo) est homéomorphe & (En, Sn==1

, po) donc pour n > 1

(En est le disﬁue wnité de RBR® noté aussi D ailleurs)

1

n n—
a (X, &, x ) = [B s, p, i X, 4, xoj
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79240 Théoréme B

a) o e s™ —3 X représente 1'élément neutre de Cﬂ‘n(X) pour n » 1 ssi

of s'étend 3 En+1 N

b) : (En,,7 Sn_19 po) —3y (xta xo') représente 1'élément neutre de
qrn(X A xo) ssi Of est Bomotope & une application A E' —> A relativement
n-1

& 8 o

Preuve de b).

[0]=0. Doncona H: (E, SN 1 — (X 4) H: o0 w Ex
H(—=; ¥) o<zl <1 -3
H (z, t) = -3
B(rZy, 2 - 2la)) 1- 2 <la 21

H : ot~ rel g1

Réciproquement Of ov /3 donec EO(‘j = E/j}:] o
Or H : /3 N OEX
H(z, t) :/B [(1-t) z + ¢ po] .

7025, Définition (n-connexité).

a) (X A) est n-connexe si pour tout k £ n et

o (B, s 5 (@)

N k-
O est homotope & une p : Ek ~—>» A relativement & S 10

b) Done (X A} est O-connexe si tout x € X est 1ié per un chemin & un

point de Ao

7.26, Corollaire. (X A) est n-connexe ssi chaque composante par arcs de X coupe

A et pour a€ A, 1L kgn
qli_k()(9 A, a) = 0.
7.27. Définition (3 ).
a) Pour n > 1, on a une application (homomorphisme pour n» 2)

3 s qﬂ-n(xy Ay XO) — an_1 (-A XO)

o: P18 — (X, 8 3[a]=[o] " (aD)]

et pbur £f 3 (X* A') —> (X A) on a le carré commutatif :



ﬂn(xu AY) _,._fff‘____; <Wn(}{ A) bl -
9 2
(ary {£[an)
T, (8Y) Ty T _,(4)
b) 8i i :4¢y X i (X, xb) €~» (X A), on a la suite

° i i : 2 . -
o —= (X A) —> F (4) —ts @ (X) —H#> G (X 4) > coo > (%)

appelée suite d'homotopie de (X A).
T.28. Théoréme.
La suite d'homotopie de (X A) est exactes
Preuve. On a une suite coexacte
(01, 0) b5 (21, a1) 25 (), 0p) 5> s(2T, 0) £, s(a1, 51) -

On a un homéomorphisme g : (Ggug G@w) - (I,81)
g[o t] =0, g1, t]=t

-1
(31, 21) -2 (Cp,, Cp,) E5 (121) Emp (Cy,, Cp,) =£s s(a1, 0)

et

it=gom: (8L, 8I) €= (I, 21) ; kg™ : (I, BI) =3 (I/, , 0) —>

(s(81), 0)

On a donc la suite coexacte
-

(21, 0) 25 (51, 31) ety (1, 21) £ 5 s(a1, 0) St

Donc la suite exacte

n=1 (kgml ):Fp:

DR 2 Q
LB T (X =

—> T .5 (X, 4) --=§§-=—=-——¥)—> ‘?Tn(A) > Q’a‘n(x L) —3 oo

— ﬁ'o(X)
Mais bien sfir

(Sn i")# = 33 (Sne):%: = dg 3 Snmi(kg‘_l)# = j#

7-29, Corollaire. (En+1, Sn) est mn—connexe pour tout ny 0 o
Preuve. qr (En+1 x) =0 X € Sn, ky O

qhk(S ; X) =0 04k £&n  d'aprés 3.45.
donce qﬂ—k(En‘H, Sn9 x) =0 O kgn

I1 suffit d*appliquer 7226,

7.30, Définition (fibration faible).

a) P: B -—y B est une fibration faible si elle a la P.R.H. pour tout cube
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I n » 0
b) E est l'espace total, B 1la base de la fibration faible et p-1(b) b eB

est la fibre sur b

¢) Il revient au méme de dire cue p a la P.R.H. pour tout simplexe IS

7.31. Exemples.

a) Une fibration.

b) Si p: E —» B est une fibration faible et £ : B! —» B

E' = {(e, ') € Ex B' | ple) = £(b")}
p' : B! —» B! p'(e, b') = B!

est une fibration faible dite fibration fzible induite par f et p.
7.32. Lemme.

Soit p : E —» B est une fibration faible, g : I"xo0U 'aInx I — E
et H: I'x1I —3> B tels gue H soit une extension de p o ge
Alors il existe G : I' x I —» E telle que

poG=H et GI"x0U 921" x I = g.

Preuveo (1" x I, I"x 0 U 81" x I) est homéomorphe & (In x I, Y 0) et p
posséde la P.R.H. pour cette paire.
7.33. Théordme.

Soit (X A) wune paire de polyddres et p : E —3 B une fibration faible.
Pour toutes g :Xx0UAXI — E, H: XxI— B +telles que H prolonge
P o g 11 existe une extension G : X x I —» E de g telle que : po G = H.
En particulier pour A =@ , P a la P.R.H. pour tout polyedre-
Preuve. On peut supposer (X A) = (|K|, |L|=. Soit
Xi:(lKIXO)U([KiUleI)o
On construit par induction Gi : Xi -3 E telle gue Gi X, = G, et
poGi=HIXi G, =go

-1

Si Gi est définie pour i 4 n , on connait pour tout S e:xn

§

6 | Is|xou xI=6__[s| x0u |[S]|xI et H|[s|x1 &
n n-1
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n

Comme (ISI, ‘él) est homéomorphe & (I, BI") pour S € Xh - Xh 4 on appli-
gue 7.32. pour prolonger Gn y Sur ‘SI X I . Ceci définit Gn n >0 donec

G par G | X =G .
T-34, Corollaires.

Soit (X A) une paire de polyddres ol A est un rétract de déformetion fort
de X, et soit p: E —> B une fibration faible,

Pour toute g:A-~—> BE et H: X —> B telles que H|A =7p o g-

il

Il existe une extension G : X —9» E de g telle que po G = H.

70356 Théorémee
Soit p : E~—> B une fibration et bo € B CB . Soit E' = p-1(B') et

~1
€ "
® = P (bo>

Alors p induit une bijection (isomorphisme pour n > 2)

Py ‘Tl'n(E, E?, eo) ﬁ’/‘r'-n(B, BY, bo) ny1.

Preuve.

a) p est surjective.

n n-1

Soit ¢of: (D7, 8 , po) ~3 (B, B, bo) P, est un rétract de déformation fort

de D" donc d'apreés 7T.34. pour g : {po} —>» B et of : D -—» B

(glp,) = e ) il existe o' : D" —» E telle que po o' = o et
t —
of'(p) =e_
-1 -1 -1 -1
oo (ST cp oo (8"T) ¢ o (B4) =B
~1
Done o SR (Dn’ Sn ’ PO) e 4 (Ey EY, eo)

ot pp Loc'] =[]

b) Py est injectives
Soient o s o('1 : (In, aln, ;0) —> (B, B eo) telles que ©p o 0, VP OO .
Soient X = I x I, A=I"x0U z X IUIN x1 A est un rétract de déformation
fort de X (car tous deux sont contractiles).

Soit g :A-—E (g(s, 0) = o (2), glz1) = & (2) , gla,t) =)

et H: X —> B 1lthomotopie entre p o (XO et po 0(‘1o Dtapres To.34. H se



reléeve en G : X —» E qui est une homotopie entre o et

7.36, Corollaire.

Soit p : B —» B une fibration faible, b € B, F= P

Alors Py qrn(E9 F, eo) & ﬂ;(B? bo) n> 1.

7+37, Définition (suite d‘'homotopie d'une fibration faible).

0f1n

"),

_4_7..

e €T,
o

a) Soit p 3 BE —» B une fibration faible, b € B, F= pui(bo)g e € F.

On définit d ;QEKB bo) —r T
1

1(F9 eo) par

Py

drar,Bb) s (B, F, o) 2% q__(F e)

) La suite d'homotopie de p est :

i ' p 3
— an(Fy eo) “""‘t? q-‘—n(Es eO) it clTn(Bﬁ bo) —— anm.]

(F’ eo) —

74538, Théoréme La suite d'homotopie dune fibration faible est exacte.

7-39, Corollaires.

a) Si p : E —> B est une fibrdtion faible & .R.U.C.

Py ¢ ?TnﬁEy eo) = ?Tn(By bo)

b) QTn(S1) =0 n »2°
c) Soit p : 82n+1 — Pn($) la fibration de H o pf

Py m’p(szn“) ~T(2(6) 223
) T,s%) 4o

Preuve :

a) ‘ﬂn(F9 eo) =0 n>»1 d'aprds 2.56, (tous les chemins
») Onprend p : R — 810
¢c) P = S1

a) q?B(SB) £0 (car = H3(83)$ﬁ %) . On applique <¢) pour n = 1

P (€) ~ 52,

7,40, Remarque.

2 2

a) Soit a = (1, 00) € E L €5 (s2

(Szp {a])p Donc ﬁB(Szg Ef_) MQTB(SZ,'{a}) = ‘\73(82‘)‘ £ 0

n = 2

dans

F

sont constants).

car

R E;) a le type d'homotopie de
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2 1
(Sz - a, Ei - a) a le type d'homotopie de (D”, S ). Donec

1

2 2 2 1
%B(S ma9E+_a)c«;%‘3(D9s)wdt'z(s):;oo

On n'a donc pas de rpopriété d'excision en homotopies

b) Bn homologie, cohomologie et homotopie, nous avons vérifié l'axiome d'exac—
titude.

Cet axiome & lui seul permet de démontrer qu'étant donné un triple (X, A, B) ol

Bc A ¢X
i (4, B) C (X B)

i (X B)C(XA)
j' s A € (A B)
? J
. 2 o
2 s T (X4 -2 T (4) —2BT (4B
On a une suite exacte

i .
—> 1 (X, 8) 25 T (4, B) —F5 1 (X.B) —5 T (X4) —> o0 —3 T (X4)

1

dite suite exacte du triple (X A B) pour le foncteur T (qui est soit H,, H ,
q*(09 XC)) Xog B)o

La démonstration est laissée au lecteur.

DEPENDANCE du POINT BASE.

7.41, Définitions (homotopie libre et w — homotopie).

Soient (X, 4 xo) et (I B) deux pairese
a) Deux applications of s Oy (X A) —3» (Y B) sont librement homotopes si .. .
elles sont homotopes entre paires non pointéess
b} 8i @ est un chemin de . d;(xaﬁ 3 d&(xo)? une  @W-homotopie entre &
et M1 est une application
H: (X, 4) x I —>» (Y B)

telle que H(x, 0) = d;(x) , H(x, 1) = a&(x) $ H(xo t) = w(t)e

c) o, et o sont librement homotopes ssi 1l existe W de mb(xo) a



d1 (xo) et si elles sont w-homotopes.
d) L' @ -homotopie n'est généralement pas une relation d'équivalence.
7.42. Lemme.,
a) Soit f : (X' A® x(‘;) —> (X A Xo)o
Si o s OF, ¢ (X A) — (Y B) sont @ -homotopes, il en est de méme de of o f

et 0(1 o £

b) Seit g ¢ (¥ B) —3 (YI' B?).
Si 0(‘09 0(‘1 s (X4A) — (¥ B) sont & -homotopes, g o Of‘o et go Oc“l sont
(g 0 ®)~homotopes,

c) Si 0('09 0(‘(“) : (S(X A}, xo) —>» (¥ B, @w(0)) ; o 0(‘1' :

1’

(s(X Ay, xo) —s (Y, B, w(1)) sont telles que OCO et O<'1 d'une part ocg

et oc1" d*autre part sont (J~homotopes; il en est de méme de o o 0(0“ et

0(‘1 o (X‘,l“ (e étent 1la loi de groupe de ES(X A) ; 1, B:')c

7.43. Définition: (non dégéndéré).

a) Le point base X de la paire (X A) est dit non dégénéré si
(x09 xo) e—» (X, A) est une cofibration (i.e. : pour tout o 3 (X 4A) —3 (Y B),
et wWs I —3 B il existe H s (X A) x I ~—» (Y B) telle que

H(x, 0) = (xo(x) et H(x0 t) = w(s) )

b) Comme pour une paire (K L} de complexes simpliciaux tout point Xo é ]L]
est sommet d'une subdivision de (K, L) et |K| x 0 U |L| x I  est rétract de défor-
mation de !K‘ x I, on peut affirmer que tout point base d*une paire de polyedres est
non dégénéré.
7.44. Lemme.

Soit (X A xo) une paire & point base non dégénéré, et (Y B) une paire :

a) Pour tout chemin @ dans B , et application oy (X A xo) —3 (Y Bw (1))
il existe o, (X A xo) —3 (Y, B, w(0)) qui est w—1-—-homotope a oy

b) Si oK, o(o“ s (X A xo) —» (Y B ®w(0)) sont toutes deux W -homotopes & 0'1,,
alors [ocoj = [(X‘c"] € [X A X3 YB 0)(0):] °
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e) Si o est W-homotopie & L et

o, ~ &) 3 (XAxo)u-ma (Y B w(0))

()(‘1 o~ Oq' : (XAXO) —3 (Y B w(1))

w(\_}w.gl"'—aB

Alors ;k(; est awf-homotopie & o&% o

Preuve.

a) X étant non dégénéré, il existe H : (X A) x I —>» (Y B) telle que

H(x, 0) = O“1 (x) et I-I(xO t) = w(1 - t) 0('0(X) = H(x, 1)o

b) Comme {X, A X s xo) a la PEH pour tout espace, en particulier :
(X x 1 UXOXI,,AXI Uxoxl)C (Xx1 Ux0><19A><1 UXOXI) s*tétend &
ri: (X, 4) x I —» (X x1 Ux0 x I, Ax1Ux x I} qui est une rétraction.

Soit Ty 8 (X, A) —>» (X x1 UXOXI,Axl UonI) rt(x) = r(x, t)e

Et Gcg(Xx1UxoxI§,Ax1UxoxI)-—% (X, 4) x 1

Golx, 1) = (x, & T)

G0 or, VG o r rel X {par composition d'homotopies)e.

1 1
; . N o4 [ 9
Si  H 0('0 w 1 et HY' O@onO<1
X =HoG or, ~HoG, or rel x
o) o) 1 1 ) o
1~ HY ~ L
or, H oGoor1 H oG1 orO relxo
Mais H‘XX1UxO><I::H‘ X><1Uxo><I et
H' oG, or =HoG, or
1 ) 1 o
(cexr ImG, or CXx1Ux x1I) done o v O rel X »
1 0 o) 0 o) o

¢} Nous savons de b) que (Xxo0U x X I, AxOQ0U x X I) est un rétract
de (XyA) X I o
Donc (XxO0Ux xI,4x0Ux x I) x I  est un rétract de [(XA) x I]x I,

Soit un homéomorphisme

s oow (hee (I x I, I'x. 0.0 BI.x A\AI), —> (Fx I, 0x I)
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Don¢ on a un homéomorphisme
Id x h : (XxlngxIZ)_——a) (XXIZQ‘AXIZ)
hiXx I x0UXx BIXIUXOXIZ):(XxOxIUxoxIZ) 0
Donc 1'inclusion :
(X % GIUO('OXIQAXBIUXOXI)C(XA)XI
est une cofibration (i.e. on a PE H pour tout espace).

Soient F, F' : (X x BIUXOXIQAX 21 UXOXI) —3» (I B)

F(xs 0) = OCO(X) FV(X9 0) = o'
[¢]
F(x, 1) = 0(‘1(5:) Fi(x, 1) = O(‘;(x)
Flx , t) = w(t) Fi(x , t) = @' ()
(o] (o]

D'apres les hypotheses G : Fa P?,
Mais o, Ve 0(‘1 donc F s'étend & H: (X, 4) x I —3» (Y B). On a done
H: (X, A) x I —3» (IB)
et G: (Xx @I Ux x1I,Ax aIUxoxl)Xl——a(YB) .
D'apres la cofibration ci-dessus, l'homotopie G s'étend & (X, A) x 12 en G°
H' 5 (X, &) x I —> (T B) Ho(x, t) = G'(x, t, 1)
Hi ©ooxlv g, 065 o

7.45, Définition (h ) .

(o]

Nous savons donc gue pour 0(‘1 et w donnés par T.44. . Les

o s (X, A, xo) -3 (¥ B, w(0)) @ ~homotopes & or1 sopt touteks dans une

classe d'homotopie {a) et b)) et qu'elles sont vette classe toute entidre Eo( j
0
qui ne dépend en fait que de [:0(13 et Ewl o
On a donc une application :

h [ X & x 5 Y8, w()] —» [X, 4, % ; X, B,w(1)]
[w]
h [, ]=[o ] = o ~vw o,
[w]
De plus d'aprés 7.42. c) on sait que si (X A) est une suspension, h est un

[o]

homomorphisme.
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7 046 6 Théoréme o

7z

Soit une pzire (X A) & point base non dégénéré X e I1 existe un foncteur co=

variant T du groupoide fondamental de B, pour tout (Y, B), défini par :

T(y )

o]

T[u)j =

[X; 4, X, i I, B, yoj

h
[w]

T est & valeurs dans la catégorie des espaces pointés (et si (X A) est une suspen-

sion, dans la catégorie des groupes)s

= Id

Preuve, Il suffit de voir que h
E&xoj EX9 A X3 X, &, Xo]

et h oh

h =
[wow T [w] [o]
ce qui est évidents

7.47-. Corollaire,

Si (X 4) est & point base non dégénéré X et B Y connexe par arecs s

Alors pour tous Yos ¥q B on a une bijection

[Xy A, L I, B, yo]% Exs A, o I, B, y1j °
Dlautre part le groupe ¢T1(39 yo> opére & gauche sur EX, 4, xo ;1 Y, B, y@] et
la bijection (isomorphisme de groupe si (X A) est une suspension) ci~dessus est
déterminéde & cette opération pros.

a

Preuve., Soit un chemin de y0 & y1

E EXEI 4, Xo 3 I, By yoj?\’/[xy A, xo s ¥, By Y{E

h
[«]

h h _, = h _, B
[w] L]  [w ] [«]

De méme si EGJﬂ € QT1(B9 yo) , on a l'opération

(car = Id) .

: [X9 A, X3 Y, B, yo] —3 ng A, X Y, B, yoj °

h
[w ]
Enfin on sait que 1l'ensemble des classes de chamins de v, a Y4 est en bijection

avec QT1(B, yo) pour B connexe par arcs.
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7 .48, Remarque.

En prenant B =Y dans 7.47. on obtient. Si X est & point base non dégénéré
X s et yoe Y, 4T1 (Y, yo) opére & gauche sur [X, X, 3 T, yoj s
8i de plus Y est connexe par arcs et Ve ¥y ¢ Y, alors on a une bijection :

EXy X, 3 1, yojz[xy Xo ¥, y‘l]

déterminde & l'opération de ‘iT](Y9 yo) Pres.
7.49. Théoreme,

Pour tout X et n > 1, il existe un foncteur covariant T du groupoide fon-
damental de X dans la catégorie des groupes

T{x) = ‘iTn(X, x) x € X, Ww: I —» X

7 — . Y e {
Mw]=nh : qn(x,w(ﬁ)) > T (X, w {0))
[o]
Ainsi ‘71"1 (X, xo) opére & gauche sur Q\"n(X, xO) {par conjugaison pour n = 1).
De plus si X est connexe par arcs et si x5 %y € X =alors Cﬂ'n(X xo) et ﬂn(X,x1)

sont isomorphes et 1'isomorphisme est déterminé & l'opdration de G (X, xo) prés.

Preuves qe’n(X, Xo) = Esn( 21y, Sn( 213

o
ke
M

>

©
i

On applique donc ce qui précede.

Pour n =1, il reste & voir que : h E@%j = Zw;} Ea{“ 1 Ewﬁ‘aj » S0it

Wi I ~—» X oy &, I — X or, My ¢ .. Un & donc une W -homotopie

1 1
H: IxI—s X +telleque H|Ox I=H|1x1TI=w,; BT x 0= of ;
H!I x 1=K Comme l*appiication do w “;E w ! définie sur 312

3@
s'étend & 12

[oe J[w] [ [w ™ =Te, ]

o

b Jo J=[o J=[w][e, ][]
[o]

ou

Pour toute (X, A) et n> 1, il existe un foncteur coveriant T du groupoide

fondamental de A dans lacatégorie des espaces pointés pour n = 1; dans la catégorie
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des groupes pour n > 2, défini par :
T(x) = ar (X, 4, x)

T[:OJ] = h : an(Xs A, Cl)(1)) —_ an(Xy A, w(O))

[w]

Ainsi ‘fTT(A, xo) opere & gauche sur ‘iTn(Xg A, xo) » De plus si A est connexe par
arcs et X s Xy € A alors qrn(X, A, xo) et ?Tn(X, A, x1_) sont isomorphes et
1'isomorphe est déterminé & l'opération de ‘771 (A, xo) prés.
7.51., Définition (n-simplicité).

a) Un espace connexe par arcs X est n-simple si,pour un X € X (donc tous les
x € X) 1'action de W1 (X, xo) est triviale sur qrn(x Xo)o

b) Une paire (X, A) ol A est connexe par arcs est n-simple si pour un
x € 4 (donc tous les X € 4), 71'1 (4, xo) opére trivialement sur ClTn(X, A, Xo)'
7:52. Remarquess

a) Un espace simplement connexe X, ou une paire (X A) ou A est simplement
connexe, sont n—simples pour tout n.

b) X est 1-simple ssi ‘ﬁ1 (X, xo) est abélien ;

¢) Dlaprds 7.42, a) on a pour n » 2 un diagramme commutatif

T (XAw() 2 F__ (4, @(1))

n-1

h h
[t ] []
a (X, 4, (0)F— q (4, (0)

d) 8i X est n-simple, alors om a isomorphisme canonique

// A - 5 “ n .
q'fn(X xo) =~ qi'n(Xg x1) Xy X € X et Cﬁn(X xo) est isomorphe & [S 3 X:l R

1
On notera dans ce cas ‘ﬁn(X) ce groupes
e) 8i (X, A} est n-simple, alors on a isomorphisme canonique
c'r—ln(X9 A xo) Ay ﬂn(X, A, x1) X s X, € A et ﬂn(X A xu) est isomorphe &
[E", 1, x, IR

On notera dans ce cas ﬁn(X, A) ce groupe.
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7553, Théordme,
Soit £ (X, 4 x) —> (I, B,y,)
g : (X, A, xo) —_— (Y, B, y1)
librement homotopess Alors il existe un chemin w dans B de Y, a Y4 tel que
pour n>2 (n>1 si A=)

: «n-n(x, A, xo) — ﬁTn(Y, B, yo)

Preuve. Soit F ¢ frug et w(t) = F(x09 t) « Soit
s Zo) -—3>» (X A xo) . Un représentant de chj € an(X, A, xo)

o x 1Id

o~ B
nognly L p XRI x4y 1 s (1, B)

o (B

F!' est une ®W-homotopie de f oo & g od& et

£, [a]=]¢f od':]:ha] 7= fw]

T:54. Corollaire.
Soit f 3 (X A) —» (Y B) une équivalence d‘homotopie.
Alors pour x € A, f induvit des isomorphismes

f

" qrn(Xg A, x)~ qtn(Yg B, £(x)).

LES CW COMPLEXES (ou COMPLEXES CELLULAIRES) .

Nous allons reprendre ici 1'étude générzie des CW complexes relatifs, qui dans
le cas absolu a été introduite au chapitre VI dans le paragraphe :
Décomposition cellulaire.
7+55. Lemme.

Si X est obtenu par adjenction de mn-cellules &% A (définition 6.22.), alors
Xx 0UAXI est un rétract de déformation fort de X x L,
Preuves Pour chaque e? de X - A adjointe par fj (dite application caractéris-

tique de e?)

,n _n-1 n .n
£f.: (B, S —> (e., €.)
j (& ) <:J’ j
Soit D: (En x I) x I —> E® x I la rétraction de déformation forte de

E"xI sur E'x0Ug x I (obtenue par projection de pble (0, 2) de R" x R).
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On définit D, : (e? xI) x I —> (e? x I) par

n
Dj[:(fj(z), t) ¢ = (f;i X IdI) D(z, t,T) zeB ; t, © € I.
Ces applications s'étendent en
D' : XxI)xI— (Xx1I)
n
telle que D' | (ej x I) xI= Dj 5 D' | (AxI) x {@} = IdAxI’ T el

car la topologie de X x I  est cohérente avec la famille {e? x I, A X I} dtapres
la définition 6,22,
D' est la rétraction de déformation forte de X x I en X x 0 U A& x I.
To56. Corollaire.

S8i X est obtenu par adjonction de n—cellules & A. Alors l'inclusion A € X
est une cofibrations
7457. Lemmes

Soit X obtenu par adjonction de n-cellules & A et (Y B) wune paire telle
que :

a) Tout point de Y est relié & B par un chemin si n = O.

b) Qﬁn(Y, B, b) =0 pour tous b € B, si n » 1.

A

Alors toute application f : (X; A) —» (Y, B) est homotope relativement & A, &

une application g : X —» B,
Preuves ny 1

Soit :E‘_i 1'application caractéristique de e™ . Soit

f
n ~1 j £
g, + (B, 87 —» (X, &) —> (1, B).
Dtaprés T+24. b) ?j est homotope & Jgj rel Sn“1 /gj : EV —3 B .,

Done f i e? est homotope rel fj(Sn_1) & une application

g. ¢ es —» B H L ¢ f l et ~v g, rel f.(Sn_1)
d J dJ J J J
(en composant A, avec (£, | e - 89)_1)3
J J J J
Comme en T.55. s la cohérence de X x I avec 2 Ax I, e? X I} permet de recol—

ler les applications

sze?xl_—é Y; H:AxI—» Y H(a, t) = £(0)
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en une homotopie G:XXI~-~—=> Y
telle que G(x, 0) = f(x) ; G(x, 1) €B x€X,
7:58, Définition (CW-complexes relatif).

Un CW complexe relatif consiste en une paire (X A) (A fermé dens X) et une
suite de sous-espaces (X,A)k appelés k-squelettes de X relatiwvement & A,
tels que :

a) (X, A)O est obtenu par adjonction de points (O-cellules) & A (ises :

(X, 4)° est 1l'union disjointe de A et des points).
k . . N k—1

b) Pour k >1 (X, A) est obtenu par adjonction de k-cellules & (X, 4) '«

) X = U(x, &%,

. , . k
d) X a une topologie cohérente avec la famille i(X, A) } » On retrouve la

notion 5.22. de CVW-complexe absolu en prenant le CW-complexe relatif (X, ).

7.59. Remarques.

a) Nous avons vu en 6.25. que Sn, D"

, P*(R), P"(€), +tout complexe simplicial et
toute 2-variété étaient des CW-complexes.
b) A une paire simpliciale (K, L) correspond un CW-complexe relatif
(lKlg ILI) défini par :
(gl, [Lh? = K v |
c) 8i (X, A) est un CW-complexe, on a pour n € N deux CW-complexes
n n o
(X, (XA)") et ((X, A)", A) définis per
ok XA x<n
(X9 (X:A) ) = k
(X,4) k>n

xaF ok

1~
o]

il

(%, 0", »F
(xa)" ®>n

d) S8i (X A) est un CW-complexe, (X, A) x I aussi :
(X, &) xD¥ = (x, D5x 21 0@® &) ' x1UAax1)
e) 8i (X, A) est un CW-complexe relatif, X/A est un CW-complexe et

X, 0%, = " .
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7+60. Définition (sous—complexe).

a) Un sous—-complexe (Y, B) dun CW-complexe (X A) est un CW-complexe relatif
tel que Y soit fermé dans X et

(T, B)5 =1 h (x, »)F k€N

b) Si (Y, B) est un sous-complexe de (X, A), alors (X, A UY) est un

CW-complexe relatif avec
X, a0 = (x, nFux K €N

En particulier si A est un sois-complexe du CW-complexe X, (X, A) est un
CW—complexe relatif.

c) Une paire CW est une paire (X, A) o X est un CW-complexe et A un
sous-complexe.
7:61, Théoréme.

Si (X A4) est un CW-complexe relatif, alors A CX est une cofibration.
Preuve,

Dtapreés T.56. (X, A)kﬂ1 c (X, A)k est une cofibration pour k > 1.
A C (X, A)0 aussi bien sfirs Le lecteur montrera facilement que la composée de
cofibration est une cofibration.

Donc A C (X A)"® est une cofibration pour n > 0. Maeis X a une topologie cohé-
rente avec g(X, A)n} donc X x I a une topologie cohérente avec g(X, A)n X I}
ce qui signifie que les extensions (X, A)® x I —> Y obtenues par la propriéte de
cofibration de A C (X A)n se recollent en une extension : X x I —> Y.
7.62, Théoreme.

Si (X, A) est un CW-complexe relatif tel que dim(X - A) £ n, et (Y, B)
n-connexes

Alors toute application £ : (X, A) —>» (Y, B) est homotope & une application
de X dans B, relativement & A.
Preuve. D'aprés 7.26. qik(Y, B, b) =0 1 £ken bEB et tout point de ¥

est relié & un point de B
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On peut donc appliquer 7T.57. et trouver par induction

;(X,A)k—-—)B 1<k<4n

€k
k k-1
. N E:]
telle que Hk : £](X, A) g, rel(X A)
En réutilisant le fait que X X I a une topologie cohérente avec ;(X, A)k X I}

on peut affirmer que les G Hk se recollent sur X x (X, A)n en

g:X—> B, H:XxI-—> 1Y

telles que
H: fwg rel A

7.63. Corollaire.
Si (X A) est un CW—complexe et si (X B) est n~connexe pour tout n, alors
£(X 4) —> (I B)
est homotope & une application de X dans B, relativement & A.
Preuve. D'aprées 7.62. et 7.63. , on a des homotopies
Hk s (XA) X I —3 (I B)

construites par induction sur k €W, +telles que :

o Ho(x, 0)

o Hk(x9 1)

o Hk est une homotopie relative & (X, .A)km1

£(x) x € X

Hk+1(x, 0) x €X

. Hk((XA)kx 1) ¢ B

On construit H: (XA) xI —> (¥B) opar :

= (1 - D) 1 1
k  k+l
k
H(x, 1) = H (x, 1) x €(X A)

7.64. Lemme.
8i X est obtenu par adjonction de n-cellules & A, pour n 2 1.
Alors (X A) est (n-1)-connexe.
Preuve.
. k k=1 k
a) Soit k < n-1 et £: (B, S8 ) —» (X4) £f(E) est compact donc ne

coupe qu'un nombre fini de n-cellules : € 1€ 5000, € de X-A,
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L3
Soit xX. € e, — e -x,) UssoU(e =x ), €. = 5.} est un recouvre-
i i 1 m m i i

L 53{ = 4 U(e,

ment ouvert de f(Ek)o
) n n4oo . . . .
Comme maille S8d K ——> 0 pour tout complexe simplicial K, 1l existe une

triangulation K de Ek telle que si s e K, alors IS‘CI Y ou IS! C ei—;i pour

i

i€1,2,000, m} . Soit a=fsex | [s]cyl

B.
i

li

Jsex | [slce, -8}

sk‘1c A' et ES = A B, U...UB .

i B = B, ' ._o. m" = i i j o 1
De plus si B, 1(1 A B, - B, fYBj Bj 6 si i#3j. I1 est clair que

°

(Big Bi) est un CW-complexe relatif de dimension au plus k puisque c'est une paire

gimpliciales
. o o , .. 1 n-1 .
b) (ei - &, e ~& - xi) a le tyse d'homotopie de (E, § ') qui est (n~1)
connexe dtapres T7.29.
Dlapres 7.62. , f ! (Big ﬁi) est homotope par Hi
g, ¢ Bi — e, = &, - X, relativement & Bi s

Ces applications Hi sont donc définies sur une famille finie de fermés {Bi X I}
et coTncident sur leurs intersections (car toutes sont alors égales & f), donc se
k
recollent en H* ¢: B xI — X
k
telle que H! ! E x1=1£f" et H' : fauf® rel A',
Or A est un rétract de déformation fort de Y, donc

k~1 . k
ou

P £% rel S f* ¢+ B~ A

Et finslement f £ rel Sk“1
ce qui prouve d‘'aprés la définition que (X A) est (h-1)-connexe,
7.65. Corollaire.
8i (X A) est un CW-complexe, alors pour tout n » 0 (X, (XA)n) est mn-connexe
Preuve.

n+19 (X A)") est n-connexe d'apres 7.64.

3»} ( (Xs A)
b) Supposons que ((X A)mm1, (X A)n) soit n-connexe pour n £ m- 1

(X A)m9 (X A)m_1) est (m-1)-connexe donc n-—connexe. D'aprés la suite exacte



(7.40 b)) du triple
(x, % @)™, (x 4"
on voit que ((X A)m, (X A)n) est n-connexe dlapres 7.26..
¢) (X, (X &)™) estn-connexe car pour 0 £k 2n et

£ (Ek

k-1
y 5 — (X, (x )Y
f(Ek) étant compact, il existe m n tel que f(Ek)C (x A)" . Done dtaprés
frg rel Sk'-1 g Ek —3 (X A)n

7:66. Définition (application cellulaire)a

Soient (X A) et (X' A') deux CW-complexes
a) £f: (XA) — (X* A') est cellulaire si
f[(x A)k] c (Xt A')k keN
b) Uhe homotopie F : (X A) x I —3 (X AY) est cellulaire
F[(X A)k x I] ¢ (X A')k k € N
7.67« Théordme.
Soit f : (X A) —>» (X' A'), applicetion entre CW-complexes, telle que

soit cellulaire sur le sous-cpmplexe (Y, B) de (X A).

b)

f

Alors il existe g : (X A) —» (X' A') cellulaire telle que frvg rel Y.

Preuves (X, (x* A?)k) est k-connexe (7:65.)

et el @n®: @ — @ ank .

Alors £ (@A), AU — (x, x a)h

(d*apres 7.60 b) ((X A)k, A UY) est un CW-complexe) est homotope &
g * (x A)1 —3 (X A’)1 rel AUY d'aprés 7.62.

Et par induction

101y -y (@, (xr ANk

k
£ ((XA)7, (X4)
N N k k k=1
est homotope dlaprds 7.62. & g * (X A)Y" — (X' AY) rel (X 4) U Yo
On a donc une suite dthomotopies :
Hk : (X A) x I —p (Xt AY) telles que
» Ho(x, 0) = f£(x) x €X
. Hk(x 1) = Hk+1(x, 0) x € X

. . ke
. Hk est une homotopie relative & (X A) Ty Y
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e

H (X HE 1) ¢ @ A

Alors on peut définir une homotopie H répondant & 1*énoncé par
H: (XA) x I —3y (X' A?)

b -(1 = 1)

k{ 1 1
H(x’t)=l‘&{-](x’_T—-—_1_—_-) 1—E£té1—m
kT~ k+t
k
H(x, 1) = Hk(x, 1) x € (X 4)

H: frug rel T o

7.68. Cqtollaire.

a) Toute application entre CW-complexes est homotope & une application cellulaire.

b) Si deux applications cellulzires entre CW-complexes sont homotopes, il existe
une homotopie cellulaire entre elles.
7+.69, Définition (n-éguivalence).

a) £ s X—» Y est une n-équivalence pour n > 1 si f induit une correspon-
dance bijective entre les composantes connexes par arcs de X et Y et si pour
x €X

pour 0 £ g & n ﬁﬁgﬁiq(x, X) A& QTq(Y9 £(x))

pour n ﬁk:QTn(X X) —> QTn(Y, £(x)) est surjectif.

b) f£: X-—>» Y est une équivalence dfhomotopie fzible (ou w -équivalence)
si elle est une n-équivalence pour'tout n > 1.
7.79. Proposition,

a) Le composée de n-équivalences est une n-équivalences

b) Toute application homotope & une mn-éguivalence est une n-équivalences

¢) Une éguivalence d'homotopie est une éguivalence d'homotopie faibleo

7-71. Propesition.

Soit f ¢ X —3 T et Zf son cylindre dtapplications

Alors f f(ou i :XC Zf) est une n-équivalence ssi (Z_,, X) est n-connexe-

£’
Preuv N avons f =X is Z s
reuves ous savons que = 7 L, >

Y ol r est une équivalence

d'homotopies Donc f est une n-équivalence ssi i en est une.
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D'aprés 7.26. et la suite d'homotopie de (Z_,, X) on obtient le résultat.

P
7,725 Théoreme.,
Soit f ¢ X —3» Y wune n-équivalence (n fini ou infini) et (P, Q) un
CW-complexe relatif tel que dim(P ~ Q) £ n.
Alors pour toutes g:Q—s» X
h:P—s3 Y
telles que fog=nh ] Q, 11 existe un prolongement de g :
g : P— X
tel que f oglta hrel Q.
Preuves i:XC¢C Zf j:Y¥IcC Zf r o Zf —> Y .

Dtapres 7To71. il suffit de supposer que i est une n—-équivalence

fog=roiog=rojoh|Q (car r oji

Il

f 3 roj= IdY) o

Comme r est une équivalence d*homotopie

o

iogajohlQ
Dtapreés T.61., , il existe h' : P —3 Zf telle gue
h“lQ =1io0og et roh'wrojohrel Q.
D'aprées 7.62. et 771 h ' : (P Q) —> (Zf, X) est homotope &
g'" : P —3 X, relativement & Qo
On a donc g’ l Q=g et fog'=roiog'wroh'~ rojoh=hrel(Q.
7s73. Corolleire.
Soit f : X —> Y une n-équivalence (n fini ou infini).
Alors si P est un CW~complexe
fu: [P X]— [P; Y]
a) si dim P <4 n fu est surjective
si dim P £ n-1 fﬁ: est injeciive.
Preuves
a) Suit 7.72.

b) (Px I, Px 9I) est un CW-complexe auquel on applique 7.72.
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Soit 8, gy ¢ P—» X telles que H: fo gorv fo g1o
Soit g:Px I —> X telleque g |PxO0= g, & Pxt= g
H:PxI—» Y esttelleque H|Px 81I=gso
11 existe donc d'apres 7.72, une extension G de g G:PxI-— Y
G réalise une homotopie de g, & g,°
T7.74. Corollaires,
Une application entre CW~complexes est une équivalence d'homotopie ssi -elle
est une équivalence d'homotopie faible.
Preuve.
Soit £ : X —» Y oo-éguivealence entre CW-complexes. D'aprés 7.73. , f
induit des bijections
f%h[Y ; X] —_— EY H Y] oo [X, Xj —_ EX, Y] .
Soit g ¢ Y —3» X telle que €¢ [g] = EIdIJ
iseoe fog f\JIdY
f#:Eg o f] = [f ogof]= EldY

i.eo gof n)Ian

(]

£] = [f‘o IdX] = i;h[IdX]

Donc f est une égquivalence d'homotopie. La réciproque suit T.70 ¢)o

LPHOMOMORPHISME de HUREWICZ.

7 o715 Déflnl“blons °

n n 1

a) I1 = {(t1 - tn) € I j tn_‘_i}
n 1

t§={(t1 oo 8 )€1 ]tngzg

n n n n n
3 . ° a
o) i : (I}, @I) ¢ (17, BI) U L)
. n n n n n
i, ¢ (I, 8I) c (I", ?I] v aL) .
n n n n n
C) »1 3 (I P 91 ) — (11’ 811) 3’1(t1,maoy tn) = (t1,aoa, '—2)
v (1%, 21%) —s (12, 21ID) D (b, yeeey 1) = (b ye00 -——th)
2" ’ 20 9% 2'¥12000r By 17°°° T3
a) i e (1%, 1™ c (1", 31‘1‘ U 31’2‘) .
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7 0760 Lemme o

. . . n n n n n n n
iix ® Iy Hq(lﬂ 311)@ Hq(129 812)RﬁHq(I . 311 u 612) o
Preuve. Par excision, oni a
n n n n n n
H (I ol H 19/
q( 1 1)&‘5 q(I1 a1, 811 0812)
n n n n n n
H (I ~
Oi( 2 312)~Hq( I, v I,,3I, U 312)

et ces deux isomorphismes sont induits par inclusions.

En combinant 5.79., 5.80., 5.82., on voit que :

(I? U 81121, 3 II; Ullzl) est un couple excisif.
et comme
n n n n n
v =
(11 U 312) U (2 I1 12) I

n n n n n n
= 9
(I1 v 812) N (32[1 UIz) I1 U 312 s
dans la suite de Mayer-Victoris des paires excisives :

(I? U alz, BI? vaIt

S aI?ule, axil uaxz)

un terme sur trois est nul, et la suite est scindable. Donc

n n n . n n n n n n n n
Hq(l1 ValL, 21 U JL)® Hq(-811 VI, 3L, U2I,)~ Hq(I ;9I, U 3L,).

Ou l'isomorphisme est celui qui aux cycles (z19 22) associe la somme des cycles dang

B (1%, 91] UaL).

q

En combinant les trois isomorphismes, on obtient le lemme :

7.77T- Corollaire.

n n . . .
Pour 1z € Hn(I , 9I) igz =1, ﬂ1* z 4+ iy 92* Z s
Preuve,
a) Soient i, + (I, 21 U a1hH) c (I, "Uu 21D
1 1 2 1 2
) n n n n n n
jg (17, 811 U312)C(I, aI1U12)
Alors
. e . 3 R, n n _n n
Jgx 1qx (31 o 11)* =0 car SPEPE (11, 2 11) ¢ (I, I1 ) alé)
et

o Bae = lJy0dy), =0



n
2

. n
Jox 19 ¢ Hq(I1,

n n n
_R
, 312) Hq(I » I

9 I~ u (1", 21"
1 q 1

: Ho (I VoIl
q 2

o™
I2)

car ,j1 12 : (I;, 2 Irzl) C (In, I? U ax‘;) réalise une excision.
b) D'aprés T.76., 2z € Hq(In, ) 1;‘ ) 812) sféerit
z =1,y 2, + 12* Zy °
Ceci démontre que Ker Jyx O Ker Jox = 0 car si
Ja% = Jqx qx Bt dge Ax By = 0
il suit a) que zy = 0 et si j2* z=90 , z2y = Os

Le corpollaire sera prouvé si

i*z - 11* ﬂ1* z - 12* D,y Z € Ker j1*lW Ker j2*

2

¢) Par symétrie il ne reste & montrer que

Jpuligz =g Doz = dpy Ve m) = didum - dpy By Ve 2= 0
Mais jyo0d (1", 21" ¢ (1%, 1;1 9] 31121)
et gy i, Y, =f: (1", 21 — (1%, MU aId)
172 Y2 1 2
144
f(t130009 tn) -~ (t1$°°°9 -'““E"' @
On a donc H: j1 oinf
tt_
H:E(t,lyoeop tn) 't:j = (t‘lgooo, tnm19 —'1—:_76)
et Gpe e = £x = gy dge P

7.78. Lemme. On a des isomorphismes, pour tout g :

. n 0y
a) pour n > 1 9 ¢ Hq(I , 01) ™ Hq~1

L1 Y RH (01, T x 3™V 0 o x 1™

n

(a1, I x 21TV 0 x ™)

1

n-1 )

b) pour n > 2 Jet Hg(I

Preuve.

a) n>»1 Ix alnﬂ1 U0 x ! est contractile, donc

H (1", Ix 91° " 0o x ™!

q

) = 0.

Dans la suite exacte dihomologie du triple

n

(1%, 81, 1x 211 Vo x 1™

un terme sur trois est nul, donc on a

>: H (1", a 1HY~ &

(1%, Ix a1™" U 0 x I™1.
q q-1



b) nZZO

Soit i (™, o

J(t1,o.', tn_1):(1, t1,woo, -t'n_1

On obtient Jj par composition

n~1 n-1

(1™, ey 5 (i x 1

L1 x2 Y ey (o 1x o' uox I

4

ou la premieére fléche est un homéomorphisme et la seconde, une applicstion excisive.

Done n-1 n-1 n n-1 n-1
Jy t B (T 2y ME (81, Ix 21 VOX I .
]
7796 Définition (Zn)
On définit par induction des générateurs canoniques Znéf Hn(In, E}In)

a) 21 € H1(I, 9I) est l'unique élément tel que
9Z1 = (1) - (0) € Ho( 2 I)
b) pour n > 2 Z st 1'unique élément tel que
1

i n n-1 n-—-
3zn=3*zn_1eﬂn_1(al,1x 21 UoxI

)e
7.80. Définition (¢ )-
. n n
a) Soit of: (I ,21) —» (X, A)
e . - - ) .
*(2) €H (X4) etsi ownf oO(Z)= ,(2)
On a donc une application pour n > 1
¢:F_(X4 x) —> H(X4)
définie par C() [a] = d'*(Zn)o
b) En prenant 4 = {xo], per identification, on définit de méme
. H .
(P . qrn(xg XO) "_‘% n(X9 XO)
7.81. Théoréme.
Si n22 (ou np1 si A= {xo} )s @ est un homomorphisme
Q: an(X A xo) —_ Hn(X A)

qui possede les propriétés suivantes :

par :

pour f : (XAx ) —» (¥YB yo), et O défini en homologie et homotopie, on a les
(8]

diagrammes commutatifs :
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, ? f# .
3 2 l
Q) WX A x) —C—s T (Ax) b)) G (KAx) —E—s & (I, 3, y)
‘Pl ? l ‘Pl ‘Pl
o} fy
H (X A) —> H _(4, x) H (X 4) —erm—3 H (Y B)
n n~-1 o n n
Preuves
Soient 0(1, 0('2 : (In9 aln, 0) —>» (X, 4, xo) quitte & remplacer of, per
Of1 ) 0‘2 ® Of';1 , on peut supposer
a‘](t‘,eeug tn—-1’ 1) = ocz(t.‘,oeo, tn_1, O) °

. n n n n
Alors O('1 00('2—*-/@01 ol 1=(In, 9I7) C (1, 8I1 0612)

2t ) t £

et 0(1(t199009 tn_19 n n &

(t °0Q t =
ﬁ 17°°% n) 02(t1,we, t 40 2%

Nl = O =

n—-1) tnz
CP'EOH 090(23 = B i*(Zn) = /g*(iﬁe Dyx B+ 1y Y,y Zn)

dtaprés TeT7.
b)) = i D = o
Or ./g}l_1 1 0(’1 /6’12 5 0(2 s done

LP[O(1 e szj = ({)EO“J + q’[dgj

done (P est un homomorphisme chague fois gque ‘ﬂ”n(X A xo) est un groupe.

a) Soit of: (I", @I") —3 (X A)  tel que

or(Ix 211 Vo x ™Y = x_

Alors 8[0(] = Eoc"] ol of' (.Ingl, 81nm1) -3 (A xo)

ot = o|( 8T, Ix 2% Uox ™) o

gofal= iz ) =(0o]d1% Ix ar" ' vwox 1™

(0 [(d 1% 1x 91" U ox1¥), oz
= oo, 2 =a¢[o].
b) Il suit 1*égalité (£a), = £, O .
Définition.  est appelé homomorphisme de Hurewicz.
7.82. Corollaires, Lthomomorphisme de Hurewicz transforme le suite d'homotopie de

(X, A, Xo) en la suite d'homologie de (X, A, ‘xo)a

7.83. Lemme. Soient Eo{] € ‘H‘n(X A xo) pour n ? 2 et [u)] € ‘|T1 (A xo) »

Alors (P [h[w][o(j :l = (()[O(j .
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Preuve, Seit of: (In, 3In) —> (X4A) et o' un représentant de h ][Of]
[w

ot & (1%, 91" — (X )

X et ' sont librement homotopes, donc

[0] = &%,(2) =a3(z) = 9(u_ [o]) .
¥ [

7.84. Lemme, Soient [of] € q‘rn(x xo) et [u] € ﬂ1(x, xo) a

Alors P ( [w][ocj) = q ]:ov]’ .

Preuve : On peut représenter [0('] par

o0 (1%, 3T — (X, x )
ou of: (In/aln” 0) —» (X, xo)
Soit g : (I%, 21%) — (In/aIn, 0)

Y . . .. . n n 1
g induit une bijection g:&t; [I , 217 3 X, xo)j-——a [I /8111’ 0; X, xoj »
n
Done q (Xx) = [1 /3ms 05 X, x]e

Nous démontrerons en 7.86. que

g, ¢ H (I", 21 H (I"/ .4, 0

Soit 2! =g (2) -
Donc pour of s (In/'aII” 0) —> (X, Xo)
¢ [o] = or,(22) -
Si oot ¢ (T ny 0) =—3» (X x ) représente h [o(:ly alors of et oOfF
i ° [«]

sont librement homotopess

, o . &~ n n
Sous identification Hn(I / 8In) = Hn(I /8In’ 0) et
o
H (X, x ) = H (%)
d‘*(zr"l) = d;(zr‘;)

G C R G

T:85. Lemmeeo
Soit (X, U, A) un triple tel que U soit ouvert, A fermé dans X, et tel

que A soit rétract de déformation fort de U et f:A— Y,
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Soit Z=XTU,Y et f 1 X6 Z o
Alors £, ¢ H(X, A) R H(Z, ).
Preuves

Dtaprés les suites exactes d'homotopie des triples (X, [, A) et
(z, YV }KU), Y), Lles inclusions induisent :

i, s H(XA)S®H (X, U

ix B (2T Hq(z, IV £(U)) .
Dtautre part T s X, 0) —s (2, Y U'§(U))

est clairement excisice donc f* : Hq(X U) NHq(Z, Y UEU)) .

Le résultat est donc inscrit dans le diagramme commutatif d'isomorphismes suivant :
i

*
Hq(X 4) —— Hq(X U)

£y fy

Ix

Hq(Z I) — > Hq(Z, Y vV £(V))
7.86. Corollaire.

Soit une paire (X A) » S'il existe un ouvert UC X +tel que A C U soit un
rétract de déformation fort de U ,

~
alors H(X, A) & H(X/A) »

Preuve. On prend Y = {xo} s, = Gxo s A n—ev{xO} et on applique 7.85.

done H(X &) ™ X/, , x )= Hx),) -

T+87, Définition,
a) On appelle abéliani#€ d'un groupe G, le quotient G/H o H est le sous-
groupe normal engendré par les commutatiurs ngzg;1 g;1 gyr & € G,
b) Soit qT:l(X A xo) 1*abélianisé de an(X A xo) n> 2
ﬁr"l(X A xo) = ‘-t'i'n(X A xo) n23

<F étant un homomorphisme & valeurs dans un groupe abélien passe au quotient par

ltabélianisé
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@ QF;(XA xo) —_— Hn(X A).

c¢) De m8me soit qTI"l(X xé) ltabélianisé de ﬂn(X xo) n>1
a (X, x ) = crnn(X x ) n> 2.
Et on a comme ci-dessus
g o 1 Y
T ﬂ‘n(X xo) —> Hn(X xo)
Il me semble que pour une premidre étude, le lecteur pourra admettre le trés important
théoréme de Hurewicz dont le démonstration est assez longue :
7.88. Théoreme (de Hurewicz).
Soit xoe A CX, oo X et A sont connexes par arcs.
a) S'il existe n 2 2 tel que QTq(X, A, xo) =0 pour g £ b alors
Hq(X A) =0 pour g<&n et ¢  est un isomorphisme
c‘)” s (XA x )~ H(XA
n o n
b) Si A et X sont simplement connexes et s'il existe n > 2 +tel que
Hq(X A) = 0 pour q < n, alors WG(X A xo) =0 pour g<n et @ estun
isomorphisme
N ~ , °
P s WH(X A xo) = Hn(X A)
7.89, Théoreme (de Hurewicz).
Soit x0€ X ou X est connexe par arcs
a) 8'il existe n > 1 tel que ‘ﬁq(X$ xo) =0 pour g «n alors
Hq(Xy xo) =0 pour gq 4£mn et (f“ est un isomorphisme :
q)" s (X x )® H (X, x)
n ) n 0
b) 81 X est simplement connexe et s?il existe n » 2 tel que Hq(X, xo) =0

pour q £ n alors ‘th(X» xo) =0 pour g «n et @ est un isomorphisme
Q: aq (Xx )®H(X, x)
n ) n o
Bemarque. Ceci signifie donc que si X et A sont simplement connexes, alors le

premier groupe d‘homotopie non nul de (X A) ou (X, xo) est isomorphe au premier

groupe d°*homologie non nul de (X, A) ou (X, Xo)a
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7.90. Corallaire. Pour n > 1, on a le diagramme commutatif d'isomorphismes
n+l _n 2 n
ﬂn+1 (EJ/ s 87, Po) ———P qrn(sls PO)
n-+1 n D n
—————p
n+‘I(E » 87 Hn(S ? Po)

7.91, Théordme (du degré de Brouwer)

a) f, g st — s n >1 sont homotopes ssi

n n
f,= 8,3 Hn(S ) —> Hn(S )

n-+1 41

b) £, g: (B, Sn) —> (B, s™ n>1 sont homotopes ssi

n+1

n +1 n
% n+1 ) 87) — Hn+1(En 57 o
Preuves
a) 8% &tant connexe par arcs , £ (et g) sont homotopes & f' (et g*)
' = o' (D } =
telles que f (po) g (Po) P,

st est n-simple, f' et g' sont librement homotopes ssi elles sont homotopes

sur les espaces pointés :

n n
£e, gt (Sapo)“‘?(sypo)

donc frg ssi [f“] = [g“:l € an(Sny po) ou d'apres T7.89. ssi
¢[£]= ¢le']
o e . ] n n
ou par définition de ¢ ssi £, = gl Hn(S s po) Y Hn(S R po)

n n, -
ou encore, par identification ssi f, =g, : Hn(S ) —> Hn(S )

b) Comme Eﬂ+1 est contractile

n+1 n n
5 a 9
os @ (B, 8, p) L85 p)
et comme (En+19 s%)  est n-simple
£, g : (En+1, s s (En+]9 s™)  sont homotopes  ssi

f!Sn, giSn . —p Sn sont homotopes»
Grice & 7.90. , on est donc réduit au cas a)o

7.92. Corollaire. Soit Xo € X o
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. . n n o
Lfapplication 4’ : [S > B, 3 X, Xo] — Hom(¢Tn(S R po),Qtn(X, xo)) définie
par ¢ Ex] - Oy est un isomorphisme.

7.93. Théoréme (de Whitehead)o

Soient (X, xo) , (Y, yo) connexes par arcs et £ (X, xo) —> (I, yo)o
a) 8'il existe n > 1 tel que
H e [}
0 9 Xx) —> 4 (1, 5)
soit un isomorphisme pour q < n et un épimorphisme pour g = n»
I1 en est de méme de
f* 3 Hq(xa XO) —3 Hq(Ys yo) e
) Si X et Y sont simplement connexes, et si f, est un isomorphisme pour
q « n et un épimorphisme pour ¢q = n, il en est de méme de fﬁFn
Preuve.
a) Soit 2 1le cylindre d'application de £
i:XCZ, j:YCZ, r:2~—3 Y f=1rai
r est une équivalence d'homotopie donc :
. ~ 9T
re . T (B y )™ T AL,y )
s H (2 ~ H
r* q(ZS yo) q(Y9 yo)
Mais X et Y sont connexes par arcs, donc Z aussi et
a ~
q(Za xo) ~ q(Zy yo)
Done r induit :
¢ 9 i
I";ﬁ: (}_(Z’ XO)N q(Yy yO)

r

E2

N 2
. H (2, x) & H (T, y)
On peut donc remplacer (¥, yo) par (2, xo) et f par i dans le théoréme.
b) D'aprés les suites d'homotopie et d'homologie de (Z, X, xo)
ig4  est bijectif pour g <« n et surjectif pour g =n  ssi

qTq(Z, X, xo) =0 pour g £ n.
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i est bijectif pour ¢ £ n et surjectif pour g = n ssi
Hq(Z, X) =0 pour q < ne
Le résultat suit donc le théoréme d*Hurewicz 7.88..
7.94, Corollaires
Une équivalence d'homotopie faible induit des isomorphismes sur les groupes
d‘homologie singuliére; » Réciproguement une application entre espaces simplement
connexes qui induit des isomorphismes sur les groupes d‘'homologie singulidre est une

équivalence d'homotopie faibles



Les quelques pages qui suivent complétent le cours de C_, donné par H. ROSENBERG

en 1968-1969.

3

On y trouvera rassemblés :

- un catalogue des résultats de base de topologie générale supposés connpie pour
1'étude de ce cours.

- la définition d'une fibration et d'un fibré ainsi que le trés beau théoréme de
Dold qui relie ces notions.

- L'étude des groupes supérieurs d'homotopie et 1'énoncé du théoréme de Hurewicz.

Cette rédaction n'a pas la prétention d'étre trés originiale et on y trouvera de
nombreuses parties copides dans des ouvrages classiques de topologie, en particulier

le livre "Algebraic topology" de Spanier.

Le but que je me suis proposé est d'offrir & des étudiants une connaissance de
base en topologie algeébriques ni trop copieuse, ni trop sévere , digestible et dans

leur langue.

B. Bettinelli
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