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Ces notes représentent la rédaction, faite par Philippe Satgé,
de mon cours a Orsay au premier semestre 1977-78. Les sujets princi-

paux que j'ai traités étalent les suivants :

- Mesures p-adiques (sur Z) attachées aux valeurs des
fonctions L de Dirichlet.

- La théorie des fonctions L p-adiques & la Kubota-
Leopoldt.

~ Corps cyclotomiques, et en particulier : Unités cycloto-
migues et groupes de classes.

-~ Relations (conjecturelles ou connues) entre fonctions L

p~adiques et modules d'Iwasawa.

Pendant le cours, je consultais souvent mes notes d'un cours
donné 3 Princeton par N. Katz [11] il v a deux ans (1976-77), ainsi
gue le manuscrit du nouveau livre de Lang sur les corps cyclotomigues

[13}. On peut également signaler comme cours :

~ Le livre de K. Iwasawa sur les fonctions L p~adiques

[8], et ses articles [9] et [10].

- L'article de Coates & Durham [41, et surtout le dernier

article de Coates-Wiles [5].
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L1,

§ 0. RAPPEL.

Soit a un réel appartenant a 10,1].
Pour tout complexe s de partie réelle plus grande que 1, la série 3} (n+a)™>
n=o0

converge et définit une fonction holomorphe sur le demi-plan Re(s) > 1 ; on note
t(s,a) cette fonction et on 1'appelle fonction z8ta de Hurwitz associde @ a. La fonc-
tion ¢(s,a) admet un prolongement méromorphe & tout le plan complexe avec un seul

pSle en s=1; ce pole est simple et son résidu est 1,

Soient X et Z deux indéterminées ; pour fout entier n=0 on définit le poly-

18 olyndme de Bernoulli par 1'identité suivante
XZ n
Z
Z¢ -9 B(X) 4.
e“-1 nzo " n

ndme Bn(X) appelé

I1 est clair que les coefficients des B n(X) sont rationnels ; on montre que pour tout
entier k21, ona C(1-k,a)= - é Bk(a).

Soit maintenant ¢ une application périodique de Z dans €. Pour tout complexe
s de partie réelle plus grande que 1, la série 7 e(n}n~S converge ; nous notons

L{s,c) sasomme. Si f est un multiple de la période de ¢, ona

—a f
L(s,e) =f S;z; e(t) ¢(s, %) pour tout s de partie réelle plus grande que 1 ; en consé-
quence L(s, ¢) se prolonge a € tout entier en une fonction méromorphe avec au plus

k-1 £

un pole en s=1 et, pour tout,entier k=1, ona L(1-k,¢)= - %v- =oe(t) Bk(%).
i=1



1.2
- gh-1 [ ¢ . .
Cette égalité montre que - —y— tzi)1 e(t) Bk(-f) ne dépend pas du multiple f{ de la période
de € que l'on a choisie. Cette indépendance est le point dont nous aurons besoin dans
la suite. On peut vérifier cetie indépendance a 1'aide d'identités simples sur les poly-
ndomes de Bernoulli sans interpréter la quantité qui nous intéresse comme la valeur en
1-k de L(s,¢). Bien que plus rapide et suffisante pour la suife, cette derniere méthode
ne serait pas dans 1'"esprit”,
Considérons maintenant une application périodique ¢ de Z dans un espace vec~

toriel V sur @ (nous serons essentiellement intéressés par le cas V=@ p). Soit f

un multiple de la période de ¢ ; pour tout entier k =1 et tout entier t les Bk(-é)
k-1 §

sont rationnels, donc - gk-—-—- tz:;} t) Bk(%) est un élément de V. En choisissant une
base de V sur @, en décomposant ¢ dans cette base et en raisonnant séparément sur

k-1 ¢
chaque composante, on déduit de ce qui a été vu plus haut que - il?' o oet) Bk -%) ne
t

dépend pas du multiple f de la période de ¢ choisie ; par analogie avec le cas V=0,

k-1 ¢
nous poserons L{1-k,€) =~ EE“ et Bk(%)°

t=1



I.3

§ 1. LES CONGRUENCES DE KUMMER-MAZUR.

Si ¢ est une fonction périodique de Z dans (Dp et si C est un entier

rationnel, nous désignons par ¢. la fonction de Z dans @ D définie par

C
e C(X) = ¢(Cx) ; il est clair que € est périodique et que sa période divise celle
de e. Pour tout entier strictement positif k, on pose A C(?-k, e)=L(1-k, <-:)-CkL(1-k, ec)

'est--dire (voir § 0) A _(1-k,€) = s (e(t) -cKect)B, () ] ot £ est
c'est-a-dire (voir cli-k, € u-—E—-E}}e -Cre k\F) | ou f estun

multiple de la période de ¢ (donc aussi de celle de e:c)a Le but de ce paragraphe

est la démonstration du théoreme suivant :

THEOREME 1.1. (congruences de Kummer-Mazur), Soient Eprecor§ des

applications périodiques de Z dans CDp et k1 yoees kt des entiers strictement
t ki1
positifs, On suppose que, pour tout entier naturel x, la somme ei(x)x 1 est

i=1

dans Z p* Alors, pour tout entier strictement positif C premier 2 p et aux pério-

t
des des ¢, , la somme i§1 AC“"ki’ e:i) est dans Zp.

Avant de démontrer ce théoreme, nous allons en donner deux corollaires :

t k.-1
COROLLAIRE 1.2. Avec les notations du théoréme, si LT ei(x)x ! est
: i=1

t
n n
dans p Z p bourun n >0, alors 13 AC( 1=k ei) est dans p Zpo
€.
Démonstration, On applique le théoréme en remplacant les € par -—% et on conclut

p

€.
i 1
en remarquant que AC(‘%~~ki, — -F-;n— AC(I-ki, ei).
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COROLILAIRE 1.3, Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur

ﬁbp et L. un sous-Zp~moduie libre de V tel que CEDAI-,:V. Soient €gro0es §

des applications périodiques de Z dans V et k_; G2 ,,kt des entiers strictement
L K~ 1

positifs. On suppose que, pour tout entier naturel x, la somme T ei(x)x b est
i=1

dans an pour un n =0, Alors, pour tout entier C premier a p et aux périodes

£
des e, la somme 2 AC(1-ki,ei) est dans p''L,
e e

Démonstration., On décompose les g suivant une Zp~base de L. qui est aussi une

CDp—base de V et on applique le corollaire précédent.

Ce corollaire 1,3 est la forme générale du théoreme 11. Nous 1'appliquerons
essentiellement dans le cas ol V est une extension finie de (Qp et ou L, estlitan-
neau des entiers de V.

Venons en a la démonstration du théoreme ; deux lemmes seront nécessaires :

LEMME 1.4. Le théoreme 1.1 est vrai dans le cas t=1 et k=1.

Démonstration, Dans ce cas on a une application e, périodique de Z dans Z P s

1

soit f sa période, il faut montrer que, pour tout entier C =1 tel que (C,fp) =1,
la quantité AC(O, 61) est dans Z p° Pour tout entier a tel que 1= a <{f, notons
X, ¢ 1'application de Z dans Z}p définie par X, f(x) =0 si x Famodf et

: ¥

f
¢ et AC(Q,e1) =7 da)AC(O,Xa,f) ;

Xagf(x) =1 sl x 2amodf, Ona e ::Eie(a)xa, Z

pour démontrer notre lemme, il suffit donc de montrer que &C(O, xa f) est dans Zp
?

pour tout entier a telque 1<a<f ettout entier C =1 tel que (C,fp)=1.

Pour un tel a et untel C, notons d l'entier compris entre 1 et f tel que

Cd = a mod f. Le polyndme B#X) étant ij;, ona &C(o,x ) = - Qf-— 1)+C(53;-—%)

)
soit 8.(0,x. ~3628 € yais %28 oot dans Z par définition de d
cl0:X, ¢ i 3 i

et kz-(—j- est dans Zp, puisque, par hypothése, C est impair si p=2 ; en conss-

3 S 1ot » \
quence AC(O’Xa,f) est dans Zp d'ol le lemme.

a,l

Pour le second lemme on fixe un entier k =1 et un entier N 2 0, On dési-

gne .par 6 une fonction périodique de Z dans Z p dont la période est une puissance



de p ot qui vérifie pour tout x de Z la congruence 8(x) K1 nod pI\Z . (on
peut par exemple prendre 6(x) = ! ol i esi 'entier congru a x modulo pN

ot compris entre 1 et p ) On a alors :

LEMME 1.5, Soit ¢ une fonction périodique de Z dans Z N et C un

entier positif premier a p et a la période de ¢. La fonction 6 élant celle défi-

nie ci-dessus, on a la congruence

b.(0,€8) = 8.(1-k, &) modulo pszﬁ

AC(
Démonstration. Notons f(¢) la période de ¢ . Soit n un entier tel que n >N, que

B (X) L
p! kk ¢ pNZp X1 etque p" soit multiple de la période de 6 ; on pose f=f(¢)p".
f
Ona e=7, e(a)xa ¢ ol les Xa f sont définies dans la démonstration du lemme pré-
a=1 ?

t
cédent. On a donc 4.(0, e 8) = a‘% ela) 8.0, %, 40) et A.(1-k,¢) 28221 ela) a1k, X, o) 5

en conséquence il suffit de démontrer notre lemme pour e = X, ¢ Ceque nous allons
s
faire en trois étapes,
1) Soit d l'entier compris entre 1 et f telque Cd = amodf (d existe

puisque, par hypothése, C est premier a f(e) eta p donc a f) ; montrons la

o _ J-1Cd-a _C-1 N
congruence 4\ (0, Xa fé) =a T )m dp Zp On a
(0,x, ;6) = -8(a) (3-5) +C 8(ca) (--—) G(a)(Cd{ - ——2—) puisque Cd =amod f
}

implique &(Cd) = 6(a). On a remarqué dans la démonstration du lemme précédent que

‘Ccfka et C2-1 sont dans Zp (m&me pour p=2) ; comme &(a) =2 Tmod pNZp,
. _ _k-1Cd-a _C-1 N
on a bien AC(O*Xayf‘é) =a (= = =) mod p Z.,.
_ k-1,Cd-a C-1 N .
2) Monirons AC“"k’Xa,t) =g (= - —2—) modulo p Zp ol d est tou-

jours 1'entier compris entre 1 et { tel que Cd =amod f, On vérifie sur la défi-

Kk k-1 K72 4y j
nition de Bk(X) que B, (X)=X"-3 X "4 L K avec a} et ,8 dans Z.

k 2
k-1 k-1

, f ay 1 k-—1 ; rk k2=
On a donc - T Bk(?)~— T—{: — “i E E ‘\ mais on a
ij N

. ! f .
choisi { de sorte que R 7 €p Zp pour tout j. donc on a

k-1 k-1 J

{ ay . f ak Kk ak-1 N
_‘TBK(E il v !.(f) -5 ( ] mod p 7{) On a &me congruence en
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remplacant a par d. De ces deux congruences résultent la congruence

R N k19 k2 pagk K diket |
e iml, x, ) - f--k—-ﬂ?)» 32-3(%} P =195 Tmoa pNz ) soit
1k <

. kd
-& ¢ mod p \Z
) e ) odp Z ;.

k-1 .. k-1
A
1

D'autre partona Cd = amodf donc (Cd) mod f ; comme, par hypothese,
k-1 k-
N-+1

P divise f, on en déduit -Elé-—- -Lk~q~§-—— = akq(i%g)mod pNZp . Enfin I'hypothese
B, (X)
k

p" —5 Gp ZpLX implique ké p Zp puisque le coefficient de x¥ dans Bk(X)

k k k-1 2
est 1. Posons Cd=a+r ; llentier r est dans fZ et l'on a (Cdf)k~a Wkafk F+§z

2 k k
f_ N . (Cd)"-a" _ak-Tr N
pour un z dans Z. De Eép ij on tire fkép Zp et donc T T modp Z
k

A k
soit (-qg-)ﬁ'—?-— = K1 Cfd-—a mod pNz D’ En regroupant ces congruences, on obtient

Z

p

) = ak"' 1(Cd~a

AC“"k’Xap ¢ - --—--} mod p Ny D qui est ce qu'on cherchait,

3) En juxtaposant les congruences obtenues en 1) et 2) on obtient
, - N .
Ac(l—kyxasf) = Ac(()?Xa,f 6) mod p ,zp

ce qui achéve la démonstration de notre lemme,

Revenons maintenant & la démonstration du théoréme 1.1. On reprend les
notations de ce théoreme. Les € - étant périodiques, il existe un entier K =0

tel que, pour tout x de Z et tout i=1,...,t, on ait pKei(X)ézpu Pour chaque i,
k.1

notons Gi 1'application de Z dans Zp définie pour tout x de Z par 5i(*x): y I

oli y est l'entier congrua x modulo pK et compris entre 1 et pK

ki-1

; les ﬁi sont

donc périodiques de périodes pK et vérifient 5i(X) =X raod pKZ

p‘)
Soit C un entier positif premier aux périodes des o eta p, Le lemme 1.5
montre que A (O,pK e.é.) = (?»k.,pK e.) mod pKZ:Zp donc que
t
(O, :36 ) = % (1 K, ,@)mod Zp Posons e= 06 ; il est clair que e est une
i=1

application pépiodique de Z dans (,Q et que C est premier 2 la période de  ¢.

t
On a &C(O, e) = (O &0, )} donc b 0,0 =22 ‘\C““ki’ ej) mod qu Enfin 1'hypo-

¢ 1—«1 i=1

k.~ 1 ;
these 5 e (x) x 1 é?.z,p montre que les valeurs de ¢ sont dans Zp donc le lemme
=1
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{
1.4 montre que z,\c,((), ~) est dans Zpi On en déduit que 7 ‘C“(‘“"kj’ ei) est dans
=1 '
Z. ce qui est I'assertion du théoreme.,
Montrons comment ce théoréme 1.1 permet de retrouver deux résultats clas-

siques de Kummer., On note ¢ la fonction zéta de Riemann, ¢'est-a-dire avec le

vocabulaire du § 0, la fonction zéta de Hurwitz associdea 1 ; ona:

PROPOSITION 1.6. 1) Si p-1 ne divise pas k =1, alors £(1-k) est p-entier.

2) Si p-1 ne divise pas k >1, si k'>1 etsi k =k' mod (p-1), alors

c(1-k) =¢(1-k) mod prm

Démonstration. 1) On prend t=1, ¢,=1 et k.=k dans le théoréme 1.1 ; pour tout

1 1
entier C positif et premier & p, on a ACH»k, e1} = (T-Ck) £(1-k)., Comme pour tout
x de Z ona 5:1(x)3>~:k‘°1 = x5 GZP , le théoréme permet d'affirmer que (ika) ¢(1-k)

est p-entier, Choisissons pour C un entier dont la classe modulo p engendre le
groupe multiplicatif du corps a p éléments ; pour ce C la quantité 1—Ck est une
p-unité donc £{1-k) est p entier,

2) On prend t=2, e =1, -1, ky=k et k,=k' dans le théoréme 1.1 ;

1 = 1

de plus on suppose k <k', Pour tout entier C positif et premiera p on a

a1k o) + £ (1=K, o) = (1-CY) 2140 - (1-C*') E(1-k1).

- L -
k-1 KA k1

Les hypothéses k#1 et k=k' mod (p-1) impliquent que e1(x)x +e2(x)

(1—-xk'—k) est dans pr pour tout x de Z. Le théoréme permet donc d'affirmer
! N
que (1~Ck) C(!—k)—(?-—Ck ) £(1-k') est dans pr ; comme p-1 divise k-k' ona
¥ "
1-c¥" = 1-cX moa p, donc (1~Ck) le(1-k)-2(1-k')] est dans pZ_.

P
On achéve la démonstration comme au point 1),

REMARQUE 1,7. On connait en fait des résultats plus précis que ceux de
la proposition 1,6 ; par exemple on sait que ¢{1-k) est p entier si et seulement si

p-1 ne divise pas k =1 ; on saif aussi que si p-1 ne divise pas k > 1, si k' >1

et si k=k' mOd(P-T)DN, alors (1-Pk4)C(1-k) 5(1-—Dk 4)5(1-1{') mod DNHZ .

P
Nous reviendrons sur ce type de résultat & la fin du § 7 (remarque 7, 16),
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§ 2. GENERALITES SUR LES MESURES p-ADIQUES.

Soit X un espace topologique compact et totalement discontinu et soit R
1'anneau des entiers dfune extension finie de Cl::p . On note respectivement
loc(X,R) et Cont(X,R) l'espace des applications localement constantes et 1'espace
des applications continues de X dans R. Dans les paragraphes suivants X sera

¢

Z ou Zp.

DEFINITION 2.1, On appelle mesure sur X a valeur dans R toute appli-

cation R-linéaire de Cont(X,R) dans R.

REMARQUE 2,2, Si 1'on munit Cont(X,R) de la topologie de la conver—
gence uniforme (i,e. pour un f€Cont(X,R), les Ve(f)n {g €Cont{X,R), ;21)3{ lf(x)-g(x)| <e }
ot | | estlavaleur absolue dans R décrivent un systéme fondamental de voisina-
ges de f lorsque ¢ décrit les réels positifs), alors toute mesure au sens précédent
est une application continue de Cont(X,R) dans R : en effet, il suffit clairement de
montrer la continuité en 0 ; soit an un voisinage de 0 dans R, il existe un
e >0 tel que f€V€ (0) implique f(x) €p”R pourtout x de R ; pour untel f ona
f= png avec g~ Cont(X,R) ; par linéarité, 1'image de f par une mesure est donc
le produit de pn par l'image de g donc est dans an ce qui montre la continuité
de la mesure.

Si u est une mesure sur X a valeurs dans R et si f est dans Cont(X,R)

on notera souvent S f(x) du(x) 1'image u(f) de f par p. Nous aurons besoin de
X
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la proposition suivantoe :

PROPOSITION 2.3. Si p est une application R-linéaire de loc(X,R)

dans R, il existe une mesure sur X a valeurs dans R et une seule qui prolonge

4 ; nous la noterons encore u.

Démonstration. Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 2.4. On suppose toujours que Cont(X,R) est muni de la topologie

de la convergence uniforme définie dans la remarque 2.2, Tout f de Cont(X,R)

est limite d'une suite d'éléments de loc(X,R).

Démonstration. Soit f€Cont(X,R)} ; pour tout n > 0, on choisit un systeme

r(1;n),..., r‘{tn;n) d'éléments de R représentant les classes de R/'an. Pour cha-
que n on définit f enposant, pour tout x de X, fn(x) = r(i;n) si

f(x) =r(i;n) mod p'R. Il est clair que les f appartiennent a loc(X,R) et convergent
vers f lorsque n tend vers l'infini.

Revenons a notre démonstration, Soit f un élément de Cont(X,R) et
(fn)nE]N une suite d'éléments de loc(X,R) qui converge vers f, Un raisonnement
analogue a celui fait dans la remarque 2.2 montre que la suite des ,u(fn) est une
suite de Cauchy dans R. On vérifie que sa limite ne dépend que de f et pas du choix
des fn et on note ,u(f) cette limite, Il est clair que 1'application f donne u(f)
est une application R-linéaire de Cont(X,R) dans R, i.e. que pu est une mesure
de X dans R. Il est clair que la restriction de cette mesure a loc(X,R) est pu.
Enfin 1'unicité de notre prolongement résulte de la remarque 2.2.

Soit a un élément de Coni(X,R) ; la multiplication par & est une applica-
tion R- lindaire m o de Cont(X,R) dans lui-méme. En conséquence, si p est une
mesure sur X a valeurtdans R, la composée pocm o est aussi une mesure sur X
a valeursdans R ; on la note op et on dit que c'est la mesure de densité « par

rapport a u., Autrement dit, on pose la définition suivante :
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DEFINITION 2.5. Soit p une mesure sur X avaleurs cans R et a un

dlément de Cont(X,R). La mesure op de densité « par rapport 2 u est définie

par SXf(x)d(au) (x) = gxf(x) a(x) du(x) pour tout f de Cont(X,R),

REMARQUE 2.6, Soit g une mesure sur X 2 valeurs dans R et soit S

I'anneau des entiers d'une extension finie du corps des fractions de R. La mesure
S . - .

. se prolonge uniquement en une mesure u  a valeurs dans S de la maniere sui-

vante : on choisit une base 51, ...»S_de S sur R, on décompose tout
n n
S
e€Cont(X,8) en e= €;5; avec g €Cont(X,R) etonpose p (e)=7 u(e:i)si ;

il est clair que p~ est une mesure a valeurs dans S indépendante du choix des S

n

7 3 ~ S
Dans la suite nous écrirons par abus u alaplacede p .
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§ 3. LES MESURES ey v. ET v

o, ot Yc c,a’

”~

, nous allons définir une mesure p c sur Z

3*

Pour chaque C de AZ

et une mesure VC sur Zp a valeurs dans 1'anneau R des entiers d'une exten-

sion finie de (Qp. Nous construirons d'abord u ce
On sait que 2 stidentifie canoniquement au produit [T Z , ou P dési-

Z
~ LEP
gne 1'ensemble des nombres premiers ; pourtout z de Z ettout £ de P on

notera z, 1'élément de Z gy telque z s'identifie a (z z) gep 5 On dira que z

L

est la Z-composante de z., Rappelons le point suivant :

)/

~

LEMME 3.1, Soit e une application localement constante de Z dans un

ensemble V., Il existe un entier naturel f tel que ¢ soit constante sur les classes

~

modulo {Z et la restriction Q\Z de ¢ a Z est une application périodique dont

la période divise f,

Démonstration . Pour chaque x de Z, il existe un entier f‘x tel que la restriction

de ¢ a x+f_Xf\Z est constante, Ona Z :xg%;(x +fXAZ) ; buisque i est compact,
il existe XqsooesXy dans Z tels que Z = :‘5)1 (xi+fxi%§). Soit £ un multiple

commun des fxi, 1fapplication ¢ est constante sur chaque classe modulo fi donc
€ 1z est périodique et sa période divise f.

Ce lemme permet de poser la définition suivante :

DEFINITION 3.2, Soit V un espace vectoriel sur @ et ¢ une application

localement constante de ;i dans V. Pour tout entier k = 1 on définit L(1-k, e)




comme 1'élément de V égala L(1-k,¢. ) (ce dernier élément ayant été défini a

|Z.
la fin du § 0).
Nous serons intéressés par le cas ot V est une extension finie de CQp,

¢'est-a-dire que V seraun (}gp --espace vectoriel ; nous poserons alors :

DEFINITION 3.3. Soit V un espace vectoriel sur (,'Qp et C un élément

de Z . Pour toute application localement constante ¢ de Z dans V et tout entier

est 1'application

k N
k =1, on pose AC(1--k9 e) = L(1-k, ec)--Cp L{1-k, ec) olt e

(localement constante) de Z dans V définie par ec(x) = ¢(Cx) pour tout x de Z.

Du théoreme 1.1 on déduit le théoréme suivant :

THEOREME 3.4, Soient €proecs des applications localement constantes

gone ’kt des entiers strictement positifs, On suppose que,

_c_l_g?Zdans@pg_tk

1
a K.~-1
pour tout x de Z, la somme 75 e:(X) Xpl est dans Zp. Alors, pour tout C de
i=1

Z*, la somme Z} b (1-k, ;s €;) est dans Z,.
i=1
Démonstration. Fixons un C Ei%. Les L(1—~-kigei C) étant, pour i=1,...,t, dans
]

@ _ il existe un entier N >0 tel que L{1-k.,e. .)€ p“N
p i’ 1,C

Z D pour tout i, Notons f
un entier naturel tel que les € sont constants sur les classes modulo fi (1'exis~

tence de f est assurde par le lemme 3.1), Désignons enfin par D un entier naturel

congru a C modulo f_pN %Z On a € o= D , puisque C =D modf Z, donc

9
L(1-k;, , o) = L(T—xki,ei,D) ; de plus on a c L(l—-l{.ge o) =DX L(1-k, 116 cJmod Zp
puisque CpE D mod pNZp, doncona A (1 k )6 ) =N (T kl,e )mod Zp.Mais

Ea

C étant dans %*, la congruence C = D mod pr lmphque que (D,fp) =1, donc D

est premier aux périodes des 6| et & p, Par définition

AD(T—\k.i, ei,[)) = AD(T—»ki9 e”Z’D) donc le théoréme 1.1 montre que 23 AD(1 L ‘, D)EZP;
{

en conséquence EE}? AC“'ki”ei,C)EZp“ C.Q.F.D.

De la méme maniere que l'on a démontré les corollaires 1.2 et 1.3 du

théoreme 1.1, on démontre le corollaire suivant de notre théoreme :
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COROLLAIRE 3.5, Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur qu

et L un sous—:Zp-moduie libre de V tel que (jQpL = V. Soient Eqreeer € des

applications localement constantes de AZ dans V et k os kt des entiers stric-

1 ? o e
A t K.-1
tement positifs, On suppose que, pour tout x de Z, la somme 'BT €'1(X)Xp1 est
— i=1, - .
t

, la somme i§1 A(1-ky, e;)

S
[

dans an pour un n 2 0, Alors, pour tout C de i

est dans an .

Appliquons ce corollaire 3,5 au cas ol V est une extension finie de (Qp ,

ol L est1'anneau des entiers R de V, ol t=1 et ol ¢ esta valeur dans R ;

pour n'importe quel k = 1, on a bien g(x) " 1er donc A 1-k,¢) est dans R

o
. Pour C fixé dans Z™ et k = 1 fixé, 1'application qui & e

g

LY2

"

pour tout C de 2
associe A C(‘l--k, ¢) est donc une application R lindaire de loc(Z,R) dans R.
LLa proposition 2.3 permet alors d'affirmer qu'il existe une mesure et une seule
sur Z & valeur dans R dont la restriction & loc(Z ,R) est 1'application qui a
€ associe A C(1~-k, ¢) ; nous notons 7} C,k cette mesure. Comme nous serons par-

ticulierement intéressés par le cas k=1, nous posons la définition suivante :

e

*, nous notons He la mesure sur Z

DEFINITION 3.6. Pour tout C€Z

& valeurs dans R dont la valeur SA edp~ enun ¢ de loc(Z,R) est AC(O, e
Z

REMARQUE 3.7. Dans la notation u C 1'anneau R n'apparait pas. Cela
est justifié par le fait suivant : si S est I'anneau des entiers d'une extension finie
du corps des fractions de R etsi pu (‘: est la mesure définie comme Ko oen rempla-
cant R par S, alors avec les notations de la remarque 2.6 on a p& = ,ui ; comme
on a convenu dans cette remarque 2.5 de faire, pour toute mesure p a valeur dans
R et tout S contenant R, 1'abus de notation p= ;.LS, il est normal de ne pas faire
intervenir R dans la notation u ce

Le procédé suivant permet de construire a partir d'une mesure sur Z
une mesure sur Z . Soit o

p p
sition avec cpp est une application R linéaire @p de Cont(Z pgR) dans

la projection canonique de Z sur Zp ; la compo-
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Cont(Z ,R). En conséquence, si u est une mesure sur Z a valeurs dans R,
la composée po &p est une mesure sur Zp a valeursdans R que nous appelons

la mesure image de u par <pp,, Autrement dit, on pose la définition suivante :

DEFINITION 3.8, Soit 4 une mesure sur Z 3 valeurs dens R. La mesure

v image de u par la projection de AZ sur Zp est la mesure sur Zﬁp a valeurs

dans R définie par Q f(x)dv(x) = Sii f(yp) du(y) pour tout f de Cont(ZDs R).
vZ.
p
Dans la suite nous adopterons les notations suivantes :

NOTATIONS 3.9. Si C€Z™ et a€Cont(Z,R) nous notons Ee g lame-
¥

sure sur Z & valeursdars R de densité a par rapport & Be et v la mesure
4

C,u
sur Zp a valeurs dens R image de e o Par la projection de AZ sur ZDQ On a
by
donc u c=H c,1 ; de méme nous noterons souvent v C a la place de ng 1°

Terminons ce paragraphe par un calcul qui nous sera utile plus loin, On a :

PROPOSITION 3,10, Soit eéloc(%,R) et k21 un entier, On définit

feCont{Z;R) par f(x)= xg"'T e(x) pour tout x de Z. Alors, si CE€Z", ona:
gﬂ f(x)d,uc(x) = L\C(?wk, el

Z
Démonstration. Pour chaque entier N 2 0, notons 8., la fonctionde Z dans Z

N
k-1 o\ . N , ; . N
ou i est l'entier compris entre 1 et p

dont lavaleurenun x de Z est i

qui est congru a xp modulo pNZpo Les ¢d,, sont localement constantes et tendent

N
vers f lorsque N tend vers I'infini, donc B" f(x) d,uCV(x) est Ia limite quand N
Z

tend vers 1'infini des S e(x) 8. (x) du (x) = A0, ¢b,). Mais, pour tout x €Z,
o N C C N

k-1

p

avec n=N, L =R et V= corps des fractions de R) montre que AC(O ] e%)«— AC(%}&9 e)

la différence (¢ GN)(X) - elx) x est dans pNR, donc le corollaire 3,5 (appliqué

est dans pNRQ On en déduit que les A C(09 eGN) convergent vers Ac(i»-k, e) lors-

que N tend vers l'infini ce qui acheve la démonstration.
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§ 4. MESURES SUR Zp.

R est toujours 1'anneau des entiers dfune extension finie de Qp. Le but
de ce paragraphe est d'associer a chaque mesure sur Z p a valeurs dans R une

série formelle a coefficients dans R.

_ x{x-1).. .{x-n+1)

Rappelons que 1'application qui a x de Zp associe (i) o

est une application continue de Z p dans lui-m8me (c'est clairement une application

continue de Zp dans (Qp et elle prend des valeurs entiéres pour tout x€N). Ona:

THEOREME 4.1 (Mahler), Soit f une fonction continue de Zp dans R

il existe une suite (an) d'éléments de R quitend vers 0 guand n tend vers

n=0
1'infini telle que f(x) = an(f,i)

n=o0
la suite (an)n>0 est une bijection de Cont(Z p,R) sur 1'ensemble des suites de R

pour tout x de Z:p. L'application qui & f associe

qui tendent vers 0 quand n tend vers l'infini.

Démonstration (Katz)., R étant un Z-module libre de dimension finie, il suffit de démon-

p? On pose
n

f= fir‘i avec fi GCont(Zpgxp) et le théoreme pour les fi impligue le théoréme
i=1

pour f). Nous aurons besoin du lemme suivant :

trer le théoréme pour R = Zp (si Tyseesslpy est une base de R sur Z

LEMME 4.2. Soit }F‘p le corps a p éléments muni de la topologie discrete

et g une application continue de Z b dans EYD Il existe une suite (an)n>0 d'éléments

de 7 _ presque tous nuls telle que g(x) est le résidu modulo pZ. de = a ().
- P P —= 150 'n
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Démonstration, La fonction g est localement constante, donc il existe un N >0

tel que g soit constante sur les classes modulo pNZ P Notons SN Pensemble des

applications de Zp dans F P qui sont constantes sur les classes modulo pN .'Zp ;

31\1’ est un espace vectoriel sur Fp de dimension pN. Désignons par T une indé-

terminde ; pour tout entier naturel X on a, dans l'anneau de polynéme Z[T 7], 1'éga-
N N
lité (‘i+T)X+p = (?-+«T)X(1+T)p . En développant cette égalité et en tenant compte de
N N Xaphy _ X
la congruence (1+T)P = 1+TP mod pZ[T] on voit que ( T ) =(])mod pZ pour
i=0,..4y pN-—T . Ces dernieres congruences étant valables pour tout entier naturel X,
N
elles impliquent les congruences (X;{p )= (Xi) mod pZ p Pour tout x de Zp et tout

i=0,... ,pN-T . En conséquence, si 1'on note (pi 1'applicationde Z _ dans ¥ __ qui

b p

a x de Zp associe la classe de (?) modulo pr, les applications ¢ NREEY 1] N1 sont
des éléments de 3n° Ces applications sont linéairement indépendant%s- }sur F p )

en effet, supposons qu'il existe « IEEREY t':e'.pN-_1 dans F p tel que i;@o o cpi(x) = O

pour tout x de Zp ; en faisant x =0, on voit que 0 =0 (puisque @1(0) =0 si

i>0 et ¢0)=1); de méme en faisant x=1,2,..., pNﬂ on voit successivement que

sont nuls, Le systeme <p0, ooy O N est donc une base de EN

o, o o
19 $eeey
2 pNT ’ P pN-1
sur ]F‘p et donc il existe CSERETI-EN dans Fp tel que g= .23 @ Q. Pour

p - i=0
N=050444 pN--T choisissons un a n dans zp dont la classe modulo pzp est o,

et pour n= pN posons a = 0 ; il est clair que la suite (an)n@N répond a notre
question,
Revenons a la démonstration du théoréme, Rappelons que nous nous sommes

ramenés aucas R=2%Z o Posons { = fo et notons g, le résidu de f ° modulo p%p.

Le lemme 4.2 affirme 1'existence d'une suite (ay(0)) oy d'éléments de Z, presque

tous nuls tels que go(x) soit le résidu modulo pr de la somme T an(o)(rf) que nous
n=0
notons S O(x),, La différence f O(x) -5 O(x) est dans pzp : Nous posons
£ (x)-S(x)
P

S, et f, comme on a construit les (an(O))nGN’ S, et £, ;en itérant le procédé

on construit pour tout i €N une suite (:;11“(1)){l N diéléments de Z‘p presque tous

fT(X) = - En partant de £, 2 laplace de f_, on construit les (ap(1)) hEN *
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OQ »
- l » . Ve N .
= Eo an(l)p . Soit A_ >0 fixé ; les an(l)
étant presque tous nuls pour i fixé, il existe un NO telque n2 NO implique

nuls. Enfin, pour tout n €N, on pose a n

an(i) =0 pour tout i< Aj ;en conséquence pour n = N, 1'élément a , de zp est

dans pAOZ b’ cela signifie que la suite (aﬂ)nGN tend vers 0 quand N tend vers

1'infini, On vérifie alors facilement que f(x) =7 an();) ce qui acheve la premiére
nz0
partie de la démonstration, Montrons 1'unicité de la suite (an)n N attachée a f ;

il suffit clairement pour cela de voir que 1'égalité 0 =7 a n(i) pour tout x de Zp
n=0

implique an:O pour tout n ; supposons le contraire et désignons par n o le plus

n

n n
petit entier tel que a_ #0 ; pourtout n>n_ona (°) =0, doncona O=a QIO)—va
n 0 n N, no 5

o)
d'oll une contradiction qui prouve notre assertion et montre que 1'application qui a £
associe (an)ne N est injective. Enfin la surjectivité est évidente car, la suite
(an)nEIN tendant vers O quand n tend vers l'infini, la somme nZ;O a, (i) converge
pour tout x de Zp et définit une fonction continue de x. Notre Jémonstr*ation est
donc achevée,

Revenons aux mesures sur Z D a valeurs dans R, Nous posons la définition

suivante :

DEFINITION 4.3, Soit v une mesure sur Z p a valeursdans R. La série

formelle F._(T)= 2 b_T" ol b :S *) dv(x) qui est & coefficients dans R
— hep N — moJ,
p

est appelée "série formelle associée & v",

Ona:

PROPOSITION 4.4. L'application qui a une mesure v sur Z D a coeffi-

cients dans R, associe la série formelle FV(T) associée & v est une bijection de

1'ensemble des mesures sur Zp 3 valeurs dans R sur l'anneau R[[T1] des séries

formelles a coefficients dans R,

Démonstration, Montrons 1'injectivité de notre application, Soit v une mesure sur

Zpé valeurs dans R et,; pour tout n€N, soit b = S (ﬁ) dv(x).
Z
Soit f€CoNt(Z ;R) ; d'apres le théoréme 4. 1 P (théoreme de Mahler), il
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existe une suite (a ) d*éléments de R qui tend vers 0 quand n tend vers

neN
1'infini et telle que f(x) = lim % an( ). De la remarque 2,2 on déduit que
N oo™t
Szf(x)dv(x)« lim (I (73 a( )) dv(x) = lim (23 ab)
D N o0 an N <o n=0

cela montre que v est entiérement déterminée par les bn ce qui prouve l'injectivité

cherchée, Montrons maintenant la surjectivité ; soit F(T)= & bnTn une série for-

n=0
melle 2 coefficient dans R, Si f €Cont(Zp,R) alors f(x) = D an(i) pour une suite
nz0

(a) HEN d'éléments de R qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini, Les b, étant
dans R, lasérie a b, est convergente. On vérifie sans difficulté que 1'applica-
n =0
tion de Cont(Z ,R) dans R qui 2 f associe 2 a b_ estune mesure sur Z
p n=0 nn p
A valeursdans R et que la série associée a cette mesure est F(T). Cela montre la

surjectivité et acheve la démonstration,

REMARQUE 4.5, Soit toujours v une mesure sur Z P a valeur dans R.
Pour tout entier n>0 ettout i =0;..., pn—1 on définit X ié}Loc:(ZpgR) en po-
?

sant X i(x) =1 si x = imodulo pnz ef X, .(x) =0 sinon, On note
b

p
a ., = S X.. :(x) dv(x) ; alors, en désignant par T laclasse de i dans Z/p"Z,
ni~ 3y, “nyl
p p™ .
17é1ément a =Da, 10? est dans 1'algébre R[Z/p"Z] ; on vérifie sans difficulté
i=o M

que la famille des o, pour n décrivant IN définit un élément « de la limite pro-
jective  lim R[Z/p"z] (latfleche de R[Z/p"Z] vers R[Z/p"z] étant induite
par la surjection canonique de Z/p"Z vers Z/p Z). On vérifie facilement que
1'application qui & v associe o est une bijection de 1'ensemble des mesures sur
Zp‘a valeurs dans R sur 1231 rR[{zZ/ p“z}c Montrons comment 1'on peut retrouver la

série Fv (T) construite précédemment a partir de &, Définissons le polyndéme An(T) par
n_1 n_ n

P ; i

A (T) a, i(1+T)l ; développons—les il vient An(T) E ( D ( ) a, )’I‘Ja Fixons j ;
1‘0 s j=0  i=j

pour tout n, on a Z} ( Xp, l( X) = (‘t}f) modulo ';T p" Zp donc

i=]
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pn_.1 i p -1 i X 1 n
D Ga .= ) g X .(x)dv(x) = (;) dv(x) modulo = p Z .
i J i T n,i j j! p
=j i=] Z g
p p
Cela prouve que, lorsque n tend vers l'infini, le J.leme coefficient de An(T) tend
.iéme

vers le j coefficient de la série FV(T)°
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§ 5. LA FONCTION T)e

v est toujours une mesure sur Zp a valeur dans R. Rappelons que le

* .
groupe ;Zp est le produit direct, de son sous-groupe de torsion u et de son sous-

groupe 1+2p Zp (u est le groupe des racines p-1"€ de 11unité si p’;é 2 et

u==%1 si p=2); pour tout x de Z; on définit w(x) €y et <x>€1+2pr par

1'égalité x = w(x) <x>: si x est un élément de Zp qui n'est pas dans Z; on pose
<x>= 0, On rappelle que, si y est dans 1+2pr , 1'application de Z dans 1+2p22p

qui a Xx€Z associe yX se prolonge de maniere unique en une application de Z p

dans 1+2pZ_ ; pourtout s EZD’ nous notons ys 1timage de s par cette appli-

p
cation, On définit ainsi une structure de Z p—module sur 1+2pZ N ; celui-ci est

libre de dimension 1 ; nous choisissons une fois pour toute un Zp générateur y

de 1+2pZ .
PLp

Il est clair que 1'application de Zp dans Zp quia x de Z D associe <x>
est continue ; on en déduit sans difficulté que, pour tout s ezp, 1Y application de Zp
dans Zp qui & x associe <x> ° est continue (avec bien sir <x>° =0 si

<x > = 0), On pose alors :

DEFINITION 5.1, Pour tout s de z, et toute mesure v sur Z., a_va-

leurs dans R on définit fv(s) par I‘v(s):g <> dv(x).

Z
b

Si (ap) est une suite d'éléments de R, la série T a_(y >-1)" converge
neN n=o 1

pour tout s de Z p puisque 'y“sﬂ est dans 2p Zp ; il est clair que cette série
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définit une fonction continue de s, nous poserons :

DEFINITION 5.2, Une application f de Z : dans R est appelée fonction

d'Iwasawa si il existe une suite (a ) d'éléments de R telle que

n'neiN
-S \0
f(s)= T an(')/ -1)" pour tout s de Zp.

nz0

REMARQUE 5.3, Dans la définition précédente, la fonction f détermine les

a, de maniere unique ; en effet, cela est une conséquence directe de 1'assertion sui-
vantes (que nous réutiliserons plus loin) : soit K le corps des fractions de R et

(a) une suite d*éléments de K telle que la série ¥ a X converge dans un
n'n€N n=o n
voisinage V de 0 ; si, pourtout x de V, lasomme 720 a x"! est nulle alors a n:O
n=0
pour tout n€IN. Supposons cette assertion fausse et notons n, le plus petit entier
n-n -1
tel que a, #£0 ; pour tout x de V différent de 0, ona 0= a, +X P a X © 5

o] (0] =
n-n -1 n nc:v

- O » » rd *
lasérie I a nX converge sur un voisinage de 0 (éventuellement plus petit
nzn
0

que V). Soit W un voisinage compact de 0 contenu dans V et sur lequel
n-n -1
= a X converge ; cefte derniére somme est bornée sur W, donc lorsque

n=n
o)

X # 0 tend vers O en restant dans W, la quantité x 2 anxn tend vers 0 ce qui

nzn
n-n -1 Q

contredit 1'égalité O=a_ +x 2o ax et démontre notre assertion,
o n2ng

On va montrer que la fonction qui & s associe I“v(s) est une fonction

p
pour tout x G"Z,; ; pour tout fECont(Zp,R) on note £ la fonction de

S

dtIwasawa. Pour cela désignons par o 1'application de Z_ dans Zp définie par

x> = ya(X)

ke
L

Zp dans R définie par foe(X)=0 si xf§ Z;;

tion f o est dans Cont(ZyR) et 1'application o de Cont(Zﬁp,R) dans lui-méme

et fa(x) = flalx)) si x€Z . La fonc-

(>

qui envoie f sur foz est une application R linéaire. En conséquence la composée
Ve o est une mesure sur Zp a valeurs dans R que nous notons @,V . Autrement

dit on pose la définition suivante :

DEFINITION 5.4, Soit v une mesure sur Zp a valeurs cans R. La mesure
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oV sur Zp a valeurs dans R est définie par S

100 (o) (x) = SZ t () dvlx)
- o
Zp p

pour tout f de Cont(Z pgR) (la fonction f = est définie ci-dessus) .

On a alors :

PROPOSITION 5.5. Pour tout s de Z_, ona T,(s) = S (v~ a(e,2)(x).
Z
P
Démonstration. Soit féCont(%pgR) la fonction définie, pour tout x de Zp s Ppar

f(x) = (¥ °)*, On a fa(x) = <x>"° pour tout x, donc

{ 07 da={ <c®awx=1)  c.or.D.
ZD ZD

Enfin on a le lemme suivant :

LEMME 5.6. Soit v une mesure sur Z a valeurs dans R et F_(T)

la série de R[[T]] qui lui est attachée. Si 6 estun élément de 1+2p Z, ona

S  dv(x) = F(6-1).
Z

Démonstration., Posons 8= 1+m ; alors m est dans Zpr et 6%=(1+m)*=7 mn(ﬁ)e
n=0

On en déduit S 6X dv(x) = § (m"” g ) dv(x)) = F(m) par définition de F(T)
Z n=0 Z}p '

et cela achéve la démonstration.

Ce lemme 5.6 joint & la proposition précédente donne immédiatement le résul-

tat suivant :

THEOREME 5.7. Pour tout s de Z ona T(s)=F, ,(¥75-1) et donc

la fonction Fv est une fonction Iwasawa.

REMARQUE 5.8. L'application @, donc la mesure a,v dépendent du choix

de ¥ ; cela explique que dans 1'égalité I‘V(s) ::‘Fa v(y_s—ﬂ 1'élément v intervienne

b
A}

[

a droite et pas a gauche.
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§ 6. LES FONCTIONS L p-ADIQUES.

On note @ la cloture algébrique de @ dans € et on choisit une fois
pour toute un plongement de @ dans la cloture algébrique C'ﬁp de Qp.
Nous ferons les conventions suivantes :

Si ¢ est un caractére modulo 1'entier positif £ (i.e. € est un homéo-
morphisme de groupe de (Z/f Z)% vers G%) on convient de prolonger ¢ a Z/fZ
tout entier en lui attribuant la valeur 0 sur les éléments de Z/fZ qui ne sont pas
dans (Z/fz)*. En composant ¢ ainsi prolongé avec la projection canonique de Z
sur Z/fZ, on obtient une fonction périodique de Z dans € que nous notons encore
¢. Le caractere ¢ étant identifié a cette fonction périodique sur Z, on peut comme
au § O définir la fonction IL(s,e) méromorphe sur € (pour Re(s) > 1, on a donc
IL(s,e) = Z>> e(n) n~%). D'autre part, les valeurs de ¢ sont des racines de 1'unité
dont 1‘orgr‘_e0divise o(f) ; ces valeurs sont donc dans @ et le plongement que nous
avons choisi permet de les considérer comme étant dans (-ﬁp.

Ceci fait, il est clair que ces valeurs sont méme dans 1'anneau des entiers
R de 1'extension finie CDp(e) de Q@ p obtenue en adjoignant a (J),p les valeurs de ¢.
En considérant ¢ comme étant a valeurs dans R et en le composant avec la projec-
tion canonique de Z sur Z / tZ =7Z /t7Z, on obtient une fonction localement cons-
tante de Z dans R que nous notons encore e. En identifiant le caractere e¢ a

cette fonction localement constante, on peut comme au § 3, définir pour tout C € Z

la mesure V. _ et pour tout C €Z” et tout entier k = 1 1'élément A C(1--k, e).
’
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Nous aurons aussi besoin de définir le produit de deux caractéres ; si ¢
est un caractere modulo f et si ¢' est une caractere modulo f', le produit c¢!
est le caractére modulo le p.p.c.m. [f,f7] de f et f' qui pour tout x de Z pre-
mier & [f,f7] vaut ee'(x) = e(x) e'(x) ; onaalors ce'(x) = e(x) e'(x) pour tout x
de Z puisque si x n'est pas premier 2 [f,#] les deux membres de 1'égalité sont 0.
De méme, 1'inverse e"1 de ¢ est le caractere modulo f tel que, pour tout x de
Z premier a f, on ait 6—1(}() = e(x)"’1 . Enfin, définissons le caractere « qui jouera
dans la suite un réle fondamental : « est le caractére modulo p si p # 2 et modulo 4
si p=2 tel que, pour tfout x de Z premier & p, w(x) estla racine (p-1 )iéme de

1'unité de @ dont 1'image dans @ p st congrue 3 x modulo pZ._ si p#2 et w(x)

p
est +1 ou -1 suivant que x est congrua +1 ou -1 modulo4 si p=2, Nous posons
la définition suivante :

DEFINITION 6.1. Soit ¢ un caractére modulo f et C un élément de z".

(s).

Pour tout s de Z , onpose L (s,¢,C)=T
-~ P P Yoy ew

Le théoréme 5,7 montre que Lp(s , €,C) est une fonction d'Iwasawa. On a :

PROPOSITION 6.2. Soit ¢ un caractere modulo f et C unélément de
K )

-
g

7" : pour tout entier k =1 on a Lp(1—k9 ¢, C) = (1-Ci§ C) w

b3

CHL(1-k,ew

s

Avant de démontrer cette proposition, faisons quelques remarques. Le membre
de gauche de 1*égalité de la proposition est la valeur en 1-k (considéré comme élément
de Z p) de la fonction d'Iwasawa Lp(s , €,C) de la variable p-adique s, Dans le
membre de droite intervient L{1-k, ¢ w‘k) qui est la valeur en 1-k (considéré
comme un complexe) de la fonction méromorphe L(s, e w"k) de la variable complexe s,
On a vu au § 0 que L(T-«kg ew'k) appartient en faitd @ (et plus précisément méme
au corps engendré sur @ par les valeurs de ew‘k) ; et dans notre égalité il faut
considérer L(1-k, ew'k) comme plongé dans @p par le plongement choisi au début.

La m&me remarque s'applique 2 ¢(C) et w"k(C). Venons en a la démonstration :
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Démonstration de 6.2. Par définition, on a

k-1

Lp{?»k, €, C) = S% <x> de9 -l (x)

k—~1(

:g‘jz V> cw H(y) du-(y) = S%<yp>k4 ) e ) du ).

Si Yo n'est pas dans pZ psona (par définition de w etde < >)
1'égalité ¥p= Vp~ w(y). Si Yp est dans PZ,, ona wly) =0 et < Yo > =0,

k-1

on a donc aussi w"k(y) = 0. Cela donne dans tous les cas <y 0 Lc.f}(y):yg"1 wﬂk(y) ;

cela implique Lp(%kg €,C) =\, yk~l(€w-k)(y) dﬂC(Y)o

7 P
Compte tenu de la proposition 3,10, on en tire L p( 1-k, e,C) = AC(1--k, cw ).
Par définition, A(1-k, ew ™) = L(1-k, ew"k%cg L(1--k,(ew'k)c). D' autre part,

cw ¥ &tant multiplicatif, on a L(xukg(ew“*‘)c) = (ew X)(C) L1-k, ¢ w X); on conclut
en reportant cette expression de L(T-—-k;(ew“‘k)c) dans 1'égalité précédente.
Convenons, pour tout C de ?Z%, de poser <C> = <Cp > ; on a alors

CIp = < C> w(C) ; démontrons la proposition suivante qui sera fondamentale :

PROPOSITION 6.3. Soit ¢ un caractére modulo f et C un élément de

1) 1'égalité &(C) <C> =1 impligue e(C)=1 et <C>=1; de plus pour
tout ¢, il existe un C € z* tel que e(C) <C> # 1.

f-s

2)si  e(C)<C> # 1, 1'application qui & s ezp associe 1~ ¢(C)<C>

ne s'annule pas pour s # 1 ; 1'applicationqui & s GZ’,p\ {1} associe le quotient
L p(s, €,C)
1-s

est alors une application continue de Z p\{T } vers K

1-e(C)<C>
(= corps des fractions de R) qui ne dépend pas de C.

Démonstration, 1) Si ¢(C) <C> =1, alors <C> est une racine de 1'uniié ;

comme <C> est dans %+2pzp_, cela implique <C>=1 et donc «(C)=1. En
conséquence, pour tout C cz¥ tel que <C>#1,ona ¢C)<C>#1, cela achéve

cette premiere partie.
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-8

2) Pour tout s de Zp’ ona <C> ~€1+2p Zp; comme précédemment

i-s

on en déduit que ¢(C)<C> =1 sietseulementsi ¢(C)=1 et <C >1-s

’}‘

En conséquence, si e(C)# 1, ona ‘1~e(C)<C>1~S £0 pourtout s de Z_. D'autre
part, si e(C)=1,ona <C># 1 puisque e(C)<C>#1, donc <c> 18 £1 si s#£1

et donc 1- e(C) <c>'s #0 si s# 1. On en déduit évidemment que 1'application

.5 . . . Lp(s9 €.9C)
quia s€Z N\ {1} associe le quotient est une application continue de
g 1-g0<c="8 K
Zﬁp\‘{i } vers K. Pour tout entier k=1, ona <C>" = Cp w(C)™", donc la proposi-
Lp(s ,€,C)

tion précédente monire que la valeur de en s = 1-k est

T-e(C)<C>18
L(1-k, ew‘k) ; les L(1-k, ew"k) ne dépendant pas de C et les 1-k pour k=1
‘ Lp(sg &,C)

1-s

étant denses dans :zp, la fonction continue ne dépend pas de C, CQF.D.

1-e(C)<C>
Cette proposition 6.3 justifie la définition suivante :

DEFINITION 6.4, Soit ¢ un caractere modulo £ et C un élément de 7"
Lp(s ,y€,C)
1~elc)<c>™8
de s lafonction L p-adique du caractére ¢. Cette fonction est continue sur

K,

et on appelle cette fonction

tel que (C)<C> # 1. On pose Lp(s,e)=

Zp\{ﬂ et, pour tout entier k = 1, on a Lp(T—k, e)=L{1-k,ew"

REMARQUE 6.5, Lox*sque p~1 divise k, le caractere w"k est le caractere
modulo p égala 1. Cependant ew“k n'est pas égala ¢ si p ne divise pas f:
en effet, on a (ew“k)(p) =0 puisque X)) =0 mais ep) #0 puisque p ne divise
pas f.

Enfinona:

PROPOSITION 6.6. Soit ¢ un caractére modulo f différent de 1 (i.e. il

existe un' x premier & f tel que e(x) £ 1), alors Lp(s, ¢) se prolonge en une fonc-

tion continue sur Zp tout entier ; nous noterons encore Lp(sg ¢) cette fonction
continue,

*

Démonstration, On choisit C€ Z " tel que e(C) £ 1 ; comme on 1'a remarqué dans

la démonstration de la proposition 6.3, cela implique que 1-¢(C)<C >1"% hestan-
L (s,¢,C)
nule pas sur Z_ . Le quotient 2 7 définit donc une fonction continue
P 1-¢(C)<c> "5
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sur Zp tout entier qui répond a notre question,

A

REMARQUE 6.7. Supposons que ¢ esttel qu'il existeun CE€ Z% avec

5

<C> =1 et ¢(C)#1;onaalors 1-¢(C)<C >1-8

L (Ss € ;C)
Le quotient =T est donc continu sur Zp ; d'apreés la proposition 6,2 cette

= 1~ e(C) pour tout 5 de Zpo

fonction continue coincide avec L p(s, ¢) pour tous les s de laforme 1-k avec

N - . , Lp(s, E,C) .
k entier positif ; il en résulte que Lp(s, €)= —ocy Pour tout s€ Zp . Si
de plus 1-¢(C) est inversible dans 1'anneau des entiers R du corps (Qp(e) {ce qui
est équivalent & ce que 1'ordre de la racine de 1'unité ¢(C) n'est pas une puissance

L (S, GQC)

. ) . . .
de p) le quotient =TT est une fonction d'Iwasawa (puisque Lp(sp e,C) en

est une) donc Lp(s, e) est une fonction d'Iwasawa . Nous etudierons au § 7 la ques—

tion de savoir pour quels ¢ la fonction Lp(s, ¢) est une fonction d'Iwasawa.
Terminons ce chapitre par une remarque importante :

PROPOSITION 6.8, Soit ¢ un caractére modulo f impair (i.e. e(-1) =-1),

alors Lp(s,e):() pour tout s de Z, .
7 oXZ _(2) {FXNZ)

eZ-q e 21

(x+1)-B,(X) = 1K1

, on tire

Démonstration. Rappelons que, de 1'égalité formelle

Bk(T--X) =(-1)kak(x) pour k=20 et B pour k =1, Soit e

k

une application périodique de Z dans € dontla période divise l'entier £ (on ne sup-

pose pas pour l'instant que ¢ est un caractére) ; pour k 21, on a

k-1 f k-1, f
L(1-k, ¢ =-Lk_t§ OB, ()=- [ 2 t-)B, (Y - < (0)(B, (0)-B,(1)] .

En conséquence, si k> 1 ousi k=1 et ¢(0)=0,0ona

k-1 f k-1 f
~t f k t
1 (1-‘1{9 e) = -LL?_ E,j E(f“t)Bké'f“ = - (-1 2 e(-t) Bk('f) :

en définissant ¢ par e(x) = e(-x) pour tout x de Z, on a donc

L(1-k,e) = (~’£)k L(1-k, ¢ ). Supposons maintenant que e est une application paire

~

).
(resp. impaire) i.e. que e¢=e¢ (resp. ¢ =-¢); pour tout complexe s de partie

réelle plus grande que 1 on voit sur la définition que Ls,¢) = L(ssz) (resp.
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L(s,e¢) = -L(s ,€)) ; 'unicité du prolongement analytique permet d'en déduire que,
pour tout entier k = 1, ona L{1-k,¢) = L(1-k,e) (resp. L{i-k,e)=-L(1-k,¢)).

De ces deux expressions de L(1-k, ¢) en fonction de L(1-k,¢) on déduit que, pour
k>1 ou k=1 si ¢(0)=0,0ona L(1-k,e) =0 si k et ¢ ne sont pas de méme parité
Supposons maintenant que e soit un caracteére ; ona alors ¢{0) =0 et e(-1)=7%1,
Si e(-1) = -1, le caractére ew“k et 1'entier k n'ont pas la m&me parité, donc
L{1-k, ew‘k) =0 ; onadonc L p(1~-k,, ¢) =0 pour tout entier k 2 1 ce qui implique

que la fonction Lp(sg ¢) est identiquement nulle sur Z C.Q.F.D.

pg
Les fonctions Lp(s, ¢) n'ont donc d'intérét que pour les caractéres ¢

pairs i.e. tels que e(-1) =+1.
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§ 7. UN THEOREME D'IWASAWA.

On désigne par ¢ un caractére pair modulo f et on conserve les conven-
tions faites au début du § 6 (c'est-a-dire que 1'on considére indifféremment ¢ comme

&
i)

un homomorphisme de (Z/fZ)" vers (C%, comme une application périodique de Z
vers € ou R, ou encore comme une application localement constante de ﬁ: vers R).
Pour tout nombre premier £ divisant f, onnote ¢ le la £ composante de ¢ c'est-
a-dire, en notant Ll’l(f&) la plus grande puissance de £ qui divise f, la composée

de ¢ et de l'injection canonique de (Z/ zn(’g’ )Z)% vers (Z/t Z)¥ . on convient de pro-
longer €l a z/ z“('”’)z tout entier en lui attribuant la valeur O sur les éléments de
Z/ ,z“( 2 Z qui ne sont pas dans (Z/ ﬁn(ﬁ) Z)%. En composant ¢|, avec la projection ca-

p
n{4) n(4)

nonique de Z 4 Sur Z z/ 4 Z on obtient une fonction définie sur Z ‘

a valeur dans € ou R que l'on note encore ¢ TR Nous posons alors la définition

sulvante ¢

DEFINITION 7.1, Soit e un caractére modulo f ; nous dirons que e est de

deuxiéme espéce si les deux conditions suivantes sont vérifides :

1) 'image de ¢ est formée de racines de 1'unité dont 1'ordre est une

puissance de p i.e, l'ordre de ¢ est une puissance de p.

= 1.

2)si 4 divise f et £# p, alors €|y

L'essentiel de ce paragraphe est la démonstration du théoréme suivant :

THEOREME 7.2. (Iwasawa). Soit ¢ un caractére pair modulo f, Si e
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n'est pas de seconde espece, % Lp(S, ¢) est une fonction d'lwasawa.

La démonstration de ce théoreme est longue ; nous allons établir une suite
de propositions qui, juxtaposées, donneront le théoréme. Rappelons que 1'on a choisi
une fois pour toute un générateur ¥ du anmodule 1+2p Zp et que, pour fout z
de 14-2p Zp, on a défini  afz) par z = "ya(z)o Soit C un élément de AZ%; on a vu
que la fonction Lp(s, ¢,C) est une fonction d'Iwasawa. Notons f(T,¢,C) la série

de R[[T]] telle que Lp(s,e,C):f(y'S—Le,C), ona:

PROPOSITION 7.3, Pour tout caractére pair e, la série formelle (T, ¢,C)

est dans 2R [[T1].

Démonstration, Il n'y a rien a démontrer si p £ 2. Nous supposons donc p=2, Par

définition (T, €, C) =7 £ T" avec f_ = g ) do, v -1)(x) ; ilfaut donc montre
n=o " n Zz n * Crew

que ces intégrales sont dans 2R pour tout n =0, Nous allons montrer plus géné-
ralement que g o(x) d(a%v _1)(x) est dans 2R pour toute fonction continue
ZZ Cy,ew

, dans R.Ona (voir § 5)

{ el dla,w
Z,
Sur la définition de ¢, on vérifie que wa(—y2) = wa(yz) ; les caractéres Wl et e

¢ de Z

—

o
C,ew ) )= S*‘Z 0x¥y) €ly) @™ (y) dp(y)-

~

étant respectivement impair et pair, la fonction de Z vers R qui prend en y€Z
la valeur ¢ a(yz) ely) w_l(y) est une fonction impaire. Pour achever notre démons-
tration il suffit donc de montrer que, si f est une fonction continue impaire de AZ
dans R, alors S" £(y) d,uc(y) €2R. La mesure @ . dtant une mesure a valeurs dans

Z

ZZ , i1 suffit de démontrer notre assertion pour une fonction f impaire a valeurs dans

Z, . Introduisons la fonction & sur Z définie par 6(y) = 1 ou 0 suivant que f(y)

est congru a 1 modulo 4 ou pas ; il est clair que & est localement constante, donc

il existe un entier f tel que & est constante sur les classes modulo fZ. On véri-

fie que pour tout y de Z ona f(y) = 8(y) - 6(-y) moduio 2Z. (on raisonne séparé-

2

ment sur chaque classe modulo 4 Z et on tient compte du fait que f est impaire).
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On a donc

gifm W) =, 80l - S%a(-ymc(y) modulo 2 Z,.

Définissons & par O8(y) = 6(-y) ; la congruence précédente se réécrit

\_ £(y)diy) = 5.(0,8) -4 _(0,5) modulo2 Z
[, ) = 2c0,0-0.0,

D'autre part, on a

2

L0, = -5 80 (- 1) = -3 80 (£
/R S A

car, f étant aname, ona 6(0) = 8(0) = 6(f) = 6(f) = 0 ; on a donc
1(0,%) = z: 6(-t) (- ) = - 73 s<f-t><—-->=-z ol JC=S z> 6(u)(--—)=-L(O 5).

De méme on montre que L(O 5 ) = -1.(0, donc AC(O,é)- AC(OJ) =2 &C(Oyﬁ) ;

8.)

on a donc AC(O,G) - Ac(oﬁ) €2 Z

, Ce qui montre S" f(y) d,uc(y) €2Z, et achéve

Z
la démonstration.

Pour tout z de Z_, nous définissons (1~1-’I‘)Z comme étant la série for-

melle T ( )y ( ) = z(z-1).. °(Z n+1) ; comme nous l'avons remarqué au
n =0

début du § 4, les (i) sont dans Z b donc (1+T)* est dans Zp[[TN . Rappelons

le lemme suivant (qui justifie la notation) :

LEMME 7.4. Soit m€2pZ et z€Z_;ona T (Z) m_ (14m)Z.
- P = P n=0

Démonstration. On considere m comme fixé et on regarde les deux membres de 1'éga-

lité comme des fonctions de z ; en tant que telles, elles sont continues. D'autre part,
notre égalité est vraie pour z entier positif ; les entiers positifs étant denses dans
Z p? cette égalité est vraie pour tous les z de Zp‘

Pour tout C de AZ%, posons @(C) = a{<C>) et u(T,¢,C)= 1-‘e(C)<C>(u-T)°‘(C);
la série formelle u(T,¢,C) est dans R[[T]] et on tire directement du lemme précé-
dent le résultat suivant :

LEMME 7.5. Pour tout s de Zp et tout C de z” ona

u(y™S-1, ¢,C) = 1- ¢C) <c>1"5,
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Le terme constant de la série formelle u(T,¢,C) est 1-¢(C)<C>. Suppo-
sons ce terme non nul i,e. supposons ¢(C) <C> #1 et désignons par K le corps

des fractions de R (donc K = Qp( e)) ; la série formelle u(T, ¢,C) est inversible

#(T,€,C)

NTeC est dans K[[T]] ; ona

dans K[[T]]; en conséquence le quotient

la proposition suivante :

PROPOSITION 7.6, Soit C un élément de Z* tel que «(C)<C># 1.

. (T, ¢,C) 4 s .
Le quotient AT e CT est un éldment de K[[T]] indépendant de C ; nous le
noterons g(T, ¢).
Démonstration. Posons —(-———jf(T’ ¢,C) = g(T, ¢,C). Le lemme 7.5 et la proposition 6,3
- u T9 €’C , , - - o

f('}’--'s"'1 1 & C)
U(y.s'1 ’ €,C)
indépendant de C ; cela signifie que, pour tout x de 2p Zp différent de vy~

f(x, €,C)
u(x, ¢,C)

montrent que, pour tout s de Zp\ {1}, le quotient est défini et

1_19

le quotient est défini et indépendant de C. Posons maintenant

g(T,¢,C)= T gn(e,C)Tn ; 1'expression des gn(egc) en fonction des coefficients
n=0

de u(T,¢,C) et de ceux de f(T,¢,C) montre que (1-¢(C) <C >)n+1gn(egc) est dans

R. On en déduit que, pour x assez proche de zéro, la série 7 gn(e,c)xn converge,

Choisissons un voisinage de zéro dans lequel, d'une part la série précédente converge,

et , d'autre part la série u(x,¢,C) ne s'annule pas (un tel voisinage existe puisque

f(x,¢,C)

(%, €)= B &)

u(0; ¢,C) £ 0) ; on vérifie que, pour tout x de ce voisinage, on a
En conséquence on a trouvé un voisinage de O sur lequel les valeurs de la série
g(x,e,C) ne dépendent pas de C ; la remarque 5.3 permet d'en déduire que la série

g(T,e,C) ne ddpend pas de C, C.Q.F.,D.

COROLLAIRE 7.7. La fonction Lp(s, e) (resp., % Lp(s ,€)) est une fonction

d'Iwasawa si et seulement si la série formelle g(T,¢) est dans R[[T]] (resp,

2R[[T]1) ; dans ce cas Lp(s,e) = g(y™°-1,¢) pour tout s de Zpe

Démonstration. Si Lp(s, €) est une fonction d'Iwasawa, il existe h(T)€R[[T]]

at
W

tel que Lp(s, ¢) = h(y °-1) pour tout s de zZ,. Si C€Z” esttel que <C>e(C) £ 1,



1.33

-5
on a donc w = h(¥ °-1), On a vu dans la démonstration précédente que,
U('}' -1, Q:C) ( )
. . f(x, €,C) _ B
pour x suffisamment prés de 0, on a el - g(x, €), On a donc h{x) = g(x, ¢)

pour x suffisamment prés de 0 ; on en déduit (Remarque 5,3) que h(T) = g(T, ¢).
Réciproquement, on vérifie sans difficulté que, si g(T,e¢) est dans R[[T]], alors

f(’y—s-ﬁ, e,C)

u(y®-1,¢,C)
laire,

= Lp(sg e) =g(¥5-1,¢ pourtout s de Z, ce qui prouve le corol-

Ce corollaire 7.7, implique directement la proposition suivante :

PROPOSITION 7.8, Le théoreme 7.2 est équivalent a 1'assertion suivante :

si e n'est pas de seconde espéce, alors g(T,e) est dans 2R[[T]].

C'lest cette derniere assertion que nous allons démontrer, Commencons

par un cas particulier :

PROPOSITION 7.9, Si l'image de ¢ contient une racine de 1'unité dont

1'ordre n'est pas une puissance de p alors g(T,¢) est dans 2R [[T}]

AY
jall

Démonstration, Soit C€Z "~ tel que 1'ordre de la racine de I'unité ¢(C) ne soit pas

une puissance de p ; 17élément (C) n'est pas congru a 1 modulo 1'idéal maximal
de R donc 1-¢(C)<C> estune unité dans R. En conséquence la série u(T,e¢,C)
est inversible dans R[[T]] et notre proposition résulte de la proposition 7.3,

11 reste donc a étudier le cas des caracteres dont I"image est formée de ra-
cines de 1'unité dont 1'ordre est une puissance de p, c'est-a-dire des caracteres
vérifiant la condition 1) de la définition 7,1 ; parmi ceux-ci, seuls sont a considérer
les caractéres ne vérifiant pas la condition 2) de cette définition puisque nous ne

considérons pas les caracteres de seconde espece, Voici un premier cas :

PROPOSITION 7,10, La série formelle g(T,¢) est dans 2R[[T]] si ¢

est un caractere modulo f différent du caractere 1 qui vérifie 1'une ou 1'autre des

deux conditions suivantes :

a) p ne divise pas f
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b) p divise f et e?p:T"

Démonstration , Le caractere ¢ étant différent du caractere modulo f égala 1,

1'une ou l'autre des conditions a) ou b) implique 1'existence d'un nombre premier
L différent de p divisant {f et tel que e\ Né}. Choisissons C€ AZ“‘ vépifiant C = 1
pour tout nombre premier r# 4 et | ﬂ(Cﬁ) £1,0na <C>=1 donc a{C)=0:

on a aussi ¢(C) = e z(C E) #1 donc u(T,e,C) = 1-¢(C) et la proposition 7.6 montre

que g(T,e¢) = f('ie <) “

&Y - D'autre part, soit D€ Z™ défini par D,=1si L#p

et Dp =Y Ona <D>=7 donc ofD)= 1, Sia)oub) est réalisée, on a aussi
e(D) = 13 dans ce cas u(T,¢,D) = 1=-¥(14T) = 1-»=yT. Enfin, ¢(D)<D> =1y étant
différent de 1, la proposition 7.6 montre que g(T,¢c) = W)

est une racine de 1'unité dont 1'ordre est une puissance de p ; 1'élément 1-¢(C)

. Or, 1'élément ¢(C)

divise donc 1-¥ dans R, c'est-a-dire qu'il existe v€R tel que 1-y=v{1-¢C)).

(T, D) _ -vi(T, e C) _£(T,e,D)-vET,e,C)

' rd e e
Ty oyl = V(1= &) T . L'élément vy étant

Ona g(T,e=

une unité dans R, on déduit de la proposition 7.3 que g(T,¢) est dans %R[[T]]o

Comme g(T, ¢) est dans K[[T1], on en déduit que g(T,e) est dans 2R[[T]] C.Q.F.D.

Pour terminer la démonstration du théoréme 7.2, il ne nous reste plus qu'a
étudier le cas des caractéres ¢ modulo f qui ne sont pas de deuxieéme espéce mais
qui vérifient les deux conditions suivantes :

I) I'image de ¢ est formée de racines de 1'unité dont 1'ordre est une puis-
sance de p,

1) p divise f et e\pyé 1.

Posons alors f=f'pn avec (f',p)=1;j;o0na e=¢'Bolt e'= 1 ey et

0= “Ip : le caractére 6 est de seconde espece puisque e vérifie I).

On a la proposition :

PROPOSITION 7.11. Soit 8 un caractere modulo une puissance de p et

de seconde espece, Si ¢ et ¢' sont deux caracteres qui vérifient ¢= ¢'8, alors
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pour tout C de z" on al'égalité (T, e,C) =1(6 19(7/)(%']?)4, e',C) (la substitu-

tionde T par egp(*y) (1+T)-1 est licite car d"une part #(T,¢',C) et eip(y)(wr)-*;

sont dans R[[T]] et d'autre part le terme constant de 6 :;p(y)(w’l‘)-»} est dans 1'idéal

maximal de R).
Avant de démontrer cette proposition, montrons comment elle entraine le
résultat suivant qui, compte tenu de la proposition 7.8 et des cas déja réglés, achéve

la démonstration du théoréme 7.2 :

PROPOSITION 7.12. Soit ¢ un caractére modulo f qui n'est pas de se~

conde espece mais qui vérifie les conditions I) et II) énoncées ci-dessus, La série

formelle g(T,e) est dans 2R[[T]].

Démonstration, Posons, comme ci-dessus, f = f‘pn, el = ﬁ\ e‘ ‘ et 6= e\p de
Lif?

A%
sorte que e= ¢'8, Choisissons C dans Z tel que <C ># 1, Comme nous 1'avons

remarqué (démonstration de la proposition 6.3, 1)) on a alors &C)<C># 1 et

(T, ¢,C) N . R
H - v
e {C)<C># 1;onadonc g(T, e = ATt Le caractére 8 étant un caractére

modulo une puissance de p, ona 8(C) =19 %p(cp) ; de plus, 1'image de 6 donc celle

de 6, étant formée de racines de 1'unité dont 1'ordre est une puissance de p, on a
Ip

e‘p(cp) = ekp(<cp>) = [0 ip(y)]“(c) . Onadonc ¢(C)= ¢'(C)[8 Xp(”) JG(C) et donc

u(T, €,C) =u(B, (V(1+T)~1, ' ,C). Compte tenu de la proposition 7,11, on en tire
f(8 ID(V)(HT)—?, e',C)

. - - ¥ s 14
e(T, ¢ = @ | T, 570 - 8(6,(N(1+T)-1, ¢'). Enfin, ¢ n'étant pas de

seconde espece, ¢' n'est pas le caractére modulo f' égal a 1 donc la proposition
7.10 montre que g(T, ') est dans 2R[[T]] ; on en déduit que g(6 ‘p('y)(i-}-T)d, e')
est dans 2R[[T]] c'est-a-dire que g(T, o est dans 2R[[T]], C.Q.F.D.

Il reste a démontrer la proposition 7. 11 :

Démonstration de la proposition 7.11. La série (T, ¢,C) est la série attachée 3 la

mesure o,V . Montrons que cette mesure est la mesure dont la densité par

1

T Cew”
rapport a 05«.;/ est la fonction qui a x€Z_ associe 8 (y)x : soit £ € Cont(Z ,R)
L4

on a
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Y, ey )00= § ot p)ew 0 = § 1l )0 et ()

“'Zip Crew Z
mais 8 étant un caracteére modulo une puissance de p ona 6{y) =6 }p(yp) ; de
plus 6 étant de seconde especeona 8 lp(yp) =8 \p(< yp>) ; en conséquence si Yp

oly.) ) . *
y) P et, f oz(yp) étant nul si y n'est pas dans Zp,

B
¥

est dans Zp ona 8(y)= 6\

25

p(
Yp) a

ona f a(yp) a(y) = fa(yp) g8 kD(Y) pour tout y de Z ; notre intégrale est donc dgale

a

. aly,)
(2 tgp)8) ) P ey ducy) = §

X
: . ” £x) 81,00 dley v 1))

p

est la mesure dont la densité par rapport a GV o
s

est la fonction qui & x associe 8 1 p(‘Y)X. On conclut alors avec le lemme suivant @

et cela montre que o,V
a q *VC, e

LEMME 7.13. Soit v une mesure sur Z a valeurs dns R et F (T) la

série de R[[T]] associde d v. Si B estun &lément 1+2pr etsi F 3(’1“) est
b4

la série associde a la mesure dont la densité par rapport & v est la fonction qui &

x associe B, ona F. T)=F, (B(1+T)=1),
——————— ————— V?ﬁ V

Démonstration. Du lemme 5,6 on tire, pour tout 8 de 1+2p Zp , 1'égalité

F, 8(6-1) = ; 8% B* dux) ; ce médme lemme montre que cette intégrale est
b

P .
FV(GB-‘U, donc pour tout 8 de 1+2pZ_ona F. ,(6-1)=F [B(6-1)+1)-1];
p v, B v

on en tire (remarque 5.3) que F, 3('1‘) = Fv(ﬁ(T+‘!)—4) C.Q.F.D.
2
Le théoréme 7.2 est donc démontré ; completons le par le résultat suivant :

PROPOSITION 7.14, Soit 6 un caractére modulo une puissance de p

N \(‘
qui est de seconde espece ; si C est un élément de Z tel que Cp = ¥, alors

___ f(1,6,0)
e(T,8) = 5375 5 (77T

1-v8(7y) est dans 1'idéal maximal de R, on en déduit que g(T,8) n'est pas dans

RL[TID.

et %f(T,S‘gC) est inversible dans R[[T]] {(comme

Démonstration, La proposition 7.1. montre que f(T,8,C) = f(# | p(y)(ﬂ-T)-«] ,1,C)

oll 1 désigne le caractére modulo p égal a 1. Notre assertion est équivalente a
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| Y

N

[ £(0,6,C) €R™, donc & 16(8) S = 1,1,0) €R™. On sait (proposition 7.3) que

B

L.x —

£(T,1,C) est dans 2R[[T]], donc on a g—,f(e pP-1,1,0) =

Mais £(0,1,C) =L (0 1, C) qul d'apres la prop051t10n 6.2, est (1-yu& 1(C))L(O, T) ;

= £(0, 1,C) modulo e\p(y -1R.

de plus on a L(0,w )~ Z} w 1(t)B
t=1

si p=2. Du choix de C résulte que w"?(C) = 1, donc

1(p)“—-E ()éigmodulo Zp si p#2

et L(0, w—T‘z

| A ey

—f(O 1,C) = (1 yILO, w ) est une unité puisque vy est un générateur de 1+2pr

c'est ce qu'on voulait.

REMARQUE 7.15, Il reste a étudier le cas des caractéres de seconde espece
qui ne sont pas définis modulo une puissance de p ; le lemme 8,7 du paragraphe sui-
vant montre que ce cas se rameéne a celui étudié dans la proposition précédente
(en effet le caractére primitif associé 2 un caractdre de seconde espece est défini

modulo une puissance de p).

REMARQUE 7.16. Retrouvons quelques congruences classiques.
Soit k> 1 unentier ;ona L (1—k w )_ L{1-k, W ) (1—-pk 1)<Z(1 k)
(puisque L(s, e ):( 1-p~°) C(s) pour tout complexe s). Si p-1 ne divise

pas k, Lp(s,w ) est une fonction d'Iwasawa a coefficients dans Zp , donc

(1-—pk-1) £(1-k) est dans Zp ; toujours dans ce cas, si k = k' mod(p-1)p" pour

1 - LI
un entier n =20, on a wkz wk et yk T—1 = 'yk 1-—1 mod anZp donc

— l—
(1-pk 1) t(1-k) = (’f—«pk 1)((1—1{’) mod pn+1 Zp . Si p-1 divise kK, le caractére

w-k est le caractere modulo p égal a 1 ; notons le 1 et notons C 1'élément de

a 3%

Z  tel que Cp=1+2p et C,=1 si 4#p;ona

)
(1-p* ) g (1-k) = L (1—k 1) = £y

(1—pk—1)p By = % (5 f(y -1, 1 C) ; compte tenu de la prop. 7.3 et de
1=y
-2pK =1 mod p Z_ on voit que (1—pk“1)pB =] £(0,1,C) mod p Z _ ; le calcul
1-'yk p kK 2 p
de £(0,1,C) fait dans la démonstration de la proposition 7. 14 montre alors que

k—1)

et donc

(1-p pB K = -1 mod pr.

= ot
Kk 1 mode.p diou pB
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§8. LE CALCULDE L (s,e)|q_-

Ce paragraphe est indépendant du § 7 et peut donc se lire directement aprés
le § 6. Comme on 1'a vu dans la proposition 6.6, les fonctions Lp(s, ¢) sont conti-
nues sur Zp si le caracteére ¢ est différent du caractére modulo f égala 1 ;
nous allons calculer Lp(i ,€) dans ce cas. De plus nous allons monirer que, si ¢
est le caractére égal & 1 modulo f, alors Lp(s, ¢) qui est continue sur Zp\ {1}
ne peut pas se prolonger en une fonction continue sur Zp.

Rappelons qu'un caractére ¢ modulo f et un caractere ¢' modulo f!
sont difséquivalents si, pour tout x de Z premierd f eta f',ona &x) = e'(x).
Un caractére modulo f est dit primitif s'il n'est équivalent a aucun caractére modulo

un diviseur strict de f. Tout caractére est clairement équivalent & un caractere pri-

mitif et & un seul ; nous posons la définition suivante :

DEFINITION 8.1, Soit ¢ un caractdre modulo f, nous notons ' le

\ » - s » 5 b I N
caractéere primitif équivalent a ¢ ; le caractere ep est un caractéere modulo un

entier f(e) que nous appelons le conducteur de e.

On a alors

LEMME 8.2. Soit ¢ un caractére modulo f ; notons S(e¢) 1'ensemble

des nombres premiers £ # p qui divisent f sans diviser le conducteur f(¢) de e.

epr‘(z)

Ona L (S,e) L (s Py 1 (1 - <yt 5.

1€s(e)
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Démonstration. Soit k un entier positif et divisible par p-1 si p #£2, et par 2 si

p=2. Le caractere ofk est le caractere modulo p égal a 1, donc le caractere gw"k
est le caractére modulo le p,p.c.m. [f,p] de f et p qui, pour x premiera [f,p],
vaut e(x). Les diviseurs premiers de [f,p] coincidant avec ceux de fp, la fonction

complexe L(s, ew"k) est égale au produit infini Ii{ (1~ e{ﬁ)ﬂfs}“i pour les s de
L1tp
partie réelle plus grande que 1. De méme on a L(s, e" w'k) =0 {(1-eP( £)£"S)'¥
11(e)p

pour' tout complexe s tel que Re(s) >1 et tout entier positif k divisible par p-1. On
adonc Lis,e w‘k) = L(s, e’ "y 1 (1-PT(8)27S) pour tout complexe s tel que

265(e)
Re{s) > 1 ; 1'unicité du prolongement analytique montre que cette égalité reste vraie

T
sur tout €. En particulier, ona L{1-k, ew"k) = L(1-k, & 1”w'K) 1 (1_'_5:%_@_}_5&{) ;

1€S(e)
mais, p-1 divisant k ona £k =<2 >k donc (définition 6.4) notre égalité se
‘ r ¢Pr(1) Kk v
réécrit L (1-k, ¢) = L (1%, 1 (1--22<p>%), Dlautre part, 1*ensemble
P P sl !

des 1-k lorsque k décrit les entiers positifs divisibles par p-1 est dense dans

pr 2)
(1 - §'7,L

Z etlafonctionquia s ezp associe T <4> 1"'S) est continue

p res(e)
FW _, 09 o
£

et prend la valeur T (1~ ) pour s= 1-k ; on déduit donc de 1'éga-

1€5(¢e) or
xy FPNr4 Qpp € (1‘) 1"‘5
lité précédente que L (s;e) =L (s,¢ ) T (1= == <4> ) C.Q.F.D,
p p 2€5(¢)
Le lemme précédent ramene 1'étude de Lp(sg ¢) en s=1 & celle de Lp(s, Py
en s=1; dans la suite nous supposerons donc que ¢ est primitif i,e. e= €p T et
Lp(sa SSC) Aon
donc f=f(¢). Par définition L (s;¢) = 75 pour tout CE€Z" tel que
p 1~¢(C)<C>
e(CY<C># 1,0l L p(s, ¢,C) est défini, pour tout s de Zpg par
L {sy¢,C) = S <x>"% qu (x). Posons la définition suivante :
p -1
Z C,ew
P
DEFINITION 8,3, Nous notons ¢ la fonction continue de Z  dans lui-

b

3
et o(x) =0 si x n'est pas dans

p

7

méme définie par o(x) = x™ | si x estdans Z

3

Z_ s

ads

)
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Avec cette définition de ¢ on a:

)(x) ol 1 est la fonction

PROPOSITION 8.4. L (1,,C) = ¢ 1ae
o/
z
p

constante égale & 1 et ol p Vv . st lamesure de densité ¢ par rapporta v. .
8 v ?

v
C,€

Démonstration,

L (1,¢C)= S <x>"Tav (x) = S <x>
p "1 Z

Zp C,ew b
mais  <x> w'"?(x) = ¢(x), donc L (1,¢,C) = g dx)dv. (x) = Q 1d{e s (x).
D VA s £ .,;Z vy &
p p
COROLLAIRE 8.5. Lp( 1,¢,C) est le terme constant de la série de R{[T]]

Wiy av. ) ;
s €

associdée a la mesure govc
?

En vertu de ce corollaire 8.5, il suffit pour cdculer Lpﬁ , € de calculer

la série associée a la mesure Qv ; nous allons calculer cette série, Ce calcul

C,e

sera long., Commencons par calculer la série F, (T) attachée & F, . Nous
Cse Cye

aurons besoin des préliminaires suivants :

PROPOSITION 8.6, Soit v une mesure sur Zp a valeursdans R et v

la mesure dont la densité par rapport @ v est 1'injection de Zp dans R. On a

d F (T) ou 4 est 1'opérateur de dérivation par rapporta T,

F, (T) = (TH)a-,-i; » I

1
Démonstration. Soit FV(T) = 7 bnTn et F, (T)=2 chn ; on a donc

n =0 1 n=0
b = S *) dvx) et ¢ = S *) av. (%) = S x (¥) du(x). L'assertion du lemme
n - n n o n i 7z n
p P p
équivaut & c_= (n+’i)bn+1+ nb_; cette dgalité résulte de 1'identité x(ﬁ)m (n+1)( nf»1) +n(§)

qui se vérifie sans difficulté,

Dans la suite on notera D 1'opérateur qui a une série formelle F(T) associe
la série formelle DF(T) = (T+1) 5‘%,— F{T). La proposition précédente admet le corollaire
suivant :

COROLLAIRE 8.7, Soit V une mesure sur Zp a valeurs dans R et F‘V('I‘)

la série de R[[T]] qui lui est associée. Pour tout entier n =0, on a
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p" F‘V(O) = gszn dvi{x).,

Démonstration. De la proposition précédente résulte que D FU(T) est la série

associde a la mesure v, dont la densité par rapport & v est 1'application de Zp
dans R quienvoie x sur x', En conséquence, le terme constant DﬂP‘V(C}) de cette

série est S (g) dvn(x)—:q Mdv(x) C.Q.F.D.
Z

dop
p p
Désignons alors par K le corps des fractions de R et par K[[T]] et

K[{[X1] les anneaux de séries formelles sur K avec respectivement T et X

comme indéterminée. Si e~ est la série T = de K[{x]], I'application & qui
nz0

a F(T) de K[[T]] associe G(X) = F(e®*-1) dans K[[X1] est un isomorphisme de

K{[T]] sur K[[X]] dont I'isomorphisme réciproque est Napplication qui 3 G(X)

n+1
de K[[X]] associe F(T)=Gllog(1+T)) si log(1+T) = o1 (la vérifi-
n=1

cation de ce fait est un calcul standard), Posons alors la définition suivante :

n

DEFINITION 8,8, Soit ¥ une mesure sur Zpé valeurs dans R et F‘V(T)

la série de R[[T]] qui lui est associée, On note GY(X) lasérie de K[[X]] image

de F‘V(T) par 1'application @ définie ci-dessus.,

On a alors 3

PROPOSITION 8.9, Soit v une mesure sur Zp a valeurs dans R.

Si G'X)= D ¢ X yona Cn-~£-, xdv(x),
Zp

n=0
Démonstration, Notons d 1'opérateur de dérivation §-X dans K[[X1];ona

n!cn = dnGV(O)o D' autre part on vérifie facilement que do & = ®o D, donc que

d% & = &0 D", si FV(T) est la série de R{[T]] associée d v, on a

@(FV(T)) = GYX) ; ona donc d"GY(X) = @(DHFV (T)). En conséquence nlc, = d"c0)
est le terme constant de 1'image par & de DnF‘V(T) ; celui-ciy, comme on le voit
sur la définition de @, est le terme constant de D" FV(T)G On a donc nicn--:}i)H F, (0)

et notre proposition résulte du coroliaire 8.7.



1.42

v
Pour calculer F, (T), il suffit donc de calculer G C &X) et de sub-
C,e

stituer log(1+T) & X dans cette derniére série ; clest ce que nous allons faire.

Ona:
PROPOSITION 8,10, Soit e un caractere primifif modulo £ et C un
élément de Z , alors Xt » XtC
C € e
1) si f#1 ona G (X) = —?3 e(t) S Xf +C e(C)E ~c— -
t=1 -1 t=1 e -1
2) si £=1 (donc elx)=1 pourtout x de Z et Vo o=V) ona
’
vC e ecpX
G (X)=- +C .
X1 PPt

Démonstration. Pour tout n =0, on a S x" v e(X) = K y ely) duc(y) on a vu

¢ R
Zp Z
(prop. 3.10) que cette derniére intégrale vaut AC(«&:I9 ¢) donc &Z X dv (X}“‘A (-n, ¢,
P
Mais Ac(mn ,€) = (?-CI? He{C)) L{-n;e) puisque ¢ estun caractere, donz: on t)irr;e
i, n XC
de la proposition 8,9 que G = fX) =% L(-n, e)z‘{"?' -eC)C D L{-n,e) I,) .
n n=0 n Ph=0 o
Posons h(X)= £ L(-n, e) = ; 1'égalité précédente se réécrit
n=0
C ' &X) = h(X) - (C) C h(XC ). Supposons maintenant que ££# 1 ;ona
1 f i
L{-ng¢) = - T o et BHH(-f) donc
=1
- 1 £y (x)"
B "nzﬁo(nﬂ (E € t)BnH(f)) 1“ T Xt [n>0{ 1?31 )8, 4(5) ‘(W]

Puisque ¢ est primitif, 1'hypothése f# 1 implique 1'existence d'un x premier
£

f
a f telque ex)#1 etdonc T &t) =0 ; en conséquence 2 «ft) B ( ) 0 et
t=1 f=1

. t (Xf) (Xf)
h(X) = - g kz;@ (tz1 c®B,($) 25 | = Xf(g;} Gl B, (§) )]
Xt
1 Xt
“- %, E elt) eﬂ



1.43

(8)4
puisque 2 B, (Y) _E}_%____ par définition des polyndmes B, . Enfin, elt)
kz0 e -1
-1 Xt
Stant dgal & O puisque f#£ 1, ona h(X)=- et) —— Xf ; on achéve la démonstra-

t=1 -1
tion de la premiere égalité en reportant cette valeur de h(X) dans 1'égalité

v
G ©18x) = h(x) - ¢(C) c h(xcy).
Bn+1“)

. Si n >0 on vérifie que

BnH(i) =Bn+1(0) ; de plus —81(1) B (o) ot B (0) 1. Pour tout k =0 on pose
Bk(o) =B, ; on a alors o k: 5
1 o)
h(X)z-—(Z)B )+2}3 (= =) + 2B, + =
Xn>0 n+1 imﬂ‘ Xk_o k k' 1 X
1 1 &g
soit h{X) = - < - 1+g == ——=— + <, On achéve la démonstration de la seconde
Ko X Ky X

v
égalité en reportant cette expression de h(X) dans G C Q(X) C(X) =h(X)-C ph(X Cp),

COROLLAIRE 8,11, Soit e un car*actére primitif modulo f et C un éiément

,A -1 th
de 2% s 41 ona F, M=-5 ) LD o qop LD Py
C,e t= Tc (1+T)-1 P =1 (12T) "P-1
p
f=1ona F (T)=--1ﬂ:- +C ...ﬂif.)_..._
= . T p Cp
(1+T) -1
Il reste maintenant 2 déduire la série F ov (T) de la série F, (T).
c, C,e

Pour cela définissons pour toute mesure v sur Zp a valeursdans R la mesure
Lnd *
v de la fagon suivante :

s
si f est une fonction continue de Zp dans R nous notons f la fonction

B
3y

définie par f(x) =f(x) si x est dans Z{) et f(x)=0 si x estdans Zp mais pas

dans .'Zp ; il est clair que f est une fonction continue de Zp dans R et que l'on

£(x) do(x) = g fx) dulx).
Z.
p p

définit une mesure v sur Zp a valeur dans R par g
Z

Ona:

LEMME 8,12, Soit v une mesure sur zpé valeurs dans R et ¢ la

fonction définie en 8,3 ; on note ¢v la mesure de densité ¢ par rapporta v et
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¢v), la mesure dont la densité par rapport a ¢v est llinjection canonique de
( )1} dont la densité U t 1¥injecti i de Z

p
dans R, Ona ((pv)1 -V,

Démonstration, Pour tout féCont(Zp,R), on a

{0 allen), 160 = Sz % £(x) d{v)(x) = S

floarx)= | 1x) didw)
“Z.

x () £(x) dux) = |
P p ZD ZP ZP
ce qui prouve notre assertion,

LEMME 8,13, Soit v une mesure sur Zpé valeurs dans R et Fu(T)

e

la série de R[[T]] qui lui est associde, La série F‘?}(’I‘) associde & v est donnde

par F;(T) =F v(T) - ?3 by Fv(C(1+T)—~1} p Si Hy désigne le groupe des racines de

€
CCuy

1'unité de @p dont 1'ordre divise p.

Démonstration, -1 est un entier p- adique de G}p(?;’) non inversible, donc CX

est bien défini pour tout x de Zpo Si x n'est pas dans Z:; , Ona CX =1, 81 x

est dans Zﬁ,, 1'application qui a ¢ de pp associe CX est une bijection de f.tp

sur lui-méme et donc 73 Cx = 0. En conséquence, pour tout x de Zp et tout £
Ceu
p
de Cont(Z,R), ona £{x)=(1-1 B £ 1{x) ; on a donc
Cep
p

g f(x)d’if(x)=§ f(x)dv(x)~% 0D g cxf(x)dv(x)]
Zp “Zp E;.Lp Zp

et on conclut avec le lemme 7.13.

Pour toute série formelle F(T) de R[[T]] nous posons

mz F(T) - 53 CE F(e(1+T)-1) ; on a alors :
M
p

PROPOSITION 8,14, Soit v une mesure sur Zp a valeur dans R et

(T) associde a la

F y(T) la série de R[[T]] qui lui est associée. La série F o

mesure ov vérifie les deux conditions suivantes :

TN
1) DF‘(W(T) = FV(T)

P N
2) P‘W(T) =F W(T)o
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Démonstration., D'apreés la proposition 8.6, la série DF @V(T) est dgale a la

série F( (T) ; le lemme 8,12 montre que cette série est égale a F;(T) qui

@) 1

2N

est FV(E) d'ol 1), Pour 2) il suffit de remarquer que ov =@V ce qui est clair,

Rappelons que nous cherchons a calculer F o (T) et que nous connais-
C,e

sons (corollaire 8. 11) F, {T). En vertu de la proposition 8, 14, nous avons donc
Cye

4 regarder 1'équation DX(T) = i?:j (T) ol X(T) est l'inconnue, Pour cela in-
Cye

troduisons le sous-anneau An de CD [[T]] formé des séries 2 anT telles que
nz=0

L a En converge pour tout € de CQ dont la valeur absolue p-adique est plus
n=0

petite que 1. L'anneau An contient R[[T]] ; de plus, pour tout F(T) de An et
tout ¢ de By s la série F(£(1+T)-1) est bien définie puisque la valeur absolue

p-adique de -1 est plus petite que 1 ; on peut donc poser F(T) xF‘(T)—% o F(EHD)-1)
Lep

pour tout F(T) de An, L'opérateur D se définit sur An comme sur R[[T]] et il

envoie An dans lui-m&me, On a

LEMME 8,15, Soit F(T) un élément de An ; si 1'équation DX(T) = F(T)

admet une solution X 0(T) dans An, alors 550(’1‘) est une solution du systéme de

deux équations DY(T) = FT) et ¥(T) = Y(T) et c'est la seule,

Demonstr‘atlon L'opérateur D est lindaire, donc DX (T) = DX (T) HT) ; de plus

on a X (T) X (T) puisque, pour toute série G(T) de An, ona G(T) G(T) :

en effet, si L€u, ona &(e(1+T)-1) = G(E(1+T)-1) -% T G(En(1+T)-1) donc on a

€
Wﬁp

¥ G(e(1+T)-1) =0 ce qui‘implique g(T) = G(T).
téup Il reste a voir que X 0(’I‘) est la seule solution de notre systeme de deux
équations en Y(T) ; supposons que Y O(T) en est une autre, alors
DX (T)- Y (T)) =0 donc Y (T) =X (T)+C ol C est une constante ; de plus
?O(T) = YO(T) = %0('{‘) +C et C=0 donc YO(T) = '5()0(’1‘) ce qui achéve la démons-

tration,
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Cherchons maintenant une solution dans An a 1'équation DX(T)= =F, (T).
Cg €

Pour cela nous aurons besoin de définir le logarithme de certaines séries formelles,

—

Nous notons ord b la valuation dans Qp normalisée par cx‘dp(p) =1;8sl E est

dans @;{‘ , on a donc ordp(g) >0 si et seulement si la valeur absolue de & est

te
™

o

plus petite que 1. Pour tout & de @  tel que ordp( £) >0, on vérifie facilement que

=

- n+l e’ .
la série 21(—1) * %— converge ; on note logp(1+§) sa somme, La fonction logp est
n
donc définie sur 1'ensemble des x de @z tels que or*dp(x—?) >0 ; il est clair que

cet ensemble est un sous-groupe multiplicatif de Eﬁg et on vérifie que, si xj et X,

sont dans ce groupe, on a log x. +log x, = log p(x }XZ)Q On prolonge cette fonction

p 1 p2

— —- . .
logp a cnp tout entier de la maniére suivanie : si x¢€ qg; . 1l existe deux entiers

rationnels non nuls e et a tels que x° =pov avec v dans ®  tel que ord p(v)z-.() ;

,%
f p
de plus il existe un entier positif f tel que or'dp(vp “1-1 ) >0 ; on pose alors

f
1og (vp ”1) On vérifie que iog (x) ne dépend ni du choix de e ni du

log _(x) =
P e(P -1)
choix de f et que Iogp est un homomorphisme du groupe multiplicatif cu vers le

groupe additif Q . Passons aux séries formelles ; on pose toujours

)H+3 T

log(14T) = & (-1 . Si F(T) est une série de @ [[T]] dont le terme constant

n=14
est égal & 1, on peut substituer F(T)~1 & T dans la série log(1+T) ; on note
(logoF)T) le résultat de cette substitution. Si le terme constant £ , de F(T) est

non nul, on pose (logo F){T) = logp(fo) + (logo fgi F)T). Ona:

LEMME 8.16. Soit F(T) un élément de ’é’gp[["r]j dont le terme constant

est non nul, Si F'(T) désigne la dérivée de F(T), alors la dérivée de (logeF)(T)

est F"(‘H’f (,g)

Démonstration, Supposons d'abord que F(T) = 1+G(T) avec G(T) dans

Tép[[’l‘]];ona (logoF)T) = (- i+l G(T) , donc

n=1
V) - et _ g+l n-1_ G*(T)NF‘(T) .
(logoF)'(T) = G'(T) n};éi TGy = TG0 < T Si le terme constant f_

de F(T) estnonnul, ona (logoF)T) = 1ogp(fo)+(iog0f§ F)(T) donc
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=Tyt
€ F)(T) g

-1 = )
£ F(T)

(logoF)'(T) =

LEMME 8.17. Soit K une extension finie de Qp contenant le groupe “p

des racines de 1'unité de ﬁ)p d'ordre divisant p et soit R son anneau des entiers,

Soit F(T) une série formelle de R{[T]] dont le terme constant f_ est inversible

dans R, alors :

1) (logoF)T) est une série formelle de An.

2) (logeF)(0) = log (PO~ | B log,(Fr-1).
rey
P

Démonstration. 1) Posons F(T) = fnTn et (logoF)(T)= D gnTn ; pour tout

n=0 n=0
n a.

n=1, g, est de la forme 2 -i-l- ol les ay sont des sommes et des différences de
i=1
produits de coefficients de f;T F(T) ; on a donc ordp(ai} =0 pour tout i, donc

ord p(gn)z~8up {or‘dp(i) ;i=1,...,n}; onen déduit que T gnTn est dans An,

nz0
ce qu'on voulait,
r~
2) On vérifie directement que (logoF)(T) = (mg/?j—;)('l‘) et que

)
L log (1‘"113‘(17*-—1)) : on peut
p p o !

log (F(0) - 3 2 log (F(r-1)) = log (7' F(0)) - 2
P

1€
Hp
donc supposer f 0= 1, ce que nous faisons dans la suite. On a alors

(1;“;.5%3)(0) = (logoF)(0) - % zg (logo F){(r~1), L'égalité (logoF)(0) = Iogp(F(O)) est
457
P

claire ; le théoreme 2 de [1], chap. 4, § 5; prouve 1'égalité (logOF)(r~1)r:logp(F(r-ﬂ)
pour tout r de up ; cela acheve la démonstration,

On est maintenant en mesure de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 8.18. Si ¢ est le caractére unité (i.e. e(x) =1 pour tout x

de Z)etsi C estun élément de z", ona Lp(1, e,C) = (1~ g) logp(Cp)o
C
. . (1+1) P-1 g -
Démonstration. Posons H(T) = g C est un élément de ZPL[T]] dont le

terme constant Cp est inversible . Le lemme 8,17, 1) montre que (logoHNT) est

- 1+T (1+T)CP
dans An. De plus on tire du lemme 8,16 que D(log oH)(T):«-——T-» +C ———
p (1+T)~P=1
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c'est-a-dire (corollaire 8.11) que D(logoH)T) = F, (T). En conséquence, on
c —~
tire de la proposition 8.14 et du lemme 8,15 que F ov (T) = (logoH)(T) et donc
NS C
(corollaire 8.5) Lp(1, ¢,C) = (log oH)(0). On conclut & 1'aide du lemme 8.17, 2)

C C

1 1 T p—-‘i .
que Lp(1,e,C)=(1-~i—3)log C-=- D log (?3“); mais

P_,
T log (5—')=0 donc Lp(w,e,c)=(?-3) log C,, C.Q.F.D.

réﬂp\{?} pr - P
COROLLAIRE 8,19, Si e est le caractere unité, la fonction L p(s ,€)

r -l
b4 A———— donc
repy1y r-1 o

ne peut pas se prolonger en une fonction continue sur Zp tout entier.

Lp(59 €, C) A s
si C estunélément de Z°~ tel que

1-<C>1"S

Démonstration. Lp(s, e) =

<C>+# 1. Le dénominateur de L p(s, ¢) s'annule en s=1 et le numérateur vaut

(1~ -;3) logp(C lD) ; montrons qu'il n'est pas nul ce qui impliquera notre assertion :

ona C_= <C > donc log (C ) =log (<C_>) ; par définition <C_>= <C>
. w(cp) . gp( p) gp( P ) 5 pa <o C>,

donc <cp> est différent de 1 ; comme <cp># 1 est dans T+2pr, ona

1ogp(<cp>) £0 (en effet logp induit une bijection de 1~x—2pr sur szp comme

on peut le voir dans {1], chap. IV, § 5, par exemple).

REMARQUE 8.20, Le lemme 8.2 joint au corollaire 8,19 montre que, si £
est un entier positif quelconque et si 1 ; est le caractére modulo f égala 1, la
fonction Lp(s, 1 i) ne peut pas se prolonger en une fonction continue sur Z p tout

entier. Cela montre en particulier que Lp(s, 1 f) n'est pas une fonction d!'Iwasawa,

donc (corollaire 7.7) que G(T,1 i) n'est pas dans R[[T1].

Il reste a regarder le cas ¢# 1, Ona:

THEOREME 8.21. Soit ¢ un caractére primitif pair modulo f qui n'est

\ s L o . N ieme .
pas_le caractere unité ; si £ est une racine primitive f de 1 etsi

et () (1_ <p) . b
'r(e)=t3 et) ¢, ona Lp(ue)=--—f-?-(1--%—-)bé%cz/m)%e(bnogp(w )

ol 3(b) = eb)”! si be(z/tz)¥.
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Démonstration, Commencons par établir deux lemmes :

LEMME 8.22. Soit C un élément de Z, on a

P (T) = ._I_g_g)“{ D =(b)( C_b(HT) e C—-bC(Hchp )]
Ve, e U lvez/iz)™® ePar)-1 P Pl pa

A

en posant C”bc = Cx olt x estun entier congru a -bC modulo fZ.

Démonstration, On convient de poser e(b) =0 pour tout b non inversible modulo f,
-1 t A

Soit U une indéterminée ; ona ¥ «ft) [é = D ---i-)-5 avec
1 bt tg1 U-1 b€z/tzZ U-L
A = 3 e(t) —§-- soit A, = §___ 7(e) e(b). De 1'expression de F, (T) donnée
b I b
dans le corollaire 8,11, on tire alors
F, (1)=- T(e‘) [ be(b) -c, «(C) e(b)b ) ] )
C,e bE?/fZ £(14T)-1 e=b(1+7) P-1

Le caractere e¢ n'étant pas le caraciere unité, le caractére ¢ n'est pas non plus

le caractére unité donc ¥ ¢(b) = 0 ; on en déduit
bEZ/TZ

D Eb)_p ((EL) gyl 5 EDET0ND)
bEZ/tZ ¢ (1+T)-1 bEZ/tZ € (1+T)-1 beZ/tZ € (1+T)-1

5 ) p  EWD) ) P
bEZ/tZ  CP(14T)CP-1 beZ/tZ £ P(1+T) P-1
niére expression est égale a

De méme on a ; cette der—

= e e (1 T) - e(b) c"bc(m)cp
e(C) T p== b =¢(C) D “5C o) ;
bEZ/tZ (1+T ) P-1 b€z /tz. ¢ (1+T) P-1

en remplacant ces valeurs dans 1'expression de F‘ (T) trouvée ci-dessus et en
C, €

se rappelant que e(b) =0 si bg (z/m)*, on obtient le lemme,
~-bC Cp
4 (1+T) *-1

£P(147)-1
la série Hb(T) est dans R[[T]] et son terme constant est dans R> (R est l'an-

LEMME 8.23. Pour tout b€ (z/fz)%, posons H(T) =

neau des entiers d'une extension finie de (Qp qui_contient o).
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Démonstration, Hb(T) est le quotient de deux séries de R[[T1]; si f n'est pas
une puissance de p, leurs termes constants qui sont respectivement C"bc-1 et
C"b~—1 sont dans R% et il n'y a pas de probléme, Si f est une puissance de p,
alors C'b~1 n'est pas dans R%, donc le coefficient de T est le premier coefficient
de Chb(1+'l‘)-1 a &tre dans R%; en conséquence le théoréme de préparation de
Weierstrass p-adique ([14, [8]) affirme 1'existence d'un Q(T)€ R[[T]] et d'un
r€R tels que lf,'bC{IJrT)Cp -1 = (C"b(HT)-i) Q(T)+r. Pour calculer r, faisons

~bC bCp_y _ . .

T = Cb-T , il vient € mais ¢ étant d'ordre une puissance de p,

bC
ona = ¢ P donc r=0 etdonc Hb(T) =Q(T)€ R[[T]]. Enfin, le terme
constant de Hb(T) = Q(T) est le quotient S < -1 qui est bien dans rR™,
-1

Revenons a la démonstration du théoréme,
Soit b dans (Z/f%)% ; le lemme 8,23 associé au lemme 8,17, 1) montre
que (log OHb)(T) est dans An. De plus on tire du lemme 8,16 que

C
2 P . 0 P

D(logoH, (T) = -
(togHy ) ePem)-1 P e PCuT)

; posons

G(T) = I%-?L D . 2(b) (log po)(T), le lemme 8.22 et ce qu'on vient de faire
ve(z/tZ)

montrent que G(T) est dans An et DG(T) = . (T). On tire donc de la proposi-

C,e

tion 8,14 et du lemme 8,15 que F o (T) = G(T) et donc (corollaire 8.5) on a
C,e

1(¢) e
L (1,¢,C) = G(0). En explicitant G(0), il vient L (?9€9C)- o %e(b)(legpo)(D)
p bE(Z/fZ
qui, d'apres le lemme 8,17, 2) est I(-fé-:) o . S(b)(iogp(Hb(O))—— o log (Hb(r‘—l))).
be(z/tZ)* Préu,
-bC_Cp C
Si C"br £1,0na Hb(r—'t) = E,___B_IZ_____:J s mais r P= rC puisque r et une racine
-1
pleme de 1'unité (ici rc =r* si x estun entier congru & C modulo pZ) donc

~b_\C
Hb(tm’l) = .@___.532_.:_1 ce qui montre que Hb(r*-u!) ne dépend que de la valeur du
{ -1

produit C”br*. Si ?.‘“br‘ = 1, alors { est une racine de 1'unité d'ordre p donc

f=p (c'est le cas oll ¢ est une puissance paire de w) ; par définition de H (T)
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-b(

~-bC Cp ‘.
ona € (1+T) F-1= (& hT)—ﬂHb(T) ce qui donne en dérivant

c; c (wr) p =L Hb(T)+(§ b(wr 1)H‘(T) faisons T-r*-1-~Cb-—1 de sorte

b(C 1)
que &~ r:? 1lv1ent Z_‘; ““H ( -1 = Hb(i:, -1) d'ol
Hb(Cb—T)—C"bC £ pCp . mais ¢ estune racine p cme de 1'unité, donc
bC

C “p et H (Z;’ -1) Cp est indépendant de b. La quantité Hb(r~1) ne dépen-
dant que de la valeur de ¢ br? il en est de méme de logp(Hb(P—T)) ; nous poserons
dans la suite logp(Hb(P- 1) = h(C_br‘). Avec cette notation on a donc

L =T n 2ohe® - B w0 ).

be(Z/tZ) b€(Z./tZ)
ey

p
Pour achever la démonstration nous devons regarder séparément le cas ol
p divise f et celui ol p ne divise pas ffa

Si p divise f. Dans ce cas Qp est une racine de 1'unité d'ordre p ;

convenons de poser th’br‘) =0 si b n'est pas dans (Z/f:%)%, on a alors

. -b . -b+§£

D, sbhE™Pr= © Ebni P
b&(Z/tZ) beZ/tZ
a€Z/pZ

Pour tout B de Z/fZ ettout a de Z/pZ, il existe un élément et un seul de

Z/tZ que nous notons b tel que -b + —5 =B dans Z/fZ ; avec cette

a,B a,B
notation notre somme se rédcrit T h(¢ B)( b E(ba B)). Mais, lorsque a
B a€Z/pZ ?

décrit Z/pZ, les af décrivent le sous-groupe d'ordre p de Z/fZ etles b
p a,B

décrivent la classe de -B modulo ce sous-groupe ; le caractére ¢ étant primitif,

on en déduit que > e(b B) =0 pour tout B, En revenant a la formule
a€Z/pZz =
donnant L (1, e:;C) on trouve donc L _(1,¢,C) = Ii(ﬁ)— ) s 6(b) h(lj"b) ; mais
p be(z/tz)"
-b C 1 -b
n(g ™) = log (?W) = log,) € ) - log ({7"-1) donc

-1
L) =T 5 3e)iog (€ C-1)- 108 (¢-1)
b be(Z/tZ)

= Ii(-é’-)(e(c)-ﬂ T elb) J’togp(C"‘b 1).
ve(z/1Z)*
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L (1 eyc) (o)
1 elC) f bg?z/fz)-sf(b)mg (ﬁ

qui est la formule cherchée compte tenu de elp) = 0 puisque p divise £ et de

log (£7°-1) = log ( 1-27P).

Enfin si C esttelque &C)# 1 ona Lp(‘i, ) =

Si p ne divise pas f. Dans ce cas t“br*yé 1 quel que soit b dans

-D
(%/fz) et v dans u_, donc h{(& r*)wlog (M—-—-—j—) La somme double
P -b

P
-1
L el h(i“b‘r) est donc D e(b)[ P logp (M_._J. )-} etona
e r‘-1 -

b&(Z/1Z) be(z/1z)* rép
rep p

T log &M)«iog noc b)c-1) -log | T (Z;”brﬂ) ;
FE% P Cbr‘ 1 p{- Féﬁip -i p[refup ]

mais 1'identité XP-1= 1 (X-r) montre que T (C'br*~‘§) =P (C.’"bp-?) = C*bp-l ;

r*é;.f. TER
o C P C -pbC
de méme, v~ décrivant by quand r décrit ysona T (t<n ‘r*) -1 =0 -1,
I*Ep,
Notre somme double est donc égale a

Do e g (PO - » S(b)log (¢7P-1)=
bé(z/tz)" be(Z /1Z.)

~(elpC) - ep) B e (o) log (€P-1)
be(Z/tZ) P

puisque p et pC sont inversibles modulo fZ, En revenant a la formule donnant

Lp(1 ,€,C), on trouve donc

7(e) - -by_ &(pC)~elp) - ~b .
L (1,eC ba(g )~ 2= T (b)log (L7-1) | ;
pl1reC) =3 [bé(%/fZ) ot p bé(z@:/m)*g *p ]

comme précédemment, on voit que T e(b)h(“g’ ) (e(C)-1) B %,é‘(b)iogp(zz'b.-}),

be(z/1z)* be(z/tz)”
donc compte tenu de  e(pC) - (p) = e(p)(e(C)-1), il vient

L (19e,c)=(e(c)~«1)4'3(-§~)~( )y 5 L&) log (£7°-1). Enfin, si C est tel
P P be(z/tz)" P

que ¢(C)#1 ona
Lp{”i, e,C)

- aC)

_He) Ry 2(b) 1 ~b_y
—(1-= be(z:/ z)* (b) log (£77-1)

ce qui est la formule cherchée compte tenu de logp( -4) = 10gp(1~§ “b)‘, Notre

démonstration est achevde.

-1)
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£-1
REMARQUE 8.24. On définit parfois 7(¢) par la formule {e)= & ot) 2™ ;

=
-1 -1
cela ne change rien ici puisque, ¢ étant pair, ona %3 e(t)Ct =7 elt) tho D'autre
t=1 {=1

part on a logp(?-tb) = logp(’iwﬁ”b) puisque 1 -i;b = ~C,b(1-tj”b) ; c'est pourquoi

on trouve dans certains textes la formule L (1,¢) = - T§€) (1- e(p)} P .},:é(ts)iog (’!—{b)
P P w@/tz) P

a la place de celle du théoreme 8.21,

REMARQUE 8,25, Rappelons que, si e est un caractére complexe qui est
primitif modulo f et qui n'est pas le caractere unité, alors la fonction complexe

L{s,¢) est holomorphe sur @ tout entier ; sa valeur en s=1 est alors

f
L{t,¢) = = T e) by ,‘efé(b) iog{’i-li*b) si e} = D et) tt et si & estle carac-
be(z/tz) t=1

tere conjugué de e, Bien que cette formule ressemble a celle que nous venons d'éta~
blir pour L. p(“i , €), alle n'a rien & voir avec elle car il n'y a rien de commun entre
ILog et logp. Rappelons rapidement comment on calcule 1.(1, ¢) ¢ on choisit une

racine de 1'unité ¢ d'ordre f dans € ; pour chaque b€Z/fZ, on note zﬁb Ia

b

fonction de Z/fZ dans @ définie par zpb(x) =¢~"% ; pour tout caractre primitif

c,ona ex)= {E/ i Abgéb(x) avec A, = I%l ¢(b) (c'est Ia que "primitif"
b\ Z/{Z
intervient) ; les séries de Dirichlet D gbb(n)n"s et T en)n™ convergent pour
n=1 nz1

N N
Re(s) > 0 (car les sommes partielles § wb(n) et 7 e(n) sont bornées indépendam~
M

ment de M et N) doncona Li{s,¢) = I(-:f-‘?-L bD) * e(b) L(s,:{sb) pour tout s de

bdZ/tZ)
ce domaine ; en particulier L{1,¢) = -3'—%2 > %'E:(b) L(i,q{sb) ; on conclut alors
b&(Z /tZ)
~nh -b
en remarquant que L(1, g&b) =D 2e—= “Log(1-¢7 7).

n=t
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§ 0. RAPPELS SUR LES CORPS ABELIENS.

Considérons tout d'abord un corps de nombre K ; nous notons D la valeur
absolue de son discriminant, R son régulateur, h son nombre de classes, w le
nombre de racines de 1'unité contenues dans K et r, et 2r2 le nombre des plon-
gements réels et complexes de K. Si I désigne l'ensemble des idéaux entiers non

nuls de K, lasérie © N(a)™ ol Na est la norme de 1'idéal a converge pour
atl

tout complexe s de partie réelle plus grande que 1 ; sa somme est une fonction ho-
lomorphe sur ce domaine qui se prolonge en une fonction méromorphe sur € tout en—
tier que nous notons §,.. On a ([71 par exemple) :

RESULTAT 0.1. Le seul pble de £ K est un pdle simple en s=1 de résidu

l’"l l"z
Res_ .L.(s) = 2_(2m) “hR (ol WD est le nombre positif dont le carré est D).
s=1"K W «5

r r
1
RESULTAT 0.2. Soit £,(s) = A% I(9) 'T(s) 2 £ (s) avec

-(r,+2r,)/2
2 0 T

tion fonctionnelle §K{s) = L—;K(%s).

-1
A=2

. La fonction §K est méromorphe sur € et vérifie 1'équa-

Supposons maintenant que K est un corps abélien sur ) ; nous notons G
son groupe de Galois. Pour tout entier positif f on désigne par Mg le groupe des
racines fi‘emes de 'unité ; on sait qu'il existeun f telque K¢ (;Q(gf). En associant
aun élédment o de Gai(ﬁ)(gf)/ﬁ}) 1'élédment x de (Z/fz)% tel que o(f) = £° pour

tout ¢ de i, on identifie Gal(@(ﬁf)/ﬁb) et (z/fz)”"' : par l'intermédiaire de cette
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identification le groupe (Z/fz)* se projette canoniquement sur G si K< CD(uf).

Si ¢ estun caractére de G (i.e. un homomorphisme du groupe G vers le groupe

X

(IS*) et si f estun entier tel que K& (D(p,f)g onnote ¢ le caractére modulo f obtenu
en composant ¢ et la projection canonique de (Z/ iZ)% sur G. Le caractere pri-

mitif équivalent a ne dépend pas de f ; on le note ep ' et on note f(¢) 1'entier

“
positif modulo lequel il est défini ; on dit que f(¢) est le conducteur du caractére
e de G. On note f} le groupe des caracteres de G. Pour tout ¢ de é, on pose
L(s, ) = L(s, ™) pour s dans @ (on rappelle que L(s,® )= & ()™

n20
(n,f(e)=1

définit une fonction holomorphe sur le demi-plan Re(s) > 1 et se prolonge en une

fonction méromorphe sur @ tout entier). On a ([7] par exemple).

RESULTAT 0.3. Si e¢# 1 est un élément de G, la fonction L(s,e) est

holomorphe sur € (si e= 1, on a clairement L(s,1) = CQ(S) donc 1.(s,1) aun

pble simple de résidudgala 1en s=1).

RESULTAT 0.4. . (s)= I, L(s,¢) ; enisolant ¢ =1 dans le produit,

e€G

cela donne {,’K(s} - CQ(S) m,. Lis,e).
G
et 1

Pour ¢ dans G, définissons 8(e) par 1'égalité & (~1) = (-—1)6( e) avec
8(e) =0 ou 1; on a clairement 6(¢) =0 ou 1 suivant que le sous-corps de K formé
des éléments invariants par le noyau de ¢ est réel ou imaginaire ; nous dirons que
e est pair ou réel si 8(¢) =0 et qu'il est impair ou imaginaire si 6(e¢) = 1. Nous

posons Als,e) = f(e)s/ 2 W‘S/ 2 T(F—’—'-{"g{-s-gé) 1L{(s,e) ou I' est la fonction gamma. En

f(e) gf-(%—t
définissant r(e) par T(e) = O et) e ;ona([7] par exemple),

t=1
RESULTAT 0.5. Si ¢ estunéldément de G etsi & estle conjugué de

04 i : P (e)
¢, on a l'équation fonctionnelle A(1-s,e) = @‘16 - As, ¢).

Tirons quelques conséquences des rappels précédents. On suppose toujours
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que K est abélien sur @, alors :

PROPOSITION 0.6. Ona D= 0_ f(e) et i 2 - (.
eCG e€G

Démonstration., Posons AK(S) = T, Als,¢). Nous traitons séparément le cas ol K
ecG

est réel et celui ou K est complexe, Si K est réel, on a

Ao = (1 Lo 1, 12 o g o e - @D ne"
c€G e€G
compte-tenu du résultat 0.4, on tire de ces deux égalités que
(1 £(e)/? (11, t(e)(175)/2
A (s) = 5, (s) ecG - Onadonc A (1-s) = &, (1-s) e ;

(,\/5‘)5 6)1-5

du résultat 0.5, on tire A.K(1 -s)={(n, T(e)) AK(S) (6(¢) = 0 pour tout ¢ puis-

G '\/'f(?:

que K est rdel) ; on a donc, en tenant compte du résultat O, 2, 1'égalité

( n, (e)!175)/2 ‘0 (1, #(e)) /27
€G . e e€ G

i (s) = € - .Onentire ( I, )=

eec; '\/f(e: " O €59 (b)T2
(. o) n, fe) /5

& s 1/2-s
soit £ = (&= 5 ) ; cette dgalité étant vraie pour tout s, onen

(1, vi(e))
e€G

déduit 1, f(¢) =D et 1 m(e) = I, Wi(e), ce qui donne notre résultat dans ce cas.
e€G ecG etG
~T,S r,
Supposons maintenant K complexe ; on a alors §K(s)=l§K(s)(2ﬂ (’\/B) T(s)

et A(9)=( ILGs, N 1, 1) 0 72 i) 2. Compte tenu au

e€G e€G
résultat 0.4 et de la formule classique f‘(g SH ) =AN27m 21/ 2-8 T(s) on tire de ces
( 0 (o)
deux égalités que A 2\/11) K et ; on termine la démonstration
S
(p)
comme dans le cas réel en remarquant que @,. &(e) = 1"2 .
c€G

Supposons maintenant que le corps abélien K est complexe ; on a I‘1 =0
et 2r2 = [K: CD] ; hous posons pour alleger les notations ry=r. Nous notons K~
le sous~corps réel maximal de K ; on a [K : K+] = 2 puisque K+ est le corps des

invariants de la conjugaison complexe (qui est bien définie puisque K est abélien),
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On désigne alors par D" la valeur absolue du discriminant de K+, par h" son

+ '
nombre de classes et par R son régulateur, On a :

LEMME 0.7. Le quotient h/ h™ est un entier naturel que nous notons h~

et que nous appelons nombre de classes relatif de K,

Démonstration., Soit H (resp, H') l'extension abélienne non ramifiée maximale de

K (resp. K'). Par la théorie du corps de classe on sait que h (resp., h™) est le
degré de 1'extension H/K (resp., H'/K'), L'extension K/K' étant totalement rami-
fiée aux places a 1'infini, on a H nK=K" donc le degré de H+K/ K est égal au
degré de H+/ K" i.e. a h', D'autre part H'K est une extension non ramifiée de

K donc H'K est inclus dans H. En conséquence le degré h" de HJ"K/ K divise

le degré h de H/K , ce qui démontre notre lemme,

A

Notons GT le sous—-groupe de é formé des caractéres pairs et E;' le
sous-ensemble de G formé des caractéres impairs, Un caractere est dans E}+ si
et seulement si son noyau contient Gal(K'/K) donc G s'identifie canoniquement au
groupe des caractéres de Gal(K™/®). On a

+
PROPOSITION 0.8, Posons Q=2""1E :ona h™=Qw mo d

= 1(0, ¢))
R e€G 2 ’

(on rappelle que w est le nombre de racines de 1'unité contenues dans K).

, emn'h R
Démonstration. On a (résultats 0.1 et 0.4) Res S__1CK(S) == I L(1,¢.
- €G

w VD ¢
et 1

De méme, le corps K" estun corps réel de degré 1, donc

£ =20R 1 10,9
Res_ . L., (s)= = L{1, ¢). De ces deux égalités on déduit
e 1
2 h R [D*
I L(1,¢) = = — — ,/= . D'autre part, le résultat 0.5 donne, pour tout
e‘Ef}‘ w ht R+ D

L(0,¢) = e f(e)1/2 n‘1/2 T(1) IL{1,e) soit
f(e)i

—

e de G-, 1'égalité 1"(%

NﬁfL(O&)wiéi L(1, ). Lorsque ¢ décrit &, ¢ décrit aussi G, donc

i



- Y
I L{1,e)= ()" 1, LO, ¢ o gonc h‘:%:%" % —-D—+ir o LO,9 _
c€G c€G~ T\ h DY eel- TE
Qw( T -T-L(O e) /:‘D_\ : i On conclut en remarquant que
Neel L UYL e T

m e D ectm

"D

€G N - . N
n, e = "—'H_Te est, d'apres la proposition 0.6, égal 8 = .
€€G egc+ ) A D*

Notons E le groupe des unités de K et u(K) le sous-groupe de torsion
de E. De méme notons ET le groupe des unités de K" ; le sous-groupe de torsion
+ . + . .
de ET est 1 etlequotient E'/{t1} s'injecte canoniquement dans E/u(K). Ces
deux quotients étant des groupes libres de rang r-1, l'indice [E/p(K): EY/{z1}]

qui est le cardinal [E/(E"u(K))] est fini ; ona:

PROPOSITION 0.9. La constante Q de la proposition précédente est

égale 3 [E/(ETu(K))].

Démonstration. Par le théoreme des diviseurs élémentaires, on sait qu'il existe une
) q

famille STTRRRTL- d*unités de K et une famille Xqsones X d'entiers positifs

-1

telles que les classes modulo p(K) de €,..., €, ; forment une base de E/u(K)

1
X X .
et que les classes de e ,..., erf'{i forment une base du sous-groupe E/{t1}

de E/u(K). Notons Oiseees0, les ¢ éléments de Gal(K'/@) ; par définition on a

X1 Xr~1
1 log ]0‘1(61 oo, log\oT(er‘_1 )

R =r .
* X X
1 log b'r(e‘l Y. .. log \crr(ep

"‘;“)i

-

X, X,
ol icri(ej J)|  désigne la valeur absolue ordinaire du réel ci(ejj). Pour i=1,...,r

choisissons un prolongement de 0; que nous notons encore Ui . On a :

1 10g\0'1(e1)t2 e log\ci(ep__j)\z

1 log \cr(ei)\z ... loglcp(epﬂ)lz

ol lci(ej) | désigne la valeur absolue ordinaire du complexe \Gi(ej) |. De ces deux
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+
S S e . _L,r=1TR . .
1" .Xr_1R = 2 R soit X1 S X = 2 R - Mais le produit

est 'indice de E7/{Z 1} dans E/ u(K), donc 1'égalité précédente

égalités, on tire x

X coox

1

prouve notre assertion,

r-1

On a aussi le résultat suivant :

PROPOSITION 0.10. La constante QO est égale 2 1ou 2,

Démonstration, Pour tout e de E, le quotient ? ou e estle conjugué de e est

e
une racine de 1'unité : en effet g est un entier de K et, pour toute place infinie
e
v de K, ona le 1v = |e tv en désignant par | lv la valeur absolue de K associée
a v ; on adonc \?\ = 1 pour toutes les places a l'infini v et on conclut a 1'aide
3 v

du lemme suivant :

LEMME 0.11. Soit o unentier de K tel que \odv =1 pour toute place &

1'infini v de K, alors o est une racine de 1'unité.

‘Démonstration. Choisissons une place a 1'infini v o si az1 est un conjugué de o,
1
ona la'|

=1 puisque la1 \v = ta\v pour une place a 1'infini v, Le polyndme
minimal de Ooz est un polyndme dce)e Z[X] dont le degré est majoré par le degré du
corps K. De plus, l'expression de ces coefficients en fonction des conjugués de «
montre que leur valeur absolue (pour | \V ) est majorée indépendamment de o« ;
ces coefficients étant dans Z ils ne peuve(:nt prendre qu'un nombre fini de valeurs ;
en conséquence 1'ensemble des entiers o de K tels que \alv = 1 pour toute place
allinfini v est fini ; cet ensemble étant stable par multiplication, on en déduif qu'il
existe un entier n fel que o'=1 . C.Q.F.D.

Revenons a la démonstration de la proposition 0., 10. Considérons 1'application

6 de E dans u(K) définie par 6(e) = ? pour e dans E ; c¢'est clairement un homo-
morphisme de groupe ; de plus 6{e) = ‘iesi e estdans ET et 6(e) = e si e est
dans u(K). En conséquence 6 définit par passage au quotient un homomorphisme de

E/(ETu(K)) vers u(K)/ ;},(K)Z que 1'on note encore 8, Ce dernier groupe étant le

groupe a deux éléments (puisque w(K) est cyclique d'ordre pair), on achévera la
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démonstration en démontrant que 6 est injectif. Montrons l'injectivité de 8 :

g

soit e€ E tel que %: C2 avec £ dans u(K) ; ona %: 2 donc ef =elf cequi
— e (
montre que el = ef i.e. que el est dans E' ; en conséquence la classe de e

dans le quotient E/(E*u(K)) est la classe neutre et donc 6 est injectif.

Dans la suite nous serons particulierement intéressés par le cas des corps

cyclotomiques ; on a pour ces corps la proposition suivante :

PROPOSITION 0. 12. Soit K un corps cyclotomique et soit N le plus petit

entier tel que K est engendré sur ¢ par une racine de 1'unité d'ordre N ; si

N=z3 ona Q=1 si N estla puissance d'un nombre premier ef Q=2 sinon,

Démonstration (Iwasawa). On reprend les notations de la proposition précédente ;

ona Q=1 ou 2 suivant que 6 n'est pas surjective ou est surjective, Supposons
que N = prl pour un nombre premier p et notons { une racine de I'unité d'ordre
N ; si p est impair, -{ engendre le groupe Fon qui est w(K) donc ~¢ n'est pas

dans ;.L(K)2 ; si p=2, - engendre le groupe My qui est encore w(K) donc -
)2. Supposons que la classe de - dans u.(K)/;z(K)2
est atteinte par & ; il existerait alors un e dans E tel que gm - ; de l"—%: -
- 1=
. € € s e +
on tire alors que —F~ 77 clest-a~dire que 7 est dans K . D'autre part, p

1-C

est totalement ramifié dans K/ ; notons ordp la valuation de K associée a 1funi~

n'est toujours pas dans u(K

que idéal premier contenant p et normalisée par or‘dp(p) =1,0na
1

olp")

fait que T%E est dans K' puisque, pour tout x de K+v, or*dp(x) est le quotient d'un

nombre pair par ¢(p") et donc on a démontré que 6 n'est pas surjectif.

ou ¢ est 1'indicateur d'Euler ; cela contredit le

ordp(éz) = ~ord p(T -f) =-

Supposons que N n'est pas la puissance d'un nombre premier ; on désigne
encore par £ une racine de l'unité d'ordre N, Si N est impair, on a p(K)nuNx{ii}
et le quotient p(K)/ pL(K)2 est engendré par -f. Mais 1-{ est dans E, donc 1'éga-~
lité -1_-_-':_% = - montre que 6 est surjective, Si N est pair il est divisible par 4

T

- * 0 . h - s rd N -
sinon K serait obtenu en adjoignant a ® une racine de 1'unité d'ordre = ce qui
5 q
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contredirait la minimalité de N). Puisque N est pair, ¢ n'est pas dans ].L(K)2 ;

puisque 4 divise N, -1 est dans ;,t(K)2 ; en conséquence -£ n'est pas dans

pt(K)2 et on acheve la démonstration comme ci-dessus.
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§1. LES CLASSES RELATIVES DES CORPS CYCLOTOMIQUES.

Soient p un nombre premier et m un entier positif tel que

(m,p) =1 . Pour tout entier n O on pose q,= mpn+l si p#2 et
e o . R N
qﬁ=:m2n 2 si p=2 . On note @q le groupe des racines qggﬁﬁs

n

de 1l'unité, Kn le corps Q(uq | I h; le nombre de classes relatif
n —
e

de Kn et e; le plus grand entier tel que p B givise h; . On

va montrer qu'il existe trois entiers u . X~ et Vv avec 1 )0

et A7 )0 tels que, pour n assez grand, e; = P+ Tn+ v

(Ferrero et Washington ont démontré que u =0 ce qui avait été con-
jecturé par Iwasawa, mais nous ne parlerons pas de ce résultat ici).

Signalons gu'il existe une démonstration algébrigque de cette formuli

e e
{on note e et e+ les plus grands entiers tels que p et o) B

n
divisent respectivement le nombre de classes de Kn et le nombre de
. : + P
classes du sous-corps réel maximal Kn de Kn . on montre algébrigque-
+ ) yt ] +

ment qu'il existe des entiers u , A , v , U v tels que

+ +
e, = uwpl+An+v et e, = ¥p +X ' n+v pour n assez grand ; on en
b s , - - - - - +
deduit par soustraction e, = u pn-%x n+v avec L = u=u o,
bl + - + ¥ » >
AT = A=) et v = v-v ; Ferrero et Washington ont démontré que
4 # + —
w=0 , il en résulte que u et 1 sont nuls). Nous allons donner

ici une démonstration reposant sur les technigues développées dans la

partie I de ce cours.
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Nous supposerons dans ce paragraphe gque p est impair ; le cas
p=2 se traite de maniére analogue. Posons Gn = Gal(Kn/Q) ; on
*
identifie le groupe G, au groupe (qunZ) en associant a 0€5Gn

1'élément x¢€ (Z/qnz)* tel que 0(§)=¢* pour tout § de uq . Le
n

groupe Gn des caractéres de Gn s'identifie donc au groupe des
caractéres modulo a, i si € est un élément de én , on note {(comme
au §0) ¢P¥ le caractére primitif équivalent au caractére modulo a,
*
associé & € . Le groupe {Z/qnz) est canoniquement isomorphe a
* * n+l

(z/mZ) %(Z/pZ) XL (1+pZ)/{(1+p" "Z)] ; on note A et R~ les sous-

* *
groupes de G gui s'identifient respectivement & (Z/mZ) X (Z/pZ)
n+l -

. = A ::A R ]
Z) ; on a donc Gn XRn et G AXRn si

et a (1+pZ)/(1+p N

A et ﬁn sont les sous=—-groupes de aﬂ formés des caractéres dont
les novaux contiennent respectivement Rn et 4 . Comme au §6 de 1la
partie I de ce cours, on choisit une fois pour toute un plongement de
la cldture algébrique @ de @ inclus dans € dans la cldture al-
gébrique @p de Qp : on reprend le vocabulaire et les conventions
introduites dans ce §6 de la partie I. En particulier ® est le
caractére modulo p dont la valeur en un x de Z premier & p
iéme

de 1'unité congrue & x modulo pﬁé ; on

note 1'élément de G, qui s'identifie au caractére modulo qa,

est la racine p-1

~

équivalent & @ ; le caractére w ~est dans A . Enfin on note
ordp la valuation de @p normalisée par ordp(p)==l : on a donc

en==crdp(hn).

LEMME 1.1. Ona e_ = n+1+ord I L(0,e6)\ .
n P rgc

R
et
Démonstration. On a vu {(proposition 0.8) que h; = Qw g&m(% L{0,€))
LG

n
et que (proposition 0.10) Q=1 ou 2. Puisque p#2 , on en tire

e =ord (h ) = ord (w)+ord ( 1 ©L(0,8)) ; on conclut en remarquant
n P n P gea"
n -~

que ordp(w) = n+l et que le groupe G; est le produit direct
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Montrons la proposition suivante

PROPOSITION 1.2. On a ord ( T L(0,6778)) = —(n+l1).
b B€R n

Démonstration. Par définition (voir §0) on a, pour tout 9 de ﬁn .
1'égalité L(O,&gle) = L(O,(a£13)pr). Le conducteur de a;le est une

puissance de p mais n'est pas 1 puisque ugle est distinct du

caractére unité quel que soit & dans R . Le produit W LoPT  ge
wl = (aﬁr)—l qui est un caractére modulo p par gPT qui est un

caractére modulo une puissance de p est un caractére modulo une
. 2 . A "‘ls pr
pulssance de p equivalent a (ak 9) ; on a donc

L(0,w L9PT)

]

L(O,(wgle)pr). On sait (I, §6, définition 6.4) que

- Ln(0,8P%, )
L(0,« 10P%) = L (0,8P%) et que L _(0,6°%) = p! si C est
p p 1-6PF (c) ()

un élément de Z  tel que 9PF(c){c) # 1 . Rappelons (I, §6, défini-

tion 6.1 et I, §5, théoréme 5.7) que Lp(s,@pr,c) est une fonction
d'Iwasawa ; cela signifie que, si R est l'anneau des entiers d'une

8P ot si v

extension finie de Qp qui contient les valeurs de
est un générateur du Zb-module 1+2p Zb , alors il existe une série
£(T,99%,c) € R[[T]] telle que f£(¥ °-1,8P%,c) = Lp(s,epr,C) pour
tout s de Zé . Le caractére 6P &tant (avec le vocabulaire de
I, §7, définition 7.1) un caractére modulo une puissance de p de
seconde espéce, on a (I, §7, proposition 7.11) 1'égalité

£(T,0P%,c) = £(8PF p()/)(1+T)—1,1,C) ol le caractére 1 désigne le

caractére unité modulo 1 (i.e. celui gui vaut 1 pour tout x de

f(69r| (¥)-1,1,C) "
= fpr ; choisissons C%£2Z
1-8P% (¢) (e)

tel que Cp = 1+p ; on a alors (C> = 1l+p et 8PT(C) est une racine

Z). On a donc Lp(O,apr)

de 1'unité qui engendre 1'image de 6PT | En conséquence, lorsque ©

décrit ﬁn , les 9PY(c) décrivent le groupe u = des racines
p

p" TS ge 1'unité. De méme lorsque 9 décrit ﬁn , les 6PF p()/)
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décrivent aussi le groupe u L - Ona donc 1'égalité

b
1 L (0,9P%) = 1 iéQZEi%Lgl , c'est-a-dire compte-tenu de ce
gcr_ P 3" ¢ (1+p)
n n
p
qu'on a fait au début de la démonstration
i L(O,afle) = 1 ﬁi%;l&l;gl . D'autre part, si ¢ est une racine
BeER n CEy &-pg
n n
p
de 1'unité d'ordre p* on a ord (1—Q-—p€)_1 = - 1r . Montrons
P ¢(p")
que, pour tout ¢ de u L, ona ordp(f(é—l,l,c)) =0 : on a

b
£(¢-1,1,C¢) = £(0,(-1,C) modulo ({-1)R puisque £(T,1,c)<€RI{T]] ;

comme ordp(Q—l) > 0, il suffit pour montrer notre assertion de mon-

trer que ordp(f(O,l,C)) = 0 ; mais £(0,1,C) = (1—<c>)Lp(o,1) =
- p~-1 _ p-1 _
-p L(O,w l) =p X W 1(t)B (E) = Z W 1(t)t puisque B_.(X) = X—l
_ 1'p _ 1 2
t=1 t=1
p—l -1
et que ¥ W T(t) = 0 ; enfin, par définition de w , on a W(t)=t
t=1

]

modulo pZ_ , donc we)t

i

1 modulo pZ% ., donc £(0,1,C) = p-1
modulo pzb ce qui montre que ordp(f(O,l,C)) = 0 . On a donc

n

ord ( T L(O,w;le)) = Xz 2* - lr ) si u*r désigne l'ensenmble
p BER r=0 (€u’_ o(p) p
b
* ’
des racines de l'unité d'ordre pr ; le cardinal de u r étant
p
o(p’) ona ord ( 0 L(O,a;le)) = -(n+1) , C.Q.F.D.
P ger
n
COROLLAIRE 1.3. On a e,_ = ord 1 L(0,e8)\.
n Plrger
Jn -1
e€AN{w T}
n

Démonstration. Claire en juxtaposant le lemme 1.1 et la proposition

1.2.

PROPOSITION 1.4. On a e. = e_+ord I L _(0,ePToPT)
n © p 9€R \{1} P

e€AT\{1}
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Démonstration. Le corollaire 1.3 appliqué avec n=0 montre que

ord LI L(o,e)) = e . On tire donc du corollaire 1.3 que
Pleea™\{w )} o
n
e; = e;-bord 1 L(0,e9)\. Pour tout B6¢€ Rn\{l} et tout €€4,

P eeﬁn\{l}
e€a~\{w 1}
n

le conducteur de £9% est divisible par p : il en résulte que

~ A ~ e fu — 1 f » 1 .
les deux caractéres (€8)P% et (ca%)pLapr(u% )P*  sont définis
modulo le méme entier, donc sont égaux ; les fonctions L qui

leur sont assocides sont les mémes ; en particulier on a

L(0, (£9)PT)

L(O,(eah)prepr(w;l)pr) ; mais, par définition,

L(0, (¢8)PY) = 1(0,€8) et (agl)pr = wl; on a donc

L(0,€8) = L(O,(Eah)preprafl) ; enfin (I, §6, définition 6.4) on a
L(O,(Ewn)prspr&rl) = Lp(O,(Eaa)pr9pr) et la proposition résulte de

ce que €W, déerit AH\{1} lorsque ¢ décrit &\{wgl} .

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la formule annon-

cée au début de ce paragraphe :

THEOREME 1.5. Il existe trois entiers positifs cu nuls u , X

et v tels que e = WPt AN Tn+ VT

Démonstration. Désignons par R 1'anneau des entiers d'une extension

finie de Qo contenant les racines de 1'unité d'ordre @(mp)pn . de
iy

sorte que R contient 1'image de tous les caractéres de Gn . Pour
tout €€ A {1} et 8¢ ﬁn , on varifie que ePTOPT  nirost pas de
seconde espéce (I, §7, définition 7.1) ; en conséquence (I, §7, thé-
oréme 7.2) la fonction Lp(s,eprapr) est une fonction d'lIwasawa ;
comme en I, §7 notons g(T,eP 8PT) 15 série de R[[T]] telle que
Lp(s,eprapr) = g(y-s-l,eprepr) ol ¥ est un générateur du Zb—module
1+2pr . Les caractéres 9P% 4tant, pour tout §€ ﬁn , des carac-

téres modulo une puissance de p et de seconde espece., on tire de la
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proposition 7.11 du §7 de la partie I que g(T,ePT8P%)

g(9pr p(7) (1+7)-1,eP%y, Lorsque 9 décrit Rn\{l} , les B8PF p(7)

décrivent u n\{l} , donc
p
L0 1 (0,ePTePYy = 1 L0 g(-1,ePT)
6er N1} P cen Nt eedt\{1)
e€AF\{1)} b
Posons alors g{(T) = L g(T,Epr) ; nous aurons besoin du lemme
e€at\{1}

suivant :

LEMME 1.6. La série g(T) est dans zp[[T]].

Avant de démontrer ce lemme, voyons comment il permet de con-

clure la démonstration du théoréme. Désignons par le plus grand

entier tel que pLL divise tous les coefficients de g(T) et par
b+l

A" le plus petit entier tel que p ne divise pas le coefficient

de TX dans g(T) ; le théoréme de préparation de Weierstrass

p—~adique ([23], [8]) montre que g(T)==pu (T>L +b _ T>t —1+...+bo)u(T)
-1

ou les b, pour i=0,...,A-1 sont dans pr et o0 u(T) est dans

(Zb[[T]])* . En conséquence, si §{ est une racine de l'unité d'ordre

p- . cn a ordp(g(é-l))=;¢_4-ordp[(€-l)x +bk——1(g_l)

A 'l+...+b 1
o)

compte-tenu de ord ({-1) = L et de ord (b,) »1 pour
P r i
e(p”)
i=0,...,A -1, on déduit de 1'égalité précédente que
ordp(g(g—l)) =u + A'r dés que ©(p") X~ . Pour tout r notons
?(p™)

* ’
de nouveau Mo 1'ensemble des racines de 1l'unité d'ordre pr7 suppo-

sons n assez grand pour que w(pn)> A7 et notons r, le plus grand
r
entier tel que ©(p ©){1X” . On a alors
ord I R g(é—l,epr)ﬂ = % ord (g(¢-1)) =
p [Qeu. n\{l}(EEA-*'\{l} L€y n\{l} p
p P
u_(pn—l)-k(n—ro)k—-kx ol

r —

X = % ( £ ord [c-1) 4
P A"

)
(€-1) l+...+bO] . En juxtaposant
r=1 Qéur

-1
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ce gui vient d'étre dit et la proposition 1.4, on obtient

. = e p +A n+X-r X +e soit e = u p +X n+v ui t
N P o o n "P n qui est la

formule cherchée. Il ne reste plus qu'a démontrer le lemme

Démonstration du lemme 1.6. Montrons ¢ 'abord que, pour tout s de

Z, . ona gy~ 5-1) € Zp si Y est le générateur de 1+2pZ§ choigi

ni-dessus. Les 1-k pour k entier, k»1l et k divisible par p-1

~tant denses dans Zb , il suffit de montrer que g(Vk_l—l)E Zb pour
tous ces k . Pour un tel k , on a g(Yk_l-l) = i g(7k~1_1,€pr)=
ecat {1}

| PT) 1 22 (p) ) |

1 L (1-k,€" = ! (1- JL(1-k,€ uisque p-llk
e€aT\{1} P e€at\{ 1} pl7k puisque p

Epr e ) -

implique (l-———iéil)L(l—k,E) = L(l—k,€pr&!k) . Le groupe A

P
s'identifie au groupe de Galois Gal(KO/Q) et A& sgs'identifie au

~

groupe des caractéres de Gal(KO/Q) ; le groupe A% s'identifie au
groupe des caractéres de Gal(K;/Q) si K; désigne le sous-corps

réel maximal de K . Ona donc (§0, résultat 0.4) QK+(1_k)
T L(1-k,e) =C (1-k) et donc T L(i-k,e) = —2 ; les

EEA K e€ah{1} i) i-k

fonctions ( étant les fonctions L associées au caractére unité

modulo 1 , leurs valeurs aux entiers négatifs sont dans @ , donc
I L(1l-k,¢€ est dan . Enfin, r elons que K _ =
cent(1) ( ) ans @ app g o Q(ump)

avec (m,p) =1 ; les caractéres £ de A dont le conducteur n'est
pas divisible par p i.e. ceux tels que €pr(p)740 sont donc ceux
dont le noyau contient Gal(KO/Q(up)) : ces caractéres s'identifient
donc avec les caractéres de Gal(Q(um)/Q). Les caractéres € de At
tels que Epr(p);rfO correspondent donc aux caractéres de
Gal(Q(um)+/Q) si Q(um)+ est le sous-corps réel maximal de Q(um).

De cela résulte que, pour un O € Gal(@®/Q) , 1l'ensemble des o (eP%(p))

coincide avec 1'ensemble des Epr(p) lorsque € décrit A+\{l} ; le

pr
produit AE ( }( -i—TéEl> est donc dans @ . On a donc montré que,
e€AT\{ 1] ol

pour tout k)1 tel que p-1 divise k, g(Vk—l—l) est dans Q ;
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comme il est aussi dans R , 11 est dans Zp . Pour terminer la

démonstration notons, pour tout T € Gal(ép/mp), par gT(T) la

- 3

série formelle dont les coefficients sont les images par 7 des

S

coefficients de g(T). On a clairement gT(Y— -1) = 7(g(¥"°-1)) pour

tout s de Zb ; mais T(g(¥ S-1)) = g(y °-1) puisque g(y °-1)¢% Zp,

-1) = g(v~°

donc on a gT(Y -1) pour tout s de Zb et donc (I, §2,

It

remarque 5.3) gT(T) g(T). Cette derniére égalité montre que
g(T) € Qp[[T]] : comme g(T)€R[{T]] , i1l en résulte que

g(T) € Zb[[T]]. C.Q.F.D.

REMARQUE 1.7. Supposons dans les données de ce chapitre que
m=1 ; le groupe A est alors formé des puissances de w s 1l'en-
semble A~ est alors 1'ensemble des ui—l pour k=2,4,...,p-1
Pour k=2,4,...,p~-3 le conducteur de ai est p ,
donc Lp(O,(&i)pr) = L(O,ui~l). On a donc, dans ce cas,

T L(0,8) = 1 L_(0,¢PY). En incorporant cela dans ce qui a été
€\ (aM) el NN(1)
fait dans les démonstrations de la proposition 1.4 et du théoréme 1.5,

on obtient e; = ord I g(f-1) avec g(T) = 1 g(T,a%).
Plcey N k=2,4,...,p-3
P

Faisons n=0 ; on obtient 1l'équivalence e;==0 si et seulement si
g(0) est premier & p . Mais g(0) premier & p est équivalent a

g(C-1) premier & p pour tout (€ , donc a

P
e = ord 11 -1 =0 .
0 p(gé-& g )>
b

D'autre part g(0) = 1 g(O,&$) ; pour ces valeurs de
k=2,4,...p-3 B
kX, ona L_(1k,&) = L(1-k, X0 ™) = (1-—=22)C(1-k) = -(1-p~ 1)K
P pl—k k

g (¥ o1, uk)

pour k#¥ O modulo p-1, la série g(T,dk) est dans R[[T]] , cdonc

~e

t d ord_(L_(1-k,uX) = . Mai -
et donc or p( p( ) ordp(Bk) Mais Lp(l {,Qk)

k-1 _ < -
g(¥ -lf@k) = g(O.w]) modulo (yk l«1)R . Pour k=2,4,...,p-3 on

a donc ordp(g(O,ak)) = 0 si et seulement si ordp(Bk) = 0 . Alnal
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on retrouve le résultat classique suivant : eo==O i.e. p ne divise

pas h; si et seulement si p ne divise aucun des B (dans Zb)

pour k=2,4,...,p=3 .
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§2. CLASSES REELLES ET UNITES CYCLOTOMIQUES.

Nous rappelons dans ce paragraphe des résultats classiques que

1'on peut trouver par exemple dans 7]. on reprend les notations du

+1 n+2

§1 et on suppose que m=1 ; on a donc qn=pn si p#2 , qn=2

si p=2, Kn==(D(LLq ) ou H g est le groupe des racines q;eggs
n n

de 1l'unité et Gn==Gal(Kn/Q). On va s'intéresser au nombre de classes
h; du sous-corps réel maximal K: de Kn . Nous montrons 1'existence
d'un sous-groupe Cycln du groupe En des unités de Kn dont 1'in-
dice dans En est h: ; ce groupe Cycln est appelé le groupe des
unités cyclotomiques de K .

Comme on 1l'a vu au §1, le groupe Gn s'identifie canoniquement
a (Z/qnz)* ; dans cette identification, le quotient G;==Gal(K;/Q)
de G_ apparait comme le quotient (ZanZ)*/{il} que nous noterons

n o
A dans ce §2. 8i € est un élément du groupe G, des caractéres

de GZ et si aEAn , hous notons €(a) l'image par € de 1'élé-

+ . . . \ .
ment de Gn qui s'identifie a a . Avec ce vocabulaire on a :

PROPOSITION 2.1. Soient h: et R: le nombre de classes et le

réqulateur de K 7 si Qn est une racine de 1'unité d'ordre q, et

€ esgt le caractére conjuqué de € , on a

1 | - 1
= AH % E(a) Log(...____>
rY ecgt\{1} (aéA l1-c2|
n n n n

o g P
54 |-
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Démonstration. Notons r,

» + . —_ 1
le degré de Kn/Q i.e. rn-im(qn) et

3 . . + Ed
D: la valeur absoclue du discriminant de Kn . On a (§0 résultats

r
2’ nn’ R
0.1 et 0.4) les égalités Res ¢ (s) = ——=0— = 1 L(1l,¢).
s=1 + hop i
2 |
K_ 2 /D; e€cT\{1}
T pr N o Cs s
Pour tout € de Gn , Oon note ¢ le caractere primitif associe a
€ et f(&) son conducteur ; par définition L(1,¢) = L(1,ePh).
q /£(¢) £(e) . ¢
Posons &, = Qn et T(e) = = PPy , : on a alors (I, §8.
t=1

() . b

remarque 8.25) L(1,ePt) = -
£09) pe(z/s(erm ™

ePT(b) Log(1-¢_°).

Compte-tenu de ce que ePY(p) = PP (p) pour tout b€ (Z/f(E)Z)* et

b -b b 2
de ce que Log(1-C°) +Log(1-¢("") = Log 11-¢®| , on a (notations
évidentes) L(1,g) = - r(e) z 2 EEE(b) Log(‘l-Qb‘).
. FET pe(z/e(e)z) N1} ;
On a donc 2" h: R; 1 :%E% z 2 ;EE(b)Log L
3 ———————— T
2 VD; e€6N\{1) EE) pe(z/eerm " /i) QI-CED

qui, compte~tenu de la proposition 0.6 du §0, donne

+ _ 1 _pr 1 .
h = = il z ¥~ (b) Log(~——-—ﬁ . Soient
"R SEéz\{l}{bE(Z/f(E)Z)*/{il} \1-g§l}

*
maintenant a un élément de (Z/an) et b 1l'image de a dans

(Z/f(i)z)* par la projection canonique de (Z/an)* sur (Z/f(s)z)*;

q /f(¢e) b
on a (Cz) n =C En conséquence, si X est une jindéterminée,
a qn/f(e) b \
ona 1 ol x (X—Cn) = (X -£g) ou a-b signifie que
€(2/p " 2)
a—>b * *

l'image de a par la projection de (z/qnz) sur (Z/f(e)Z) est

b ; en faisant X=1 il vient n 41 x (1-¢3) = 1—@? d'old 1l'on
a€ (z/p"" " 2) n
a”b

*
tire, pour tout b appartient (Z/f(e)z) {*¥1}, 1'égalité

Ju 11-¢21 = il—C?! avec des notations évidentes. En remplacant
a€a =
{ n
a”b
ll—Q?? par ce produit dans 1l'expression de h; donnée ci-dessus,

on conclut en remarquant que eEPT(pb) = E(a) si a=b
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Rappelons deux lemmes

LEMME 2.2 (Frobenius). Soient G un groupe abélien fini et £

-~

une application de G dans € ; cn note G le groupe des caractéres

de G et ®y,....x_ les éléments de G . Ona I, (I e(a)f(a)) =
n e€G  afG
; ce déterminant ne dépend donc pas de 1'ordre

det(f(Xin i=l,...,n
j=l,..-,n

xl,...,xn dans leguel on a rangé les éléments de G , nous le note-

.

rons det aEG(f(ba
bEG

Démonstration. Notons V 1'espace vectoriel des fonctions de G dans

C ; pour tout i=1,...,n , notons [xj] 1'élément de V qui vaut 1

sur x, et O sur xj si 1#73 ; il est clair que la famille des

{[xj]} est une base de V sur C€ . Désignons par T 1'ap-
© i=l,...n

plication linéaire de V dans lui-méme définie par T([xj]) =
f

s

z f(c_l)[cx.] pour j=1,...,n ; on a ™lx.]) =
c€G J J 1
-1

donc le déterminant de l'application T est det(f(xjx; ));=1 n

(xjxgl)[xi]

i

j=l,...,n
D'autre part, la famille des caractéres {E}eéé est une autre base
de V ; pour chacun de ces € , ona ¢ = % £(g)lg] ; on en tire
9€G
T(e) = (& €(a)f(a))e qui montre que le déterminant de T est
a€G

I, (2 e(a)f(a)) et montre que det(f(x.x?l))‘.__l =
£€G afG J x i= 1 eee

J3=1,...,n
I (2% e(a)f(a)). C.Q.F.D.
EEG  afG

LEMME 2.3. On garde les notations du lemme 2.2 ; on a

T (2 e(a)f(a)) = det(f(xjx;l>-f(x;1))

~ ; comme dans
e€g\{1} a€G

i=1l,...,n

j=1,...,n
-1 -1 , ,

le lemme 2.2, nous notons det aEG\{l}(f(ba ) - f(a 7)) ce déterminant.

pEer{ 1}

Démonstration. Supposons que x, est 1'élément neutre. Considérons

la matrice M = (f(xjx;l)) ol i est 1'indice de colonne

i=l,....,n
j=1,...,n

et Jj 1'indice de ligne. A partir de M formons Ml en remplacgant
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la premiére colonne de M par la somme de toutes ses colonnes et en

conservant les autres. Les déterminants de M et de M, sont égaux.

Les termes de la premiére colonne de Ml sont tous égaux a L f(a) ;
atc
en conséquence, le déterminant de M, est égal au déterminant de la

matrice M2 obtenue & partir de Ml de la maniére suivante : on

conserve la premiére colonne et, pour i »2 , on soustrait de la

. iéme ,
17— colonne de MJ la colonne dont tous les termes sont égaux a

1

f(x: ). Le premier terme de la premiére ligne de M2 est . f(a)

a€G
et les autres termes de cette premieére ligne sont O ; en développant

par rapport a cette ligne, on voit que le déterminant de M, est

( z f(a)> det aGG\{I}(f(ba—l)--f(a_l)). Ce déterminant est égal au
ate {bEG\{l} |
déterminant de M qui, d'aprés le lemme 2.2, est I, (2 e(a)f(a)) ;

e€G  a€G
notre lemme résulte de la comparaison de ces deux valeurs.

Il—éa_ll \

+ 1 n \
PROPOSITION 2.4. On a hn = =3 det{aeA \{l},Log __—_;—:T_ .
n l1-¢2% |

Rt’l
b€a \{1}
n

’ . s . +
Demonstration. On utilise le lemme 2.3 dans 1l'expression de hn

donnée dans la proposition 2.1.

1-C
*
Pour tout b€ (Z/qnz) , le gquotient u, = g est une unité
1-C
1-6 1-C -1 1-¢_ n
de K 1'égalité = = = . —f | montre que le groupe
l—Cn l—Cn l—Qn

*
engendré par les u, lorsque D décrit (Z/qnz) ne dépend pas de
la racine de l'unité Qn d'ordre q, Qque nous avons choisie. On

pose la définition suivante :

DEFINITION 2.5. Le groupe des unités cyclotomiques du corps K

n

est le sous-groupe du groupe des unités de Kn engendré par les ub

*
pour b parcourant (Z/qnz) . Nous notons Cycln ce_groupe (il

contient le groupe des racines de 1'unit? de A puisque q4==—én).

2) Le groupe des unités cyclotomiques du corps KZ est
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. +
1'intersection de Cycln et _de Kn ; nous le noterons Cycl; .

-+

LEMME 2.6. Soient En et En les groupes des unités des corps
+ _ + +
Kn et Kn ; on a fEn .Cycln] = [En .Cycln].

» L3 2 . ) > - + . . » [} 13 . 2
Démonstration. La dafin‘tion de Cycln implique l'injectivits de

. + : . o :
1'homomorphisme de E;/Cycln dans En/Cycln induit par 1'injection

de E: dans E - D'autre part on sait (§0, propositions 0.9 et

s . c . +
0.12) que toute unité de En est le produit d'une unité de En par

une racine de 1l'unité de Kn . Ces racines de l'unité étant dans

Cycln . notre homomorphisme est surjectif et le lemme est démontré.

1 ot .
LEMME 2.7. Posons r_ = 5%(q ) = [K :@]. Soient bl,...,brn_l

*
une famille de r -1 &léments de (Z/qnz) dont 1'image dans A

est An\{l} ; le groupe Cycln est engendré par les U, pour
i

i=1,...,b_ _; et par u(Kn).

n b 1-C
Démonstration. Cela résulte clairement de 1'égalité Eb = -Qn g
n

[
{
()

1-¢ 1-¢
pour tout b€ (Z/an)* .

+ + +
PROPOSITION 2.8. Oon.a h_ = [E_ :Cycln].

Démonstration. Les propositions 0.9 et 0.12 du §0 montrent que toute

[} 2 2 L] L] 0] 2 +
unité de Kn s'écrit comme le produit d'une unité de Kn rar un
£14ment de u(Kn) ; nous emploierons plusieurs fois ce fait sans le

Lre-b g
n

+
. - = €EE ;
i, ona u ﬂi vy avec ﬂl u(Kn) et V. En ; les Vi sont

i i i i

rejustifier. Soient b comme dans le lemme 2.7 ; pour tout

définis au signe prés puisque +1 et -1 sont les seules racines de

., + + p
1'unité contenues dans Kn ; montrons que Cycln est engendré par

+ . ' _.-1 - + .
les vbi et par 1 : tout d'abord vbi——ﬂi ubi donc vb%aCycln ;
r -1
. + n n{(i)
d'autre part, soit v<¢Cycl :; ona v&Cycl donc v=7 I w
n n ‘?:1 Q
r. -1 r -1
: n (i), & n(i)
pour des n(i)€Z ; on a donc v=(n1 §m ) T v
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quantité entre parenthéses est une racine de l'unité et est égale &

r -1 -1
( il vg(l)> v qui est un réel, c'est donc +1 ou -1 et notre

i=1 i
assertion est démontrée. Nous allons montrer que le régulateur du
a
l1-¢2 |
‘unité > é& let _—
groupe d'unité engendré par les vb% est de aeAn\{l} Log a_l
pea 1) EE SO

N . . + . .
en vertu de la propocsition 2.4 cela impliquera que hv1 est l'indice

4

dans E;/{il} du groupe engendré par les classes des b dans
i
E;/{il} et donc que h; = [EZ :Cycl;] ce qu'on veut. Pour chaque

i.=.l,...,rn—1 ., notons Si 1'automorphisme de Kn qui envoie ¢

b7l 0 oprl
sur { ° ;ona O.,(u ) =————, donc O,(v, ) =0,(1."). ——
n i b, b.b.l i bj it j b B!
1-¢ 3+ 1-¢ 37
-1 n n
b,
l1-c * |
lgi(vb.)l = ————;—;:T— - Lorsque i décrit 1,...,r -1 la restric-
l1-¢ 3+ |
n

. \ + » . ’ » . 1
tion de Gi a Kn déecrit tous les éléments de Gal(KZ/Q) distincts

de l'identité ; le régulateur du groupe engendré par les v, est

-
oo

donc la valeur absolue du déterminant det(Loglo, (v.)!|)._
13 1—1,...,rn-1

j=l,...,rn—l

/ Ch
l1-¢ > |
det| Log ‘———lLTHf ; mais ce déterminant est
b.b.
. i
ll-*’n:l | i=l, ..., r -1
n
j—l,...,rn—l
-1
l1-¢2 |
d Log . , gqui est positif comme le montre la

et[aEAn\{l}
p€a \ {1}

proposition 2.4 et donc est le régulateur du groupe engendré par les

v ; c'est ce gu'on voulait.

~e
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§3. UNITéS CYCLOTOMIQUES ET I EXTENSIONS.

Ce paragraphe sert essentiellement d introduire le théoréme 3.7
qui sera démontré dans les deux paragraphes suivants. Nous reprenons

les notations du §1 et nous supposons que m=1 et que p est

impair. On a donc Kn==Q(u n+l) , Gn==Gal(Kn/Q) et G est canoni-
p
. N n+l_, ¥
quement isomorphe & (Z/p ~Z) . On pose K = g K et
n/O

s . . n+l_, *
G, = Gal(K,_/Q@) : on note # 1'isomorphisme de G, sur lim(Z/p %)

[oe]

gui est la limite projective des isomorphismes canoniques des Gn

n+l_., * \ n+l_,* _ _* _
sur les (Z/p "Z) . Ona 1lim(Z/p ~Z) = Zb = up_1><(1+p2b) donc

®x identifie G_ et X (1+pr). On note A et ' 1les sous-

0.e] Mp_l

qui s'identifient respectivement & M o-1 et a
1+pr ; on a donc [ = Gal(Km/Ko). Pour tout n »0 , on pose aussi
Tn = Gal(Km/Kn) de sorte que Tn s'identifie & l+pn+1Zb , que

Gal(Kn/KO) = T/Tn et gue T==To . Le groupe ' s'identifie (non

groupes de G

(o0}

snoniquement) au graoupe Zb ; pour cette raison nous disons que
Km/Ko est une I'-extension (en général, lorsque une extension
galoisienne L/K a un groupe de Galois isomorphe a Zb , on note I
son groupe de Galois et on dit que L/K est une [-extension).

Pour tout entier n ) O , on note p 1'unique idéal premier de
Kn contenant p ; on note Cn le sous-groupe du groupe Cycln des

unités cyclotomiques de K (§2, définition 2.5) formé des éléments

congrus & 1 modulo R, - Enfin nous choisissons une cl8ture algé-
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brique @p de Qp et un plongement de K, dans @p de sorte que
1'on considére les Kn comme inclus dans @p ; on désigne par @n
1'adhérence de K dans ép (donc @n est le complété de K en
gn) et par U le groupe des unités principales de Qn (i.e. 1le
groupe des unités de én congrues & 1 modulo 1'idéal maximal de
Qn). Le groupe Cn est inclus dans Un qui est compact et nous
notons én 1'adhérence de C_ dans U . Le groupe En est donc
un sous-Z_-module de Un , nous allons nous intéresser au quotient

Un/(_!n . Rappelons le résultat suivant qui découle directement du

travail de Brumer [ 3] (conjecture de Leopoldt pour le corps Kn)'

PROPOSITION 3.1. Le Z, rang de c':n est %Qp(q )-1 .

Démonstration. %¢(qn)—l est le Z rang du groupe En des unités

de Kn ; Brumer [ 3] montre que, si Bpreesr®yq est une famille
Ew(qn)—l

d'unités libre sur Z , alors cette famille (considérée comme une
famille 4'éléments de Qh) est libre sur Zb . Le lemme 2.6 et 1la
proposition 2.8 montrent que Cycln est d'indice fini dans En :
1'élévation a la puissance p-1 envoyant Cycln dans C, » onen
déduit qu'il existe une famille de %m(qn)—l éléments de C, libre
sur Z ; le résultat de Brumer montre que cette famille reste libre
sur Z4_ ; on conclut en remarquant que, Zb étant compact, En est le

Zb-module engendré dans @n par C_ .

Pour tout n Y0 1le groupe Gal(@n/Qp) s'identifie a Gn puis-—
p est totalement ramifié dans Kn . Le groupe Un est stable par
Gal(én/Qp) donc est un Zb[Gn]—module. En remargquant que Cycln est
stable par Gn , on voit que En est aussi un Zb[Gn]—module.
D'autre part, Zb[Gn] est un Zb—module libre de dimension finie
donc, en tant que tel, est canoniguement muni d'une topologie que

nous appellerons sa topologie naturelle ; rappelons la définition :
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DEFINITION 3.2. Scient M un Zb—module libre de dimension

finie et ¢ un isomorphisme Zb—linéaire de M sur Z? XoooX Zb :

la topologie de M obtenue en transportant la topologie produit sur

Zp XX Zb par % ne dépend pas de @ et est appelée la topologie

naturelle de M .

On vérifie que, pour sa topologie naturelle, Zb[Gn) est un an-
neau topologique et que Un et En sont des Zb[Gn]—modules topo-

logiques. Par la restriction des automorphismes de K  a Kn , le

groupe A s'identifie au sous-groupe cyclique d'ordre p-1 de Gn
et on a Gn==A><T/Tn . L'anneau ZbEGn] contient donc les deux sous-
anneaux Zb[A] et Zb[T/Tn] ; les topologies induites par la topolo-
gie de 2b[Gn] sur ces deux sous-anneaux coincident avec leurs topo-
logies naturelles de Zb—modules libres de dimensions finies (défi-
nition 3.2) et donc tout Zb[Gn]-module N peut-étre considéré comme
un Zb[A] et comme un Zb[T/Tn]—module topologique, les topologies

de Z%[A] et de Zb[r/rn] étant les topologies naturelles. On note

hY

X la restriction de # & 4 , c'est-da-dire que x vérifie la pro-

priété suivante : si TE€L et si C est une racine de l'unité

1
. . iéme k2
d'ordre p , alors X(T) est la racine p-~1"=—" de 1l'unité de Z

telle que T(Cl)'= QE(T) . Les p-1 caractéres de A sont les X

pour i=1,...,p-1 ; on pose e, = _%T z xl(T-l)T ; on vérifie
p-1 . P TE€A

facilement que 1 = Z e, , que e,e.=0 si i#j et que e.=e, .
=1 * i7j i h

On en déduit gue tout Zb[A]—module N se décompose canoniquement en

p-1 . .
N= o x% o x¥

i=1

est 1l'ensemble des éléments de N invariants

par e, . Pour chague i on vérifie que N(l) est aussi 1l'ensemble

des éléments de N sur lesquels l'action de T€4 est la multiplica-

tion par X'(T) ; de plus si O = N, > N, > Ny ?> 0 est une suite

exacte de Zb[ﬁ]—module, alors O™ Nij) - N(l) - Nél) > 0 reste

2
exacte. Enfin, si N est un Zb[Gn]—module topologique, 1les N(l)
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sont de Zb[Gn]—modules topologiques dans la suite nous nous

intéresserons essentiellement aux N(l) en tant que Zﬁ[T/Fn]—

modules topologiques (on semble ainsi négliger 1l'information donnée

par l'action de & ; en fait cette information a déja été utilisée

dans la définition des N(l)). En résumé nous posons :

DEFINITION 3.3. Seit N un Zb[Gn]-modulev topologique : pour
i)

i=1,...,p~1 on note N( 1l'ensemble des éléments de N inva-

riants par e, = —= x it 1es NP sont des 7 [T/ ]-
i Pl qey P n
p-1 .
modules topologigques et l'ona N= © N(l) .
i=1

Dans la suite nous nous intéressons spécialement aux Zb[Gn]—
modules topologiques Un ' En et Un/an : 11 est clair gque 1l'on a

= (1) _ (1) =(1)
(Un/Cn) = Uy /cn .

Pour tout couple (m,n) d'entiers tels que myn »0 , on note
N la norme de ém sur ¢n ; c'est une application continue qui

m,n

envoie Um dans Un . Notons Cm une racine de l'unité d'ordre

m-n
pm+l contenue dans Qm de sorte que Qn = Ci est une racine de
*
1'unité d'ordre pn+1 . Pour tout c¢€ (Z/pm+lZ) , le polynome minimal
m-n
€ = -x)P -C°©
de 1-C_ sur Qn Qp(Qn) est (1-X) Cn donc
o o l—Qm 1—€n
Nm'n(l—ém) = —(1-€n) et donc Nm,n( 5 | = 5 - Cela montre que
1-¢ 1-C
m n
l'image par N = de Cycl (considéré comme inclus dans @m) est

Cycln (considéré comme inclus dans Qn) ; 1'image de l+gm par

Nm,n étant 1+gn on a donc Nm,n(cm) < Cn : la continuité de Nm,n

. 2, ~ —~ °~ C -~ .
et la compacité de Cm et Cn montrent alors que Nm,n(cm) Cn

En conséquence Nm n induit une application continue du quotient

’

Um/Cm vers Un/cn . De plus, la projection cancnique de G sur

G induit un homomorphisme continu de Z [G ] sur 27 [G ] et N
n p-m P- n m,n

est compatible avec cet homomorphisme (i.e. pour uG‘Um . x€ Zb[Gm]

on a Nm n(x.u) = me,n(u) en notant x 1'image de x dans Zb[Gn]);

’
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on en d2duit que N n(U(l)) et N (E(l)) sont respectivement

m m,n' m
inclus dans Uéj) et Eél) , donc que Nm n induit une application
(i) =(3) (1) =(i) —
de U /Cm vers U /Cn . Pour tout i=1,...,p~1 , les sys-
N (i) =(i) (1) =(i)
temes (Un ’Nm,n)m;nez ! (Cn ““m,n'm,n€7Z et (Un /Cn ’Nm,n)m,nGZ
sont des systémes projectifs ; la compatibilité de Nm n avee la

projection de Zb[Gm] sur Zb[Gn] implique la compatibilité de

. . r r
N, o avec la projection de Zb[ /Tm] sur Zf[T/ n] et permet de

définir une structure de 1im(Z [T/T ])-module sur lim(U(l)) .
«—""p " n « n
lim(a(l)) et lim(U(l)/a(l)) ; de plus si 1l'on munit toutes ces 1lim
—'"n = ' n n -—
des topologies limites projectives, ces lim(Zb[P/Tn])—modules sont
des modules tcpologiques. La proposition suivante est fondamentale

dans la suite.

PROPOSITION 3.4. Soit ¥ un Zﬁ générateur de T (*1+pr) et,

pour tout n , soit v, da classe de ¥ dans T/Tn ; on identifie

1 24 2 : rl 0 s -
Y avec 1'élément (yn)n}o de llm(Zp[ /“n]). Il existe un isomor

phisme d'anneaux de lim(Zb[r/Tn]) sur 1'anneau des séries formelles

Zb[[T]] gul _envoie ¥ sur 1+T . On pogse A = Zb[[T]] et on note

M= (p,T) son idéal maximal ; l'isomorphe précédent est un isomorphis-

me topologique si A est muni de la topologie M adique.

n
Démongtration. Pour tout n , posons a%(T) = (1+7)P -1 ; 1a surjec-

tion de Zb[T] sur Zb[r/rn] qui envoie T sur Y -1 induit un
isomorphisme topologique de Zb[T]/(wn(T)) muni de sa topologie
naturelle (définition 3.2) sur Zb[r/rn] muni de sa topologie natu-
relle. Si m)n , le polyndme ah(T) divise u%(T) donc
Zb[T]/(Qm(T)) se projette canoniquement sur Zb[T]/(a%(T)) ; modulo
les isomorphismes que l'on vient de décrire, ces projections corres-
pondent aux applications de Zp[T/Tm] sur Zb[r/rnj déduites des
projections de T/Tm sur T/Tn ; donc ii@(%é[r/rn]) est isomorphe
a iig(%b[T]/(uh(T))) ; toutes nos fléches étant continues. cet iso-

morphisme est un isomorphisme topologique. Pour conclure nous aurons
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besoin du lemme de préparation de Weierstrass qui s'énonce ainsi

(pour sa démonstration voir [14],L8}) :

PROPOSITION 3.5. Soit g(T) un &lément de A = Zb[[T]] qui

n'est pas divisible par p et soit ng le plus petit entier tel que
n

le coefficient de T °

n'est pas divisible par p . Alors, pour tout

f(T)Ee A, i1 existe un couple (Q(T),r(T)) unigue avec Q(T) dans

A et x(T) polyndme de deqré strictement plus petit gue n, tel

que £(T) = g(T)Q(T) +r(T).

Appliquons ce résultat avec g(T) = ah(T) ; on a no==pn donc
tout f£(T) €A est congru modulo uh(T)A 4 un polyndme et un seul
de degré strictement plus petit que pn ; cela implique que 1l'injec-
tion de Zb[T] dans Zﬁ[[T]] = A induit un isomorphisme de
Z@[T]/wh(T) sur A/uh(T)A . Munissons A de la topologie M adique
et A/&%(T)A de la topologie quotient ; 1'iscmorphisme précédent est
un isomorphisme topologique (Zb[T]/(a%(T)) étant bien slir muni de

sa topologie naturelle). C'est un exercice facile de montrer que A

muni de la topologie M adique est compact ; les a}(T)A sont donc

des sous-groupes fermés de A (image du compact A par la multipli-
cation par wr(T)) de A ; enfin, en remarquant que a%(T)EEmn+l
pour tout n , on voit que fl(u%(T)A) = 0 et notre proposition

n

résulte du lemme suivant :

LEMME 3.6. Soient G un groupe compact et (H4)46T une famille

filtrante décroissante de sous-groupes fermés distingués telle gue

1 H, = 0 ; on a alors G = lim(G/H.).
i€t N -

Démonstration. Voir [2] par exemple.

- . (1) ,=(3)
La proposition 3.4 montre que lJ,.m(Url /Cn ) est un A-module.
Le théoréme que nous démontrerons dans les deux paragraphes su’vants

s'énonce ainsi :
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THEOREME 3.7 (Iwasawa). Soit i=2,4,...,p-3 (:.e.
i€{1,...,p-1} , i pair et i#p-1) et soit Y(l)

on_a

1) L A -module Y(j)

est isomorphe & A/(FJ.(T)) ou

F.(T) est la série définie de la maniére suivante : on note g.(T)

la série telle que gi(%(Y)"S—l) = Lp(s,ug) pour tout s€Z (voir

I, §7) et on pose F, (T) = g%(i%t? -1).

2) Pour tout n YO , la proijection de Y(l) suy U(l)/aél)

induit un isomorphisme de A/(Fi(T)'ah(T)) sur U

REMARQUE 3.8. Appliquons le 2) du théoréme 3.7 avec n=0 ; on a

3 = AJ a i 3 3
ab(T) T , donc /(QB(T)'Fi(T)) est isomorphe a Zb/Fi(O)Zb . Mais

on a Fi(O) = gi(%(y)—l—l) = gj(%(v)j—l) modulo pr pour tout

)i—l

JEZ ; en particulier F,(0) = g, (n(¥ -1) = Lp(l—i,wl) =

L(1-i,wrw™ t) = (1_pl“l)g(1_i) = (p*"l—l)?i modulo pr . En consé~

guence, on a Uél) # Eél) si et seulement s? p divise B, ; ce

-

résultat était (au langage prés) connu de Kummer ; notre théoréme

apparait donc comme un approfondissement de ce résultat ancien.

REMARQUE 3.9. Si 1 est impair, les unités de K~ congrues a 1
modulo R, et invariantes par e. sont réduites & 1 si 1i#1 et

a o si i=1 (en effet, si TE&EA et si x est un élément
p .
d'un Zb[A]—module invariant pvar e, r ona T(x) = xl(T).x ; si T

est la conjugaison complexe et x une unité de Kn invariante par

e, , on a donc T(xX) = %X puisque x* (1) = -1 ; cela montre (propo-

sition 0.12) que x est dans wu n+l ¢ enfin par définit’on de X ,

p
tout x€u n+l est invariant par e, et cela prouve notre assertion).
P _
En conséquence Eij) est réduit a 1 si 1 est impair et 1#1

)

et a w si i=1 ; le quotient Uél)/aél est donc la partie

libre de U(l .
n
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Pour démontrer notre théoréme on va reprendre, dans le cas

cyclotomique, des arguments donnés par Coates-Wiles |5] dans le cas

elliptique. Nous étudlerons d'abord le A-module U = ljm(Ur
et nous nous servirons du lemme suivant :
LEMME 3.10. Soient U’ = 1:im(ul’)) et () o 1spl)
2 -—— n - n

(1) z(3) . A ;
alors U /C est isomorphe en tant que -module a
. (1) ,=(i)
llm(Un /Cn ).

Démonstration. Pour tout n »O on a une suite exacte de Zb[r/rr}—

module O — éél) - U;l) - U;l)/éél) % O ; en passant & la limite pro-
jective, on en déduit une injection de lim(Zb[r/Pp]) = A module de
U(l)/a(l) dans lim(Uil)/Eél)) et on sait que 1'image de cette

(1)

injection est dense. Les U U(l)

étant compacts, est compact
donc notre image est compacte et donc est lim(Uél)/éél)) tout

entier ce qui achéve la démonstration.

Pour terminer ce paragraphe, rappelons que l'anneau A a été
étudié par Iwasawa ; les résultats d'Iwasawa sont exposés dans
[ ] par exemple. Rappelons ici (sans démonstrations) ceux de ces

résultats dont nous aurons besoin. On pose tout d'abord une définition :

DEFINITION 3.11. Soient M et N deux A-modules de type fini ;

on dit que M est guasi-isomorphe a N si i1 existe une suite

exacte de A-modules O2> A M~ N-> B> 0 avec A et B finis.

REMARQUE 3.12. La relation "quasi-isomorphe" n'est pas réflexive
comme le montre l'exemple suivant : on prend M=7= (p,T) et N=7 ;
ona 072 MN~->A->AM= Fp > 0 donc M est quasi-isomorphe a N .
Par contre, si A ~M est un homomorphisme de A-module et si a
est 1'image de 1 , le conoyau de cette fleche est MNa) ; il est
facile de vérifier que (a) ne peut pas contenir & la fois une puis-

sance de p et une puissance de T , donc que NAAa) n'est pas fini ;

cela signifie que N n'est pas quasi-isomorphe & M .
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PROPOSITION 3.13. Soit M un A-module de type fini, alors M

est gquasi-isomorphe a un A-module N du type

k n, e
N=AB(® Ap *N)® (9 A/(F.)) ol f. est un polyndme distingué
i=1 j=1 J J
n n-1 i
i.e. du type T + & a,T avec tous les a; divisibles par p .
i=0 -

Pour se servir de la proposition précédente il faut savoir

démontrer qu'un A-module est de type fini ; on a :

LEMME 3.14. Soit M un A-module topologigue compact tel gque

M/MM est de dimension finie sur A/MA = Fp , alors M est de type

fini sur A

Démonstration. Soit Mmy,...,m une famille finie d'éléments de M

dont les classes modulo 7M engendrent le Fp—espace vectoriel

M/MM . Notons Pi le A-module engendré par my,...,m ; ce module
est un sous-module de M et le quotient M/P est un A-module R
tel que R/MR=0 ; le lemme suivant montre que R=0 i.e. que M=P

et achéve donc notre démonstration.

LEMME (de Nakayama) 3.15. Soit R un A-module compact tel gue

R/MR=0 , alors R=0 .

Démonstration. Soit V un voisinage de O dans R ; pour tout

r€R , il existe un entier n(r) et un voisinage ouvert Vr de «r

n(r)

tel que A.s€V pour tout AEN et tout s€V_ . La famille

(v.) édtant un recouvrement ouvert de R , ona R = Vr .

r€R i=1 i
Soit alors n = sup(n(ri); j=1,...,n) , on a MRSV . Mais R/MR

nCs

li
O

implique R=7R et donc R=7"R ; on a donc RCV . Le voisinage V

de O étant arbitraire, il en résulte R=0 . C.Q.F.D.
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§4. LE A-MODULE pli)

On conserve les notations introduites au §3 et on étudie le

A-module U(l) . Pour cela nous commengons, pour tout nyo , par

interpréter U;i) comme le groupe de Galois d'une extension locale.
Plus précisément introduisons, pour tout n y0 la p-extension abé-
lienne maximale Mn de @n ; l'extension Mn/(Dp est galoisienne
donc le groupe de Galois Gn = Gal(@n/Qp) agit par conjugaison sur
le groupe abélien Gal(Mn/Qn) ; celui-ci, étant en plus une limite
projective de p-groupes finis, est canoniquement muni d'une struc-
ture de Zb—module : Gal(Mn/Qn) est donc un Zb[Gn]—module. Le corps
@ est inclus dans Mn , donc le groupe Gal(Mh/Qm) est un sous-—

groupe de Gal(Mn/¢n) ; nous le noterons In . On vérifie que In

est un sous—Zb[Gn]—module de Gal(Mn/Qn). On a donc (définition 3.3)

p-1
T = 1

1(1) chaque 1(1) étant un 7Z_[T/T J-module. Nous allons
n- ., n n P n

démontrer le résultat suivant :

PROPOSITION 4.1. Pour i=1,...,p-2 (i.e. i#p-1) les

Z [T/T_]-modules yli) et 1) sont isomorphes.
o) n. ———=  n n

Démonstration. Elle repose essentiellement sur la théorie du corps de

classes local que nous supposons connue (voir [lﬂ par exemple). La
démonstration sera divisée en 4 points.

1) Pour tout entier t »O , notons An £ 1'extension abélienne

maximale de ¢n d'exposant pt (i.e. telle que Gal(An t/‘I’n) est

t par pt) rona M = U a et A en consé-

nNeg =
£0 ™F e E
7

n+t ¢

’
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guence, si t et t2 sont deux entiers tels que t1'}t2:}0 , la

1
restriction des automorphismes de A a A induit une sur-
n,tl n,t2
jection de Gal(An'tl/@n+tl) sur Gal(An,tZ/@n+t2). Pour ces surjec-
tions le systeéme des Gal(An f/@n+t) est un systéme projectif dont

. est
r C

la limite est isomorphe & Gal(Mn/Qw) = In - D'autre part, A

une extension finie de @, et 1'application de réciprocité induit un

n
isomorphisme de n/(‘I’ )p sur Gal(A /¢ ). Posons
* 1 ” v » » [ » 0
@n,t = Nn_l_t,n(@n+ ) : l'isomorphisme de réciprocité identifie
t
@*p LY . «
t/( n) a Gal(An,t/@n+t) De plus, si t, et t, sont deux
t t

. Y Y & c & @*)P 1 c (&P

entiers tels que t,)t, 0, ona not, not, et (& (®))
t t

* *

donc on a une fléche de 2! /(@ )P vers @’ /(& )P . On sait
n,tl n n,t2 n

que celle-ci correspond a& travers l'isomorphisme de réciprocité a la

restriction des automorphismes de A a A , donc le systeme
n,tl n,t2

*
projectif des @A t/(q’n)p pour ces fléches est isomorphe au systéme

0 . @ 2 ’ . ' . I I

projectif des Gal(Ah,t/ n+t) défini ci-dessus ; en conséquence XL
t

v b 0 ] * p _ 1 @*

est isomorphe a llm(@n,t/(@n) ). Le sous-groupe @n,t de @ est
t
@' @* p ~ITi . A ,

stable par Gn , donc n,t/( n) est un Z [Gn] module ; de méme
le sous-groupe Gal(An t/‘i’n+t) de Gal( /@ ) est stable par

1'action de Gn (par conjugaison) donc Gal(A )  est un

&
n,t/ n+t
Zb[Gn]—module ; on vérifie sans difficulté gue toutes les fleches que
1'on a introduites sont ses Zb[G ] 1linéaires ; il en résulte que

gue 1'isomorphisme entre xn et lim( @' /(ﬁ )p ) est un isomorphisme

de Z [G ]—n@dules.
P n

2) Introduisons @' = () @ ; un élément x de @ est
tyo Mt n
dans @é si et seulement si on a (x,@m/Qn) = 1 en désignant par

(x,@w/@n) l'image par l'application de réciprocité de x dans

Gal(@w/@n). Pour tout entier t 0 , l'inclusion @AC?@A N induit une
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t t
application de @A/(@A)p vers @A t/(@;)p ; nous allons montrer

que cette application est un isomorphisme. Montrons d'abord qu'elle
t

P

est injective, c'est-a-dire que, si x€ @é et si x=vy avec

t

P

y € @n , alors vy¢€ éé : 1'égalité x=y impligque (x,@w/@n) B

t t
5 \D _ . . :
(v, 2./2)) donc on a (y,@@/@n)p = 1; mais Gal(%,/? ) est iso-
morphe a Zb donc est sans torsion ; on a donc (y,@w/@n) =1 ce
qui montre que yéfég qui est le résultat cherché. Pour montrer la

surjectivité remarquons tout d'abord que 1l'application de réciprocité

*
de @n vers Gal(iw/@n) est surjective : en effet, on sait que

*
1'image de ¢n par cette application est dense dans Gal(iw/én) ;

d'autre part, l'extension Qm/@n étant une p-extension totalement

* .
ramifiée, 1'image de @n coincide avec 1l'image de son sous-—groupe

compact U_; cette image est donc compacte et donc est Gal(Qw/@n)
tout entier. D'autre part, Gal(@m/@n) étant isomorphe & Zb , son
. ] t . 14 a\
— ]
sous—-groupe d'indice p quli est Gal(iw/¢n+t) est égal a

(Gal(?w/@n))p . Considérons maintenant un élément x de @é ¢ 7 pour
démontrer la surjectivité de notre application, il faut montrer que

t *
x=uzP pour un u€ Qé et un z¢€ én . L'élément (x,%2,/® ) est

*

n+t) ; comme on vient

dans Gal(?»/@n+t) puisque XEE@é,t = Nn+t,n<®

t
de le remarquer cela implique que (x,%,/¢ ) est dans (Gal(ﬂl’m/@n))p
t
i.e. (x,Qw/@n) =oP pour un O€ Gal(@w/@n). On a vu ci-dessus que

t
p =

- Oona (ud/2) =
t

t
(x,iw/@n)(z,ﬁp/@n)—p = 1 donc ué€ @é : on a donc x=uz’ avec

g = (z,@m/@n) pour un z<5¢§ ; posons U= Xz

* .
u € @A et z€ @n , c'est ce qu'on cherchait. Le groupe @A est stable

t
] : - ] ] p —
par l'action de G Gal(@n/Qp) donc Qn/(én) est un Zb[Gn]

t
module ; il est clair que 1'isomorphisme de QA/(@A)p sur
* pt . P . .
@é t/(@n) que l'on vient de décrire est un isomorphisme de ZfiGn]-

mcdule.
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3) En juxtaposant les résultats de 1) et 2) on voit que In
t
. _ N . , N o) _
est isomorphe en tant que Zb[Gn] module a 11m(@n/(§n) ). En con
séquence (définition 3.3), pour tout i=1,...,p~-1 , le Zb[T/Tn]—
module Iél) est isomorphe au Zb[f/rn]—module
t (i)

t 4(1)
[liﬂ(éﬁ/(éﬂ)p )] = %ig{(@ﬁ/(éﬁ)p ) ] . Notons ordgn la valu=

ation de ¢n dont 1'image est Z et posons U = U N iﬁ . La res-

triction de ordp a QA est un homomorphisme de groupe de Qﬁ
=n

vers Z dont le noyau est le groupe Vﬁ engendré par Uﬁ et par

t
up_l ; en remarquant que, pour tout entier t 0 , on a Vﬁ/(vﬁ)p =

t t
UQ/(Uﬁ)p on en déduit une suite exacte 0~ UA/(UA)p -
' t
éﬁ/(ﬁﬁ)p - zyptz : le groupe Ug est stable par l'action de G
t
donc UA/(Ué)p est un Zb[Gn]—module ; on définit aussi une struc-

ture de. Zb[Gn]—module sur Z/ptz en faisant agir Gn trivialement ;
on vérifie sans difficulté que notre suite exacte est une suite
exacte de Zb[Gn]-module. Pour chaque i=1,...,p~1 on a donc une

(1)

, t+(1) t .
suite exacte O - [Uﬁ/(Ug)p J - [@A/(@A)p ] *,(Z/ptZ)(l) de

Zb[T/Tn]-module ; comme (zyptz)(l) = 0 pour i#p-1, les Zb[T/Tn]—

ptq(4) pty (i) . .
modules [Uﬁ/(Uﬁ) ] et [Qﬁ/(éé) ] sont isomorphes si
i#p-1 . En passant & la limite projective, on en déduit que le
Zb[r/rn]—module Iél) est isomorphe au Zb[r/rn]—module

[ pt (1)
lim (Un/(Un) )] . Mais Un est un sous-groupe fermé de Un donc
t
est un groupe compact et les (U‘r'l)p sont une famille filtrante
décroissante de sous-groupes fermés dont 1'intersection est nulle
t

donc le lemme 3.6 montre que lim(Uﬁ/(Uﬁ)p ) = UA ; i1 en résulte que,
pour i#p-1 , les Zb[r/Tn]—modules (Uﬁ)(l) et Iél) sont isomor-

phes.
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4) Compte tenu de ce qui a été démontré en 3) il suffit,
pour achever notre démonstration, de voir que les Zb[r/rn]—modules

(Uﬁ)(l) et Uél) sont isomorphes si 1i#p-1 . Pour cela, notons,

k k
d'abord que @A est 1'ensemble des éléments de ¢; dont 1'image par

pour tout k »0 , par N la norme de @ sur Qp ; remarguons tout

*
Nn est dans le sous-—-groupe de Qp engendré par p : en effet, un

*
élément x de @n est dans @é si et seulement si Nn(x) est,

* *
pour tout %k »O dans Nk(@k) ; mais Nk(@k) est un sous-groupe de
*
Qp d'indice (p—l)pk qui contient 1+pk+1Zb puisque le conducteur
k+1 * . .

. M @ -— =
de Qk est p ; de plus Nk( k) contient p puisque Nk(l Ck) P
si Ck est une racine de 1'unité d'ordre pk+l ; le sous-groupe de

*
Qp engendré par p et par l+pk+12b étant d'indice (p-—l)pk .

* *
c'est le groupe Nk(Qk) ; en conségquence un élément de Qp est dans
*
tous les Nk(ék) si et seulement si il est dans le groupe engendré
par p et notre assertion est prouvée. Les éléments de Uﬁ = Unﬂ @5

sont donc les éléments de U, dont 1'image par N, est 1, c'est-

N
a-dire que l'on a une suite exacte 0 = U& - v, -, l+pr . On munit

1+p2§ d'une structure de Zb[Gn]—module en faisant agir Grl tri-

vialement ; il est alors clair que notre suite exacte est une suite

exacte de Zb[Gn]—module ; on en déduit donc pour chaque i=1,...,p-1
une suite exacte O ~ (UA)(i) - U;i) - (1+pr)(i) ; on conclut alors
en remarquant que (l+pr)(i) est réduit a 1'élément neutre si

i#F¥p-1 .

Pour tout couple {(m,n) d'entiers tel que myny0 , le corps
Mm contient le corps Mn donc la restriction des automorphismes de
3 i i i i X = o]
M & M induit une surjection de X Gal(Mm/ ) sur
In = Gal(Mn/Qw). Ces surjections sont clairement compatibles avec les

structures de Z LG | et 2Z [G ]-module de X et X donc elles
P~ m p- n m n

induisent pour chaque i=1,...,p-1 des surjections de 1;1) sur
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(i)

Iél) . Pour i#p-1, notons wn

1'isomorphisme de Zb[r/rn]—
module de Iél) sur Uil) construit dans la démonstration de la

proposition 4.1. En reprenant les quatre étapes de cette démonstra-

tion on vérifie le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.2. Pour i#p-1 , la famille des isomorphismes

i rd . . . . » Y » .
¢; ) définis ci-dessus est un isomorphisme du systeme proijectif des

Iil) pour les fléches induites par les restrictions des automorphis-

mes sur le systéme proijectif des Uél) pour les fléches induites par

la norme.

Ce corollaire permet de remplacer 1'étude de lim(Uél)) qui
nous intéresse par celle de lim(x(l)). Posons M, = U M_ et
<—'"n nyo P
L = 1im(X ) de sorte que X s'identifie a Gal(M,/%,). Chaque M_

étant galoisien sur Qp , i1 en est de méme de M, et donc

G, = Gal(@n/Qp) agit par conjugaison sur X ; le sous-groupe 4 de
G, agit donc sur X ce qui permet de munir X d'une structure de

Zp[A]—module ; en tant que tel il se décompose canoniguement en

p-1 . .
v="n 1(i ou 1 (1) est l'ensemble des éléments de L invariants
i=1
- l i -‘l » (i) 0 A
par e, = — I X (7 T)T ., Il est clair que X est isomorphe a
1 p-1 TEA
lim(xél)). D'autre part, chaque In étant un Zb[r/rn]—module topo-

logique et les fléches du systéme projectif des In étant continues
et compatibles avec les structures de Z;[F/Tn]—module, la limite pro-
jective X est munie d'une structure de ii@(Zb[T/Tn])~module topo-
logique donc (proposition 3.4) de A-module topologique. La proposi-

tion suivante sera fondamentale dans la suite :

PROPOSITION 4.3. On considére X muni de sa structure de

A-module ; la proijection de X sur In est surjective et son novau

est u%(T) , c'est-a-dire gue 1'on a une suite exacte

o—aw(T)Iaf,—ax - 0 .
n n
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Avant de démontrer cette proposition, tirons—-en le corollaire

qui nous intéressera dans la suite :

COROLLAIRE 4.4. Si i#p-1 , la proijection du A-module U(l)
(1)

sur Uél) est surijective et son novau est wn(T)U : le guotient

e

U(i)/(wn(T)U(i)) est donc iscomorphe & Uéi) .

Démonstration. De la suite exacte O - wn(T)I - X = In 2 0 on tire,

pour chaque i=1,...,p-1 , une suite exacte O a%(T)I(l) - I(l) -

Iél) 2 O ; notre corollaire résulte donc du corollaire 4.2.

Démontrons la proposition 4.3. Pour cela choisissons un généra-
teur ¥ de T et identifions (proposition 3.4) ;ig(%b[r/rn) et A
par l'isomorphisme qui envoie Y sur 1+T ; dans cette identification
ypn—l correspond a ah(T) = (1+T)pn—1 . Identifions aussi X et
Gal(M /%) ; la projection de Y sur In est alors la restriction
des automorphismes de M, a M .+ elle est donc surjective et son
noyau est Gal(Mm/Mn). En conséquence, la premiére assertion de notre
proposition est démontrée et la seconde est équivalence a 1'égalité
Gal(Mw/Mn) = (Vpn—l)Gal(Mm/Q»). Pour démontrer cette é&galité commen-
cons par montrer 1l'inclusion (Vpn—l)Gal(Mm/Qw) < Gal(Mm/Mn) : le
corps M étant le plus grand sous-corps de M, abélien sur @n
(puisque, par définition, M est la p-extension abélienne maximale
de @n), le groupe Gal(Mw/Mn) est 1'adhérence du groupe des commuta-

n
teurs de Gal(Mw/Qn) ; mais ¥P  est dans Gal(Qw/@n) , donc

(Vpn—l)Gal(Mw/@w) est inclus dans le groupe des commutateurs de
Gal(Mm/Qn) et notre inclusion est démontrée. Pour achever la démons-
tration il ne reste plus qu'a voir 1'inclusion inverse, soit
Gal(M,/M ) < (Vpn-l)Gal(Mm/Qw). Pour cela remarquons que
(ypn—l)Gal(Mw/Qw) est 1l'image du compact Gal(M. /%)) par la multi-

n
plication par yP -1 qui est continue ; en conséquence
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(ypn-l)Gal(Mw/?m) est un groupe fermé et, si Mﬁ désigne le sous-
corps de M, fixé par (an—l)Gal(Mw/ém) , l'inclusion entre groupes
que nous voulons démontrer est équivalente a 1l'inclusion entre corps
MI‘ICZMn . Enfin, par définition de Mn , 11 suffit pour montrer cette
derniére inclusion de montrer gue le corps MA est abélien sur @n .
Le groupe (Vpn—l)Gal(Mw/Qx) est clairement distingué dans
Gal(Mm/@n) , donc MAA est galoisien sur ¢n ; pour voir qu'il est
abélien il suffit de voir que toute extension galoisienne finie de

Qn inclue dans MA est abélienne sur én . Soit donc F une exten-
sion galoisienne finie de én contenue dans M’ ; posons E = FN & .
Le sous-groupe Gal(F/E) s'identifie & Gal(Fr%_/9)) qui est abé-
lien (puisque F2  est inclus dans M, qui est abélien sur @),
donc Gal(F/E) est abélien. D'autre part Gal(E/@n) est cyclique et
engendré par la restriction de an a E ; le corps F étant inclus
dans Mﬁ , l'action par conjugaison de Vpn sur Gal(F/E) est tri-
viale ; on en déduit facilement que Gal(F/@n) est abélien, ce qu'on

voulait.
Rappelons le résultat suivant dont nous aurons besoin plus loin :

LEMME 4.5. Soit n »0 un entier ; si i#1 le Zb—module Uél)

est libre de dimension p" . D'autre part n+1  est inclus dans

p

U(l) et U(l)/u est un Z -module libre de dimension pn .
n - n pn+1 — jo)

Démonstration. On sait que w a+1 est le sous—-groupe de torsion de

b
U, : par définition de X , il est clair que u n+1 €St inclus dans

(1) . , (1) (1) .
Un ; en conséquence Un /i n+1 et Un pour i# 1 sont des

Zb—modules sans torsion ; Un étant de type fini sur Zé , On en

déduit que Uil)/u

(i) s
ne1 St U pour i #1 sont des Zb modules

libres de dimension finie. D'autre part on sait Hﬁﬂ par exemple)

gu'il existe un entier x de Qn dont les conjugués sont linéaire-
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ment indépendants sur Zb ; quitte a multiplier x par une puissance
de p , on peut supposer que x est dans le domaine de convergence

de l'exponentielle p-adique. Notons alors u 1'image de =x par
l'exponentielle p-adique ; il est clair que le sous—Zb[Gnl-module

de Un engendré par u est isomorphe a Zb[Gn]' En conséquence, pour
chaque i=1,...,p-1 , le Z -module Uéi) contient un sous-module

. i . i

isomorphe au Zb-module (Zb[Gn])( ) . Mais (Zb[Gn])( ) est le

4 n , Vd
Zb—module engendré par les (ei.G)cer/rn et ces p générateurs

sont libres sur Zb ,» donc chaque Uél) contient un Zb—module libre

de dimension pn . I1 en résulte que les dimensions de Uél)/u n+1
n

et des U;l) pour 1#1 sont supérieures ou égales & p . Si 1'une
de ces dimensions était strictement plus grande que pn » alors la
dimension du Zb—module libre Uh/u a+l serait strictement plus

b

grande que (p—l)pn . On sait que la dimension sur Zb de Un/u n+1

P
est le degré de Qn/Qp ; celui-ci est (p—l)pn et donc notre lemme

est démontré.
Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 4.6. Si i#1 , p-1 alors le A-module U(l) est_iso-

morphe & A .

Démonstration. Pour tout i , on a U(i)/(MU(i)) = U(i)/(p,T)U(i)

puisque M = (p,T). Mais “b(T) = T , donc le corollaire 4.4 montre
que U(;)/TU(i) = Uéi) si 1#p-1 ; dans ce cas on a donc
U(i)/MU(i) = Uéi)/(Uéi))p . Le quotient Uéi)/(Uéi))p est un

A/ = Fp—espace vectoriel de dimension finie et U(i) est compact

(puisque U(l) est une limite projective de compact) donc, si

i#p-1, le lemme 3.14 montre que U(l) est un A-module de type

(1)

fini. La proposition 3.13 montre qu'alors s'insére dans une

suite exacte de A-modules
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(i)

(1) c~>C~*U > N?>D=>0

dans laquelle C et D sont deux A-modules finis et N est un
n

. k . £
A-module de la forme AI@B[_$ (A/p lA)]GB[ ® (A/f.A)] avec f,
i=1 j=1 J J

polyndme distingué. Chaque Uél) est sans torsion puisque i1#1 ,

donc U(l)

est sans torsion donc C=0 et (1) devient

(2) 0~ U(i) > N>D> 0.

Le MA-module D étant un A-module topologique, on a M D = O

mn+l

7

n
pour n assez grand ; comme wn = (1+T)P -1 est inclus dans
on a ahD = 0 pour n assez grand. Notons Yn le noyau de la mul-~-
tiplication par a% sur N ; dés que n est assez grand pour que

u%D = 0 , on a le diagramme suivant :

«< O

Y
n
(i) l
o-> v s N—D"=0
- |
o-ult) . §y—— 0

}
U( i )/wnU

l

0

€ «—

(i)

Z
N
2

[n)
OO &= «— 0 «— g« 0O
{ 58

O

dans lequel les lignes et les colonnes sont exactes. Le lemme du ser-
pent permet d'en déduire une suite exacte Yn - D - U(i)/ahU(i) -
N/whN'% D 2 O . Par hypothése i#p-1 , donc (corollaire 4.4) le
quotient U(i)/wnU(i)v est isomorphe a U;i) ; comme i#1 , celui-ci
est sans torsion, donc la fléche de D dans U;i) est la fléche O ;
notre suite exacte donne donc les deux suites exactes suivantes :

(i)

(3) 0~ U

» N/W N> D0
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(4) Y D0 .
n

Nous allons maintenant montrer que N=/A , c'est-a-dire que
r=1, k=0 et £=0 . Commengons par k=0 et raisonnons par 1'ab-
surde : si kX#O , le guotient N/wnN contient des facteurs du type

n :

A/(p l,wn)A avec ni750 ; la proposition 3.5 montre que A/wnA est

isomorphe a Zb[T]/u%Zb[T] donc que A/wnf\ est un Zb—module libre
de rang pn ; le quotient /\/(pni,wn)A est donc fini et son cardinal
est pnpni ; on en déduit que, lorsque n tend vers 1'infini, le car-
dinal du sous-groupe de torsion de N/wnN tend vers 1'infini ; dans
la suite exacte (3) la surjection de N/wnN sur D a pour noyau

Uéi) qui est sans torsion puisque 1# 1 ; la restriction de cette
surjection au sous-groupe de torsion de N/wnN est donc injective ce
qui implique que le cardinal de ce groupe de torsion est majoré par

le cardinal de D ; cela contredit le fait que ce cardinal tend vers

1'infini avec n et donc prouve que k=0 .

Montrons maintenant que r=1 . Compte-tenu de ce que l1l'on vient
g
de voir, ona N = Are;[ ® (A/fjA)] ; on a donc N/ahN =
j=1

1
(A/w A)rﬁ>[ D AJ(f., W )A] . Les polyndmes et f., étant distin-
n 3=1 J n n J

gués on déduit de la proposition 3.5 que A/uhA et A/fjA sont res-

pectivement des Zb—modules libres de rang pn et d. si 4d

J ]
désigne le degré de fj . Le Zb—rang de (A/ﬁ%A)r est donc rpn
k
tandis que le Zb—rang de & (A/(fj’a%)A) est plus petit ou égal a
k 3=1
d= % d. . D'autre part la suite exacte (3) montre que le Zb-rang
J=1

(1)

L4 \ n
de N/ahN est égal au Zb—rang de U,

donc (lemme 4.5) a p .

» by n -
En conséquence, des que n est assez grand, ona p = rpn-bdn ou
k
dn est un entier borné par 4 = Z d. ; en faisant tendre n vers
j=1

1'infini, on en tire r=1 ce qu'on voulait.
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Montrons enfin que £ =0 . Compte-tenu de ce qu'on vient de voir,

(/25,000 .

) )
ona N=//® [ ® (/\/f./\)J : on a donc N/J® N =A/w A &
3=1 J n n =1

Comme on 1'a vu en démontrant que =1, les Z%wrangs de N/uhN
et A/ahA sont tous les deux égaux a pn ; le Zb~rang de chaque
A/(fj'ah)h est donc nul, ce qui implique que chagque A/(fj,wn)/\ est
fini. Mais on a vu (en démontrant gie k=0) que le cardinal du sous-

groupe de torsion de N/whN est maoré par le cardinal de D , donc

l'assertion £=0 résulte du lemme suivant :

LEMME 4.7. Soit £ un polyndme distingué tel que le quotient

A/(f,wn)A est fini dés gue n est assez grand. Si _le cardinal du

quotient A/(f,&h)A reste borné lorsque n tend vers 1'infini,

alors £=1 .

Avant. de démcontrer ce lemme, montrons comment on achéve la
démonstration du théoréme 4.6. On spit maintenant que N=A ; le
noyau Yn de la multiplication par wh sur N est donc O ; la suite
exacte (4) montre alors que D=0 et la suite exacte (2) que U(i)

est isomorphe & N=A , c'est l'assertion du théoréme.

Démontrons le lemme 4.7. Notons d le degré de £ et choisis-
n
sons un entier n_ tel que p ©%d : les polyndmes w et f étant
n.
distingués, la différence w - ® d% est divisible par p et

o
donc est dans 1'idéal (£f,p)? engendré par f et p . Posons

o
p-1 . n
@ = 14T ; pour tout n , ona «_ ,, = ¢%< z P > et, pour chaque
. n ;o0 1=0
i=1l,...,p-1 , ona « P = 147'P modulo ph ; si n,>no , alors
.. n .. n
TP  appartient & 1'idéal (f,p)A et donc o’  est congru a 1
p-1 .. n
modulo (f,p)) . En conséquence, s n.)no ., la somme . oP est
i=0
contenue dans 1'idéal (f,p)! ; cela montre, par récurrence sur n ,
n-n_-+1
que «®  est dans 1'idéal (£f,p © )A . En conséquence le cardinal
n-n_-+1

de A/(f,uh)A est supérieur ou égal au cardinal de A/(f,p © A ;
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n-n_ +1
ce dernier est égal & dp puisque &/fA  est un Zb~module
libre de dimension d (proposition 3.5) ; 1'hypothése de notre lemme
n-n +1
implique donc que dp © reste borné lorsque n tend vers 1l'in-

fini ; cela impose d=0 donc f=1 . C.Q.F.D.

Choisissons maintenant pour chaque n€WN une racine de l'unité

n+1 cp

' r
Qn d'ordre p de telle sorte que S L+

= ¢ pour tout ncN ;

nous posons ﬂn = Cn—l et donnons la définition suivante :

DEFINITION 4.8. Un élément u = (u_ ) o de U = lim(U ) est
n’' n<iN «— ' n

dit admissible si il existe une série f(T)EZZp[[T]] telle que

u = f(ﬂn) pour tout n€N . Nous notons G le sous-ensemble de U

formé des éléments admissibles.

Nous allons montrer que, si i# 1l,p-1 , alors tous les éléments
de U(i) sont admissibles i.e. U(i)CIG (en fait on sait que G=U
mais nous n'aurons pas besoin de ce résultat pour ce gue nous avons
en vue qui est la démonstration du théoreéme 3.7). Nous aurons besoin
tout d'abord d'étudier U, . Pour chaque k=1,...,p-1 définissons

1'application b de U dans Z/pZ de la maniére suivante : chaque

co
u €vu s'écrit de maniére unique u_= I c.md  avec
o o o ‘L j o
j=0 _
c.€{1,...,p-1} ; notons £, (T) la série = c¢.TJ et D 1'opéra-
J o =0
teur (1+T)§% ; la série fu (T) est inversible dans Z[[T]] puis-
o) Dfu
que co==l pour tout u_ ., donc q?—Q(T) est dans 7/ [T]] ; pour
Yo
Df,
» . k—l (@] .
chaque %k=1,...,p~1 1la série D F (T) est donc aussi dans
Yo
Z[[T]] et nous définissons wk(uo) comme la classe dans Z/pZ de
£
u
0]

l'entier [Dk T _}(O). On a alors
u

e}
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PROPOSITION 4.9. Pour tout k=1,...,p-1 on a :

1) ¥

X est un homomorphisme du groupe UO vers le groupe

Z/pZ .

2) Soient TE€L4 et x(T) la classe de X(T) dans

_ . | ' _ Tk
Zb/pzb = Z/pZ ; on_a P (T(u ) = x(7) @k(uo) pour tout uOE u, -

Démonstration. 1) Notons ordp la valuation de @o normalisée par

ord (p) = 1 . Soient u et v dans U_ et w_= uv_ ; considé-
P o o) o o oo
w 0
rons la série (f_ f -f )(T) = £ a.T" . Ona a_ =0 puisque les
u_v._w . i o
o o o) i=0
termes constants de fu , £ et fw sont égaux & 1 ; de plus

v
(o] o]

MSO

(£ £ ~-f_ )(m ) =u v -w_= 0 donc a.m = O . On en déduit
u v w o oo o .

o © o i=1

r-1 - © .

que ord ( Z aiﬂ; 1) = ord ( Z ajﬂl l)
Pi=1 i=p * °©

[e e} . l R

d'une part ord_ ( I ajﬁé ) ¥ 1 et, d'autre part les ordp(aiﬂé
i=p 7 -

pour i=1,...,p-1 sont distincts deux a deux. Pour chaque

- 5 T =
; mais ordp( o) donc,

1

i=1,...,p~1 , on a donc ordp(ajﬂé_l) ¥ 1 ce qui implique que p

divise a. pour chacun de ces 1 . On en déduit que, pour
D(£, £, ) Df

k=1,...,p~1 , les entiers {Dk—l —T?—Q?—QT (0) et pk-1 . °l (o)

u v w
o O o]

sont congrus modulo p et notre assertion résulte alors de 1l'égalité
D(£f_ £ ) Df Df
u_v u

v
O

@] (@] — @]
—T?:~?;—7(T) = ?i:—(T)+ 7 (T).
(@] o]

A\
(@] o]

2) Soit a(T) wun entier congru a X(7) modulo pr . Comme dans

la démonstration du point 1), on vérifie que les p premiers coeffi-

. . a(Tm) e
cients de la série fT(u )(T)-fu ((1+4T) -1) sont divisibles par
o o) Df
k-1 ' (Y5)
p :; en conséquence les entiers |D - (0) et

T(uo)
pf_ ((1+1)2(T) 1)
k-1 uo

£ (14728 T 21y
(@] T=0

D sont congrus modulo p . Notre assertion

résulte alors du lemme général suivant :
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LEMME 4.10. Soient £(T) wune série inversible de Zb[[T]] et

X un_élément de Z . Si g(T) est la série £((1+T)*-1) , alors

P
on a DiL %E(T) = x* BE((1m*-1).

Démonstration. Montrons tout d'abord le résultat suivant : soient

h(T)Ezp[[T]J et xézp ; si §(T) = h((1+T)®-1) on a Dj(T) =

x(Dh) ((14T)*-1). En effet D3I(T) = (1412 3(T) =
(1+T)[x(1+T)x_l(§%h)((1+T)X—1)] = x[1+((1+m) 1) T (Sh) ((1+1)%-1) =

x(Dh) ((1+T)*-1). En appliquant cette identité avec h=f , il vient
Dg(T) = x(Df) ((1+T)*-1) et donc %E(T) = x %;((1+T)X—l). On obtient
alors le lemme en réappliquant notre identité successivement avec

_ bf _ pk-2 DE
h = f,...,h =D T -

La proposition 4.9 admet le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.11. Pour tout %kx=1,...,p-1 on a :

1) si XGEZb et si X est la classe de x dans Zb/pr '

X ~.
= € .
alors ¢k(uo) xwk(uo) pour tout u, UO

2) La restriction de ¢k a Uél) est nulle gi i#k .
P-l o (4) , .
3) si uOG'U et si uo = I qu est la décomposition

de u dans
R —— o o)

o , On_a ¢k(uo) = ¢k(uék)).

i=1

Démonstration. 1) Notons X un élément de IN tel que X=x modulo

pr et posons y 5 ona ¢k(uo) ¢k(uo.(uo) )

i¢k(uo)-+p¢k(ug) puisque ¢k est un homomorphisme de groupe. Mais

—— - — . 2 ’
x¢k(uo) = x¢k(uo) et p¢k(uo) 0 , donc ngtre assertion est démontrée.

2) si u_¢t U(l) ona T(u) =u" (7) pour tout TE€A ; le

o o o o
. =t
1) de ce corollaire montre donc que ¢k(7(u0)) = x(T) ¢k(uo).
D'autre part, le 2) de la proposition 4.9 montre que ¢k(T(uo)) =
§ ~~,

i??sk ¢k(u0). On a donc (i??)l-X(T)k)¢k(uo) = O et on conclut en

remarquant que X(T)~ # x(7) si T#1 et k#i .
3) Résulte de 2) et du fait que ¢k est un homomorphisme

de groupe.
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Il
s
ot
=
c
Q
o]
)]

Revenons maintenant a U

PROPOSITION 4.12. Sojent k# 1,p-1 et sz(wn)nGN un _élément
(k) U(k)

de U . Si wk(wo);éo , alors w est une base du JA-module

Démonstration. Puisque kX # 1,p-1 , le théoréme 4.6 montre gue le

A-module U(k) est isomorphe a /A ; pour montrer que w(k) est une
base de U(k) , 11 suffit donc de démontrer que w(k) engendre le
A-module U(k) . Le lemme 3.15 (lemme de Nakayama) montre que w(k)

(k)

engendre le A-module si sa classe dans U(k)ﬁWU(k) engendre

ce A/ = Fp—espace vectoriel. Mais, k étant différent de p-1 , le

() ()
o]

corollaire 4.4 montre que la projection de sur induit

(%) ()

un isomorphisme de U(k)/TU sur ; comme N = (p,T) on en

o)
déduit que la classe de w(k) dans U(k)/mU(k) engendre ce Fp—

LK)
o]

espace vectoriel si et seulement si la classe de dans

Uék)/(Uék))p engendre ce Fp—espace vectoriel. Si ¢k(wo) # 0 , on

a wk(wék)) # 0 d'aprés le 3) du corollaire 4.11 et donc wék)

n'est pas dans (U(()k))p ; puisque k#1 , il en résulte que la classe

(k)
o]

de dans Uék)/(Uék))p engendre ce Fp—espace vectoriel ce

qui termine la démonstration.
Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante

PROPOSITION 4.13. Soit ) une racine p-1"E° de 1'unité de

Z qui est différente de 1 ; pour chague n€MN nous posons

A-1-T ‘o
n \ W - . _qieme . ..
Z0CT) ou «(A-1) est la racine p-1 de l'unité de Zb

w =
A,n

congrue a A-1 modulo pr ; on a :

1) wy = (wl,n)nGN" est dans @

2) pour chaque i#1,p-1 , il existe au moins un A (dépen-

dant de i) tel que w{ii est une base du A-module U(l)

Démonstration. 1) Il est clair que W o, est dans U, pour tout
r

n€N . Pour n»1 , le polyndbme minimal de A-l-m  sur @ _, est
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N o= p — ] -] = p_ = - .

(X=)) -+€n_1 donc Nn,n—l(X 1 ﬂn) X gn—l X-1 T 1 i comme

d'autre part N (w(X-1)) = wA-1)P = w(X-1) , on a

Nn - 1(WX n) = W\ n-1 et donc w, est dans U = lim u, - Enfin, si
_ A=1-T _ .

£(T) = EEX_TT »ona W= f(ﬂn) pour chagque n ce qui montre que

wy est dans a .
2) Soit toujours f£(T) = A-1-T ona f(T )=w_ . Un
w(x=1) * o) o
raisonnement analogue a celui fait dans la démonstration du 1) de la

proposition 4.9 montre que, pour i=1,...,p-2 , la classe modulo

pPZ_ de [Dl_l Eif](O) est ¥.{w ) (le terme constant de f n'étant
o) f i'o

pas 1 , on ne peut rien dire pour i=p-1). On a %;(T) = - X:%%gﬁT :

on vérifie facilement que le changement de variable 1+T = & trans-

1 ’ d i_l 1+T
forme 1'operateur D en Iz et donc D ( = (1FD)

d1-—1 (‘ ez >
legl X-e?

est de la forme

1—1 z
. Par récurrence sur 1i , on voit que j—l(; € ;>
Z2=0 az™ A-e

i-1 z
A e +QQ) ol Q est un polyndme a coefficient

(A-e®)*

dans Z[e®?] dont le degré est strictement inférieur & i-1 . En

AV aq00

——————93—— ou
(A-1)

g est un polyndme a coefficient dans Z dont le degré est stricte-

conséquence ¢i(wo) est la classe modulo pr de

~
ment inférieur & i-1 . Désignons par XA la classe de X modulo
’pr et par 'E le polyndme obtenu en réduisant g modulo pZ , on a

¢i(wo) ______ﬂi_l . Mais i#p-1 donc i-1{p-3 et donc le poly-
X-1)*

ndme Xl-l-a(X) a au plus p-3 racines. Lorsque XA décrit les

e sd
racines p—lle-m-es de 1'unité de Zb différentes de 1 , les X
prennent p-2 valeurs distinctes donc il existe au moins un A tel

que ¢i(wo)740 . On conclut & 1l'aide de la proposition 4.12.
Revenons a 1'étude de U ; on a :

LEMME 4.14. Soit u = (u )nEN un élément admissible de

U= lim Un . La série f(T)€ Zb[[TJ] telle que f(’ITn)==un pour tout
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n€N est unigue ; de plus, son terme constant est congru a 1 modulo

z_ .
P b

Démonstration. Soient £, et f, deux séries tels que fl(ﬂn) =

p - € i = -
fz(ﬁn) u  pour tout ntN . si g=f,-f

5 + On a g(Wn)==O pour

tout n€ N ; montrons que cela implique g=0 et donc fl==f2 ce

gui est la premiére assertion de notre lemme. Supposons g#O0O et
notons pOZ la plus grande puissance de p qui divise g ; on a

g::pagl avec g; non divisible par p ; notons ng le plus petit
n
entier tel que p ne divise pas le coefficient de T © dans gy, ¢

la proposition 3.5 montre qu'il existe un polyndme r de degré

strictement plus petit que ng et une série Q tels que

n n

o] O

= . + s , m = m i = ’
Q.g, *tr poui tout n on a 0 r( n) puisque gl(ﬂn) 0
donc le polyndme T ©_r a une infinité de racines ; c'est impossible
n ]
puisque T O°_r n'est pas le polyndme O , donc g=0 .

T

Pour la deuxiéme assertion du lemme on écrit uo==f(ﬂo) qui
montre que le terme constant de f est congru & 1 modulo 1l'idéal

maximal de ¢6 ; ce terme constant étant dans Z§ , 11 est dans 1+pr.

PROPOSITION 4.15. Pour tout u de G , nous notons fr(u) le

. . r P4 0 . -~
coefficient de T dans la série associée a u ; pour tout r€N ,

1'application gui & u associe ,fr(u) est une application continue

de G munie de la topologie induite par la topologie de U vers Zp.

Démonstration. Notons ord la valuation de @p normalisée par

. = = e = ] X
ordp(p) 1 . Pour tout u (un)neN U lim U et tout couple (M,N)
d'entiers positifs, on note Vu(M,N) le sous—~ensemble de U formé
des v = (v ) gy tels que ordp(un—vn) YM pour n=1,...,N . Par

définition de la topologie limite projective, les V (M,N) décrivent

4
un systéme fondamental de voisinages de u dans U lorsque M et
N tendent vers +° . En conséquence, l'assertion de notre proposition

est équivalente & 1l'assertion sujvante : soient u€d et r€N ; pour
gq
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tout entier a» O , il existe deux entiers M et N tels que
v&an Vu(M,N) implique ordp(fr(u)—fr(V)) Yy a . Pour prouver cette

derniére assertion, montrons qu'il suffit de prendre M=a et N

tels que @(pN—a+2) Y r+1 (v désignant 1'indicateur d'Euler). Soient
donc N tel que @(pN_a+2) Y r+l et vE€GN v, (a,N) ; pour tout
[ee]
i € .= ; -f. - = X Wl
i€N , posons g, fl(u) fl(v) de sorte que u -v_ 2o 9,M, pour
- (o]
tout n€N . En particulier, pour n=N , il vient u_-v_ = X g.ﬂl
N N ._ .71 N
. 1=0
. . v i 1
z .7Tl . m = o——— .
ce qui implique ordp(.~ 95 N> y a On a ordp( N) NFi- ¢ on
i=0 oo o(p )

en déduit d'une part que ord b} g.ﬁ§ Y 1 et d'autre part
Pt N+1, Ot
i=e(p )

que les ordp(giﬂg) pour i==l,...,$(pN+l)

-1 sont distincts deux a

deux (puisque ordp(gi)élN). De ces deux derniers points on déduit

N+1

que, pour chaque i=0,1,...,9(p )-1 , on a ordp(giﬂg) % 1 ; pour

ces i , on a donc ordp(gi) > 0, ce qui implique que p divise g; -

+1
N+l

Si a=1, cela termine la démonstration puisque r  ¢(p -1 par
(o0

[ )

définition de N . 8i a2 , 1'égalité U 1"Vl T iio 9Ty 1

[oe]
implique ordp( z g, ; 5 Y2 .8i i) ¢(pN+l) , on a
i=o *

+
N l)—1 , on a

ord (g,7y 1) ¥ —g= ¥ 2 5 si ™) (i ep

ord (g. ﬂl ) Y 2 puisgue, comme nous venons de le

i N-1

(o)
voir, divise g, pour ces 1 . On a donc ord z g Y 2
p
1 P N) N 1
\ o(pM)-1 . (e
d'od 1l'on tire ord z g.m Y 2 . Mais, pour
P i=0 i N-1

i::O,....¢(pN)—1 , les ord (g W§ 1

ordp(gi)elN) donc on a ordp(giﬂN_l) Y 2 pour chaque

) sont distincts (puisque

i=:O,...,w(pN)—1 . On en déduit ordp(gj) > 1 pour ces 1i , donc p2

divise g; pour i==O,...,w(pN)—1 . En itérant ce procédé, on montre

p® divise g; pour i=0,...,9(p
N—a+2)

. a o
-1 ce qui prouve p divise

g. puisque r { 9(p -1 par définition de N ; cela achéve notre

Y

démonstration.
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COROLLAIRE 4.16. Le sous—ensemble (G de U est complét (donc

fermé, donc compact).

Démonstration. Soit (uj)jEN une suite d'élément de U convergeant
vers un élément u = (un)nENE U . La proposition 4.15 montre que,
pour tout r€N , la suite fr(uj) est une suite de Cauchy dans Zb

donc converge dans Zb ; notons fr sa limite et posons
oo

f(T) = X frTr . On vérifie facilement que f('lTn)==un pour tout
r=0

n€N donc que u est dans G , C.Q.F.D.

PROPOSITION 4.17. 1) Si u et v sont dans G , alors le pro-

duit wuv est dans G .
2) Si u est dans G et si af€ Zp , alors u® est dans G .

3) Si u est dans G et si O0€G, = Gal(?m/Qp) , alors

o(u) est dans G .

Démonstration. 1) Si £ et g sont les séries telles que f(ﬂn)==un
T )= € ‘ T )= -
et gf n) v, bpour tout n N , alors on a (£fg)( n) u v~ pour
tout n€N ce qui montre que uv€aq .
2) Soit Ff(T) = § fiTl la série associée & u . D'apres
i20
le lemme 4.14 on a fO€ 1+p2b et donc fz est bien défini ; d'autre

part L £(T) € 1+pr[[T]] dcnc (é; £(T))® est bien défini ; on

£5 o
pose £2(T) = fg(g; £(T))® . En combinant le lemme 7.4 du §7 de la
o
partie I de ce cours et le théoréme 2 du §5 du chap. IV de [1] ; Orn
voit que fa(ﬂn) = (f(ﬂn))a pour tout n€N i.e. que fa(Wn)==ui

pour tout n€N ; cela montre bien que u® est dans G .

3) Désignons toujours par £(T) 1la série associée & u et

posons g(T) = f((1+T)%(G)—l). En raisonnant comme en 2) on voit que

g(ﬁn) = f(Ci(g)—l) pour tout n€N ; mais Qﬁ(c)—l = U(Wn) donc
n(9) - ‘ - : -

f(Qn -1) = o(£(7_)) = o(u ) pour tout n€EN i.e. g(m ) = U(un)

pour tout n€WN ; cela montre que O(u) est dans G .
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COROLLAIRE 4.18. & est un sous-A-module de U . De plus, si

p~-1 .
u€ld et si u= 1 u(l) est la décomposition canonigque de u dans
. i=1
_P (i) (i) -
U= 10T U , alors chague u est dans U .
i=1

Démonstration. D'aprés le 2) et le 3) de la proposition précédente,

G est stable par Zb et par [ ; en conséquence I est stable par
le sous-anneau de ! formé des combinaisons a coefficients dans Zb

des séries du type (1+T)a avec aQEZb . Ce sous-anneau étant dense

dans A le corollaire 4.16 montre gque (O est stable par A tout
q P

. . () x* (171
entier. D'autre part u = I 7(u)
TEA

par 4 et par Zb d'aprés les 2) et 3) de la proposition précédente,

o)

donc, G étant stable

est dans O dés que u est dans O .

On peut enfin démontrer le résultat annoncé plus haut :

(i)

THEOREME 4.19. Si i#1,p-1 , les éléments de U sont admis-

sibles i.e. U(l)CZG .

Démonstration. Cela résulte directement de la juxtaposition de la

proposition 4.13 et du corollaire 4.18.

Terminons ce chapitre en définissant, pour tout entier k 1 ,

une application @k du A-module G vers Zb qui, pour k=1,...,p-1

est l'analogue de 1l'application ¢k de Uo dans Fp définie ci-

= € q Ay 1 1
dessus. Pour tout u (un)nGN 4 , notons fu la série de Zb[[TJJ
telle que u = fu(ﬂn) pour tout n€WN (cette série est bien déter-

minée par u d'aprés le lemme 4.14) ; on définit @k(u) par 1'égalité

Df
mk(u) = [Dk_l ??B](O) (on rappelle que D est 1'opérateur
u

d
(T+l)a—,1',). On a :

PROPOSITION 4.20. Pour tout k%1 on a :

1) o est un homomorphisme continu du groupe ¢ (muni de

k

la_topoloqie induite par la topologie de U) vers Zp .
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~

2) Pour tout O€G, = Gal(@w/Qp) et tout u€d on a

9, (5(u) = x(0) 0 (u).

Démonstration. 1) Soit u€l ; le lemme 4.14 montre que f, est

inversible dans Zb[[T]] dcrnic %; est dans Zb[[T]]. Eri conségquence

pk~t %; est dans Zb[[T]] et donc ¢, (u) est dans Z, - Si mainte-

nant u et v sont dans U , il est clair que uv est dans 0 et
p(f£ £ ) Df, Df,
que fuv = fufv ; on a donc T = F + = d'ou 1'on tire
u'v u v

@k(uv) = @k(u)-+$k(v) . Enfin la continuité de @k résulte claire-

ment de la proposition 4.15.

2) Comme on 1l'a vu dans la démonstration du 3) de la propo-

sition 4.17, on a fc(u)(T) = fu((1+T)%(0)—1). Le lemme 4.10 montre
Df - Df
donc que [Dk_l ??gigl](o) = %(U)k[Dk-l ??H](O) c'est-a-dire que
o(u) u
_ k
wk('J(u)) = n(0) cpk(u) + C.Q.F.D.

)

l-l.

COROLLAIRE 4.21. 1) 8i u est un élément admissible de U(

et si k=i modulo p-1 , on a wk(u) =0 .

2) Si u est un élément admissible de U et si
_ Pt ) , s _ Pt ()
u= I u est la décomposition de u dans U= I U , On_a
wk(u) = @k(u(l)) pour chaque XkX= i modulo p-1 .
Démonstration. Si T€4 , on a par définition x#(7) = X(T) et on

raisonne comme dans les démonstrations des points 2) et 3) du

corollaire 4.11.
Le point important est le théoréme suivant :

THEOREME 4.22. Soit Y le %b—qénérateur du _sous-~groupe

r

Gal(@m/éo) de G_ choisi pour identifier lim(Zb[T/Tn]) et

0

A

Zp[[T]] (proposition 3.4). Pour tout u€l , tout h€A et tout

kY1, ona o (hu) = h(x(¥) -1)e, (u).



IT.55

Démonstration. L'égalité du théoréme est claire pour h=1 ; le 2) de

la proposition 4.20 appliqué avec U=Y montre qu'elle est vraie
pour h=1+T ; on en déduit qu'elle est vraie pour h=T , puis pour
h=T" si n)»O0 ; en conséquence cette égalité est vraie pour tout

k

Zb[[T]] , or en déduit que notre égalité est vraie pour tout

he& Zé[T]. Erfin, les @ étant continues et Zé[T] étant dense dans

h€ zp[[T]] , C.Q.F.D.
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§5. La DéMONSTRATION DU THéORﬁME 3.7.

Rappelons 1'énoncé du théoreme 3.7 : soit i=2,4,...,p-3 et

soit Y(l) = lim(U(l)/é(l)) ; alors 1) le A-module Y(l) est iso-
«""n n

morphe & A/(Fi(T)) ou Fi(T) est la série définie de la maniére

suivante : on note gj(T) la série telle que gi(“(V)_s—l)==Lp(s,wl)

14T
€ = -
pour tout s€Z_ et on pose F,(T) 91(ET?7 1).

2) Pour tout n»O0 , la projection de Y(l) sur Uél)/éél) induit

un isomorphisme de A/(Fi(T),wn(T)) sur Uéi)/aéi) .

Dans ce paragraphe, on choisit un c¢€ Zb qui vérifie la pro-

priété suivante : pour tout n »0 , la classe de ¢ modulo pn+1Zb
engendre le groupe (Zb/anb)* = (Zypnz)* ; on pose alors
gn—l . e xa s
e, = cc. {on rappelle que Cn est une racine de l'unité d'ordre
n
™t et que €E==Qn_l pour tout n» 0). On a

LEMME 5.1. Le groupe Cycln est le groupe engendré par la

famille (G(en))UGGn .

Démonstration. On reprend les notations de la définition 2.5 et on

*
n+1z)

note c(n) l'image de ¢ dans (Z/p . On a e, = Us(n) donc

ene Cycln et donc le groupe engendré par la famille (G(en))GEGn

*
n+lZ)

est inclus dans’ Cycln . D'autre part. si b€ (Z/p ; i1l existe

un entier t tel que b==c(n)t . Notons 0 1'élément de G, défini



t-1
¢ -1 ¢S S|
c t-1 n n n
par 0((_ )=C" ; ona e .0(e )...T (e ) = . cen
n n n n n cC-1 ,c2 Ct
n - -1 - -1
g_l n n
= g = ub , donc ub appartient au groupe engendré par les
-1
n
(U(en))OEG et donc Cycln est inclus dans ce groupe. ce qui achéve
n

notre démonstration.

On rappelle que l'on a plongé K _ = U Kn dans @p et que 1'on
n

0

a noté @n 1'adhérence de K dans @p ; en conséguence on peut

considérer e, comme un élément de @n . Notons «(c¢) 1la racine
iéme s . N
p=-1"= de l'unité de Zb qui est congrue a ¢ modulo pr et

posons v_ = W(cle €% . On a
n n n

LEMME 5.2. L'élément v, défini ci-dessus est dans Un .

¢o-1 Qi—l
Démonstration. On a - = = si d est un entier positif congru

Qn‘l sn‘l

el

--1
4& ¢ modulo pn+12 ; on a donec B— =8 lycd=2, 41 ce qgui
P gn—l n n
£C-1

montre que T est congru & d modulo 1'idéal maximal de @n ;
Qn—l

comme @(c) est congruda d modulo pZ_ , ona v,_ = W(c) €cu_,

p n (;C_l n

n

C.Q.F.D.

Montrons maintenant la proposition suivante :

PROPOSITION 5.3. Le Zp[Gp]-module En est engendré par v

i.e. C =2 [G ]v .
n P-n ' n

Démongtration. Montrons tout d'abord que Cn est inclus dans le

groupe engendré par la famille (G(Vn)) , ce qui impliquera

GGGn
¢ cz (¢ ]v . Soit x un élément de C_ , alors (lemme 5.1)
n p - n°'n n

x
x = 1T o0(e ) g pour une famille (Xc)

n d'éléments de Z :
G€Gn

el
n

compte-tenu de v _ = w(c)_len et du fait que ®(c) est dans Zb .
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on en déduit x = wW(c) I U(vn) ; comme x et chacun des

n
L ox
5(vn) est dans U, cette derniére égalité implique que w(e)? 7

est dans Un ; mais ®(c) étant une racine p—-llgme de 1'unité on
5 Xy %y
en déduit que w(c) = 1 et donc que x = I U(Vh) , ce qu'on
oG
n

voulait. Il reste, pour achever la démonstration, a voir que v est

n
¢ -1
n

t
1-p
dans C_ . Pour tout entier t , on a € C_ puisque
n o1 n
n t

Qa”l 1'Pt Qn—l CmI\-P
( ; > est dans U et dans Cycl ; on a donc ~——. €C.
-1 Co-1\60-1 n

c -1
Posons 3 = X_X avec x,=w(c) et x congru & 1 modulo
c 172 1 2
€ -1
n t
1'idéal maximal de én ; on a donc xY¥ =w(c) pour tout t YO et

£ 1
P
2

tend vers 1 lorsque t tend vers 1l'infini. En conséquence,
¢ -1
n

X
n

C_-1\-p
( p > forment une suite (indicée par +t) d'éléments
¢ -1

n

les o
-1
n -1
w(e)™t = v_ ; cela montre que v_€C
n n_ “n

de C qui converge vers
n ¢C-1
n

et achéve la démonstration.

COROLIAIRE 5.4. Pour tout i=1,...,p~1 , on a

=(i) _ (i)
c. o= 2b[T/Tn]vn .

Démonstration. La proposition précédente montre que E;l)==2b[Gp]vél) .

Le groupe G_ s'identifie & A>((T/Tn). On sait que, pour tout TE€A4,

l'action de T sur Uél) est 1'élévation a la puissance x1(T) , il en

résulte que Zb[Gn]vél) = zb[P/Tn]V;l) ce qui démontre notre

corollaire.

Enfin on a

PROPOSITION 5.5. 1) L'élément v = (v_) € est dans U = lim U_.
_—— n ntiN & n

2) E(l) = Av(l) pour tout i=1,...,p-1 .
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Démonstration. 1) Le lemme 5.2 montre que Vhfon pour tout n€N ,

il reste & voir que Nn+1,n(

. " _ @ ’ p -
minimal de €n+l 1 sur N étant (X+1) €n , on a

Vn+l) = v, pour tout n¢N . Le polyndme

N (¢

-_— — - A c — — C—
n+l,n -1) Qn 1 ; de méme on montre que N (gn+l 1) C--1.

n+l n+l,n n

On conclut alors en remarquant que N_.. n(w(c)) = w(c)? = w(e).

2) On a vu que v _¢€ én , donc vél)G g et vt egld)

I’

il en résulte que Av(l)CIE(l) . D'autre part, le corollaire 5.4

montre que 1l'image de Av(l) par la projection de E(l) sur Eél)
est Eél) tout entier. En conséquence Av(l) est dense dans

lim E(l) = C, ; mais Av(l) est compact, donc Av(l) = 5(1) . C.Q.F.D.
~— n i

Rappelons (proposition 4.13) que, si i#1,p-1 , alors il existe

iéme

une racine p-1 de 1'unité A dans Zb telle que

U(i) = Aw{i) ; en conséquence, il existe un h€ A tel que

v(i) = hw{i) et le A-module U(i)/a(i) est isomorphe & A/An .
Pour démontrer le 1) du théoréme 3.7, il faut montrer que 1'idéal Ah
de A est égal & A(Fi) ol Fi(T) est la série définie dans

1'énoncé du théoréme 3.7. Commengons par calculer, pour tout k1 ,

les valeurs wk(v) et @k(wk)'

PROPOSITION 5.6. Pour tout k7,1 , on a wk(v) = (ck—l)Q(l—k).

¢ -1
Démonstration. Pour tout n »0 , on a v, = w(c) 2 c'est-a-dire que
61
= : - T ' Df
v. = f(r_) si £(T) = &(¢)=———— . D'autre part ==(T)
n n c £
c (T+1) =1
~%
T _ (1+T) ; désignons alors par C un élément de Z tel que
T c
(1+T) -1
C_=c , onavu (I, corollaire 8.11) que la série F, (T) attachée
p C,1
CP
. (1+7) P 147 Df _
a la mesure Ve, 1 est C G 7 7 ona donc ??(T) =
(1+1) Po1 |
- F. (T). En conséquence ¢ (v) = [Dk_l Eé}(O) = —[Dk—lF }(O)
Ve, 1 k £ Ve, 1

est égal (I , corollaire 8.7) a -S xk—ldvc l(x) = (CE-l)G(l-k) =

z
p
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(c¥-1)C(1-k). C.Q.F.D.

PROPOSITION 5.7. Soit X #1 une racine p-1"S2® de 1'unité

dans Zﬁ et i€{1,...,p-1} ; on a

1) il existe une série u€h telle que (1-pk—l)@k(wk) =

u(%(v)k_l—l) pour tout entier k y1 et k=i modulo p-1 ;
(i)

2) si i#1,p-1 et X est tel que w est _une base du

A~module U(l) , alors ué¢€ A" .

Démonstration. 1) Pour tout n 50 , on a Wy = f(ﬂn) si f£(T) =
’

%%%%%% ; on a %;(T) = T%%%X gue nous notons F(T). Comme au §8 du T
~ 1 T+l 1 M (T+1)
= -z by - = - = z -
posons F(T) = F(T) B e, F(M(T+1)-1) = m37x B ey TTTFII=N
b P
_m+1 (T+1)P z
T+1-A (T+l)p—K

transforme 1'opérateur D en 1l'opérateur é% ; en conséquence, si
e? k-1 T+1 k-1

G(z) = , ona D = = —— G(Z)' ;: de méme
RN THA g gzF 1t 7=0

. On sait que le changement de variable T+l=e

k-1
d
T G(pZ)

P4 k-1 (7+1)P ‘ l _
(T+1)P-Aim=0 az Z=0

, donc D
epZ—X

G(pz) =

k’l ~s
pk‘l SLE:T G(Z)‘ ; en conséquence pr~t F(T)I =
3z Z=0 T=0
k-1 k-1 T+1

(l-p~ ") D FIToX = (1—pk_1)®k(wk) par définition de @y (wy ).

T=0

Pour achever la démonstration de ce 1), il suffit donc de voir qu'il

existe une série u€A telle que u(%(V)k“l—l) = pt F(T) pour
T=0

tout entier k »1 et k=i modulo p-1 ; comme 1-\A est inversible

dans Zb , 11 est clair que ’§(T) est dans /A et donc le lemme

suivant achéve la démonstration du 1) :

LEMME 5.8. Soient H(T) un élément de A et i un entier

compris entre 1 et p-1 ; il existe une série u€ /A telle que

u(%(y)k_l—l) = Dk—lH(T) pour tout entier %k y1 et k=i

T=0

modulo p-1 .
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Démonstration. Notons Vv la mesure sur Zﬁ associée & la série

H(T) (i.e. telle que H(T)==FV(T) avec les notations du I , propo-

sition 4.4). On sait (I , corollaire 8.7) que Dk_lH(T) =

T=0

S xk—l avix) = S a%x)k~l<x>k_l dv(x) si w(x) est la racine
4 Z

P p
p—ll—e-me de 1l'unité de Zb congrue & x modulo pr . Mais k=1
modulo p-1 , donc F %) = 0t H(x) et on a Dk—lH(T)! =
T=0

S <x>k_ld(a}_lv)(x) en désignant par w1ty la mesure sur %b de

densité w1 par rapport a v (1, définition 2.5). En reprenant

Dk—l

les notations du 1, cela signifie que H(T)l =T (-1 (1-k)
T=0

et notre lemme résulte du théoréme 5.7 de I puisque %(7;> e;t un
générateur de 1+pr .

2) I1 découle des définitions de ¢i et de ¢, que, pour 1{i{p-2
et X==(Xn)n€N élément admissible de U = lim U, » la classe de
@i(x) modulo pr est égale a ¢i(x), La proposition 4.12 montre
donc que @i(wx) est dans Z; si A est tel que w{j) est une
vase de U't) | gn conséquence, si 1¢igp-1, 1l'élément
(1-pi_1)¢i(wl) est dans Z; c'est-a-dire que u(%(Y)i—l-l) est

* | -
dans Z_ ; comme x(y)* 11 est dans pr , 11 en résulte que u

*
est dans A , ce qui est ce qu'on cherchait.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 3.7.

Soient i€ {1,...,p-1} et i#1,p-1, soit X une racine p-1"=%"

de 1l'unité de .Zb telle que Aw{i) = U(i) et soit h€A 1'élément
défini par v(i) = hwii) de sorte que Uéi)/ééi) est (comme nous

1'avons remarqué plus haut) isomorphe en tant que A-module & 4/%h
Le théoréme 4.22 montre que mk(v(i)) = h(u(y)k—l)wk(w{i)). Si k=i
modulo p-1 , le corollaire 4.18 montre que @k(v(i)) = wk(v) et
@k(w{i)) = wk(wk) ; les propositions 5.6 et 5.7 prouvent alors que
(F-1) (1-p""HC(1%) = (M F-Due(» 71 -1) avec u€r” , soit

k-1_

(T , définition 6.4) (ck—l)Lp(l—k,wi) = (e () 1) u(n (v) 1).
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1+7 i o .
- . — = - E
Posons ul(T) u(%(y) 1) et r(T) 1-w (c) (1+7T) ol o Zb est

rd . L] 2 » * »
défini par <{c) = x(¥)Y ; la série ul(T) est dans A puisque u
* * .
est dans A, la série r(T) est dans A puisque « (c) n'est
pas congru & 1 modulo p (car c¢ a été choisi de telle sorte que

sa classe modulo pr engendre (Zb/pzﬁf'et on a ul(%(y)k—l) =

u(%(V)k—l—l) et r(n(¥)¥-1) = ¥-1 si k=i modulo p-1 . En con-
hu

séquence, si 1l'on pose Fi = -— ,o0na d'une part Ah = AFi et

d'autre part Fi(%(Y)k—l) = Lp(l-k,a&) pour tout entier k)1 et
k=1 modulo p-1 . Enfin, si en plus i est pair et si on note 9y

la série telle que gi(%(Y)_s—l) = Lp(s,u}) pour tout s¢€ Zp , les

séries Fi(T) et gi(ffg%— 1) prennent toutes les deux la valeur

Lp(l—k,a}) pour T = %(V)k—l si k)1 et k=i modulo p-1 ; un

raisonnement analogue a celui fait dans la démonstration du lemme

1+
( T

i % -1) et cela

4.14 montre que cela implique 1'égalité Fi(T) =g
achéve la démonstration du 1) du théoréme 3.7.

Il reste a démontrer l'assertion 2) du théoréme 3.7. La proposi-
tion 5.5 et le corollaire 5.4 montrent que la projection de E(l)
vers Eél) est surjective. Du corollaire 4.4, on déduit alors que la

projection de U(l) vers Uél) induit une surjection de U(l) sur

Uéi)/aii) dont le noyau est E(i).(uh(T)U(i)). Le gquotient
Uéi)/aéi) est donc isomorphe a U(i)/[é(i).(ah(T)U(i))] qui,
d'aprés le 1) du théoréme 3.7, est isomorphe a A/(Fi(T),wn(T)) :
cela démontre le 2) du théoréme 3.7, et donc achéve la démonstration

de ce théoréme.
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§6. MODULES D'IWASAWA ET GROUPES DE CLASSES.

Nous revenons a l1'étude globale. Comme précédemment p est

un nombre premier impair, K~ est le corps O(w ). G est le

n+l

groupe de Galois de Kn/Q et 1= est 1'idéal premier de Kn au-~

dessus de p ; pour alléger 1'écriture nous notons K 1le corps

K, = g K . Nous désignons par Mn la p-extension abélienne maxi-
n;0

male de Kn qui est non ramifiée en dehors de p, 7 pour tout n ,

le corps Mn contient K et Mn contient Mn ; nous posons

+1
X = Gal(Mn/K) et X = lim X (les fléches de X 41 Vvers X = étant
les restrictions des automorphismes de M o1 a Mn) de sorte que X

s'identifie & Gal(M/K) si M = g M . Le corps M est galoisien
sur @ , donc Gal(K/@) agit parnégnjugaison sur X = Gal(M/K) ;
cette action munit X d'une structure de Gal(K/Q)-module (on dit
que X est un module d'Iwasawa). D'autre part, pour chaque n , notons
An le sous—-groupe du groupe des classes de Kn formé des classes
dont 1'ordre est une puissance de p et posons A = lim A (les
fléches entre An et An+l étant celles qui envoient la classe d'un
idéal a de K sur la classe de 1'idéal de K 11 engendré par a).
Le groupe Gal(K/@) agit de fagon naturelle sur chaque An et ces
actions définissent une action de Gal(K/Q) sur A qui fait de A

un Gal(K/Q)-module. Dans ce paragraphe nous allons relier les

Gal(K/Q)-modules X et A .
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Notons K 1la p-extension abélienne maximale de K . Pour tout
*
n)0 et tout «€K nous désignons par @n(a) 1'homomorphisme de

Gal(K/K) vers by défini de la maniére suivante : on choisit une

n+1teme e ~
racine p de o que l'on note Ve o ; celle—g% est dans K
n
by
et, pour tout T € Gal(K/K) on pose [@n(a)](T) = —L—ﬁ%Il (qui est
Ve
clairement un élément de wo indépendant du choix de la racine
n+lié£-ne
de o choisie). On sait (théorie de Kummer) que 1l'application
% « ~nt1
qui & « associe wn(a) induit un isomorphisme de K /(K )P sur

Homcont(Gal(K/K),un). L'injection canonique de Homcont(Gal(K/K),un)

dans HomCOnt(Gal(K/K),M ) correspond, & travers ces isomorphismes,
x x Lntl % x SDt2

A 1'application de K /(k )P vers K /(K )P qui envoie la
% x ~ntl

classe d'un x de K modulo (K )P sur la classe de xF

n+l

modulo

* * * m *
(x )P ; enfin K /(K )P s'identifie canoniquement & K @>(J; Z/7Z)
P
. . . . . . ¥ *pm
et, dans cette identification, 1l'homomorphisme de K /(K ) vers
m+1
* * .
K /(x )P décrit ci-dessus correspond au produit tensoriel de

*
1'identité de K par l'injection canonique de J% Z/Z dans
' p
*
Z/Z . En conséquence on a un isomorphisme de lim(K @9(5% Z/Z)) =
m b

* . ~ _ ~ .
K Q@Qp/Zb vers l;m(Homcont(Gal(K/K),un)) = Hom__ . (Gal(K/K),u,) si
Mo = g i est muni de la topologie discréte ; nous notons © cet

n/O

isomorphisme. Introduisons maintenant le sous-groupe V de

L
m+1
p

K*ébop/Zb dont l'image par % est le sous-groupe

Ho (Gal(M/K),u,) de Homcont(Gal(K/K),uw) ; on note ¥ 1'homo-

m

cont
morphisme de groupe de Gal(M/K)=X vers Hom(V,u,) défini par
[W(x)](v) = [o(v)](x) pour tout x€Gal(M/K) et vEV . On a le

résultat suivant :

PROPOSITION 6.1. L'application ¥ définie ci-dessus est un iso-

morphisme du groupe X sur le groupe Hom(V,u ).
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Démonstration. L'extension M/K est une p-extension, donc le groupe

Homcont(Gal(M/K),uw) est égal au groupe Homcont(Gal(M/K),C*) ; ce
dernier, muni de la topologie discréte, est le dual de Pontrjagin de
Gal(M/K). L'application ¢ identifie donc V muni de la topologie
discréte au dual de Pontrjagin de Gal(M/K). D'autre part, pour tout
vEV il existe un entier n tel que pnvﬁ==0 (puisqu'il en est
déja ainsi pour tout véEK*@>Qp/Zb), donc Hom(V,w,) est égal a
Hom(V,C*) ; ce dernier est le duai de Pontrjagin du groupe V muni
de la topologie discrete, donc Hom(V,u,) s'identifie au bidual de
Gal(M/K). Dans cette identification, 1l'application ¥ correspond a
1'application canonique de Gal(M/K) vers son bidual donc le thé-

oréme de Pontrjagin montre que ¢ est un isomorphisme de groupe,

C.Q.F.D.

Dans la suite, si R est un anneau et G un groupe et si G
et B sont deux R-modules munis de structures de G-modules com~
patibles avec l'action de R (i.e. G et B sont des R[G]-modules),
on munit le R-module <I®R® (resp. HomR(G,B) de la structure de
G-module qui est telle que, pour tout O0€G , on ait 0.(a®b) =

o(£(071.a))) si a€lG et DbEB

(0.a)® (g.b) (resp. [0.f](a)

(resp. a€ 0 et fEfHomR(G,ﬁ)) il est clair que les structures de

~e

R-modules et de G-modules de (I®Rﬁr (resp. HomRKG,ﬁ)) sont com—
patibles. Dans la pratique R=Z% ou Zb ; dans le premier cas on
note G®8B et Hom(G®B) 3& la place de G.®R53 et HomR(G®J3). Le
corps K étant galoisien sur @ , Gal(K/Q) agit par conjugaison sur
Gal(ﬁ/K) et donc Hom(Gal(%/K),um) est un Gal(K/Q)-module ; on
munit Qp/Zb d'une structure de Gal(K/@)-module en faisant agir
Gal(K/Q) +trivialement, cela permet de munir K*8>(Qp/2b) d'une

structure de Gal(K/Q)-module. On a :
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PROPOSITION 6.2. L'isomorphisme ¢ est un jisomorphisme de

Gal(K/Q)-module de K*'@(QP/ZP) sur Ho (Gal(,I\{/K),u,oo).

m
D cont

Démonstration. Pour chaque n€WN , 1'isomorphisme CPn de
n+l
* * ~
K /(K )P vers Homcont(Gal(K/K),_un) est un isomorphisme de

Gal(K/@)-module : en effet, si UEGalilf/Q) , TE€Gal(RK/K) et «f K’ '
n

Lrm) (V)

on a [@n(ﬁ(d))](T) = pn+l = pn+l si ¥ est un prolongement
\/-O'(Q/) r&( \ o \) .1 N(pl’l‘l'l)

o~ ~ T T\ Ve ) _

de 9 & K ; on a donc [@n(U(a))](T) =0 pn-i-l =
VO!

~ -1 N . .
U{E@n(a)](c .T)} c'est-a-dire Cpn(U(a)) = [G.Cpn](a) , ce qui prouve
notre assertion relative a °, - On conclut alors en remarquant que

* * m *
1'isomorphisme de K /(K )P sur K ® (im Z/7Z) est un isomorphisme
1%
de Gal(K/@Q)-module et en passant & la limite inductive.

*
COROLLAIRE 6.3. 1) V est un sous-Gal(K/Q)-module de K ®QP/ZP..

2) L'isomorphisme ¢ (proposition 6.1) est un isomorphisme

de Gal(K/Q)-module.

Démonstration. 1) Claire.

2) Pour tout w¢€ K ® (Dp/Z’p et tout TE Gal(’IZ/K), posons
(w,™> = [@(w)](T) ; la proposition précédente montre que £, est
une application bilinéaire de (K*® Qp/Zp) XGal(rf(J/K) vers W, dqui
vérifie €o.w, 0.7 = 0.{w,T) pour tout O € Gal(K/Q), w€ K ® (Dp/Zp ,
T € Gal (’R/K) . L'application <, ? induit donc une application de
VXGal(M/K) vers u, qui vérifie <o.v,0.7) = 0.{v,T) pour tout
g€ Gal(K/Q), vEV et 7TE€Gal(M/K). Par définition de ¥ , on a
lo(v)yl(v) = {v,7) , donc 1'égalité précédente montre que ¥ est un
homomorphisme de Gal(K/Q)-module de Gal(M/K)=X vers Hom(V,u, ) ;
cela achéve la démonstration puisque 1l'on a déja vu (proposition 6.1)

gue ¥ est un isomorphisme.

Introduisons le module de Tate :
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DEFINITION 6.4. 1) On appelle module de Tate et on note Tp le

Zb[Gal(K/Q)]—module gqui est la limite projective des Zb[Gal(K/Q)]—

modules W les fléches des W4 Yers les b étant 1'élévation

a la puissance p .

2) Si 4 est-un Zb[Gal(K/Q)]—module, on note G(1)

0 —-— — I (“ 0
(resp. G(~1)) 1le Z§ module (182 Tp (resp. Hom,, (T _,4)) muni de

P
la structure de Gal(K/Q)-module défini ci-dessus.

*
Rappelons que * est l'isomorphisme de Gal(K/Q) sur Zb défi-~
ni de la maniére suivante : pour tout O0€ Gal(K/Q@), #(J) est 1'élé-
x .
ment de Zb tel que l'action de O sur u, est 1'élévation a la

puissance #(0) ; on a :

LEMME 6.5. 1) Soit G un Zb[Gal(K/Q)]—module ; pour tout

0€ Gal(K/Q), on note O.a le résultat de l'action de O sur a .

Le module G(1) (resp. G(-1)) est isomorphe au Zb—module G muni

de 1'action de Gal(K/@) définie de la maniére suivante : le résul-

tat de l'action de 0€ Gal(K/Q) sur a€G est #n(o)(9.a) (resp.
1

x(0) " (0.a)).

2) Pour tout Z%[Gal(K/Q)]—module G , les modules

fa(1)](-1) et [G(-1))(1) sont isomorphes & G en tant gue

zp[Gal (K/Q) ]-modules.

Démonstration. 1) Pour chaque n€¢N , on choisit une racine de 1'unité

Qn d'ordre pn de sorte que €§==gn-l si ny1l . Il est clair que
C==(Cn)n€[N est une base du Zb-module Tp . Désignons par © 1'ap-
plication de G®Z. Tp (resp. Horm,, (TP,G)) qui & a®C(* (resp. & f)
associe CP(a®C)=px.a (resp. @(f)i £(C)) ; il est clair que ¢ est

un isomorphisme de Zb—module et que l'action de Gal(K/Q) sur G
image de 1l'action de Gal(K/Q) sur G Tb==G(1) (resp.

Homz (Tp,G)==G(—1)) est l'action décrite dans 1l'énoncé du lemme ;
P

cela prouve notre premiére assertion.

2) Résulte clairement de 1).
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Les structures de Zb—modules de Qp/Zb et de u permettent

(o]
de munir les groupes Hom(V,u, ) et Hom(V,Qp/Zb) de structures de
Zp-modules ; ces structures sont compatibles avec les actions du

groupe Gal(K/Q) sur chacun de ces groupes et on a :

PROPOSITION 6.6. Les z’p[Gal(K/Q)]—modules [Hom(v,q)p/zp)](l)'

et Hom(V,p, ) sont isomorphes.

Démonstration. Soit ® 1l'application de Qp/Zp®Z Tb vers

(o9}
) P
définie de la maniére suivante : si EEE Q/z = U lﬁ Z_ et si
) p p kelN P
= € _l_ = 1 3 A
m (nk)kGN Tp , on pose ¢(pn®7ﬂ . (qui ne dépend pas du 7N
choisi pour représenter 1'élément j; de QP/Zb) ; 1l est clair que
b

® est un isomorphisme de Zb[Gal(K/Q)]-module. On définit alors
l'application @ de Hom(V,Qp/Zb)(l) vers Hom(V,u_,) de la maniére
suivante : si fE€ Hom(V,Qp/Zb) et ﬂ‘pr , alors @(£f®1) est
1'élément de Hom(V,n,) qui & vE€V associe [F(£®1)](v) =
o(f(v)®m). Il est clair que @ est un isomorphisme de Zb—module.
Enfin, pour tout v€V , on a {0.[@(f®Tﬂ}(V) = G-Q(f(ﬁ_l(v))®Tﬂ =
o(£(0"1(v))®a(n)) = (#(0.£®06(n))](v) ce qui montre que @ est

compatible avec l'action de Gal(K/Q) et achéve la démonstration.

Rappelons que A désigne l1l'unique sous-groupe cyclique d'ordre
p~1 de Gal(XK/@) et que | désigne le caractére de & égal a la
restriction de % . Tout Zb[Gal(K/Q)]—module G est un Zb[A]—
module ; si G est un tel module et si i€ Z , on rappelle que

. . _ p-1 .
cMoe g ot e =L = YT 1 ge sorte que G = © a(d)
i=1

. ; on
1 1 P-1 cep
G(l) est un sous Zb[Gal(K/Q)]-module

vérifie sans mal que chaque

de (G . Nous aurons besoin du lemme suivant

LEMME 6.7. Soit (G wun Zb[Gal(K/Q)]—module ; pour tout 1i€27Z ,

les Zb[Gal(K/Q)]-modules [G(l)](i) et G(i—l)(l) sont isomorphes.
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Démonstration. Le lemme 6.5 montre que G(1) est le Zb[Gal(K/Q)]—
module dont le Zb-module sous-jacent est {4 et qui est muni de
l'action de Gal(K/Q) suivante : si 0€ Gal(K/Q) et si a€l , le

résultat de l'action de 0 sur a est #(7){(0.a) si O.a est le

résultat de l'action de O sur a dans G . On sait que [G(l)](l)

est 1'ensemble des éléments de (1) sur lesquels 1l'action d'un

Pl » . i i ’
TE€A est 1'élévation a la puissance X (7) = u (T) ; en conséquence

le sous—Zb-module de U sous-jacent a [G(l)](l)v est et

l'action d'un O € Gal(K/Q) sur G(l_l)

est celle décrite ci-dessus ;
le lemme 6.5 montre donc que [G(l)](l) est le Zb[Gal(K/Q)]-module

(a@-11¢1) , c.q.r.p.

On a :

PROPOSITION 6.8. Pour tout i€ Z , les Zb[Gal(K/Q)]—modules

, Z ) sont isomorphes.
Qp/ o rp

Démonstration. L'isomorphisme ¢ étant un isomorphisme de

Zb[Gal(K/Q)]—module (corollaire 6.3, 2)), il induit pour chaque

i€2Z un isomorphisme de Zb[Gal(K/Q)]—module de X(i) sur
(Hom(V, 1)) () y (1)

. La proposition 6.6 montre que (Hom(V,u.) est

~

(i)
isomorphe a {[Hom(V,Qp/Zb)](l)} donc (lemme 6.7) a

)(i"‘l)

[Hom(V,Qp/Zé)(i_l)](l). Mais Hom(V,Qp/Zﬁ est, comme on le

(1-1)

vérifie facilement, isomorphe & Hom(V ,Qp/Zb) en tant que

Zb[Gal(K/Q)]—module, donc X(l) est isomorphe a

[Hom(v(l-l),Qp/Zb)}(l) ; on conclut alors a l'aide du lemme 6.5, 2).

Nous allons maintenant relier V et A . Pour cela nous adoptons

les notations suivantes : pour tout n€WN et tout «o€K_ , nous
ord (o) n
notons (G)A 1'idéal 1 g = ou g décrit les idéaux pre-
97 R,

miers de K différents de B, (on rappelle que p, est 1'idéal

premier de Kn qui contient p) et ou ordg désigne la valuation
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V4 Y . I d * .
de K associée a g et normalisée par -Ordg(Kn) =Z . De plus, si
a est un idéal de Kn dont la classe a pour ordre une puissance de
p . nous notons Cln(g) cette classe ; Clh(g) est donc un élément

de An . Avec ces notations on a :

*
LEMME 6.9. 1) Tout élément de K ®Qp/Z’p peut s'écrire sous la

*
forme cv®-l?l pour un o &K : de plus 1'égalité oz®in = B8R -ji—n avec
P b ©

* m-1 m
myn impligue 1'existence d'un Y €K tel que oF = BgyP .

*
2) L'élément ar®—lr-l de K ®Qp/Zp est dans V si et

p
seulement si, pour tout entier m tel gque aGKm et myn-1 ,

n
1'idéal (af)r'[l est de la forme a_1p pour un idéal a de L

Démonstration. Les éléments de K ® Qp/Zp sont de la forme
t .
5 i(k) * : - .
o ®W avec akaK , i(k)€Z et n(k)EN pour k=1,...,t;

_ k
k=1 p t i (k) n-n(k)
soit n un majorant de tous les n(k) et soit o= I o p
k=1
1 t i(k) . N .
ona ¢®8= = % «a ® ; Ce dui prouve notre premiere assertion.
n _ k n(k)
P k=1 o) me-n
Pour la seconde, remarquons gque af®-in = oF ®_lx—n , donc il suffit
p p
de prouver notre assertion dans le cas ol m=n . L'application de
* * pl * .‘ * pl+1 N . ’ ’ . N .
K /(K ) vers K /(K ) induite par 1'élévation a la puissance

*
p dans K est injective pour tout entier i : en effet, si
i+ . i
xP = yP pour x et y dans K , ona x=¢ y?  pour un { tel
. eéme
que tP=1; dans K un tel { est une puissance pl—, donc x

i
*
est dans (K )P  ce qui prouve 1l'injectivité cherchée. On en déduit
. . * * pn
que, pour tout n »0 , l'application de K /(K ) dans

1 *
lim K*/(K*)p est injective, i.e. que l'application de K ® (in Z/7)

p
dans X ©Q /Zp est injective. En conségquence d®—]-"5 = B®—la dans
P p P
* *
K ® (Qp/%p) implique O!®—1?l = B®-1—n dans K ® ('Ln Z/Z). Enfin, cette
p p b

derniére égalité implique que o et B ont la méme image dans
n

P

* * pn . * N
K /(K ) i.e. que ao=BYy pour un Y€ K , cela achéve notre

démonstration.
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*
2) Par définition de V , 1'élément a®in de K ® ((Dp/Zp)
n 9]
. . (Brz) .
est dans V si et seulement si le corps K Vo ! est inclus dans M .
Soit m un entier positif ; 1'extension K/Km étant non ramifiée

n
P

en dehors de p_, le corps K( VE) est inclus dans M si et seule-

ment si 1'extension Km( W)/Km est non ramifiée en dehors de p_ .

Em
Si m est tel que O’EKm et myn-1 , cette dernidre extension est
une extension de Kummer ; elle est donc non ramifiée en dehors de Em
niége
si et seulement si 1'idéal (cv)r'n est la puissance p d'un

idéal de K+ cela prouve notre assertion.

Soit v un élément de V et soient o et B deux éléments de

*
K et n et m deux entiers tels que v = (:z/@)—lT1 = ,B®—lR1 . Soient

p p

. * *
r et s deux entiers tels que « yn , sym et chKr , B GKS ;7 le
, n m
lemme 6.9, 2) montre que (oc)lL=§p et (B)é=1_>p ol a est un

idéal de K. et b un idéal de K, . Du lemme 6.9, 1) on déduit que
les deux éléments cl (a)€A_ et cl_(b) €A  définissent le méme
élément de A=lim A 7 en associant & v cet élément de A , on
définit donc une application de V dans A que nous notons 6 . Il

est clair que € est un morphisme de Zp[Gal(K/Q)]—module ; de plus

on a 3

.

PROPOSITION 6.10. Soit E=U E ou E  est le groupe des unités
n
de K_ - L'application 6 définie ci-dessus s'insére dans la suite

exacte de Z’p[Gal(K/(Q)]—module suivante :

6
0~ E® Z >V —>A=>0,
2/ 7

1l'injection de E® Qp/Zp dans V étant le produit tensoriel de

*
l'injection de E dans K par l'identité de (Dp/zp .

Démonstration. En raisonnant comme dans la démonstration du lemme

6.9, 1), on voit que tout élément de E® Qp/zp peut s'écrire sous
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la forme cv'Z'@—ll;-l pour un o€ E et un n€N ; si 1'image de oz®-l—n
p p

*
dans K ®QP/ZP est 1'élément neutre de ce groupe, le lemme 6.9, 1)
n
montre que o =8P pour un B de K : cette égalité implique que

8 £ E , donc que cv®-—l?1 est 1'élément neutre de E® Qp/zp ce qui

P * .
prouve que l'application de E® QP/ZP dans K ®Qp/2?p est injective.

De plus, si m est un entier tel que m,n-1 et “CE_, alors

1'idéal (ca)r'rl est 1'élément neutre du groupe des idéaux de K donc
iéme
est la puissance pn - d'un idéal ; le lemme 6.9, 2) montre donc
que a®&r_1 est dans V 1i.e. gue notre injection envoie E® Qp/Z’p
p
dans V . Soiént maintenant v=8%® - un élément de V et m un

o
entier tel que myn et BEKm ;: d'aprés le lemme 6.9, 2) 1'idéal
(B)I;1 est de la forme ppn pour un idéal b de K. 7 1'idéal (.B)m
engendré par B- dans K_ = est donc de la forme Br}; }gpn pour un
x€Z . Par définition de 8 , 1'élément v est dans le noyau de 8
si et seulement si Clm(k_>) € A représente 1'élément neutre de A
i.e. si il existe un r ¥m tel que 1'idéal de Kr engendré par b
est principal. Mais, 1'idéal de K_ engendré par R, est ggr-m '
donc en prenant r ymtn et en se rappellant gque B, est principal,
on voit que Vv est dans le noyau de 8 si et seulement.:\si 1'idéal
de K_ engendré par B dans K_ est la puissance pnlgr_ne d'un
idéal principal de Kr ; 11 en est ainsi si et seulement si B =u7pn

pour une unité u de Kr et un Y de K. c'est-a-dire (lemme 6.9,

1)) si et seulement si v = B®-—}-ﬁ = u® -%—1 il.e. si et seulement si
p P
v est dans l'image de E® (,QP/Z’p dans V . Pour achever la démons-

tration, il reste & voir que 0 est surjectif : soient x un élé-
ment de A et n un entier tel que x est la classe dans A d'un

x €A ; soit a un idéal de K_ premier & p_  qui appartient a
n “n = n =n i

x et soit pt 1'ordre de x, dans A ; l'idéal a®  est un

idéal principal de K, i si a« est un de ses générateurs on a
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0®—1T:€ V par le lemme 6.9, 2) et 8(a® -lT__) =x par définition de 8
p p
ce qui prouve la surjectivité cherchée.

COROLLAIRE 6.11. Si i¥2Z , alors les Zb[Gal(K/Q)]—modules
(1) (i)

v et A sont isomorphes.

Démonstration. Compte-tenu de la proposition précédente, il suffit

de voir que (E® Qp/Z’p)(l) est trivial si i ¥ 2Z . Pour cela, dési-

gnons par O la conjugaison complexe ; 0 est dans A . Soit e®—lﬁ
b
un élément de E® (Dp/Zp ; ona 0T(e® —lr_1) = G(e)®in . Il existe un
p p

entier m»O0 tel que e est une unité de K, donc (§0, proposi-
tions 0.9 et 0.12) e=7Mf oG 1 est dans woooet ou f est une

unité du sous-corps réel maximal de K - Ona e®—1r—1 = oL

n
1 m1 1 ° P
1 ‘ — = p —— = t 2 ’
(puisque 1 ® = =1 ® - 1® — ©st 1'élément neutre de
P p _
E®Q /Z) et donc 0.(e® =) =o(£)®L =8t =eal | s
’ “p n n n n
. P P P P
i¥27Z , on a xT(0) =-1 , donc pour que e®in appartienne a
P
(E® Qp/Zp)(l) il est nécessaire que e®—lr—1 soit égal & son inverse ;
p
comme p est supposé impair, cela impligque que e®-l?1 est 1'élément

p
neutre ce qui achéve la démonstration.

La juxtaposition de ce corollaire 6.11 et de la proposition 6.8

donne le théoréme suivant :

THEOREME 6.12. Si i€ 2%Z , les Zb[Gal(K/Q)]—modules X(l)(—l)

(1-1)

et Hom(A , @ /Zp) sont isomorphes.
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§7. UNE CONJECTURE.

Pour chaque entier n€N , la surjection canonique de
TW:Gal(K/KO) sur T/Tn induit un homomorphisme surjectif de Zb[T]
sur Zb[r/rn] ; on a donc un homomorphisme canonique de Zb[rj dans
ié@(%%[r/rn]) dont 1l'image est dense ; on vérifie que cet homomor-
phisme est injectif. Choisissons un Zb—générateur ¥y de T ; on sait
(proposition 3.4) que cela permet d'identifier ;ig(zp[T/Tn]) avec
A et donc de définir un homomorphisme injectif de Zb[T] dans A
dont 1'image est dense. Ainsi, tout A-module peut &tre regardé
comme un Zb[r]—module. Dans l'autre sens on vérifie facilement que,
si G est un Zb[rj-module muni d'une topologie de groupe complet
telle que 1l'application de T XU wvers (G est continue, alors on

~

peut prolonger par continuité l'action de Zb[rj sur U en une

action de A sur G qui fait de G un A-module. En particulier

on munit ainsi Hom(A(l_i),Qp/Zb) (A(l—l) est muni de la topologie
discréte et Hom(A(l-i),Qp/Zb) > Hom(A(l_i),uw) de la topologie

duale au sens de Pontrjagin qui est compacte) et X(i) d'une struc-
ture de A-module. Enfin on rappelle que, pour i=2,4,...,p-3 , on

a noté gi(T) la série de A telle que gi(K(Y)_S—l) = Lp(s,u})
pour tout s¢€ Zp .

Dans une situation plus générale que celle étudiée ici, Iwasawa
d'abord puis Coates [4] ont conjecturé 1l'existence de liens entre les
"modules d'Iwasawa" (attachés a des clésses d'idéaux) et des fonc-

tions L p-adiques. Dans le cas gqui nous intéresse, une forme forte
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de ces conjectures est la suivante :

CONJECTURE 7.1. Pour i=2,4,...,p-3 , le A-module

' /Zb) est isomorphe au A-module A/(gi(T)).

1+T . . . s .
Posons Fi(T) = gi(ETVT-l\ . L'application qui a T associe.

i%;%-l induit un isomorphisme de Zﬁ-module de A/(gi(T)) sur
A/(Fi(T)) ; & travers cet isomorphisme la multiplication par
w(y)(1+T) dans A/(gi(T)) correspond a la multiplication par 1+T
dans A/(Fi(T)). Ceci joint au lemme 6.5 montre que la conjecture 7.1
est équivalente & l'assertion suivante : pour 1i1i=2,4,...,p-3 , les

zb[T]-modules [Hom(A(l_i),Qp/Zb)](l) et A/(F,(T)) sont isomorphes.

Mais alors le théoréme 6.12 montre que la conjecture 7.1 est équiva-
lente a :

CONJECTURE 7.2. Pour i=2,4,...,p=-3 , le JA-module X(l)

est

isomorphe au  A-module A/Fi(T).

Enfin, le théoréme 3.7 montre gue cette conjecture est équiva-
lente a la suivante :
(1)

CONJECTURE 7.3. Pour i=2,4,...,p-3 , le A-module X est

isomorphe a lim(Uél)/aél)).

Nous allons montrer un résultat qui se rapproche de la conjec-
ture 7.3. Pour chague entier n€N , notons Ln la p-extension
abélienne maximale non ramifiée de K i posons Z_ = Gal(Mn/Ln) ,

Z = lim Gal(Mn/Ln) (1es fléches étant les restrictions des automor-

phismes) et L = U L de sorte que Z s'identifie & Gal(M/L). De

n

plus désignons par En 1 le sous-groupe du groupe des unités de Kn
formé des unités congrues a 1 modulo R, et par En 1 1'adhérence
de En,l dans Un .Si myn 1 application Nm,n de Um vers Un

(on rappelle que N4 désigne la norme dans 1'extension locale

@ u @, 5t é . p. i E
@m/ L, ©ou @j est le complété de K] en gj) envoie E_ . dans
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E donc induit une application de Uﬁ/ﬁm

n,1 vers Un/En, . On

1 1

note lim(Un/En,l) la limite projective des Un/En pour les

1

fléches induites par les Nm n ¢ il est clair que cette limite pro-

r

jective est un Z?[Gal(K/Q)]—module et on a :

PROPOS .4. - i E
OPOSITION 7.4. Les Zp[Gal(K/Q)] module Zz et Llim(U /B )

sont isomorphes.

Avant de démontrer cette proposition, donnons le corollaire
évident suivant qui se rapproche de la conjecture 7.3 (nous verrons

plus loin que, si p4’h; , ce corollaire implique la conjecture 7.3).

COROLLAIRE 7.5. Pour tout i€ Z , les A-modules Z(l) et

P~ —

im(U(l)/E(l)) sont isomorphes.
n n,1

Démonstration de la proposition 7.4. Pour chague entier n€WN on

note ﬁn le groupe des ideéles de Kn et jn l'injection canonique
*
de @n (on rappelle que Qn est le complété de K en gn) dans
12 3 2
ﬂn . Le groupe d'inertie de 1= dans M,n/Kn étant Gal(Mn/Ln),
1l'application d'Artin de ﬂn vers Gal(M /K ) induit une surjection

Gn de jn(Un) sur Gal(Mn/Ln) ; nous allons montrer que le noyau de
Gn est jn(ﬁn l). Pour cela notons, pour chaque entier i>0 , par

i i Vo= i
Kn(gn) le corps de rayon p_  sur K et posons M= U Kn(gn).

i>0
Il est clair que Mn est la plus grande p-extension de Kn conte-

nue dans M i en conséquence, le groupe jn(Un) étant un p-groupe,
1l'image d'un élément de jn(Un) par l'application d'Artin dans
Gal(Mﬁ/Kn) est triviale si et seulement si son image par 1'applica-
tion d'Artin dans Gal(Mh/Kn) est triviale. Pour chaque entier

i> 0 , posons wi=vu. 1 U ol U" est le sous—-groupe de U
n vép ™V n n
=n

formé des éléments congrus a 1 modulo é; (ﬁn étant 1'idéal maximal

de Qn), ou v décrit les places de Kn différentes de p et ou,

pour chagque v , le groupe Un v est le groupe des unités du com-

’
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*.-

plété de Kn en v . On sait que Knﬂi est le noyau de 1'applica-

. * 4

tion d'Artin de J vers Gal(K (p-)/K ), donc N (K W") est le
n n'&n’/"n Do n

noyau de 1'application d'Artin Vers Gal(MA/Kn). Il en résulte que le

* 3 v
noyau de 2 est F (U)D () (KW ) ; nous allons montrer le lemme
n n'n 5o n
suivant :

LEMME 7.6. On a jn(E ) = 3.(U )0« K*W;).

N
i)0

n,1

Avant de démontrer ce lemme, voyons comment il permet d'achever
la démonstration de notre proposition. Le groupe U, étant compact,

1'injection continue jn induit un isomorphisme de Un/ﬁn ; sur
!

jn(Un)/]n(En,l) ; le lemme 7.6 montre alors que la surjection Sn

induit un isomorphisme de Un/E sur Gal(Mn/Ln). Les propriétés

n,1l
de l'application d'Artin montrent que ces isomorphismes entre les
Un/ﬁn,l et les Gal(Mn/Ln) sont des isomorphismes de Gal(K/Q)-
modules et qu'ils définissent un isomorphisme entre le systéme pro-
jectif des Un/En,l et celui des Gal(Mn/Ln) ; notre proposition est

donc démontrée & condition de démontrer le lemme 7.6.

Démonstration du lemme 7.6. Montrons d'abord que

. 1
c 5 n 1y, ' €

) i (u) (;?o (KW )). Soit e E 1

od (e) est 1'idéle principale image de e et ou x est 1'idéle

j (E

n'n,l alors jn(e) = (e)x

définie par xvﬁ=e— pour toute place v de Kn différente de R,
et Xp =1 ; 1l'idéle x est dans Wi pour tout i , donc jn(e)
=n ¥ 3 * 13
* j ' < 5 N Yy
est dans ;;0 (K Wn) ce qui montre que Jn(En,l) jn(Un) (i;o(K Wn)),
¥ 4 A
mais jn(Un)rW( @ K W;) est fermé puisque c'est le noyau de 9n ,
320 _ ey
donc notre inclusion implique Jj_(E )3 (U )N (N K W-). Montrons
n n,l n' n 150 n
. * i . . 3
i n < €
maintenant jn(Un) (;;O(K wn)) j(En,l). Soit u€U  tel que
- * 9 *
j (u) € N (K W) ; pour chaque i , il existe un @, €K et un
nt o B .
Xi<EW; tels que jn(u) = (ai)xj si (o,) désigne 1'idéle principale

image de o, ; une telle égalité implique d'une part que «, est une

v unité pour toute place finie v de Kn donc que o, est une
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unité de Kn et, d'autre part, que u est congrue a o, modulo

é“ . Cela signifie que, dans u, - 1'élément u est la limite des
@, et donc prouve que uf€ En 1 - Il en résulte que

* 4 -
J(U )N (N (R W;))C j(E_ ;) et cela achéve la démonstration.

ido

REMARQUE 7.7. Bien que ce soit inutile pour la suite, nous allons
donner une description de 2Z différente de celle donnée dans la
proposition 7.5. Pour tout n »O , on a une suite exacte évidente

- - - . ' :
] Gal(Mn/KLn) Gal(Mn/Ln) Gal(KLn/Ln) - 0 ; l'extension K/Kn

étant totalement ramifiée en R, + Ona Lnf1K =K ce qui implique
Gal(KLn/Ln) = Gal(K/Kn) ; en conséguence llm(Gal(KLn/Ln)) est
réduit a 1'élément neutre et donc llm(Gal(Mn/Ln)) = llm(Gal(Mn/KLn)).

Notons UA le sous-groupe de U, formé des éléments dont la norme
sur Qp vaut 1 ; on montre (exercice sur la théorie du corps de

classe) que 1l'image du sous-groupe UA/E de Un/ﬁ par 1l'iso-

n,1l n,l

morphisme décrit dans la démonstration précédente est le sous-groupe
Gal(Mn/LnK) de Gal(Mn/Ln). On a donc llm(Un/En,l) =11m(Gal(Mn/LnK))

et donc 1lim(U'/E =2 .
' '"n

n,l)

Pour terminer ce paragraphe, nous allons montrer que, si p ne
] 1] + ’ (]
divise pas le nombre de classes hO du sous-corps reel maximal de

K; , alors le corollaire 7.5 implique la conjecture sous sa forme 7.3.

. . N + . .
Pour ce faire, nous démontrerons que 1'hypothese p/}’hO implique,

pour tout n 0 , d'une part que En l==5n et, d'autre part, que

’

Gal(Mn/Ln)(l) = Gal(Mn/Kn)(l) si 1 est pair. On aura alors d'une
- _ - . (1) =(i)y _
part Un/En,l = Un/cn pour tout n »0 , donc llm(Un /En,l) =
. (i) =(1) . ' (i) _ (1) .
llm(Un /Cn ) pour tout 1 et, d'autre part, Z =X si i

est pair. Compte-tenu du corollaire 7.5, cela démontrera la conjecture

7.3 dans ce cas.

Rappelons tout d'abord le résultat suivant dfi 3 Iwasawa
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PROPOSITION 7.8 (Iwasawa 1956). Soit E/F une extension cyclique

dont le degré [E:F] est une puissance de p . On _suppose gqu'il

existe un seul idéal premier X de F ramifié dans E/F et que A

est totalement ramifié dans E/F . Alors p divise le nombre de

classes hF de F sgi il divise le nombre de classes hE de E .

Avant de démontrer ce théoreme donnons en le corollaire qui sera

utile dans la suite :

COROLLAIRE 7.9. Si p ne divise pas h; , alors p ne divise

+
aucun des hn .

Démonstration de la proposition 7.8. On suppose que p divise hE :

on sait alors que la p-extension maximale non ramifiée A de E
est non triviale. L'extension A/F est galoisienne, nous notons G
son groupe de Galois et N 1le sous-groupe Gal(A/E) de G ; l'ordre
de G est une puissance de p et N est un sous-groupe distingué

de G . Rappelons le lemme de théorie des groupes suivant :

LEMME 7.10. Soit G un groupe fini dont 1'ordre est une puis-—

sance de p et soit N un sous—-groupe distingué non trivial de G .

Alors, il existe un sous-groupe M de N gui est d'indice p dans

N et gui est distingué dans G .

Démonstration. On raisonne par récurrence sur l'ordre de G . Si G

est le groupe & p éléments, alors N=G et M={1} répond & notre
question. Sinon, notons Z(G) le centre de G et montrons que

NN Z(G) est non trivial : G agit sur lui-méme par conjugaison ;
considérons les orbites de G pour cette action ; l'orbite d'un

pn(X) éléments avec

%€ G est réduite & x si x€Z(G) et posséde
n(x) > O sinon ; le sous-groupe N étant distingué dans G , une
orbite est soit inclue dans N soit disjointe de N ; enfin 1l'orbite

de 1'élément neutre étant réduite a 1'élément neutre et N étant la
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réunion de ses orbites, 1l existe au moins p-1 orbites de N ré-
duites a 1'élément neutre donc au moins p-1 éléments de Z(G) dans
N . Choisissons alors un x différent de 1'élément neutre dans

NN Z(G) et notons {x) 1le sous-groupe engendré par x . Le groupe
G/{x> et son sous-groupe N/{x) vérifient les hypothéses de notre
lemme, donc 1'hypothése de récurrence affirme 1l'existence d'un sous-
groupe N de N/{x)> d'indice p dans N/{(x> et distingué dans
G/{x) . Notons M le sous—groupe de N formé des éléments de N
dont la classe module (x> est dans M ; on vérifie sans mal que M
est d'indice p dans N et distingué dans G ce qui achéve la

démonstration du lemme.

Revenons a la démonstration de la proposition 7.8. Soit M un
sous—-groupe de N d'indice p dans N et qui est distingué dans
G (l'existence d'un tel groupe vient d'étre démontrée) et soit Al
le sous-corps de A fixe par M . L'extension AO/F est galoisienne
et Gal(AO/E) est un sous-groupe distingué d'ordre p de Gal(Ao/F).
L'action par conjugaison du p-groupe Gal(E/F) sur le groupe
Gal(Ao/E) est triviale (puisque le groupe des automorphismes de
Gal(Ao/E) est (Z/pz)* dont l'ordre est premier & p) ; le groupe
Gal(E/F) étant cyclique, on en déduit que Gal(AO/F) est abélien.
Notons enfin IA le groupe d'inertie de A dans AO/F ; le groupe
Ik est d'ordre E/F , donc son corps des invariants B est de degré
é— sur F ; 1'idéal XA est non ramifié dans B , donc aucun idéal
premier de F ne se ramifie dans B . L'extension B/F étant abé-

lienne i1l en résulte que p divise hF , C.Q.F.D.

REMARQUE 7.11. Bien que ce soit inutile pour la suite, rappelons
gue si p divise h; » alors pr divise hn : en effet si p divise
h: , 11 existe une extension abélienne non ramifiée Lg de degré p

’ + . + ’ :
du sous-corps reel KO de KO ; soilit Kn le sous—-corps reel maximal
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de Kn , l'extension K:/K: est totalement ramifiée au-dessus de p.,
donc LzK:/K: est une extension abélienne non ramifiée de degré p
et donc p divise h; . Cette remarque associée au corollaire 7.9
prouve que, pour.tout n€N , on a 1'équivalence p%’h; si et seule-

ment si p%’h: .

Montrons maintenant les deux propositions suivantes :

PROPOSITION 7.12. Pour tout entier n)0O , ona E =C  si et

. . +
seulement si p ne divise pas hn .

Démonstration. Rappelons (lemme 2.6 et proposition 2.8) que

<+
- s = m —_ n .
hn [En Cycln] et que En,l Un En et Cn Un Cycln ;r en

’,

conséquence, on a une injection de E_ 1/Cn dans En/Cycln . L'élé-

vation & la puissance p-1 envoie En dans En 1 donc les p par-
’

ties de En,l/cn et de En/Cycln sont isomorphes. Mais En,l/cn

est un p-groupe, donc on a En 1= Cn si et seulement si p ne

.. + . . .
divise pas hn . D'autre part, on a une surjection canonique de

,17

® . ~ — 3 1 -
En,l Zb et En,l ont meme Zb rang, donc le noyau de notre surjec

® B iti . -
En,l Zb sur En la proposition 3.1 montre que les Zb modules

tion est un sous—%b—module de torsion de En 18)Z§ . Mais le sous~-.

7

’

d'ordre pn+1 ; son image est le sous-groupe Mo de E qui est

n,1
. . , + C .
aussi cyclique d'ordre pn 1 , donc la restriction de notre surjec-

Z_-module de torsion de E ®Z est u_®Z qui est cyclique
p n,1 "p n p

tion & ce sous-groupe de torsion est injective et donc notre surjec-
tion est un isomorphisme. L'anneau Zb étant Z-plat, Cng)Zp s'iden-

tifie & un sous-groupe de En 1@>Zp ; 1'image de ce sous-groupe par

notre surjection est clairement En , donc on a un isomorphisme de

(E En,l

® c_ . in, j
®Zp)/(cn Zb) sur /Cn Enfin, toujours parce que Z

n,1l P

- i i ® ®
est Z-plat, on a un isomorphisme de (En 1 Z’p)/(cn Zb) sur

’

® B = C i 1 t si {vie
(En,l/cn) Zb , dane En,l Cn si et seulement si p ne divise pas

lE :C_] i.e. si et seulement si E =C_; comme on l'a remarqué
n,1" 7 n n,1 n
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plus haut, il en est ainsli sI. et seulement si p ne divise pas hn

et cela achéve notre démonstration.

PROPOSITION 7.13. Pour tout entier n)O et tout i€2Z , on a
)(«)

- (i) . L +
Gal(Mn/Ln Gal(Mn/Kn), si p ne divise pas hn .

Démonstration. De la suite exacte de Zb[Gal(Kn/Q)]—module

-> - - -> i1
0 Gal(Mn/Ln) Gal(Mn/Kn) Gal(Ln/Kn) O on tire, pour tout

i€ % , la nouvelle suite exacte 0~ Gal(Mn/Ln)(l) i Gal(Mn/Kn)(l) -

(i) _ & i
Gal(L /K ) 0 . Le Zb[Gal(Kn/Q)] module Gal(L /K ) étant iso-

morphe au Zb[Gal(Kn/Q)]—module A (= p-groupe des classes de Kn),
Gal(Ln/Kn)(l) est isomorphe a Aél) pour tout i€ Z . Mais le
p~-groupe des classes A: du sous-corps réel maximal K: de K

(1)
n

n

est isomorphe a ® , donc 1l'hypothése p ne divise

j..=2,4[ . e .,p—l
pas h: implique que A;l) est trivial pour tout i€ 27Z et donc

i)

que Gal(Ln/Kn)( est trivial. Ce dernier point montre que, pour

tout 1€2Z , on a Gal(Mn/Ln)(j) = Gal(Mn/Kn)(i) .

La juxtaposition du corollaire 7.9 et des propositions 7.12 et
7.13 montre que, si p ne divise pas h: , alors En L = En et,
pour tout i€ 27 , Gal(Mn/Ln)(l) = Gal(Mn/Kn)(l) ; comme on l'a

remarqué plus haut, cela implique le résultat suivant :

THEOREME 7.14. La conijecture énoncée au début de ce paragraphe

sous_les 3 formes égquivalentes 7.1, 7.2 et 7.3 est vraie si p ne

divise pas h: .
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§8. REMARQUES SUR LE A-MODULE A .

Pour tout a€Z premier & p , on note o 1'élément de
G, = Gal(Kn/Q) dont l'action sur u ~est 1'élévation & la puissance

a ; ainsi l'application qui & a associe Ua induit un isomorphisme

*
de (Z/pn+12) sur G_ . On note Stickn 1'élément
n+1 n
1 p. -1 :
Z a.o de Q[G ] . Dans ce paragraphe on conviendra de
n+l a=1 a n
(a,p)=1

noter [x] la partie entiére d'un rationnel x et {x} 1a diffé-

rence X- [X] .

On a

LEMME 8.1. Soit ¢ un élément de Z premier & p ; l1l'élément

(c—GC)Stlckn est dans Z[Gn].

n+l
R . . b ac -1
Démonstration. On a (c-0 )Stick = z Nej -
6] n _ n+l’ a
a=1 P
n+1 _ (a,p)=1
p a -1 PR | -1
——.0_"0 . Compte tenu de l'égalité O0_"0 =7 ., Oon a
_ ntl’ a ¢ a ¢ -1
a=1 o) ac
(a,p)=l n+1
. be be } -1 .
- = % - .
(c Gc)Stlckn . 1 pwrig >0b ; cela prouve notre assertion
b=1 P
(b,p)=1
puisque be be } est dans Z .

n+i U n+1
p p
Rappelons le théoréme de Stickelberger

THEOREME 8.2 (Stickelberger). Pour tout c¢ de Z premier a4 p

1'é&1ément (c—O'C)Stickn annule le Z[Gn]—module An .
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Démonstration. Voir [4). [6] par exemple.

Intéressons-nous plus spécialement au cas n=0 . On a alors

Go==A et, pour chaque i1i€Z , on a noté Aél) le sous—Zé[A]—module
de Ao invariant par 1'idempotent 511 z Xl(Onl)U gque nous note-
' T gea

pol (1)
rons e, ; on a donc AO = @& A . Le p-groupe des classes du
} i1
, : y . . B )y
sous—-corps réel maximal KO de KO s'identifie a @ .AO" et
i=2
_ i pair

- e N E foo— .
on pose A = D A ; ainsi A_ = A ®A . D'autre part, si x

o i=1 o o o o)

i impair

est un rationnel, on note (x)p la puissance de p telle que
X = (x)py pour une p-unité vy . Enfin, si X est un ensemble fini,

on note 1X‘ le cardinal de X . On a :

LEMME 8.3. Soit h; le nombre de classes relatif de KO , on a

p-2

- i)
(h7)_ = 1 FASLE
o'p i=1 o
i impair
- ho +
Démonstration. Par définition, h_ = — si h_ et h_ désignent
mein e o .+ o o
e}
respectivement le nombre de classes de Ko et le nombre de classes
+ - (ho)
de K_ - On a donc (ho)p = ——:—E et notre lemme résulte des deux
(h_)
_ o'p -
égalités (h ) BN AE) e @wh = Tnoald)y
o'p . o) o'p . o}
i=1 i=2
i pair

Montrons comment le théoréme 8.2 implique le résultat suivant :

PROPOSITION 8.4. Soit i un entier tel que 1 i{p-1; pour

tout ¢ de Z premier & p , le groupe Aél_l) est annulé par

i—1)

(c=wl™(c))n(0,

(1-1)

Démonstration. On sait que AO est 1'image de AO par la multi-

A(1-3)
o

plication par eq_y ° Le théoréme 8.2 montre donc que est

annulé par .el_i((c—Uc)Sticko). Pour tout O€ 4 , on a 1'égalité
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1_i 2, . l"'i
. . = o). . L . - = - .
o el_; X (o) e 3 on en déduit que el_l(c UC) (c-w (c))gl_l
et que e, ..Stick = g é.u}fl(a) ; on a donc e ((c-0 _)Stick ) =
1-1 o a=1 P ! 1-i c o
1 P . s .
(-0 ™)) 2wt™l(a)) = —(c-w' " (e))n(0,9' ) (avec les nota-
a=1
tions de la partie I). Il en résulte que (c—wlnl(c))L(O,u}-l) annule
(1~-1i)
AO , C.Q.F.D.
REMARQUE 8.5. Si i est impair, L(O,wl—l) = 0 (comme nous

l'avons vu dans la partie I) donc la proposition précédente n'a pas
d'intérét.

COROLLAIRE 8.6. Soit i un _entier pair tel que 2{i{p-1; le

groupe Aél_l) est annulé par L(O,u9—1

) si 1i#p-1 et le groupe

Aél) est trivial.

Démonstration. Si i#p-1 , on peut choisir ¢ dans Z premier a p

tel que c—wl_l(c) est une p-unité ; la premiére assertion de notre
corollaire résulte donc de la proposition 8.4. D'autre part, si
(1)

i=p-1 , on voit en prenant c¢=1+p que pL(O,afl) annule Ao :

la seconde assertion de notre corollaire résulte donc du lemme suivant :

LEMME 8.7. pL(O,w—l) est _une p-unité.

~1 p-l -1 pol o1
Démonstration. pL(O,w ) = - X (a-g)w (a) = - X aw “(a) qui est
a=1 a=1
congru & -(p-1) modulo p donc est une p-unité.

Les propositions 0.8 et 0.12 montrent que

p=2 1 i s e

2p II (§ L{(O,w")) (on rappelle que p est supposé impair).
i=1

i impair

h
o

]

Compte tenu du lemme précédent, on en tire (h;)p = I (L(O,u}))p
i=1
_ p=3 . i impair
i.e. (ho) = I (L(o,w
b i=2
i pair

1))p . On conjecture parfois la propriété

suivante :
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CONJECTURE 8.8. Soit i un entier péir_Compris entre 2 et

p-3 ., alors le groupe Aél—l)

le groupe Aél—l)

est isomorphe a Zb/L(O,wl—l)Zb i.e.

est cyclique d'ordre (L(O,aﬁ_l))p .

En juxtaposant le lemme 8.3, le corollaire 8.6 et 1'égalité

_ pr-3 s
(ho) = 1 (L(O,wl l))p , on voit qu'il suffit de démontrer que les
i=2
i pair
Aél_l) sont cycliques pour i pair compris entre 2 et p-3 pour

avoir la conjecture 8.8. En particulier, si 1l'on savait que p ne

divise pas h; (conjecture de Vandiver), on aurait Aél) = {1} pour

(1-1)

tout 1 pair, donc (Spiegelungsatz de Léopoldt) Al cyclique

pour tout 1 ©pair et donc la conjecture 8.8 serait démontrée.

Montrons que la conjecture du §7 implique la conjecture 8.8.

~

Pour cela notons KO P 1l'extension abélienne maximale de Ko dont

14

» . » = '_] r~4 .
le groupe de Galois est annulé par p et posons »Mo,p Mo Ko,p
. . * * p
Notons Mg 1 'homomorphisme de KO/(KO) vers
~ *
PN 6 1
Homcont(Gal(KO'p/KO),up) qui & la classe de « K  associe ﬂo(a)
défini de la maniére suivante : on choisit une racine p;EEe de o
~ V3
T = eee—n—
et, pour tout TE Gal(Ko,p/Ko)' on pose [ﬂo(a)]( ) S . On

Ve

sait (théorie de Kummer) que ﬂo est un isomorphisme de Zb[A]—module.

' z [8)-module de X tel n (v J(&)HP) =
Soit Vo,p le sous-— o A j=-module e ° el que oVo,p o =

Ho (Gal(M p/KO),Mp) et soit A le sous-groupe de A_ formé

m
cont O, o,pP

des classes dont l'ordre divise p ; en raisonnant comme dans 1la
démonstration de la proposition 6.10, on voit que l'on a une surjec-

%.
i A l~me & . .
tion de Z.[ J~module de Vo,p/(Ko) sur Ao’ ; pour tout entier

*p, (1-1) : (1-1)
(Vo,p/(Ko) ) sur Ao,p

‘ (1-1i)
«Gal(Mo,p/KO),up)) sur

cont
(i)
p/KO) ,up)

i , on en déduit une surjection de

On a donc une surjection de (Hom
(1-1)

A

sur A

, ¢'est-a-dire une surjection de Homcont(Gal(Mo
(1-1)
o,p

r’
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D'autre part, en raisonnant comme dans la démonstration de la propo-

sition 4.3, on montre que X, est isomorphe a X/ab(T)X donc que

(1)

Xél) est isomorphe a X(l)/&B(T)X . Admettons la conjecture
du paragraphe 7 sous sa forme 7.2 ; pour i=2,4,...,p-3 , on a alors
(i) \ . (1)
= (43] . = .
X A/ O(T),Fl(T)) Zb/Fl(O)Zb ce qui montre que X est
cyclique ; en conséguence (Gal(MO p/Ko))(l) qui est un quotient de

Xél) est cyclique pour i=2,4,...,p-3 et donc

(1) : .
Homcont((Gal(Mo,p/Ko)) ,up) est cyclique pour ces valeurs de i .
Il en résulte que Aél;l) , donc Aél_l) est cycligue pour

i=2,4,...,p~3 ce qu'on voulait.

Nous terminons ce paragraphe en démontrant la proposition suivante

qui est une partie de la conjecture 7.1.

PROPOSITION 8.9. Pour i=2,4,...,p-3 , le A-module

Hom(Acl-i)

,Qp/Zb) ‘est annulé par la série g, (T).

A K i
Démonstration. Choisissons un &lément CE€ 2 tel que 1#«' (¢). On
£.(T)
i

rappelle (I, §7, prop. 7.6, cor. 7.7) que gi(T)=:l—wé(c)(c>(l+T)Q(C)

ol «(C) est défini par 1l'égalité {(C> = %(Y)a(c) (dans la partie I,
Y désignait un générateur topologique de 1+pZ§ ; dans la partie II,
nous désignons par ¥ un générateur du groupe de Galois I , donc
n(y) est un générateur de 1+pr). L'hypothése u#(c);él implique
que l-wi(C)<C> est une unité dans Zb » donc que

o(C)

1-u9(c)<c>(1+T) est inversible dans A . En conséquence, notre

proposition est équivalente 3 l'assertion suivante :

(1-1)

pour i=2,4,...,p-3 , le A-module Hom(A 'Qp/Zf) est

annulé par la série fi(T).
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Nous démontrerons cette assertion en 3 étapes ; fixons quelques
notations : on identifie & et ]Jm(Z /T i) en envoyant 1+T sur

} R . /T éné )
(}/n)nelN ou Vn désigne la classe dans 1/ n du genérateur VY de

s .
; on note (fl,n)nGN
fi(T) dans cette identification ; pour chaque n¢lN , 1'élément
‘ n

1'élément de lim(Zb[r/rn]) correspondant a

. s . pz (k) (k) -
£, s'écrit de maniere unigue Y avec £, ©Z_ et on
i,n =0 J,n n i,n P
* p
pose f. = Za iki Vn
- k=0

1) Montrons que notre assertion est impliquée par 1l'asser-
(1-1)

tion suivante : pour chagque n€N , le % [T/P l-module Al est
*
annulé par £, = . Pour tout ¢¢ Hom(A(1 l),Qp/Zb), on a
- : (1-1) et
[fl n* T(a) = m(fi,n.a) pour tout aGEAn (par la définition de

(1-1)

la structure de Zb[T/Tn]—module de Hom(A ,Qp/Zb)). En passant

c .
€ llm(Zp[T/Tn])

. * (1-1) |
,Qp/Zb)) si les fi , annulent les A ;

14

a la limite projective, on en déduit que (fi,n)nEN
(1-1)
n

annule lim(Hom(A
e

cela signifie que, dans ce cas, fj(T) annule le A-module

(1-1)

llm(Hom(A ,Qp/Zb)). On achéve ce 1) en remarquant que 1l'isomor-

(1-3)

phisme canonique de lim(Hom(A ,Qp/Zb)) sur

. (1-1) . .
Hom(1lim{A P Z = Hom(A R 4 est un 1isomorphisme de
(1i n ) Qp/ p) ( 0/ p) p

A-module (il est clair que c'est un isomorphisme de Zﬁ[r]-module :
nos deux A-modules étant des A-modules topologiques, on voit par

continuité que notre isomorphisme est un isomorphisme de A-module).

2) Le calcul de f(k) . Rappelons que fj(T) est la série

i,n
associée & la mesure o v TR c'est-a-dire que £.(T)= Z fgj)Tj
c,wt i j=0 1

avec fgj) = g 69! d(er, v l( %) . En explicitant 1'isomorphisme
X 4 J C le

de im(Zp[F/TnJ) sur A (isomorphisme qui est décrit dans la

n
p -1
démonstration de la proposition 3.4), on voit que z fgk)

k=0 %

(1+T) K

est 1'unique polyndme de degré strictement inférieur & p° qui est
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congru & fi(T) modulo U.:n(T)A . Le lemme suivant montre donc que

(x) _ ¢ . .
£, = g Xn,k(X) d(e,v . _;)(x) ou Xh,x ©st la fonction carac-
Zz C,«
p
téristique du sous-ensemble k-ﬁanb de Zb .

LEMME 8.10. Spient Vv une mesure sur Z% et F (T) la série

formelle gui lui est associée (I, définition 4.3). Soit n un_entier

positif ou nul ; pour chaque entier k tel que O{ik‘ipn , On _note

la fonction caractéristique du sous-ensemble k-+pnz de Z

X0,k n p
(x) L Pl (x) k

et a 1'intégrale S X (x) dv(x). Alors, Z  a (1+T) est

- n 7z n,k = k=0 n —_—

P
> A P4 . s 2 3 Y n .
l'unigue polyndme de degré strictement inférieur a p gui est congru

a F (T) modulo w (T)A .
v ===== "n

Démonstration. La proposition 3.5 (appliquée avec g(T) = “h(T))

montre qu'il existe un unique polyndme r(T) de degré strictement

inférieur a pn+l tel que F (T) = uh(T)Q(T)-+r(T) pour un Q(T) €A,

L'assertion de notre lemme est donc équivalente & 1'égalité
Pn_l (k) k , A A
r(T) = & a (1+T)™ . Pour montrer cette égalité entre polyndme
k=0
n

de degré strictement inférieur & p , il suffit de montrer que ces
polyndmes prennent les mémes valeurs pour p -1 éléments distincts ;

nous terminerons donc notre démonstration en montrant que, pour toute

nié@e
racine p de 1'unité ¢ différente de 1 , on a
Pl (k) -
r(¢-1) = Z a, €™ . Le lemme 5.6 du §5 de la partie I montre que
k=0
n
Fv(Q—l) = S ¢* dv(x) : comme uh(é-l) = (1+(€—1))p -1 =0, on en
Z
p
déduit que r(f-1) = S ¢* av(x). Mais, pour tout x¢€ Z? , on a
Z
P
n
p -1 -1
="z Ky L0 donc | Faveo = = KU ) avin =
k=0 ' Z k=0 Z !
p -1 i p -1 ;
T a(k) ¢k ; en conséquence on a r({-1) aék) ¢¥X et cela
k=0 k=0

démontre notre lemme.
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Revenons au point 2) de la démonstration de la proposition 8.9.

Par définition de v i1 (I, §3) et de o v 5 (I, §5) on a
C,w” C,w

C \ PP
3 Xo k(x)d(&*v i)(x) = g E(x)duc(x) ou £(x) est défini de 1la
Z ! C,w Z

P p

* *

maniére suivante : si x¥¢ Zp alors €(x)=0 ; si x€ Z’p alors
E(x)—wl 1( ) si «(x) =k modulo anp et €(x)=C sinon. Pour

un XGZ; , on a o(x)=k modulo an si et seulement si

<x>5u(y)k modulo pn+1Zp , donc £ est une fonction de Zp péri-

odique de période pn+l'Zp . Par définition de b+ ON a donc

S E(x)duc(x) = L(0,€) -~ CL(0,¢.). Rappelons que

S (@
p n+l1
p -1 a 1
L(O,€) = - aio E(a)(m-ﬁ) ; notons Xk le sous—ensemble de
{O""'pn+l"l} formé des a tels que <{a) E%(3’)k modulo pn+1zp ,
on a alors L(0,ge) = - X wl_l(a)(—r%—%> ; 11 est clair que les
a€Xk P

n+l

classes dans (Zp/p Zp)* des act Xk décrivent 1l'orbite de la

classe de %(Y)k modulo le sous-groupe d'ordre p-1 de

* 1 o~
(Z /pn+lz ) ; on en déduit que T wt l(a) = ¢ , donc que
P p aéx_k
L(O,e) = - EZ U-‘l—l(a) Ta.'q . De méme, si pour tout x€Z on note
asXy,
{-—n}%i} la fraction na+1 ol a est l'entier congru a x modulo
P P
pn+l% qui est tel que 0 a¢p"™ , ona L(o,c o)
) - 2 o (o5 - ]
- F ( ) {n-}-l - On a donc fi,n - a) |C n+l n+1 :

aéxk

3) Fin de la démonstration. Du point 2) on tire que

e nog s _ -1 -
£ = L L wt 1(a) C{aC - =2 J'}/ K ; pour tout a entier
i,n =0 n+1l n+1l n

k=0 aEX.k b p

premier & p , on a noté g 1'élément de G, = Gal(Kn/Q) tel que

aéxk

™

l'action de o sur u = est 1'élévation & la puissance a . Le

groupe G_ s'identifie au produit AXT/Tn ; si aEXk , on vérifie
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facilement gue la composante de Ga sur T/Tn est VE ; de plus

lorsque a décrit X la composante T de © sur & décrit

a
le groupe & tout entier. En remarquant que, sur Aél—l) , 1'élément

] — - *
w" l(a)€5Zb agit comme 1'élément Tal de 4 , on voit que £,
. pPtio1 . -1,
agit sur A(l_l) comme 1'élément z z C{aC - -2 )T—lvk =
n _ € . n+l n+l/j a n
k=0 \a Xk ol P /
n+1 1

pe -l e 1 1
PN a - a - = — - ] 4 A

> (CL ey n+;§°a (1-co_")stick . Le théoréme de
a=0 p p

(a.p)=1 .
* A(l--l)
n

7

Stickelberger (théoréme 8.2) montre donc que £, , annule

ce qui, comme nous l'avons vu au point 1), démontre notre proposition.
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