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0. INTRODUCTION.

‘Considérons 1'espace euclidien R"™ muni de la distance ordinaire et de la mesure
de Lebesgue. Pour une fonction mesurable f, la fonction maximale de Hardy-Littlewood
de f est

f*(x) = sup 4 [£(u) | du

Q lal Y9

le sup étant pris sur tous les cubes Q contenant x. Voici le théoréme classique sur

1a fonction maximale.

THEOREME A,

(1) erR“ It (x) > A} { s‘% .HfH1 VieL'RY

(2) ”f*Hp < Cp.lfﬂp Ve lPR™), 1<p< .

Fefferman et Stein, dans [6], ont généralisé ces indgalités aux espaces P ( {’,F)

| - - r1/r
des suites (fk) telles que H(Z_l'{: ]fk ™) Hp < oo,



THEOREME B (Fefferman et Stein).

: n 1/ Ar‘ ri1/o .

(i) I{X€R I(Z:If 1) >x; < = e 1HYRIL (1< 1< w)
P e d A TN [ TR LA N (1<r,p< =)
(iii) si (3 £ IP)T/ T'e L® et toutes les f,ont leur support dans un méme

cube, il existeun «> 0 tel que

j BEXP(e. T 11, )ax < o

pour tout cube Q.

La preuve du théoréme B suggere la comparaison enire deux types d'opérateurs
. . N r
maximaux pour les fonctions a valeurs dans

* R
- 0 ;(fk)r)v T opérateur relatif aux coordonndes
N |
- [(z : lfk ]F)V r:} opérateur relatif au module (norme 0%y,

Pour faciliter 1'écriture, [(ak) ‘Ir* sera la norme de la suite (ak) dans ¥, et
nous supposerons toujours les fonctions fk positives. Pour une fonction F a valeurs

dans §°, F= = (&, £),. ..) on écrira

- i1/
) ¥ .
Par abus de langage, nous noterons F  la fonction maximale relative aux coordonnées :

* * *

F = (f1y fzr ...).
Les deux opérateurs précédents s'écrivent donc

|F |, et !F!:

(i . . . . X r
(Pour éliminer la confusion possible entre les notations, les fonctions a valeurs dans ¢

seront toujours représentées par des lettres majuscules).



3.
Nous avons établi une inégalité de type Burkholder-Gundy entre ces deux opérateurs,

pour 1T<pr<o:

THEOREME C. Pour B>1 et $>0, X >0,
| % ) * ‘ L |
{IF >80 5 IRl =t} <e {iF !P>A}I‘
€+0 lorsque B +wou D +1.

Des inégalités semblables existent entre la fonction d'aire et la fonction maximale non-
tangentielle ([2]), et entre la transformée de Hilbert maximale et la fonction maximale

([31). Une telle inégalité entrafne deux types de résultats :

~ des inégafii’tés Lq) : Si @ estune fonction sur [0, ] satisfaisant de bonnes

conditions (c‘esi le cas de  ®(t) = tP ), alors
¥ *
j@( IF | )ax< c. J@(‘IF | ) dx

- des résultats a poids : si M4 est une mesure satisfaisant de bonnes conditions,

pUE >80 5 IR <8< eu(IF [,> )

ot J@(IF%IP)duﬁcﬁé(lFii)du.

La détermination de € dans le théoréme C revét une grande importance, en particulier

pour 1'évaluation de la meilleure constante dans les inégalités L L'emploi de

®°
résultats exponentiels, comme ceux:de la partie (iii) du théoréme B, permet d'écrire €

comme une exponentielleen B et $. Le résultatle plus précis a été obtenu pour

*% ’
la fonction maximale £ associée au découpage de R™ en cubes dyadiques

KK 1

f (x)=sup e J ff(u) ldu.
X€EQ Q] 0
Q dyadique '



THEOREME. Pour 1< 1< e,

| —BP(BI‘-J )/5F

HIFET 1> e lFf**sésts.e A{ET > A}

B, ne dépendant que de r et de la dimension. Ce résultat est le meilleur possible.

Nous avons également étudié les inégalités du théoréme B en prenant des opérateurs
maximaux plus généraux, pour lesquels l’analégue du théoreme A est déja connu. Clest
le cas de 1'opérateur maximal associé a un espace de nature homogeéne, et de 1'opérateur
maximal associé a une suite décroissante de rectangles de R",

Un espace de nature homogene est constitué dtun ensemble X, d'une pseudo-
distance d(*), et d'une mesure borélienne g sur X, ayantla propriété
ﬂ(B(X,R)) < A.u(B(x,R)) pourtout x€X et R>0. L'opérateur maximal associé

est défini par

ME(x) = sup — j f(u) du (u)
B boule L(B) 9B
contenant x

et le théoréme A est vrai pour cet opérateur (voir [4], page 71, th. (2.1)).

de rectangles (ou pavés) symétriques

: ' . 7’ . k
Lorsqu'on a une suite decroissante (Si)i€Z

dans R" dont le diamdire tend vers 0, on définit 1'opérateur maximal associé par

Mf(x) = sup’ ! j [£(u) | du
icZ ISif X+Si~

et le théoréme A  est aussi vrai pour cet opérateur (voir Zygmund [8], chap, XVII,

lemme 3.5).

(*) Une pseudo-distance est semblable 2 une distance, sauf pour 1'indgalité triangulaire :

d(x,y) < K(d(x,z) + d{y, z)).
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Dans le paragraphe 3, nous montrons 1'analogue du théoreme C pour les espaces de
nature homogene. Nous obtenons les parties (i) et (ii) du théoreéme de Fefferman et Stein,

et 1a partie (iii) dans certains cas particuliers.

Dans le paragraphe 4, nous montrons, en nous inspirant de la preuve de Fefferman
et Stein, les parties (i), (ii) et (iii) du théoréme B pour la fonction maximale associée
a une famille de rectangles, Il ne semble pas exister d'analogue du théoreme C pour cette

fonction maximale.

Je tiens & remercier les gouvernements francais et québdcois pour leur aide financidre
pendaht la préparation de cette thése dé 3eme cycle, J'exprime toute magfatitude envers
M. Jean-Pierre Kahane, qui a permis mon séjour a Orsay, et qui a toujours été compréhen-
sif et bienveillant envers moi. Je ne saurais comment exprimer toute ma reconnaissance |
envers Mme A, Bonami, qui a guidé mes pas tbut au long de la préparation de ce travail,
et qui m'a suggéré de nombreuses idées développées ici. Je remercie enfin Mme Dumas

qui a aimablement accepté de dactylographier ces pages. _



1. LA FONCTION MAXIMALE DYADIQUE.

Les méthodes utilisées dans ce paragraphe sont typiques de celles utilisées par la
suite. Elles s'inspirent largement de la démonstration de Fefferman et Stein de 1'inégalité
 faible (i) et de 1a démonstration du théoréme de R, Coifman sur la transformée de Hilbert
m}aximale 31.

Le théoréme (1.4) est conséquence du théoréme B ; ndanmoins nous en fournissons
une preuve directe qui a comme intérét d'une part de montrer la souplesse des inégalités
de type Burkholder-Gundy, et d'autre part de montrer qu'on peut se passer, pour les
résultats exponentiels, de 1'inégalité des fonctions maximales a poids

j(f*)P.cp ax < B | 7.0 dx
qui joue un kréle important dans la preuve de Fefferman et Stein.
Les lettres majuscules F, G, H sont réservées pour des fonctions a valeurs

dans PT,

LEMME (1.1) (lemme de la "bonne fonction").
~ Soit K un cube dyadique ou l'espace R" tout entier, et soit & =U Qj un
ouvert inclus dans K = recouvert par une famille de cubes dyadiques disjoints (Qj). Si
f est une fonction (positive) localement intégrable surr K, on définit la "bonne fonction™
h associded f sur K par

0 si x¢K
h(x) = f(x) si x€K\ 8

4 J' fludu si x€Q.

IQj | Q; J

Si on note M1f la fonction maximale restreinte a K :



Mif(x): sup . £(u) du
x€Q 10190
QcK

alor's leth sur K\ .

1

Démonstration. Pour chaque cube Qj il est évident que
j hdx:j f dx
%Y

et donc, pour une réunion quelconque S = UJ Q. de ces cubes,
jed

Jhﬁsz&.
S S 7
Soit x € K\, etsoit Q un cube dyadique inclus dans K et contenant x. L'inter-

sectionde Q avec § s'écrit comme une réunion de cubes Qj :posons S=QN&,

Alors,
h®+j

‘~l:ghdx=;L<j h dx)

Q| Q] ~Ya\vq S

‘I .\
ot & St
e [ fax.

Q| J0

En passant au sup en Q, M}h(x) = le(x).

THEOREME (1.2). Soit F = (f1 yEyyes .) une fonction & valeurs dans e (1<
< o), alors

{UFHWP;@¢S§?JWWP®

et A, ne dépend que de r et de la dimension.

Remargue, Cette inégalité est contenue dans la partie (i) du théoréme B. La preuve
ci-aprés n'est pas nouvelle mais sa présentation donne une idée des méthodes employées

pat la suite,



Démonstration. Pour simplifier, nous écrirons simplement IF | pour |F {r”

*¥
Soit O = {?F o> } . En choisissant les plus grands cubes dyadiques sur lesquels la
moyenne de |F | est supérieure 3 X, ondécrit Q comme réunion de cubes dyadiques

disjoints (Qj) tels que

A< J IF ldu< 2.

. Q.
[oF | Jo,

A chaque fonction coordonnée fk de F, on associé une "bonne fonction" hk
sur R" par le lemme précédent (avec K = Rn), Il en résulte une bonne fonction

*¥
H=(h .} telle que H =F  horsde §. De plus, |H]| est bornée par

1’ 2"'

‘ ¥ ‘
2" : horsde §, clestévidentcar [H|(x)= |[Flx)< IF] x)<X; etsur Qj’-

H(x) = (- <|Q I 5 au ¥ )T
J <Z fk>1/ I aqu (par 1'inégalité de Minkowski générali-
IQ f sée)
= 2"\,

Enfin, JIH lax < JIF |dx : en effet,

JRH\Q!HMXSJR”\Q!F‘&

et

J

jQ.EHIdX=j‘ Qz(lQ 'j (u)du>f‘>i/1‘dx

1

< e F | (u) du dx (par 1'inégalité de Minkowski
Q. Q. 1Y, généralisée)
J ] J
= J |F [du.
“;

Maintenant nous pouvons montrer 1'inégalité faible de 1'énoncé pour H, et en déduire

le théoreme,
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! *H ! ‘! *% P . 4 <3 7 .
l{lH [> A }1 < -, IH |" dx (par 1'inégalité de Tchebychev)
A

- I o) ex

3T
< r n g 1o théore mal .
< - Z:‘S K 9% (par le théoréme maximal ordinaire)

A

A A 'Zn(r--i)

zﬁj{m%{g&xm_.jfm.
Pour“ F,‘ | o
HIF**lP>A ; lFi**SKHS Hiﬂ**»bx};
Al
:::TPJIH!dx
s?]!?ldx.

On en déduit HIF**I >} i < H lFl**>x}t +¥"J}Fidx
sl-;-'-rij‘!?ldx.

LEMME (1.3). Si F est une fonction a valeurs dans ¥ (1<r<e) etsi

B>1, ©>0, alorspourtout X >0

1 1 m s i1y = o= e, GED (o)

et CP ne dépend que de 1r et de la dimension.

. *¥ .
Démonstration, Soit Ok = {i Fo|>x } OX est ouvert. En choisissant les
- plus grands cubes dyadiques inclus dans O)k , on écrit OA comme réunion de cubes

dyadiques disjoinis
OA =U Kj .

On est ainsi ramené a montrer pour chaque j
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%Kjrx{lF**t>8x ; IPW**s;BA}\M

61(‘
-1>'R:1

Prenons un cube fixé K, dansla famille (Kj)’ et posons, pour X€K

1
(x) = sup — f (u) du
Tk x€Q lo|dq K
QCKO

%Jx)::() si xﬁKO

et M, f (x) = sup A £ (u) du
2k x€Q lol do ¥
OFK
On a ’ f;i*(x) = max §,M1fk(x) , szk(x)} .

Par maximalité de K_, il existe unpoint a & O, telquesi Q ¢ K, alors a€Q.

*H
Il s'en suit que Mzik(x) < f (a) pourtout x € K, . Donc,si x€K_,

T 0 ) 00 < (t, ()< A",

On obtient

*% p j r
I (x) = Z:<max |_M Mka(X) _l)
~ T T
=2 ME) + 2 Myt )
IM(F -+x
Rk *¥ . -
L'ensemble K_N {IF | o> X P lr‘ <% )\} est ainsi contenu dans 1'ensemble

{1M1(F) !p > YA 1\/11( IF !r*) < EA} ot y=(8" - 1)1/P. Clest 1a mesure de cet
“ensemble que nous allons méjor*er* gréce au lemme de la bonne fonction, en analogie avec
la démonstration du théoréme précédent.
Soit & = {M]( rl)> BA}. On peut supposer £ # I{o sinon il n'y a rien a
prouver, En choisissant les plus grands cubes dyadiques inclus dans Ko sur lesquels

la moyenne de  |F| est supérieure 3 %X, onécrit § comme réunion de cubes



dyadiques disjoints (Qj) tels que

S [ ldu < 279,

9]

A chaque fonction coordonnée fk on associe sur KO une bonne fonction hk par le

lemme (1.1) et on obtient une fonction H = (h telle que M1(H) = M1(F), sur

o)
K\ Q. Ici, |lH| serabornée par 2"%x.

En procédant comme pour le théoreme précédent,

H[M1(FHP> YX M1(|FIP)$ 6)&}} < HIM1(H)1P> 76}}

[ ¥ ,
< I{IH II‘ > 7)\. }
* .
< l§ dx  (inégalité de Tchebychev)
< - dx (théoreéme maximal ordinaire)
2751 )
= —TET support (H) |

THEOREME (1.4). Si H est une fonction a support dans un ensemble S de

mesure finie, a valeurs dans £, (1<r<w), etsi |H Ir(x) < A< o pourtout X,

alors
*¥ . 18 [ .
(1) j expla|H Y (x))dx pour « assez petit
g , r 1- “MZC}:* :
-c A T/l
@) H >A},<2 sl.e , (>0

€, ne dépendant que de r et de la dimension n.

Démonstration. On peut supposer A = 1. Posons S = -;: dans 1'inégalité du




théoréme précédent :
C

(R e S R

Si 1'on note Dg la fonction de distribution de la fonction g,

C
I

.l
gr-1 At

D;[H**I(BX)S . D

!H**i(

et, pour m= 2,

C
jkmpﬁDIH** ;(Bk)d?’n < — r J,\mp»r‘ﬁ;} |pe i(k)dk.

B -1

Par la méthode habituelle (intégrales de Stieltjes),

C .
1 %% | mp r mr ** (m-1)
T—— ;H ‘ d S . - {H I d)cv
m“‘J "7 ) (mee) j

Bl

En choisissant 8% =1+

En itérant (m-1) fois,

JIH**{mfdx < (zzecp)“""‘1 m! J}H**Ir‘dx.

3 LY - ré £ = -t %% P **P
La dernitre 1nteg:*pa1e s'écerit encore J‘Z:(hk ydx, ou Z:J (hk ) dx,

majorde, moyennant le théordme maximal ordinaire pour L'(R"), par
r r

AF.Z:jh ac=a, [IH] ax.

Puisque A j 11 [Fax < A, ls1, - on obtient

l

w

** mr m! |
JIH . dx < Jm i
T
en poSant € = —_ .
2.A (2ec )

Le théoréme découlera du lemme suivant (voir Zyegmund [8], tome II, p. 119).

12,

et elle est
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LEMME. Si S estun ensemble de mesure finie, et w est une fonction satisfai-

sant Ywmr dx<m ! I_§__I
¢ cm
alors
(1) eocwrdx < ---L§--L pour oa<c¢
5 1-o/c
r
(2) HW>>‘H‘<“2‘!S LemN/2,
Démonstration. Soit « > 0.
j’ o’ i o rm
e dx = w o dx
S m=0 T dg
o O(m
< Z: T |S ’
- m=0 ¢
=T-Tl—i7lc':" pour o< c.
Pour montrer (2), posons «=c¢/2:
r
J e /24y < 25|
S
| | | l cw' /2 ckF/Z}I
- =
et [{W X}i I{e > @ I

r r ,
< e..cp\ /2 Je*cw /2 dx (par 1'indgalité de Tchebychev)

iy
<2]sle™r /2,

THEOREME (1.5). Si F est une fonction & valeurs dans- p~ (1< 1< o),

etsi B>1, &>0, alors

X% *% B (SP_ 6r **
H!F IP> BX !F!p s%k}{sZ.e r W H[F lr>>‘}§

et B, ne dépend que de 1 et de la dimension. (Bp +0 lorsque 1 1),
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Démonstration. La démonstration est identique a celle du lemme (1.3) sauf pour un

point : 1'évaluation de la fonction de distribution de la bonne fonction. Ici, on utilise

1'évaluation du théoréme (1.4), avec S = KO (le support de H est dans Ko) :

e, 7" AT/l n] Hi

}{IH**I > w\}i <2.e Ik,
e
<2.e e /2T K
-B_(8F-1)/5F
=2, F v K.

o]
Le théoréme qui suit montre que le résultat (1.5) est le meilleur possible, du moins
lorsque & estchoisientre 0 et 1 (ce sont les petites valeurs de 9§ qui sont

intéressantes pour les applications).

THEOREME (1.6). Soit 0<$ <1 et B3> 1. Sipour toute fonction F 2
valeurs dans £° (1<r<w) ona
I{;F !}f‘> Bx ’F{P Sgk}!Se{{lF ‘I,>>\}i

r r
alors €= b.e—C(B -1)/% , b et ¢ nedépendant que de 1.

Démonstration, Nous allons évaluer la mesure des deux ensembles de 1'indgalité

pour une fonction F particuliere. La construction est faite ici pour n=1, mais

elle vaut pour n> 1.

Soit 1.={2“3‘“<xg2'3} .pour j€Z, etsoit f = L. pour KEN.
i k Ik _

Si F:(f1, fryees)s

1
Pl = (N = T 1.

ES S
Efudions fk :

*¥

sur ]-—oo,O], fk =0
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sur Ik, fk = 1
sur I o (m= 1), L, =5
*¥ 1
sur L, (m= 1), £, =2mm—1'
Pour j fixéet X€Ij .
f** 1 . < i
K (X):Q si k<j
K%k
£ (x)=1 si k=]
K (X) = ;{—:—JTT si k>3]
Alors, si i= 0,
*% 3_1 1 et 1
I Y(x) = —+ 1+ :
r 5~ oF T 2er-—3+15
J 1
=2 ]+
oF 2¥(2"-1)
et donc,
*%
Li1< P "x)<sd 42
o o

Comme X € Ij implique
-1 -logzxsjs —logzx ,

alors pour x € 10,1/,

~1-log,x oy -log,x
“ng_+1g|F Iﬁs = + 2.
2 2
Pour x> 1, ><€I:i avec Jj<O,
o ol 1 pJ-r
P i)=Y R < 1.
r S 2r‘(k-3+1 ) o1

Evaluons la mesure de chacun des deux ensembles de 1'inégalité, avec notre fonction F,

D'une part, si oA <1,
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(IF 1> a0 5 1017 <o) =[{IF7 1> m )
> !10,1] nIF 1> sx}%

I ~1 —1og2x

=
g

! r,,rTr !
= l{log2x<—1—2 (B™ X -1)}l

+1> 6PAF}||

_ 2-1-21‘(37‘\“-1)

D'autre part, si- A = 1,

=" 1523 - bo.13n {17 1)

TSP

= %{logzx < - ZP(AP—Z)}{

r.r
20 =2)

. 1 ré \ .
Sionpose A =g, alors X8 =1, et X=1, etl'inégalité de 1'hypothése devient

0 1= )] = e {17 1= .

Alors, 24“1'211((311/611)-1) < €.2-211((1/6P)--2)

1ot -2 (RT-1)/8T
et €= 2 '

r r
=b.e'C(B -1)/%".

Les résultats qui suivent sont des corollaires du théoréme (1.5).

COROLLAIRE (1.7). Soit @& une fonction continue croissante sur [0,%] telle

que ®(0)=0 et ®(2\) =ca(r). Alors
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S@( P | Jdx < cj@( lFii*) dx

pour toute fonction F a valeurs dans QP (1< 1< ).

| Démonstration. Etudions 1'effet de & sur une somme finie de nombres posififs.
Posons U(x) = sup{y s dly) = x} .
On a e(Mx))=x , et y< Ud(y)).

Soit (ai) une suite de nombres positifs

N
2
@(aio) < 2:1: @(ai) pour tout i < ZN, NEN
2N
alors, a, < \If(@(a \If(: @(a )) et en additionnant,
o o
2N N 2N
BRI
1 1
ZN a 2N' ;
et @(}_‘1: 51'\?’5 ZP o(a,).

2N 2N

N

2

Alors, &(3 " a)sy )o@ .a)=cN.T el
1 1 1

Revenons & 1'inégalité de 1'énoncé : il suffit de la prouver pour une suite finie

F = (fi’ fryee £, 0, 0...) de fonctions. En effet, si on pose
o,

F m(f"‘.,f ’O’O’CUQ)
(N) 1 oN

alors IF(N)I /"l'F‘H‘lP et

% , *¥
J@{iF(N)iP) dx /j@(lz:‘ | ) dx
par le théoreme de la convergence monotone.

Supposons donc F = (‘f1 seeey b 0, 0,...), et supposons que

’
2N

j@(l?li*)dx<oo

sinon, il n'y a rien a prouver,
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* Ko
Pour chaque Kk, j@(f ) dx < jc}?( P 111 ) dx < o0, Alors, par les propriétés

k

de &, | N

*¥% 2 *¥
J@(IF lr)dxg df@(z_"; £, ) dx

N
*xX
scN.Z; J@(fk ) dx < oo .
, *% - - <
‘Sachant que j a(|F Ir)dx < o, le corollaire est conséquence du théoréme (1.5)

par un lemme général dfi a Burkholder et Gundy :

LEMME. Soit B> 1, & >0. Supposons qu'il existe des nombres £ et 0
tels que ®(BA) < £a(X) et 69(%)5 8&(N). (L'existencede ¢ et 6 estgarantie

par la condition &(21) < ca())).

Si J@D(f)dx<oo
et si (E>Bx ; g< )= e. [E>N)]
£0
1 i) dx < ' D dx .
alors J() <1—€€j ()

Démonstiration du lemme. L.'hypothése implique

l€>8x)l < el@E>x)]l+1@>sx)

Si on note Df et Dg les fonctions de distributionde f et g,

Df(ax) < € Df(k)+ Dg(%k).

En prenant 1'intégrale de Stieltjes-Lebesgue par rapport a la mesure d®,

ij(BA)d@ <e jbf(:x) 4o + jog(éx)d@

et

J@(%f) dx < €. J@(f)dx +j a(; g) dx.

Par les hypotheses sur &,



19.

J@(f)dx - J@(ﬁ. -}gf) dx
< gjcp( %f) dx
< &ej@(f)dx+g8j©(g)dx.
Comme jcl')(f)<oo,

(1 - ge}j@(f) dx < SGjQ(g) dx.

Allell
o 1 .
Remarques. 1. Comme f (x)= . =, lesfonctions @ telles que
1

oo *¥
J @(%-) dt = « sont exclues par la condition J@( |F | . ) dx < «, Sont exclues en parti-
“1

culier les fonctions ®(0\) = AP pour 0<p<1, et ®() = ALog(l+ r).

2. Dansle casou ®(A)=1P (1< p< o) ontrouve

B
L r r_ o . .
En choisissant f =1+~ et 9 = T pour ¢ petit, on obtient :

COROLLAIRE (1.8). Si 1<r<w et 1<p<o,

HE™ 1L < c o'/

rp

r'p

|F

et C, ne dépend que de 1 et d€ la dimension.
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COROLLAIRE (1.9) (Inégalités a poids). Soit 4 une mesure sur R satisfai-

sant la condition

LENQ) _ cEnal,®
o =T

pourun C>0 etun «>0, etpourtout cube Q et tout ensemble mesurable E.

Alors
: *¥ e *¥
pOIF 1> 8% 5 IRl =8) sep(IF 1,>X)

et comme conséquence,

f@( i IP)'du < Cf‘i’( e

P)dp.

Démonstration. Revenons a la démonstration du théoreme (1.5). L'ensemble

%% :
O>L = {1? | - > A} est réunion du cubes dyadiques Kj disjoints tels que

-B_(8"-1)/8"

KN {IFT L8 5 IR < sx} =2, i1
si E={IF 1 >pBr FI < 8a},
p(K, N E) SCC,ijEl)“
k(K %51

~aB (8"-1)/8"
< 2C.e

Le résultat est obtenu en additionnant les inégalités pour tous les K‘j‘

Pour les indgalités L la démonstration du corollaire (1.7) est encore valable,

@)
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2, LA FONCTION MAXIMALE DE HARDY-LITTLEWOOD.

Nous déduisons pour la fonction maximale ordinaire des résultats similaires a ceux
obtenus au § 1 pour la fonction maximale dyadique. Leur démonstr*atbn fait appel a
des techniques plus élaborées que les précédentes : ainsi le découpage de Whitney d'un
ensemble ouvert joue un rdle central dans la démonstration du théoréme (2.3).

Voici la version du lemme de la bonne fonction pour la fonction maximale ordinaire :

LEMME (2.1).

Soit K un cube ouvert de Rn, soit § unouvertde K. Posons
V = K\ .

1) 11 existe une collection (Q:;)j Vde cubes disjoints tels que & =§J Qj et
diametre (Qj) < distanée (Qj,v) < 4~diaﬁ}étre (Qj) pour chaque j.

2) Soit f une fonction localement intégrable sur K.

La bonne fonction associ¢e a f est définie par

0 si x €K

hix) = { f(x) si x € K\Q

J—J fuldu si x€Q. .
\lel‘ Q ]

Si M1f est la fonction maximale partielle définie par

M}}C_(X) _ so si x¢€K

x€Q 19,1YQ

zsup A flu)ddu si x€K
QcK Y

alors MTf(x)sArn.M}h(x) pour tout x€V.

Démonstration. La partie (1) est une version locale du lemme de Withney, I1 suffit
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d'adapter la démonstration de Stein ( D]ch,, VI, th. 1), en choisissant les cubes du

découpage parmi les cubes obtenus en découpant K en 2n

cubes égaux, puis chaque
n ;
cube obfenu en encore 2 cubes, eic...

Montrons la partie (2).

Comme dans le cas dyadique, nous allons prendre un point xCK\& et un cube

Qc K, contenant x. Si Q ne coupe pas ,

. f(b)duzw»}-« h(u) du.
IQlJQ ) IQIJQ uj )

Si Q coupe £, lintersection est comprise dans la réunion U Q. des cubes Q.
j€J J
coupés par Q. Le diametre de chacun de ces cubes Qj est inférieur au diamétre de
Q : en effet, il est inférieur, par la partie (1), a la distance de Qj a Vv, etcette
distance est inférieure au diameire de Q puisque Q contientun pointde V et des
points de Qj‘ Comme conséquence, chaque Q;j sera contenu dans le cube Q' de

méme cenire que Q mais de ¢bté quadruple

U Q. c@'NK.
jeJ J

Et puisque j f(u) du:J h(u) du,
Q

j 9

, f f(u) du = J £(u) du + J flu)du< J h{u) du + J h{u) du < f h(u) du.
Q ’ O\NQ JONE O\NG2 Q'NK QMK

Pour faire apparaiire la fonction maximale M1h(x), il faut intégrer sur un cube inclus

dans K. Onremplace donc Q' par Q" uncube de méme cbté que Q', inclus

dans K, etcontenant Q'MK : cela est toujours possible.

On obtient ainsi



A j £(u) du < —— h(u) du
Q] Jo Q] Jor
n
< 4 h{u) du
}Qn } Qn
< 4" M1h(x).

En passant au sup sur tous les cubes Q contenant x on arrvive finalement a

M}f(x) < 4“.&41}1(;{} pour tout XEV,
Le résultat exponentiel (iii) du théoréme B peut se déduire du cas dyadique (théoréme

(1.4).

THEOREME (2.2). Si H est une fonction 2 support dans un ensemble S de

mesure finie, & valeurs dans @', (1<r<o), etsi |H IF(X) < A< o pour tout

x, alors

(1) JS exp(o;h-}%}g (x))dx < T—_-L;S:)gzm;: | pour « petit.
[ % - ‘AP/AP

(2) [{In flﬂ>x}§sz, sl.e ¥

c:][‘1 ne dépend que de r et de la dimension.

Démonstration, Nous suivons une idée de Fefferman et Stein pour comparer la fonc-

tion maximale f et la fonction maximale dyedique. On peut supposer que le support de
'H est contenu dans un cube Q ; sile supportde H n'est pas borné, on définit
H(m)(x) =H(x) si Ix/sm et 0 ailleurs, et (1) est obtenu par le théoréme de la
‘conver*gence monotone.Soit Q' le cube quadruple de Q et de méme centre. Pour
teqQ!', soit Mt 1'opérateur maximal associé au découpage dyadique de centre t

' *X
(c'est-a-dire le découpage ordinaire translaté de t). Ainsi, M’o f=1f et

*%
Mtf(x) = ('rtf) (x+t) ol 7.1(x) = f(x~t). Le théoréme (1.4) est vrai pour chaque

t
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opérateur M,. Plus précisément,

i
jexp(o: IMtH 1T (x)) dx < S Lw-
r 1-a/2.c
r
11 est facile de constater géométriquement que
!{tGQ' IM,£(x) > = f*(x)}| > Lo
| : t 0 { o
et donc que
% 24n
f(x) < M,f(x) dt.
Qv | <ot

Par 1'inégalité de convexité de Jensen pour les mesures finies (P(1) = AT est convexe

pour 1= 1),

Alors | o

En appliquant une seconde fois 1'indgalité de convexité de Jensen, avec la fonction

exponentielle,

. {‘4 \ dt |
exp(a |F 1? (x)) < exp |2 w O‘f : {MtFlg(X rQ_TJ

Sf !exp(24nro:!M Ff (x ))1§[

En posant «' = 24m:“0£

js

x< — j j expla’ iM Pl (x))dx dt

<t sl
T QQ‘}'}\Q‘ T-a! 72.cp dt
s __Is|

-y} - !
T-a /2.cp 1 oc/Z.cF

4nr
| J—
(avec cl m‘cP/Z ).
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L'indgalité (2) se déduit de (1) en posant o= CI'T par 1'inégalité de Tchebychev.

THEOREME (2.3).
Soit F une fonction & valeurs dans @' (1 <r<w), alorspour R >c et
5,X >0,

r T Iy
B (")

Hig‘*lp> BX IFfigékHécoe H!F*fr,>?\”-,

BP ne dépend que de la dimension n etde r; c¢ et ¢, ne dépendent que de la

dimension (on peut choisir o= 2x3% et c=4",

Démonstration. Elle suit le méme plan général que dans le cas dyadique : nous allons

successivement

- nous ramener a une inégalité sur des cubes,

-~ "localiser" la fonction maximale sur ces cubes,

- prouver le théoréme pour cette fonction maximale locale gréce au lemme de la
bonne fonction.

Soit donc OA = {lF*! > A } . Nous voulons découper‘ OA en une réunion de
r

cubes qui ne soient pas trop loin (chacun propertionnellement & sa taille) du bord de O, -

Une méthode naturelle serait d'utiliser le lemme de Withney. Dans le cas présent, il sera
cependant plus simple de choisir les cubes dyadiques maximaux inclus dans OA .

OA = Kj et tout cube dyadique stipérieur a Kj coupe l'extérieur de O)\ . Nous
J
sommes ainsi amenés a montrer pour chaque j

-B_(B"-c")/8"
P LT

n{IF" > Bx 5 <o s cge ;

Prenons un cube fixé KO dans la famille (Ki)‘ Soit K, le cube de méme centre que
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rod

Ko mais de cbté triple, comme dans le lemme (2.1). Par le choix de KO, Ko contient

*
un point a horsde O,, donc tel que |F lr(a) < X.

Nous allons couper la fonction maximale en deux parties, mais cette fois selon K .
i 0

0 si XffiKO
M, £, () = 1 o~
ZSup — fk(u) du si x€K.
x€Q Q] JQ
QgKO

1

M. (W)= sup —— f (u)du .
2
K xeo lal do K
OLK
M2 est la "bonne partie" de la fonction maximale, et se majore directement sur

K o Si Q  estun cube contenant un point x de KO sans étre inclus dans % o!
il suffit d'aggrandir un peu ce cube pour qu'il contienne I’EO. Le ¢bté du cube Q!

. ’ a4
ainsi obtenu sera inférieur a la somme des cbtés de Q@ et de KO :

coté (Q') < cbté (Q) + cbté (I?fo).

Ators, = [ £ (@ aus= Q1 if(u)d
T A T T g T dg
Sl—-g-ilf*(a)
Q]

cote(Q)&cote(K on
- < coté(Q) ) fk(a)

*
§4n.fk(a)’ car  cdté(K ) < coté(Q).

nf*

., (a). En faisant la somme pour tous les k, on_

En passant au sup, szk(x):\’ 4
obtient
i n * n
fMZFEP(A)g 4" |r lp(a)s 43,

nr

¥ r r
et donc, sur K, | !pg [MTFII‘+4 A
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¥* *
Ainsi, 1'ensemble K ﬂ{i? !r > BX EFEP < BA} est compris dans 1'ensemble

KN {IM.‘F{F >yx M IR < éx}

m")1/r*.

r .
ot y=(B -4 Et nous allons majorer la mesure de cet ensemble en nous servant

du lemme (2.1), et du théoréme (2.2).

Soit Q:{x(—:%o;m 7l > BA}, et soit V=K \ Q.

1

Par le lemme (2.1), G =U Qj avec

diam(Qj) < dist(Q;i , V)< 4 .,diam(Qj) A

Si h est la bonne fonction associée a £

n
M1fk§4 'Mihk sur V.

En posant H=(h1, hy, ...y By, .

IM.F| <4 IMH|  sur Vv,
1 I

1

et alors

| | X || YA

M.F| >yx ; |F ls%k} < M HT > L20,

}{ 1 ’ | l{ T 4n}
Si 1'on veut appliquer 1'estimé du théoréme (2.2)a H, il faut d'abord montrer que
|H lp est bornée sur son support Irgo.,
Si x €K\Q, |HIP(X)= |F‘IP(X)S M, [F}F(X)S X,
i xeQ,,

1/r

160 = (7= jQ £, () au)")

% fle ;

<1 J [Pl au  (Inégalité de Minkowski).
Q

| .
IQ3 !
La moyenne de !F!z* sur Qj est < (1+4 n)n.&k . En effet, par le choix de Qj’

dist(Q;, V) < 4.diam(Q.).
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Donc il existe un cube Q§ , contenant Qj, contenu dans go’ et coupant V, dont

le cOté est inférieur & ¢ ¢d (Q }+ dz:;i(Q ,V). Alors

Q!
-LJ Pl du s et !FI du
IQﬁ Q. F IEiQW r
j
!Ql
<—«--M Pl ( ) pour un x €V
lQﬂ °

cbté(Q.) + 4\!‘* cote(Q ) n

) L8

<< coteQ)

= (1+4Vn)". 6.
Dongc, lle est borné sur tout Eo par (1 + 4\@7)“. SX. En appliquant le théoréme

(2.2),
{11, 2] =2 1%, le
-B P I‘ l’lI‘)/%r‘

<2.3" e NP

LRI

Ecrivons les analcgues des corollaires du théoreme (1.5) pour la fonction maximale

. n
ordinaire de R :

COROLLAIRE (2.4). Si & satisfait aux conditions du corollaire (1.7),
* ) *
o(IF7] Jax = ¢ je(lr])ax,

COROLLAIRE (2.5).

H IF*fer SCr.p}/F.” fFIin pour  1<r,p<ow,

COROLLAIRE (2.6). Si p satisfait & la condition du corollaire (1.9), alors

u(iF*II,> BX ; fFI*S 1)

~B_(f7-c")/8" .
<2c.e L u(lFE {P>k)
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et J@(IF%IP) dp gc.j@(lp‘i;) dp .

REMARQUE. La fonction F qui a été construite dans la démonstration du théoreme

(1.6) peut également étre utilisée ici pour démontrer que la constante ¢ telle que

HJF*QF>5A , lzs«&iigm}{ggg{ 1> 2]

r .6]?
"'C2( B -1 )/
pour toute fonction F est minorée par c.e . On aimerait améliorer en

ce sens la constante du théoréme (2.3). Nous avons seulement des résultats partiels a cet

égard.

3. FONCTION MAXIMALE ASSOCIEE A UN ESPACE DE NATURE HOMOGENE.
Nous commengons par un lemme de la bonne fonction. Nous nous situons toujours

dans un espace de nature homogéne (X,d,u), et M désigne la fonction maximale,

LEMME (3.1). Soit £ unouvertde X.
I) 1 existe un recouvrement de type Whitney pour £ :

(@) @ =U Bj réunion de boules ouvertes.

() ¢

] r*ayon(Bj) < diSt(Bj,CQ) <c Payon(Bj).

(c) unpoint x€X n'appartient pas a plus de L boules Bj (L dépendant de

1'espace seulement).

2) Soit f une fonction localement intégrable sur (X u). La bonne fonction h
sera définie par

hx) = fx) si x¢ Q
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L.(x)
= J (11) :
h(x) = Zj'—: ETE? . €j(u)£(u,d;,e(u), si x€E0
J
* L)
ol Q)Cj est la fonction caractéristique de Bj et gj(u.) = s > T -

TX ()

- 1
1

Alors Mf(x)< ¢ Mh(x) pourtout x€ © et ¢ dépend seulement de 1'espace.

Démonstration. Nous admettrons 1'existence du lemme de type Whitney pour les

espaces de nature homogéne, (voir [4], page 70, théorame (1.3)) , et nous montrerons (2).

Ici, pour chaque i on aura

Jgif dpy < L. Jgi hdu.
Bnettet, e, ) n) auv) = [0 T ey [ futtakinwhaety)
J J

%4(y)
> J £,() e j £,(u) £(u) dp (u) dp ()

v

£o ) ) auu).

Soit x £, et B une boule contenant x. Comme pour la démonstration du lemme

(2.1), 1a réunion des boules (Bj)j qui rencontrent B, est contenue dans la boule

eJ’

§ de méme centre que B et derayon m fois plus grand (m dépend des constantes

de l'espace). Alors,

J" fdyxj(zg.)fdpgzj“g.fdp
BN BJ J JJd

gL;ZJE.hd{J
7J°%]
_<_L.j h du
UB.
5

< L. J“' h du
BN
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N

1 , L i (B)
; — fdu < hdy < L Ex=! Mh(x).
dtou i (g-) jB 1 MTTB j g 1¥) u“"(‘B') (X)

u(B)

e est majorée par une constante qui dépend seulement de 1'espace,

Comme

M f(x) < ¢ M hx).

— . s, r
THEOREME (3.2). Si F estune fonction sur X, &avaleurs dans £ ,

(1<1‘<oo) A
p(ivE |, > )< %jl?lrdg

Ar ne dépend que de 1 et des constantes de 1'espace,

Démonstration. Soit { = {M [F !r‘ > A } . 0= UBi comme dans le lemme précédent

A chaque fonction coordonnée fk on associe une bonne fonction hk. 11 en résulte

H=(h1, h,,...) telle que
IMF| <cIMH|_ horsde &.
r T

Alors, comme d'habitude, u(IMF]F> X MlFlFf;A)
| A Ar r
su(fMH,P>E)SFJlHIPdu.

!le est majordepar X si x€Q, notsi x€Q

L (
lH QP(X) <Z ﬁg% jii(u) fFlP(u) dufu) (par 1'indgalité de Mink. gén.)

X, %)
< Z Wg:) 5 “:"lp(u) dp(u).

i
La boule CZBi de méme centre que Bi mais de rayon C, fois plus grand (c2 étant

la constante du lemme de Whitney) rencontre le complémentaire de &, d'ou

1
=< Yoe
ety J, [P =
1
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X. (x)
Il suit que T —-(--—) P | (u) du(u) < E % ( X)C >

1

<ZTEHMXcA <L,
i O

Donc |H|(x)< Lc.x surtout X, et

i

L) “}['I:j

La démonstration sera terminde si j¥H.!Pd;,L < J{Fip du .

L. (x) '
jg‘z {Hircm =jﬁ<¥<; E%_BT) jéi(u}fk{u) du(u))‘gvr di (x)

H

r de

< jg ( P(u) " dutu) du ()
—Z: de@(x jg (u) [Pl (w) duw)

J(}:em () dp ()

= jQIFipdu‘.

THEOREME (3.3). Si F est une fonction sur X, & valeurs dans e*‘ (}<r*<o§),

p(IMF]_ > gx 5 MIF] < 6)) K. P P.u([MFl > 1)

pourtout >0 et B>c ; K et ¢ ne dépendent que des constantes de 1'espace

et de 1a valeur de 1.

Démonstration. Soit 0>L = {IMFIP > X } . OX est ouvert et on peut lui appliquer

le lemme de Whitney pour les espaces homogenes, Il existe donc une famille de boules

(Sj)j telles que
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(a) Oy =§J Sj

‘(b) <, z‘ayon(sj) < dist(Sj, COA}g czrayon(s j)
{c) un point de N n'appartient pas a plus de L bouies S T
A causé de la propriété (c),
2 uisy)= L.,u(éJ s,

et donc, pour montrer le théoreme, il suffira de montrer que, pour tout j:

B(s, n{IME] > 6x 5 M iFiPs sa]) = e.n(s))
ot Le est la constante recherchée,
Soit SO une de ces boules, et go 1a boule de méme centre que SO mais de
rayon ¢ fois plus grand, ou R est choisi de telle sorte que go contienne un
point hors de O, . (CO dépendra de c, etde la constante de la pseudo-distance).

On définit, comme au § 2, MF et M,F, sur S_, par

1
M. (x)= sup _TTJ £ (u)du (u)
Tk X€BCSO KB B k ’

' 1
szk(x) = ) 2%% go ) jB fk(u) du (u).

La majoration de ’MZFIP s'obtient comme dans les démonstrations des théorémes
(1.3) et (2.3) en se servant des propriétés de la pseudo-distance et de la mesure homogene :
| IMF[, < Cx.

F que

Posons Fi = F/Xg . I1 découle de la définition de M1
o

M F(x) < MF,(x) pour tout x€S_. Onen déduit §MF}§ < lmﬁfﬁ + T

et on est ramené a prouver, puisque M }FT IP =M IFIF .
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u(s@m{tmpiir >yh s MIPL L < BA < en(s)

Soit Q= {xc—:so s MIF,

2> 00}, etsoit @=0 U (8.

Appliquons le lemme de Whitney & cet ouvert et associons a chaque coordonnée fk

h h ).

de ‘F, labonne fonction h, ., Posons H =(h S - rees

1 k 1’

Soit J 1l'ensemble des indices j pour lesquels les boules Bj du découpage
de Whitney coupent go' On peut toujours supposer que “Qo n'est pas go en entier,
sinon 1'ensemble dont on cherche la mesure serait vide. Des lors les boules Bj’ i€d,
qui ne peuvent contenir go’ sont toutes contenues dans la boule go’ dont 1e rayon

est C‘o fois celui de So (cc’) est une constante convenable, ne dépendaht que des

constantes de 1'espace).

Q2

Le support de la bonne fonction H sera donc dans SO. De plus, IH lr‘ est

bornée par c0.6x : on le montre de la méme maniére qu'au théoréme précédent. Enfin,

fMFquSC. MH! sur S\ @ etdonc
‘u(som{lzvn:xt > oA s MIF | < Ek})

< u(lwsl, > 22)

i
< PC j]MH!P dp (indgalité de Tchébychev)

< = J T du (indgalité maximale ordinaire)




r
=C!' d 1w(s ).

r r ¢

B ~C

REMARQUE. Cette démonstration est 1égerement plus simple que la démonstration
que nous avons utilisée dans le cas de R". Nous avons préféreé la démonstration "locale"

n rd . rd d - )
dans le cas de R, comme étant susceptible de généralisations.

COROLLAIRES.
(3.4) j@ ( 1MFIP) du < Cj@(M F 1h) du.
(3.5) HIMF!PH;)SA;),I"”IFII‘”;)’ 1< p< oo,

Le corollaire (3.5) est 1'analogue du théordme principal de [6] dans le cas des

espaces de nature homogene.

REMARQUE. Le fait que nous n'ayons aucun résultat pour B prochede 1 dans
1e théoreme (3.3) nous empéche de déduire des résultats exponentiels dans le cas général
des espaces de nature homogenes. Néanmoins, une méthode permet d'obtenir des résultats
dans des cas particuliers. Elle généralise la démonstration de Fefferman et Stein, et

suppose une condition géométrique sur les boules de 1'espace :

Il existe un nombre N tel qu'on ne puisse pas trouver plus de N boules

B(x1 T)seees B(x,,r,) satisfaisant aux deux propriétés : 1) ? B(xi,ri) £Q

2) pour tout i=1,2,...,n, X; €§;‘1ﬁ’8(xj,}:‘j).

Cette propriété permet de montrer un lemme de recouvrement de type Besicovitch :

LEMME, Soit E un ensemble borné et pour x€E, soit Rx un nombre > 0O,

Il existe une suite Bi = B(Xi s, R de boules telles que E c U Bi’ et un point x

x,)
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n'appartient pas a plus de N boules,

La démonstration de ce lemme suit le modele de la démonstration du théoréme (1.2},
page 69 de [4].
Le lemme des fonctions maximales a poids, de Fefferman et Stein, et vrai pour ces

espaces ¢
LEMME. (M) odu < B, £ Mo dy  (1<rpr< o).

Démonstration. Par le théoréme d'interpolation de Marcinkiewicz, il suffit de

montrer

j goduﬁ%JfM@dp&.
ME>)

Soit Mf 1la fonction maximale centrée, et E = {ﬁf > A } . Si x€E, il existe une

boule B =B(x ; RX) telle que

1
fdu>Xx,
mTfB g

Par le lemme précédent, E c U Bi =U B(Xi’Rx ). Pour chaque i,
i

L
jBi o(x) dulx) < 5 .ijif(y) au () .jBi 0(x) di (x)
1 M1 | 1o
- XJBi )| ey jBi 0() du () |dn(y)
<5 jBi £(5) Mo(y) dK ).
Alors, j__ ody < }:de;,z < Z:%j £ Mo du
ME>A T Jp, i~ "B,

< I;Jf Mo du

La démonstration est terminde car Mf as Mf,
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Ce lemme implique le résultat exponentiel

r]

j exp {aIMf 1? idp < o pour « petit
g J

et une indgalité de type Burkholder-Gundy entre  |MF IP et MIF !p avec un € en
exponentielle,

Il est intéressant, par contre, de voir que les résultats P

pour la fonction
maximale vectorielle (corollaire 3.4) sont obtenus comme une conséquence du lemme de

Whitney, et donc des axiomes d'espace de nature homogene, et non comme une conséquence

du lemme de Besicovitch, comme le laissait supposer le lecture de [6] .

4. FONCTION MAXIMALE ASSOCIEE A UNE SUITE DECROISSANTE DE RECTANGLES,
Soit (Si)ieTE‘ une suite décroissante de rectangles cenirés en oeR“, dont le
‘diametre tend vers 0 lorsque i+, On suppose que la suite ISi] n'a pas d'autre

point d'accumulation que - 0. Le lemme fondamental suivant est dii & De Guzman 1.

LEMME. Si a chaque élément x d'un ensemble borné E de R"  on associe
un r*ectanglé RX =X + Si(x)’ il existe une suite (Rx ) de ces rectangles qui recouvre
J
E, et telle que chaque point de E appartient au plus a on rectangles,
Dans ce paragraphe, Mf désfgner‘a la fonction maximale de f par rapport a la

suite (Si) .

Il existe une version du lemme de la bonne fonction pour les rectangles :

LEMME (4,1). Soit K =U Ri réunion de rectangles tels que chaque point x



38.

Fa ™

appartienne au plus a 2" de ces rectangles. Notons Rj le rectangle de méme centre

que Rj mais de cdtés quadruples. Posons K = U R..

Si f est une fonction localement intégrable, on définit ia bonne fonction h par

hix)=f(x) si x¢ K

0= A [ Wi s xek
VX-V-Z_:_‘, IR,']J-iu u)du si x
. X, (x)

. . o i _ o
ol .’ﬁi est la fonction caractéristique de R, el Ei(x) = 'f“”;‘(";}") > el Alors
J

Mi(x) < 8" M f(x) pour tout x & K, M étant 1'opérateur associé a la suite (gi)’

Démonstration, Soit x £ K, et R=x+ 5, telque RAK#P. Soit J
o
1'ensemble des indices j telsque RN Rj 4 ¢'. Comme pour le lemme (3.1), on

montre que

f flu)du < 2“J h(y) dy.
RNK UR,
: J

Supposons qu'on ait montré que U Rj c ﬁ, alors
J

~ n
-:_-{j‘ fu) du < 2 jm h(u) du < 2n;4n.—-};— JN h(u) du
R IR R IR /R
< 8n.ﬁh(x).
Montrons que PN Rj £ @ entrafne Rj cR.

On a RﬂRJ.#(j
x R,
€ J
x estle centre de R.

Il découle que le rectangle R a au moins un ¢bté plus long que le cbté correspon-

dant du rectangle Rj‘

En effet, prenons Rj centré en O,



39.

Rjz{yllymISa y 1Sm$n}

m

et prenons
R={y | !ym«xm! <b_, 15_msn}.

. ) >~ . : ot ‘ . i . is
Si x€Rj, il existe m_  tel que Ixmol>4amo. Si RﬂRerS il existe vy

et fym-x fgbm pour tout m, Alors

tel que iy |<a m

m m

4da = Ix I<Ix +y |+ ly, I=b, ra
[e) O [} Q 0 (o} O

donc b >3a .
m

Les deux rectangles R et Rj étant des translatés de la méme suite décroissante
(Si) on conclut que R est de format supérieur a Rj' 11 est des lors évident que R
contiendra Rj car les deux rectangles R et R, se coupent, et R est le plus grand.

THEOREME (4.2). Si F est une fonction & valeurs dans  p¥

(T << oo)
el =l =50 [irl o
| r | =X ot
Ap ne dépend que de la dimension et de 1.
Démonstration. Nous supposerons, pour commencer, que TSi+1 | > % ISif pour

tout 1i.
Soit O = {M P lr > ,\}; Pour chaque x€{} soit RX le plus grand rectangle

X + Si tel que

L IRl =,

fSi { X+Si
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Par le lemme de De Guzman, il existe une suite R, = Rx telle que Qc URj, et chaque

J
point x appartient au plus a 2" rectangles Rj’ Soit K=U Rj et ’}’E=U ﬁ'

. 1 n .
ona [kl =7} KR}tsZ:XJ Pl ax< %A-jmpdx et
R, ~
J
Rl <4t = £ 11 ax.

11 suffira donc d'évaluer

xR Ivel >l .

| r
On associe a chaque fonction coordonnée fk une bonne fonction hk‘ On pose
H= (h}, ‘hz,..a) etona

IMFlpg 8n1'I\VAH]P hors de K par le lemme (4.1).

On voit facilement, comme pour le théoréme (3.2), que

J]HIP dx < le‘ {r* dx.

Pour majorer |H !r ngus utilisons la maximalité des rectangles Rj' Si R:z ~est le
rectangle de méme centre que Rj mais de "format" immédiatement supérieur dans la
suite (Si)-' alors la moyenne de  |F| o n'estplus supérieure & X sur R;; Par
notre hypothese sur la mesure des S, IR;; < 2. le |, etconc

—-wa Pl ax< 2.,
IR.|YR.
it

Donc, pour xc€K,

X (x)
lH[F(X) <> ILR. l “(R, gi(u)lF [P(u) du

(par 1'inégalité de Minkowski généralisée)

V’""“I:.(x).-—-}m IF| du
— i IRi]fRi r

IA

2 n

IA

2N
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Comme d'autre part, lle(x) = |F r(x)s; MIF F(X)S A pour x horsde K,

n+1

“‘ﬂpf\:Z A partout.

Ators | {xg® | IvPl () > 2] = {{@ﬂp>§ﬁ}%

< -—-—Jff\\/‘;}ﬂrdx
r

(Ce passage est permis parce que 1'inégalité maximale sur LY RY) est vraie pour 1'opé-
rateur M : (Si) est aussi une suite décroissante de rectangles dont la diametre tend

vers 0). ght

A, -
jmf dx

2 r

nr .

g™ . A

< WTF‘Z(H+T)(P~1)APw1 j]H |1,,dX
by

A
S'X—j‘

Il reste a lever 1'hypothese ISiH [ > 21- }Si [. si (s i‘) est une suite ne satisfaisant

F l dx.,
T

pas cette condition, on peut la plonger dans une telle suite (Si)‘ en ajoutant autant de
rectangles qu'il faut entre les rectangles de la suite (S ]f ). La fonction maximale associée

a la suite (Si) majore la fonction maximale associée a la suite (S i‘).

Les méthodes utilisées dans les paragraphes précédents ne permettent pas de prouver
une inégalité de type Burkholder-Gundy entre |MF kr" et MIF!P.
Nous pouvons néanmoins montrer des résultats L.P et des résultats exponentiels

en généralisant la méthode de Fefferman et Stein.
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THEOREME (4.3). Si F est une fonction sur R & valeurs dans "

(1 <1 <o)

) lHwel l<a, e

1/ v
< -
r,p P”p 1 I‘k,p<oo avec Ar D Ofp /") lorsque

3 p +oo

{2} f exp(o;IMF‘I;) dx < « pour « assezpetitet |S|< w,
S

Démonstration. (1) implique (2) par la méthode habituelle ( [8], tome II, p. 119).

Montrons (1).
Faisons d'abord la remarque suivante, La fonction maximale Mf, pour une fonction
n + e g ‘ , . e
f:R +R, estmajorée par la composée des fonctions maximales ordinaires sur chaque

variable
Mi(x) < M,oM,o0...0 Mnf(x).

En appliquant le théoreme de Fefferman et Stein & chacune des fonctions maximales

partielles, on obtient trivialement :

I Ivel L= e

o = Cp e HEIIL

Comme Cp = O(pvr) lorsque p-+, ona

$

n n/r
C =0 .
p,r =00 ")

‘ . . /v
Nous devons donc employer une autre méthode pour obtenir la croissance en  Ofp / ).

LEMME. Si f,0 =0 sont localement intégrables,

j(Mf)r @ dx < Bpjfpﬁ@ dx (1< <o),

La démonstration de ce lemme est presque identique a celle exposée dans la conclu~
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sion du dernier paragraphe. On emploie ici le lemme de De Guzman a la place du lemme
de recouvrement de type Besicoviich,

Montrons maintenant (1) avec la bonne croissance.

Pour 1<p<r, Ilerésultat LP  s'obtient par la remarque précédente, ou
encore directement, par interpolation entre 1'inégalité faible L1 dli théoréme (4.2) et
l’in‘égalité triviale ot p =1,

P

Supposons donc - p>rpr:soit q= 5 et q'= o

q-1
r I
JIMFIF@ dx =y :)J(Mfk), © dx
| s
< Bx‘ E :ffk.M o dx

=BPJIFIP.ﬁ@dX

I
1
< BPCJ lFlﬁq dX> /q.Hﬁ wﬂq‘
<B |l IF]_ Hg : Ag: .Hcqu. :

. ;
En prenant ¢ sur la boule unité de L9 eten passant au sup,

AT

| _ a1/
Ivel <8 /" b

Aq, est la constante obtenue par interpolation entre 1'inégalité faible

HMf > A}ll < ?X- fdx et 1'ingalité HMf[IOo < |]fl[oo (Th. Marcinkiewicz). .

1 e '
On sait qu'alors, Ag, = O(-—«L-) lorsque q' =1, Pour p fixé, E;";:T = EI-;E = O(p)
q 1 —.‘; * .

lorsque p -+,

Remarque, Dans ce paragraphe 4, on peut remplacer la suite (Si) par une famille

continue (R ¢ )t R

Rt= { Y ] !ymI = k‘m(t)}
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pour* des fonctions k1 gavey kn décroissantes sur R,

En effet, si par exemple, les fonctions k,, ..., k= sont continues, N{t) = IR, |

t i

est une fonction continue décroissante sur R. On choisit ti (i€Z) tel que

N(t.) = il . L'opérateur maximal associé a la famille (S, )..., est équivalent &
AN ti €4
1 S . ~ . s £ .
1'opérateur maximal associé a la famille (S t)teR'
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