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Propriétés statistiques des séries de Dirichlet et des produits d'Euler

H. Queffelec

11 y a en mathématiques plusieurs théorémes d'existence : ceux liés a la notion de
point fixe (théoreme des fonctions implicites, solution locale des équations différentielles
y' = £(x,y)) ou ceux lids a la notion de cardinalité (théorémes de Chevalley et Warning, de
Sylow, existence de nombres réels transcendants) par exemple. Nous nous intéresserons
ici exclusivement a deux sortes de théoremes d'existence : ceux liés au théoreme de Baire
(méthodes quasi-siires) et ceux 1iés a la théorie des probabilités (méthodes presque siires).
Ces deux méthodes ont déja donné lieu & de nombreux théorémes : existence de fonctions
continues partout sans dérivée, existence de fonctions Cc® partout non analytiques,
existence d'ensembles de Kronecker parfaits (Kaufman) par le quasi-siir, existence de réels
t tels que (tn) soit équirépartie modulo 1 (Koksma), existence de nombres normaux au
sens de Borel, existence d'ensembles de non-synthése par le presque slir, etc...
Comme 1'observe Rudin dans "Real and Complex Analysis" par ces méthodes on montre
souvent qu'un ensemble n'est pas vide en montrant qu'il est trés gros : par exemple 1'en-
semble des t tels que " soit équiréparti modulo un n'est pas vide puisque son
complémentaire est de mesure nulle ; mais on ne sait "citer" aucun t ayant cette proprié-

te ...

On se propose d'appliquer ces méthodes dans la théorie des séries de Dirichlet



ja)

n(1)

= celles~-ci ont été étudiées en détail, par des méthodes slires, par Harqld Bohr

=

qui s'est surtout intéressé & la sommabilité et a la croissance des séries (1) ; Bohr
considere les abscisses suivantes (on pose comme d'habitude s =0 +it):
abscisse de convergence absolue
. n
o_ = o | —= converge our‘0>cr}'
a mf{ o g ee p o)’
abscisse de convergence simple
—-mf{ IE — converge pour o> 0 };
o)
abscisse de convergence uniforme

[ee]
o, = inf { !Z‘ —r—s-l converge uniformément dans le demi-plan
T oo}
o
abscisse d'holomorphie
(0 0 S0 <0 )

= inf { IE — se prolonge en une fonction analytique £(s)
dans le demi-plan o > 00}.

Tl considere aussi la "“fonction de Lindelsf" associde a.(1) et & son prolongement éventuel
f(s).
pE,o)=pul0)= inf{g > 0/f(o+it) = O( |t lg) quand It ] ++oo}.

D'apres la théorie des fonctions analytiques, pu est convexe décroissante positive

sur _|0h , +oo [ ; Bohr a démontré qu'inversement toute fonction g ayant ces proprié-

tés et telle que p' < -1 était la.fonction de Lindeldf d'une série du type (1). (Théoréme

1).
Citons encore un complément donné par Bohr a un théoréme de Stieltjes.
© a 00b
Théoréme  (Bohr-Stieltjes) : soient Z —g et 2-—-— deux séries de Dirichlet
1 n 1n°

d'abscisses de convergence simple respectives ors(a) < 0, oS(b) < 0; soit



c=axb (c:n = Z agb n) ; alors cs(c) < % ; et clest la meilleure majoration

d/n d

qu'on puisse donner (cette derniére affirmation étant la contribution de Bohr).

Les constructions de Bohr dans les démonétrations des théoremes 1 et 2 sont
extrémement compliquées ; la méthode quasi-siire les remplace avantageusement dans le
théoréme 2 et il aurait été souhaitable d'en faire autant avec le théoréme 1, malheureu-
sement on n'y est pas parvenu, quoique 1'on arrive a des séries de Dirichlet & coefficients
+y, S€ prolongeant en des fonctions entieres, et dont la fonction de Lindelsf est connue,

étant exactement, dans un cas, celle conjecturde pour la série sire :

)"
S

0 si o>1/2

=2 - 1))

a savoir p(o)= { (c\onjectur’e de Lindeldt).

1/2-0 si 0 < 1/2
I. Ce travail contient d'abord la rédaction détaillée d'une note de J.-P. Kahane [1] ,

avec des prolongements divers ; il s'agit d'étudier les propriétéds qs et ps des

+1 ol
séries T = déduites de la série % <= C(s).
n T n
. On étudie ensuite les propriétés gqs et ps des produits I ! , déduits

de 1'expression de € souslaforme C(s)= II ! 7

PEP 1 = -

S

p

On rencontre en II des propriétés assez différentes de celles de I,

I

N .
Soit Q = {-1 , +1} , muni de la topologie produit de la topologie discreéte sur
chaque facteur, et de la probabilité produit de la probabilité de pile ou face sur chaque

facteur ., On note = (s:1 » Epyeeny Eoyen .) le "point courant" de , ses composantes



sn(w) apparaissent comme des variables de Rademacher indépendantes sur. .

 est un espace de probabilité : une propriété qui a lieu sur un ensemble de proba-

bilité 1 est dite presque slire (en abrégé ps).

© est un espace topologique compact (donc de Baire) : une propriété qui a lieu sur

une intersection dénombrable d'ouverts denses (ensemble de seconde catégorie) est dite
quasi-siire (en agrégé gs).

On s'intéresse aux propriétés ps et s des séries de Dirichlet :

o g
(1) % 2 = £(s)
S
T n
oo
1 1
(2) z €n< s s> = gls).
1 (2n+1)°  (2n)
THEOREME A.
1. Les séries (1) ont les propriétéds gs suivantes o =0,=0,=1, ladroite

0 =1 estune coupure pour f.
2. Les séries (1) ont les propriétéds ps suivantes o,=1 o =0, = '

et plus précisément

N —

droite o =% est une coupure pour f, up(c)=0 si o>

f(o +it) = O(log lt !)1"00 uniformément quand lt [ oo pour 0 =0 > %

Preuve du théoréme A.

1. 11 suffit clairement de démontrerque o =1 est gs une coupure pour f,
mais ceci va résulter du théoréme plus général suivant

) -\ s
THEOREME A1 . Soit Eane ™" une série de Dirichlet & coefficients réels,

1
oo -A nS
d'abscisse de convergence simple Oy =« > -0 ; alors la série T z—:‘na e
1

admet

quasi-slrement la droite Fg = O comme coupure.




Preuve du théoreme A1 .

; : 1 - i LU . LI
Soit « une suitede +1 telle que of a !anf, et soit « (oc“.. , O s

..} € Q ; lamultiplication par «' estun homéomorphisme de €, et (En cxr'l) a, =

€ !an | , donc on peut se limiter a a = 0. D'autre part, I'ensemble des w = (en)
pour lesquels fs =« n'est pas une coupure peut s'écrire comme

U E , avec a=o+it, t€Q, r€Q+, N entier= 1,
a,r,N
a,r,N

| »Y
et E = {w/E en(w) a e

nS _¢ w(s) possede un prolongement analytique, toujours.

noté f , dans le disque Da,r = {s/ ls-a| < r'}, et Ifw <N sur Dar}‘

Chaque E a,r,N est ferme, en effet, si we€EkE a,r,N’ il existe une suite
i i . '
w € Ea‘, N telle que w +»w. Si fi(s) = f i(s), lfi l <N sur D, o donc les

W
fi forment une famille normale sur Dar’ donc quitte a prendre une sous-suite , on

peut s upposer fi +g uniformément sur tout compact de Dar’ avec g holomorphe
et IgI <N sur Dar‘
Or, o' »we= erll >€, Vn ; mais il est clair que, pour s> «, cette conver-

gence entrafne la convergence simple

2 "Ans z "Kns .
‘1‘3 g a e -»i) €, 8.e , oll fi(s) -)»fw(s).

Onadonc g=t1 w Sur Da . A Rs> 1, et g définit donc un prolongement < N en
. b4

module de fw sur Da n? donc wE€E

: a9P9N‘
- ¥ “ 'l - »
Siundes E a,r,N n'est pas dlinterieur vide,
E D{e }x...x{s }xHD =U
arN n, n)r, n"’éni n

avec Dn = {—-1 s +?}. Soit alors ' quelconque dans £ ; pour Rs> «, on peut

écrire



) -X s -A S - nS -A nS
— 1 - ] | I
fw,(s) =X gl ae E en a e + T € lae + 2 (sn en) a e
1 n;én n,
m ,.—————————/ —N
=t (s), weU = fonction entieére

On voit donc que £ o admet un prolongement analytique a Da o Soit € > 0 assez
H

petit pour que si lu -t f < g, ledisque de centre o+ e€+iu et derayon 2eg soit

inclus dans Da r (Avec a=oa+it). Pour t-ge<u<t+e, prenons 81'1 = Sign cos Anu
¥

et posons b =«a+ €+ 1u, c=0-€g+iu, f=f

w'”
Nous avons
[o'e) ©o m oo -2 b
f(C) = 3 (_C_"'___'t_)__)__ f(m)(b) - 3 (C—b') 21 el a (_1)m )\m e n
meo o meo MW B=lm'n n
o -\ _(a+e+iu)
f(c) = E (2;,) el a, e I D'oli
m—o n=1 n
0 - _(o+€)
Ri(c) = E (m2 Ta Ar::e n lcosknul.
m=0 ‘ 1

Tous les termes étant positifs, nous pouvons intervertir 1'ordre des sommations, et

donc
Ri(c)= T ae lcos X ul E A /\
n=1 1 N m—o M-
) -A n(oc—s) I I
Rf(c) = ;‘3 a e cos Anu < oo,

Mais nous en déduisons

i) Tae B <
n
1
d'apres le

o0
LEMME 1. Si b =0, si X bnlcos Antl <o, t€E, m(E)>0 (m=mesure
. 1
de Lebesgue), alors z b < .
1

C'est tout simplement le fait connu ( [2] ) qu'un ensemble de mesure positive n'est

pas un ensemble de convergence absolue.



Mais i) contredit la définition de « ; chaque Ea N est donc d'intérieur vide.
Al

UE est donc un ensemble de premiere catégorie, ce qui démontre le théoréme A1 e

arN

2. Montrons d'abord que ou= 1 ps. Sqit P = {p1, oo Ppys ooe } 1'ensemble
des nombres premiers ; les log P, sont rationnellement indépendants, donc par le

théoréme de Kronecker [2]

n itLogpul n
Z g e I=Z7 | l, €
1 1

Sup v v 1

tER

yeees €l € € quelconques.

Si 1'on applique ce résultat aux séries (1) avec €, =€, (w) et silton utilise 1'estima-
v

tion de Bohr [3]

___ log Un
Gu(h) = lim ,
n>teo  logn
avec e (o)
© D n .
h(S) =2 VS , et Un = Sup T e (w) elt Logpv ~n,
1 p, teR 'v=1 Pv

on trouve cu(h) =1 sfirement. D'autre part, soit P 1'ensemble des nombres
premiers, Q l'ensemble des nombres = 1 non premiers, et « un réel tel que
1 p.s.

5<a< 1. Admettant provisoirement que toutes les séries considérées convergent pour

1
Rs > = nous avons

2’
w0 £ € €
f(s)=2 —4=% 2+% —
T n pn Qn
et introduisons

€ €

g(s)=2Z < -3 —2

p n Qn

Considérons les évenements :

A _:sup If(c +it)|=+oo B : sup lg(o +it) = C“:sup Ih(a +it) =
« o=0 « o= o=«
tER tER tER

ch c Ao:U B, puisque f+g= 2h , P(Cd) =1 puisque C_= Q.

(D'apres un théoréme de Bohr, le plus grand demi-plan ol une série de Dirichlet est



8.

bornée est égal au plus grand demi-plan ou elle converge uniformément) et P(Aa) = P(Ba)

BOF

puisque -g 2 méme distribution que €, (principe de symétrie), donc P(Acx) >
et comme A“ est un évenement asymptotique, P(Aoc) = 1 par la loi du zéro-un.
Comme ceci a lieu pour tout o« < 1 et d'aprés le théoréme de Bohr cité plus haut, on a
ou(f) =1 ps. e

Avant de démontrer ¢ _ =0, = %, rappelons quelques résultats classiques de
probabilités.

n
1. Loi du logarithme itéré [5]. Si S,= T g, ona

_ s, |
Lim =1 ps.
N->too n log log n

2. Théordme des trois séries [5]. Soit u_ ~une suite de nombres complexes, alors

o0 o0 2
Y g u_ converge ps@Elul < o,
;] nn 1 n
A_S

n

- o -
3. Théoréme de la coupure [4_] . Soit T Xn(w) e une série de Dirichlet a

1
coefficients indépendants et symétriques (Xn et —Xn dquidistribudes) ; alors

et si
1'abscisse de convergence simple os(w) est ps une constante O > -0, la droite

0= crs est ps une coupure pour la série.

o = % ps pour (1) résulte de la loi du logarithme itété, via

___log ISn |
= . . ' .
0 =lm Togn aussi bien que de 2 puisque 1'ona:
(e 0]
=020 < 0 &=p0 > %
1 .
On =% ps résulte de 3. Enfin, 2 démontre les convergences ps admises lors

du calcul de ou.m .

L'estimation de la fonction u(o) repose sur le lemme classique suivant (S.Bern-



stein) dont nous donnons la démonstration pour éviter toute recherche au lecteur.

LEMME 2. Soient a1,...,aN€(E, €
N N 5

et X=2 €8, FPosons M= u lanl , €etsoit x unnombre positif = 1. Alors
1 1

P(|x|>2VMiog x)s‘;(.

110000 &y des Rademacher indépendantes,

Preuve. Supposons d'abord les a réels, et soit a un nombre réel positif ;

nous avons,si A >0,

P(X >a)=PE*> et < e %) e -Aay MchXa,
1
d'ol G
-)\a+M—2-
PX>a)<e :
2
a2
faisons X = IT/I’ 1221[2‘ vient P(X>a)<e ZM. Comme X et -X sontéquidistribudes,
P(Ix|>a)<2e “M. si a =u +iv,, X=U+iV, avec U=Z¢gu,
V=Xev , etsoit M =ZuZSM, M =Ev25M. Nous avons
nn 1 n 2 n 2
_at & _a
P(IX I>a)s P(!Ul> -?-)+P(IVI>-a—)s2<e 4M4 +e 4M2‘>s4e 4
V2 V2
Le lemme 2 en résulte, en faisant a=2 VMlog x.
Le lemme 2 a pour conséquence le lemme suivant.
LEMME 3. Soient 0< n, < n, < ... une suite strictement croissante d'entiers

strictement positifs a«a= 1, =0 desréels, T unréel=1, et

€
f(s)= T — = (o +it).
nJ<n.<_ i1 (cxn+,8)
. 1 C 1
Alors, si o > 5, ona ”I H [0 T] n0_1 Viog Tn ﬁ— pour tout j= 0,
5 . :
oli C estune fonctionde o,x,8 seulement, etol : ”f” [O T]: sup |£.(o+it) .
A s



10.

Preuve. Soit N un entier a fixer par la suite ; divisons I_O,T] en

[k]% , (k+1)§] L, k=0, ...,N-1 et posons t =ks, k=0, 1, ..., N. Considé-
rons désormais fj comme fonction de t seul et écrivons || ” pour H H [0 T] ,
14
nous avons
I
1
(3) ”fJH < sup Ifj(tk)l N Hi .
Oor ”Ij” < 2 (ocmﬁ)—oLog(ocrHB) < z Logy + I;og n
- <
nJ.< rlsnj+1 nj<n oy (om+B )
avec ¥ =2 sup(a, B) (3'). Ou encore
Hf!“ <2 Logy. z Log ? < 2 L(;g 7Log N4 2z -15
J o4 n.<n<n. n o4 J n.<n<n, n
J j+1 ] j+1

n.
Log 94 j+1 dt Log v j+1 dt
<2 Log n, 1 J = <2 = Log n:H_1 -,

o’ J t o ny Vi
d'ob
Log ¥ Log ¥
1 ponsingd = SN
(4) Hf H < 4 —=+~Log n g Vg g < 4nj+1 =
« o
: 1 1 (T at 1
Soit d'autre part M= Z < J .
nJ.< n<n J+1 (o<n+13)20 oc20 ny t?(; (20 -1) 20 320 -1

D'apres le lemme 2, avec Xj en place de yx, nous avons

o« —(0 1/2)) <4
\/““1 E IR

log x

Donc

(5) P(sup ]fj(tk) l > 2 \flog X. 1 oc_cn—(o—1/2)) < 4N+1) _ 8N
k

Svig Xj X
Soit
(5) C,= sup(4 Log ¥ 2
o2 T
« X c-1

(3) donne alors, via (4) et (5),

”f”<—6—72' [vlogx +;_ g 1/2 j+1]’
J



1.

1 T o+1 2]
(6) Hf” = 5 I:\/log X5+ 2R ;’:1 21,

J
avec une probabilité =1- S—N-
J
Prenons maintenant N = [ET n‘(]::v Zji + 1, olici [ ] désigne la partie
entiere, et x.= 8n.N, nous avons, puisque n, .= 2: X; < 8Tn? ™ < < (T )0+5 ,
J J j+1 J+1 n:i +1
2C
(7) ”f ” < ———7— Jlog T g
J
avec une probabilité = 1 - r_}'
J
D'oli le lemme 3, avec
(8) C=2 V0+55up<4logy, 2 >
o9
Revenons a f(o +it)=2 ‘a‘r‘:tﬁ y 0>5 fixé. Nous avons (on peut supposer
Tn

0 <1 puisqu'il est évident que p(oc)=0 si o> 1)

€
(9) flo +it) =€, + 2 f. (0 + it), avec I, (0' +it) = z .
1 3—0 ’ 23<n <23+1 n0'+11:

Appliquons le lemme 3 a fj’ enprenant «=1, =0, n;i = 23, il vient, en tenant
compte du fait que n:i+1 = 2“3 et en supposant T = 2 (ce qui entraine anT <

(an)2 etdonc logn., ,T<2log n, T)

j+1
” H C'(o) e s -j
(10) f [O T_' W Viog T ny, avec une probabilité =1 -27Y,
(107) C'(c)=V2 C, ol C estla constante dulemme 3, donnée par (8).

Désignons par AjT 1'événement ”fJ” [O,T] -——L%\/log T n . D'apres (10),

nous avons
-3
P(A) =270,

D'apres le lemme de Borel-Cantelli, il existe QT c , P 1, tel que si

T)=

w€ QT’ toutes les inégalités (10) ont lieu pour j= jT(w), ol Jp» qui est choisi

aléatoire |
le plus petit possible, est une variable/sur . Nous avons



12,

1-n
Ly . o
Gp=ng )_(kr_w Ap)NA, 4 dlod Pr=n)<2 ~, n =0.
= o
1-n
. 2 /s 22 o
(11) E(JT)—EnOP(JT—nO) SEnOZ =\ < oo,
o o
. e oK
Donnons maintenant a T la suite de valeurs Tk =e =e , etposons jT = jk’
k
nous avons d'apres (11)
2 A

P(jk2k)- (Jk—k)<;{2

donc X P(jk > k)<, etilexiste Sc, P(S)=1, telque
(12) si w€S, ilexiste k (w) entier = 1 tel que pour k= ko(w), jk(w) < k.
Soit d'autre part A = ﬂ Q , et E=ANS. Alors P(E)=1. Soit «€E

k=1 k
et soit t> Tk (w) ;  soit d'autre part k 1'unique indice tel que :
o

2 2
Ty St <T =T, <t
On a nécessairement k> ko(w).
D'aprés (9),
(13) lf(cr +it)| <1+ Z lf (o +it) | + lf(cr +1t)l
<k Pk

Si j=k, j= jk puisque k> ko(w), mais on peut alors appliquer (10) avec

T=T puisque w€ QT., d'ol:

k?’ k
(14) lf (0‘+1t)l Hf. ” [O T ] —07—-(107%-\/10g T n,.
J
Si j<k, onmajore [f (o+it) ! par . I . n"?. (13) donpe alors,
ey J 23<n_<_23+

compte tenu de (14)
1-0

(15) 1o +1t) < 2

+C'(o) = ———72\/TogT n.
=k n:J ko

Majorons cette derniére somme en posant o« =0 - %, q= 2-“, nous avons

1 Vies T - Vi =
jfk-nF_—m log Tk nJ. J->Ek ;— ( log T + J)



13.
k k k+1

= Vlong 1(_1 +1k? + 4 233 Iongqk——l-——Z.
. 1 (1-q) (1-q)
Posons
B 1 3¢c' (o) .
(15‘) C"(G) = Sup(1_0., (1—2_(0._1/2))2) ’

(15) devient, compte tenu du fait que n, = log Tk
og 1 "

1-o . 1-0
) (log 'l‘k)0‘1/2j'= 2 c (0) (1Og Tk) H

lf(cr + it) l < c"(o) [(log T,
or

(o 4it) | < 2¢(0) (log t2)"9 =229 (o) (log 1) .

o

Autrement dit: wWEE = If(c + it) ! < ¢"(o) (log t)1_ déesque t>T

ko)

et donc f(o +it) = O((log t)1—0) quand t —- 40 ; mais comme f(o-it) = (0 +it),

on voit que 10
wEE==f(c +it)=0 ((oglt])' ™) quand |t| ++w,

uniformément quand o = o,> %

Comme P(E)=1, ceciacheve de démontrer le théoréme A .23 .

THECREME B.

1. Les séries (2) ont les propriétds gs suivantes : 0,= 1, O =0y = 0, la
droite o =0 est une coupure pour £, p(o)=1-0 si 0<o <1,

2. Les séries (2) ont les propriétés ps suivantes : o,=1, o, = 0,. O == %—

est une coupure pour f, et:

Bt —

la droite ¢ =~

D]

plo)=

Preuve du théoreme B.

1. Soit .un(s) = (2n+1)"° - 2n)"% ; 1a formule de Taylor, appliquée & f(x)=x >,

donne



14.
1

un(s) = -—s(2n)"8“1 + s(s+1) J (?-t)(2n+t)—s~2 dt
o
\__..——-—.\\/___________/
v (s)
kvn(s) }g nuo‘—z. Donc
o) © € o
(16) g(s) = 2‘: g u (s)= 5"8% ?;g%+ s(s+1)? g v (s).

La deuxieme série écrite converge absolument pour o > -1, et dans la premiére on

recommait f(s+1). Le fait que o s=0p=0, etque 0=0 soit une coupure pour

résulte alors du théoréme .Quanta o = cela découlera de 1'estimation de
(2) résulte alors du théoréme A,19). Quant & o =1, cela découlera de 1'estimation d
u(o). Auparavant, nous allons introduire, pour une fonction £ C°  sur [1 , o [,
ses différences successives :
A of(n):f(n)
1
A}f(n) = f(n+1) - f(n):j fi (IH—X}) dx,
o

Azf(n) = A1f.(n+2)-A,1f(n) = {43 )-£(n+2 )-£(n+ 1 +£(n) ::‘U0<x - f"(n+x1+x2) dx, dx,
<X, <

OSXZSZ

A3f(n) = Azf(n+4 )—-Azf(n) = f(n+7 )-£(n+6 )~£(n+5 W (n+4 )-£(n+3 WL (02 £ (n-1)-£(n)

— i
= j‘]JO<X - f (n+x1+x2+x3) dxidXZdXB'
<X <

OSXZSZ

Et de fagon générale :

- SP=Ty _ - (p)
Agn) = & is2P ) quf(n)-J...Joﬁx o Py o e
=

(3§x 529"I
P

O=x

(16") Ar)f(n) = z + f(m) = somme de 2P termes.
ns<m<n+2 -1



Dans le cas qui nous intéresse, f(x)= xS, f(p)(x) = (-1)P s(s+1) .. .(stp-1)

XS+D

donc

S+p

(17) A f(n) (-1)P J J s(s+1) ...(s+};)——1)dX1  dx
O<x <1

(n+x1+. . .+xp)

OSX szp"'1
P

A propos de ces différences successives, nous avons le

LEMME 4. Soit f(x):x_s, s=0 +it, m unentier = 1, j unentier= 1,

J
- Si O<t(2m1) 1, ona (i-1)
& o) = ] 2
A f(m) ] = cls(s+1) ... (s+j-1) | —2mpt
J (m+23)7 +
avec C = COS %
Preuve. Par (17), nous avons
1) . .(s+] 1) T : i 1t j
§(S+ J- 0<x,=<1 (m+x +. . .+xj)s+ll

o<x.<23""
J
L'argument 6 de 1'é1ément d'intégration est -t Log(m + x
une variation V en valeur absolue, avec

V=tLog(m+1+2+..+ 23'1) ~-tLogm< t Log(m2’-1) - t Log m

J_ J_
VstLog 1+ )=t 2l <.
On peut donc trouver un angle « tel que - -21- ax+ 0 < % etona
. : cos(o+0 )dx, . .dx,
A, = ge!®a )= ... L
J J O=x <1 (m+x1+. . .+xj) )
o<x <23~
X . ;8-1)
s . dx | dx, =C21+2+..+(J—1) e 2
J J O=x,<1 (m20)" 1 (me2d)? (m+2)7 3

63xjs 23.'1

D’

,

jm*

1 +...+Xj) ; il a donc
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D'ou le lemme 3, via 18a

Revenons a 1'estimation ¢gs de u(o); nous avons

gls) = - ; e, Ay (2n), et d'apres (17), 1a1f(2n)i < _Isl
1

(21'1)0. +1

et cette derniere série converge pour o >0, donc

donc

lg(o+it)| < ]s!o{‘: !

1 20+1 nor+1 ’
on voit que
+
(19) u(gTO)sL
D'autre part

par continuité & droite de u en 1. D'aprés la convexité de u, il suffit donc de

montrer que [ (%) = % 'gs pour avoir le 1) du théoréme B.
1

Soit N unentier>1, etposons Q= {w/ lgw(%ﬁt) !5-1—5:—,5 1£12 ¥t = N},
ot ¢ estla constante du lemme 3 j c=cos %— QN est évidemment fermé dans £ ;
soit d'autre part t pdel, avec |t| =N, etsoit w€ Q‘N si ltl<n<?2 |t l , le

lemme 4 entraine

1 s | It | ~1/2
(21) lun(§+1t)'m ]Aif(Zn)l > (2;?)3/2 Z(SClt])B/z z%lt] /2

Un des "{riants" [0 , %_7_7] s [‘?-3-?-? s éf] s [@, 211] contient au moins tt I/B, des

points un(% +it) (projetés sur lz| = 1) pour It |l<n<2 It I ; sSupposons par
[ 27{] - . It ; . L
exemple que 0, = en contient au moins 3 soit J leur ensemble ; et soit
27
x= 5.
. 1 . iB 1. . a7
Si neJ, un(§ +it)=e Iun(-z- + it) ! , avec 0<6 < T et
. ~-1/2
ix T . 1. 1c¢
(22) R(e u (5 + it)) = cos{x + 6) lun(z-ut) ! < -5y [t ’ , par(21).
Sur une partie convenable J ~ de J, de cardinal > l—é—l— , sn(w) est constant,

par exemple € h +1.
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Soit w' la suite obtenue en changeant le signe des en exactement sur J w On a

1

fw'(% + it) - fw(% +it) = =2 eZ:‘ un(Z +it),
donc . Jw -
£, G+it) -t (3 +it)| = 2% mnéﬁ““*'— it|-1/|l=|7,2

par {22). D'ol
¢ ]1/2 |]1/2 ltl1/2

+1t)!> -

£, 72 45 45

w'2

donc w' QN. Or w' estarbitrairement voisin de «, puisqu'il a les mémes

Dt I]—1 premieres coordonnées que w, et que lt l est arbitrairement grand. Ceci

montre que « & QI?I’ et donc que Q;:;é. Soit maintenant A= U Q\I’ et
N=1
B=A®. B est qgs. Si w€B,
pour tout N = 1, HTN, ITNIZN tel que lgw(%+itN)l> T%ItNIVZ,
donc

lg (+1t)]
|t|->+oo—]—|—17§— _3 o nie ,2)

Via (19) et (20), ceci acheve la preuve du 1. du théoréme B. &

[\.)I---l

2. Les assertions ps concernant les différentes abscisses découlent du théoreme A
et de (16). L'estimation ps de pu(o) utilisera les deux lemmes suivants :

N!? -ix_t
LEMME 5 (Ingham, [6]). Soit f(t)=2 a e n )Ln € R. On suppose que
N

A=A, ;Z7>0 (N<n<N'). Soit T=,ﬂ+€>g. Alors

zla 12<:a(5> |t |2
~T

ol a(e) estunefonctionde € telleque eale)sa>0 quand € = 0.

LEMME 6. Soit o > 1, x

5 » Xp desréelsavec 0<x,<1, 0<x

TIREE 1
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.0 Xp <2P - , &« unentier=1, T unréel=1 nj une suite sirictement
€
croissante d'entiers positifs, fj(s) = z n 5» advec s=0 + it,
< .
n, rﬁnjﬂ_1 ((m+/3+x1+.. +xp)
0<t<T. Posons Hf:” = AU !f.(t,x1, e, X )l. Alors
J 0<t<T J p
0<x1§1
(3sx <oP-1
P
1
”f ” = —6—17" V log Tn ﬁ_ , avec
7 log Y 2 p
(23) Cy =16 p No+5 sup(’r ) 5 ), et v =2 sup(a,B+2°).
o’ o \,/20-1
C'est une généralisation du lemme 3 ; divisons chacun des segments [O y 2q-—1.] en
q-1 . eq 2q"1 B .
Mq segments de longueur —WJ’ et soit xq = Bq..—m-(-l—, 0< q < Mq, Bq entier,

Mq entier qui sera choisi plus tard. Nous avons clairement :

D T T [ A P i e
s XXl = % o, r]* = Fr— sl
1’”’8[) g=1 'q q
¢y 2q-—1 Is |
< sup ”f(,x y . ,x )I +
Q ep 1 [O T] = q 0(0&13.)0
ou encore
e 4 P ,q-1
(24) el < sup M) e DI e 4L SR
. ’ o« n, g=14gq
1 P J
D'autre part, pour £ ,... £  fixds, 1'inégalité (6) (ol on remplace dans 1'expression
1 ) 7'p
de C1 la quantité B par B +2P et N par [2T ;:;1/ Z_I +1, en
laissant Xj variable) donne
2C. /1o .
Pl Pl = = P2 %) N8BT, /2
J 1 p "0, T | n0—1/z P N el
5 J
D'oll
l ¢ Coull 2C; LogX; g7
P( sup .. > Jy< 8T, yo+1/2
(5w, o Pl 7 S T 8 /2y

17D i
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Et d'apres (24) :

o+1/2
2C \/iog X P ~q-1 (n. ) M....M
(25) P(Uf” > ] J . AT > ?____)S 8T j+1 1 P
J o-1/2 g0 M
nj o nj =1 q xj
Posons M = 4T 1< 297 ot ><J—8'1‘(n3+1)°+1/2 P oP(P+1)/2. ;

(25) devient

el )= L

1
—————7——~«0 75 \/(p+1)log(Tn 4Py 4 G 5 ) < =
J a nJ j

. "U AN . . . .
Puisque 4a < C1 , cela donne encore, quelques majorations triviales :

3/2
16p C./o+1/2
el = VT s < L

J

d'ou le lemme 6 avec C, =16 p3/2 Vo+1/2 C,. ez

A 1'aide du lemme 5, montrons que p(0) = % ps. Soit N unentier =1 et

N
posons pN(t) =X €, un(it). La distance de deux fréquences consécutives dans PN
1

est log m - log(m-1)=> rjh = 2NT 7 = 3-1- donc on peut appliquer le lemme 5 avec
y:-}-— T=2—W = 67N. On aura alors :
3N > . :
E!'a 12 = 2N < alm) B ! lzdt<a(Tf) 2
“n' ° = 2T T Py = TN s
ot m.=  sup l (t) ] On a donc
Nt <6mN i
(26) my =a VN,
ol a estune constante universelle. Considérons maintenant
N )
glit)=> snun(lt) + X €, un(lt)
1 N-+1
N [
o(it)=Z € u (it) - 2 e u (it).
ponn N4t D
Soit Ay 1'événement : sup lg(it) l > a\[N.
- It|< 67N

Soit By 1'événement:  sup [qo(it) l > ay\/N.
[t |<67N
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- 1 - — ' rd - v
P (AN) = P(BN), par symétrie des g . Et AN U By = Q, compte tenu de 1'égalité

)=

DY =

g+@= 2.pN, et de (26). Donc, P(A implique P(Iim AN) > % et ainsi

N

D'apreés la loi du zéro-un (¢ est une var asymptotique)

N

P((0)= 5)=

DY —

ps .

DNl =

(27) p(0) =

A 1'aide du lemme 6, montrons que p(—l +0) <1 ps. Soit
’ 2

(,o(t,X) =2 S = = + (,Oj(t,X), avec (Pj(t,x) =
1 (@n+x)” (2+x)° =0

n

- 3 —_———— ’
2J<n<d*] (2n+x)°®

s=0+it, 1>0 > % fixé. Reprenons les estimations (13), (14), (15)... du

théoréme A, ol le lemme 6 remplace le lemme 3, et oll sup [o.(t,x)] remplace
0<i<T
— k

HfjH [O’Tk} nous arrivons de facon analogue & O<x=1

sup !c,o(t,x)l:: ((loglt])1_0) quand ltl >4, PS,
0<x<1i

c'esta-dire si w€E, P(E)=1. Soitalors o > —% fixé, et wEE. E[to(w)z 0

tel que It! Zto(w), 0<x<1

- “n ¢ 1yo
—_— < :
(28) :‘3 (2n+x)o+it+1 - Co(log th .
D'autre part,
1 o € o 1 €
(29) J 2—‘—%:@7 dX:EJ _‘—"%G;Imdx’
o 1 (2n+x) 1 Jo (2n+x)
1 2 n
carsi o> =57 la série T 57 converge ps uniformément pour 0<x< 1,
1 (2n+x)

comme on le voit aisément en faisant une transformation d'Abel et en utilisant

A 0( V'n log log n) ps. (28) et (29) donnent alors

glo +it) €

o +it

n -0 -it -0 -it
. it[(2n+1) - 2n) }

<c_(oglt]y®
1 o
si It l = to(w). On en déduit immédiatement u(oc)< 1 ps, pour o > - %- ,

et donc

(30) p-2+0)=1 ps.



27,
Pour finir, on remarque que

(31) uo)=0 ps si o>,

En effet, en écrit alors

oo € © -g :
g{s)=2 Do L As)+ B(s),
1 @n+1)° 1 @n)°

et d'apres le lemme 3ona, si © >%, HA,0)=u(B,0)=0 ps.

(27), (30) et (31), joints & la convexité de , achevent de démontrer le théoreme

B. ea

Nous allons maintenant prouver deux théoremes qui montrent qu'en prenant des

© €
- 7 0 ré vd \ . r K3 n
differences successives de plus en plus élevées a partir des séries 2 —5» Onpeut

1 n~
[oe]

h jusqu'a -oo, et obwenir des séries T + n~° pour lesquelles le
1

"pousser" o
plo) est bien contrdlé.

o0
THEOREME C. Il existe une série de Dirichlet T + n_s, avec les propriétés

’O Si (7>".1

suivantes : o_=0, o _=-o, et ufo)= .
S h 11-0 si o<1

Preuve du théoreme C. Elle découle des deux lemmes suivants. i

LEMME 7. Considérons une série de la forme

[oe]

(32) E( z £ /.\.f(u.,n)),
=0 nj<nSnj+1 noJl

ol €, = +1, ol Ajf désigne les différences j-iémes assocides i la fonction

fix) = x_s, les nJ étant une suite strictement croissante d'entiers (avec n, = 0),

et les uj n étant des entiers choisis pour que (32) s'écrive formellement
1
i s
(327) Z+n".
1
Alors, pour tout choix des € et des _nj, on a, pour (32')
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5:0 si o>
o_ =0, 0= =, plo) =

S .
<l-0 81 o<1

Preuve. Le prolongement analytique de (32') est défini par (32) ; montrons que (32)

est une fonction entiére ; soit S, = z € A.f(u,,n); nous avons, d'apres (17)
n<n<n, J ]
J j+1
: 2 n, .~h:
) i“/2 2., 1T
IS.I < z ls(sﬂ)...ésifgﬂ)b < ls(s+1)...(s+j-1)$23 /2 z ———l-a_?, .
J nj<rgnj~H (uj,n) J £=1 (6237

i = - 1 - : J=1 _ 5]
puisque u,, nj+1 =1+n, + ‘2(n2 nl) +...4+2 (nj nj-T)Z 24, . 4297 =29,

et qu'ensuite les uj n varient de 2 quand n variede 1. D'olu:
s

—32/2 ~jo 2 :
!Sj! < Is(sﬁ) (s+j-1)12 270V 17/6, dés que j+o = 2.

Donc, (32) est une fonction entiére, et ¢ oo,

h™ "~

Soit maintenant p unentier= 0, et supposons © > -p; é&crivons (32) sous

1a forme :
= )y+ Z( )=8
=p =p+1

+S

1 27

et intéressons-nous seulement a 82,) S, n'influant pas sur le ' yio); or, dans 82,

1

chaque AJ. se casse en 2J-P-1 différences Ak (X 1<k< 53-p-1 ).

p+1 k,j) (

D'apres (17), nous avons

K |s(s+1). . .(s4p) | )
s(s+1)...(s+
A A0y }s Mpﬁ 2 ,
i (Ak,j)
dfol ,
| | < | | - ! l
(33) Is,(o+t)]| < is(s+1)...(s+p) |2 L —— < |s(s+1)...
2 k,j (Ak j)orﬂ}H

p(p+1)
(s+p) |2 2 (o+pt1)
puisque les Xk i sont deux a deux distincts. Par (33) p(o)<p+t si o > -p.
s

Dlautre part, il est évident que plo)j=0 si o > 1 (ors < 1). Laconvexitéde u

entraine alors les inégalités annoncées. Reste i montrer que o = 0.
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o
(32') s'écrit: T _..g, avec o =+ 1. Considérons, pour s =0 +it, o > 0,
1 n N «
une somme partielle Sar = 4 ——.
N 1 mS

Soit jo le plus petit indice tel que N figure dans Sj , et jo étant ainsi
o

fixé, soit n o le plus petit indice > n:i tel que N figure dans les indices de
0

eno Ajof(ujo’no) ; on va monirer que So ot Sjo - sy +0 quand N >4, ce

= -0, Or

qui démontrera bien oc,=0, d'apreés oy

Sgt--t Sy -8y = T En'é‘j fu, n)+R(s):Ro(s}+R(s).

3o n <n<n, fo) ‘]o’
(o} 30+1

On voit facilement, en utilisant (17) et les minorations de u,

; que »Ro(s) >0

o’n,

quand N +ooi R(s) représente, au signe prés, les termes qui restent dans

Aj f(uj n ) quand on a épuisé les indices jusqu'd N ; soit M le nombre de termes

o Y’ o
| . Py P2 Py |
restants ; écrivons M=2 +2 7 +,..+2 7, avec P, > ... pk?. 0, et
Jo
= jo, puisque M=< 2 7,
- Py
Groupons les M termes de R(s), & partir de la droite, en 2 termes,
p2 z
puis 2 termes, etc.... nous obtenons au signe pres des différences d'ordre Py

p,, etc..., soit R(s) =+ Ap Fo.ot A.p , avec, si m, est le premier indice
1 k

apparaissant dans Ap , et utilisant (17)
i

[ ls(s+1)...(s+pi—1)! 2p12/2.

!A I: tA. f(m,) | < '
p; P i mJ *Pi
Jo
Puisque, mi..>_ u., et n, +1=2
o & M ,
"joo' ‘pl/z
!Ap t <2 !s(s+1)...(s+pi—1)}2 ,
i
~d'ol
-j o ; 2 -jo
;R(s)l <2 9% 3 {s(s+‘§)...(s+n~1)!2 n /Z:C(S)Z o
n=1

Comme o >0, R(s)+0 quand N, etdonc jo, tend vers +o, Ceci acheve

- 1a démonstration du lemme 7.
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LEMME 8. Dans la série (32) du lemme 7, choisissons par récurrence les n;

de facon que le premier bloc Aj démarre a 1'indice

. 4 .
-m = - _ =1 _ ol o).
uj,nj_*_.] =m, = 1+ (n1 no)+2(n2 n1)+...+2 (nj nj—1)‘ 24 24

pour un tel choix des nj, on a quasi-sfirement en €

(34) p(0)= 1.

Preuve. Remarquons que pour choisir nj+1 , les précédents étant choisis, on
est amené a résoudre 1'équation
. RV S 4 .
2‘](1’] -n ) = 2(3'*‘1) 23+1 - 23 23
J+1 i :
qui a bien une solution en nombre entier n:j+1 . On va montrer que Ye >0,
p(0)= 1-e¢ gs. Le lemme 8 s'ensuivra. Soit, pour €>0

QN = {w] ]fw(it)l <vy I't“_a Y ltl < N} N entier= 1, ¥ constante, a fixer

plus tard, £, désignant la somme de (32). QN est évidemment fermé ; montrons

4
qu'il est d'intérieur vide. Posons t = tj = 2J , j étanttelque t=N et considérons

dans (32) la somme

z e A f(u, ), j étant fixé.
n.<n<n, n=jyy,nY
J J+1
J
Le premier bloc, Ajf(mj) démarre a un indice tel que t Iz—n— =1, les suivants a des
J

i
indices mj tels que t.%‘ < 1 ; on peut donc leur appliquer le lemme. 4, et obtenir
J

la minoration

laste, )]s e lstern. . ssgny | 252
si n.<n< n, flu, = ¢. [s(s+1).. . (s+j-1)]| ————=— ou
j 17 5,0 T e Ay
1,1
j 5i(G-1)/2
lAj! = CEZ—J— puisque 0 =0.
(uj,n+2)J
m.+1 - m, (.+1)4 4 j4
Le nombre de différences A, est n. . -n, = -4 J 2 2V -2 =21 ¢,
J AL 5J
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Pour la C-idme différence Ajf(uj n) (n = n+ ), ona:
’ N ———ta————
‘4

u‘_i nt 2) - mj + 0.2 < ij si <2l =t. Considérons seulement les t
H

premieres différences Aj, pour lesquelles on a donc la minoration :

i ,i(G-1)/2 P 2
]Ajf(u. )12”32 : >ctJ2 > ¢.274

Jon (2m, (129

logt
la. s, ) =c 2—2 log2 -
NI 1Y « M -

On a donc 5 A, n)l > t17€,
’

n.<nsn.t J
J J

ou-

pour j assez grand.

Un argument déja vu dans la preuve du

théoreme B. 1) (cf. (21), (22) ...) montre qu'il existe w', avec € n(w')z en(w)
si n=< n:j tel que

t1-€

(it)l > , avec t=t..

@)} Y

lg,,6) - 1,

Dtolt

ifw,(i’c)l > (% -y) 1€ > ytke si v <= (il suffit de prendre v ainsi).

0
Onadonc w'¢ Qo et QN=¢5.
Onaprouvé u(0)=1-¢ gs, Ye>0, etenfaisant décrofire € vers O

"le long d'un dénombrable", ona u(0)=1 gs.

Les lemmes 7 et 8, joints & la convexité de p, entrafnent le théoréme C.
Le théoréme C était de nature quasi-siire ; voici maintenant un théoreme presque
sr qui correspond a une conjecture célébre de Lindeldf [7] , Citée page 2.

(e e]

THEOREME D. 11 existe une série de Dirichlet T+ n"°, avec les propriétés
1

suivantes : O'szo, o, ==, et

0 si o>,21-
#(0')= 1
1z

. 1
5~0 SIL 0 =<5
- 2
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LEMME 9. Posons n = 0, et n, = e logJ _ ;jJ si j=1; considérons la

fonction

o«
(35) Fis)= 5( = g, Af(n-p),
J=0 r'nj<n_<.nj*H J J

ol les entiers uj > 0 sont choisis de facon que (35) s'écrive formellement

o0

(35') Z+ n"°, avec toujours f(x)=x">.

1
Alors, ona _ps _en g, pour (35')

. 1
0 si0>5
== 2
0 =0, 0, =-0, et uf(oc)=
s h —_ 1 1
'2'-'0‘ Si US§

Preuve. En fait, lemme 9 contient évidemment le théoreéme D ; le lemme 9 s'appuiera

lui-méme sur le lemme suivant .

LEMME 10. Soient 0< p<j des entiers positifs, B un entier tel que

0B = 23, o> -p+%, et posons

F. (s)= Z e Af(23n+3—u!);
3P n “p j

n, n_<_nj+1
alors

IF. (o-+it)l |

. 1 1
(36) P( sup AE) = C(j,p G}-———7—\/10g T < -
<OStST ys(s-H) ... (s+p-1) a n§+p"1 2 nj+1> By ’

avec ’

.2 | |
(36')  Cl,p,0)=16.4° V3l /2 22P-10-Ip7/2 g [4(j+2) , -«-1-.-—“—-]

VZ2{o+p -1
Preuve., Soit vj le plus‘peﬁt entier tel que 21y j = U ;; et écrivons, si
nj <n< nj+1’ 2 - ,u:; = 23(n~v3.) + pj avec 0< pj < 23, Nous avons
(37) F. (s)= = £ A f(2jn + B +p.).
J2P n-v<n<n, .-v. P J
J ] J+1 3

Introduisons
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€n
(s) = z - , avec 0<x.<1,
n.-v.<n<n. .-v. (2n+ BHP AX 4. . AX )S+p !
Jd 1] 3

,0<x < 2P-1,
p

D'apres le lemme 6, et avec ses notations, il existe Ec , PE)=1- r—:— , telque

J
si wWEE,
(38) ”G ” < ©2 log Tn, .,
j.P (n.—v.)0+p—1/2 J+1
J ]
avec C, < 16j3/2v o+j+1 2-J(G+p) sup E(j+2) __.....1_.___] .
- V2{o+p)-1
D'autre part, nous avons u:} = 23(nj+1) -2 1(n -n,_ ) -...=2(n 2-—n1) - (n1-n0) -1
ou
12 ol o1 j-2 _
,u,j-.Z + 2 nj+2 n‘_j_1 +...+2r12+n1 1,
donc
n, n.-1 n
J J J 1 3
VS grIS2r g g =gy
pour j assez grand. (38) s'écrit alors :
40+p-1/2 c,
(39) “Gj,p” < n0+p_1/2 \/log T N qe

J
Si w€E. Intégrons maintenant (39), w€E et 0<t< T étant fixés, par

rapport a dx ...dxp, 0<x,<1,...,0<x g?ﬁ"‘, il vient d'apres (17)

1

(-1)° “n 23 ) 41/, p?/2
-1 p2 Af2€n+ B-ul) < 2 \/Eg—T—n.__.
n<n<n, s(s+1)...(s+p-1) P J n3?+D-172 j+1

D'ol le lemme 10, avec

¢ 3/2 2p=j0-ipip>/2 . 1
C({j,p,0)=16.4 Vo+j+1] 2 sup |4(j+2), —————— | . B8
V2(oc+p)-1

Revenons a la preuve du lemme 9 ; tout d'abord, on a slirement Oy = 0, 04 = =%

d'apres le lemme 7, valable pour tout choix des €, et des nj (u‘_j n= 23n—u J!).
b

Reste a prouver qu'ona ps

1

1

2. p(-p+5)=<p pour tout entier p=0.
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1. Soit N unentier>= 1, tres grand, soit jo le plus petit indice tel que N
figure dans

J
(40) ) e A f2%-pt)
n 3O JO
+1)

et j o étant ainsi fixé, soit ng le plus petit entier tel que N figure dans

(o)

J
e A 2% - k! ); ce dernier bloc commence a 1'indice 2 % - p! <N et
N Jo Jo . °

- j
finit & 1'indice 25’0nO - B) 2 ©_ 1< 2N. En effet, nous avons
(o]

<j%=n, <€, si 0 estlepremier indice ol commence (40)et £. < N.
o o Jo Jo

Par conséquent, si on pose

pN(t) = Z < Z € A.f(an - H ')> + Z €, A. f(23n -uly,
i<j, n.<n<n, J J n, <n<n Jo J
o J j+1 Jo o

les "fréquences" apparaissant dans PN sont au plus égales a 2N, Le lemme 5,
le "principe de symétrie" et la loi du zéro-un donnent alors

u(O)Z% ps.

2. S0it p unentier =0 etsupposons o > -p +% fixé. Ecrivons (35)
sous la forme

+ S,5.

F(s)=Z ( Z Y+ 2 ( = )=S1 2

i< < . = < .
i<p n, rxsnJ+1 7=p ny rxSnCi+1

La somme finie S, n'aaucune influence sur p (o), on peut se borner a estimer

Sz.

Nous avons :
S,= T €n A+ = en(Ag + Ai) + % en(A; + Af) + Ag + A.g) |

<
n nSnp+1 nm_1<r1£np+2 np+2<n5n p+3
1 29
+.o. o+ z en(Ap+...+Ap )+...
np+(2<n§np+(2+1

e

LY o s 1 . . N . ’,
otala C-idme étape Ap, cees AIZD désignent, au signe pres, les différences
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d'ordre p obtenues en coupant en 2e morceaux la différence d'ordre p+f ‘.

De facon précise, on a

e
p+e u ] 1 2

. <n«szn €, Ap+ef [2 p+€ A +ouot Ap ,
p+8 p+E+1

avec

A‘;‘ =ocm/.\)f[2p(2€n+m—1)—u;)+e], 1<m=2®

ol les signes « =11 ne dépendent que de p et €, et sont donc indépendants de n.

Donc
D+ '
2 Z) 2 m g
p+2 p+€+1
28
1 ! - .m ’
= |2 0. = € A f L 1Ze A
m mn npP 1 pip P
- z Apf2(2 n+m-1)-p! :H
- n p+&
m=1 np+2<ngnp+8+1

Appliquons maintenant le lemme 10 aux sommes entre deux barres, avec j=p+P,

g =2Pm-1) < 21 il vient

e A £2P2 n+m-1 -1 !
(41) P ) np l' ]! > C(Jyp’ ) 1o TH
o+p-1/2 V198
np+2<ngnp+8+1 s(s+1) ...(s+p-1) n;
1
< _— .
%
] . 29'
Soit E 0, m 1'événement ci-dessus, et FE = mE}I E ¢,m’ Nous avons
' 1 e oo
P(E(’, m)<——, P(Fe)s etdonc T P(Fe)<oo
"o+t p+& €=0

d'apres le lemme de Borel-Cantelli (T et p étant fixds) il existe ,.QT(p) = QT’
P(QT) =1 telquesi we€ QT’ toutes les inégalités contraires a (41) ont lieu pour

p+l > jT(w), ol Jp est choisi le plus petit possible et est une var. On a, comme

pour (11) :



(42) E(j,zr) =X <o, oll X estune constante universelle.

Donnons maintenanta T 1la suite devaleurs T, =e k

6k ..
Ty = Ty (p reste fixé).

o
Soit A= NQ ,
k=1 "k

S un ensemble, avec P(S)=1, tel que si

et remarquons que

wes,

30.

i1

existe ko(w) entier > 1 tel que pour k= ko(w) i (wW)<k, etsoit E=ANS

(la dépendance de E par rapporta p est sous-entendue).

P(E)=1.

w€E, posons t> Tk (w), etsoit k 1'unique entier tel que (nécessairement

o
k= ko(w))

T <=t<T,.

k1=

Nous avons, avec s =0 +it

Sz(s) = X z enAp+€f [2

< <
p+8<k np+9 nsnp_+2+‘1

52 = S3
Posons
U= >3
“ s{s+1)...(s+p-1)’
S
v 4

= s(st1)...(5p=1) "

Une majoration slre des différences A b

Ap f(v)

est, d'apres (17)

e
2 2
IU(s)lszp /2 z m§1

O +p-—-

D'autre part, p+f =k =>p+l = jp s donc tous les

lieu, donc

s(s+1)...(s+p-1)

2
1 <op/2
0<p+8<k n

= 0(log Tk)_(r —-p+2.

By )5

1<=m=<2",

ont
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e

2
IV(s)ls z z —(p’—p%%g—)\/logT

. o+p-1
> =
p+=k m=1 np+2

k p+8+1
D'apres (36'), a o et p fixés, ona:

C(p,p+8,0) =0(e> 27 HOP))

donc

29 93 o= €(o+p)
\/log T, n

ncr+p—1/2 k p+l+1

p+b

ou u estune constante ne dépendant que de o et p. Ouencore

lV(s) l < T pu
p+e=k

+

3

Laprésencede n, = £ E, et le fait que 1'onait o +p -~ % >0 font converger la

2

série suffisamment vite pour que le somme écrite soit de 1'ordre du premier terme, On

4 ok 13
a donc lvis) | < K Viog T.n (v = v(o,p)).

0+p 172 kK41
k
Vuque n =1log Ty, cela conduit a une estimation V(s) = O(log Tk)'6 , avec

B >0 nedépendantquede o et p. D'ol, d'apres (43)

(U+V)(o +it) = O(log T pour un certain © > 0.

k)

Mais T <t<T <T6(k 1) (k‘”

Ko = K= implique log T < 6(k-1)1logt <

6 log tlog log t. D'ol; si w€E, (U+V)(o+it) = 0(log lt llog log !t I)S quand

Itl+-|-0°. Comme S, = U+V , ona

s(s+1)...(s+p-1)

D]

U(F,0) <p si wEE=E(p), etsi ¢ >-p+
o0
si &= N EpP), P@&=1,
p=0

JO si o> %
et finalement si w €6, p(F,0)=

1 . 1
lé—(}' S1 0'52‘

Ceci acheve la démonstration du théoréeme D. & .

Indiquons pour finir comment la théoréme B, 1) permet de retrouver la contribution
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) o0
de Bohr au théoreme 2 ; soit T + n"®  une série de Dirichlet avec oy = 0, et
1
' jo sio>1
plo)= ;  soit f(s) sa somme ;
: 11——0’ si o<1

© g
f(s)= T —g ; avec les notations du théoreme 2, prenons a = bn =& et soit
1 n ® o c,
c=axb, Si 1>¢ >0'S(c), 'z — =f2(s), donc u(® = 0)=2(1-0), mais
T n n
c
d'autre part suivant un résultat connu, (2 _rsx , 0)< 1. On en déduit

n

]

[\ P

2(1 - cs(c)) <1, d'ol crs(c}z
et donc o S(c) = % d'apreés le résultat de Stieltjes.

Ceci achéve la premiere partie.
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II

Soit P = {pt y soey Ppys+ - } 1'ensemble des nombres premiers rangés par ordre

croissant, et soit une suite de variables de Rademacher indépendantes ; on

(e )
P, n=1
définit une variable aléatoire € pour tout entier n= 1 en posant :

« o
. 1 % .Y %
(i) " (sp1) (spk) , si on=p, ...p. .

Pour {'out we€, n-—r sn(w) est donc une fonction strictement multiplicative

sur N, avaleurs + 1. Ona le lemme suivant

LEMME. Si q et q' sontdeux entiers quadraffrei distincts, sq et € q"

sont deux variables de Rademacher indépendantes.

- Preuve. D'abord, € q et € q' sont deux Rademacher, comme produit de Radema-

cher indépendantes ; de plus, on peut écrire q=rs, q' =rt avec (s,t)=1. Donc

eq = €,€ et e:q, = €,&.

D'autre part

(s,t) =1 =&, et g indépendantes =>€.E et €& indépendantes.

Considérons alors les deux "produits d'Euler" suivants :

(1) 5 o F(s)
1 1-€_ p
b, n
1-e_ po>
o pnp2n—1
(2) — =G(s)
1 1—epnp2n

et soit
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2 &
(3) z < = f(s)
1
ou les sn sont définis par i) ; enfin, si h est une fonction holomorphe dans un demi-
plan, on pose, pour o fixé,
Ak
S A(h,0)=Xx(0) = in;f{éz 0 l h(o +it) = O(e ) quand lt I > 400
lu(h,cr) —p@)=int{£=0 | nowit)=o(lt]®) quana [t]s e 5
L n'est autre que la fonction de Lindelof associée a h.

Nous avons les résultats suivants.

THEOREME 1. Le produit infini et la série qui définissent I et f sont ps

convergents pour Rs > % etona

1

F(s) = f(s) si Rs> 5

Preuve. Remarquons d'abord que 1'énoncé donne un exemple d'une série de Dirichlet

, qui possede un produit

Dl —

a coefficients + 1, d'abscisse de convergence simple

d'Euler "jusqu'a %.U

v,u/l
Cela dit,l1'indépendance des & et la relation
n

-S -S -20
log(1 - ® Pn )= & Pn * olp,")

la convergence ps du produit pour o > ;— est évidente. D'autre part, 1'égalité
F(s) = f(s)

a lieu pour Rs > 1 pour des raisons de convergence absolue ; il suffit donc de montrer

que la série (3) converge ps pour Rs > %

Soit Q 1'ensemble des nombres quadrafrei ; d'apres le théoréme de Menchoff LS]

€ ps
la série p> —g convergefpour Rs> -21-, puisque les sq sont des variables
q€Q q
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orthogonales d'apres le lemme. Soit donc A un ensemble de probabilité 1 tel que

eq(w) 1
WEA= T converge pour Rs> = .
S 2
qeQ ¢
cE 1 1
Montrons que wWE€A = 2 —rs-l converge pour Rs > 5 I1 suffit de supposer s > 53
1 n

nous avons alors, si N <M sont des entiers

€ € € €

n q qQ q
N<n<M n® N=rfq<M m?5¢® Nsrfq<M m*Sq°  N<nf g<Mm>Sq° ! 2
q=VN g<VN

Pour tout entier m, 1l'ensemble des q€Q telsque N < m2q <M, et gq=V N,

est soit vide soit un intervalle I m dans les quadrafrei. On a donc :

Comme I_c [\/-I-\I-, +oo[, la somme enire parenthése est o(1) quand N ++4w, et

donc S1 +0 quand N >+, On a de méme

€

1 q
S. = % s 9
27 N4 s a€J_q°

oli I désigne 1'intervalle [1 , VN l:ﬂ [% ) -1\—42 [ dans les quadrafrei ;
m~ m

€
z L 0(1) quand N > etdonc S, >0 quand N 3+, Cecidémontre le
qcJ Cls 2
‘m

théoreme 1.

THEOREME 2.

1) La droite Rs =1 est quasi-slirement une coupure pour F.

2)La droite Rs= est presque sfirement une coupure pour F etona ps

1\ [P

p(F,c)=0 si 0>%.

THEOREME 3. La droite $s =0 est quasi-slirement une coupure pour G et

ona gs: 1=2x(g,0)=1-0 si 0>%.
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Preuve du théoreme 2.

1'ensemble R des

o0
Le 1) est facile ; si on pose Fw(s) = II !

n=11- 8pn(w) P,

S’

points réguliers de ¢ =1 peut s'écrire sous la forme

R=UE

arN ¢ avec

E rN = {w Ifw possede un prolongement analytique borné par N dans ls—a |< r,
avec a=1+it, t€Q, rcQ', N entier=> 1}.

Chaque Ear'N est fermé (familles normales) ; si 1'un d'eux ,avec a=1+ ito,

n'était pas d'intérieur vide, on en déduirait que pour toute suite €, de +1

Fw(s) aurait un prolongement borné dans ls—a l <1 et en particulier

o0 Icos(tolog pn) l 2 cosz(tolog pn)

Z < ; maisalors % <o, ou
n=1 - Py Ph

1+ cos(2tolog pn) cos(2tolog pn) 1
) <o alorsque Z converge et que I — =4
P, P, ' P,
(cf Titchmarsch, theory of Riemann zéta function).
2) Le produit infini converge presque sfirement pour QRs> % puisque
€

z —%—5 <ew et T -ér-l- converge presque slirement. D'autre part

Py Py

-S En 1 -3s
+log F(s) =~ X log(1 - £ P, ) = E(—§+—-2—-S- +O(pn )), ou
e n Pn
log F(s)=Z —g + X _125 +R(s), avec R(s) analytique pour Rs> % , donc réguliére
P, b,
au voisinage de Rs = % ) z 71§ essentiellement égale & log £(2s), donc
p
n
réguliere au voisinage de tout point de Rs = %, sauf -21- lui-méme.
£
z —1;- pour laquelle tout point de ®Rs = % est ps une coupure, puisque les €,
P
n

sont indépendantes.

Doncsi Rs= etsi s # %, s est un point singulier pour log F(s). Comme

DOf —
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les points singuliers forment un ensemble fermé, Rs = % est ps une coupure pour
log F(s).

Supposons maintenant que s 1t soit régulier pour F ; F se prolonge

l\)t—-\

o~

analytiquement dans !s - S, l < r ; il existe au moins un point S5 du segment
jso—il‘ , S o+3’r[ ot F ne s'annule pas, puisque les zéros de F sont isolés. Il existe

donc 1r' assez petit tel que F ne s'annule pas dans ls—-s1 l <r',; donc logF

DN -

possede une détermination holomorphe dans ce disque, ce qui signifie que Sqs 9251 =
est régulier pour log F, contrairement & ce qu'on avu avant. D'ol la coupure.

Dtautre part, pour tout o > %, on a une majoration du type :

rie)| = oy exe( | 2 -:gf‘é-l)

o g
et on obtient facilement, pour H(s)= X —9 une majoration du type :
_ -
n
‘H(O‘—i—it)l < D(o )V log lt] pour tout o >% ; donc Ye>0, pour ltl assez

grand, on a : [H(0‘+it)l < € log tt } , et IF(O‘Ht)[ < C(o) ltls, ce qui acheve de
démontrer le théoreme 2.
[o o]

Preuve du théoréme 3. Tout'd'abord, ona G(s)= II{(1+ un(s)), avec
1

-s -8
En(pZn - p2n—1)

un(s) = - ; d'oli pour ¢ >0 une majoration du type :
1-¢p
n*2n _
lu (o+it) | <C(0)I -S f <C(U)lst u—c—1du<C(0)¥si(p2n—p2n4)
n\o - Pon - pZn 1 - O+1 *
p2n-~1 p2n—1
© Dy~ D
Etla série % _%_QE-_!_TZ_YL';I < e pourtout o >0, puisque
1 Pon-1
= Ppy1 7Py N
= ~——— <« pourtout A >1 (B]). Donc la fonction .G est slirement
1 p_ log"p,
n n

holomorphe pour o > 0.

L'étude quasi-siire de la fonction A(G,o0) est basée sur le lemme suivant, dii &
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Saffari, et qui sera démontré plus loin.

LEMME (Saffari). Soit J 1'intervalle [T 3] surle tore, et posons, si

4° 4
£70 e | it — N
Ne(t) = N(t <pst Ip € J) ; alors Tim T = 5
tyo w(t )

(o 7(t)= Z1).
p=t

. 1
Fixons ¢ > 5 ; TOus avons

R -5 -s _-s -8, -8 _~S
0 = gn(p2n - 132r1—1)(1 B er1pZn) € (p2n Pon- 1) _ pZn(p = Pop- 1)

B TR
Vn Wn

-0, -0 -G -0 \=2 -
lwnl > - pzn(p2n + pZn—1) C(o), avec C(o)=(1-2"")". Donc 12 !wn I = - D(o),
fonction uniquement de o . On voit de méme que X ]un ]2 > -D'(cg). Cna
1
co

o0

- 2
z0 SR ,
las) | = [ +un)| - e T e’ (u“)l _ . 7 _-cD'(0)

=e e , ou

IG(S) 12 E(o) exp( OEO SRun) > E'(o)exp( = S{Vn), avec E'(o)> 0 ne dépendant
1 1

que de 0.

1 -S .
ﬁvn“m e, R (o5, - Pypy_q)-  Mais
np2n

_ _ P e P vl 3
p2r51__1_pzn=_~sj2n Xs1dx=sj2n X0‘1eltlogxdx’ diol :
Pan-1 P2n-1
- P, o - p -
[Dzn 1 pzrsl = O'J S 1cos(t log x) dx+tJ n -0 1sin(t log x) dx
P P
2n-1 2n=1
~— — — - ™~
(In Bn

oo 00 [o'0) 1
Tea =- 2 l,oc l >-0 x % ax=E (o). D'ou finalement
1 mn 1 B 2 1

oo

IG(S)! = E'(0) exp(Clo) F, (o) + :20 g 8.)=E"(c) exp( ? €, 8,)-
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Reste donc a minorer quasi-silirement la fonction

o0
&(s) = E €, B (s).
. T 1+€
Soit €> 0. Il existe une suite tJ 4+ telle que N (t )= = 10 et ).

it
tels que p J appartienne a J.

(D'apres

le lemme).a tj fixé, regardons les tj <p< tj+€

it. 3

p J€JesIk entier= 0 tel que §+2erf stjlogpsrszrzkn, ou

a, = exp(zg-’-+ 2k§> < p=exp <Z¥' + 2k-§‘->= bk'
‘ J J

Soit I [ak,b . Les p quinous intéressent sont ceux qui appartiennent
aux [__ak s bk] pour des indices k tels que Zg'tﬁ %kw < (1 + €) log tJ c'est a dire
J ]
tels que (
(1+€) 3
k< T tj log tj -3

Le nombre des intervalles I

, favorables est donc O(tj log tj). Les I sont disjoints

dans R. On dira qu'un couple (p.,m_1 ,p2n) de nombres premiers est adapté si on a :

Poo € Ik et Pop € Ik. (Appartenance a un méme intervalle ’Ik).

On dira au contraire que le couple (pzﬂ_1 ,p2n) est inadapté si l'on a :

€l et p2n€I

Pon-1 %% k+1°

Le nombre de couples adaptés est au plus égal au nombre d'intervalles Ik , c'est-a-

dire que c'est un O(t:j log tj).

JIHE
. 1 R 1+e/2
Le nombre de couples adaptés est donc = 5 Ne(tj) -C t:i logt, X ——— 2= tj ‘
log t.
J

pour tj assez grand.

Mais si (p2n 17 Pog ) est un couple adapté, x € E’Zn 1 Poy ] ==>tJ logx €J

p e p ’___‘ Py = Py
a=>J 2n x01sin(tjlogx)dxz%j 2“ xo'deZ%—-—-—--—-———-—zn 2n-1

o+1
pZn-—T p2n—1 p2n

I

o1 = TiFeNTie)

Pon 3
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d'ob g = t50"8(1+0)-

Quasi-siirement, les termes grands s'additionnent, ce qui donne pour @(s) la minora-

tion gs:
&(s) = t?+€/2 tTU“'e(HU) = t1._0+0(€), et donc
J J J
p(@,0)=1-0 + 0(¢g) Ye>0 d'ol quasi-sfirement

p(@,0)=1-0, si 0>%, et donc

AMG,0)=1-0 si o>

DOt -

Ceci acheve la démonstration du théoreme 3, modulo le lemme.

LEMME DE Saffari (preuve). Soit Jj < 3’, avec une longueur )\~, g< A<,
—iuk
de mhniére que 5 translatés Jy=Jje , 1=<k<5, recouvrentle tore T.
N )
- . >
Posons %nn 1+e P’ et soit «> 0.
>+co 7T
N (¢ Ns(t+a)
E[toltzto === Tre <p+qa, ersi a estmajoré, ——T:E-Sp+2cx
m(t ) 7t ")
1+€
pour t assez grand, puisque T [(t+a1)+€ ] >1.
() 1+€
Soit alors C une constante > 1 fixée ; pour t assez grand, t=< t c
t”8 1+€
et regardons seulement les nombres premiers p telsque (1)t< =p=st .

C
Nous avons alors : log p = (1+e)logt -6 logC, avec 0< 8 < 1. Posons aussi

u .
a = Kk , de maniere que a < 1 pour t assez grand. Nous avons
(1+€) log t

o iu
| . _ 8logC _ "k _o(1)
13, _o (T+e log [(1“*5)10@ t -0log C] Y M(irenogt T¢ ¢

p =e e

Soit p vérifiant (1). Nous avons
-iu

1
€J1e

P

pltGJ‘, pour un k€ [1,5], ou Plt

i(t+a, )
=D K e J% eo(T)c J pour t assez grand.

Iie I p1(‘t+ak)

Donc, p¢€ {t <p=st c J}; mais le nombre d'éléments de ce dernier



ensemble est Ne(t +a

41.

k) +0(t%), sibien que nous arrivons a 1'indgalité

1+€ 5
n(t1FE) - w(twc < IN(t+a)+ 0% < 50 +2a) 7(t ") + O(F). En utilisant le
k=1
théoréme des nombres premiers, et en passant a la limite, nous avons 1 - 51’; < 5(p+ 2a).

Comme o«>0 et C>1 sontarbilraires, onandéduit p= %

[1]
[2]
5]
(4]
[5]
6]

7]

[s]
[5]
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