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INTRODUCTION

On va considérer un groupe de Lie compact, G , opérant orthogonalement sur R" .
7 . n \ ‘ . - m n G ‘ Y
On va désigner par X le germe de R (3x) & 1'origine, par C (R)~ 1'algtbre des
fonctions Coo, réelles, G-invariantes, sur Rn, et par Coo(x)G 1'algébre locale des

. (o2] .
germes de fonctions C , G-invariantes,sur X ,

On va considérer des'espaces de paramétres" U, V, ... qui seront les germes de
RP , Rq, ... en 0, Onva faire agir G trivialement sur les parametres U3>u, V3v,.. .
Dans ces conditions, si
£(x) € C(x) ©
est donné, un
F(x,u) ECOO(x,u)G
tel que F(x,0) = f(x) est, pér‘ définition, un déploiement de f .
Le déploiement F(x,u) de f(x) est, par définition, VERSEL, si tout autre déploie-
ment H(x,v) (de f), peut &tre INDUIT, i partir de F, de la maniére suivante :
il existe un diagramme commutatif :
XxV —2 s XxU
proj. projection
Vv —2 - U
telque: a) & et o sontde classe C .
b) &|Xx0 =id(X).
c) ¢ est G-équivariante :
¥g.(x,v)) = #gx,v) = g.%(x,v).
d) H=Fo 8.

Dans ce qui suit on va donner une condition suffisante, infinitésimale , pour la

versalité. Avant de 1'énoncer, on va'faire quelques remarques.

Chaque g € G définit canoniquement un difféomorphisme (linéair‘e)':
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R",00 —&— (R",0).
On peut donc parler des champs de vecteurs EEI‘w(TRn) , G-invariants, caractérisés
par la propriété :
g&(x) =Tg(E (x)) = ¥(ex).

L'ensemble des champs G-invariants, I‘w(TRn)G, forment un Cm(Rn)G-module.
De méme, en prenant les germes de champs invariants, en O : 1‘°C>(TX)G , On a un
Cw(x)G-module .

Enfin, si §eI(TX)C et feC”x)C, le germe de fonction df(z) €C™(x) est en
fait dans C”(x)C.

L'ensemble :

Tl = {<at, > = af(¥), FeT(TX)"} e T (x)©

est un idéal de 1'anneau Cm(x)G . On 1'appelera 1'idéal G-jacobien de f (ou, quand

il n'y a pas lieu de confusion tout simplement id€al jacobien de f).

On va supposer dorénavant que f ECOO(X)G est tel que :
. ® G
dim, C (x) /‘}G(f) < ®
Si F(x,u) €C°°(x,u)G est un déploiement de £, et (u1 y+eey ) =Uu Un systeme
local de coordonnées, on remarque que
F oo, \G
ﬁz(x,o) eCc ().

Par définition, le déploiement F(x,u) est INFINITESIMALEMENT VERSEL si

-%-E(x,o),..., %E (x,0) € C*(x) /3.0

engendrent Coo(x)G/ '}G(f) , en tant qu'espace vectoriel,
Onale:
THEOREME DE VERSALITE :
. Gl G , . o G . s ps el .
"Soit F(x,u) € C (x,u) un déploiement de f(x) €C (x)~ . Si F est infinitési-
malement versel, alors F est versel."
Ce théoreme devrait avoir des applications a une "théorie des catastrophes en

présence de la syméirie". [9], [10].



0.3

Le présent travail est divisé en trois chapitres. Dans le premier chapitre on
donne une version équivariante du théoreme de préparation différentiable de
Weierstrass-Malgrange-Mather [47, [5]. La démonstration utilise le théoréme de
division, comme dans le cas ordinaire, mais aussi, la version C” du théordme de
tinitude (de la théorie des invariants) de Hilbert [2], [11]; ce théoréme, qui dit en
substance que si G est un groupe de Lie compact, opérant orthogonalement sur
R" > x, les générateurs (homogeénes, de degré > 0), p1(x), ceey Pk(x) de 1'algébre
polynomiale R[x ]G, engendrent aussi (dans un sens qu'il faut préciser) Coo(Rn)G ,
vient d'é&tre prouvé par G. Schwarz [8] (voir aussi [3]). Ce résultat est fondamental
pour le présent travail.

Jlespere, dans un certain avenir, metire au point les détails d'une ébauche de
démonstration différente, qui traine déja depuis plusieurs années (et qui, on 1'espére,
marchera aussi pour le cas cK , k ¢ ®),

‘Remarquons, enfin, que si G est fini, le théoréme de finitude est une conséquence
facile du théoréme de préparation de Malgrange-Mather (voir par exemple [17).

Le chapitre II, qui s'inspire largement du travail de Zakalioukine [12], [7]
donne la démonstration du théoréme de versalité, moyennant le théoreme de prépara-
tion équivariant.

Le chapitre III contient quelques mises au point et exemples. A la fin du chapitre
III se trouve un THEOREME D'UNICITE qui établit 1'existence du déploiement UNI-
VERSEL.

Dans ce travail on s'est occupé constamment de déploiements de fonctions (.but de
dimension 1). En compliquant un peu les vnotations,]es énoncésd démonstrations se géné-
ralisent sans peine pour ées DEPLOIEMENTS D'APPLICATIONS (but de dimensionz1).

L'idée générale est que, une fois qu'on a le théoreéme de finitude des invariants
(Ca}, les principaux résultats de la théorie de Mather restent valables quand on impose
une symétrie provenant d'un groupe de Lie compact. On se propose de poursuivre cette

idée dans des travaux ultérieurs.
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CHAPITRE I.~- LE THEOREME DE PREPARATION

EQUIVARIANT.

1) Enoncé du résultat : Soit G un groupe de Lie compact, agissant orthogonale-

ment sur les espaces euclidiens R" et RP . Onva désigner par X (Y) le germe
de. R® (RP) autour de 0 ¢R™ (0 € RP). Par Cga(x)G (respectivement Cm(y)G on
va désigner 1'anneau local des germes de fonctions C°'° , G-invariantessur X (res-
pectivement sur Y),

On va se donner un germe d!application c”

(X,0) - (Y,o0),

équivariante, cl'est-a-dire telle que

(*) f(gx) = gf(x).

[Puisque G agit orthogonalement, toute petite boule autour de 1'origine, dans

" ou RP , est G-invariante. L'interprétation de 1'égalité (*) ne pose donc aucun

R
probléme, ]

f induit un morphisme local
)G £*

0
«— C{

" )<
Onale:

Théoréme 1. "Soit M un Cw(x)G—rnodule fini tel que

dimp, M/ffm C ()M < o

Alors M est Coo(y)G—module fini"., o

Remarques : 1) 11 s'agit ici de la structure de Cw(y)G-module de M, obtenue
par restriction des scalaires , via £,

2) En général, si u:A —> B est un morphisme (local) entre anneaux locaux,
on dira que u posseéde la PROPRIETE DE WEIERSTRASS si, chaque fois que M
est un B-module fini, tel que M/u(rq A} M est A-fini, il résulte que M est A-fini.

Le théoréme 1 nous dit donc que f* posseéde la propriété de Weierstrass.
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3) La propriété de Weierstrass est associative ¢ si A B Y oetsi u,
v ont la propriété W = vou alapropriété W .

4) Le théoréme 1 et le lemme de Nakayama impliquent le

Corollaire 1, "Dans les conditions du théoreme 1, supposons que Aqseees 8y sont
des éléments de M qui engendrent M/n} C%(y)G M en tant qu'espace vectoriel. Alors
Qqyeeey @ q engendrent M en tant que Cm(y)G-module" -0

La démonstration du théoréme 1 sera donnée dans les paragraphes qui suivent.

Elle est une extension de la démonstration de Malgrange-Mather (G = 1).

2) Le théoréme de division : On a le :

Lemme 1, "Soit G un groupe de Lie compact agissant orthogonalement sur R"
On va considérer aussi R, rP sur lesquels G agira trivialement . On désignera
les points courants par : x €R", A = (A1,...,)\p) crP, teR.

Soit -1
T(t,A) =P+ 2, 27 4. ot Xy

Pour chaque fonction c” , G=invariante :
fec®(R"xR)C,

il existe :
q €™ (R x RP x R)©

Ryyeeny Ry € c® (R" x RP)Y | telles que :

D-
(x %) f(x,t) = T'(t,2) q(x,a ,t) : R. (X A tp -1 ",

i=1
Démonstration : D'aprés Mather [5], [6] il existe qq €C “R" xRP xR),

Pi €C (Ranp) (pas nécessairement invariantes), telles que (xx) soit satisfaite avec
d a la place de q, ry a la place de Ri . Soit dpt(g) une mesure de Haar sur G ,
telle que :

f dp(g) = 1.

G

Ona:

f(x,t) = fG fgx,t) dp(g) = I‘(t,l)IG qq(ex,2,1) drle) +

p p-i
+ Yt /G r,(gx, 2) dp(e)-

1=1
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On peut prendre :

a(x, 2,8) = jG ay(%, %, 8) du(@), et

Ri(x,z) sz ri(gx,l) dp(e). q.e.d.

Lemme 2. "Soit G un groupe de Lie compact, agissant orthogonalement sur R™,
Sife€ Coo(x)G est un germe de fonction C*, G-invariante, il existe une fonction
F € Cw(Rn)G , G-invariante, telle que :
{legermede F en o} = f."qg
Démonstration : Soit H € Cw(Rn) une fonction quelconque, dont le germe en o est
‘f. On prend :
F(x) = jH(gx) dp(g) e.a.d.s.
En combinant les lemmes? et 2, onale:
Lemme 3. "Soit f(x,t) € Cm(x,t)G un germe G-invariant, Alors il existe des
germes G-invariants :
alx, A1) €C”(x,a,t)C
R,(x,2) € €7 (x,2)°
tels que :

P .
f=T(t,N).q +Z:, e

3) Invariants différentiables : Soit G un groupe de Lie compact agissant orthogo-

nalement sur R" 3 x . Soit R[x] 1'algébre des polyndmes (réels) sur R et
R[X]G < R[x] la sous algébre des polyndmes G-invariants. D'apres un théoréme
classique de Hilbert [2], [11], il existe des polyndmes G-invariants, en nombre-fini :
91(x), .. .,pk(x) € R{x]G

qui engendrent R[x] G en tant que R-algébre. En d'autres termes on a le :

Lemme 4 (Théoréme de finitude de Hilbert) : "Considérons 1'action orthogonale
de G sur R" (donnde ci-dessus), et 1'action triviale de G sur Rk' . I1 existe une
application polynomiale, G~é&quivariante :

n P k
e S

R R (y= e(x),
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telle que

0« R[x]% L7 R[y]C

= R[y]
soit surjective." g

Remarque : Sans perte de généralité, les Py sont homogenes de degré >0 .

En particulier ¢ va respecter o:
, k
(Rnyo) —'—P——_’ (R ’ 0) .

Dorénavant, le groupe G (agissant orthogonalement sur Rn) sera équipé de

{91’.." Pk} .
Il existe un analogue C°° du théoreme de finitude de Hilbert.

Lemme 5. (G. Schwarz [8]). "Si p est 1'application polynomiale G-invariante,

fournie par le théoreme de finitude de Hilbert,
x
0« CPRNC L c®RMC = RN
est surjective." g

(Voir aussi Glaeser [3].)

Lemme 6. "Si p est 1'application polynomiale G-invariante, fournie par le

théoreme de finitude de Hilbert, alors, au niveau des germes c® invariants, 1'appli~
cation :
‘ oo G * o, G o]
0 <— CTx)" «—L— c%(»)¥ =)

est surjective.” g (Ceci a un sens puisque p respecte o).

Démonstration : Soit f(x) € Cw(x)G . D'apres le lemme 2, il existe F € Cm(Rn)G

telle que Flger*me en o=f .

k
D'apres le lemme 5, il existe H € CHR) telle que :

F(x) = H(p(x)).

Ona:

f= p"({le germe de H en 0}). e.a.d.s.

4) Fonctions implicites : On peut généraliser le théoréme des fonctions inverses
comme suit

Lemme 7. "Soit G un groupe de Lie agissant orthogonalement sur Rn\, et
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(R",0) —2» (R",0)
un germe d!application c” , telle que :
a) ¢ est G-équivariante.
b) D¥o) € L(R™,R") est inversible.
Dans ces conditions (1'unique) inverse de o est G-équivariante." 0O
Ceci est immédiat.
Lemme 8. "Soit G comme ci-dessus (c'est-a~dire agissant orthogonalement sur
R™ et trivialement sur RP) et
R"xRP, o0 xo0) 2 (RP,0)
un germe d'application c” tel que :
a) Si 1'on introduit la notation : x € R, y € RP , alors :

;-;’ 00 € L(RP,RP)
est inversible,
b) Pour tous x €R" ,y €RP, g €G, ona: #(gx,y) = &x,y).
Soit y = ¢(x) (1'unique) germe d'application Coo, tel que o = P(o) et &(x,yv(x)) so;
Alors : p(gx) =9p(x)." g
Démonstration : Considérons 1'action
G x (R™ x RP) —= (R" x RP)
définie par : g.(x,y) = (gx,y).
L.'application
R"xRP —&» R" xRP
définie par §(x,y) = (x, ¢(x,y)) est G-équivariante et posséde la propriété que
DJ(o) est inversible. D'apres le lemme précédent, son inverse
(x,y) —@—1—’ (x, hix,y))

est aussi équivariante, donc :

h(gx,y) = hix,y).

D'autre part ¥(x) = h(x,0), e.a.d.s.
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5) Division par un germe de fonction non dégénérée : On a le lemme suivant @

Lemme 9. "Soit G un groupe de Lie compact, agissant orthogonalement sur
R™ 5 x et trivialement sur R 3t .

Soit £ un germe G-invariant :

i(x,1) € C*(x,1)%
tel que
p-1 p
_of _ - 1 2 f
f(0,0) = 5¢(0,0) = . b= (0,0) =0 # " (0,0).

Alors pour tout
a(x,t) € C*(x,H)°
il existe q(x,t) € Cm(x,t)G et
ri(x) ECm(x)G
tels que :
glx,t) = f(x,t) q(x,t) + L o1 (x) "

l—.
Demonstratlon On introduit des paramétres A = (A o1t A p—1) € Rp et

T, =P + L /\t
D'apres le lemme 3, il existe :
Qx, 1) € c(x,a,1)°
Ri(x,k) ECOO(X,))G
(G . agissant trivialement sur RP), tels que :

f(x,t) = T(t,A) Q(x,2,t) E ¢t R (x,2).
1=0
En comparant les développements tayloriens en o , des deux cbtés, on trouve :

Q(0,0,0) #0 =Ri(0,0)  (i=0,..., p-1).

En appliquant BJ'H/ atdan, [ (0,0,0) des deux cOtés on trouve (pour j¢p) ¢
3R,
0=——(1‘(t A) aQ)+ 2 (tQ) + ) e
at) at) Ay

J .

On remarque que 2 (t Q) ‘ est 0 si j¢i et £#0 si j=1i. D'autre
ot (0,0,0

est o pour j < p, puisque T est un polynSme homogeéne
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D'apres le lemme 8, on peut trouver des >‘i =)i(x), G-invariants, tels que
A(o) =0 et que Ri(x,h(x)) =0 .Donc :
f(x,t) = T'(t, A(x)) Qx,Alx),t).
On remarque que :
Qlgx, Algx),t) = Qlgx, Alx),t) = Qx,x(x),t).
Donc Q(x,\(x), t) ec°°(x,t)G . De méme T(t,A(x)) € Coo(x,t)G . Enfin :
Q(o, A(0), 0) = Q(0,0,0) £ 0,
donc Q(x, A(x),t) est une unité de 1'anneau Céo(x,t)G .
On a(lemme 3) :
glx, ) = T(t, 260) alx, 2(x), 1) + T 7 1y (x, ()
avec q(x, A(x), t) € C%(x,t)G , ri(x,'/\(x)) € Cw(x)Gl.
En remplacant T par f Q"1 ona d.e.d.

6) Démonstration du théoréme de préparation : On se place dans les conditions

du paragraphe 1. D'apres le lemme 6, on peut prendre une application G-équivariante:
(germifiée en o) :
x €(R%,0) =X —£— (R¥,0) 52

avec G agissant trivialement sur rR" ; telle que :

(2% = p*C%(2) = c*(x)° .

Considérons z = (z . Zp) et :

17"
R‘]= {(Z.],..., ZJ)} ——Tr—-—> {(21,..., Zj—1)}= RJ-1 .
J

On peut factoriser f:

, k k-1
XWYXR id,ﬁk Y XR —%v..."—'?YXR(id’TH Y .
L i\
f
. . P k k'_1 S\
Si G agit trivialement sur R, R ,..., R, toutes les fleches (f, P),

(id, nk), ... (id, TT1) sont G-déquivariantes ; elles transportent donc les fonctions
(germes) G-invariantes dans les fonctions (germes) G-invariantes. Vu la transitivité

de la propriété de Weierstrass, pour démontrer le théoreme 1, il suffit de montrer que
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(f,p)*, (id, rrj)* (définies au niveau des germes G-invariants) possédent la propriété
de Weierstrass.
Pour (f,p)™ il n'y a aucun probleéme, vu que
COO(X)G e(-f—bﬁ)*——— Cm(y,z)G
est surjective.
Pour finir la démonstration du théoréme 1, on est ainsi ramenés au lemme suivant :
Lemme 10 . "Soit G un groupe de Lie compact, agissant orthogonalement sur
x €R" et trivialement sur R.
Considérons :

(x,t) €ER" xR —— R">5x

et *
P, )0« c®x)C .

‘Alors t*posséde la propriété de WEIERSTRASS".

Démonstration : Soit M un Coo(x,t)G—module fini, tel que
)G

dimg, M/m )M,

On peut choisir des éléments a,,..., a_ €M qui engendrent M (sur c®x, 1) )

1
et M/n]Cw(x)G.M (sur R).

Vu que t ECw(x,t)G , on peut donc écrire :

taj = 1: '\ij a, + iEcpij(x,’t) a

ij
Ay

B

o, (x,t) = ; aijk(X) By (st) et
JER, oy (x) € ‘n]Cw(X)G ,

i € c®x, )Y .

Soit . G
A(x,t) = det(t sij -xij - cpij(x,t)) €C (x,t).

D'apres Cramer on a
A.ai =0,
donc AM =o0 , donc Cw(x,t)G agit sur M par 1l'intermédiaire de 1'anneau

c=cx,H%na x5 .
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Si &(0) # o, il résulte que M =0 et on a fini.

Si 8(o) = 0 , on remarque que

ce qui, d'aprés le lemme 9 nous permet d'écrire : (pour un g(x,t) € Coo(x,t)G quel-
conque et un certain pg q) ¢

p .
g(x,t) = Ax,1) Q(x,t) + 7 tP7 (),

i=1
avec Q(x,t) ECw(x,t)G, r‘i(x) € COO(X)G .

Il résulte que 1'anneau C , considéré comme Cw(x)G—module, par :
% G oo G
C (X) ——TTTa’ C (X,t) —B—I:(-)T]—‘r C

est un Cw(x)G-module fini. Comme M est C-fini, il est donc, aussi Coo(x)G—ﬁni.

g.e.d.
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CHAPITRE II.- DEMONSTRATION DU THEOREME

DU DEPLOIEMENT VERSEL.

1) Une application du théoréme de préparation. Soit G un groupe de Lie compact

opérant orthogonalement sur R™,
On va conside’fer* les champs de vecteurs Cw, G-invariants :
r(trR™% ¢ ™(TR™),
c'est-a-dire les champs z(x) € T, R™ tels que
t(ex) = Tg(z (%) = .5 (x).
[Ici on pense & ¥ comme étant une application C° :
R" = yxR"™
ol V est R™ considéré comme espace vectoriel de dimension m sur R (sur lequel
G opere linéairement) ],
On va considérer, aussi les 1-formes G-invariantes (champs de co-vecteurs Cw,
G-invariants) :
r(r* RMY er®(T*R™).
Sil'onpensea 1 éI‘w(T Rm) comme étant une application
RM Ly

alors W€T (TR~ veut dire que, pour tout x €R, vEV ona:

<lex),v > =<x), vy R .
[Ici {evuyge..> désigne 1taccouplement canonique V*®V —> R ]
si t € c(RMC, alors
at €TO(TFRMG |
Enfin, on a un diagramme commutatif :
(T Rm)@%r”(i‘ R™) — R
C (R <9
Tincl. ]\incl,
T rRMC & T(TRMC —— cPERMC.
~ oo, G
c®(R™) <o 2
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G et Foo(T*Rm)G sont considérés comme des Cw(Rm)G—modules.

ici TO(TR™

Toutes les sorites précédentes fonctionnent, aussi, dans le cas germifié,

On va considérer maintenant une décomposition Rm =R x Rk (m = n+k) ol il est
entendu que 1'action de G sur rR™ provient d'une action orthogonale sur R" et de
1'action triviale sur Rk .

)G

Sur Rk les champs I‘a@(T Rk sont exactement les champs quelconques.

Clest-a~dire que
(T Rk)G = T(T Rk)bil'espace vectoriel Rk} , et
r(TrNC 2 I°(TRY).
Soit x (respectivement u) un systéme local de coordonnées sur R" (Rk), autour
de O,

On va considérer f(x) € Cw(X)G et F(x,u) € Cw(x,u)G , déploiement de f .

Ona:
o G L G oo G
dR(x,u) €T ((TX xTUMN T =T ((TX xUY)"© T (X x TU")™,
°F ¥F .
donc : dF(x,u) = 55 (x,u) ® E(x,u)
avec -g—g(x,u) € TV((TX x U)*)G

2 x,u) € (X x TUM
Le lecteur remarquera que les éléments de I' ((X X TU)’*)G ne sont rien d'autre

que des 8(x,u) € (Rk)* (dépendant d'une maniére C de (x,u)),

tels que #(gx,u) = &(x,u).
A 714 7 o2 * G . 79 7
De méme, les éléments de T ((TX x UY*)™ ne sont rien d'autre que des éléments
de I‘OO(T*X)G , paramétrisés par U ,
Si f, F satisfont a 1'hypothese infinitésimale du théoreme de versalité de 1'intro-
duction, cela veut dire, exactement, que pour tout g(x) € Coo(x)G , il existe des

k

£(x) € TATX)C et v €RX, tels que

g) =< 35 (x,0), EX)> + < 35 (,0), v > .

On aura, aussi, a considérer les champs G-invariants :
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t(x,u) € T(TX x TU)S .
¥(x,u) se décompose, canoniquement, en une composante verticale, élément de

I‘w(TX)G, paramétré par U , et une composante horizontale qui s'identifie a une

application G-invariante X XU —s Rk .

On a comme avant 1'accouplement canonique

(X x TUMS @ T(TX x TU)C Z—:Cw(x,u)G :

Enfin, si &(x,u) € T UTX x TU)*)G , vu llinterprétation explicite des deux compo-
santes de T ((TX x TU)")G qu'on vient de donner plus haut, on peut interpréter,

. ry 7 o *.G n z
canoniquement, ¥(x,0) comme élément de T ((TX x TU)*)™, ("indépendant” de u).

Lemme 11. "Il existe un opérateur
k
T(TX x TUF)C —2— [T7((TX x TUPYY ]

(dépendant du systeme de coordonnées locales u = (u1 y.e., W) sur U), tel que, si

i

A§>=(A1§>,..., A9,

alors : K

8 (x,u) = #(x,0) + ) . u; A8 o
' 1

. Ve Ve w
G est considéré comme C (x,u)G-—

(lci u, €C™(W) © WY et TUTX x TUYY)
module).
Démonstration : I1 suffit de poser :
AS = f; 33-1 3(x , tu)dt
et de vérifier que 1'intégrale représente bien un élément de I(TX x TU)”)G. q.e.d.
Lemme 12, "Soient F et f comme dans le théoréme de versalité. Soit aussi A
un second germe d'!espace de parametres et :
M(x,u, 2) € A, TZUTX x UMY

NGx,u, 1) € A, T (X x TupS)

tels que :
M(x,0,0) = 32 (x,0) = df(x)
aF
N(x,0,0) = ﬁ-(x,o).

Dans ces conditions, pour tout (germe de) fonction :
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hix,u,2) € C™(x,u,2)"

(o1 il est entendu que G agit trivialement sur U xA\), il existe un
t(x,u,2) € C°(h, T(TX x TU)S)

tel que :

1°. Considérons les deux projections naturelles :
TM(TX x U)G
T®(TX x TU)C
p .
U 7 9x x Tu)©
Py §(x,u,A) ne dépend pas de x .
20, h(x,u,A) =< M® N, §(x,u,A)> ." g
Démonstration : On va considérer Coo(x,u, A)G comme module sur lui-méme et
T, = & 'ensemble des éléments de C (x,u, X)G qui peuvent s'écrire sous la forme
{M(x,u,?), 21(X,u,1) >, avec §, € c(, T(TX x U)G)} .

I‘o forme un Cw(x,u,)\)G—sous-module.

On peut donc considérer le Coo(x,u, x)G—moduIe fini ¢ I‘1 = C”(x,u,R)G/ T, -

Par la projection
(quyl) '—l) (Ll, A):

on a un morphisme local

*
c®x,u, )% <2 ™) =cXu, )¢

et tout Cw(x,u,l)G—module devient (par restriction des scalaires) un C" (u, A)-module.

Si h(x,u,1) € Cm(x,u,?\)G , on voit (comme dans le lemme 11) que :
(1) h(x,u,2) - h(x,0,0) € m C*(u,1).Cx,u,2)C

Cec®x,u,0)%).

(ici h(x,0,0) € C (x)
Notre hypothése sur M, N (combinée avec l'hypothése infinitésimale du théoreme
de versalité) implique 1'existence de
W{x) € 1‘°°(TX)G, v €RK , tels que
(2) h(x,0,0) = < M(x,0,0),Y(x) » +<N(x,0,0),v > .

On a des inclusions naturelles :
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rx)% ¢ T1X x V)% < A, T(TX x U)E)

RET™(TU)Y € T%(x x TU)® < (A, TV x TU)S),

qui nous permettent de considérer 1'expression :
CM(x,u, 1), 00> +<Nx,u,A), v> € C¥(x,u, )0 .
Pour la méme raison qu'avant, on a :

(3) < M(x,u, 1), 7(x) >+ < N(x,u,1), v> - <M(x,0,0), 1(x)> -
- <{N(x,0,0), v> Emcm(u,k).cw(x,u,k)c .

. k . k £
Soit e1 y+..y € labase canonique de R correspondant aux coordonnées

u=(u1,..., uk)). Donc
1 k
V=ve +ove .

On considere les fonctions invariantes :

CN(x,u, 1), e > e c(x,u,)C .

Les égalités (1), (2), (3), impliquent que 1'espace vectoriel f[‘1 /™ cu A ).I‘1 est
engendré par les k éléments < N,el> .
Donc, d'apres le théoreme de préparation équivariant, et le lemme de Nakayama,

' 1"1 estun C (u,A)-module fini, engendrd par les (images des) ¢ N,e1 >.

Donc, pour tout h(x,u,)) ECw(x,u,)\)G, il existe M(x,u,A) € (A, T(TX x U)G)

et tp1(u,7\),..., cPk(u,)\) €C”(u,n), tels que

k .

h(x,u,)) = <M(x,u, A), W{x,u,A)> +:cpi(u,7\') {(N(x,u,1), ey .
1

Si l'on pose @
k .
E(x,u,2) = q(x,u,1) ® o, (u,A)e’
1
onaq.e.d.

2) Déploiements (infinitésimalement) équivalents.

Soit f(x) € COO(X)G, U un espace de parametres muni de coordonndes locales

grees Uy et F(x,u), H(x,u) ECm(x,u)G deux déploiements de f(x).

On dira que I et H sont INFINITESIMALEMENT EQUIVALENTS si

u

3 o G
»é—u'j (F-H)(x,0) € '\}G(f) cC(x)™ .
Cette définition est clairement 'indépendante du systeme de coordonnées (u1 yeoay uk) .

Aussi, un déploiement infinitésimalement équivalent a un déploiement infinitésalement
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versel, est lui-méme infinitésimalement versel.
F et H sont EQUIVALENTS, s'il existe un diagramme commutatif :

XxU — 5 XxU

! |

u 25 U

telque : a) & et @ sont des (germes de) difféomorphismes de classe c”.

b) 8| X x o0 =id(X).
c) ¢ est G-équivariante.
d H=Fo¢.
Dans les paragraphes suivants on va démontrer le :
)G

Théoreme 2. "Soit f(x) € cFx)" tel que

dimg, €760/ (0 < e,

G deux déploiements de f (avec méme espace de parame-

et F(x,u), H(x,u) € Cw(x,u)
tres, U) tels que :

1) F est infinitésimalement versel,

2) F et H sont infinitésimalement équivalents.

Alors F et H sont équivalents."

Avant de démontrer ce théoreme, on va montrer comment il implique le THEOREME
DE VERSALITE.

On commence par le

Corollaire (du théoréme 2) . "Soit F(x,u) un déploiement de f, infinitésimalement

versel,
Soit _(uqi yeens uk) un systeme de coordonnées local de U et F!'(x,u) € Cw(x,u‘)G
le déploiement de £ obtenu par linéarisation de F :

k
Fi(x,u) = f(x) + 21;’ u %ll-:-‘.-(x,o).
i

F et F' sont équivalents."
En effet, il suffit de remarquer que F et F! sont infinitésimalement équivalents
ce qui est immédiat.

Soit maintenant V ‘un nouvel espace de parametres, et A(x,v) un déploiement de
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#(x). (Alx,v) € C(x,)°).
A(x,v) peut &tre induiti partir de

K(x,v,u) Alx,v) +:u (x o) €C (x v u)

1Bu
1

par le plongement equlvamant :
(x,v) = (x,v,0) &> (x,v,u).
Soit v = (V1 y ooy Vq) un systeme local de coordonnées sur V . D'apres nos hy-
potheses sur £, F, il existe :

FOK r¥rx)¢,  verK

J ’
tels que :
%—Aj (x,0) =§-—é (x,0,0) = < (x o), g (x) > +<9F(x o) .

On va définir le déplgﬁement de f(x) :
%(x v,u) 6 Cw(x v u)G , par‘
F(xvu)—f :u—-—xo+Ev( xo), e
F est infinitésimalement versel (pulsque F l'est déja). D'autre part, %‘ et X

sont infinitésimalement équivalents, puisque :

s N

3A I .
-ga‘. ( 90’0) :—"?""(X’O’O) et
i . i
BA 2F
5% (x,0,0) -5 (x,0,0) = < df(x), %(x)> 6“}G(f)
N/ nf

Donc, A et F sont équivalents. En par*ticuher , A peut é&tre induit a partir de F .
Soit maintenant L 1'homomorphisme R-lindaire
défini par :
1 g - - q
v, V... Y
) 21: J 21:, 33
(ici ¢ est la base canonique de RY R VJ sont des scalaires quelconques, et, comme

avant, 7 € Rk) .

Soit, aussi, e1, ceey ek la base canonique de Rk . Alors :

k q k . q .
AF dF . oF i
51: u, 3'1];(){’0) + 513 v 4 -B—E(X,O), i v>=<3a-(x,o), (§1 ue Y + L(}1 vje3)> ,

ou, bien entendu

F _JF .
izui,s-—ui (x,0) = < S"G(X’O)’ iZ:uieiv
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"
On peut donc induire  F & partir de F'(le linéarisé de notre F initial), par
un simple changement de parametres :

k

R X Rq\a (u,v) — (u+L(v)) € RK .

Ceci finit la démonstration du théoreme de versalité, modulo le théoréme 2 dont on

va s'occuper maintenant.

3) Construction explicite de M, N .

On se donne £, F, H comme dans le théoreme 2. D'une maniere explicite, il

existe des
Ry(x) € r(tx)%
tels que |

au.
J

En revenant aux notations du paragraphe 1, chapitre II, on introduira un espace

st (H-F)(x,0) = <df(x), Ry(x)> € F(0).

de parametre supplémentaire :
A=REXR 3 = (a1, am).
On va construire explicitement des |
M(x, u, ) = M0x,u, AT, A") €C¥(4, T(TX x UMDY
N(x, u,a)y = N(x,u, A", \") € Cw(/\, TT((X x TU)*)GS.
Remarquons que, si 1'on se donne un
$€ C(U,A), alors :
M(x,u,y(u)) (respectivement N(x,u, y(u))), représente un élément de ™(TX x U)’*)G
(respectivement de ™((x x TU)*)G) .

Enfin on va introduire le paramétre non germifié, t €[ 0,1 1 =1 et considérer :

Ht(x,u) = F(x,u) + t(H(x,u) - F(x,u)).

Ona: Ht(x,u) GCa@(x,u,I)G = { germes de fonctions c”, G-invariantes, de R" xR

le long de oxoxI} . On pense a dH

kxI,

t(x,u) comme étant élément de
e G
c®({, T ((TX x TU)™).
Manifestement, Ho =F, H1 =H.

Lemme 13 . "Il existe des
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M(x,u,2) € CP(, TO(TX x UMS)
N(x,u,2) € C®(n, TZ((X x TUNSY,

tels que : 10, M(x,0,0) = df(x) = 2= (

X,0),
20, N(x,0 0) =?--(x 0)
<" A U 1O/
(Donc M, N sont comme dans le lemme 12).
Enfin si I'on considere : A' =tu, A" = tzu, donc :

M(x,u,tu,t?u) € (1, T((TX x UF)%)

N(x,u,tu,t2u) € C(1, T((X x TUM)S), alors

oH
ona: 3°. M(x,u,tu,tzu) = xi(x,u).
40, Soit e1 yeees ek la base canonique de Rk et e’;, ceey eﬁ’ la base

de (Rk)* , duale.
I1 existe des

V,x,u,) € P, TTX xU)Y)

G=1,..., k), tels que
2 BHt k ?Ht
N(x,u,tu,t“u) = -é-&-(x,u) + J;; { 5= (x,u), nj(x,u,t)> eJ?*." O
Démonstration : On pose, par définition (en utilisant les notations du lemme 11),
aH oFF
M(x,u, A) = M(x,u, ') = = (x u)+Z AL A ax ax)( ,u)

N(qu)=N(x,u,x' 1")=?-Exu Z A A 1%1‘213 Jx,u) -

H IR
T NCAGRI(,W, R(X) e S5 ana, (3 - 26, R0
i,J=1 i,j=1
Les propriétés 1° et 2° sont immédiates.

Pour prouver 3°, on fait le calcul suivant :
k H

M(x,u,tu )=2-E(x u) + t u, A QH Bl:‘)(x,u):-«-—i(x,u).
X Bx X X
\ e
P
E(H'F)

[On vient d'utiliser ici le fait que

H(x,0) - F(x,0) =0 ]

Pour prouver 4°, on fait le calcul suivant :
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N(x,u,tu,t u) = LQF(X u) +t Eu Al f& 31:‘)(x u) +t (H F)}{(x, o)]

+[t;< (xo x)> e’ —Z bu, <A( )( u), R.(x))e’?-
QH_aF 1, ) %H k 3H,
—}:t A Dx - 57)(x,1), Rj(x)7 -ej] (x,u) - E( = (x uy, tRJ(x))e

On peut donc poser :
‘VJ(X’U,’C)=‘ER3(X), e.a.d.s.
Lemme 14 . "Soient H, F comme dans le théoreme 2. Il existe un champ de
vecteurs :
»(x,u,t) €c®(, T(TX x TU)S) ,
tel que: o) La composante horizontale de v :
pY(x,u,t) €71, T7(X x TU)),
est indépendante de x .
B) »(x,0,t) =0 .
v) Ona:
H(x,u) - F(x,u) = <dHt(x,u), v(x,u,t) >
pour t €I ." g
Démonstration. Soit w(x,u) € Cm(x,u)G . En considérant les M, N du lemme
précédent et en utilisant le lemme 12, (et les propriétds 1°, 2° du lemme précédent)
on voit qu'il existe des champs :
91(x,u;t) e c®(1, T™(TX x U)%)
»o(u,t) € €1, T¥(X x TU)%)
tels que :

p(x,u) = <M(x,u,tu,t2u),v (x,u,t) > + < N(x,u,tu,tzu), vz(u,t)> =

1

<3Ht BHt
= o (x,u), 3)1(x u,t)y +< S—J(x u), 2(u,t)>+
oH k

t ~/
+<—£(—(x,u), ;T)j(x,u,t).<e37§ \)z(u,t) » = <dHt(x,u), v (x,u,t) >
~ ¢ . [~ %
ou Y(x,u,t) = L\L] +Zﬁzj,<ej ,v2>] ® v, .

Maintenant, puisque H(x,0) - F(x,0) =0, ona:

Hx,W) - Flx,u) = I ug0(x,0)
J
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avec cpj(x,u) € Cw(x,u)G . Pour chaque 5 on construit un ;j comme ci-dessus, et
(x,u,t) Eu x ,u,t)
a toutes les propriétés voulues

4) Fin de la démonstration du théoréme 2.

Soit X le germe de R" autour de 0 et ¥(x,t) € T7(TX) un champ de vecteurs
dépendant du temps (t €1I), tel que %(o,t) =0 . Le théoréme fondamental des systémes
dynamiques, nous dit qu'il existe un (et un seul)

S (x) €C (I Diff" (X))

tel que S_=id(X) et:
o S,
—T-oS (x,t) = ¥(x,t).

G

Si, enplus, ¥(x,t) €T *(TX) , avec G groupe de Lie compact, opérant ortho-

gonalement sur X(Rn), on voit que les difféomorphismes S, sont G-équivariants :
Sylex) = g S,(x).

Considérons le champ invariant »(x,u,t) (sur X xU) du lemme 14, et le champ

t

va(x,u,t) =p, ¥ u,t) sur U, (il s'agit de champsde vecteurs dépendant du temps).

U

On considere les S . s, respectifs. On voit facilement que : S, recouvre s

t t t’
S, est équivariant, S, | X x0 =id X (quel que soit t). Je dis que :
(¥) 3t (Ht o St)aso
En effet, si 1'on considere : -——t- =95, €C (I TTX x TU)G), on trouve
25
. t
E(Hto Sy = (H-FloS; + (dH(Si(x,u)), 57 (x,u)> =
Dst -1
= (H-F) oS + (dH, , =0 S; >0 8, = [(H-F) -{dH, , 7)o 05, =0.
Comme, d'autre part I—IO oS =F, (*) implique que H, o S1 =F . Puisque H, =H,

-1

il suffit de prendre & = S1

, e.a.d.s.. Le théoreme 2 est démontré.
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CHAPITRE IIIL.- L'IDEAL '}/G ;

LE THEOREME D'UNICITE .

1) Images directes de champs de vecteurs G-invariants.

Soit G un groupe de Lie compact opérant orthogonalement sur R" , Rn/G 1'espace

quotient de l'action, et
p iR — R¥
1'application polynomiale de Hilbert, définie par p(x) = (91(x) yeees pk(x)) oll
p.(x) €R[x]Y
pi(x) est homogéne de degré >0 , et les pi(x) engendrent 1'algébre R[x ]G.
Lemme 15 . "Il existe un diagramme commutatif d!applications continues :

RY —L s oRMc R¥

o/

rR"/q

ou ¢' estunhoméomorphisme. p est propre." o

| [On peut donc identifier, au moins du point de vue topologique, 1!espace-quotient
Rn/G et 1'espace semi-algébrique pRn' c Rk}. Le lemme 5 exprime le fait beaucoup
plus subtil, que P' est un isomorphisme des deux "structures différentiables" sui-
vantes :
{Rn/G muni de 1'anneau Cw(Rn)G}
et
{p R" muni de 1'anneau C (R R |
Démonstration : Soit q : R" —= R une forme quadratique positive non-dégénérée ;
q,(x) :fc qlgx) du(g)
est encore une forme quadratique, positive non dégénérée ; mais en plus elle est
G-invariante. Donc d'apres Hilbert, il existe un P € R[y] tel que
afx) =
Si [x | —> > ona Iqi(xn)l — o, donc ‘p(xn)l ~> o; donc p est propre.

D'autre part, sépare les orbites..En effet, soient x', x" € R" tels que les
P ’
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orbites Gx', Gx" soient distinctes.
Soit K = Gx'vGx" RY et Y : K— R la fonction continue
p(Gx') =0, p(Gx") =1.

Vu que 1'ensemble K est compacton peut approcher ¥ uniformément par un poly-
néme. Vu que, en plus, § est G-invariante, on peut 1'approcher par un polyndme
invariant. Donc

p(Gx") £ P(Gx"),
A partir de 1a le lemme découle tout de suite.
Considérons maintenant un champ de vecteurs G-invariant, c”
¥ e T(TRMHY |
Donc, % a lapropriété que
3(gx) = g.3(x)
(G opére canoniquement sur les vecteurs de rR" , méme si ces vecteurs ne sont pas
basés a l'origine). |

Clest facile a voir que si x et y sont dans la méme G-orbite, donc si
e (x) = ¢ (y), alors :

Tp (5(x)) = Tp (£ () € T, R

k

I1 existe donc une opération d'image directe , bien définie :

r(TRMY —— T1O(TRK|pR").
, Fx
Théoreme 2. "Soit
¥ eTTRYC |
I1 existe un
MeT “(TRY)
n — 1t
tel que nWiPR =p%."g
Démonstration : On munit 'Rk. des coordonnées Yireees Yoo telles que p soit
yi = 91(X) .
On considére pi(x) € Cw(Rn)G et

¢ dpx), §(x)y €C®RYC
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<d pi(x), ¥(x) > définit canoniquement une fonction continue a : pRn =R"/G—>R.

1 k

Sioz € an'C Rk est le point courant de p R" et e ,++., € labase canonique de

RK (correspondant aux coordonl?ées Yqreres yk), alors :

(. )2 =1 o2 e .

D'apres le lemme 5, les 0, Se prolongent en des Ai €C

i
=1 Ape

°°(Rk). En posant
on a q.e.d.

Lemme 16 . "La version germifiée du théoreme 2 est vraie." p

Corollaire 17. "Soit X (respectivement Y) le germe de R" (de Rk) autour

de O, et
£

X — Y

d'application de Hilbert. Si f(y) €C”™(y) on considére 1'idéal jacobien (habituel) :

30 <) = WS,

.Ona:
IO =T D" b
)G, et n¢€ I‘°°(TY) tel que n]fX = ?*E .

et pmy(f) =)
Démonstration : Soit ¥ € T (TX
On considere < d(p*f), ¥(x)> € ZG(P" f) et <df,w E}(f) c C(y).
Ona:
§>*<df,\1 >= <d(¢"D), £ .
Comme tout élément de }G(e*f) est (par définition) de la forme
<dlg*f), %>,
ona q.e.d.
Ceci nous donne le critére suivant pour trouver des singularités (G-invariantes)

de codimension finie (dans Cm(x)G) :

"Si f(y) € Cgé(y) est de codimension finie, dans le sens que
y s

dimp, Cy)/}(1) < e
et si (f,p) sonttels que :
dimg, P* F(0)/ P (p48) < o

alors P*f € Cm(x)G est de codimension finie :
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dimg, €60/ G(6*0) < = .1

Dans le paragraphe suivant, on donne un autre genre de critere,

2) Exemples : Soit d }L(g) une mesure de Haar sur G , telle que
f du(e) = 1.
G

On définit la retraction
C®(x) ALy Y,

par :

Av o) = | olgx) due).
De méme, on définit la r‘etrgction :
r(TX) =AY %°(Tx)C
par :
Av 10 = [ g niex) apa).
Lemme 18 . "Soit f(x) € cégc)c telle que
dimp, Cw(x)/’](f) < oo,
Ona: 1) dimp Cm(X)G/}éf dimg, C(x)/7(1)

2) Si cp1(x), ceey Cpp(x) €C (x) engendrent Coo(x)/‘}(f) comme espace
vectoriel, alors Av Preeey AV D s engendrent Cw(x)G/}G(f) (comme espace
vectoriel)."

Démonstration : II suffit de montrer 2). L'hypothése de 2) est que, pour tout

gl(x) € Cw(x), il existe )1, cee ,7\ €R et ¥(x) €T(TX), tels que :

g1(x)= E LA cp(x ) + < df(x), §
Puisque f ECOO(X)G, on a que1

dt(x) € T[T x)C
donc : < df(gx),... > = <di(x), g_1 eV
Donc :

Av (df(x),1(x) > = f<df gx), 1(gx) » dulg) =
= [ a1, &75(ex) > ale) = <atto, AviG) >

Il s'ensuit que, si g, (x) €C (x)
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g1 = Ay g1 ::Xi AVCQi +<df, Av g) s
i
ce qui implique 2).

Ceci nous permet de construire autant d'exemples qu'on veut :

2p

Disons, par exemple, que f(x) =x“" et que G =2/2Z agissant sur R par

x —> {-x). Alors f est de codimension p , et son déploiement (uni) versel est :

2p+u1 x2p_2+u2x2p'4+ ...+up .

Ou, disons que f(x,y) = x> + y3 (n=2), et que G est le groupe symétrique S(2).

Son déploiement (uni) versel G-invariant est x3 + y3 +u

X

Xy + uz(x+y) +u

1 3"

e.a.d.s.

3) Déploiement Universel : On va considérer un germe

f(x) €C” (x)G

tel que
. &, G s
dl‘mR C (x) /ZG(f) { ®
THEOREME D'UNICITE : "Soient Uz(%,ﬁu,uQ,\%=W1“.”\%)dameﬂm-
ces de parametres et F1(x,u), Fz(x,v) deux déploiements (versels) de f(x) tels que :

2AF 2F
1 1 1] ~ i
1) i =T (x,o), ceay 3-1-1-;{ (x,o)} est une base de 1'espace vectoriel

ok T,
2) (X,0)y 000, = (x,o)} est une base de 1'espace vectoriel
oV v e

Alors F, et F, sont deux déploiements équivalents." g

1 2
Démonstration : D'apres le chapitre 1I, F1 et F2 sont respectivement équivalents
a leurs lindarisés :
k
‘ — 4
Fi=1f(x)+]_ u, cpi(x)
1
()L v, 0,
Fl = f(x) + v. Y.x
oF 2 131:“] J
ol cpi(x) = e (x,0) et ;/)J X) _W(x,o)

I1 suffit donc de montrer que Fy et F} sont équivalents.

Notre hypothése nous dit qu'il existe une matrice réelle (inhversible) 7\13. , telle

que :



1.6

1

Considérons le difféomorphisme de (germes) d'espaces de parameétres
A
U —m VvV
donné par les formules :
vy = ; Nj Y -

Via A les déploiements :

o

k

1 —
F) et Fj= f(x) + g u; (JZ; 7\13. gbj(x))
sont équivalents.

Mais (%) ci-dessus nous dit que F3 et F% sont infinitésimalement équivalents,

donc, d'apreés le théoréme 2 (chapitre II), F3 et F; sont équivalents.
Donc le théoreme d'unicité est démontré,

On a donc une notion de DEPLOIEMENT UNI-VERSEL....
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