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INTRODUCTION

Le principal probléme traité dans ce mémoire est le suivant :
Si X,Y sont deux variétés C”, avec dimY > dim X et f:X-Y une immersion
générigue (au bord), quant est-ce que f peut-elle &tre relevée en un plongement :

X+Y xR ? X sera supposé, en principe, compact.

Le cas interessant pour les applications (en particulier pour le groupe ®3 de

Milnor-Kervaire , comme on le verra plus loin) est celui ot f est une homotopie régulidre

z z

gen rig ue

MXT o N X1
\1/
‘qu'il s'agit de relever en une isotopie, dans N xR, d'ol le titre de ce travail,

La solution du probleme énoncé sera exprimée en termes de deux invariants,
Ho s et V3 qu'on va définir plus loin,
Avant de donner les énoncés des théoremes qu'on va démontrer, on va commencer

par quelques définitions ~(on renvoie le lecteur a [5] , pour plus de détails).

Si X,Y sont deux variétés différentiables et f € Imm{X,Y) est une immersion,

on dira que f est générique au bord (ou, quelquefois, par abus de langage, générique tout

simplement) si les conditions suivantes sont satisfaites :
i) 1(3Y) = 3X .
ii) sy €Y-3Y ef £(y)={x; , Xy corersXy}

Kk
alors les sous-espaces vectoriels

Tf(TX1f>x)9 cocooy Tf(TXkX) c TyY
sont en position générale. (Je rappelle que les sous-espaces vectoriels F1 3ocono ,Fk c E

sont en "position générale'(ou, ont une "intersection régulidre") si :
k k
codim ( QF) = $codimF, )
] i
iii) Siy €3Y et X1 3%y 3 oecocoy Xy sont comme ci-dessus, les sous-espaces
vectoriels

TyaY,Tf(TX1X), cosoes Tf(Tka) T Y
sont en position générale. Ceci implique, en par*tichlier‘, que

£ ] aX € Imm(3X,aY)
est, aussi, générique et que f est transversale a dY .,

Pour une application quelconque g : X =Y on va considérer les point i-tuples de g:



M@ cX ,
et la filtration canonique :
X‘DMQ(g) D MB(g) Doooeeo 2 Ml(g) DM1+1(g) Dosooos
Pour un ensemble quelconque E , S'E va désigner la i-éme puissance symétrique
de E et par définition :

i+l in N
21 E—EXSE*—{(X1,(X2,ooooo’xi+17)} .
) N
On a une projection naturelle
. P. . .
z1+1E i+1 S1+1E - ElH/S(iH) ,

de méme qu'une projection sur le premier facteur
Zl 1E —-—-ﬁl—@ E .
Dans ¥'E (ou dans S'E , ou dans El) on va considérer la "grande' et la "petite"

diagonale :
diag;i E < DiagiE c:zl E .

Une apphcatlon f+ X +Y induit des applications fexta v , OU £ ?1X-> ZlY R
ou : f t S X “+ S Y a tous les niveaux, et par définition M. (f) le - DiagiX est

Mi(f) = (f )" (diagiY)-DiagiX .

. . fa i e g . i i
Si f:X Y estune immersion générique , f, considérée aux niveaux X', SX ou
j. . 7’ 3 .
X , et restreinte au complémentaire de la grande diagonale de la source, est transversale

3 la petite diagonale du but, |

Ona : TTi(Mi(f)) = MYf) © X . On va désigner par Mi(f) 1'image

Mi(f) = P.(M.(f)) cs'x

Bien entendu, M (f) peut étre définie, au551, par une formule tout a fait analogue a

celle de Mi(f) , mais en travaillant au niveau s'X (et pas ST-LX)

On aura ainsi un diagramme commutatif :

M
M

oxt e v

f

-——-————-—-n»M (i) —_—Y

el

Considérons aussi
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et 4i(f) c X' - DiagiX défini de la- méme maniere que M. (f) . Les projections
X-—--»j;lX — X
i
Pi Py
s'x
induisent un diagramme commutatif, ol 1'on voit apparaftre toutes les différentes sortes

de "points mutiples', a la fois :

A (f)-—--—-—au-M (f) -.----,»M (f)

»\/x

M )

On remarque que f)ai est un revétement galoisien (de groupe structural S(i)= {le groupe
des permutations de i éléments}.),

En particulier ygi est une S(i)-variété : si1l'on pense a 1'action naturelle de
= j. i e Fy 7o - N .
Si) sur X , alors f/gic X" est une sous-variété invariante., Dans la mesure ou 1l'action
S(i)X%éi - o{‘;i est fait capital pour ce qui suit, le présent mémoire s'inscrit dans le

courant de la topologie différentielle équivariante.
Si =2 , Ap,®) = M) , puisque ¥'X = X° . Soit:
J(n):{1,2gno¢o-9n}2“Diag {1,cgaau,n} ®
Pour chaque « € J(i) ily a une opération de "dégénérescence!} canoniquement définie :
t A1) 2 M,y(0)

(si o= (j,k),d ( 1,,‘,”H,x)w(}i X ))

On consideére les systémes projectifs S i C

My®)

Y
B

o

1

/%

Mi(f)
ol “{ov 38 4 ¥ e00eot= {d o € (1),

On considere la limite projective de ce systeme @
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Lim ficﬂ.M2<f)x§4i(f)wg(f)
l crojection
Mz(f)x&i@)

14 N T 2o e 1
L'image de inil & ; dans M2(£)><Mi(f) sera désignée par ‘702,1 . L'espace “902,1

est muni de projections canoniques :

M (f)

En termes plus concrets, un point de 3“2 ; est une paire (y,x) ol y:(xjxk) € Mz(f)
s
et s
i 2

1) M,y € M (f) = M)
2) X = {X1y0000.%} € M(E)
3) ) &j’xk}c X :{le,oooooxi} °

En d'autres termes , si x € Mi(f;) , la fibre Q"i'}(x), au dessus de x = {XT, coe .Xi}
(ensemble non~-ordonnd), consiste des i(i-1) éléments de x x x -Diagx , ou, si 1'on veut,

des i(i~-1) paires orientées (Xj’xk) > Xg X €X 4 it k .

On voit que 2 . = Mi(i"U(Q.)

2,1

Si =2 , cfz,i Mz(f) L =P, .
Dorénavant on se placera dans le contexte ot X,Y sont deux variétés C° et f:X~Y

une immersion oénérique, Dans ce cas, on peut faire les remarques suivantes, dont les

démonstrations sont des exercices faciles laissés au lecteur.,
o) MM £) - M- (f) est une variété lisse, de bord sM(f) = M) N 3X . Les
points de Mt (t) cM'() sont des sineularités de M) . Au voisinage d'un tel point, M'(f)
se présente (3 difféomorphisme prés) comme une réunion de sous-variétés en position générale

B) (f) (r‘espectlvement M (f} respecﬁvement wﬁ.’ (f est une sous-variété lisse

de ¥X (respectlvement de S'X, respechvement de XY . T Piy fl , 5‘31 sont des applica-
tions C~
Ltapplication T

M, (£) —_l1 =X

est une immersion générique. Partout oll cela & un sens (c'est & dire en dehors de
M) emb(e) 11 application
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M (£) i

est donc une submersion,

SR AAGEL

Par contre, , fait éclater tous les points de M (f) c M (f) (M (f) 7 M (f) est
75

T MT(E) est une bijection M,(£) - 1 Mt ®) 2, M Ly - vt g,
donc une résolution des singularités de M (f))

6 ) Les fleches C° : p
M, (£) 0 M, (£)

A, M, ()

sont des revétements,

Si i=2, ona 22 X = X2 9 Mz(f) c X2 est invariante pour 1'action naturelle

s2) xx%» X2,

et le revétement a deux feuillets :

- P a
Mz(f) —i Mz(f)/ s)=M 2(f) , est complétement caractérisé

par une classe de cohomologie :
o (1) €H' (M,(1),2/22).

On va définir maintenant notre (premier) invariant Hy = pz(f) comme suit . p, sera
une fonction :
T 0(M2(f)) = {[.'ensemble des composantes connexes de

Mz(f) }W{O,TQZQOOOQD}

telle que 2
By [a]=0 <==> o(e) =0 , c'est a dire si le revétement P,
est trivial au~dessus de la composante o € 7 O(M2 (3)
et:

by [a]=1 <===> le revétement P, est non~trivial (connexe) au

dessus de o .

Ltinvariant Ko possede la propriété suivante 3

PROPOSITION 1 : "Soient M,N deux variéids_ Cc® , orientables, de dimensions 2et3 ,

telles que M est compacte et M=0 . Soit

MXI-—-—««%»NXI

N 7

une homotopic régulicre générique, et o € T{O(Mz(f:)) Alors ;42(04):«. 1 si ot seulement

o sk
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_ P

0 > 2 Py - N
si o est non-orientable. Dans ce cas, P2 (@) —=—= o est le revétement 2

deux feuillets qui oriente o« .

En particulier, ,1/,2(f) = O si et seulement si M, (f) est orientable."

La démonstration de cette proposition sera donnée au chapitre II.

On va définir, maintenant, des invariants u; =p () (i= 2) qui seront des fonctions:

y +
'H'O(Mi(f)) TN = {0’1,2,05000}
étendant celle que 1'on vient déja de construire. Une 1égere modification de la définition de

u3 s My soees. VanNOUS donner les invariants Vg s Ugsooe JLe iy sera notre second invariant

(de 1'énoncé du théoréme principal).

On commence par remarquer que
Fo.i est une sous-variété lisse de Mz(f) X Mi—(f) , et que
?

N

B -
Ja i o) M; (£)
un rev8tement a i(i-1) feuillets,
Maintenant, un revétement a n feuillets n'est rien d'autre qu'un fibré localement

trivial, de fibre F = { 1'ensemble discret de cardinalit¢ n } et de groupe structural S(n).

Par rapport a cette situation générale, on est ici en présence de deux structures

supplémentaires :

A) On commence par remarquer que si x = (X1 yeooo oxi) € Mi(f) , le groupe

S(@i) = Perm(X1 poecoo Xi) = Perm(x), agit canoniquement sur la fibre :

Q;1 (x) =x xx - Diag x .

Le fibré jpz i-———-—Q———»Mi(f) admet S(i) comme groupe structural. On a une réduction de
R . T

groupe structural :

S@i~1)) ==>s({) .
B) L'espace total ,-ﬁpz i est muni de la projection ¢
H
Ko, R; =M,(0) .

Ceci induit une relation d'équivalence sur ,j‘; it Pour p,q € ,_g i on écrira
s ?

P=q
si Ri(p) et Ri(q) sont dans la méme composante connexe de Mz(f) .
[Dans un langage imagé, notre fibré

Ioi oM
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dont le groupe structural se réduit comme on vient de le voir, a son espace total

traversé par (envoyé dans) 1'espace Mz(f) , qui lui ne vit plus au dessus de

Soit maintenant x € Mi(f) et
G(x) ¢ Perm(x)
1'ensemble des i-cycles, c'est a dire des permutations du type &

X ’ X ©0 000 00CQCO0 OX
n n n.
1 2 i

X, ’ X, eccoosooeoX, o
2 3 1
On va désigner par 'ui,x(f) le nombre des sous-ensembles distincts, E , de
cardinalité i , contenus dans
Qi;l (x) =x xx -Diag x ,
et tels que :

Q) 11 existe un

y € x Xx -~ Diag x ,

et un
g €Gx) ,
tels que
2 i=1
E={y,8.7 58 Ysoooos & ¥}
_ 2 _ . i-1.
B) YEg. Y=g W Seeeee =g Y o

Par continuité on voit que yi,x(f) ne dépend que de la classe «€ wo(Kdi(f)) contenant x.
Par définition :
Lg@%n@ﬂh%¢u¢ﬂeN+o
On remarque que pour i=2 on retombe sur l'invariant (plus ou moins cohomologique
qu'on a déja considéré avant. Il n'est pas difficile de voir que 1'annulation de tous les
ui(f) , & la fois, est une condition nécessaire (mais pas suffisante ) pour qu'une immersion

générique f: X+ Y se reléve en un plongement X +YxR .

On va définir maintenant une nouvelle relation d'équivalence sur f qu'on dési-

gnera par p ~q, (oll p ~:d si i'on veut préciser que 1'on travaille au niveai’li—tuple) . La
relation d'équivalence ~ (en tant que partie de ‘jﬂZ,i xj; i ) sera caractérisée par les quatre
propriétés suivantes : ’

a) P=q ====>p~ q .

b) (et x) My ) === () ()

o _ i -1
c) Soit x € Mi([) et y= (XP ,xj) € Q (x)



Soit g £ S(i) un i~cycle tel que :

2 -2
(XI"Xj) =y~Mgy~Eg LY No..o.ou..wgl oy = (Xj’xk)

Alors : (XP,XJ.) v (xr,'xk) . Si i=3 , la propriété c¢) dit tout simplement que :

(¢, %,) N(Xj,xk) ===> (xp%)) ~ (x %) (ici rAjAk#r)

d) ~ est la plus petite relation d'équivalence sur 302 ; avec les prorpiétés
H

a), b) c) ci-dessus.,

A partir de 1a, on définit les invariants Yy sy g vooos de la mé&me maniere que 1'on

a défini les invariants Hy s Hys oo mais en travaillant avec la relation d'équivalence

N3 Ny aeeso .a la place de la relation d'équivalence =.

Il est manifeste. que u (f) = O implique que pi(f) =0 .

b4

THEOREME 1: - "Soient X et Y deux variétés C~ , et f:X-Y une immersion , C~

générique (-au bord). X est supposée compacte et dimX < dimY .

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un plonsement C R

X——E——wY xR , tel que le diagramme suivant soit commutatif ¢

X—————-wYxR

N\

est que (f)=u(f)=0 L
2 3

COROLLAIRE 2 : - " Soient X et Y deux variétés C™, avec mX =0, et £:X3Y une

immersion C genomque( au bord). On suppose dimX < dim Y et X compacte.

La _condition nécessaire et suffisante pour gu'il existe un plongement Coj X——C‘YXS1 ’

tel que le diagramme suivant soit commutatif

X —S8 ey xS

t \
Y
est que p, (f) = v3(f) =0 ",

1

La démonstration du théoréme 1 et du corollaire seront données au chapitre suivant.

En ce qui concerne le corollaire 2, on remarquera que la conditions de relévement
dans Y XS 1 ne fait intervenir que les points multiples . Si WTX # O ceci ne sera, en
principe, plus vrai.

Soit maintenant ®n le groupe de Kervaire-Milnor [2]des classes de h-cobordisme
de sheres d'homotopie lisses, ori.entées; n-dimensionnelles . Pour n>3 ce groupe est fini
et plus ou moins calculable . Pour n=3 il est totalement inconnu, On va donner un critere

d'une shpere dthomotopie 3., soit O .

suffisant pour que la classe [23]6 ® 3

3
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Soit donc 23 une sphere d'homotopie c” , et fo ’ f1:D3 4}?3 deux plongements
c® disjoints, Soit * € D3 , le centre de D3 . D'apres le théoréme de classification des
immersions [1], 6], B(pages 8-27)] H4], f et f

réguliere f , dans Imm(82 , ;23-f0(*)~f2(¥))0

1 peuvent &tre relides par une homotopie

On va supposer f générique, ce qui est, évidemment, toujours possible, Si £

était une isotopie, on aurait, trivialement, ui(f_)zo ,vj(f) =0 .,

Une réciproque partielle de cette remarque est le résultat suivant :

THEOREME 2 : "Si ,uz(f) = v3(f) =0 , alors 23 est h-cobordante & S3 { clest a dire
que est le bord d'une variété lisse, contractible, de'_dimension 4,

La démonstration sera donnée au chapitre II.

Ce mémoire corrige et remplace les pages 61-165 de mon vieux preprint B] o
Je remercie H. Hendriks et F, Laudenbach pour les conversations trés utiles

que j'al eu avec eux,
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CHAPITRE 1.~ DEMONSTRATION DU THEOREME 1.~

1.1) LA NECESSITE DES CONDITIONS uz(f) =y, f)=0 .

La nécessité de la condition g 2&) =0 résulte du

LEMME 1.1. : "Soient X,Y des variétés lisses(avec dimY>dim X) et
Y XR
- F ‘ p = projection

m.—.—.—_—.% -
X : Y

un diagramme commutafif tel que
F €P 7 (X, Y>R)

f € Imm(X,Y) , et £ estgéndrique,
Dans ces conditions touts les invariants by sont nuls pour f :
B0 =0 ¥,

Démonstration : Considérons la projection
qg:YXRR
et un point Xﬁ(Xl, e .,Xi) € Mi('f) ’ %, € X .

F étant un plongement, 1'application
qoF: {XT, Mo,xi}-*R
est une injection. Si “i,x(f) >0 , alors, a un changment de notation pres, ona:
(X.pXZ) E{X2’X3) Z L. E(Xn,xi) .
DYautre part, par continuité :
(x',x") = (y',y") =>(q 0 F(x') = q o Fx")(q o F(y") ~q o F(y")) >0 ,
Supposons donec, pour fixer les idées, que
qo F(XT) >q 0 F(x2} .
Ceci entrainerait
qo F(X‘i) >q o F(x2) > ,..>qo0 F(xn) > q o'F(xT) .

d'olt une contradiction, e.a.d.s.
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LEMME 1.2.:" 8i X,Y, f, F sont comme dans lec lemme 1, alors vj(f) =0
(j = 3’4, .. 0)0”

Démonstration : On va concevoir une relation d'équivalence sur 1'ensemble E comme

une partie de El2 (contenant - diag E , symmétrique et transitive). L'intersection de

deux relations d'équivalence est encore une relation dféquivalence.

Soit Elo < Jg i X 3; i (1a partie de i X f corr‘espondanf a ) 1a relation
H 5
d'équivalence = . On va construire exphatement la partie Fi c 302 i ><320 j corres-
4 b

pondant & ~ (ou Ni) .

On va construire, inductivement une suite croissante de parties de 5 . xf i ¢
H

1 2 -\ .
Ei" c Ei o Ei € ...y de la maniere suivante:

On va donner deux procédés : 1'un pour obtenir Efn a partir de E:in"} ’

2n+1 . 2n

1Yautre pour obtenir E a partir de Ei

De toute facon, les Er:l: auront les propriétés suivantes :

m "
@) E} o diag fz,i

B) ET est symmétrique par rapport a 1'involution fondamentale :

JOZ,ing,i N Ji,ixfé,i

n (a,b) =+ (bya) .
¥) E; possede, aussz, la symmetme suivante : Si [(x?,x"),(y',y")] € E
alors [(y’,y”),(x',x")] € E. .

2n+1

2n N .
En supposant E déja construit, on passe a E de la maniere suivante :

On conadere toutes les situations ollily a un x EM (f)
un z (x %5 ) €Q (x) =x X x - diag x, et un i-cycle g € S(i), tels que :

i-2

a) gl 20 Z = (ijxk) {(ce qui veut dire, tout simplement que : g X =K ) .

J
b) les couples :
(2,8.2)(€22,0%2)5 00052 -3 Z,Q g% .2) 6542 ; sont dans Eizn .
?

On ajoute alors a E.Zn les couples de é’p 2, it

[(xo%,)5 st)] [( r”‘) Gy ) s Tlxy %) (%% 1[(}: $X)5(x5%) ]
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On obtient ainsi notre E12n+1 . Les propriétés o), B), ¥) sont manifestement

satisfaites pour Ei2n+1 , une fois qu'elles le sont pour EiZn

T . . v o2n .y .
déja construit, on passe a Ei de la mniere suivante :

En supposant EZin—
Chaque fois que X;1 yoeey Xp € 502 i sont tels que
9

1

_2n~
(X1!X2),(X2}X3)5o.-;(Xp_,],Xp) Ehl Py
on ajoute a E?nq la paire (X1 ’ Xp) . On obtient ainsi notre EL12n (qui aura les propriétés
. .2n-1
@), B,y , si Ein les a).

On pourra démontrer sans difficultés que Fi = Eil c 502 i X jz i est une
n b4 ?

relation d'équivalence, satisfaisant aux propriétés a), b), ¢), d) de 1'introduction

Ainsi on a construit explicitement la relation d'équivalence ~ , {ou, sil'on préfére ~ ) .

Maintenant, a partir du relévement F on construit qoF ;{ X-+R qui est un
plongement pour chaque { Xqsooe ,Xi}-—- X € Kdi(f)

Je dis que 1'on a
0 x") ~ (5" => (@0 F(x') - qoFx")@oF(y') - q o F(y") > O

On sait déja que (%) est vraie si

[x',x"),(y',ym] € Ef )

clest a dire si (x!',x") =(y!,y") .

Supposons que (%) soit déja vraie pour toutes les paires de Eizn et que (xp ,Xj) ,
(xj ’,Xk) soient comme ci-dessus. On voit que suf la droite R , le point ¢ F(xj) sépare

q F‘(xp) de qF(,) , d'oh il résulte que :

W,

)) = signe (q F(xp ) - q F(x)))

signe (q F(xp) - q F(x .

%
Donc (%) est vraie pour les paires de E?nH .
2n-1

Si (%) est vraie pour toutes ks paires de Bl , elle est clairement vraie pour

. 2n . L .
toutes les paires de Ei . Donc, par induction, (%) est vraie .

A partir de la, la démonstration du lemme 1.2, se fait comme celle du lemme 1,1,
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LEMME 1.3, :" vB(f) = O implique que v4(f) = vs(f) = ,,, =0 1

[ Ce lemme n'est pas utilisé dans la démonstration du théoréme 1, ]

Pour' prouver le lemme 1.3, on montre dfabord le :

LEMME1.3.1. : "Soient y € M3(f) et z € Mi(f) s tels que i >3 et que:
y = {x19x2,x3}c:{x1,X2,°M,Xi}== Z .
Soient ¢p,q,r € {1,2,3}.5i:

[(x Q’Xp)’(xq’xp)] € F, < 52,1 xé‘;

alors

[(Xg ,xp),(xq,xp)] € Fy \:902’3 X "2&,3 .
En d'autres termes ¢

ANiB:::D* A~

1
3B -

Démonstration, Il suffit de montrer que [(x Q’Xp)’(xq’xr‘j E,E? implique que
[(x 0 ,Xp),(Xq,XF)] € Fy (pour tous les n= O),

Maintenant pour simplifier 1'écriture, 1'appartenance d'une paire a Ei} (respec-
tivement a Fi) sera désignée par le symbole N? (respectivement Ni) o

Clest évident que A w{’ B=>A~,B .

3

2m 3B‘ . On veut montrer la méme chose pour 2m+1 .,

Supposons que A ~] B==> A~

Supposons donc, que pour une certaine permutation des indices 72 (Tyouvyi) # (1,400,1)
on ait
, ' am 2m 2m
(%x) (XT)(T)QX']T(l—T)) i (xﬂ(2),xw(l)) i saooe i (Xﬂ(i“1),xﬂ(i~3))
(Donc, par notre hypothése d'induction, on a aussi :

bosd Gy Sagen) ~3Ba@) o) ™3 o+ 501 etio)

@

2m 2m-+1 . r e s N . N ,
Le passage Ei == E,]. consiste, précisément a fabriquer a partir de (x %)

1a relation :
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(% 0% o ) e g o)
(1) w(i-1) 3 7(1)? "n(i-3)

On considere maintenant le point triple (XW“),Xﬂ(i__n,Xn(i_B)) et la permutation

circulaire (3-cycle) :

X (1) Xr(i-1) Xr(i-3)

Xn(i~1) Xr(i=3) Xr(1)

D'apres (k%) , ona ¢

(Xw(1)’X7r(i—1)) ~3 (Xﬂ(i—1)’X7r(i—3)) °

Donc :

(XW(1)’XTr(i-1)) "’3(X1r(1)'xw(i—3)) °

On a donc :

A B =>A~,B

3

(& condition que ceci soit déja vrai au niveau 2m) ,

- 2m-+1
i

Supposons maintenant que

AN-2m+1 B—> A ~ B .
Vu que ~3 est une relation d'équivalence et vu la maniere dont on passe de E?‘im~1 a
2m . |
Ei on aura, aussi :
2m
A~y B=> A~ 3 B .

Ceci finit 1a démonstration du lemme 1.3.1.

Le lemme 1.3, peut &tre démontré, maintenant comme suit :
Supposons que vi(f) ,4 O pour i>3 ., Ceci veut dire qu'il existe un point 1 —tuplels
tel que :
(XT,Xz) ~ (xzyXB) N e Ni(xi,x1) .

D'apres le lemme précédent, on a aussi :

(X19X2) '\3 (X2§X3)_ N3 60 a0 "3 (X19X1) ’
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En particulier :
(XZ’.’XB) N3 eeoe NB(Xi-'i’Xi) ,
et, a partir de 1a, on peut déduire que :
(XZ ?XB) NB(XZQX4) N3 00 0 NB(XZ?Xi) °
Donc :
(X‘itxz) N3 (Xz’xi) NB (X13X1) 5
dtOi’I VB(f) }é O o qoeodo

1.2).- LA SUFFISANCE DES CONDITIONS u,(f) = 15(f) = O .-

On' va commencer par reformuler notre probléme. Considérons les revétements

M, (f) ——tm &i(f),

1 P,
1

Par abus de notation, si x € Itdi(f) ,
x=(x1,.g.°o,xi) (ijX) s
on va identifier la fibre P{T (x) avec l'ensemble { Xis oney X } (strictement parlant,
un point de la fibre est la donnée d'un X; € X, et de X).
On va considérer les différertes trivialisations possibles du fibré (rev&tement)
M) —= V(D)
en supposant, bien entendu, qu'elles existent,
Ce sera commode, dans la suite, de penser & une telle trivialisation comme étant la donnée
d'un ordre total (lindaire) sur chaque fibre Pi-f(x) , dépendant continuement de
X € Il\\/Ii(f) . On va désigner un tel ordre par >§ .

Supposons maintenant que i <j et considérons un systéme projectif analogue

a celui que 1'on a utilisé pour définir L 5 *
3

A

M. (f) e cfé/l (f)
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L'image de la limite projective, dans Mi(f_) X Mj(f) sera désignée par M; J.(‘f).
b4
On aura une fleche composée @

A

M, (0 < M.(1) x M.(f) === M.(f) .
1,3 & M0 X M(1) = M(E)

r. .
5]

"

En termes plus concrets, un point de Mi .(f) est une paire de sous-ensembles
H

de X :(x,y), telle que ¢

o) card x=i , card y=j.

B) xcy,

v) y correspond a un point j-tuple ; donc x correspond a un point i-tuple
(de 1) .

Considérons :

M, (£) 5 M. (£) mmrememc®™ M (£) ML (F) |
! Pdd(M,) t J

On va ontroduire les notations

"

My (D) x (1) = (P i)™ (),

P = (P; xid) | M (f) x Xﬁrj(f) .

On remarque que

M, (£) x XMj(f) —-—}:—-—w Mi,j(f)
1,]
est un revétement & i feuillets et que, pour chaque (x,y) € M, j(f) , la fibre IT; ((x,¥)),
1s H
s'identifie, canoniquement, & la fibre Pi—1 (x) . On va faire constamment cette identification

dans la suite .

Enfin, on a un diagrammme commutatif (morphisme de fibrés), qui est un monomorphism

sur chaque fibres
a R. .
4 / l,J “ A ?
Mi(f) X XMJ. (f) e a Mj(f_)

i P. . P,
(W i,] j

M. .(f) wlglj(f) .
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La fleche Ri ; est obtenue comme suit
b4

Un point de Mi(f) X XMj(f) consiste en deux sous-ensembles x,y € X tels que

a) card x=i , cardy=j]  (j>i)
b) dans x un certain point est marqué, Disons que
X = {X1,(X2700000§Xi)}
¢) xcy . Disons que :
y = {x1,x2, M.,Xj}
d) y correspond & um point j-tuple de f (donc x a un point i-tuple).
Par définition
Ri’j(x,y) = {XT,(XZ, . .,Xj)} € Mj(f)
Le diagramme (1) représente donc, toutes les maniéres possibles (stily en a) de
plonger un point i~tuple dans un point j-tuple (Il s'agit du niveau vX).
" i

DEFINITION 1 : Un systéme de trivialisation des fibrés Mi(f) — M (f) , >

p, i
1

defini pour chaque i , est dit COMPATIBLE, si pour chaque (x,y) € M, j(f) ,
?

1'application :

R, .
-1 -1 i, =1 -1
PI7 () ~ B0y =2 Py 4,y)) = Py ()

est compatible avec les relations d'ordre >; et >§ - [

DEFINITION 2 : Soit f € Imm(X,Y), immersion générique, et F o, Fq deux relévements

F. € Py (X,Y xR)
Y xR

(1:09 1 )

T

X’--m—f"—"‘""‘*"Y

Par définition, FO et T sont EQUIVALENTS, s'il existe une isotopie c” :

1

H, € Diff(YxR) ,
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telle que H _ = identité, telle que
© H,
Y X R-—-——-—-—-—h Y XR

N,

soit commutatif, telle que au dessus de chaque y € Y 1'orientation de R soit respectée,

et telle que

1 0 1
LEMME 1.4, : " Soit X —% Y une immersion générique (dimY > dim X) . I y a une

bijection (canonique et naturelle) entre les systémes de trivialisations comp-

atibles {>; } (3 isomorphisme pres) et les classes d'équivalence de reléve-

ments de f en des plongements X 2+ YXR ., "

La démonstration est laissée au lecteur.

On va montrer maintenant que si pz(f)‘= 7/3(12) = O , on peut construire un systeme
de trivialisation compatible.

De toute fagon gz(f) = O équivaut a 1'existence d'une trivialisation >>24 , au niveau
des points doubles,

On a , aussi, le lemme suivant @

LEMME 1.5. : " Un systéme de deux trivialisations compatibles, au niveau des points

doubles et triples : { % , <3 }, se prolonge, d'une maniere unique, en
X y —

un systeme compatible {<X} , défini a tous les niveaux' ,

Démonstration : On se fixe surun i>3 . Soit y=(X.y000e- ( ) . En choisis-

x;) €
sant x_ , X (a#b, 1< a,b <i) onobtient un x = (Xa,X ) eM (f) et (x,y) EM .(f)e
Si la relation d'ordre <y existe, compatible avec <}2( , elle doit satisfaire

la condition
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() X <yi X, <= X, { Xy 3
d'olt 1'unicité de 1'extension .

Supposons maintenant’qt‘l'on définit sur Pi—1(y) une relation (c'est a dire une par-
tie de Pi— ! (v) x P; 1(y)) , <y1 , par la formule (F) ci-dessus . Il nous faut montrer que
<; satisfait aux conditions suivantes :

1) <; varie continuement avec y .

2) Siox', x" € Pi_x(y), etsi x'#£ x" , ona, oubien x‘<; x" , ou bien

x" <; x' et jamais les deux a la fois,

3) <§ir est transitive.

47) Les différents <§ forment un systéme compatible (j=2) .

La propriété 2) se voit comme suit : Si x!',x" € P;T(y) et x' #x", la paire
non-ordonnde x = (x',x"), est un point bien déterminé de giz(f) , et ng (x) = {x',x"}
(c'est & dire 1'ensemble x',x") . On a ou bien x! <}2( x" , ou bien x" <§ x! et jamais

les deux a la fois, e.a.d.s,

1) résulte de la continuité de <}2< ,et de la trivialité locale de toute la situation,

Démonstration de 3) : On se donne trois éléments distincts de { Xqso000 »X;} , disons

. . i i : . i
' ] <
X1,X2,X3, et il faut montrer que si X <y X et Xq ¥ X3 s O a, aussi Xq <y x,), N

Soient x',x",x'" les points doubles (au niveau de Mz(f)), correspondant, respective
ment , & (XT’X2)’(X2’X3)’(X3’X1) .

Ce que 1'on veut montrer c'est que :

2 )_ 2 °~ L]
Xy <x' X5 et X, <x" X3 entrainent que @
2
XT<X’" X3 °
On peut considérer (ay niveau MB(f))’ le point triple z = {x 17% ,XB) . Notre

hypothése clest qu'il existe un ordre total < sur P! (z) = {X}1%y,%5 }, avec lequel

Z 3
2 < 2 et <§m sont compatibles . Ceci implique exactement ce que 1'on veut,

<
X‘ ¥ XH

Remarquons que les pdints 2) et 3) impliquent déja que <;, est un ordre total

(lindaire),
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Démonstration de 4) : I1 faut montrer que si 1'on a un point i-tuple contenu dans un point

j-tuple (§>i) @

{x;, M.ogxi} c {XT’“’"’Xj}
B i D oy, e
X y

etsi 1<a,b <i ,a#b alors:
i

X < x

a X

i
L > < X .
b *a y “b

Ceci est évident vu que les deux relations <1}‘( ’ <§ au niveau de z = (xa,xb) y Provien-

nent de <i . Le lemme 1.5, est ainsi démontré ; la démonstration du théoréme 1 sera

ainsi terminée, une fois qu'on aura prouvé le lemme suivant :

LEMME 1.6, :" Si uz(f) = VB(f) =0 , on peut construire un systéme de deux trivialisa-

tions compatibles entre elles ¢ { <}2{ s <§_ I

1.3.- DEMONSTRATION DU LEMME 1.6 : (LABYRINTHES) .-

On commence par la définition suivante :

DEFINITION 3 :  Un labyrinthe est une application

(L) L ek

munie des propriétés et des structures supplémentaires suivantes :
1) P est surjective et K est connexe,
2) K est obtenu de la maniére suivante :

A

On se donne un ensemble fini M3 , un polyédre de dimension 1{graphe), compact,

~ H
M2 , la décomposition de Mz en composantes connexes
o O L3
M = a + ©O0O0CO000O0Se o+ a
2 1 p’?

N N N

les bouts libres de o s aoci oy {(ou une partie de 1'ensembles de ces bouts, désignée,

par abus de notation de la méme facon), et des applications :
zpi Do, MB o



"~ ~ P

Alors K est la réunion des M3, ®areo °,ozp ol il est entendu que chaque

X €30 ; est identifié a zbi(x) € M3 . On écrira, par abus de notation :
K= M2U M

3
1 ~

M3=M3 . Pour chaque x € M

exactement de trois points, disons

3)  Soit P , 1a fibre P V(x) « M, consiste

3

-1
P (x) = {X1,X2:X3} R
On va désigner dans la suite :

-1,0
P|P -(MB) par Py .
4) On se donne des revétements a deux feuillets :
P. ~

et

i i ?

et par définition :

M2=a1+oooo.+ap °

On peut donc considérer le revétement a deux feuillets :

M
l P2=p1+oo-oo+pk
M

-~

Pour chaque y € aai , on considere p? (y) c aai et on se donne une injection :

b, 2 03— B GO

Alors, L est la réunion de M3 et de M, = {réunion disjointe des Oli} , ouril

2
est entendu que chaque M, 3 z € p{l(y) , (y € BOéi) est identifié a zl\i(z) €M; .

On écrira , par abus de notation @

L=M,u M

2 3

5) Enfin: P:PZ\/P3 -3

DEFINITION 4 : Le labyrinthe
P

I ——= K

est, par définition, relevable sil'une des deux conditions equivalentes, suivantes,
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est satisfaite :
4-A) 11 existe un plongement :
At ime KXR

tel que le diagramme suivant soit commutatif :
KXR

/ | proi.

1, f——em K ©

P
P2 a P3 ~
4-B) 1l existe des trivialisations compatibles de M= M, , M3 M
Ces trivialisations compatibles pourront &tre considérées (comme avant), comme étant

- . 2 3
des relations d'ordre (compatibles) E >y . 3

DEFINITION 5, ~ On attache au labyrinthe (L) 1'ensemble

F= ALY = Y7} ') x P31 (x) - diag P} ).
XEM
Sur S on va considérer la relation d'équivalence ~ , qui est, par définition,

1a plus petite relation d!équivalence, (sur S ), satisfaisant & 5-1,2,3 ci~dessous :
5=1)  (xT,x") ~ (yr,y") => (x",x") ~(",y') .
- . o =1 =1
5-2) Soient Z % € 0y et (xogyo) =p; (zo) y (x1,y1) =D, (21) , tels que
il existe un diagramme commutatif ¢

Ix {O,?}*——z‘-@ai

>

e <l
I p A

avec les propriétés suivantes :

a) zO=z_, z(1) = Zy

b) Z(0,0 =X_o 7(0,1) = Vo s 7(1,0) =X, Z(1,1) =¥y o
c) 7 est un monomorphisme sur chaque fibre t x {O,1} .

Dans ces conditions :

(xgs¥y) ~ (xp5yq) o
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' . -1 :
5-3) Soient (X,I,XZ,XB) =P (x), tels que (x1,x2) ~ (x29x3) . Alors ¢
(XT,XB) N(XT,X2) .
Par définition, la plus petite relation d'équivalence satisfaisant aux conditions

5-1), 5-2), seulement, sera désignée par = .[3

On introduira les notations suivantes :
& )=} ) x Py () - diag P} ()
JAO (x) =«f(x)/ S(2) = JSFlx) symmétrisé s
et @ & = UJJ‘\’ x) .

DEFINITION 6.~ On va associer au labyrinthe (L) deux invariants :

2 ~ A H
F U (1,M,) = { o)) ——2—{0,1}

IS v
M, 20,1

définis comme suit
N . &N

yz(ai) =0 <==> le revétement p; sa; +o; estirivial .

Si {xl,xz} est la paire X 9% non-ordonnée, et (X,”XZ) la paire ordonnée

2
correspondante, alors :
u/z({x1 9‘X2 }) =1 <:':>(X19X2) = (XZ,XT) o
Si x € M3 alors vy (x) =1 si et seulement si, 4 un changement de notation

(permutation) prés, la fibre P;} (x) = ('x1 ’XZ’XB) a la propriété que :

(X1$X2) ~ (Xzyxa) ~ (X39X1) - 3
Le principal résultat sur les labyrinthes, nécessaire pour ce travail, est le suivant :

LEMME 1.7.- : "Soit (L) : L—F =K un labyrinthe tel que uz(L) = vB(L) =0 ,

Alors (L) est relevable "




Démonstration : Si M; = @ le lemme est évident,

Supposons maintenant que M3=;é @ et qu'il existe un x € 1\43 y P;T(x) = (x (7% 0%

3)’

avec
(X‘I’XZ) ~ (X2’X3) °

Le fait que vy (L) = O , implique, donc, que les seules relations ~ qui existent

sur S (x) = P;(x) X P}T (x) - diag‘PB— 1(X) sont exactement les suivantes :

" (xl,xz) N(X2,X3) ~ (x1,_x3) et :
(X2:X1) N(XB,XZ) N(XB)XT) °

Le lecteur remarquera que toute relation supplémentaire détruirait la condition

vy = o .
On va modifier le labyrinthe (L) au voisinage de (X,P,; 1 (x)), pour obtenir un nouveau

labyrinthe

L) Lt —L e g
de la maniére suivante ¢ la partie I‘\Dlé (1e I:/I2 de L!') est obtenue a partir de KAZ en
identifiant tous les y € B&i ;s Z € a&j ; qui ont la propriété :
D) = b2 =x €My
La partie §4§ est K/Ié =§/13 - (x) , et My=M,; - F} ) .
Enfin M! est obtenu a partir de M,, de la maniére suivante : chaque fois que y,z

2 2
sont comme ci~dessus et que p?(y) =(y',y") , p;i-1(z) = (z',z") et que, dans
~1 -1 . -1 .
P (x) x Py (x) - diag Py (x) ona :
Bty =@yt by") & Gzt 82" = 0(z,2")
on identifie y' az' et y" az" , (voir la fig.1.1. ci-dessous).
Je dis que les choses suivantes arrivent : I) Si (L') est relevable, (L) est
relevableo
1) — ) —
m L) =vL)=0 .,

Je laisse I) et v,(L') =0 au lecteur (qui remarquera que, par le passage de

3

L & L' , larelation ~ , auniveau de L' estla méme que ~ au niveau de L) .



1
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Z'
x! Z1
X2
%!
AN y!
1 pi
X
X 1 Z"
1
X y N

figure 1.1
Soit o) la composante de Mé(Mé) qui contient x . Pour montrer que /.LZ(L') =0

A

il faut voir d'abord que le revétement & 2 feuillets « -« est trivial, Il est sfirement
trivial une fois que 1'on a enlevé les points P!',P" (fig.1.1). Pour qu'il soit non-trivial,

il faudrait donc qu'il existe un monomorphisme fibré :

Ix {0,1}-——2———w’a

A

I el e}

4]

tel que z(0)=z(1)=p(P')=p(P") € ¢ et que Z(0,0}=z(1,1) =P', Z(0,1) = 2(1,0) = P"
On peut relire ceci au niveau (L) (détails laissés au lecteur) comme étant le fait
d'ajouter une relation supplémentaire & (%) , ce qui est impossible.

Pour finir la démonstration de u,(L! )=0 , il faudrait voir, encore que

2

N

,uz ( ‘}D‘) =0 .
Il est commode pour cela de penser a la relation d'équivalence =, d'une maniere

un peu différente. On considere le revéiement a 2:feuillets :
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" A

,-=a +...0.0'0.‘+a'+.00.000'0.0+
2 1 i 0lp

et 1'ensemble des fibres P51(X) = (XT,XZ) (ensembles ordonnés , donc (X1 ’XZ) =k (XZ’XT»'
On écrira (x1,x2) = (yT,yz) chaque fois qu'on peut passer de (X1,X2) a (y1 ,yz) par
un nombre fini de pas qui sont, ou bien du type 5-2 , définition 5, ou bien du type :

;bi(XT,xz) identique & zbj(y1,y2) dans un certain P?(z). La condition (;,42(5" )=0) &

(yz(wo M2)=O) veut dire, exactement, qu'il n'existe pas de chaine :

P N
= ={~ 2
(XT,XZ) =S ~(x2,x1) (dans Mz-—-—-————a—Mz) .

Maintenant, si (Ay") O on aurait, alors ) sﬁr‘ement une chatne :
’ 2 s b ’
P'

(P'yP") Zoeenennene =(P1,P1)(dans My —2—sM1 ) .
Mais, & partir de p=q ==>p~ q ceci, aussi, introduit une relation supplémentaire
parmi les (%) . Donc “2( 9”) =0 ,

En appliquant suffisamment de fois 1'opération précédente, on peut donc supposer,
dés le début, sans perte de généralité, que dans notre labyrinthe, la condition suiVante
est satisfaite ¢
(7 T n'yapasde x 511\\43 avec P3-1(X) = (X19X2,X3) et (XT,XZ) ~ (X2,X3) .

Dans ces conditions, en se référant a la définition 5, la relation d'équivalence ~

est tout simplement la plus petite relation d'équivalence satisfaisant a 5-1, 5-2 (donc

~ et = sont identiques), En particulier, on n'aura jamais (X1,x2) ~ X0 X,l).
((XT,XZ,) = (XZ,X1)). Supposons donc que pour un certain x € My , ona (X,I,Xz) E(X1,X3) .

On voit facilement que les seules relations qui vont exister, dans la fibre respective, seront

(% %) | (x1,X2) E(X1,X3) et (Xz,.X.l) E(XB,X1) -
On va modifier le labyrinthe (L) , au voisinage de (x , lD3 (x)), pour obtenir un
nouveau labyrinthe
P"
(L") n » K"

de la maniére suivante :



1
pt
X'
X
2 -
P"
¥! z!
1
y?
P
X" 1%
x3 Z
Ql
x7 y" Q’n
y'
Fig. 1.2. o
On pose M”3 = MB—(X) , Mg = M3 - P;](x) . My est obtenu & partir de M, ,en

identifiant tous les y € a&‘i , Z€ a&j tels que @i(y) = :,;)j(z) =x et ;bi(pf(y))
(respectivement gf):j(pgl(z))) sont 1'une des paires (x1,x2), (x1 ,XB); .
On construit Mg comme dans la figure 1.2.
Ona:HI) Si (L") est relevable, (L) est relevable.
V) pZ(L") = UB(L”) =0 .
V) La condition (T') est satisfaite pour le labyrinthe (L") ,
On "laisse au lecteur le soin de démontrer ces assertions.
On peut donc toujours ramener au cas oil le labyrinthe (L) posseéde la propriété
(que Fon’ va appeler 1) qu'il n'y a pas d'autre relation (Xi9xj) ~ (x Q’Xh) (au niveau
de chaque by (x)), que les relations triviales, du type
(Xi,Xj) ~ (Xi,Xj) .
On va définir maintenant le NERF du labyrinthe (L) de la maniére suivante :
N(L) = { le nerf de (L)} est un graphe obtenu de la maniére suivante : on remplace
chaque &i par un point : [&l} , et chaque x ¢ ;‘:@3 par un arbre [Xj avec un seul
point de ramification, ayant exactement le m&me nombre d'arrétes qu'il y a de points

distincts y € 30y + o,ouo, + dar tels que ¥;{y) =x . Onrecolle les Ix1, [ey]
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de la maniere évidente,
On peut faire les remarques suivantes :
RT) K connexe implique N(L) connexe.
R,) Si p,(L)=0 et N(L) est contractible, alors (L) est relevable,
Supposons maintenant que (L) satisfait aux conditions ;.LZ(L) =Q et 7 ,

Supposons , aussi qu'on se donne un cycle non trivial du nerf N(L) , comme dans

la figure 1.3,

>
o_g>
P

@

Fig. 1.3 (Onlira [X]} [a],.0.)

N A

Dans cette figure X. € M, ,etdans o« ona y.,z. € 3. avec
i 3 i i’7i i
d)i(yi) = Xi—‘l ) 21)1(y1) = Xn et
bz =%
Pour que la condition T puisse &ire vraie, il faut que, au niveau L
Ia figure 1.3 devienne la figure 1.4 . [Dans cette figure, les trois points qui

remplacent X, sont les trois points de P; (Xi) , eja.d.S. |
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Figo 104‘0

Maintenant, on peut couper e, (aT) , par le trait & (figure 1.4) trés prés de

On obtient ainsi un nouveau labyrinthe
(L") L 20 e

On vérifie sans peine que (L") relevable ==> (L) relevable, que ,u,z(L“‘) =0
et que L™ satisfait, aussi, & la condition 1. En plus, N(L'") possede moins de cycles
que N(L) .

On peut donc se ramener au cas ol N(L) est un arbre, e.a.d.s. Le lemme 1.7

est démontré,

1.4.~ FIN DE LA DEMONSTRATION DU LEMME 1.6,-

On commence par le

LEMME 1.8, - "Si ;.Lz(f) = Uiy () =0 le fibré (révétementy trois feuillets) :
= FS
M3 (f) -—-——-«2——-@M9 (f)

2

. . . 1t
est trivialisable,
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Démonstration : Soit x € &3(3":) , Pg} x) = {x:%, ,x3} et I~ ItfiB(f) une appli~
cation continue telle que @(O)=¢ (1) =x . |

D! apfés le théoreme du relévement des homotopies, il existe un monomorphisme
- fibré unique

Ix {::c1 ,xé,xB}—--—-g-‘-vMB(f)

P3

I @ Arl'\\dB(f)

telque 3(0O x Xi) =% . Dire que P3 est trivialisable, équivaut 2 dire que, Chaque fois

qu'on a la situation ci-dessus,
3(1x...)

{X19X23X3} P{X19X2,X3}
est 1a permutation triviale. Mais, si ce n'est pas le cas, elle est ou bien une permuta-
tion circulaire (en contradiction avec Hq= O ) , ou bien elle est non~triviale, & point

fixe, ce qui contredit 4 =0 .3

Puisque v3(f) = O implique uB(f) =0 , on peut donc supposer les différentes
composantes connexes de M3(f,) munies chacune, séparément, d'un PB trivialisé.,

On va associer a cette situation un Iabymnthe (L) de la maniére suivante :
On choisit un point x dans chaque composante connexe de M (f) , et, pour chaque x,

3 .
s 3N "1

on considére PB (x) = {x1,x2,x3 }.

Dans le labyrinthe que 1'on va construire :

Ensuite, on choisit un point y dans chaque composante connexe de- M2 qui

touche aux points triples. Pour chaque.y , soit Pz:' 1 (y) = { Y4 ,yz} . On dira que

" vy touche a x" , chaque fois qu'il existe (Xi’xj) au-dessus de x , dans la méme

composante connexe de Mz que (y1 ,yz) . {on ne va pas distinguer entre les maniéres
de toucher données par : (Xi,xj) %(yl,yz) ou (Xj ’Xi) ‘z‘(yz,yi)) .

-On va joindre y avec chaqué x qu'il touche (et autant de fois qu'il le touche de
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manidre différente), par un segment. Ceci nous donne un arbre avec point de ramifica-

tion unique ¢ (y) >y . Les ¢ sont évidents . a(y) ——Wa(y) est forcément

le revétement trivial, et les 3 sont construits canoniquement a partir des relations
(Xi’xj) = (y1:y2) b

considéréas ci-dessus,

On obtient ainsi un labyrinthe

L.____P._.._’K o

(L)
On laisse au lecteur le soin de vérifier les propriétés suivantes :

Si uz(f)= v3(f)=0 , alors : /_LZ(L)=v3(L)=O .
Si uz(f) = O et le labyrinthe (L) est relevable, alors au niveau de f

1)

2)
on peut construire un systéme de deux trivialisations compatibles { <2 9 <; } .
A partir de ces deux remarques et du lemme 1.7., le lemme 1.6. (donc notre

théoréme 1), se trouve démontré,

1.5 .~ DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 2 : -

11 suffit maintenant de prouver le

LEMME 1.9: = "Soit X——LPY une immersion géndérique, avec 1T1X =0 , On peut

relever f en un plongement X =+.Y XR si et seulement si on peut

relever f en un plongement X + Y ><S1 "o,

Démonstration ¢ En considérant R c S1 =R U on a un plongement équivariant
. Donc, si f se reléve dans YXR il se reléve automatiquement

YXR Y><S1

dans Y X S1 o
Supposons maintenant qu'on se donne un reldvement (plongement) :

YXS

gy

X——f———vY .



On peut considérer le revétemert-infini cyclique 7 :
Y XR

x /
— .

S Y X 51 -
X. étant simplement connexe, F se reléve dans Y xR par une fléche & comme
ci-dessus. Puisque F était un plongement, le relévement est un plongement, aussi.

Ceci finit 1a démonstration.

1.6 - REMARQUES FINALES .-

I1 est clair que 1'on peut construire des labyrinthes avec Ko et (ou) V3
différents de O . Ceci peut se faire m&me si on impose que tous les revétements
0 oy soient triviaux.

On peut construire, aussi, des homotopies régulieres génériques

\/

(avec dimM =2 ,dimN=3 ,M fermée , M et N orientables) avec p,z(f:) et
(ou) vy(f) différents de O

On peut construire de teis exemples parce que pratiquement tous les labyrinthes
abstraits peuvent apparafire dans ce probléme géométrique particulier. On laisse au lec-
teur le soin de préciser cette affirmation. [ En un certain sens, le probleme dee
relever les homotopies régulieres 3 fibré normal trivial pour {(dim2) -+ (dim3) , est
aussi général pour celui traitd dans le théoréme 1, Ce qui est une autre justification du
titre de ce travail ]

Enfin, on peut réaliser des contre~exemples (comme ci-dessus). avec M = 82 .
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CHAPITRE II.- DEMONSTRATION DU THEOREME 2 ET DE LA
PROPOSITION 1.~

2.1, - HOMOTOPIES REGULIERES GENERIQUES : -

Je rappelle la définition :

DEFINITION 2,0, - " Soient X et Y deux variétés, X étant fermée et sans bord,

Une homotopie réguliere :

XxI—-—-——s-YxI

N

est dite générique si :
19 £ € Imm(X XI , Y XI) estune immersion générique au-bord.

2°) La fonction C~ :

Mi(f)—-——l-—-— MM () © X XI =+ I

| i

G
ne posséde que des points critiques non-dégénérés, tous contenus dans :
M,(0) - am(0) - a7 e @)

3°) Sii#j ,alors:

{1'ensemble des valeurs critiques de zbi(f) } N {1'ensemble des valeurs
critiques de qu(f) }= @ .
4°) Si p,q € Mi(f) , P et q sont critiques, et Lbi(f)(p) = d)i(f)(q.) , alors :
P.0)®) = P,0(0) € M,(0)
(donc fﬂi(p) = f.wi(q) € YxI) . Ceci revient a dire que si 1'on considére le diagramme

commutatif
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les fonctions z[)i sont génériques (<-~> & points critiques non-dégénérés et a valeurs
critiques distinctes) .
Un t o € T qui est vzaleur critique de 1'une des fonctions z_bi (f) sera appelé

niveau critique (ou singulier) de 1'homotopie réguliere f, Les autres niveaux

t € I (en particulier O,1) seront appelés niveaux réguliers. [}

La théorie de la transversalité montre que si f o7 fﬂi € Imm(X,Y) sont génériques
et réguliérement homotopes, on peut les joindre par une homotopie régulidre générique,

(voir [5] pour plus de détails).

2.2.~ DEMONSTRATION DU THEOREME 2 i~

Le théoréme 2 est une conséquence immédiate des lemmes 2.1, et 2.2. ci-

dessous,

LEMME 2.1, - "Soit 23 une sphére d'homotopie lisse de dimension 3 , satisfaisant

aux hypotheses du théoréme 2 .

Alors il existe un plongement c® :

)
SB----»-------—a-»z3 X R

qui est une équivalence d'homotopie" .

Démonstration ¢ Soit @

A3 = 23 - int D3
ou D3 [= 73 est un 3-disque plongé différentiablement. La décomposition évidente :
3= 45U D,

nous donne une présentation :
— A L i
23 X D2 = (A3 ><D2) + (une anse d'indice 3 , @3) .

Ici 0y est un plongement c”:
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)

X D! ' -
52, y ———> a(ABXDZ) /33><s1 + aA3 ><D2

fabriqué canoniquement a partir de 'S2 = aA3 .

Soit ¥ = le centre de D! . En combinant la théorie de.la classification des

2
immersions ([6],[1], [4],[3)) et 1a remarque & la fin du paragraphe précédent avec
notre théoréme 1 (ou son corollaire 2) , on déduit que la sous-variété
<p3(82 x (%)) a(A3 ><D2) , est non- nouée , c'est & dire que - <p3(Sz><(>}e)) c a(A3><D2)
est le bord d'un disque plongé Dy © B(A3 ><D2) (d'une maniére lisse).

Comme d'autre part m, (s0(2)) = O , on déduit que 1'anse o5 est triviale ,
clest a dire que 1'on a un difféomorphisme :

Ty X D, = (A3><D2) # (SBXDz) o
Il existe donc un plongement c®
©

S, ——7 XS

3 3% Sq = Az xDy)
tel que ¢ induise un isomorphisme au niveau de 773(83') —'TrB(T3 ><S1) = ﬂ'3( Ty % Dz) =

= 3z, xD

= 3( 23) . Le & cherché est un reldvement de © dans le revétement universel de 3 %8,

LEMME 2.2, - "Soient VO , V! deux variétés fermées, connexes, lisses, de dimension n

et

omanay

®

V0 — VI XR

un plongement c® lisse qui soit une équivalence d'homotopie,

Soit t € R tel que V1= V!Xt ne renconire pas eV ,et W la_sous-

variété compacte (de dimension n+1) de V!'xXR , de bord V1 U @VO o

W est un h-cobordisme "

Ceci est une conséquence de manipulations élémentaires de topologie algébrique.

2.3, J"COURBES LENTES" sur Mz(f) o=

Soient M,N de dimensions 2 et 3 et



II.4

M><I-———-————->-N><I

N/

une homotopie réguliere générique telle que f M posséde un fibré normal trivial. On
o
va choisir un champ tranverse a f c'est a dire une application c® s O

TN-(section O)

MXI—"—f—>N X ] —»N

telle que, pour (x,t) €M xI , ¥x,t) soit un vecteur (non-nul) de TN , transverse
au plan Tft(TxM) CTf‘t(X)N .

On va choisir une fois pour toutes des métriques riemanniennes pour M et I .
)2

Ceci donnera des métriques induites sur Mx1 , MxI)“ , Mz(f) c(M ><I)2 . Soit

(M x1)? ———e (M 1)
1'involution canonique, J est une isométrie, ce qui induit une métrique sur
Mz(f) = Mz(f)/ S(2) = Mz(f)/ J ; (1'unique automorphisme non-trivial du revétement

M2(f) - M2(f.) sera donc une isométrie).

On va désigner par % 1'immersion (générique) :

H__TB M) c MxI

i |

et par ¢ la fonction C*:

W

P est J-invariante, ce qui nous permet de définir une fonction  :



2(f ————4’——»1

N/

M (f .

DEFINITION 2,1, ¢ Soit Z=1I,R ou S1 . Une courbe c”s

vy Z- Mz(f)
sera dite lente, si les conditions suivantes sont satisfaites :
a) v est une immersion (<==>q2 oy : Z+MxI estune immersion),
b) On commence par introduire des notations ; pour x € Z , on considere :
§,0 y(x) = (y,t) € MXI ,
T( MxI) = Ty M® TI (décomposition orthogonale),
Y,t)
et 7€ TxZ un générateur., On demande que le vecteur
) MXI
T (6,0 ¥)(1) € T(y,t)( )

ne soit jamais dans T,I («==>1e plan N, © T(y’ t)(M xI) , orthogonal a Tx(ézo (1),

coupe TyM ETyM xt transversalement, suivant une droite, qu'on désignera par § X)o[:]

LEMME 2.3, : "' Soit :
Y 21 Z = M,y(f)

une courbe lente, II existe un fibré C” de fibre [-1, + 1](line-bundle),

univoquement déterminé par vy

Z ~—E B
1 Y P 4

(dont 1a fibre au-dessus de x € Z sera désignée par E'v X) , et un diagramme
re

commutatif

—_—l e M X I
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tel que : 1) ['y]EImm(Ey,, MxI)

2) Sil'on considére la décomposition Ti(x) Ey= T, Z © Ti(X)Ey,x ,

ona:

T.,\E =§ @ MxI) , "
T3 0B ) = & S Ty, M)
Ceci est immédiat, On va toujours penser a E,},([’V]Ey) comme étant trés mince,

DEFINITION 2.2, : Soit V une surface compacte et connexe, munie d'une métrique

riemanienne et d'une fonction a points critiques non-dégénérés :
P Va1
(telle que #~1 {0,1}=3V , et V.N () =@ , ot »(y) désigne 1'ensemble des
points critiques de ¥ .)
On suppose I muni, aussi, d'une métrique riemanienne, Pour z € V ~ 3(3) , et
0 € TZV , on considére les "composantes verticales et horizontales de 8"

v(6) = {la projection orthogonale de 6sur sz“‘(z)} €TV 5

et | h(8) = T_¥(6) € T¢(Z)I .

Si €> O , une courbe C®: y:X+V-15(y) seradite e-lente si:
1) v estune immersion.,
2) Si T estun générateur de T X , alors :

(T AN < V(T AN O3

LEMME 2.4, -" Soient (V,?) comme ci-dessus, et ¢> O quelconque, Si p,q € V - 2(y),

il existe un arc .e-lent

P Y

qui joint p a q "

Pour la démonstration il suffit"d'enrouler™ MI) sur V ,sans touchera (&) ,

"res lentement!  (clest A dire presque paralldlement aux niveaux de @ ) , comme
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dans la figure 2.1. ci-dessous. Je laisse les détails au lecteur,

/" niveaux de ¥ \

Figure 2.1

un arc e-lent qui joint pagq

Remarques concernant le lemme 2.4,

On peut demander en plus qu'au voisinage de O et de 1(€I) 1'application I—YeV

ait son image completement contenue dans une courbe de niveau, et fixer au point p
(ou au poirt q) le sens de 41 , sur la courbe de niveau respective,
Plusieurs remarques faciles relatives aux notions qu'on vient d!introduire sont

réunies dans le lemme qui suit :

LEMME 2.5, = " 1°) Considérons y: 1~ Mz(f)/J , arc e-lent de (Mz(f)/J,zb) . Tout

reldvement de v 2 Mz(f) est e-lent - (pour (Mz(f),zb))o

2°) Toute courbe y: X = Mz(f) qui est e-lente (pour (Mz(f),zf))) , est lente ,

au sens de la définition 2.1 (e petit)

3°) Soit vy : X-{MZ(f) une courbe e-lente et %: Ey—*N 1! application

composée :

E -—[—Zl—aMxI —-«-—f:--a-NxI-—-n-N

y e

4
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Si ¢ est assez petit , v est une immersion",

LEMME 2.6. -" a) TIc T(MxI) est toujours tranverse & T[y] Ey c TMxTI)

Donc

1:E =+ MxI
) y

possede un fibré normal trivial.,

b) Si ¢ est petit,

y:E » N
,7 ‘)/

poss&de un fibré normal trivial,

Démonstration : a) résulte tout de suite de la remarque suivante : si d', d" sont deux
3

droites distinctes de R” , passant par l‘origine et D',D" leurs plans orthogonaux
(2 1'origine), alors les trois droites d',d",D'MD" ne sont pas_dans un méme plan.
Pour le point b) il suffit de remarquer que si x €i(y) © Ey et si ¢ est petit, les
plans
TX:}(TXE}) , THT M) & T_ N
(ot [y)x) = (y,t) € MxI) , sont trés proches 1'un de 11 autre.

LEMME 2,7. - "Soit

MXI ----—----—WNXI

N/

une homotopie réguliere générique , avec M et N orientables,

dimM = dimN-1=2 , et Vc Mz(f) , Vic Mz(f) des composantes

connexes telles que P2V =V

sSupposons que ¢

i) V est invariante pour 1'involution canonique J : (Mxl)z - (M ><Z[)2
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ii) V est orientable,

Alors V' est non-orientable et

PV
V.....___.QMV!

slidentifie au revétement & deux feuillets qui oriente V! , En particulier

pz(f)[V‘]zT "o,

Démonstration : On part du diagramme commutatif suivant

V-———-—-"——-—"V

N/

On considere p,q € V - 5(J) tels que q=J(p) . Onpeut unir p et q par un
arc e-lent ¢
Y [0:1] - V“'Z(zb) I3

tel que au voisinage de O(1) ; 1'image de y soit contenue dans le P-niveau de p(de q).

Soient
To= g =0 € TpV
_ dv
T==a =1 € TV

Supposons que J préserve 1'orientation (de V) . Alors, du fait que, J et
sont compatibles et du fait que 1'arc y est e-lent, on déduit qu'il existeun X > O ,
tel que TJ(TO) = M'.} . [Ce fait résulte des remarques suivantes : du fait que V est
orientable il résulte une maniére cohérente d'orienter les différents niveaux de ¥ ,
de telle fagoh que cette orientation, plus la direction "horizontale" donne la bonne
orientation de V; Ensuite on remarque que si J préserve 1'orientation, vub que P
est une fonction J~invariante, J est compatible, aussi, avec orientation des
niveaux de P , qulon vient d'infroduire. Enfin, une courbe lente est, plus ou moins,
une collection de niveaux ou de morceaux de niveaux ; on laisse au lecteur le soin des |
détails’] . On peut donc modifier y (sans changer ses extrémités, par un petit répara-

‘métrage), de telle fagon que TJ(TO) =7
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Donc, la courbe fermée
Y=y UJdycV
est lisse,
Donc, si on descend Y Sur V' , ousion envoie 1 dans N , on peut 1'inter-
préter chaque fois comme une application lisse de source 81 . E_ glinterprete de

1

son ¢bté comme 1'espace total d'un "line-bundle" sur S1 o

Pour Yyt EyT—» N
on a alors les propriétés suivantes ¢

o) Ey est 1'espace total d'un fibré lisse de fibre R et de base S
1) E'y est orientable, N est orientable,

1
2) "5/1 est une immersion générique .

1 Q

3) M (3}1) =0 , MZGT) = un cercle unique (la section nulle du fibré).
I1 est facile a voir que ces propriétés sont contradictoires. Il s'ensuit que
J:V=V

renverse 1'orientation, d'olt notre lemme,

COROLLAIRE 2.7.1, -"Si M,N sont orientables, dimM= dimN-1=2 , et f est

une homotopie réguliere générique M+ N ,; alors :

3 — —_ n
Mz(f) orientable => /./.z(f) =0 ",
En fait, on peut mener cette discussion jusqu'au bout :

LEMME 2.8 - "Si X et Y -sont des variétés orientables, et ¢: X+ Y est une immer-

sion générique, alors Mz( © ) est orientable."

Démonstration : Ona.

XxX - Diag X =229 o Yx YadDiag Y ,

et o générique => @ x ¢ est transversale sur Diag Y .
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Donc le fibré normal de
Mz(go) = {p X q))“3 Diag Ye»X xX - Diag X
est orientable, e.a.d.s.

En résumé, on a donc la

PROPOSITION 1 : - "Dans les conditions du lemme 2.7. ( M,N orientables, dimM=2 e.a.d.s.)

soit @ € %(Mg(f)). Ona:

,uz(ec) =1 <==>¢ est non-orientable, et si ;zz(a) =1,

alors

-1 P
P2 () ————m

s'identifie au revétement a deux feuillets qui oriente o'

2.5, - QUELQUES PROBLEMES OUVERTS :-

A) Existe-t-il une interprétation cohomologique des invabiants Mis V5 7. [7]

pourrait avoir des relations avec ce probleme.

B) Soient f € mm(X,Y) et F € Imm(XxI , YXI) , une homotopie réguliere

1
générique, reliant f, et f, , telle que ,u.Z(F) = O ., Existe~t-il une autre homotopie

réguliere générique , G , reliant f et £, , telle que /.Q(G) = zzB(G) =0 7 ,

C) Soit (W ,VO;V1) un cobordisme, tel qu'il existe une variété X , difféomorphe

\/’O,V1 , deux difféomorphismes X'-—-o-f-----—-@'\z’j.L (i= 0,1) et une homotopie réguliere
i
ft : X + W reliant fo et f1 . Considérons le double de W : 2W =WU W et 1'homotopie
' \Y

régulicre F € Imm(XxI, 2WxI) , qui double ft (et relie les deux ﬂleches :

c WUW DV

/-

Existe-t-il une homotopie réguliere , G , homotope a F rel  le bord, telle

que -
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,ug(G):vB(G):O ? .

D) Si 23 est h~cobordant a 83

“théoréme 2, avec ;.12(f) = :/B(f) =0 7.

, peut-on trouver un f , comme dans le

Et enfin, bien entendu :

E) Soit ¥. une sphére d'homotopie lisse.. Peut-on trouver un £ , comme dans

3
le théoréme 2 avec uz(f) = vj(f) =0 7.



APPENDICE A : REVETEMENTS

Dans ce travail on s'est occupé constamment du cas des immersions (génériques) f
f:X-+Y , avec dimY>dim X .Mais la théorie précédente s'étend tout de suite pour

le cas ol dimX = dimY , 3Y=¢ , X estcompacte A bord# ¢ et f|3X :3X +Y

est générigue . [ Dans cette situation on a une vraie filtration des points multiples de f.]

A part cela, on a le

THEOREME : " Soient X, Y deux espaces connexes et f: X »Y un revétement. La

condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un plongement propre

sur chaque fibre, F : X +YXR tel que

Y XR

F

X—5 Y

soit commutatif, est que le revétement f soit infini cyclique".

[f:X~Y estdit infini cyclique si :
a) ﬂi(X) est un sous groupe invariant de T, (Y)
b) L (Y)/ m, (X) = Z(= le groupe cyclique libre).
En d'autres termes un revétement est infini cyclique s'il est galoisien et son groupe d'auto-

morphismes ( Deckbewegungen) est Z ] .

Démonstration : - Soit E la droite affine sur laquelle le groupe Z " agit par translations

et Eo cE un réseau ( lattice ) fabriqué a partir d'un domaine fondamental. Z agit
transitivement sur Eo . (EO est un" Z affine").Un fibré Z-principal sur Y est (par
définition) un fibré localement trivial de base Y ., de fibre Eo et de groupe structural Z.

On a une bijection canonique entre les



{Z—ﬁbr‘és principaux de base 2 > gr'evétements infinis cycliques?

Y et d'espace total connexe$ de Y j .

Soit donc X-——-—-F—--’»Y un fibré Z-principal obtenu par recollement de cartes

locales : Y =U \,’i ,
i Q..

vimv.-—---”—-pz.

_ J
-1
(avec g]J(X) = ng (X) ’ gjlglk - ng $ o .).
On peut construire un fibré de base Y et de fibre E ~ R avec les m8mes cartes.
X se plonge d'une maniére équivariante ( et proprement sur chaque fibre) dans 1'espace
total de ce nouveau fibré :

Y .
En considérant Z comme sous-groupe de R = {le groupe contractile des translations
réelles}on voit que T est R-irivial, donc X se plonge d'une maniere équivariante et
proprement. sur chaque fibre dans YXR .

Partons maintenant d'un fibré (2 fibre discréte) XY , tel que X se plonge
d'une manieére équivariante dans Y xR ., On supposera X connexe ; donc X-—-—-f-—a‘Y
est un revétement non-trivial ., Comme il est facile de voir qu'un revétement non-trivial a
nombre fini de feuillets ne se plonge pas (d'une maniére équivariante) dans Y xR , on

peut supposer la fibre infinie, On va supposer le plongement considéré  propre sur chaque

fibre. On va montrer que X-—-i.f-—@ﬂ( posséde une structure de fibré Z principal.
Le ‘plongement ch-a-mY xR nous permet de mettre un ordre linéaire (isomorphe
al'ordre de Z ) sur chaque fibre de X , (On utilise ici la propretéd),
| Donc chaque fibre est modelée sur E, , etonpeut parler* de 1'action (naturelle) de
Z sur les fibres, par translation .

Considérons maintenant un recouvrement ouvert Y =UJ Vi , chaque \/’i étant connexe
‘ i

(par arcs) et simplement connexes, On choisit xiE Vi , un point base y € Y et des chemins



A=3

continus T; © Y reliant y a X; .

On veut montrer que X—-—-f--—e-Y s'obtient a partir de cartes iocales g}.j : Viﬂ Vj-*Z

qu'il faut construire. Pour z €V, N Vj onunit z a xi(xj) dans Vi(vj) par un arc

1

'yi(yj) . Enenvoyant S, dans le chemin T, + y'i'1 +vy,+I.  de Y , on trouve, par image

J ]
réciproque de la situation

X&E—Y X R
Y

un rev8tement (non-nécessairement connexe) de S1 , qui se plonge, d'une maniere équiva~
riante (et proprement sur chaque fibre) dans S1 xR ., Il est facile de voir qutun tél
revétement s'obtient & partir d'un X € Z bien défini, par la translation
a~—> a+ A
de E_ . On définit gjj(z) =) , €.8.d.S,
On laisse au lecteur le soin de généraliser le théob‘eme ci-dessus pour des line-

bundles, de passer du groupe Z au groupe dihédral infini,e.a.d.s.



APPENDICE B.- LE "LEMME DE MORSE" POUR LES HOMOTOPIES
REGULIERES GENERIQUES EN CODIMENSION 1.~

Les singularités génériques des homotopies régulieres en codimension 1, sont
décrites par le lemme suivant :

LEMME : - Soient X,Y , comme dans la définition 2.0 (chapitre IT) , dimX =dimY-1 =n,

et f:XxI-YxI une homotopie régulitre générigue, Soit £ (0,1) 1'ensemble

(fini) des niveaux singuliers de f , et S Imm(X,Y) la restriction de f au niveau

de t€1 .,

1°) Pour' chague t, € I-% ,
£, € Imm(X,Y)
o
est une immersion générique (tandis que pour t € % , ft ne sera jamais générique) .

En plus pour
[ty=¢ , t+ele I-3

il existe des isotopies a la source et au but

Diff X

Diff’Y ,
. . [s.0]
telles que H1(to)=1dX , Hz(to)::ldY , Hy et HyeC™,
et

f = H2(t)ft H1(t)

o
(pour tout t € [t -, t_+e ).

2°) Si to € ¥ est un niveau critique (ou singulier) de f , il existe des entiers

non négatifs : p:p(to) (la "multiplicité" de to) y A:)\(to),(l'indice de to), et un point -

y €Y tels que l'on ait ¢

2-a) 2<p<ni2 , O<A<n-pi2 .



2-b) ye f (P, ) - MR ) = £, MR )t WP )
s o} fs) ¢) o © o}
On va introduire la notation @

~1 1 i
ft (y):{x ,.....’Xp} ’X E X a
0O .
2-c) La singularité de f au niveau to est concentrée au voisinage du point y .

Ceci veut dire, exactement la chose suivante :

Il existe un ¢>0 , tel que [to-e ’ to+e:] Nngs= to , un voisinage de coordonnees

W de y dans Y , des voisinages de coordonnées 2-a-2 disjoints X € Vi c X

et une isotopie a la source

[t-€t +e]—F—>DiffX , ht )=id X ,

tels que, pour t € [t0- €, t0+e]

(ftoh(t))‘1w=v Feeb Vo o

1 p
ftoh(t) (pour t € [t o €atFe 1 , sionle regarde a 1'extérieur

des Vi est une homotopie réguliére sans niveaux critiques,

2-d) On vaintroduire des coordonnées XT’ sees .,Xn +i pour W et des coordonnées

i i ~ - » » N
X 509X POUr Vi . Apres des perturbations par des isofopies a la source et au
but,

f o h(t) | Viteaoee +Vp(t €t -¢, to+e])

peut &tre décrite explicitement par les formules suivantes :

Pour i<p-1:

:
X.=x, si j<i
{ §7% st
X. =0

i

: i . .
ZXK—)«’]{_1 si k>1 .

Pourf i=p:

X.=XP
K|

J

e VP L O - -
Xp"‘T '—' (t 10) X1 eso00w Xp__z (XD*T) ¢e0 80

(<P 2 p 2 , Py2
(Xp_1+>\) +(xp+)\) +oesest (X))

si j<p-1

— p 3 L
Xk"xl<~1 si kz p .

La démonstration de ce lemme ne sera pas donnée i¢i .



Une démonstration peut &tre trouvée dans les pages 28-60 de [3] . Dans un travail
‘ultérieur on va donner une nouvelle démonstration, mise au gofit du jour., Ce lemme qui donne
la forme canonique des singularités pour les homotopies régulieéres en codimension 1, est
aussi utilisé dans notre mémoire [5].

Dans un travail ultérieur on se propse de donner, aussi, la démonstration du résultat
suivant {(qui n'a pas de relation directe avec le présent mémoire) :

" Soient X,Y deux variétés C* , de dimension n telles que 3Y =¢§ , et X
est compacte & bord 3X#£ ¢ . | |

On se donne une immersion générique

F € Imm(X,Y) ,
et une homotopie réguliere générique

X ><I-—-——--—»Y><I

N/

telle que
a) | f,=F 0] d3X
b) ~ f n'admet aucune singularité du type (p=2 , 1=2) .

Alors il existe une homotopie régulidre :

X><I-—-———--av=Y><I

N~

qui commence avec le Fo donné au déhut, et telle que F | 3X =¢£

- Remarquons que si 1'on spécialise le théoréme 3 au cas dimX =2 , dimY=3 , on

{rouve exactement les six modeles locaux suivanis @

X=0 , Y:=x1' ,Z=y1‘

Y L2 o2 _ -
X:(t-—to)+x2+y2 » Y =Xy g 2=y,

(D“—‘2 5 .X=O)



X=0 Y=XT ’ Z=y]

X=(t-t ) x S TYs 5 Y=Xy Z=y2
fX"‘O Y—X s Z=y1
(p=2 , X=2) 5
(x= 6, ) =% =¥y » Yy ZeY,

;X =0, Y=x, , zzy1
(p=3 , =0

2X=X2 s Y=0 , Z=y2

X=x, o Y=(t~t ) X3 + y3 » Z=Yy
X=0 , Y=x, , Z=y,
X=X, , Y=0 , Z=y,

(=3 ’ A= 1)%

Xe= =X3 , Y=(t-t )~x3—y3 , Z—y3

X=0 , Y=X1 s Z=y1

X=X, , Y=0 , Z=y,

(p=4 p=ON 2
X=X3 ’ Y:y3 s Z=0
X=Xy , Y=y, ,Zm(t~to)—~x4—y4 .

Remarquons que si le chemin (homotopie régulicre) f a une singularité unique,
du type (p,)) , comme ci~-dessus, le chemin inverse aura une singularité, unique,
(qsu) , et on écrira, symboliquement :(q,u):(p,k)"1 . (Donc ((1:),-A)-1)"1 =(p,y))

On véritie facilement que : |

2,07 = 2,2)
@, 07" =,1)
6,0 = 6,1)
(4,0)" = (4,0)

On peut se poser le probléeme (local) suivant @

Probléme P(p,)) : Soient M,N des variétds de dimension 2 et 3 respectivement,
M étant fermée, N sans bord (sans hypothéses supplémentaires).

On se donne une homotopie réguliere générique



B-5

MXI-——-—-—-——-—-—»—D-NXI

NS

ayant comme seul niveau s;ngulier toz% , ce niveau singulier étant du type (p,\)
Soit F_ € PeM,NxR) telle que le diagramme suivant soit commutatif :

N xR =g R

Quelle est 1'obs{ruction pour 1'existance d'une isotopie

MxI -—-————-——-—->(N><R)><I

N\

qui prolonge FO et recouvre £ 7?7
On peut montrer, sans peine, que les seuls cas ol il peut y avoir obstruction sont :

(P=2 , Xx=1) et (p=3 ,x=1)

Les obstructions sont représentées schématiquement dans les deux figures ci-dessous,

VAN
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