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INTRODUCTION

Dans ce qui suit on va considérer des variétés C” , compactes, sur lesquelles
un groupe de Lie compact G , agit (différentiablement). Dans C (X,Y), 1'ensemble

des applications G-équivariantes , c'est-a-dire telles que :

gf(x) = f(gx)
sera désigné par Cg(X,Y) . De méme, DiffG(X) (respectivement DiffG(Y)) va désigner
1'ensemble des difféomorphismes c® , G-équivariants de X (respectivement de Y) .
On a une action naturelle :

Diff . (X) xDiff ,(Y) x Co (X, Y) ——@»cg(x,y) ,

donnée par :

sh,g,f) =gof oh™ !
Si f est fixée, & induit 1'application

%
. ) T oo
DﬁfG(X) xlefG(Y) —_— CG(X,Y)
appelée orbite de f . L'espace Cz (X,Y), en tant que partie de c® (X,Y) hérite de

) 80
la topologie C .

Si A,B,C sont trois variétés lisses de dimension finie, on pose, par définition:
c”(A,c”®B,C)) = C®(AXB, C) .
si Nec®(A,B) , N'cC®(A',B') , une application de ¥ : N +N' est dite

faiblement différentiable , si pour toute variété lisse de dimension finie, clle induit,

canoniquement, une application :
Cm(P,N)—ng—»Cm(P,N') .

Si Z' est un espace topologique et Z" une variété lisse, une application de
source Z'xXZ" est dite % si elle est continue, et « - dérivable en Z" avec toutes
les dérivées continues (en Z',Z")

Par définition f € Cg(X,Y) est STABLE s'il existe un voisinage f € Nc CE(X,Y)

et une application Y rendant commutatif le diagramme ci-dessous, ou i est 1'inclusion

canonique



Diff G (X) x Diff G(Y)

o0
N 9 ;’-CG(X,Y)-

Si, en plus VY est continue, on dira que f est FORTEMENT STABLE.

On va définir, plus loin, la notion de stabilité infinitésimale.

Le but de ce mémoire est de prouver que :

Stabilité infinitésimale ==> Stabilité (forte)

Ceci est une généralisation du théoréme de J. Mather [6 ](voir aussi [10]).
Soit X un espace topologique sur lequel le groupe G agit, et E—X un fibré
vectoriel. Par définition on a une structure de G-fibré , s'il existe une représentation

G —wAut(E-X)

|

soit commutatif et que g' soit un automorphisme linéaire au niveau de chaque fibre.

(g=—>g') telle que :
g'

r————————————

Y @@ [T]

S - S—

Par exemple, TX=#X est naturellement un G-fibré, avec g'= Tg (la repré-
sentation tangentielle).

Pour un G-fibré, on peut considérer les sections invariantes :
)G

g€T(E)” < T(E) , caractérisées par la propriété :

g'e(x) = &(gx) .

En particulier, on a les champs de vecteurs (Cw) invariants :
G
)

T2(TX)” < ™(TX) ,

avec

Tg . £(x) =g(gx) .
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sifecy

G(X,Y) , le fibré induit

Y —X
possede une structure naturelle de G-fibré. Si on pense a ses sections comme étant des
fleches 7:
TY
|
X—>Y

les sections invariantes sont celles pour lesquelles

Tg . n(x) = n{gx)
A — Y e L‘W‘""—’
action de Tg dans TY actionde G dans X .

On a des app’licationsv R-linéaires :
G
)

o : I°(TY — e T *TY)C

B : °(1rx)¢ ——=1r®*ry)

définies a partir du diagramme

Tt

TX > TY
4
B;(2) T
g n
o (n)
v
X —=Y .

Donc : ozf(n) =nof et
ﬁf(g) =Tfog.

Par définition, f est INFINITESIMALEMENT STABLE , si Bf + O

est une surjection :
B, +a
r°(rx)% + 1* (TY)° f_f

- * V)¢ =0 .

On peut énoncer maintenant le
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THEOREME DE STABILITE EQUIVARIANTE : - " Soit

fe Cé(X,Y) , infinitésimalement stable.

i) Alors :
(o]
Soit (Z1 ,2'1) un germe d'espace topologique qui est ou bien

métrisable ou bien compact et (22 ,zO un germe de variété c® .

5)

Pour chaque germe d'application :

b € C°6°° oz %z
Z11 2%,

tel que ¥ (z?,z(z)) =1 , il existe :

5+ C (X, Y)

0,®
Yec 0(Z1><ZZ,
Z.,Z

1772

Diff(X) x Diff.(Y)) ,

' o 0y . . . . . e
tel que v (21,22) = (1dX) X (1dY) et que le diagramme suivant soit commutatif :

Djf_fG(x) X DiffG(Y)

¥ %

(oo}
X 7 & (C

Zy X2y 7 a

X,Y) .

ii) f est fortement stable . "

COROLLAIRE : - "Si f € Cz(X,Y) est stable dans le sens habituel

elle est stable dans le sens equivariant”,’

Le point ii) résulte de i) vu que Coé (X,Y) est métrisable.

Il y a, aussi, une version germifiée du théoreme de stabilité équivariante, qui a
été démontrée indépendemment par F,Ronga [13] ,

La présente généra]isation de la théorie de Mather est rendue pos.sible par

1'extension au cas C- du théoreéme de finitude de la théorie des invariants de Hilbert

([21,[167), due & G. Schwarz 14 ),



Ce travail continue le programme commencé dans [12] .

Je remercie J. Bochnak, P. Deligne, A. Douady et D. Spring pour les
conversations treés utiles que j'ai eues avec eux, de méme que G. Schwarz, pour m'avoir

envoyé [14 ], et C.T.C. Wall pour m'avoir posé le probléme de la stabilité équivariante.

Dans des parties uliérieures de ce mémoire on espere prouver que

stabilité ==> stabilité infinitésimale,
(De toute facon dans une seconde partie on montre que la stabilité infinitésimale

est une condition ouverte).



CHAPITRE O : - TOPOLOGIE ET ANALYSE DIFFERENTIELLES

EQUIVARIANTES .~

1) VOISINAGES TUBULAIRES :

Pour plus de détails concernant les notions de topologie différentielle utilisées
dans ce mémoire, on renvoie a [1],147] .

Si G est un groupe de Lie compact qui opere sur la variété X , on va considérer
les fonctions G-invariantes sur X

c”x)° ¢ cIx)

(c'est-a-dire les fonctions telles que f(gx) = f(x)) .

Si du(g) est la mesure de Haar sur G , on définit une retraction :

X)) —2Y e c™(x)C

par :

Av.h(x) = S h(gx)du(g).
G

[D'une maniére analogue on va introduire

Av

TX) —AY o rx)C

par :

Av.n(x) = S Te~ n(ex)dule),
G

et des retractions analogues dans des G-fibrés quelconques.]

LEMME 1.1. : - "Soit K< X un compact invariant. Il existe une

sous-variété compacte, abord # @ : Q <X, telle que:

a) Kc int Q
'b) dim Q=dim X

c) Q est G-invariante, (Donc Q est ,aussi, une sous-variété¢ G-invariante

-d-g. X).;"



Démonstration

| On peut construire une application C<>° s propre :
X —2 3 [0,]
telle que @‘1(0) =K .
On considere la fonction G-invariante, c”
p(x) = S olex)dule) -
On remarque que : “
K=4"1(0) .

Je dis que cette fonction est ,aussi, propre.

En effet, si X19Xy yoeccs sont des points de X , tendant vers 1'infini, les
G-orbites Gxn sont, a partir d'un certain n , en dehors d'un compact donné, quelcon-
que LcX .

En particulier, puisque ¢ est propre :

lim {inf @(me) ,m=n}=o0 ,
n=co
On en déduit que lim ¥ (Xn) =0 , dong i est propre,
Maintenant, on peurtlzxo);endre une valeur réguliere ¢>O de la fonction G-invariante @ ,
et définire Q par:
Q=4170,¢] .
Ceci finit la démonstration,

Soit maintenant, comme avant, X une variété sur laquelle G agit et Y ¢X une
sous-~variété . G-invariante. On peut construire une métrique riemanienne G-invariante
sur X ., Ceci fait du fibré normal v(Y) un G-fibré (en fait muni d'une métrique eucli-
dienne, avec action orthogonale de G) .

Disons que le fibré normal est :

Yo u(y) Loy
(i et p sont G-equivariants) .

Le lemme suivant est classique :
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LEMME 1.2. - "Il existe un ¢>0 tel que si N(Y, €) est 1'espace

total du fibré en disques de rayon € , attaché a v(Y), on ait un diagramme

commutatif :

1
ol T € CZ(N(Y,. €),X) . (T estun plongement équivariant,)

(On remarque que N(Y,¢€) posséde une structure naturelle de G-variété i bord).

2) "PLONGEMENTS" :

Le résultat suivant est crucial pour ce mémoire :

LEMME 1.3. =(" Théoreme de plongement™) : "Soit X une variété

c” compacte, sur laguelle le groupe de Lie compact G , agit différentiablement.

Il existe une entier positif N, tel que, si 1'on considere 1'espace euclidien RN ’

avec 1'action triviale de G , il existe @

Fe CE(X,RN)
tel que la flodche FF &
*
0e—Cx)C et ¥R = RN

est surjective",

Démonstration :

[On appelle le lemme 1.3 "théoréme de plongement" parce que, heuristiquement
parlant, il nous dit que "1'espace des orbites” X/G , muni de 1'anneau C )¢ (qu'on

interprete comme étant les fonctions C,oo sur X/G) se "plonge d'une maniére c”n
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dans un espace euclidien de dimension suffisamment gr‘ande] .

Je rappelle qu'il y a un autre théoreme de plongement, plus facile :

LEMME 1.3.1. (Palais [87, Mostow[7 )~ : "Soit X une variété C°

compacte, sur laquelle opere un groupe de Lie compact G . Alors, il existe une

représentation fiddle G cO(n) {qu'on va interpréter comme action de G sur

Rn) et un plongement equivariant :

n
e € PEL(X,R") = P£ (X,R") NCTK,RY.

Je rappelle maintenant le résultat fondamental de G.Schwarz [14] .

Dans un travail classique Hilbert avait montré que si G« O(n) est compact, il
existe une application polynomiale (donnée par un nombre fini de polyndmes homogenes de

degré >0) :

x € R" P RKSy

telle que, sil'on écrit

px) = (p;(x), « . 0, (x)),
alors :

pi(x) € R[x}G ,et pF s

OG—R[X]GQ—-QEK——R[Y]

est surjective . (On pense igi a l'action triviale de G sur Rk , donc p est équivarian-
te, et

Ry] = Ry]% .)
voir [2], [16] .

Ona :

%
LEMME 1.3.2, (Schwarz [147).- : " Oe—C% (R Ce—L—c¥(RY)

est surjective,®
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Ceci n'est rien d'autre que le lemme 1,3. pour le cas ol X = rR" .
Maintenant, si 1'on applique 2 X 1le lemme 1.3.1, , on voit que
0 ()G MG
est surjective (comparer au lemme 1.5, ci-dessous).

I suffit donc de prendre k=N , et F=poe s €& qui prouve 1.3.

Avant d'aller plus loin on donne le lemme suivant

LEMME 1.3.3~:" Soit Z un espace topologique qui est ou bien

compact ou bien méirisable . Soit F un E.V.T. localement convexe, fréchétique.,

On va considérer CO(Z,F) , I'E.V.T., des applications continues Z - F , muni

de la topologie compacte-ouverte ; de méme CO(Z) sera I'E.V.T. des applica-

tions continues Z -+ R (muni de 1a m&me topologie).

Alors : C°z,F) =c°z) & o

En partialier, si F est nucléaire , ona:

Pz, F)=c’z)® F v

Démonstration : {(d'aprés A. Douady)

Si Z est compact, le résultat est bien connu [15] ,

On va donc s'occuper du cas ol Z est méirisable. La démonstration résulte de
plusieures Perharques :

CO(Z,F) et C°(z) sont complets , [En effet, un sous-ensemble E ¢ Z est
fermé, si et seulement si, son intersection avec chaque compact de Z est fermé.]

c®°z) ® F est dense dans CO(Z,F) . [Soit f:Z =+ F (continue), K =Z un compact
et €¢>0 , On peut recouvrir K par un nombre fini de petits ouverts Ui‘ cZ tels que
{oscillationde f sur U, } < e .

Soit n; une partition de 1 sur K , subordonnée a Ui , et X, € Ui fixés.

On considére : » € C2(Z) ® F définie par #(x) = %ni(x)f(xi) . Sur K, . appro-
che f & € -preés. ]

- Considérons maintenant une semi-norme de F , DP:F=R 4o un compact KcZ,
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et 1a (semi)-norme de C%(Z,F) détinie par :

el b= Slél;{ p(f(x)).
! X

Soit aussi {leoess IlK la semi-norme attachée a K pour CO(Z) o

Je dis que, sur c(Z)®F ona:

H HK® €p = ” HK,D 9
et a partir de 1a , notre lemme est démontré.

[Je rappelle la définition de la norme || ...{I® ¢ I eeolle Si F1 , ', sont deux espaces

2

normés, on peut considérer le diagramme commutatif naturel :

T
F, ®F2—-—-—»L(F1,F2)
o
B
1 ¥ 1
L(F2 ,FT)——-&-B(FTXFz , R)
ot BF!xF} , R) = { les formes bilinéaires sur FIxFl}= L(F% , Fg) . Par Hahn-

Banach les applications « et B sont isométriques. Par définition, la norme (unique)
induite sir F1 ®F2 a partir du diagramme commutatif ci~dessus est le produit ®€ des
deux normes initiales., ]

Donc, pour f € C%(Z)®F |, on a, par définition :

’

= sup |[E€ofll, .
ECE! K

p(E) <1

e o
€

En appliquant de nouveau Hahrn-Banach, on frouve que :

sup || gotll, = sup sup leof(x)| = sup sup |[Eof(x)| =
g E x€cK X &

= sup p(f(x)) = ”fHK , Cce quiprouve 1.3.3,
x €K sP

On aura besoin, aussi, du lemme suivant :

LEMME 1.3.4. - " Soit X une variété C~ compacte sur laquelle

le proupe de Lie compact G agit différentiab‘lement. Soit aussi Z1 un espace

- 3 - I . 13 > 7 Ve w
topologique gui est, ou bien metrisable, ou bien compact, et 7, une varieté C.
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G agira (par définition), trivialement sur Z1 et 22 .

Soit (avec F comme dans le lemme 1.3) :

. . 0, N
f = 1d(21) X 1d(22) XF €CH (Z1>< Z,xX , ZyXZyxR ) .
Alors, 1'application £ est surijective :
*
o-e—~c°’°°(21><zz><x)G<—f.—_-c°’°°(z1xzszN) =C%'7(Z  xZ RS n

[ Cette version paramétrée du lemme 1.3, que 1'on va démontrer ci-dessous, par un ar-
gument tiré de [14], est 1'analogue du théoréme standard qui dit que les plongements
sont un ouveri dans 1l'espace des applications Coo ] .
Demonstration :

Si Y est une variété C° s 1'espace Cw(Y) muni de la topologie c® , compacte-
ouverte est nucléaire (voir [37, [15]) .

- Ceci a comme conséquence les faits suivants :

a) Les produits tensoriels ... &ﬂ c®(Y) ou ... ®€C°9(Y) sont identiques ; On

a un seul produit tensoriel complété ® . En particulier :
C®(XxY) = C¥(X) ®CT(Y) .

b) Si Z est un espace topologique compact, et CO(Z,Cw(X)) est 1'espace des

applications continues 2Z - Cw(X) (muni. de sa structure E,V.T. naturelle), alors @
c%z ,cX)=c’2) &c”X) .

D'apres le lemme 1.3.3 , ceci est vrai, aussi, quand Z est métrisable,

Remarquons que CO(Z,C°° (X)) s'identifie a notre‘ c®7® (z x X) (muni de 1a
topologie ot *. compacte-ouverte) . Je rappelle aussi , que le produit tensoriel
complété & est exact & droite et qu'il est la solution d'un probleme universel pour les
E.V.T., localement convexes, analogue au probléme universel qui définit le ® (produit
tensoriel ordinaire.)

En revenant a notre lemme, on a donc :
Ny

0% (Z X2 <RV = c°(z1) ® c”(zszN) = co(zl) @c”(zz) ® CP(R

2
On a une fleche naturelle ¢
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Oz ) @ C2(2,) & (X —E—eC7(z xZ, x X)°
provenant de 1'application multi-linéaire naturelle :

COZ )X (2, x CF(X)S e (z x 2, x X)
Avec ceci on construit le diagramme commutatif suivant : .
c°z,) @ C*(z,) @ C*(RY) 148K o, ) ® C*z,) @ C” (x)° LA 0z ) 0 ¢z ) eCV(X)

~ o ~
) X X

Oz x7,xRY) HBLES =E 00z vz %)% e AL Oz Xz, xX) .

A

Les fleches Av sont surjectives . Donc Id® Av est surjective, puisque ® est
exact a droite . Donc o est surjectif. F¥ est surjective (d'apres le théoréme de plon-
gement), donc id®F" 1'est aussi.

Donc * est surjective , ce qui finit la démonstration,

3) STRUCTURE DE MODULE :

On va considérer une G-variété compacte X ( G étant un groupe de Lie compact) -
et un  G~fibré

(g) E —X .
LEMME 1.4, : " I‘oo(g)G est un Cw(X)G ~module fini."

Démonstration @

- s g e

Chaque G-orbite de X possede un voisinage tubulaire équivariant produit- tordu
Gx Ve X (voir [1],[47]) . Par partition C™ , équivariante, de 1 , il suffit donc
de considérer le cas ou X = Gﬁ_l\/ (ot He G est un sous-groupe opdrant lindairement
sur 1'espace vectoriel V .) On a des isomorphismes canoniques, induits par 1'inclusion
naturelle :
V~Vx{H} C————»-Gﬁiv R

(o {H}YEG/H est 1a classe de 1), pour les fonctions et les sections :
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G o~ e |l

)© i

I
c®(G XV

11 suffit donc de prouver le lemme pour le H-fibré £|V . Mais les éléments

~ CPWV

de I‘w(g l\/)H ne sont rien d'autre que les applications équivariantes de V dans la

fibre de £. On est donc réduit au lemme suivant :

LEMME t1.4.1. - "Soient V, W deux espaces vectoriels sur lesquels

le groupe de Lie compact, G , agit linéairement.

C:; (V,W) estun Cw(V)G - module fini. Une assertion analogue est

valable au niveau des germes."

Démonstration :

[Une démonstration analogue a été donnée par B. Malgrange ] .

Soit f: V=W et z € W~ . On considere f,:VxWwsR définie par t,(x,2) =

1
=< f(x),z> . Soient D',D" les dérivées partielles de f1 en x et z . Donc
vx w20 o Hom, ¥, R) ~ w.
On vérifie que, quelque soit Z:
D"f_1(x,z) = £(x)
L'actionde G sur W induit canoniquement une action sur W;K (voir par
exemple [12]):
<iuenn 28.2>= g L....,2>,

On va considérer 1'action-produit sur VX W>K . [On remarque que si f € Cé@ (v ,W)

alors le f, considérée ci-dessus est dans CO(VxWH)S .1 Soit & € C®(VxwHC

1

H

et

D"y € CT (VxWT , W) .
On vérifie que |

D" § € Cg, (Vxw*, W)

ce qui implique que :
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D" (x,0) € c‘g(v,w) .
Considérons maintenant les polyndmes invariants sur VX w* R [x ,Z]G .

Soit Q1 s eeesy QK un systeme de générateurs de 1'algebre R[X,Z]G . Dtapres le

lemme 1.3.2, pour f € Cz (V,W) , il existe une fonction
Pligyeeener u) € CRY)
telle que :
f1(x,z) = P(Q.I(X,Z), ey QK(X,Z) ).

En dérivant en z , on trouve :

(x) = ¥ —=—(Q(x,0) ). D"Q,(x,0) -

i i
Puisque aaz Q(x,0) ) € c®(V)S on trouve que les K éléments D”Qi(x,O) GCz(V,W)
i .
engendrent Ie C(V)® —module CZ(V,W) .

G

4) EQUATIONS DIFFERENTIELLES :

Soit X une variété C . fermée ; On va considérer des systemes dynamiques,
dépendant du temps
g € R, X)) .
LE THEOREME FONDAMENTAL DES SYSTEMES DYNAMIQUES nous dit qu'il
existe une correspondance biunivoque entre CM(R,I‘OG(TX) ) et {les sous-groupes a un
paramétre S ¢ € Diffgc(X)}.(Ceci implique S = id(X) ). Cette correspondance attache &

E(x,t) = gt(x) le sous-groupe S t(x) , unique, tel que
oS
b1
ST oS =5 -

I¢i, a toute application paramétrée

F, € c® (x,Y) ,

on attache, d'une maniére naturelle sa "dérivée temporelle" :

TY
BFt

ot




0.11

Supposons maintenant que le groupe de Lie compact G agisse sur X , A partir
du THEOREME FONDAMENTAL que 1'on vient de citer, on a une correspondance biuni-
voque :

{€ € COO(R-, I"oo(TX)G)}_-""@'I { les sous~-groupes a un parametre

-
S; € le:f.G(X)} .

Je laisse les détails au lecteur.

5) EXTENSION DES FONCTIONS :

On va utiliser le :

LEMME 1.5 :"Soit X une variété sur laquelle G agit, et Y < X _une

| «ryr . . . . . . ) O
sous~variété G-invariante, Il existe une application linéaire, C77 @

B C®Y) e % (x)C
telle que, si ¢ € c® ) , alors :
E(p) | Y= o " .

Démonstration :
D‘épr‘es Seeley, il existe (sans aucune hypothése sur G), une application
lindaire, %%
E' : CO(Y) ==t C™(X)
telle que E'(¢")|Y =¢' (pour ¢' € c™y) ) (voir par exemple [1o7.
On peut définir : (x € X) :
Eop(x) = S E'o(gx)du(g) , ¢e qui prouve 1.5.
G

6) DIVISION DES FONCTIONS PAR DES POLYNOMES :

Onale:

LEMME 1.6. : " Soit M une variété c” sur laquelle le groupc de Lie




compact G agit (d'une manitre c” ) . On considere 1'action triviale de G

sur R et 1'action naturelle induite sur MxX R . Soient :

o G
u (x),..... ; up_1(X) e Cc )",
et
p-1 .
Mt,x) = 2 + 5wt ec®MxRr)C .
i
i=0 0.0
Il existe des applications R-linéaires, C 7
& G
P MxRY — % & c®MxR)©
MRS T (™) ©)P
(r:ro yoeeo .,r‘p_1) telles que, si
f(x,t) € ¢ MxR)"
on ait ¢
p-1 i "
f(x,t) = T (£5%)(qf)(x,1) + = (n D) ()1 o
o
Démonstration :

Sil'on oublie 1'action de G , et on travaille avec c®(MxR) (2 1a place de
C°° (M XR)G) , 17énoncé ci-dessus est tout simplement le théoreme de division de Mather
[6], [5] . Onobtient g et r comme ci-dessus, en appliquant 1'opération Av au

quotient et reste du théoreme de division de Mather,

7) FONCTIONS IMPLICITES :

Onale:

LEMME 1.7. : " Soit G une groupe de Lie compact agissant sur Y et

(trivialement) sur RK .

Soit

s € C%7 (z, CLYxR, RY)),
z
et pour y € Y fixé :

éy(u) = @(z°,y,u) € Cm (Rk ) Rk)
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On suppose gue ¢

a) @(zo,y,O) =0 ,

b) Pour tout y ,

Dg (0) € 1(RY,RN)

est inversible,

Il existe alors des :

Gy
Y € c°0’°°(z,c°° (Y)™) (=0, e0esesk=1),
Z
telles que si 1'on considere le

b€ CU% (2, oy, R)

qu'elles induisent (uiz”bi(z’y)) , on ait :

9 (Z9Ya¢(zsy) )= 0c¢ Rk L

Démonstration 3

[I¢i (Z,z° estun germe d'espace topologique quelconque. |

A partir de § on fabrique, canoniquement, un
k

o

1 G
(ol1 i1 est entendu que 1'on est dans la partie de Cgé(Y xR

(YXR

K
G s YXR))

k

€ cé’g?(z,c
, YX R") qui respecte
la projection sur Y et qui transporte
(z°,y,0) —~—————s= (y,0) .
9,(z,y,u) = (y,8(z,y,u)).)
Notre hypothése, et le théoréme classique des fonctions implicites (paraméiré)
nous assure que (au voisinage de la section nulle YxO ) ’ @1 posseéde une inverse

(C” , respectant la projection sur Y , et respectant (z°,y,0)).

1 est aussi G-équivariante. Disons qu'elle a la

I1 est clair que l'inverse &

forme :

(Zyy,2) i (Z:Y9Y(Zsys>\))-
On pose :

Wz,y) =y (z,y,0) € RK ,

ce qui prouve 1,7
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8) CONTRACTIBILITE LOCALE DE cé@gy):

Dans tout ce paragraphe X,Y et G sont compacts.

LEMME 1.8, " Soit :

. o
fe CG

Pour tout voisinage f € NO c Cz (X,Y) , il existe un voisinage f € N1 CNO

(X,Y).

avec la propriété suivante :

Il existe :

Q.00
QGC’ (N,‘XI,NO)
telle que : 1) 3(g,0) = £ (g€ N1)
2) g, =g (geN,) .m

Démonstration ¢

D'apres le théoréme de pldngement de Palais, énoncé ci-dessus, on a toujours
une représentation fidele G cO(n) et un plongement équivariant Y € R" . Pour la

sous-variété invariante Y , on a un voisinage tubulaire invariani :

ol 1'on remarque que la projection p est équivariante .
Sans perte de généralité, pour tout g € NO\ , X €X , le segment qui joint
g(x),f(x) (points de R™ estdans N .

On peut définir (pour un N convenablement choisi) :

1
8(g,x,t) = p((1-t)E(x) + ta(x)).
[Puisque G agit linéairement sur R" sona, pourtout vy € G

v ((1-t)E(x) + tg(x)) = (1-t) v .1(x) + ty. glx) = ((1=t)f + tg) (y. x), ve.a.d.s. 7.

Il est utile d'avoir une version un peu plus raffinée Je la contractibilité locale
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de c@é(x,Y) :

LEMME 1.8.1. : "Soit f € cz ?

topologique et (Z2, 2(2) ) un germe de variété C” (de dimension finie), et

x,Y) , (Z,‘ , Z. ) un germe d'espace

oo
1 2 b CG(XyY)),
O
Z

Fec%”(z xz
z
un germe tel que llonait : F(z') =1 .

Il existe, alors, un germe

F, € CO’OOQ(Z %7

c¥ (X x1, Y))
1 ) 17490 L B Xy

fel que
F1(z,x,1) =F(z,x) €Y , F1(Zé, x,t)=F(z,x,0) = f(x) . "

La démonstration est laissée au lecteur.

9) STRUCTURES DE "VARIETES INFINIES" :

[ Ce qui suit ne sera utilisé qu'au dernier paragraphe, en remarque |,
Soit S ch(X) une sous-R-algebre et M« COO(X,Y) une nartie. On dira que

M est une S-variété faible si les axiomes suivants sont vérifiés :

A-1) Toute application wEng([O,oe) s M) s'étend en une application
§€C ((=0,00) , M) .
A-2) Soit 3€CP(R,M) et £€C”(R,S) c CP(RxX, R) . Soit
b € CUR,C7(X,Y))
défini par :
b (t,x) = 8 (g(t,x),x) .
Alors : § €CT(R,M) .
A-3) On va désigner par CIf{ 1'application constante Kot € c®(x ,Y)
Soit £ € M et f €V oM un voisinage de f .
11 existe un voisinage
1

o]
¢, €U cC I1,M)



tel que si, ¥ €V, wi(O) =1 , il existe ¥ € Cw(Ik,V) avec

EEREER ,;bk
la propriété :

(t,) .

[Les axiomes A-1,2,3 font que 1'ensemble des variations infinitésimales

l’b(O,o.oono’ti’o’oovoo,O):d)i i

T:M < Pm(f%TY) = T, c® (X,Y) possede une structure naturelle de S -module ,

Par exemple si, %(t,x) est une famille & 1-paramétre dans M , avec 8(0,x) =1 »

<}
o) =2l o €TyM
et si n(x) estdans S , alors 1'élément
no € Tme(X,Y) = 72(F*TY)

est en fait dans TfM car :

d
n (X) O'(X) 5 e—pm— () (t’n(X),X) ‘t:O
et &(tn(x),x) peut se lire comme une application t+M 7 .
A-4) M est localement contractile (dans le sens du lemme 1.8.1)

A-5) (qui raffine la connexité locale), Si f €M et U est un voisinage

1
t

il existe un voisinage

¢, €U c c”@I,c”X,Y)),
feveM
tel que tout g € V peut tre uni avec f par un arc dans U N c” (I,™M) .
A-6) (qui raffine A-3). Soient feM , veC (@,M) avec ¥Y(0) =t et
W un voisinage
vew = ¢® @m .
2

1 existe U= UMW), voisinage de cg € U e C(I,M) tel que pour tout

b €U avec P(O) =1 ilexiste 3 € CT(IxT,M) tel que

a) 8(0,u) =y (u)
b) 8(t,0) = Y(t)
c) Pour t_ fixé @(to,.....,)éw .

Ces axiomes contiennent tout ce qu'il faut pour la théorie de la tranversalité [1 1]



et peuvent servir, aussi, de cadre "variétés de dimension « " pour une théorie a la

Mather [97] .

PROPOSITION : "Si G est un groupe de Lie compact et X,Y deux

G- variéiés compactes, alors Cz (X,Y) c c® (X,Y) est une Cm(X)G ~ variété

faible',

La vérification des axiomes est facile. Par exemple, pour A-2 ona
3(tygox) = g.8(i,x) et E(t,g.x) =2 (t,x) .
Il en résulte :
blt,a.x) = ¢ (B(t,g.x); g.x) = 8(E(t,x),g.x) = g. a(E (t,x),%) = .0 (t,x) .
Pour A-1 , onplonge Y c RN d'une manidre équivariante (Palais), on prend
un voisinage tubulaire invariant de Y : T Ty » onprolonge XX [O ,0)+ Y &

X X (00, 0) = RN (Seeley), on rend ceci invariant (par Av), on prend la projection

7T sur Y , et ainsi de suite c.... &
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CHAPITRE 1.~ LE THEOREME DE PREPARATION EQUIVARIANT,

1) L'ENONCE DU RESULTAT :

\ . r Vd o 7 7
On considere deux varietes C , X et Y , X étant supposée compacte et un

groupe de Lie compact G . X et Y seront munies, une fois pour toutes d'actions de

G (a gauche) :

et on va considérer

cox,Y) « CX,Y) ,

ol Cé = {l'ensemble des applications G-équivariantes, c'est-a-dire telles que f(g.x)

=g.0(x)}.

It

Soient (Z 1 ,Z?) un germe d'espace topologique qui est ou bien métrisable ou bien

compact, et (Z

2’2(2))

. r I @ 3 - - - . N
un germe de variéte C  de dimension finie. On considere
0,

20 ;0 (ZTXZ
172

C , CaX,Y)),

2

ensemble des germes d'applications Z,XZ, - C%(X,Y) ,différentiables en Z, et

1 2 G 2

continues, ainsi que toutes leures dérivées partielles, en Z, X Z, .

Pour la simplicité de 1'écriture, on va désigner, quelquefois (Z,xZ. , 20 % z°

., O
par (z,z°) .

1 2

1772 1772

On considere 1'application d'évaluation évidente

qui sera désignée, dorénavant par ev

désignée par evy

c®® (z, ¢*(x)%) evlz?) o o (x)C
Z

x - L'application analogue pour c”(Y) G sera

. 51

224

& (x,Y))

F e co(;@ (z, C
VA

est donné, on construit un homorphisme de R-algébr%s :

défini par :

F
(2,20 ——% 2% %(2,c7(x%)

Z z

)
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z -z (X

w Y = R) .
¥z)
F, (2) ‘

F(z)

THEOREME 1 :" Considérons le diagramme commutatif suivant :

o oo G Fx 0o o, G
%z, (0)) —F——=C"1% (z,CTX))
VA YA
evY eVX )
¥ ¥
OyvK
c?(y) Flz) P (x)

Soient ¢+ C un COC; “(z,c” ()%)-module fini, A un CO(’)@O(Z,CQQ(Y)G)_
z z
module fini, et

O‘mﬁmc

A

. 0,00 0, NGy . L
un homomorphisme C"?7(Z,C(Y)”) linéaire .
' VA
Dans ces conditions, si ¢

o (A) +Ker‘(evX).C =C ,

alors : a(A)=C . "

Le reste du chapitre sera occupé par la démonstration de ce théoreme,

2) LA PROPRIETE DE WEIERSTRASS :

Soit :

ey

———e 35

R,
S

P — "

) e
Nﬂ\

2

un diagrammme commutatif dans la catégorie des R-algebres. Par définition, ce carré
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possede la "propriété de Weierstrass" si la chose suivante est vraie :

(W) " Chaque fois que 1'on se donne un R, -module fini C on a 1'implication sui-
2

vante :

C/Ker(€1).C est R, fini ==> C est R1-fini. n
La propriété de Weierstrass est associative, dans le sens que si elle est vraie

pour deux carreés commutatifs consécutifs, elle est vraie, aussi, pour le carré composé.

THEOREME 2 : " Le carré commutatif de 1'énoncé du théoreme 1 possede

la propriété de Weierstrass".

La démonstration du théoreme 2 sera donndée dans les paragraphes suivants :

Pour le moment on va monirer comment le théoreme 2 implique le théoreme 1 .

LEMME 2.1, : " On a:

F* (Ker(ev.,)).c%r* (Z,C@@(X)G) = Ker(ev,,)
* Y ,© X
(égalité entre sous-ensembles de Coé @@(Z,Cw(X)G)) o

Zz

Démonstration :

L'inclusion < est évidente., Pour prouver 1'inclusion > on procede comme suit .

Soit (21, oo .,zk) un systeme de coordonnées locales de 22 s telles que

0
zi(zz) =0 .

En d'autres termes, si z, est considéré comme élement de CO(’:o (Z,Cm(Y)G) ,
z
il appartient & Ker (evY) .

2

Soit z,b(z1, z%, x) € Ker‘(eVX) , donc

;b(Z?,Zg,X)EO .

Dans 1'anneau Coéoo (Z,Cw(X)G) , 1'81ément zb(z1,zz,x) - &(21,22 , X) appartient

z
4 1'idéal engendré par les ZiseeesZy , doncil est dans Fi(Ker(evY)) Coé *(z ,COC(X)G).
Z

- Pour finir 1a démonstration du lemme 2.1., il reste a montrer que :
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oz %) = 4z’ 23 ,x) € BF (Ker(evy)).c%(z,c™x)%) .
Z

Maintenant, on va se donner, une fois pour toutes un systeme fini de cartes

précompactes hiUi recouvrant X :

R D U —=X ,
| .

et pour chaque fonction f € C (X) on définira

il = s ID% toh,|
i, l¢|<m

ol « est un multi-indice _a:(j1,...,.., jn) ’ 'ij= \cxl .
k

. s e . L) 1 1
Pour notre ¢ considere ci-dessus, si z €Z ,ona:

tp(Z?) =0 .

On peut définir le germe de fonction continue sur Z1 , s'annulant en 2(1) :
IS B \/ 1
poz')= % ;n—f min (1, Vlle@)I ) .
m=0

Il est clair qu'un tel p(z1) représente un élément de Ker(evY) , ou de F: (Ker(evY))°
Il est clair, aussi, que @
p(z1)_1 go(z1,x) a un sens et

représente un élément de Coo (Z1 ,Cm(X)G) c Coé * (Z,Cgo(X)G) .

2 y/
Donc 1

o]

1% b3
o) (z1,x) = p(z1) (plz ) 1go(z1 ,X)) € F, (Ker(eVY)).Co’ soeooe
/AY
et on a fini la démonstration. V
Maintenant, en utilisant le théoreme 2 et le lemme 2.1. on va prouver le théoréme 1.
Le lemme 2.1, nous permet d'écrire 1'hypothése du théoreme 1 sous la forme :
*
ofA) + F (Ker (evY)).C =C
Ceci veut dire que C/ Ker(evY). C est C7 (Y)G ~fini (puisque A 1'est). Donc,
d'apres le théoreme 2 , C est Coo(Y)G -fini, La conclusion du théoréme 1 résulie

maintenant du lemme de Nakayama.

3)DEMONSTRATION DU THEOREME 2 :

On va commencer par prouver le théoréme 2 dans un cas particulier .
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LEMME 2.2, ="Soit Y une G-variété. On considere 1'action

triviale de G sur R , et la G-variété produit YXR . Soit Xe—Y X R

une sous-variété compacte (i bord pas nécessairement () , G- invariante.

On considére

YXR =

i oy
'n’ /‘rrlX
4

Y

Igi:nm € Cz(YxR, Y) , donc :
mlXe¢ cé(x,Y) .

Dans ces conditions, le carré :

% (z,c"¥)%) __(QL c®r® (z,c7(x)%)
VA Z

COO(Y)G (m D&)% o O )G

possede la propriété de Weierstrass."

(Remarque : En se référant aux notations du théoreme 1 ci-dessus, on considere igi

1'application constante :
7 et |X € cé (X,Y) .
Par abus de notation, on 1'appelle encore 7 ] X .)

Démonstration :
On considére le diagramme commutatif d'homor;lléorphismes de R-algebres :
i
%% (2,C7(¥ xR)%) —E—e-c%" (2,7 ())
Z Z
* *
T (m | X}

c©*(z,c%(¥)%)
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On considere,aussi, un CO(’)QQ(Z,Coo (X)G)umodule fini, ® , tel que

Z
- ©/Ker(ev,).® est C°2% (Z,c™(v)") —tini .
Z

Remarquons que d'apreés le lemme d'extension 1.5 (du chapitre précédent), le
morphisme ]:: est surjectif . Donc si 1'on restreint les scalaires via i:i , ® estun

COO’ ® (Z,Cm(Y X R)G)—module fini, C'est avec cet anneau de scalaires que 1'on va tra-
Z
vailler maintenant. (Les éléments de 1'anneau sont des fonctions-germifiées la-bas ol

il faut et CO’oo comme il faut:

f(z,y,t) = f(z1 ’ 229 yyt) .

ﬂi est un injection qui consiste a considérer une fonction en (z,y) comme fonction en

(z,y,t).) Bn particulier, on va considérer
G
)

te c®®(z,c”(YxR)
ZO

Soit @yeeeeey0q € @ un systéme (fini) d'éléments qui engendrent

® en tant que CO(’)QXJ (z ,Cm(Y XKR)G)-module et
z
®/Ker(ev,).0 en tant que C°7%(z ,CM)S)-module.
z
On peut donc écrire :

toy = % cz,yey + T oy (z,y,10;

J J
J
avec ¢j; € cog)@@(z,c“’(y)G) ;% € COSQQ(Z,COO(YXR)G) , et yij(zo,y,t)EO
v z
On considere :
- kKl i
Mz,y,t) =det(6ijt - Cij(.z,y) - 'Vij(zsy,t)) =1+ ¥ )\i(Z,Y))IJ + p (z,y,t),
0
ott o(z%,y,t)= O . (x et p sont G-invariantes donc A € Co’ooo (z,Cc7(Y XR)G).)

z

On introduit un parametre auxiliaire :

k
u=(u0 yeeeees uk_1) € R

sur' lequel G agit trivialement .
Soit ¢

k-1 .
Dy u,t) = £+ 3 (u + 2,2, € ¢ (Y xRExR)C

°

o
En appliquant le lemme 1.6 ( et en utilisant le caractére R-linéaire, c9” des

opérateurs quotient et reste) , on peut écrire :
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k-1 .
p(Z,y,t) = P(y,u,t)Q(Z,y,U,t) + % Hi(z,y,u)tl
o
avec q € CO(;OO(Z,COO(YX Rk)G)
z

y et
[e] - (e]
Q(Z ,Y?u’t) =0 = Hi(z ,yyu) .

En regroupant les termes on trouve :

k-1 .
A(Zyy’t) = P(Y3u9t)(1+Q) + Z Ei(z,y,u)tl )
o
avec
o
E(z,y,u) = X(z,y) - 5z ,y) -y +H(z,y,u) .
On remarque que :
a) E, est G-invariante .
b)- Ei(zo,y,o) =0 ,
dE4i, 0 _
c) auj (z ,y,u) ==25 i
On peut appliquer le lemme 1.7, qui nous fournit des
u = (z,y) €% (2,7 (¥))
z
tels que :

Ej(z,y,d)(z,y)) =0 ,

Donc
K k-1 0 i
b(z,y,t) = (" + 5 (y(z,y) + ) (27, ¥)t).Ulz,y,t)
)
ol U est une unité de 1'anneau
c®®(z,c” (yxR)%)
Z
Une nouvelle application du lemme de division 1.6 . nous dit, maintenant que,
A=C%% z,c”(yxR)%) / 4. cof(z, c Py x r)%)
Z z

est un Co’w(Z, Cm(Y)G)-module fini.
40 _

D'autre part, d'apres Cramer, on a :
A. o, = O

donc 1'action de COO’oo Z,c% (Y % R)G) sur le module @ (la multiplication scalaire),
v/
provient d'une strucutre de A-module de © ef de la projection canonique
c™ (z,c®(YxR)%)
VA

— A
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® est manifestement. A-fini, et comme A est Co(’)w(Z,Cw(Y)G)-fini, il résulte
z
que © est CO(’)OO(Z,COO(Y)G)-ﬁni.
z

Ceci finit la démonstration du lemme 2.2.

Pour finir 1a démonstration du théoreme 2, on procede maintenant comme suit :
N\ 7 N ey . - . n

D'apres le "théoreme de plongement', il existe un espace euclidien R~ , avec

action triviale de G , et une application équivariante :

o € C (X,RY
telle que
%
%) > c®RM = cRYC

soit surjéctive . On considere, dans C%’w o (Z1 X Z Cz(X,Rn)) , 1'application

2 b
21 1%y

constante, de valeur ¢. On va la désigner, par abus de notation, avec ©, encore.
Comme conséquence du lemme 1.3.4. (vu que Z1 est le germe d'un espace

métrisable ou d'un espace compact ), on voit que 1'application Q. est surjective :

*
o
Oa—C"%  (z.x7. , X)) X %® (z xz.,cC°RY).
o o1 2 o o0 2
Z1 :22 Z1 ’ZZ

Si F est comme dans le théoreme 2, on considere

[=2]

G(X,YXRn)) b

0,0
F1 € CZo (Z,C
défini par :

Donc puisque @: est surjectif , (}?‘1);2é 1'est aussi. D'apres le lemme 1.1, on

peut trouver une sous-variété invariante , compacte-a-bord :

Q, < Yx R"
o)
felle que dim Qn = dim(Y x Rn) et que Imagel:‘1 c Qn . En d'autres termes on a
une factorisation (avec F2 e’quivariante) :
(F(z),0) i
X = Y XR:
F,(z)
Q
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2)% est surjective aussi.

Considérons les projections consécutives :
.

Manifestement, (F

i 1 i-1
R ’—‘(y.l,....,yi)—————-——@(y,l,.....,yi_1):R -
On peut construire un diagramme commutatif :
T T . T
™ 10
O wn‘Qn 0 wn—? lQn-T o
n B n-1 B 0w 1

ol : Qi c YX R' est une sous-variété invariante, compacte-a-bord, avec :
a) dim Q; = dim (YxRY .
o)
On a
F= (’IT1lQ1) O cevesooo o(Trlen) oF, .
Vu que la propriété de Weierstrass est associative, elle est satisfaite pour ¥
c'est immédiat, a cause de la surjecti-

si elle 1'est pour I, et les ﬂilQi . Pour F

2 2

vité, pour wi[Qi cela résulte du lemme 2.2,

Le théoréme 2 (donc le théoréme 1), se trouve ainsi démontré.

4) UNE AUTRE VARIANTE DU THEOREME DE PREPARATION :

[ Ce paragraphe ne sera utilisé que dans la seconde partie de ce mémoire | .
On va considérer un groupe de Lie compact G , opérant orthogonalement sur
Rp 3y . On considere des sous-groupes compacts Gi c G {i=1,.. < N) , en nombre

P ’ . n; N
fini, opérant orthogonalement, respectivement, sur R'1 5 X; o On considere

f= (f«lytocon,'fN)
ou fi est un germe d'application c” :

n.
oo 1 p —
f, € Cq R ",RY) (fi(O)~O) .
i Gi

. 1 . oo N (o]
On va considérer 1'anneau produit : TC (xi) ol C (Xi) est 1'anneau local des
i
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n,
germes de fonctions c® dans R’ , autour de O .

Soit

ev i Tl c® (x, ) t——R

le produit des évaluations :

O——e»’*ycm(xi) -i-——&Coc(xi) i__fﬁL R—=0 .

THEOREME 3 : "Le diagramme commutatif :
* . G
= 11C (x;)
i

i

cy©

ev_(o)=ev ev
y( ) y

N
R diagonale R

possede la propriété de Weierstrass,"

Démonstration

o S b s B i e St S it P it

Dans [127 on trouve la démonstration de ce théoréme pour le cas N=1 ,

G1= G . En se référant aux notations du paragraphe 6, chapitre I de [12] , on peut

passer au cas N=1 , G'l c G comme suit : On considere :

G

c(yxrE) 1 5 Ry xrKY o cP(RK) .

Pour
(t,0) € ci (X, YxRK)
1
on a que : «
G (£, 0)
Oe— CZ(X) < ™y xgj¥)©

est surjective, A partir de 13, la démonstration (pour N=1), se fait exactement comme
dans [12] . Le cas général (N quelconque) résulte immédiatement en travaillant
composante par composante , (Un HC@@(xi) ! module M est le produit des Cw(xi) 1

oo Gi 1
modules M® C (xi) O .
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COROLLAIRE 2.3 : " Dans les conditions du théoreme 3,
G
)

i _module

considérons un Coo(y)G—module fini A , etun ] Cw(xi
i
fini C . Soit © : A—*C un morphisme sur £ et

k = dimg, A/7 YA .
Alors, si

o(A) + [f*»7 ) + (ir17c°° (xi)Gi)k“L1 1.

C=C
on a, aussi :
o(A)=C ™
(Le k du corollaire n'est pas le méme que le k d' avant),

5) DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 2.3 :

On commence par le :

LEMME 2.3.1, : " 7 c®)% est un ¢¥(x)C-module fini,"

Démonstration :

————————————— ]G .

Soient p., ..., Q, les générateurs homogeénes , de degré >0 , de R[x
1 &% ’ «

Sif o€ 7c°°(x)G il existe g € C¥(2) tel que (z=p(x))

f(x) = glp(x)) (lemme 1.3.2)

Puisque £(O) = p(0) =0 ,il s'en suit que g €7Cg@ (z) . On en déduit que

Of seveeer O engendrent 7 Cw(x)G en tant que C®(x)”-module. Le méme argument

montre que Coo(x)G/?nCm(x)G est R-fini pour tout n .

LEMME 2.3.2, : " Soit C un
©o Gi
1 C(x;) ~ -module fini,
i
Te C un sous-module, et k= O , quelconque,

k e Gi ®© Gi
Alors (I 7 C (Xi) .C +T) estunmodule TC (Xi) - fini,"
i i

Démonstration :
_____________ G QG.

D'apres le lemme précédent, ﬂ7ka(xi) LC oest T Cm(xi) Y fini,
i 1
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On considere maintenant la suite exacte :
G,
O - Ha7k Cw(xi) tc -———»Hfryk.c + =+ (TT_'7k .C+T1)/ .”7k Com—= O .
i i i/1i 171
On a
k K Kk
(Mg, .C+T)/ T2 . Ce—pC/llam .C
e i /; i/

et ce dernier terme est déja R-fini. Donc

(H7k.C+F)/TT kK. ¢
i/Z1i i/Zi

est,aussi, R-fini, et ainsi de suite ..c04

LEMME 2.3.3. - " Dans les conditions du lemme précédent, si :

dim_(C/mm & L ciT)< @
R,
alors

H720C c T M
i’i

Démonstration :

Notre hypothése implique 1'existance d'un p < 2 -1 tel que:
Ty . C+T= ,rr7p” LC+T
171 i/i
La conclusion résulte maintenant du lemme précédent et du lemme de Nakayama,

On revient maintenant au corollaire 2.3.

On a, par hypothése :

o, G k+1 _ e, \G k+1
C/(7C (y)7 + 177; ) C = w0(A)/o(A) ﬁ(7C (y) +Ff71 ). C
Mais :

WA N(eeornens ).C o f*~7 C®(y)” . o(A)
Donc ¢
dimRC/( ..... ).C < dim A/r7 Cw(y)G.A =k

D'apres le lemme 2.3.3 :

-t cf7c°°(y)G .C .
i/i
On est ainsi réduit au théoréeme 3 .



CHAPITRE II.- DEMONSTRATION DU THEOREME DE

STABILITE EQUIVARIANTE .~

1) FIBRES PARAMETRES .-

On va introduire une nouvelle variété C* compacte, U , sur laquelle G

agira trivialement. 21 et Z2 sont comme au chapitre précédent.

On se donne

CRXxU,Y)).

. O’QQ.
FecC? (z1><z2 » Co

z
On va considérer le fibré :

FTY Z X Zp XX XU

dont les sections s'identifient aux fleches n qui rendent commutatif le diagramme

suivant @
TY
n
Z‘szzxXxU-—wﬁ——&mY .
F*TY estun G-fibré et on va considérer le C%* (2, x 2, , C™(Xx U))-
z

module 1“06 QQ(F;KI‘Y)G = { les sections C°*%, invariantes, du fibré Frryy.

z

LEMME 3.1, : " 1% FE*TY)S estun ¢ (z,C(xx U)%)-
VA Z

module fini."

Démonstration ¢

En utilisant le lemme 1.3 .4, on peut généraliser la démonstration du lemme

1.4. On laisse les détails au lecteurﬂ



On a une opération d'évaluation naturelle :
Ev(z°) : 7% (77 TY) S e TP (F () TY)
Z
(e rappelle que F(z°) € c¥(X,Y).) .
G
On considére aussi 1'opération d'évaluation :
O, 0o G eVX 0
c? (Z,C (XxU)") e C " (X XU
zZ

du chapitre précédant .

)G

LEMME 3.2.: " Dans 1% F*ry) ona:
A
Ker Ev(z®) = Ker evy . I’Oc’)m(F>K TY
Z

)G'n

Démonstration

LtYinclusion D est évidente.

Pour prouver < on procede comme suit :

D'apres le théoreme de plongement de Palais-Mostow, on a un espace
R-vectoriel E ~ R" , une représentation fidele G < O(n), donc une structure
de G-fibré sur YXE »Y (avec la représentation G < Of(n)), et un monomorphisme

dans la catégorie des G-fibrés :

¥ Y < B

Q._..—..—.—-

N/

(Y x E est obtenu en considérant un plongement équivariant Y ¢ E et en prenant
TE|Y .).

On va identifier dorénavant TY avec son image dans YXE .

Pour y € Y on considere la projection orthogonale :

E nyE-—-——E@-—-@W 1(}’) .
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p(y) dépend, clairement, d'une maniére c” du point y . Aussi,si 6 € E ,ona :

plg.y)(g.6) = g.py)(6) .
Soit n(z,x,u) € %% F*TY . On définit n1(z ,X,u) par le diagramme

commutatif suivant :

TY Coep Y XE —a= F

/ /

-———-——a»
Z1><Zz><X><U Y

Donc :

n(z,x,u) = [F‘(zgx,u),n1(z,x,u)] € YXE .

m est manifestement G-équivariante , c'est a dire que :
[0 2] e
n, € CJ (z,cG Xx U, E)).
z

c%®(z,c"(XxU, B)) estun c°7*(z,c” (xx U)%)-module.

z° G z°
Maintenant, supposons que n €Ker Ev(z®) .

On a donc 771(z0,x,u) =0 . En procédant comme dans le lemme 2.1, du

chapitre précédent, on peut écrire n, sous la forme :
m

ﬂl(Z,X,U) = % L’)i(Z,U,X). Xi(Z,X,u)

avec
c coc’)‘” z,c%(x x U)%)

zbi € Ker evX .

X, € c°(;°° 4 ,c@é(x xU,E)).
A

Puisque p commute avec la multiplication scalaire, onpeut écrire :

42,0, D5, W [F 2%y, (2%, ]

n(z,x,u) = p(F(z,x,u))(n(z,x,u)) = 1

Maintenant, si ¢ € G , on remarque que :
p(F(z,ex,u))[F(z,gx,u), X (z,0x,u) ] =
= p(g.F(z,x,u) [g.F (z,x,u),g.x;(z,x, )1 =

= g.p(F(Z,X,U))[F(Z,X,U), Xi(Z,X,U)]
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Ceci finit la démonstration du lemme 3,2,

Maintenant, on considere 1'homomorphigsme de R-algebres :

F?K
>

c®r® (2,c®(xx U)°) = c®r®(z,c"(yx ),
Z Z

1 'homomorphisme (canoniquement défini) de Co(’)@@ (Z,Cw(X XU)G)—modules :

z
B
B =17 (2,1 (%) x U)%) —F—e1%® (F¥7y)"
z A
de méme que 1'homomorphisme (canoniquement défini) de CO(’) *®(z ,Cm(Y X U)G)—modules :
, Z
A=T177(z,T % ((TY) x Uy E % FFry)©
z z

LEMME 3.3, : " Si 1'application :

2T x UG + 1% (7y) x )G —FETFEO) (F @ ) ry)

est surjective, alors :

% + Bp

B+A 7% (F(zo)* TY

)G

est surjective "

Démonstration :

Notre hypothése peut se réécrire sous la forme suivante :

Oy _ 0,% ¥ G
 +Image B + Ker Ev(z") = on (F7TY)
ou, d'apres le lemme 3.2. :
, 0,0 G _ 0,0.%
Image o, + Image 8 + (Ker evX)I‘ZO F TY) = I‘Z o FTY

Image o )

)G

On peut considérer le Coé *® (@ , c® (X x U)G)—rnodule fini
z

C = 1°7% % 1Y)%/Image 8, ,
Z

et le morphisme canonique :

a L/
A -———F—.» I@,eo (F%TY)G—-————B’ c .

z° T

(27

Notre hypothése devient, ainsi :

a(A)+Ker‘evX .C=C .,
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D'apres le théoréme 1 du chapitre précédent, ceci implique @ (A)=C,

et notre lemme est démontré,

2) DEMONSTRATION DE i) (Théoréme de Stabilité équivariante) .-

On va commencer par deux corollaires du lemme que 1'on vient de démontrer .

COROLLAIRE 3.3.1. : " Soit

o
fECG

une application infinitésimalement stable.

(X,Y)

. s o0 . ..
Soit V une variété C compacte quelconque {avec action triviale

de G) et
he W, 0mx)% o )% .
On consideére :

B. +o,
vV —2 o rx)C 4 1 (ry)S —E L 1 (P ry

l |

7(h)

),

Lt appliCation T :

T

v, v (tx)% 0 T°(rY)Y) —=c® (v, T * TY))

est surjective."

Démonstration :

v i e e . e . o ity S B

O

5 le germe de V au point z° .

Soit z, € V un point arbitraire et Z

2
On considere la situation du paragraphe précédent, avec :
Z1 =pt , U=pt , F =1'application constante de valeur f : Donc
F(Zz) =f ,

L'hypothese que f est infinitésimalement stable, veut dire, exactement, que

. . 1 p °
o) * BF(ZO) est surjective, Donc, d'apres le lemme 3.3 :
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'Tzo

C® (2 T (V%) 4 €7 (2,17 (10)%) — 2" (2, (1Y)
“2 %2 %2

- estyaussi, surjective ., I¢i T est le germe de 7T en zg . En appliquant une partition

(o]
zZ

2
Cc” de 1'unité , sur V ontrouve g.e.d., [ On utilise i¢i le fait que

W) e cPwxx)" L],

COROLLAIRE 3.3.2 : " Soit

t e Cg (X,Y)

une application infinitésimalement stable , (Z1, z?) un germe d!espace

%) 1e

topologique qui est ou bien métrisable ou bien compact et (Z2 sZ5) 1o

. 7 rd w . N
germe d'une variété C ., On considere un

==}
F ¢ c°é°° (Zyx2z5,C XX 1,Y))
z
(ol G agiitrivialement sur 1= [0,1]), tel que :

FzO)(x,t) = x) .

Alors O + BF est surjective.”

Démonstration :

D'apres le lemme précédent,(appliqué avec V=I) , 1'application :
c®@,r % (Tx)° + T°(TY)%) — L1, ¢ 7))
est surjective, Mais, on a :

%00 PR

Donc, on peut réappliquer le lemme 3.3 et on trouve c.q.f.a.d.
Soit maintenant

(z,2°) 0 = (g (X,Y),8)

comme dans 1'énoncé du théoreme de stabilité.,
En utilisant 1a "contractibilité locale" de Cé(X_,Y) on peut attacher a ¢ une

application

0,60 .
F ¢ Cz(,) (Z’CG (Xx1I,Y))
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telle que

F(Z1,Z27Xy1) = lb(z1:Z2,X)
G o
F(z1,zz,x,0) = {(x) = F(z1,22,x,t) .

A F on associe

L 10 @Fry)C
ot Zo

[Le lecteur remarquera ici, que si
He Cz}@(XXI , Y)=c(, Cé (X,Y)),

alors, 1'application naturelle :
S e @*y)
est, en fait, dans I°@E*TY)". ] .
D'apres le corollaire 3.3,2, il existe :

n € €% (2,0 (%) x °) et
Z

g € C%% (2,7 ((Tv) x 1))
Z

tels que :

0 (8) + Baln) = = .
Soient H, et H. des

1 2

0,00 . (o] .
H, € CZ(’) (z, D]IfG(X)) (Hi(z ) =1id)

0,00 ‘ ' oy .
H, € CZO (Z,D]ffG(Y)). (Hz(z )= id)

tels que :
H dH

1 -1 2 =1

s OoH; =-n 57 0 Hy =8

(voir le paragraphe 4) du chapitre O) .
Ona:
F(z,x,t) = Hz(z,x,t) o f(x) o H1-1(z,x,t) y

ce qui finit la démonstration du point i) .



3) REMARQUES FINALES ET QUESTIONS OUVERTES :

Dans le contexte du paragraphe 9, chapitre O ci-dessus, et de (9] les raisons

abstraites qui ont fait marcher la théorie ci-dessus sont que :

a) C2X,Y) estune C7 x)% - variété faible.
b) DiifG(X) X D]'ifG(Y) est un "sous~groupe de Lie" de Diff X x Diff Y ([9]) .
c) T, d(Diff.G(X) X Diff:G(Y)) se casse d'une maniére naturelle en un Cw(X)G

et un C(Y) -module.
d) Certaines conditions de finitude (de modules sur les anneaux respectifs)

sont vérifides,
On pourrait chercher d'autres situations ol cette machine abstraite fonctionne.,
Je signale quelques questions ouvertes :

I) Soit G un groupe de Lie compact qui opere orthogonalement sur Rn .

On consideére 1'application de Hilbert

R" —£ = RYG~ pR"e—=R" .

-
T e e

_____________ N Sutlisamment reguilere’ pour

qu'elle induise un i*: CT(R") ——s Cw(RklpRn) ?

Par exemple, si G= S(n) (le groupe symétrique qui permute les coordonnées) on
peut trouver un i continu et semi-algébrique (ce qui redémontre le théoréme de Glaeser).

Mais dans le cas général il y a des obstructions topologiques & la continuité de 1i).

1I) D'aprés Hilbert, si x € R" , y € RX , 1"application
¥
G
R [x]" = P Rly]
\\ //'

S —

est surjective, donc admet une section.

Dans quelle mesure peut-on rendre cette section "continue", ?

111) Dans le contexte du théoreme de stabilité, peut-on construire une application




V)
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Soit € la catégorie des E.V.T, localement convexes (pas nécessaire-

ment fréchetiquesh et de leurs applications linéaires continues,

e e AR e et e e e e wes - e e v v G s e me e M e aem e e me e e

. ™

& CO(Z,.....)= ? .

Démontrer la version paramétrée du théoreme de stabilité équivariante

e T R I I e T T T T R I e N T I RN
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