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Le but de ce cours est de présenter le théoreme de Stallings sur la structure
des groupes a une infinité de bouts, et quelques autres choses qui s'y rattachent.
Pour rédiger ces notes je me suis largement servi du petit bouquin.:

J. Stallings : " Group theory and three - dimensional manifolds, Yale Univ. Press 1971"
(qui est un texte mathématique ol la profondeur et 17élégance sont mélangées d'une ma-
niére qu'on rencontre trés rarement). |
A part ce bouquin et les différents textes qui sont cités dans la bibliographie
qui s'y trouve, j'ai utilisé aussi :
(1) J.-P. Serre : "Groupes discretd'(cours au Collége de France, 1968-1969)-.
(2) J.-L.. Koszul ' . : "Séminaire Bourbaki 356 (Fév. 1969)".
(3) H. Cartan : ""Séminaire 1950-1951 (Cohomologie des groupes)".
(4) M. Atiyah - Mac Donald : "Introduction to commutative algebra".
(5) C. Godbillon : "Cohomologie & 1'infini,..,. .1 C.R.
(6) W. Massey : "Algebraic Topology, an introduction",

(7) N. Bourbaki : "Topologie générale" .

‘ Je tiens a remercier A. Gramain, F. Laudenbach et J.-P. Serre pour les
‘conversations utiles que j'ai eues avec eux, ou pour les pré-bouts de texte qu'ils

m'ont gracieusement fourni.

Les deux premiers chapitres ont un caractere introductif. Le chapitre 1.,
notamment est assez inutile pour la structure logique du théoréeme fondamental de
Stallings; mais il contient des motivations heuristiques ou géométriques pour la théorie

des bouts des groupes.

Je voudrais dédier ces notes A la mémoire de mon ami Tudor Ganea.



CHAPITRE 1.

PRELIMINAIRES DE THEORIE DES GROUPES , e.a.d.s.

1) Sommes amalgamées (de groupes) : [ Les premiers deux paragraphes de ce chapitre
sont complétement "supersedds" par le chapitre III, mais peuvent aider a le com-

prendre] .

On supposera connues les notions de présentation d'un groupe (par générateurs
et relations : {x, r = 1}) , groupes de type fini (= & nombre fini de générateurs),

groupes de préséntation finie.

Supposons qu'on se donne trois groupes A, G1 R G2 et deux morphismes :

A
AN
2 .
G?..
Théoréme 1.- "Il existe (dans la catégorie des groupes), un objet unique Gy %* G2 ,

A

muni de fléches h1 , h2 formant un carré commutatif :
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G
f 7 h
/ \\ 1
A : el G1 R G2
A
f\ h2
G2

et qui résoud le probléme universel suivant :

Chaque fois qu'on se donne un diagramme commutatif :

G
1

f1 \g.‘

A > G,
g
f | ~ 8
2 G
2
il existe un h(uhigue} tel que :

G

soit, aussi, commutatif"
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Démonstration : a) Existence : On peut partir de présentations de G1 y GZ :
:{x, , r;=1}

T‘Zl J\

générateurs  relations
Gzi{yl ) PJ=1} ’

et d'un systeme de générateurs de A = { a; }. On obtient une présentation de

G en considérant :

G 2

*
‘1A

G y) o (=1, pi=1, 1@ 5E)7 =1)

A ‘l ~ Y
générateurs relations.

(En particulier, on remarque que G1 3 G2 sera engendré par
A

Image hy U Image h2) .

b) Unicité : (Comme d'habitude dans les problémes universels) Soient

G G
1. 1 ,
A " H=G1 * G2 s A : > H!
h 3 '
G2 2 GZ h2

deux "solutions du probléme universel" considéré.

On peut faire jouer & (h Yo h‘z) le rdle de (h] , h2) , ce qui nous donne

H ——> H' . Par symétrie, on obtient une fleche H'—> H .
h h'
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1
hy
H ——D > H
"
h, ht,
Gy

Les quatre triangles du diagramme précédent étant co mmutatifs, on a le diagramme

commutatif :

Gy
i‘/ R
' -
gy ——hlo > H
\ h2
G,

‘L'unicité de la fleche h (dans 1'énoncé duprobléme universel), fait que

.h'oﬁ =id(H) . D'une manidre analogue hoh' =id(H'), e.a.d.s.id



Exemples :

1) Z/pZ ;Z/qZ= i}, si (p,a)=1.

(Donc : une somme amalgammée peut &tre {1}, sans que les deux facteurs le soient).

2) Théoréme de Van Kampen : Soit X un espace topologique, et U1 ’ U2 deux

sous-espaces (x‘aisonnables) tels que U

10Uy et U N U, soient connexes (par arcs).

On suppose que X '=U1 U U-2 o

On a des homomorphismes d!inclusion:

/"1(U1 ’X) \
m(U; N U, ;%) > ﬂi(X,X) ,
74(U,,x) /

qui donnent lieu a :
1r1(X,x) = 1r1(U1 ,X) % 'nrl(Uz,x) .

T S
"1(U1 n Uzyx)

(voir Bourbaki, & parafire, pour une forme générale de ce théoréme).

3)Si A={1}:

- . N 3 3 "
C.1 ¥ G2 = G1 * G2 = "]le produit libre des groupes G1 et G2
{1}

(abus de langage).
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4) On a une notion plus générale : on se donne une famille de groupes {Gi }i €] ?

et pour tout couple i,jel , un ensemble Fij {(qui peut &tre @), d'homomorphismes :

G. > Q.
1 J
feFiJ.

Par définition, la limite inductive de la famille, est un groupe H = lim Gi ’
—>

muni de fleches hi : Gig/ H qui rendent commutatif letriangle :

<
=

et qui est la solution du probléme univessel suivant ¢ Chaque fois qu'on se donne un

G et des fleches g * Gi——> G , telles que:

il existe une fléche (unique) :
h: H —m™G



qui rend commutatif le triangle :

On démontre, comme avant, 1'existence-unicité de H .

Comme cas particulier (de limite inductive), on a la somme amalgammée de

plusieurs facteurs :

1 2 k
Cette opération est associative.
5) Z % Z ¥ ciieireenens x Z=F_ (le groupe libre d'ordre p). D'aprés
\ T T——
p fois
Van Kampen :
Fp— 11r1(S1 Voeeeenennns Ceeeenen v Sl)

N
bouquet (wedge) de p cercles.
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2) Le théoréme de structure de Van der Waerden : On considére deux homomorphismes

injectifs :

donnant lieu, comme ci-dessus, a :

-
A

Pour i=1,2, soit S, unensemble de représentants des classes a droite de

G; modA, telque 1¢S, (Donc, 1'application :

AXS, > @G,
i i

(a,s) > as

est une bijection ; elle applique A X (S - 1) sur G; - A) . Toute la théorie peut &tre

faite pour des classes 3 gauche.

Soit. A= (i .,in) (nzo , ij.e {1,2) , tel que

R
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Une famille

m=(a;s1 7"°’Sn) ’ ol :

acA , S5 €S, , sj;é1 , s'appelle mot réduit de type A . (Si A= {1}, c'estun
J

"mot" écrit avec des lettres de G1—1 R G2—1 , Successivement...).

Théoreme 2.- "Si g € G1 * G2 , g4 1 ,ilexisteun A comme ci-dessus, et un
A
mot réduit de type A, m=(a ; Sq1ee01S n) , tel que ¢

- . ' V' rd
g = f(a) fi1(s 1) . fin(s n) (produit d'éléments de G, /ali Gz).

g détermine (A\,m) univoquement".

Démonstration : L'existence est immédiate : vu que G1 U GZ engendre Gu1 * G2 ,
A

il existe un A tel que :

g=£f (g.)...5 (g) avec g. € G, .
1, 1 i ~n ] i

Ona:

-f11 (g) ... fin(gn) = fil(gl) f'n-t(g"”)fin(a“s“) =

= fi1(g1) eoo L. _1(‘gn-1) f(an) fin(sn) = fi1(g1). .. fi (gn_1 an)fin-(sn) =....e,a.d.s.

Y n-1

—N —

= 851 Sp-1

Pour 1'unicité, on procéde comme suit : On considere X = 1'ensemble de tous
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les mots réduits ..

Si G= G1 * G2 , on peut définir une action de groupe (a gauche) :
A

G x X > X

?

comme suit : Fixons i€ {1,2} . On a une décomposition disjointe D(i) :
X = {mots réduits de la forme
as S, «v....S  OU §, € S; -(1) , i, #41} U

U {as,s2 ceey §‘I € Si -(D}.

Soit g €G, . On détinit (2 partir de D(i)) :

[Pour que cette définition ait un sens, il faut bien que A s'_injecte dans Gi . Autre-

ment, par exemple, il n'y a pas un a' univoquement déterminé, tel que: ga = a's

i

(ol g,a sont donnés i 1'avance) |

Ceci c'est bien une action (2 gauche) Gi X X —>X , clest-a-dire que :

g'(g".(..) =(g'g".(...) .
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Pour a2 € A ona, apriori deux maniéres de définir 3 .(...) , en utilisant

G1 x X—> X ou G2 x X-—> X , mais dans les deux cas le résultat est le méme :

a.(as1s‘2 ...... ) = (aa)s1s2 cees

On a donc défini une action (obtenue par la propr. universelle)
G x X—>X
I1 existe une application canonique
B: X— G ,
définie par :
)',’»(as1 - sn) = f(a) t11(51) v £ (sn)) (produit dans G).

n

Je dis que :

B(x), 1=x

[ En effet :

(s

n-1 n-1 n

f(a) fil(s1) RS (sn); 1=1f(a) ... £
n

= (f(a) ...fi (Sn’-z) L1 (s 1)- s )=...]

n-2 1 n
~— e e
= sn-lsn

Ceci implique que B est injectif , donc que la décomposition de x = g en mot réduit

est unique. O
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Une autre formulation du méme théoréme :

Théoréme 2-bis : "Soit Gi' = Gi -A

Pour X fixé considérons

G' x...x Q!
14 h

A1 opére 1a-dessus par :
(a1 severa y) (g1 yorey gn) =

-1 -1 -1
=(ea; , 3,854, » 8y8335 ..., A qg) .

Soit G(X) le quotient de Gi" X eos X Gi' mod An-1 ~ On a un diagramme commuta-
1 n

X ouee X Gi' > G.=G1 ¥ G
1 A
.
\ %
Go)

Soit A U U G(A). la somme disjointe de A et de tous les G()\)
)

tif canonique :

G}

i 2

i défini .
(qui définit f(K))

Dans ces conditions,

1'application

tull = :AUv Gy ——> G
R & o
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est une bijection." 1

Démonstration : Vu le théoreme 2, il suffit de montrer que chaque élément de

Gi X oo X (}i admet un représentant et un seul de la forme :
1 n.

as, X S, X ...X S .

[Si 1'on désigne par ~ la relation d'équivalence mod An.'I on remarque que :

(g1 X v ><gn)=(g1 X oooXg 4 X ansn) ~ (g1 X.oooX g qa X sn) =
= (g1 X.oeoXg 5 X @ 48 o X sn) e. a. d. s. , ce qui ‘montre 1'existance du
représentant.
Supposons d'autre part que :
(a1 yeoes an-l) . (as1 X vas xsn) =(as1 X e xsn) .
Ona: anf-lsn:Sn =>an_1=1 ’
a .s .a V. =a s =3 == 3
n-2 °n-22n-1 = %n-2 n-2 T “p-2 n-2 =1

e.a.d.s. |

Remarque : Quand on reprend-la méme théorie pour les classes (actions) a droite,

n-

A opére par :

1

(@ ,.covap ey, g)= (g3, a7 gy8,,...).
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Au chapitre III on donnera une généralisation de ce r_‘ésultat, due a J. Stallings.

La lecture préalable du théoréme 2) - 2-bis), aidera a le comprendre,

La théorie précédante s'étend mot-a-mot quand on considere une injection de A
dans plusieurs G, (pas nécéssairement deux).
Corollaires.- g € G, ¥ G, «—~———>A= (11 yeeey i) .

1A2 n

Ona: A=¢ <—> g € A . Par définition :

n = long(g) .

Silong(g) =22, A= (i1 yeeey in) , 1 # i ondit que g est cycliquement réduit,

G est conjugué a un élément cycliquement réduit, ou

Corollaire 1.- "g € G, 5

X
A.
a un é1ément de 1'un des Gi L o

Démonstration : récurrence sur long(g). Si long(g) = 2 on écrit

E=8q +++ 8y v & € Gij

. Disons que i, =1i_ .
4 1 n

-1 _
g, e8,=8, --- (g8
N~

€ G,
i

1

=> long (g'{1 ggl) <n-1 ,e.a.d.s.

Corollaire 2.~ "Tout élément cycliquement réduit est d'ordre w " Tl
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Corollaire 3.- "Tout élément de G1 ;K\ G2 d'ordre < o est conjugué a un élé-

ment de 1'un des Gi

1 —_ PO . — 1]
Si Tor G;=¢ = Tor G, ji G,=¢" .

Corollaire 4.- "Soient Hi c Gi_ des sous-groupes tels que B=A N H1 = AN H2

L'homomorphisme naturel :

est injectif."

Démonstration : On peut étendre tout systeme de représentants Hi mod B & un systeme

Gi mod A , ce qui fait qu'une décomposition réduite dans H1 X H2 est automati-
B

quement une décomposition réduite dans G1 ¥ G

A 2

3) Graphes associés aux groupes ; théoreme de Nielsen-Schreier (sous-groupes des

groupes libres) :

Par définition, un graphe est un C.W-complexe de dim < 1 . Un arbre est un
graphe connexe et simplement connexe. Pour un graphe X , on définit la caractéristi-
que eulerienne :

X(X) = (le nombre des arétes de X) - (le nombre des sommets de X) =

= vj(X) - uo(X) .
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Ce nombre ne dépend pas de la structure cellulaire de X . Dans tout graphe connexe

X il existe un arbre maximal Y < X tel que

{sommets Y} = {sommets X} .
[Si Y' ©€ X estun arbre tel que sommets Y' # sommets X , la connexité de X
implique 1'existance d'un sommet a € X - Y' qui peut &tre jointa Y' par une

aréte... J

X/Y est un graphe ayant le méme type d'homotopie que X et ne possédant

qu'un seul sommet.

Si X est connexe :

1(X) = Fy(x)e1

(donc m (X) estlegroupe libred X (X) + 1 générateurs). On a, aussi :
w
X = K(‘IT,IX, 1). (Car le revétement universel X de X , est un arbre, et tout

W v
arbre est contractible. (Hurewicz : ﬂiX =HX = 0)) Ceci peut se voir, ausci,

directement en montrant 1'existance ~ unicité des géodésiques sur un arbre).

Si X' —> X estunrevétement et X estun graphe => X' estun graphe
et toute structure cellulaire dé X induit une structure cellulaire de X' . Si le re-

vétement posséde n feuillets (n <o), ona:

x(X")=n. xX) .
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Théoréme 3.- (Nielsen-Schreier) : "Tout sous-groupe H d'un groupe libre F est,

aussi, libre" .01

Démonstration : F est le groupe fondamental du graphe X obtenu en faisant un bou-
quet de p cercles, ou p=ordre F . A tout sous-groupe H~> F s'associe un

Xt —>» 7.X soit H <> F ., Donc

revétement X' —> X , tel que, L ]

7, X' = H mais X' est un graphe et m (d'un graphe) est libre.

Par le méme argument on a le :

Théoréme 4.~ (Schreier) "Si F est libre (d'ordre fini, rF) etsi HcF est

d'dndicefini n ,ona:
- - - T
(rH 1) n(r*F N, DO
(Donc plus H est "petit" (d'indice plus grand), plus son ordre s'accroit).

Soit T € G une partie du groupe G . On définit le graphe I'= I'(G,T)
de la maniere suivante :
sommets I' = { G}=1'ensemble G

arétes I'= {[g,ot), g€G , t €T}.

Le graphe TI'= I'(G,T) posséde une orientation: naturelle. [ une orientation

consiste a donner 2 fonctions
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somm T

/ 7
arr T

v somm I

qui précisent la "premiére" et la "seconde" extrémité d'une aréte o € arr.T.

"Abstraitement” le grapheorienté T(G,T) est défini comme suit :

somm' I'=G
arrI'= G x T
vitie)=¢

5&Q=g

[ Le lecteur remarquera que notre notation fait correspondre a la paire

(g,t) €G x T le segment [g,gtjcT].

Exemples: 1) G=Z , T={1}. T estla droite infinie :

-2 -1 0 1 2 = - =

2) G=AxB, Z=A=B, T={1,,15}.
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(0, )

(0,0) (0,1)

Théoreme 5.- "Soient T< G , T = I'(G,T) .
a) I connexe <——> T engendre G .
b) T contient un lacet (aréte avec les extrémités identifides) <=> 1 € T .

¢) T (avec sa structure cellulaire canonique) est un complexe simplicial

<> TﬂT":yf

d) T'localement fini (<> localement compact) <—> T fini.

e) T fini (compact) <—> G fini.

f) T estunarbre <—> G est le groupe libre erigendré pardes t € T O

Démonstration : a) -e) sont immédiates. f) se voit comme suit :
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(—>)D'aprés a,b,c: 1 ¢ T,T ﬂT-1=¢ , T engendre G .

Si G n'est pas le groupe libre engendré par les ti € T , il existe un mondme

non~trivial :
t. ... t =1€ G .

€ # O | . On peut supposer que I|¢ |

[ Non-trivial : i # R ¥ 41 1

j+1

est minimal, ce qui fait que les éléments :

!
g = i1 £ [
b1 Y1 1t
£-1
] i E . . i el | i
avec lt fl s £ s J = flv-' |€1| + lt fi S z ‘Ell

sont 2- a 2 différents. On a: gy ¢ |=1 .
i

Les points :

sont les sommets d'un cycle non~trivial de I , donc T n'est pas un arbre, e.a.d.s.

( =—) Soit G = le groupe libre engendré par T . Pour tout mot (réduit)

£ )
ti1 tin =g onappelle X |¢ | lepoids: n(g)= & lEil . (7 (1) = o). Pour
1 n

chaque 1#g € G il existe un mot g' € G unique tel que : a) 1(g') =n(g) - 1, b) g et

+

g' sont joints par une aréte (unique)dans T': (g’ ,t{ﬁ )=[g',e7 . Soit I, = { le sous

graphe formé par tous les g € G , 7 (g)= n, et toutes les arétes [g'g]} -
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I‘n sont des compacts croissants qui remplissent I'; T =1 (un point) ;

e N Ty (collapsing),... .

Exemple : T= {x,¥}, G=F2

X
yX
-1
yxy yxy
2
1 y y
Y |
y
-1
yX
-1
X
[ Régle de construction pour les arétes de T :
gx g .
-1 J .
gy g g . g
J\ rd
-1
g gx

On va considérer des actions (& gauche)

G x X —> X
o
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ol G estun groupe, X un graphe (muni d'une structure cellulaire donnée) et «

une action qui respecte la structure cellulaire. On va considérer des actions libres,

oli aucun G 2 g # 1 ne posséde des arétes ou des sommets fixes. X/G estun
graphe (muni d'une structure cellulaire canonique), et X —> X/G un revétement

(galoisien, de fibre G = "I(X/G) / 1r1X) .

Si I = I'(G,T)on aune action naturelle : G x "I —> T |
o

définie par :
alg,g,) = egq »

ol g,[g,,et]) = [eg, , eeyt.

(Donc G opére a gauche sur T ; en modifiant un peu la définitionde I , on peut

aussi bien considérer 1'action naturelle a droite , de G sur T).

Si G° estle groupe opposé de G (droite <=—> gauche ) alors notre

1
I' (pour G)=1le T addroitepour G° . x —> x"1 est un isomorphisme G ~ G°,...

Sur le o-squelette de I' , G opeére a gauche et a droite, d'une maniere

compatible.... Cette action est libre. [ En effet, c'est clair qu'il n'y a pas des

sommets fixes. Mais c'est clair, aussi, pour les arétes, car si 1'on pense a la défini-

tion "abstraite® de I ,ona: : arr '= G X T et:

‘(%lﬁf (eg,,t)
N
€G éarrI‘=GxT]
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Remarque : Si une aréte [g1 ) €4 t] est telle que (pour un certain g# 1) :
gy = gyt ge t = g4
-1

alors t2=1 = t=t €T et

elleg, g tlU [et, gl

est la transformation-antipodique :

(g, 1)

UNE AUTRE VERSION DU THEOREME DE NIELSEN-SCHREIER (Caracfér‘isation
des groupes libres).

Théoréme 6.- " a) Pour chaque groupe libre G , il existe un arbre X , sur lequel
G opere librement.

b) Tout groupe ~ qui opére librement sur un arbre est libre ",

Démonstration : a) résulte de 1'action libre de G surl'arbre I = I'(G,T) .
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b) Si G opere librement sur ltarbre X , X—> X/G s'identifie au revéte-

ment universel du graphe X/G et »771(X/G) = G . Mais w, d'un graphe est

1

libre ...

[ Donc , un sous~groupe H d'un groupe libre G , opere sur un arbre
=> donc H est libre ! ]
Exercice : Soit V3 .une variété orientable fermée présentée comme
p # (S'I x Dz)_ + (p anses d'indice 2) + une anse d‘indice 3 . Soit
T =3(p =£ (S‘l X D2)) - (les courbes d'attachement des anses d'indice 2) ¢ p #

'(sz x D)) .

a) Si V3 est irréductible on peut s'arranger pour que
o —> T —>Fp= 111(p # (S1 xD2))

(Donc si la nature des choses était telle que o —» G ->Fp =3 rgG Xp iln'y

aurait que trés peu de variétés de dim3 !) .

b) Etudier le cas Indice [7,T : Fp] <o

[Cet exercice utilise, aussi, le dernier chapitre] .

4) Rappels sur la cohomologie des groupes : Pour un groupe ¥ on considére 1'anneau

dugroupe Z [m ] etdes Z [# ] -modules a gauche (a droite). L'homomorphisme
canonique Z [7 ]=> Z fait que tout Z-module hérite une structure (triviale)

de Z[7 ]J-module,
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Un Z [ 7] -module P est projectif si chaque diagramme :

P
/
u ,
u’/
A > B > 0

peut étre complété par une fleche u . Un module libre est projectif.

Un Z [17_] -module J est injectif, si chaque diagramme

peut étre complété par une fleche v

Un Z [# J-complexe connexe C, estunesuitede Z [ 7]-modules et ho-

momorphismes :

oll la composition de deux fléches consécutives est nulle. Si les Ci sont projectifs,
on dit que Cx est projectif . Si la suite est exacte, on dit que Cx est acyclique.

[ Une suite exacte

ou les Li sont libres  (une résolution libre de A) peut 8tre construite trés

facilement, puisque L0 représente des générateurs de A , L? des générateurs
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des "relations" entre les générateurs Lo , e.a.d.s.] .

Lemme 7 ("Modeéles acycliques").- "Soient Cx , C;E deux Z [fr] -complexes

(connexes), tels que C_  soit projectif et C; acyclique. Il existe un homomorphisme
unique . d homotopie preés, f: C% —_— C ;& noA

Démonstration : On construit les fi :

€ d d

, 1 2
O €«—— Z < CO\ ij C2<————~....
1dJ/ fo f.‘ 1
€ d% dé
O Z Ct <«——(C! <« C!
o) 1 2

de proche en proche, comme suit : (fo,f1 yoo 'fi-T) étant construit, on considere :

d
i1
Ci—2
L2 fiq
d!
t 1-1
Ci2
= fey : ! = !
d_;o0 d =o > Image (fi-1 o di) < Kerd! ; =Imd!

On applique 1'hypotheése que Ci est projectif, a:

1 .
O €«———Ker di-l <——-———a—1,——— Ci'
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pour construire fi

Pour 1'unicité, on considére

C : C!
¥ —> ¥
g
et on veut construire k: C¥-———> C;:< de degré +1 tel que:

f-g=d'k + kd

Supposons les ki construits jsuqu'aucran (n-1) et x € C, -Ona:

Hdx) - g(dx) = d'k__ (ax) + k &%

N s
=0

Ceci se lit :

ar(f(x) - eglx) - kn_ldx)zo .

3 1 1 t
Puisque Cx est acyclique, 3 knx € le ’
t.q.:

- - = d!
f(x) - g(x) kn._1dx d'k x . q.e.d.

Si A estun Z[7 }module & droite (& gauche), et C, estun complexe, on

lui associe le complexe de cochafnes Hom ﬂ,(C A):

¥ ?

Hom_(C_,A)————> Hom_(C,,A) ———> ...

30 31

Le lemme 6 , implique que si C* ’ C;K sont deux complexes (connexes), projec-

tifs, acycliques, il existe un isomorphisme canonique :
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% - *
H (Homn(C¥ JA) —g——e» H .(Homﬂ(C;K,A))

(La composition des deux r.omomorphismes Ca'G —> C;E y C)'K —_— Cxe est homotope

b

a id(Cx), ...) . L 2-emple des K(m,1), donné plus loin, montre que des Z [ résolutions
(acycliques) libres de z existei't toujours (On a donné d'willeurs, ci-dessus un pro-
cédé pour construire une réso.ition L'bre dtun A quelconque). Ceci nous permet de __c_l_ef:_-_-‘

finir les groupes (abdlienc) Aa rahanAlar ~ dAs = 2 Coliliaiemts A, en rrenant
anir g . c ’ ’

une résolution projective de Z : C, et en posant :

H¥# ,A) = H® (Hom ((C, , A.)T{

Si 1'on change de coefficients, par un Z [7 ]- homomorphisme ¢: A —> B ,
on a un homomorphisme induit, canonique ¢ : H* (n LAY —> H* (n ,B) et une suite
exacte de coefficients O > A' —> A —> A" —> O donne lieu a un opérateur
cobord :

s§: 1@, Ay —— n%m, A1),
et a une suite exacte de cohomologie. Q. est fonctoriel et compatible avec §.
Ho(w,A) = AT {le Z-module des éléments invariants de A } -
[ En effet, la suite exacte
d £

C > C Z —>0
1 o

donne lieu 4 une suite exacte :
Hom_ (C.,A) <—— Hom_(C ,A) <—Hom (Z,A) <— O
T 1 > T 0 )

d'ou :
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H(r,A) = Ker = Hom (Z,A) AT .

Si A estinjectif, et q>0:H%r,A)= O .

[Soit ¢: Cq —> A un cocycle (¢pd b1 = 0) :

g+t
Cq+1 dQ+1 > Cq dq > Cq—l .
lqo
A
¢ se factorise par une fléche
Cq/]im dq+1 ~ Cq/ker dq x Imdg

donc, par 1'injectivitéd de A s'étend & Cq—l'] .

Exemples :
® Soit wm=2/nZ et x legénérateur. Si Z [x] est1'anneau des poly-

némes & coefficients entiers et & indéterminde x ,ona:
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z 1] ~z[x]/&"-1)

Soient :
ulx) =x - 1

v(x)=xn°1 +xT2 4 ex 41

dléments de Z [x] (Z[«]), et

€ m =
(amx +...+a0) zaiez .

On considere la résolution libre de Z :

C): 0 =2 <g—z[r)<——2z[r] <— Z[r]é&——
u(x)x v{x)x uG0x

ou il est entendu que 1'on continue périodiquement.

[ L'acyclicité résulte du fait que si P(x) € Z{x], ona:
x-1DPx)=0 (mod(x" = 1)) = P(x) =0 (modv(x))

v(x)P(x) = O (mod(x" - 1)) «<—> P(x) =0 (mod(x - 1)). ]

Considérons A = Z (action triviale de ).
Ona:

c%=Hom (2 [7],2) =2
(p(1) € Z , ox)=0p(1) € Z).

1 s'ensuit que aq est :
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7 = C2n _______>C2n+1 -7z

z=cl_____ 5> M.z
a2n-1 nix
. 2q —
H“Y2/nZ,Z) =Z/nZ (g> o)

-—..—7->>,
12z /mz,z)=0 .

(@ Espaces K(m, 1) :

N
Soit X un C.W-complexe, 7= 111X et X le revétement universel de X
(avec sa structure naturelle de CW-complexe). ’ITIX opere a gauche sur X ,

~
[ Pour fixer les idées, je rappelle qu'a partir d'un choix de points base X, €exX

} n
x'o € X on a une action naturelle 2 gauche de 771X sur X -

relévement du chemin gx

[oFd
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Sur la fibre p"’}(xo) on a aussi une action a droite :

X.g = relevement du lacet xg

(0

lp
gx
g
Sur p“‘(xo) les deux actions sont compatibles. La restriction (& p"(xo))

de 1'action & gauche = les morphismes de la 171_ (X) - structure & droite ... ]

Y o~ ~
Si C*(X) désigne le complexe des chafhes cellulaires de X , C;K(X)

estun Z [1;1X]-comp1exe libre, & gauche.

-Ona:

nJ
Hom,, (n 1X} (C*(X),A) = le complexe des cochaines a coefficients locaux A ,

V)
sur X (en particulier Homz[,ﬂrx]_ (C *(X) JA) = HomZ(C%(X),A) si m, opere tri-

vialement sur A). La méme chose est vraie pour les chafhes, en particulier :

¢, ® z-cx .

Z[m, X]
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Soit 7 un groupe abstrait (donné par générateurs et relations). Par défini-
tion, un espace K(m, 1) (espace d'Eilenberg~Mac Lane) est un C.W-complexe (connexe);

Y, telque mY=17, niY =0 (i > 1). De tels espaces peuvent &tre construits

comme suit : On associe un cercle a chaque générateur de 7 et on fait le wedge (bou-

de dimension 1, avec

quet) de ces cercles {(ceci nous donne un C.W-complexe Y1

un seul sommet (Y0 =pt.)). On construit Y, DY, enajoutant & Y

2 1 une

1
2 -cellule pour chaque relation de 7 . On construit Y3 > Y2 en ajoutant de

3~cellules qui. tuent 112Y2 , €.a.d.s. Si on est parti d'une présentation finie,

chaque Yn est compact . (C.W. complexe fini). On a:

N1Y=ﬂ, T,Y =.,..= Y

= 7Y =7
2°'n n-—1n°"

nn

Un espace avec ces propriétés (et qui n'est nullement unique) sera, par définition

"un K(m,1) tronqué " (i la hauteur" n). On voit, en particulier, que tout groupe m

de présentation finie, est groupe fondamental d'un (C.W) compact.
Oh peut prendbe
Y=K(1r,1)=l_1‘_g Y, .
Une application immédiate de la théorie des obstructions nous dit que K(m, 1)
est unique a homotopie prés, e?: que, pour un C.W. complexe (connexe, pointé) :

[X,K(w ,1)1) = Hom (1:1X,7r).
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K(w,1) est contractile ce qui fait que C « (K(m , 1)) est une résolution (acyclique)

libre (en Z [} modules a gauche) de Z .

Donc :
H¥7 ,A) = H® (K(r,1),A)
\_____\'/_\/

cohomologie a coefficients locaux A .

(A définit un faisceau localement constant Asur K(r,1) , dont le module des sections
globales s'identifie justement a notre AT . H* (K(m, 1),A) = 1a cohomologie de

K(m, 1) & coefficients dans le faisceau A).
Pour des espaces (et des actions) raisonnables on a, alors le :

Théoréme de P.A. Smith.- "Soit X un espace (C.W. complexe, variété,...)

de dimension finie et 7 un groupe fini (# 1) , opérant sur X . Cette action ne

peut pas étre sans point fixe
(Ix€X, 140 €m, ox=x . o

En effet, autrement on a un revétement (universel) X -+ X/n et
X/m= K(m,1). Un résultat analogue serait vrai pour chaque sous groupe cyclique
G ©r . Mais K(G,1) ne peut pas é&tre de dimension finie, puisque G = groupe cyclique
fini possede des groixpes de cohomologie non-triviaux de dimension arbitrairement

grande.
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Corollaire.- "Si X est un C.W. complexe asphérique (c'est-a-dire tel que

1riX =0 si i> 1) de dimension finie,
Tor m, X = g ".n

UNE REMARQUE SUR LE GRAPHE UI'(w,T).
Soit T = (’c1 yeons tn) un systéme de générateurs de 7 et I'= T'(7,T) le
graphe associé. Yi est construit comme ci-dessus‘, a partir d'un bouquet de cercles

correspondant aux ti . (si tj =1 , il est entendu que, pour passer a Y, on

2

ajoute, entre autres, une cellule qui tue le cercle. tj) .

Si 1'on désigne par "Yoo = Y = K(m, 1) on remarque que pour i3 2 , le

w~
squelette 1-dimensionnel du revétement universel : (Yi)T (ne pas confondre avec

LY]
Y1) est indépendant de i (puisque 7 Y =7 i=2)).

,\J
Lemme 8.~ "I'(m,T) = (Yi)l (i = 2) (homéomorphisme canonique)”.

n
Démonstration : Une fois qu'on a choisi un point-base x , de Yi , au-dessus de- YO s
N
il y a une identification canonique (Yi) o=T=T.X (ol1 on se référe a 1'action a gauche
s -
de 7 sur Yi) . A chaque 1-cellule t, de Y, et 4 chaque sommet g =g X E(Yi)o

W
correspond une 1-cellule de (Yi)1 définie comme suit :

ti correspond a une application t_i : [0,1 ] -+ Y1 CYi qu'on releve en un
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o - N ~ Py
chemin ti: [O0,1] -~ (Yi)1 o Yi commengant au point ti(o) =x=1.x et

E Y Al
aboutissant en ti.x . On peut considérer la cellule gti définie par g.ti(t)
Elle relie g.x a gt.x . Pour t, € T , g € m onobtient ainsi tout le
)
1-squelette de Yi .
On voit que 1'action (4 gauche)de # sur T , qu'on a défini avant, est la méme
que celle qui provient de 1'action de 7 (comme groupe de transformations du revétement),

™~
sur Yi

GROUPE FONDAMENTAL DE SURFACE FERMEE
Soit T une surface connexe, fermée, (¢'est-a-dire compacte a bord= @) ,
et T son revétement universel.

Par des moyens élémentaires, on voit que :

aJ
- si T=S2 ,P2 - T=S2

- si T;éSz,Pz » T=R,

Donc, si T # S, P, = T~ K('HTTJ)

2
D'autre part, pour le groupe libre Fp
K(Fp-,T) = un bouguet de p cercles,

Donc H1(Fp,Z) = zP | Hl(Fp,A) =0 (i >1). Puisque HZ(T,Z/ZZ)=Z/ZZ ,

il en résulte que, si T#£ S 1.T n'est jamais libre,

2 s,

Pour une surface pas fermée, au contraire, 4 est toujours libre.
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VARIETES DE DIM.3.

N
Lemme.- "Soit V., une variété de dim.3 telle que # .V, =infini, 7.V, =0

3 13 2°3
i

Alors VBN K{m 1\/3,1)

A . N J ~,
(En effet, pour le revétement universel V3 on a, de toute fagon ”IVB = 172\/3 =0. o
» . . N » ‘\} (a4
infini ~— V3 non compact —» HB(VB"Z) =0 - mV; =0 . D'aurre parr,

~J

H3+i(\/'3) =0 -» LW o) ~—>V3 est contractile, e.a.d.s.).

Théoréme de décomposition pour les variétés de dimension 3 fermées, orientables yorientées)

(Xneser, Milnor, ...) "V3 se décompose (d'une maniére unique) en somme connexe

de facteurs indécomposables. Les facteurs indécomposables, W3 , sont de trois

sortes :

y
— . ¥ — 3 . — Y " ‘ >
0) 712W3 =0 , 111W3 =fini ( ¢ W3 = sphére d'homotopie).

1) 7 =0 , mW, = infini . (Ceux-12 sont tous des K(m,1)). (Donc

2"3
Tor "IWB = ¢).

= v o7n
2) 112W3 £0 . Dans ce cas W3_ S, X Sy » 111\V3 - Z

(Du point de vue de la théorie des bouts, les facteurs de type i sont caractérisés par

br. =1 etles variétés décomposables par bw1 = ).

1

Problémes : 1) Quels sont les groupes 7 tels que K(7,1) ~ (variété fermée) ?

2) Les facteurs indécomposables du type 1 sont-ils caractérisés { t opologique-
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ment) par leur type d'homotopie (donc par 7 1) ?; Dans les mémes conditions %3 = RB ?

3) Les facteurs indécomposables du type O sont-ils caractérisés par leur

N
type d'homotopie simple 7 (ce qui impliquerait W3 = SB) .
nN
4) Modulo les problémes 2-3, les actions de M sur W3 sont-elles conjuguées

a des actions linéaires ?

Remarque : Dans le probléeme 2) , pour montrer que G:’B = R3 il suffirait de montrer

4V
que W3 est simplement connexe a 1'infini.

De toute facon, la cbnjecture W3 = R3 est impliquée par la conjecture plus
forte que W3 posséde un revétement fini qui est " suffisamment grand" (Waldhay -

Sen vv.v..).

5) Rappels sur les algébres de Bcale @

Une algebre de Boole est unelattice (L , N,U), telle que:

1) U e (N sontdistributives.

2) § des éléments extrémes, O, 1€ L .

3) YaeL , T "ecomplément" a' €L, t.q. aUa"=1,

' =0
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Un anneau de Boole est un anneau L{avec O,1), telque V¥x € L: x2 =X

On suppose L commutatif ; On remarque que V x:2x=0

On a une bijection canonique :
{ algébfes de Boole & isom, prés} T———2 { anneaux de Boole a isom. pres}
A (1,4, N) correspond1'anneau de Boole (L, +,.) ou :
"a+b=aUb -aNb=(@uUb) N (aNb)=( Nb') U Na')

a.b = anb

A (L, +,.) correspond 1'algébre de Boole (L,U,MN ) oli a< b «> a=ab ,et:

alUb =a +b + a.b
a b = a.b
a' =1-2a

Je rappelle que pour un anneau A , Spec A désigne 1'ensemble des idéaux premiers

de A , muni de la topologie de Zariski définie comme suit: si £ € A on désigne

par V(f) = {1'ensemble des p € Spec A, telsque f € p} ("led points" ol la

<L opar

"fonction" f "s'annule")f, X, =SpecA - V(f) . Les X, forment une base d'ouverts

pour la topologie de Zariski.

Lemme.- "Si A est un anneau de Boole, chaque idéal premier p ¢ A est maximal

et A/p =1lecorps a 2 éléments (Z/2Z)" .
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Démonstration : Si p est premier chaque élément x du corps de fractions de 1'anneau

sans diviseurs de O , A/p satisfait & 1'équation x2 -x=0 ,e.a.d.s.

On peut faire les remarques suivantes sur Spec A (A = anneau de Boole).
@ Xf = Xg «——f=g
En effet je rappelle que pour tout anneau B et tout idéal J & B on définit

radJ = p= {x €B , t.q. in,anJ}.

A

JC p €SpecB

C'est un exercice facile de voir que :

Xf-—-Xg &= rad(f) = rad(g) .

Donc, puisque i = f, gn =g , ca signifie:

f = ug =—> f<g

g =VvlE e>g &1

@ Spec A est quasi-compact.
Eneffetsoit E € A t.q.

Spec A = X
feE

f

Donc VpeA . At €E t.q. f €p

== J(E) = (1'idéal engendré par E) = A
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= e f1 ooy fn €E (n fini), t.q.

1= f1g1 +... +f g

n-n (gi € A)

= Spec A=X. U... U X
f.1, fn

(donc de tout recouvrement ouvert de Spec A on peut extraire un recouvrement fini).

3@ Chaque X; est ouvert et fermé , ala fois.
En effet :
f.(1-f)=0 X; N X(I-f) =X =@

£ +(1-f) = 1 | Xg UX(pgy = X;=SpecA .

@ Spec A est Hausdorff. (donc compact).

En effet, si p#4q, p,q€ SpecA , Jf €p , ffq

..._...;>qEXf R peX‘[;f 3 eae

En effet :

p; € )xfiQ—————é fijf p «—> 1-f €p, .

Donc p €Spec A est élément de UXfe——-——}\
i,
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35 , 1—‘fj € p (1 -»f.1) e (1 -fn) €p
(ici on applique le fait que p est premier).

Mais

(1-f1)... (1-fn) = 1-(f1U... Ufn) ,

donc p € Uxfi&_”'(flu'”ufn) €Ep «——>p € Xftu‘“ Ut

@ Tout ensemble Y € Spec A qui est a la fois ouvert et fermé
la forme Xf .

Eneffet Y étanf ouvert

Y = X .
v g
geE
Y étant fermé, il est compact, donc 3 £, ... £, € E , t.q.

Y=X, U... UX = Y=X .
f1 f'n f1U... Ufn

@ Spec A est totalement discontinu,

En effet, soient p,q € Spec A , p# q et p,q€Z © Spec A

Donc J f €A:

p €X ,q€X1_f

= Z0X, # G # 2 NX,

=) Z n'est pas connexe.

est de

A partir de ces remarques on déduit tout de suite le théoreme suivant, dont la moralité

est qu'une algébre de Boole est un objet si simple, que son .Spec, en tant qu'espace
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anneld n'est rien d'autre qu'une tres ordinaire structure topologique :

Théoréme DE REPRESENTATION DE STONE.- "1) Sur 1'ensemble compact, tota-

lement discontinu Spec A , considérons
€ ( Spec .A, Z/2Z) ={1'ensemble des fonctions continues ,
Spec A —> Z/2Z }={1'ensemble des parties ouvertes-fermées de Spec Al
Considérons la fléche :
A ———(2/27) Spec A
qui attache a chaque £ la fonction :

p ——laclasse f € A/p=2/2Z

Cette application établit une bijection canonique.

A~ (Z(Spec A, Z/2Z).

2) Le point précédant établit une bijection (canonique et fonctorielle) entre
{ les algébres de Boole, & isomorphisme pres }

et {les espacesvcompacts totalement discontinus, ahoméomorphisme pres} " .

Exercices : 1) Déduire le théoreme de Stone du théoréme de représentation de

Gelfand.

[On associe @8 A 1'algébre de Banach obtenue en complétant 1'algébre normée

n
B:{Z i, o X €C , f €A, Ifi=1, fifj=0},
1

| = Aifili = sup | il ]

2) Quels sont les anneaux de Boole ol tout idéal est principal ?
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LA THEORTE DES BQUTS.

Dens ce chapitre on parlera d'espaces localement compacts, connexes, et
localement connexes, Quand on parlera de cohomologie 1'espace sera (en principe),
aussl, para-compact,

1) Topologie générale : (n commence par des sorites.

A) Un ouvert connexe est une composante connexe du complémentaire de sa
frontiérer

B) 81 X est localement compact, F < X wun fermé, U une composante
connexe de X-F, alors la frontidre 00U < P.

¢) X localement compact, K < X compact =) les composantes non relati-
vement compactes de X~K sont en nombre fini,

[En effet, soient A (i ¢ J) 1les composantes (connexes) de X-K, et
L DK un voisinage compact de K., 0L (qui est compact, contenu dans \J Ui) ne

i
touche qu'd un nombre fini de Ui ) ,.,,,Uh. Tous les autres Ui , (étant connexes,

1
et ayant éqchﬁ, sont contenus dans L..J.

D) Dans la situation de C), soit K* =-K U (les composantes relativement
compactes de X-K).

K* est’compact, et les composantes non relativement compactes de X-K*
sont les composantes non relativement compactes de X-K., Si X = K¥ on dira que
K est plein,

| [En effet, K* est un fermé, contenu dans L,...].

Si UcX est un ouvert, on désignera par n(U) = 1l'ensemble des Compo—

santes connexes de U muni de la topologie discreéte, Si UcV on a une application

(,()V’Uﬁit(U)_> a{v).

Si XK cX est compact, la famille {X—K} (K ¢ comp. de X) est filtrante

(pour 1'inclusion) (Pour deux compacts K1,Ké X, _Jun compact K D K1,K2,...).
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Par définition 1l'ensemble des bouts de X est la limite projective :

B(X) = lim n(X-K)

<____.

(n va désigner par Py ltapplication canonique :

9t B(X) ~ n(x-K).

Si Uc X est ouvert, on désignera par n'(U) c:n(U), l'ensemble des
composantes connexes non relativement compactes, (n a : ¢% U:n'(U)-a ' (v), si
s
vcVv.

Je dis que :

B(X) = 1lim gz'(X-K)
<_..__._.

[En effet, la famille des X-K, ou K ¢ compacts pleins, est cofinale dans
{X-K}, donc
B(x) = lim n(X-K), e.a.d.s.].

<-—_—_
K=K *

Proposition 1,- "a) Si X est compact B(X) = f.

bz si X n'est pas compact B(X) # B.
c) Si X n'est pas compact, et U c X un ouvert connexe non
relativement compact, de frontiere oOU compacte, il existe b ¢ B(X) tel que

— !
@GU(b) =T .

[a) est triviel, et b), c) résultent de A) ci~dessus et du fait que

2'(X~K) est fini et L c H => @i_L,X_H:n‘(X—H)-a ' (X-L) est surjective.

D'une manidre plus précise, on applique le théordme (Bourbaki : Topologie
générale) qui dit qu'une limite projective de compacts X % ﬁ est non vide et que:
: : a

Lin - X ).
o Him 1, L) oe,ptg)

(Le lecteur pensera & 1limX < 11 X ,, au théoreme de, Tichonoy ue.a.d.S....>].
' — « a a
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En tant que limite projective d'ensembles finis (et discrets), B(X)
posséde une topologie naturelle d'espace compact (séparé + quasi compact) totalement

discontinu, (Bourbaki : Tcpologie générale),

b(x) ¢ [O,1,2,,_,§n] désignera la cardinalité de B(X) (le nombre des

bouts de X).

Soit i =X LJB(X). n met sur X la-topologie suivante : Sur X <X
la topologie induite est la (vraie) topologie de X. .Pour b ¢ B(X) et tout
. s -1
compact K < X on considere l'ouvert @K(b) < X. Les @K(b) L/QK @K(b) seront,

par définition, une base de voisinages (ouverts) de b ¢ X,

b ¢ B(X) \

\\\\\\\\\\\\\\\ @K(b) >vois° de b
’ 2
v X
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(n remerque que les ouverts-de la topologie induite sur B(X) c:i sont de

la forme J @£1¢K(b). Donc, sur B(X) la topélogie induite est la méme que celle
beE

de lim, introduvite ci-dessus,
<...._.

Proposition 2,- "X est compact et connexe ; B(X) est vn fermé et X un ouvert

partout dense",

Démonstration laissée en exercice au lecteur.

Proposition 3.~ (décomposition "canonique"). "Soit X comme ci-dessus, avec

b(X) = n ¢ . Tl existe un compact plein K = K¥*, tel qu'on ait une bijection :

B(t) —5 s (xek) % 2 (£-K)".

b, € B(X)

le compact K = K¥

@K(?é) ¢K<b2)

La décomposition "canonique" de X,

La démonstration est un exercice laissé au lecteur
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Exercices :

19 81 X est réunion dénombrable de compaots, on peut édifier une théorie
équivalente & la précédente, comme suit :

Un prébout de X est, par définition, une suite :

XDF DF D ,..DF D
1 2 ' n

ol a) F, est fermé, F, £ p.

(o)
b) OF = F -F  est compact,

c) Fn est connexe.
i) Nr = p.
np B

Sur 1'ensemble des prébouts de X on a une relation d'ordre partiel :

(P} ¢ {6} <—> Vn, duln), tel que
FN(n) (e Gn.

Lemme,— "¢ est une relation d'équivalence", (Donc {Fi} < {Gi} — {Gi} < {Fi}).

Une classe d'équivalence est un bout ...

20 Mettre la théorie des bouts sous forme de solution d'un probléme uni-
versel,
%0 81 X,Y sont localement compacts, non-compacts (connexes,...) :

(X x Y) = 1.

Si Y est compact :

b(X x Y) = b(x).

4° Si Y est localement compact, tout homéomorphisme ¢:Y » Y se pro-
longe (univoquement, 4 un homéomorphisme Q*:§ - %. Soit X un compact, X son
revétement uﬁiversel, f:X - X un homéomorphisme induisant 1'identité sur n1X
et I:¥ - X 1thoméomorphisme induit. Alors f*WB(i) = identité,

5¢ Si V est une variété connexe, fermée, de dimension » 2 telle que

V ~ K(nV,1) alors BV = 1.
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2) Topologie algébrique.: Soit A wun anneau commutatif et H*¥ la théorie de coho-
mologie de 5ech-Alexander—Spanier 5 coefficients A, Hﬁf= cohomologie & supports
compacts,

(n définit la cohomologie & 1'infini :

1*(x) = 1im m*(F)
o =

ou FcX, F fermé de complémentaire relativement compact. Soit {F} 1l'ensemble

des T,
Ici se place un petit ennui d'ordre technique. Pour un C.VW. complexe gquel-
conque (localement fini) il n'y a pas assez de (co)—chaines cellulaires pour cal-

culer H% ou H*, (Exemple : 81\/ 82~« S3 V... avec une (.W.-structure
[we) N .

appropriée). (n dira qu'un C.W, complexe : X D ... Z>Xn+1 2X 2 ... :)Xo' est

"pas trop méchant" si sa structure cellulaire est faite comme suit : Pour chaque

(nt1)-cellule D = disque de dim, (n+1} 0D possede une sous-division cellulaire

polyhédrale ; l'application d'attachement széD - Xn envoie injectivement chaque

i-cellule (ouverte) de 0D ‘dans Xi'
Pour les C.W. complexes pas trop méchants, les choses suivantes sont.vraies,
1) i le complexe est localement fini l'opérateur d'homotopie passant des
chafnes singulidres aux chafnes cellulaires est Aro re ; on peut donc calculer
HEY, HX par des co-chaines cellulaires,
2) Par sous-division wn tel C.W. complexe peut &tre transformé en complexe
simplicial,
3) (n peut construire nos K(gu,1) = Y 2.2 Yn+1 oY D (du chapitre
précédent ), en ne se servant que de C.W. complexés pas trop méchants, (YO = pﬁ,)
DANS CE COURS ON NE CONSIDERE QUE DES C.W. COMPLEXES PAS TROP MECHANTS.
[Une autre modalité plus élémentaire pour éviter le probléme technigque qu'on

vient de mentionner, et de travailler avec des complexes simpliciaux un tout petit

plus modifiés, comme suit : on accepte comme "cellules" des simplexes standard
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soumis & des relations d'équivalence du type suivant : certains sommets sont iden-

tifiés entre ewx, et certuines arétes sont contractées, Ce genre de complexes

*

sera aussi agréable pour Hf

* : . )

ou H© que les complexes simpliciaux,et suffisamment
oo

général pour permettre toutes les constructions géométriques dont on a besoin dans

ce cours]°

Proposition 4.~ "(n a une suite exacte :

v H(X) —> H?+1(X) —s P (x) — () —s ...

(?« résulte de 1'inclusion : (co-chafnes finies) — {co-chafnes quelconques) et
¢ de FcX ...).

[En effet pour tout F ¢ {F} :
{les compacts de X-F} = {les fermés de X, contenus dans X-F}, et

’H*(X‘mod F) = B (x-F).

0n a donc une suite exacte :

—> B(F) = H?+1(X—F) — %) — #FN(E) — ...

(n passe ensuite a la limite inductive, en remarquant que

" (x-F) = Hn+1(X)]-

lim -

Proposition 5,~ "Soit B(B(x),A) 1'A-module des applications continues

B(X) - A. Alors :

G(B(x),4) = 1o (X) (3 coeffi. 4)

(iso. d'A-modules),"

Démonstration :8i F ¢ {F}, 1'adhérence fde T dans X est T u B(x).

Puisgu'il s‘égit de cohomologie de 5ech—Alexander—spanier :
Ho(r) = B(w,4).
Une application continue F - A se prolonge uniﬁoquement en une application

A
continue F - A, donc :
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{HO(F)} X {Ho(ﬁ)} (isomorphisme de systémes inductifs de groupes
abéliens), Donc

Ho(x) = Lim 1o(F) = Lim Bo(F),

Mals (\ﬁ = B(X) ({F} est une famille projective de compacts). La cohomologie de
éeoh étant continue :

l. OA—_—-_Ol' 2

im Ho(F) = H ((_1_1_11 F)

u_..\/,\._l
= NF=B(X)...]

Remarque : Le lecteur se rappellera que si 1l'on interpréte les co-chaines

d'Alexander-Spanier comme des fonctions, le cup- produit s'obtient justement par

multiplication. Dorénevent on prend |4 = 2/2 3|. Ho(x) = Ho(X, z/2 2) muni de +
o0 [ee]

et du cup-produit, qu'on va noter ., est un aznnesu de Boole et l'isomorphisme précé-
dant s'étend aux structures multiplicatives respectives,

Corollaire 6,~ "On a une identification canonique :

B(X) = spec Ho(X, 7/2 7).

En termes "numériques! :

b(x) = dim y

22 1o(x, 7/2 7)

(dimension d'espace-vectoriel sur 2/2 7). Si b(X) < «, -cette dernidre égalité

est trensparente dans la décomposition canonique).

Corollaire 7.- "si X est un (,W. complexe de i-éme squelette Xi :
B(X) = B(X1>”.

(on ne travaille gu'avec des C.W. complexes pas trop méchants,..).

Corollaire 8.— "Si X n'est pas compact, et H1(X, z/2 7Z) =0 ona:

b(%X) = 1+dim H;(x, z/2 7).

z/2 1z

Démonstration : (n a la suite exacte ;

Hg(x) - Ho(x) — Ho(x) ~ H1(X) - 1 (x).
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Nos hypotheéses sont : Hg(X) = H1(X) = Oy4's

bX).

Remarque : l'A-module E;(X,A) est libre (HO(X,A) = A n effet soit
- o<

F = BX l'espace des bouts de X, On peut toujours plonger Fc< S., Fc S (et

2 - 3
de telle maniére gue SB—F s0it la suspension de S2—F). 0n a la suite exacte de

cohomologie :

0- Ho(S ~F,A) - Ho(S
3 oo
\_ﬂ_—._..__./

A

1 .
5 F,A) Hf(s3 F,A) - O.

(H1(83-F) = 0). On remarque que :

Bks2-E0==B(SB-F)

it

F=BX’

donc :

i

Hog(XyA> HO(SB—F:A) = g(F,A‘).

(o]

Si 1'on montre que H} est libre, cette suite splitte, et on a fini, Mais :

1 _ _ - -
Hf(83~F,A) = H2(s3 F,A) = H1(S2 F,A).

\ \ J
VT N

dualité de Poincaré Isomomor phisme
de suspension,

Mais 82—F a le type d'homotopie d'un complexe de dimension 1, et le H1 d'un
complexe de dimension 1, quelcongque, X1, est toujours libre, puisque :

5(x) =2 (x)

et cecl
- est libre,

3) Algébre homologique : Pour la simplicité, on va désigner dorénavant 2/27 = 7

2
Pour le moment on considére des GROUPES DE PRESENTATION FINIE., Pour un tel groupe

on peut toujours trouver un complexe simplicial fini K, tel que g XK = G,

Théoreme 9,— (Hopf) : "Soit K un complexe siwplicial fini, K - K un revétement

galoisien de groupe Aut(%/K) = G, tel que H1(£;ZZ) = 0. Alors

t

/o . o
Hf(K,zz> = H (e,z2G) .
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(Ici ng est 1'algdbre du groupe (& coef. 22), considérée comme gZG-module &
gauohe).[ Exercice : faire la dém, en utilisant la suite spectr, du revét,],

Corollaire,—- : Dans les mémes conditions que ci-dessus b(ﬁ) ne dépend que du

groupe G, m va le désigner par b(G) et l'appeler le nombre de bouts du groupe

G. On a ainsi défini (pour le moment), b{g) pour tout groupe de présentation

finie et :

o(a)

v(G)

0 ¢—> G est fini, et si G est infini (é——) K non compact):

il

1wdim H'(g,z.0).
z, 2

Démonstration du théoreme de Hopf : Soit 4(g) = HomZ(ZG,Z2) le ZG-module
des fonctions ¢ - 22 "ol l'opération de ¢ est définie par :
(g(,o)(Y) = cp(g—1Y). :
A(G) s'identifie & 1'ensemble des parties de ¢, avec l'addition mod 2 et
1'opéra£ion de G & gauche, (n a une inclusion canonigue

2,6 G—> Ale)

ui identifie Z2G aux sous-ensembles finis,

Par définition, E(¢) est le ze-module A(G)/ZZG.

Lemme &).— ¢ "Si M est un ZG-module (é gauche) :

)

. ~ 11
‘T:Hom (1,2,) % Hom, (15,4(G))".

[Bn effet : on obtient une fleche — en attachant & gm - z ¢ 22 1'élément
m — (g—1 - z). Le fait qu'on cbtient une bijection résulte de 1'identité bien

connue 3

HomF(PNA'il M, PA) = HomA(M,HomP(N?A)).

Le lecteur remarquera qu'on s'est arrangé pour obtenir HomZG(M,A(G)) avec
sa structure de ZG~module 3 gauche, D'une maniére explicite, soit ¢ € HomZ(M,Zz),
En fixant m ¢ M et laissant g é G variable définit une applicafion

@m:G - 22 par :
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plem) = ¢ (g) ¢ Zye

m peut calculer ¢(gg'm) de deux manidres :
Potm
oleg'm) = S @g,m(g) = ¢ (g8').
o (eg")
o _ . o . e -1
Si 1l'on attache a m ¢ M l‘appllcdthn ¢m.G‘» Z2 definie par ¢m(Y) = @m(Y ),

M>ne+—> ¢m € A(G) est w ZG-morphisme :

¢gm(Y) = @gm(Y~1) = @m(Y~1g) = ¢m(g—17)

o = g¢m].

Lemme b).—_ "Soient (C*), (C;) deux ZG-complexes projectifs (é gauche) :

dd

0 ¢— Z 5 C! ¢ ci<
. d
0 ¢ Z<—5— C, ¢—— C< .ee
1
ou : a) (C*) est une résolution acyclique de 7,

b) H(Cl) =2 (<=> Ker ¢ = Imnd}).
Aors 1 wn morphisme h:C; - C, tel que pour tout ZG-module K (a2 gauche) :
nx:go(a,M) —> Ho(c!,m) (bijection)",
[Il suffit de montrer qu'on peut élargir C, en changeant : Ci == Ci+Pi

(1 > 2, Pi projectif) de telle fagon qu'on obtienne un complexe acyclique, Soit

P2 un.module libre tel que P - H (C%)-a 0 . On définit d;:P2-» C% par

2 1
P
2\\\ at
[
0 <—1H (¢!) ¢<— éEE arl < ¢!
< e < O

Ainsi on a tué HT’ e.a,d.s.].

Lemme cj.— "Soit (C;) un ZzZG-complexe .projectif, tel que :
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a) Hoiﬁif = Z.
b) H1(Hon£io;,22)) = 0.
AMors
1 . "
1 {fom, (), 3)) = B (¢,2,0)".
[D'aprés le lemme a) et la condition b) ci-dessus :

1'(ct,a)) = H1(HomZG(c;,A(G)) = 0.

(n considere le h:C, —» C, du lemne b) et la suite exacte de coefficients :

0= 2,6~ aa) - la) - o.

m a :
go(e,a(e)) - Ho(e,E(e)) - H’(G,ZZG)-» n'(a,ale))
~|n, ~(h, A, h,
v \
Ho(cy,a(e)) - 5oy, 5(e)) — ' (0},2,6) - 1'(0f,a(e)).
on a @

i'(e,4(e) = B' (o, (0,,4(¢)))
= ' (#om, (c,,2,)) = 0

(puisque Cy est aoyclique), On applique le "lemme des 5".,.].

[Remargue : pour que tout ceci marche bien on devra vérifier que les dia~

grammes du type :

HomZ(Cn’Zg) i > Homz(0n+1,22)
| isomorphisme 7 |-
“lcanonique T -
\/ vV

> HomZG(Cn+1,A<G))

HomZG(Cn,A(G))

Sgnt bien commutatife. En effet, soit ¢ ¢ HomZ(Cn,Z2), X € Cn' On définit
g9 par

olex ) = ¢ (&), (6¢)(gxn+1) =9l ()
n n+ o o
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(done = ¢! (g) = ¢(d(gxn+1)) = ¢(g6xn+1) =gy, (&)
n+1 - N+ 1

-1
on a HomZG(Cn,A(G)) > g, Telx) = {g - ¢Xn(g ) €7 donc

2}’
or(x, ) = ACE R 1(g~1)}.

n+
del,
D'autre part :
-1 -1\,
T(@¢)(Xn+1) = {g > ¢y (g7') = Py (& ")}...].
n+1 n+1

Le théoreme de Hopf résulte des lemmes précédents et de 1'isomorphisme

de Specker :
"si ﬁ-» K est un revétement galoisien de groupe G (K complexe simplicial
fini), on a un isomorphisme :
7 ~ (T T 1
Hong(c*(K), 2,6) = cx(K,2,)".

(C*(ﬁ) ve jouer le réle de C} eer)e

~

[On choisit un point base dans K, au-dessus du point base de K (1'isomor~
phisme de S, dépendra, bien entendu, de ce choix). Cn(i) est un ZG-module libre
engendré par des relevements (choisis une fois pour toutes) o € Cn(ﬁ) des
n—~simplexes de X, L'isomorphisme de Specker résulie de; 1l'isomorphisme (lemme a)

T

~
~

Bom, (0, (X), ale)) > Hom (c, (), z,) = c*(K)

en remarguant, que,qpour
nom,.(0,(K), 2,6) < Hom  (c,(K), alc)),
1'image T(HomZG(C%(K), Z2G) = C;(ﬁ) C:C*(K).
D'une maniere plus explicite
¢ € HomZG(Cn(K), 22)
est défini par :

¢(0) = Z 2.8

(oh gi € G, 2 € 22 ,et un nombre fini seulement de z; sont # 0). Puisqu'il
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stagit d'un ZG-homomorphisme :
olgo) = 1 2, (g8,) ...
On fait correspondré & ¢ la co-chaine finie Ty € C?(i,22)
1¢(g o) = ..
i i
Comme avent, le diagramme suivant est commutatif :

" d "
Hong(cn(K), z2G) —— HomZG(Cn+1(K)f ZZG)
ol sl

0

1. /& 4172

Exercice : Pour un G infini gquelcongue

dgim_ mo(e,m(q)) = 1 + dim_ B'(G,7%.G).
- . Z, 2

Si ¢ est fini
wo{a,r5(e)) = H1(G,Z2G) = 0.

Exemples.— (Ici K sera toujours le revétement universel, n1K =G).

(i) G
(2) ¢

1l
N
=~

1
W
Lt

i
=y
I
o’
N

]
™o

li

Zyx 2, (groupe dihédral infini)

2
K=P2VP2
K=o v sé v By v Syv e = b(22 * 22) = 2.
(3) &= 2+2 ;

S xS, B=Rr =>vlz+7) = 1.

K 1 2 2

il

D'une maniére analogue, si G = A+B ou A,B sont des grioupes infinis :
b(A+B) = 1
et si B est fini

b(A+B) = b(4).
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(4) Supposons que card A > 2, card B ) 2 et soient n1K = A, g K_= B.

G=4x B, alors K = KA v K

B

Les revétements universels de KA ,'KB seront

Xl
0 T
o
X”
© x" o
o)
Xlll
o}

Donc le revétement universel K sera infiniment remifié & 1'infini

o ——
‘b(KA\/ KB) = oo =) b(A % B) = oo

Théoréme 10.~ (Second théortme de Hopf) : "Soit ¢ wn groupe (de présentation

finie), Les seules valeurs possibles pour b(G) sont :

b(a) = 0, 1, 2, o ."

Démonstration :0n va montrer que b(G) y 3 => b(G) =o, Soit X wn

C.W. complexe fini (connexe) tel que n1X = G. (n peut supposer que Xo = pt,

donc ¢ opere transitivement sur (X)Oq On suppose donc, que o > b¥ = b(i)1 =n3 3
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et on va trouver une contradiction,
(n considere la "décompesition canonique" de (£)1,, o X est compact et
E& est un ouvert connexe, éFi c K, Fi ~ bi € B((§)1> (i = Tyeeaslt),

&
b1

b "décomposition canonique"

(de (§)1).

On peut supposer gue K est un sous-complexe (comnact). Vu que G agit

it mre bt

transitivement sur (i)o (et @ agit sur (§)1), :}g € G, tel gue gK CZF1.
Sans perte de généralité gK est trés loin de X (gK A K = ﬁ). (n a donc une

autre image de (§)1 :
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ou le boutb b1 se casse au moins en deux bouts distincts., Donc bX > n, d'ou la

contradiction !

Proposition - "Dans les némes conditions gue ci-~dessous BX est parfait (donc
p Py M,

ctest un ensemble de Cantor)”.

{Méme démonstration que ci-dessus, su presque).
s P 1

p

4) Croupes de type fini, Soit G un groupe de type fini et T c G un ensemble

i;gi gqui engendre G. (n va considérer le graphe F(GO,T) gqu'on va appcler (paf
abus de langage T). Su£ I, G° agit & gauche (donc ¢ ¥ droite) ( <—> action
de G° & gauche sur E(G0;1)) mais on a, aussi, une action (compatible, et natu-
relle) & droite (donc G 5 gauche) de G° sur G = somm T (¢&—> action de @o©
& droite, sur le fibre, & l'origine du revétement xK(go,1) - x(@°,1)).

Donc‘ somm - P = G.

GxT=arr T = {[g, tg]}

"premier sommet" “second sommet"
v‘f1[g, 2] (8, tg]

¢ agit & droite sur 1 et & droite et & gauche sur G = somm T,

[La raison de ce changement d'orientation par rapport au chapitre précédent
est que de cette fagon des boutls (de ¢) restent interprétés au terme de cokhomologie
de ZG-modules (é gauche) ; & part cela, vu que G X G° (donc (K(G,1))i % (K(G°,1bi

(i & w) on n'a pas vraiment changé grand'chose ...].

On remarque que, si G est de présentation finie, (engzendré par T),

d'aprés le chapitre précédent et le parsgravhe 3) ci-dessus be = bp. (1 ='(Y.) ).

n va montrer maintenant que, si G est seulement de type fini, br (en
fait méme Bp !) dépend seulement de @ (et ras de T), ce qui va nous permetire.

de définir (pour G de type fini) :
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b = br (B(¢) = B(r)).
Soit C*(r) = C°(r)+c1(r) 1'ensemble des co~chafnes cellulaires (Simplicialeé),
mod 2 (& coefficients ZZ) sur T.
on va désigner par SP(...) l'ensemble des parties de (...))qui est na-
turellement une algebre (anneau) de Boole (a+b =aUb-anb (somme modulo 2),
anb=anb, ...).
Donc notre
aMe) = ®@) = S(somm 1)
se trouve naturellement &tre une algébre de Boole o (¢ opere & gauche (la multi-

plication par g étant un isomorphisme d'algdbre)., Le complémentaire de A ¢ ala)

sera désigné par A¥ = 1+A, ZZG gqu'on va désignér maintenant par F(G)estfidéal
des parties finies,

;[Attention : ZgG et ®(g) sont la méme chose en tant qu'ensenmbles, et
structures additives, les multiplications ne sont pas les mémes, Sur Z2G on a la
multiplication (non—commutative) de G, sur F(G) l'intersection des sous—ensembles].

E(G) = A(G)/F(G) se trouve automatiquement munie d'une structure analogue
(d'algébre de Boole).

Sur Ci(r) on a unevaddition + (mod 2).et le fait que pour chaque
@ €err T omna défini v&(a), Vé(a) ¢ somm D (ses extrémités) fait que sur
C*(P) on a un cuv-produit (qu'on>va désigner provisoirement par V). Puisqu'on
travaille mod-2 une co-chafne s'identifie & son support, donc, au moins du point de
vue ensembliste :

co(r)

»ci(r)

®(somm 1) = alg)

®arr 1) = (T x ).

i

Ces identifications sont compatibles avec le + (addition de co-chafnes ¢(—> somnf
booléenne (mod, 2)).

- Pour Co(r), v stidentifie & la multiplication booléenne : (a,b € A(G) ==
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awvb=ab=anb,; -
quelquefois, quand il n'y aura pas risque de confusion avec l'action
¢ x AMc) » a(g) ceci sera écrit, simplement ab),

sioaccolr)=alc)={c-2}= ®) et «cc(r) - ®(arr 1) on

o)

définit a va, awvac 01(f) _par :

©
<
Q
i

{x € a tel que V1(X) ¢ a}

=

<

o
il

{x € a tel que v2(x) ¢ al.
Si 1'on considére E(G) comme Zg-slgebre (de Boole) & gauche, la cohomo~
logie (é coefficients locaux) HO(G,E(G)), munie de 1l'addition (+) et du cup-produit

est une algbbre de Boole (qui dépend seulement de @).

Théoreme 12,~ B(r) = Spec Ho(e,B(q)).

Démonstration : Il suffit de montrer que :
no(e,8(¢)) = no(r,z,).
oo 2
La démonstration contient plusieurs ingrédients gui serocnt constamment utilisés
dans les chapitres IV, V,

Pour A ¢ A{G), g ¢ G on définit :

VgA = A +ghc Aag) | .

A gh

AgA* A*gA
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Lemme g.- "On a les identités suivantes :
a=1) ﬁg(kﬂﬂ = VgA-+ VéB.
o-2) 2, (a8) = (VY _4)B + g v 5.

a3) 1 = vgo = O.

it

‘4 vg(Ah) (ng)h.

a-5) 7 (ha) =h 7 A,
& v 'gh

«6) < _A=g VA
a-T7) vghA = VgA + g VhA.
0:--8) ng = 0 Vg =) A= 0 ou A = 1 (1 — G)".

[Par exemple, pour voir a=2)

Vg(AB) = AB+gA.8B = AB+gA.B+gA.Brgh.gB = (A+gA)BigA(B+gB) = ...].

Lemme g,- "Soit Q@) < A(g) définie par :
ale) = {4 tel aue Ve ¢ o v (a) ¢ 7(c)}.
Q(e) est une sous-algdbre, fermée pour les actions (& droite et & gauche de G,

contenant 1t!'idéal F(G), On a un isomorphisme d'algtbres :

’ o A
ale)/®(e) = B(e)” = mo(e,E(e)).

Ceci est immédiat, On va introduire la notation
E(a) = qle)/F(e) (elgdbre de Boole)

fKG) hérite d'actions & droite et & gauche de G, Meis l'action & gauche =st

triviale (puisqu'il s'agit d'éléments invariants (& gauche)).

Lemme Y.— "A ¢ Q(G) (=> ¥t ¢ T, <7tA € F(G) ow T est n'importe quel systéme

fini de générateurs de @".

[Ceci résulte de -6, o~7 qui impliquent que pour g ¢ &, quelcongue
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VgA = {une somme finie de translalés d'éléments de la forme

V’uA, u € T}].

Lemme § .~ "Considérons le cobord :
1
d:co(r) - ¢'(r) ;

alors :

ap |

0A = {(t,g) tel que g ¢ <7_4
t .

Démonstration :'Puisqu’on travaille mod, 2, une aréte (t,g) € 0A (—> elle

rémité dans A et l'autre dans A¥*

M) (t.8) € 04 5, A()
1 2
4(a) W (te) fOE v, 4(4%)
Donc :
g ¢ A et tge A¥ (e=> g ¢t a%)
(t,g) € 0A <K== Jou
g ¢ A% et tg g h(<—> g€t 'A)
donc : (t,g) ¢ OAA<==> g € A.t*1A*vaA*.t“1A =
(= aut™Tax sax t7T8) = at”la,
Exemple S;it G =2, u=le générateur, T = {u} (vg = g+1). Soit

b= 1{x ¢ Z, x(nj.

) A
AY “\
= e ¥ ;
n-1 n n4 j=un
£ ~
~ ~
u ‘A 0A = [n,un],

car {n} = A+u—1A

Démonstration du théoréme 12 : Donc, puisque T est fini :

a{a) :'{l'ensemble des co-chafnes de A(G) = co(r) dont le co-bord (O) est une

co-chafne finie}.
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= Q(¢)/F(a) = 1o(r,2,) => Be) = spec {la) .

ercice : G — B(G) est un foncteur covariant de la catégorie des groupes

(de t, fini) dans la catégorie dont les objets ont les espaces topologiques
homéomorphes - (resp.) & f, {pt}, {pt,pt}, {Cantor} et les morphismes les
apfk. continus, -

[Le passage & H* renverse les fleches mais le passage & Spec les
re-renverse].

Probléme : Si bG =co étudier 1'homomorphisme :

mt g —Ji—> Homéomorphismes de BG ~ Aut (Cantor).
Existe~-t'il des mesures invariantes ? [Pas toujours]. Peut-on réaliser le "shift-
' v

automorphism' ? Quelles sont les relations entre les propriétés de h ¢ Aut ¢ et

les propriétés métrico~topologiques de B(h) ?

5) Retour aux variétés de dimension 3 et énoncé des théordmes de Stallings

Théoreme dé Specker : YSoit ,VB une variété de dim, %, fermée, connexe, bg V
i

3

détermine complétement n2V3 (en tant que groupe abslien) D'une manidre précise :

bV, = 0 ————> g V_ =0

13 23
b Vs = 1 > myVs = 0
bn1V3 = 2 > n2V3 = 7
bn1V3 = o S TE2V3 = ﬁ2(35~(un ensemble de Centor) = 2 M,

Démonstration = Si ﬁiv est fini (<—«> bK1V7 = O) == % est une sphere
0

3

W

~

d'homotopie == => 7 V_ = 0.
b > n2V 0 = moV g 0]

3:

Si n1V3 est infini, on a :

b = bV = di o v = di o(V_.7).
Vs oV, = din H»(VB’Zg) 1m~gm(V3,Z)

Comme dans le corollaire 8 on a une suite cxacte (é,coeffioients Z) (qui

splitte) :
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v e v — 7 —— 1 . Tro
(V) —> Ho(Vy) —> 1e(T,) —=> 5{T) —> 1w () .

. o, |

0 z Z 0

(n a donc

b(n, V)
go(Vv) =2 |7
3
b v, )~1
1 _ 13
Hf(VB) = 7 .
[ Remarque : Si bn1V3 = o0, alors Bn1V3 = un cantor,
gg(vE,z) = ‘ﬁ(Bn1v3,z)

by, V

= L X D4 eee XD X oee =1 t3

\ N

une infinité dénombrable de fois,
puisque dans le cas ol BX est infini b X = olet pas la "vraie cardinalité"
de Bx)].
Mais

.\7 = .V qg.e.d

WW)Yy=ug% =
Hf(VB) = B0, =yl = Vg

dualité de Poincaré

Je rappelle le théoréme de la sphére (de_PapaKyrlaKopoulos, whitéhead,

Epstein).

Sphere theorem : "Soit WB une variété de dim, 3, connexe quelconque,

telle que n2W3 % 0. Il existe un plongement

X,2X,x 0= X, x [~1,1] < ¥y

ol X2 = 32 ou P2 (le plan projectif), telle que 1'image du génirateur de

soit non-homotope & © dans N
n2X2 P W3

(EXercice : Considérons la factorisation des varidtés (orientables, fermées)
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de dim, %, du chapitre I. Montrer que :

b V. = —> V_ est décomposable,
"3 3 P

n1V3 est un facteur du type i) (i = 0,1,.2)

<—> bg vV, =1).
13

CONSTRUCTIONS DE GROUPES, Soit (X,A) une paire d'espaces topologiques
rvaisonnables (par ex, une paire de (.W. comple-xes), conneices, tel que 3 un
ouvert A x (—1,1) :

A= Ax 0cix (=1,1) X
(on dira que A est un sous-ensemble bicoloré de 4),
On peut faire éclater A :

v
X K

> X

(g sur jectif, n:B/( - n-1A —> X-A, 1;“1A consiste de deux exempleires de

A; A17A2).

v - v
(n a deux cas : X est connexe, ou X a exactement 2 composantes connexes

o DA .
X‘l A1, X2 A2

ON VA SE PLACER DANS L'HYPOTHESE QUE LES INCLUSIONS Ai c X INDUISENT

UN MONOMORPHISHE POUR ¢ 1°

% non connexe

of 2 (o sépare)




¥
X connexe

(o ne sépare pas),

Dans le cas X connexe on considere PeA, {p,p

1 2} = n—1(P). On unit

avec un chemin (raisonnable = polygonal ) simple T c:i (3 homotopie pres
f est gros ,...).
Du'point de vue homotopique T et i/r (oh r est réduit & un point p)

sont de méme objet

X/t
(dans X/P :

A MNMA_ = p.
I B
(n a un homéomorphisme

canonique @ :A1-—> A2 tel

-

que @ (p) = p).
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Proposition,~ (van Kampen) :

. %
"a) 9i X est non connexe i

m it =X,

I
G
>
*
&
5d

v
b) Si X est coniexe :

ok rox

(oh Q*:R1A —_— g A c:n1i). I¢ci, si G ® H sont groupe est sous-groupe, et

1 12

o:H - ¢ un monomorphisme

Hyp
désigne le groupe présenté comme suit ¢

générateurs G1 = {gén. G} L){un nouveau générateur t}
rel G = {rel ¢} U{n =t lg(n)t, Vi e m}".

[a) est évidente; b) se voit comme suit : pour passer de ¥ => X on doit
unir chaque paire de points q1,q2 par un segnment Iq Q. (n peut supposer que
1772

le o-squelette AO = p, En termes de X/r on commence par faire

a2

i/r L}Ip o = (§/P)'v S1 (donc le T est n1X x 7 (% gén, de 7)). Ensuite,
?
pour chaque 1-cellule g C:A1 on colle a i/r L}Ip o une 2-cellule comme
. ?

ci~dessus :

t(Ip P) (la relation est :
// ; @t 5 ()7t = 1)
@(a)/ijjjjj//// o
| t(IP,P)

Apres cela on a obtenu le m, désiré, et ensuite on ne colle gue des cellules de
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dimension 3 3...].

Propositioﬁ ("réci;moqueﬁ : "Supposons qu'on se donne

G

. 1
7
GT * G2 (avec H Q\\s ) ou
H i?

G2
G *x (aveo H C—;;—) Gs @ mdno)
A ’
H,op

et considérons des inclusions :
K(H,1) c;K(G1,1)
k(#,1) c .K(G2,1)

k(H,1) < X(¢,1)

correspondant & i, it, i" (par exemple en partant d'une version de K(G1,1), K1

on a i*:K(H,1) - K1, et on prend :

K(G1,1) = mapping cylinder de i* :
\
_\

o / K(H:1)

X,
k(e,1) = u(i,)).
Albrs :
a) k(e,,1) uk(E,1) x [0,1]) uk(e,,1)
P §
K(H,1) x 0 K(H,1) x 1

=K
(G1 * G2)
H
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k(H,1) k(H,1)
Y s
Z_. :75::::::
/ \
\""\/%/
K(G1,1), N
K(G2,1)

b) On considdre M(¢*) ~ K(G,1) ce qui- nous donne deux inclusions

K(H,1) 0, XK(H,1), < K(e,1)

& (@,1)~ m(iy )
—

Mg, ) ~ x(a,;1)

K (2,1 )x [0,1]

Mors :

k(G,1) U(E,1) x [0,1]))= (@ x ,1).

A

" (k(E, 1)x0) U (&(E,1)xD (;;;7\
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[a) et b) se démontrent de la méme fagon, Soit, par exemple X le membre

gauche de a). Clairement n1X = G1 * G2.
' H

Tl faubt seulement montrer gue le revéte—

ment universel X est contractile, Vu que i _est injectif l'image réciproque de

/ ) . . s
K(H,1) dans K(G1,1) est un nombre d'exemplaires disjoints de K(H,1)t K(H,1)1,...

et chaque exemplaire est contractile, (Je rappelle que si A cX, 0= n1A-e n1X,

1

il

‘ ) A . ~s - 7 . 3 . 3
alors, dans le revétement universel pi:X - X, D une réunion disjointe de

Index [n1A:n1X] exemplaires de K),

i est la figure arborescente (puisque n1i = O), ci-dessus, ol on colle

des ensembles contractiles suivant des sous—ensembles contractiles :
T

* .
|
f

Le lecteur remarquera que le méme raisonnement montre, par voie gédométrigue,

que les inclusions

H ——> '(G * G )
1y 2
H >(G1*)
g

sont injectives, On a trouvé ou on retrouvera, le méme résultat, algebriquement],

COROLAIRE ALGEBRIQUE DU SPHERE THEOREM : Soit V3 une variété de dimension

3 connexe, fermée, telle que by V_ =, Alcrs :

13
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&

(oW H= {1} ou 2/27 et ol la situation est monomorphe, dans le sens que

H e—> G1,...).

Le lecteur remarquera que @
G % =G x Z].
(_—/\—\
{1}

[On remarqué, gussi-, que si dans le sphere theorem X = P2, P2 C:V3 ne

sépare pas ( puisque P2 n'est jamais cobordant a O), et gue dans %3,

\
—_— H
(ev3 = P}

comme le bord d'un D2 immergé dans VB (transversal & éVB), ce gquis contredirait

\JPE) le générateur de n1Pé n'est pas tué, car on pourrait le réaliser

la non trivialité du voisinage tubulaire de ce générateur, dans 6%3].

Ce corcllaire est 1l'origine heuristigue du :

GRAND THEOREME DE STALLINGS SUR LES GROUPES A UNE INFINITE DE BOUTS,

"Soit G um groupe (de type fini)., DG =c si et seulement si @ possede
lt'une des deux descriptions qui suivent :

a) G =G x@
(I

oW H est fini (sous—groupe propre des Gi) et

max (Index [H:G1], Index [H:Gz]) > 3.

b) G = G1 * ol H est un sous~groupe fini propre et ¢ Un monomor-
F |
P

phisme",

Corollaire,~ "Si G est de type fini, avec Tor ¢ = f :

b3 =0 (—> G est un produit libre non-trivial".

On a gussi @
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LE THEQREME DE STALLINGS SUR LES GROUPES A DEUX BOUPS : "Soit G  un groupe de type

fini, bG = 2 si et seulement si G posséde un sous-groupe invariant, fini

NcG tel que : G/N=2 ou 2/272 x 2/27 :

7
0->N- G- ou - O,
(fini)
Z2 * Z2

gorollaire,— "Si G est de type fini, avec Tor G = p :

bG = 2 <—> G = 7", (Stallings-yall)

Exercice : En utilisant 1'argument géométrique de la "prcposition récipro-
du type décrit dans les
que" ci-dessus, montrer que pour un groupe G (de présentation fini?}/aeux théoremes

de stallings (¢, % @
|

max(Index[H:Gi]) > 35...) posstde, effectivement le bG -
H

2
gu'il faut,

6) Applications algébrigques des théoremes de Stallings :

On va démontrer plus tard les deux faits suivants :

I. Soit rG = le nombre minimum de générateurs de . Alors :

r =T 4T (:Grushko. ),
172 1 2

II. si G DH, Index[H:G] < oo

== bG = bH.

On considére ci-dessous des groupes de type fini,

Théordme .~ "Soit (g) une propriété(des groupes) telle que :

(i) s ¢ = G, * G, (6, # {1})

¢ e (n) = ¢, e (n)
(11) ¢ e () => G > 1.

Mors si Tor G = ﬁ, G € (n) ==> ¢ est libre M
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Démonstration ¢+ Soit G  comme ci-dessus : (Tor ¢ = ﬁ, G ¢ (%)). Donc

b¢ = 2, . D'apres les corollaires aux deux théorémes de Stellings

G =92 ‘=% on a fini)

G =G, xC, (a; # {1})

et Gi é (g), Tor Gi = ﬁo (I) nous permet une récurrence... ..

Corcllaire 10.— ("Conjecture de Serre")

Si Tor G=p et dHcG avec H libre, Index [H:iG] ¢ wo ==> G est
1ibre,

Démonstration ¢ Soit (g) 1la propriété de posséder un sous-groupe libre

d'indice fini,
() est clairement héréditaire (i), car si H' <G, H' NH est libre et
d'indice fini dans H', D'aprés (II), et le fait que b(groupe libre) » 2 ona

gue (n) satisfait (ii), e,a.d,s,

Corollaire 20 — ("Conjecture<1Eileﬁberg—Ganeaﬂ) :"Soit G un groupe tel que pour

tout G-module H ¢
7°(e,1) = 0

(un tel groupe s'appelle de dimension cohomologique  1).
N\

Mors G est libre",

Démonstration :

a) (Lemme de "Syzygy”). Si dim, cohomologique G & 1 == il existe un

G~complexe projectif, acycligue :

0K 2 {<— C, <= C, <= 0 {— 0 {— ...
< < G <z Oy < < <

D'une maniere plus mwécise, soit :

76 == 7
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1lavgmentation canonique, Alors P = Ker & est rrojectif, 81 G est de type fini,
il est de type fini,
[De toute fagon, on peut construire une résolution projective :

a, 3
0 < Z &= 4G <— €, < C, <— ...

et si G est de type fini C1 peut étre pris libre de type fini; (PenSerrau
complexe de chafnes cellulaires de K(G,1), ou K(G,1)o = pt, K(G,1)1 = des
cellules correspondant aux géndérateurs de G).

Soit M e ZG—-module

M=Xerd = Imd,
g o 1

Notre hypothése implique HZ(G,M) = 0. Soit ¢ ¢ HomZG(Cg,M) la 2-co-chaine :

d
1

Im d .
¢, —> In

1
d, od,_ =0=>0a=0 (¢ est un cocycle),
N . 2
Donc o est co~frontiere (pulsque H (G,M) = O):

JBE HQmZG(C1,M) tel que aq =8 o d1

il
Il

C'est clair gue { est une retraction (5 o 1 id M). (32

B).

Soit vy ¢ Hong(c1,c1)v défini par :

Y(x) =x-glx) | .

0n a 72 =7y car :

Y(¥(x)) = y(x~p(x)) = x - glx) - plx~p{x)) .
\.——N——-—-J
=0
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Donc Im Yy C:C1 est un facteur direct, donc un module projectif,

D'autre part

e

d

0

In Yy > Ker ¢ = Tmd = P,

~
~

car C1 = MP et M=Ker d

Corollaire.,— YM, H(G,M) = 0 => ¥u, w(c,m)=0(iy2),

(ce qui justifie notre terminologie

dim, coh. ¢ 1. )

b) Si HcoG (G quelconque), une G-résolution projective (acyclique)
de 7 est automatiquement une H-résolution projective (acyclique) de Z,

[Il suffit de remarquer que si 1, h1,‘..., est un systéme de générateurs
de H~ G, 1, h1, ese est une ZH-base de 4@ (Considéré comme ZH—module).Donc
7G est ZHB-libre. Donc tout ZG-module projectif est ZH-projectif en tant que

facteur direct d'un ZH-module libre ...].

c) Si  dim, cohomologique G K 1 ==> Tor G = b (conséquence immédiate de
a), b) car si on avait Hc G, H cyclique fini, H he pourrait supporter une

résolution de Z & nombre fini de crans).

d) La propriété dim,. cohomologique & 1 s'hérite pour tous les sous-groupes

(conséquence de a), b)).

e) dim. cohomologigue @ L1 => bG > 1.

[Soit G tel que bG = 1 et dim. cohomologique. G < 1.
On a H1(G, ZgG) = 0, et, puisque G est infini et donc o ne possede pas des
O-co-chafnes finies, invariantes par translation & gauche, on a, aussi :
H°(G,Z2G) = 0.

Maintenant on ouwre une parenthése :
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Si M est 2G-a gauche (droite), on définit

* =
M HomZG(M,ZG)

considérd comme Z(0~-a droite (gauche) par ¢.g(a) = ¢la)g ... On a une applicatic

naturelle M — M**;

Si M est libre de base (finie)

1

X?,..,,X;’ d-e M* :

x¥ (z xjxi) =2y

X yeeeX p0m définit une base (duale)

et on voit que M ® M**, La méme chose est vrale pour un module projectif de

type fini P. Bn effet, P est facteur direct d'un

un diegramme commutatif :

r
N
o
Hy
*
7

Bn particulier on a un triangle commutatif

P > P¥¥
id
foaf 0 i¥x¥ = )
v K
P

et un autre ftriangle commubatif

pxx

i«
P > Pp**

M comme ci-dessus et on a .



==> P X P¥¥,
Si P,Q sont projectifs de type fini et p: P~ Q est tel que

N .
P* (e Q¥ == ¢ est isomorphe.
[Car on 2 un diagramme commutatif

o~

P ———y PR%
¢ |

Toute la théorie marche pour un anneau (non commutatif, unitaire), A,
en particulier pour A = Z.G. Bn particulier, on a le :
Lemme,~ " Soit ¢
)
O+—>P—> Q —> ZQ —> 0

oh P,Q sont Z2G—projectifs de type fini =) 0% n'est pas un isomorphisme",

Revenons a notre G, avec dim, coh. G 1, bG =1. (m a une résolu~-

tion (avec P projectif de type fini)

(z,) 0=P-120-12~0.

En tant que suite exacte de groupes abéliens cette suite sylitte (on définit

ZG-——§—> P par 5(2 zigi) =3 zigi - (2 Zi).1). Donc la suite suivante est

exacte :
0
() 0—>PR2Z —> 6QZ. —> 2@ 7. —> 0
1 2 % Rl > %2
| L VRS ) | S
o= d,f —1 =
P, (aéf) 2,6 Z,

En plus, P? ‘est ZZG—projectif de type fini, D'autre part la cohomologie

G(...,Z @) & (ZO). Je dis que ¢a

Z

H*(G’ZZG) se calcule en appliquant Hom 5

revient a appliquer HomZ,G(...,ZZG)> (c'est-é—dire la dualisation % par rapport
5 .
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a ZgG) ) (21). I1 suffit de remarquer que pour tout Q, module 7G~-projectif

de type fini, on & un isomorphisme canonigue, fonctoriel :

Hom, (Q,2,6) = Homzzc;m% Zyy 2,6).

[On vérifie d'abord pour @ 1libre .,.].

Mais dire que H*(G,ZéG) se calcule en appliquant M - M* & (21} et
en calculant la cohomologie de ce complexe , revient & dire que

HO(G’ZZG) = Ker 0%, H1(G,Z2G) = Coker 0%, donc qu'on a une suite exacte :

*
0 —> HO(G,ZgG) _ (ng)* N (PZ)* —_ H1(G,ZZG) —3> 0.

On a vu que si DbG = 1, les termes extrémes sont nuls ==y 0* iso., ce qui est

incompatible avec la suite exacte (21)°



CHAPITRE III.

PRE~GROUPES ET STRUCTURES BIPOLAIRES.

1) Pré-groupes :

Définition .- Un PRE=-GROUPE est un ensemlbe P , muni de :
a) un dlément 1€ P,
-1

b) une application P » P , X =X

Cj une 1oL J4e Composiuoll non partour dednie, C'esi-a-are

PXxP 2D +P :(x,y) = xy . ({x,y) € D «<>"xy est défini").

t.g. les 5 axiomes suivants soient verifies :

Axiome 1°, VxePpP ona : (1,x), (x,1) €D et tx=xl=x
, -1 -1 -1 -1
Axiome 20, Vx € P ona: (x ,x),(x,x ) €D et xx =x x =1
. -1 =1 -1 -1 -1
Axiome 3°, (x,y) €D =+ (y ',x ') €D et y x  =(xy)
Axiome 4°. ("Associativité", 13 ol ¢a 2 un sens) . Soient (x,y), (y,z) € D
alors : (x,yz) €D &= (xy,z) € D &

x(yz) = (xy)z

Axiome 5°. Si (w,x), (x,y), (v,2) € D —>

D contient au moins 1'un des deux objets :  (w,xy) , (xy,z)



Hi-2
Exemples :
I) (irivial) P=G=groupe, D=G x G ,...

II) On se donne

at (i,i' = mono),

P=G, UG, .
D= {(x,y) t.q. x,y €G, ou x,y €G,}

On vérifie Ax.5° comme suit : sans perte de généralité il suffit de considérer :

(w,x) (x,y) (v,2)
\ Y
G H H

G-H G -H
Dans la situation , si wéH (ou y € H ona fini,autrement on peut faire

la discussion suivante :
6x)

e
= v

o
(I/ ; );) (x,yz (v,2)
' Vv
G,-H H H.{"T"H(*) l \
GZ-H(%") G,~-H G, e.a.d.s.

(')
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Dans la situation (ii) , w,y € G, eton a fini.
Le but de ce paragraphe est d'attacher a un prégroupe P, quelconque, son

"oroupe universel U (P) i peu prés de la méme maniére qu'on passe du prégroupe

de l'exemple II & G1 '3 G2 et de donner pour U(P) un théoréme de structure des
H

mots réduits, analogue un théoréme de van der Waerden, donné au premier chapitre.

Soit P un prégroupe.

(x1 "”’Xn) X; €EP , x> 1 s'appelleun mot de longueur n . Si

(x.

- xi+'l) € D 1le mot est réductible et

KXo goocey X. X. X, X. vee X
(1’ P =T i T T2 7 n)

en est une réduction . Si (Xi’ xi+1) £ D (Vi) 1le mot est réduit. (Si long=1 le

mot . est autométiqueme_nt réduit).

Quand ca a un sens, on définit :

(XT""’xn) ¥ (ai,...,an_1) =

-1 -1 -1
= (x]a1 )81 XgBy 5 8y X3y 4., A xn) .
Lemme 1.- (x"‘l)“1 =X

el

[ On considére xx“l(xq} qui est bien défini, ...] .

Lemme 2.~ "Si ax est défini, am1(ax) est défini et a"1(ax)=x . De m&me, si xa

est défini, (xaz)a"1 est défini et égal & x".

[ Puisque a la et ax sont définis et de méme (ada)x =1.x , a'1(ax)
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est défini ; puis on applique 1'associativité ... ].
Lemme 3.~ Si xa, a-Ty sont définis :

xy défini & ( xa) (a"iy) défini, et, si c'est le cas : xy = (xa) (a“‘y) ",

[D'aprés. Ax.4°:

() €D) er (@aly) €D <= (xa),Ey) D]

=Y

Lemme 4.~ "Si xa, _a'}y sont définis

(x,y,2) réduite— 5 (xa,a"'y,z) réduit, et
(z,x,y) réduite— 5 (z,xa, a_Ty) réduit :

Dém : Supposons (a‘iy,z) €D .

D -1 X .
~— x(a.a” 'y) = xy défini
(x,a » a-’ y,z) =—“'°> ou
N

<% *1 2o .
D D Qﬂxiom. b°) (a.a” 'y)z=yz défini
=3 (x,y,z) pas réduit e.a.d.s.

(Exercice : (Axiomes 19-4°) & lemme 4 == AXx.5°).

Lemme 5.- "Si  (x,y) est réduit (¢— (x,y) £ D) etsi xa, a—Ty sont définis

ot @ 'y,b) £D = (y,b) £D.

[ Donc: (x,y) ¢ D et xa, a-1y , yb définis = (anly)b défini ! J.
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Démonstration : (x,y} réduit - (xa, a-Ty) ¢ D.

Si (a”ly,b) £ D = (xa, a'iy,b) réduit

== (x,y,b) préduit = (y,b) ¢ D .

Lemme 6.~ "Si X estréduitet X ¥ A estdéfini => X x A réduit,
D'une maniére plus précise, si
X =(x? yeoosy xn)’ réduit,

A.-“—:(a,l gecey anm])
xa ,al, X, définis = (al', x) a définis & X x A réduit",

-1

Démonstration : (a7 ! im1

i1 %3 =2

X2 est défini a cause du lemme 5 , appliqué a

-1
o X) £ D 0 % 43 0 35 %0 %

Ensuite on applique le lemme 4 , plusieurs fois, a des suites de trois lettres
consécutives de X (la propriété d'étre "réduit" est "locale" ) :

4 . -1 e
(x1,..., xn) réduit =» (xTa1 y A X5y X3 eus xn) réd.

-1 -1 P
= (x1a1 » 81 Xp3y 5 3y Xy, x4,...xn) réduit = .......

Définition.- P" = 1 ensemble des mots de longueur n et- P" o Rn = 1'ensemble des

mots réduits de longueur n,
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=1 ot X % A (X % A)% B sont définis

Lemme 7 .- "Si X € Rn , A,B €P
=5 AB défini, et:

(X % A)x B =X % AB .

Démonstration : Pour que AB soit défini il suffit de montrer que si :

(xy) D , =xa, a"Ty , (xa)b , b-T(a-ly) sont définis => ab défini.

[ (x,5) € D = ((xa)b , b Ya~'y)) £ D . Ensuite :

D
W
¥—v-/ Ax.5°
D D

((xa)b , b"T(aﬂy)) €D (ce qui est impossible).

ou
(x"1, (xa)b) € D >
Ax.4°
D
S -1
(x~ , xa, b) , (X~ ,(xa)p) €D] =>
s~

]

(" '(xa),b) = (a,b) €D 1.

Corollaire.8,- Sur Rn on définit la relation :

XY 6e——s 7 A t.q. Y=X % A .

"o M est une relation d'équivalence.,
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[ On a vu la transitivité, et clairement X =X % I ol: I=(1,1,...,1).

Si

~1 -1 -1

A :(31 ’ °”an-‘i )
ona : Y=X % A e——> X=Y % N e.a.d.s. | .
Définition .- R= UR

n
n

Définition. Pour a € P , X €R (X:xi, X, ,...)) on définit le mot

>‘a (X) comme suit :

(1) si (a,x,) £ D :

Xa(X) = (a,x1,x2 yeos)

(2) Si ax, est défini, mais (axT, xz) ¢ D:

1
Aa(X) =(ax1 » X, gous)
(En particulier si X = (x1) , (a,x.l) €D :

X 00 = (az,).)

(3) si ax, et (ax1)x2 sont définis :

ka(x) = ((axi)xz) ’ x3 g ~)

Lemme 9.- X réduit — XA (X) réduit.
En d'autres termes, pour définir (dans le cas X réduit) ka (X) on commence

le processus exprimé par (1), (2),... et on s'arréte dés qu'on trouve un mot réduit,
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Ga arrive au plus tard apres trois étapes !

[Dans (3) il faut montrer :

((ax)x, , x5) ¢ D

Or: ((ax.‘)xz,XB) €ED =

—
(x x- 1 g1 Zx.;cﬁ x,) == (par Ax. 5°)
17 %9 » Ny s X3 > \P "

— ~—
(X‘E , x2) €D
—_— ou (contradiction). ]

(xz,X_}) €D

Lemme 10. "X réduit, (a,b) € D =

xab(x) Y xa(Ab(X)) M

Démonstration :

Cas 1) . Ab(X) = (’.i:e,x1 » Xy 5 .'.) (mot_rédui)

1-1) (ab,x1) g D

Aa(kb(X)) = (.ab,xI,X2 yeao) = Aab(X)

1-2) (ab,xT} €D . Alors, (b,xi,x2 y...) estréduit => ‘Xa(b’xl’xi"“)
est réduit (donc il n'existe pas d'étape (4) dans la définition de }La(. o)) ==
(ab)x,,x,) § D

'xa(kb(x)) S ho,x %, ) = (@) Xy kg panl) = 2 ()
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Cas 2). )Lb(X) = (bx1 » Xy pen .} (mot réduit).
2-1) (a,bx;) £ D (= (ab,x;)£ D)
ka(kb(X)) = (a,bx1 » X, yeus)

Ap®) =@, %,y %, g (@™ bxyx,,.. ) = A0 X))

2-2) (a,bx1) € D (Donc puisque ab, bx, sont définis == (ab,x.z) €D

1

et a(bxi) = (ab)xj) .

2-2-1) (abx1 , XZ) ¢ D

ka()&b(X)) = (abx1 » Xy g NE Aab(X)

2-2-2) (abx1 ,x2) €D
Aa(ab(x))z )\a(bxT »Xg peeveinnnns ) =
 —
réduit

=M “")'zkab(x) .

forcément réduit car on a employé 3 étapes pour y arrviver

Cas 3). A (X) = ((bx )x, , X3 5...) (réduit).

Je dis que, toujours, on aura (a,bx1) €D
[ si (a,bxl) £ D ona: (ab,x1)§{ D . Donc:

A ab(X) = (ab,xT yerod) = (a,bx1 ) X, yeus)

= (bxl,xz) ¢ D] . Donc (a;bx*}) € D = (ab,x;) €D,...



=10
3-1) (abxE ,xz) £ D (= (a,(be)XZ) ¢ D).

)\a( kb{X)) = )aa((bx,l)xz R

= (a,(bx;)xz,x3 yees) e (a(bxi), Xy e = | ((ab)x1 Xy e )= Aab(X)
-
acdui. ’

3-2) (abx1 . x2) ED ( => (a(bxi),xz) €D == (a,(bxi)xz) € D).

Aab(X) = 5((ab)x,g) Xp 5 X3 ee .Lz (a((bxi)xz}b seed)

—_——
réduit, forcément, car on a employé trois étapes pour y arriver.

Py a@;b(x)) = )\a{(bx.i)xz o) = (a{(bxi)xz) ,...) (puisque ce mot est réduit !)

N n~
Lemme Fondamental : "Si R =R{P) désigne 1'ensenmble des classes d'équivalence

de R=R(P) mod % . alors. Va € P . la fonction
Aa:R(P) — R(P)
induit une fonction
nJ Al
X, :R(P) — R(P)
=id, A - W
t.q. A , SRR A A .

a" b

Démonstration : 1a seule chose a montrer est que, si Y=X x B , alors

AR ()

Soit

1 -
b, b7 %)

(X % B)=(x i by

ib‘&’b
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Cas 1). (a,xi) & D . Donc
)\a(X) = (a,,x1 1Xo g )
Dtautre part :

(a,xvxa) =3 {(a, x]b,i,b xz) réduit ==> ((a,x_,ib'l) £ D ==> }La(Y)r-
réduit .

= (a,x,b b=! x. b

17171 )"A(X)x(‘ib'l’z"')%}\a(x)

2

Cas 2). (a,xx) €D, et ((axT),xz) ¢ D. Denc

)\a(X) = (ax,E b Xo 5e..)  (réduit)

2

Je dis que (axi,b,‘) €D

[Sinon:(a,x‘bx) ¢ D= (a,x?,bx,b;? XZ} réduit
= (a,xvxz)réd. => V(a,xi) £ D]

;TX b, b x.b,, ... ) a un sens. Comme ctest =~

Donc (axib? by X0, , b, X303 5

by a(X) clest réduit.
Donc

- -1 Y 2%e
)\a(Y) = (axibf » by x5b, oo fv)ta(A)

réduit .

Cas 3). (a,xi) €D 3 (axi,xz) . Donc ¢

(ax1 , x2,x3) pas réduit ===p (axi,xzb 1 b 3) pas réduit.

oy 593 € ‘ - ot . Afis
wemmm=== {puisque (XZ,}\B) £ D) (a}:}}xzbz défini.
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Aa(X) = ((ax1)x2 1%y yeeo) N
- -

réduit (3 pas )

-1
= ((ax}x.b,,b, X.b; ,....
Nl i ic R

Ceci a doric un sens et est réduit.

D'autre part on a vu (cas 2) ci~dessus) que

(a,xi) ED => (axl)b,i est défini,
. -1
Donc : (ax,i,xzbz) €D %.(axibx,b} xzbz) €D
-1
et (axi)(xzbz) = (ax,ibi) (b1 xzbz) (lemme 3) .
Donc

(ax )0, b?biB N

-1 -1
= ((ax‘ib‘l)(bi xzbz) » b, &BbB y cee) =

=T
=Ka(x1b1 » by xzbz U = ka(Y) . q.e.d.

LE GROUFE UNIVERSEL U(P)
Si P,Q sont des prégroupes, $: P— Q estun morphisme, si

(x,y) € D = (&x,8y)€D et o (xy) = 8 (x) &y}

Exercice. Ceciimpligue &1)=1 , @(x”) =8 (x)"1
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Théoréme 1.-  "Si P est un prégroupe il existe un groupe U(P) et un morphisme
i:P—UP) . qui sont la solution du probléme universel

suivant. Pour tout morphisme ¢: P-—G = groupe 31 morphisme

¢ : UP)— G , t.q.

1 y U(P)

(U(P),i) sont uniques (& iso. prés)".

Démonstration : Existance : U(P) est défini par générateurs et relations comme
suit : P engendre U(P) . Chaque fois que (x,y) € D , xy=2 €P ,

Xy z =1 estune relation de U(P)

L'unicité se démontre par le méme procédé que 1'on utilise toujours dans les
problémes universels.

Exemple : Si il'on considére (exemple II ci~dessus) :

H , P=G, U G, ,
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alors: UP)= G ¥ G , e.a.d.s.

Théoréme 2.~ "Soit P un prégroupe et U(P) son groupe universel. Pour chaque
g € UP), 3 unmotréduit (x,,x,,...) (de PY .t.q.:( i(x) sera désigné

par x € U{P))

g = XX (produit dans U(P)) .

2

((x1 1Xo g .)"représente" g). Deux mots réduits X' , X" représentent le méme

g «e——X' 0 X" | 1 estun monomorphisme."

Démonstration (a la van der Waerden) :

[gY
Soit ¥ le groupe des permutations de R(P) . Le lemme fondamental rous

. . A e K A .
fournit un morphisme U{P} - % . On va utiliser la méme notation qu'avant :

rg)= X
g

. . . 0
Puisque P engendre U(P), chaque g se représeiite parunmot X € P
Les réductions successives n'affectent pas la "valeur" g, donc g peut se représen-
ter par un mot réduit X € R(P) . C'est dvident,aussi, que si X,Y € R ,

XY = dans U(P) , X et Yy représentent le méme élément:
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R ¢
n

(x1 ,...,xn): X € R{P)

((Xi) € R(P) (mot réduit de longueur 1) .

Puisque X est réduit :

Agﬁwz Axl(kxz’(... ()\xn((“l)) cedd = g, eenx )= X

le mot réduit de lon-~
gueur 1 corres—

pondant a 1 €P

. )
Sil'on désigne par | | 1a classe d*équivalence (R — R) ona donc:

WEDENEY

Donc [X] est complétement déterminé par g
Comme pour les mots (forcément réduits) de longueur 13

[xl=[y ] e>x=y , onvoit que 1 est wono

o
I

D' AUTRES EXEMPLES :

I} G oH (groupe, sous groupe} , O-+H-»G (une autre inclusion).
o

Considérons un "symbole" x, et
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Pt = G U {x'6) UG UK ax)

(réunion disjointe) (si x" est 'au début" ilest x"1 sl est & Va fin" il est x7 = x) .

P=P'/{h€eH ; hex #(n)x} . (quotient) .

On commence par mettre dans D :

D o(G,G), (X“‘EG,G) , (G,Gx) ,

w , (Gx,x'1Gx) , (x”Gx , X1
xx V= T,e..

G)

(X»‘lG,GX) , (X—1GX, xhlGx) . [Leproduit D —> P est défini d'une manidre
évidente, pour ces cas | .
Mais pour définir P , on a introduit, aussi, la relation :
-1 -1
x  &(h) =hx (exh= &(h)x).

Par rapport a ce qu'on a déja mis dans D , il nous reste "les mauvais cas" :

) xS o) gt A et
| , .
€=0,-1 1=0,1

Gx) S0 (XY

Par définition, on met encore dans D :

‘(;&)y £E=0 , g::hEH

~1

.6l = 17U s(n) gt )
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"’('X)y g! €% (H) (g! = @(n)) s = ‘E) .

(x€ g.(xﬁléfh)x) =xE .gh)

~(ex) =0 , g'= heH

(& gx .h=xF o (h)x )

~(¢) r s &=-1 s g:@(h) .
(x-1 s()x . 'V =hg' . XM .
Proposition .- L'objet qu'on vient de définir est un prégroupe (P,D), et :

uP)Y= G X

T
H, 3

t Les axiomes (49, 5° , se vérifient cas par cas :
Si a,b,c,d €P, (a,b), {b,c), (c,d) €D et si bc est défini & cause du premier
pacuet quon a mis dens D{un ...x  , X ... quidisparaft ') et ab, (ou cd)
de méme, on a fini . Supposons alors que bc est défini & cause de @

-1 .
(e.ox.x  ...=...) etque abnon.On ales cas suivants :

a b c d
h “ig -1
X g'x X
-1 - -1 .
x  &(h)x X g x &(h')x
I . Ao’
1

o
o
o
w
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On laisse au lecteur le soin de continuer cette discusion cas par cas ...
D'autre part, on obtient bien le groupe qu'on veut, car le premier paguet

qu'on a mis dans D signifie qu'on a introduit (exactement) :

(1es relations de G) U (xxnl = 1) . Le second paquet, introduit, exactement,
les relations : h = ! ah)yx ] .
Corolaire.- Si H © G estunsousgroupeet &:H-=»G un monomorphisme,

5 un groupe G'D G et un automorphisme intérieur h: G' —>G' |, t.q.

h|H =28

IV ) He G 3 P=G

(x,¥y) € D «4«——> aumcinsl'undes x,y, xy € H

V) Une autre structure de prégroupe attachée & A x B :
C

P={bab' ; b,b'€B , a € A}

(x,5) €D «—>xy €P

En utilisant le théoréme de van der Waerden {ch.l}) ceci est un prégroupe

(et UP) = A % B) [(bab',bjab}) €D <> a €C ,ou a, €C
C

ou b'bi € C

Considérons (ax 5°)



——— /‘“"“‘W'/\\_.—-—-""’—\
Ay ¥ H t ) ]
bab y b1a1b1 . b2a2b2 , b333b3
R i
. . ; ‘ P
Si a4 € C —— biaib‘i‘bZBZbZ . b3a3b3 est défini,
o . : . . o s
(de méme, si a, € C —> bab'. b1a1b1 .b2a2b2 est défini.

- SuUpposcns b'1 b‘2 € C :on vérifie que le produit des premiers 3 facteurs
est défini.

En effet, on a :

4 L] ¥
b?b; §ia1wazb 5
1
- " : -
- ! bib?., &€ C
Cy | (a1 £ C)
[ ! .
! 1
(i) c ! '
e
(ii) l‘.)'b1 € C

et dans les deux -as

bab?! 'bfa‘ib! ’ .bzazb'z est défini....

Enfin U(P) estbien A x B , car toutes les (relations de A) U (rela-
C

tions de B} sont contenues dans notre D etonn'a ajouté aucune relation qui soit

contradictoire avec la structure de A x» B ]~
s
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Exercise : comparer la structure des mots réduits dans les deux prégroupes attachés .
a A % B .
C

2) Structures bipolaires.  Une structure bipolaire sur le groupe G est une

partition disjointe de G sous-ensembles désignés :

F,s EE, E'E, EE® , E*g¥

satisfaisant aux axiomes 1° - 8° ci-dessous,

- Convention importante sur les notations :
C'est’seuiement les mots de 2 letires

X,Y,Z ,... € {E,EX}

qui auront un sens, mais pas les letires E,E;'G toutes seules. On définit :

Donc XM=X .

Axiome 1°. 1 € F(£4) et F est un sous groupe.
Axiome 2°, F U S estun sous-groupe, et Index [F : F U S] < 2.(On a donc une

suite exacte :

0 > F sF U S —> —» 0).

Axiome 3°, f € F , € €XY =— pgf € XY
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Axiome 4°, g €XY , s € S => gs € xy*
Axiome 5°. g € XY = g €YX .
Axiome 6°, g €XY , h €Y'Z = g €XZ

Axiome 7°. Vg € G, 3 N(g , t.q. si

gzg'tgz o v gn,

- ¥* %
{X,,.or X, PE{EE"}, g €X X

z===h n <N . [ G est engendré par des "éléments irréductibles" ] .
Pour g € G on va désigner par N(g) (abus de notation) le plus petit des

N(g) satisfaisant l'axiome 7°.Si g € F U S , par définition N(g) = 1

Axiome 8°. EEX £ 4 .

EXEMPLES :
) —
I')G= G, ¥ G, (r'Gi >1).

On a la structure bipolaire suivante :

F={1}, S=¢ , etpour les éléments de G - {1} écrits sous forme réduite :

" — 1 1" ]
EE —{g1 ......... g}} (g1 GG.i,...)
¥
E Ez{gz ooooooooooo g1}
*
EE™ = {g1 Ceeteaenes gz}
X _¥%

E'E"= {g}, «veeevennaagl)
{g}, e



Un exemple légerement plus général :

G
1
_F/ , G=G, ¥ G

< LN
Gy

Onaura S =¢ etpour G- F on applique le théoréme de van der Waerden
(dans la version bis)

G-F 3g —=> (G, ,..., G. )
l‘i_ Yn

oty 1. € {1,2} , i. . # i) . Alors, comme ci~dessus :
J J-1 J

g 6EE<——-—%11=1m=1 , e.a.d.s, .

L'axiome 7° est vérifié, car, toujours d'apres van der Waerden
N(g)=m 2 n

') G=G; * Z (G1¢1) .

F={1}, S=¢ .Onchoissit un géndrateur u € Z , et on demande que

G-1=EE , u € EE®

Pour t#£g= gy --- 8 (écriture réduite)
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-1
E s g € G,gizu E ¢—a3 g € G1yi§n=u

') Onpartde F &=G de

1 )

O — —F US —>Z.

d—-—;o , et de:

F

(On pense 3 la situation géométrique K{F,1) c K(Gi . 1)

1

K(F,1) € K(F US,1)= {Mapping cylinder du revétement & 2 feuillets :

K(F,1) — K(F US,1} ,et

K(G,‘I):K(GT, T) U K(F U Sy‘)

K(F,1)

Le cas S # ¢ représente une structure plus spéciale, et pas "plus générale”...) .

D'apres la premicre forme de van der Waerden, tout g € G s'exprime :

— ! 1] 13
g_f.....sg‘tsg1 Sy S ee.en

Onimpose : G, -F © EE , aprés:

1

sg, € E*E , 8y 8 € EEX

gy s g% € EE , €e.a.d.s.
EE™ EE
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Legraphe T de 7 x 7 : [ Exercice : plonger d'une maniere linéaire , symétrique et

agréable, ce graphe dans le plan non-euclidien. Calculer les longueurs non-euclidiennes

(de 1'aréte) avec lesquellesciest possible]

- A\ N
Ny 1 [1y.1)
<x71, 1)

Lo -1 Xy
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La structure binolaire (I7)  sur r




-26

Seit G muni d'une structure bipolaire. g € G est dit IRREDUCTIBLE

g EFUS ou g €XY etfiln'existe pas de décomposition

g = h? 112 .
A~ ~I
Xz 2%y

4

Tout éidment g € G est produit find de factevrs irréductibles

[Eneffet:si g £ Irp we

Si g ntest pas irréductible,

= ! o L
g, =8} g (et de méme g, }.

™~ ""?\"‘
XW Wy

Dtapres L'axiome 7 ceci ne peut pas continuer indéfiniment ] . On définit ¢

Gi = F U {éldments irréductibles de EE‘.}
K
} .

G2 = F U {éléments irréductibles de E'E

On va prouver (plis tard) que G,§ ’ G? sont des sous-groupes de G .
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THECOREME (FONDAMENTAL SUR LES STRUCT

2D

mund dfune structure bipclaire, comne Ci-dessus,

FERLABAND

G={F US}x Gy et Poa G“E est propre.
Fo

ne contient pas d'éléments irréductibles ¢

€

C@zG,i ¥ G, , e < C;ri est propre
F

300 Si S = (rﬁ et ”:3 t G EQ%

8()) =t alors: #(F) © G

En plus,

Le reste du paragraphe, démontre ce théoréme.

LEMME 1.~ Si g €XY , p €YZ, p.irr. == gp €F U S ou

gp € XW ., (Cnva écrive ¢a

®
°

FUS

g D € out ).
o A
XY YZ xW

irr.,

CTURES BIPOLAIRES).- "Soit G



4

Démonstration: gp € X

p=g

oYX W

Lemme 2,
= v

o T At ETRTIE NS

Y YX

T

Lemme, 3 -
FeA LR

XY Y4

ire., iry.

Si pg €F U S alors :

pq € Fe—3X=2

pg € S X =25 |

Démonstration : On sait déja que pg

Supposons que pg £ Irr.

Pt
X Y Y 4

ce qui contredif

FU S

WX

p Elrr.

¢{F U S UXZ) N Irr.

€F U 8 U XZ.




-
3
-
jA]
)

-1

g . I
5. P )

s

: Moy o s
XY XV V7 Z % v,

(=
,}‘Q
!

en
o
<
L

Diaprés le lomme 1, of lo fait que p &

n
anta
=
£2
o3
s
L2
g

V=Y (puicque P=g .eoc.) et :
g~ g

s S

XY XV F

B R e

- o ’ s s
Y yAY F (contradiction),

Si nq‘“E €S : p=g (hq"“) e Y=V et

-1

VY mewdy p £ IrD. {contradiction)

q = hwl(hqmi) =» Y=V ,(contradiction)

Donc: pg € Irr.,

Si opg € F O«



ke
Faxy
et
=
A
=3
~
el
m
iy
.
L
U

[ Disons ¢ p€ XY , g € F ¢

ja%s! - g b e

XY XV VY

=1

N p=g . hg =3 p f Irr, e.a.d.s. | .
2 R
b A vy

Scit P=Irr.={g €P , g€lrr.}.

DacPx P ={{eg), ge€irr, g.g' €irr.}.

Cect est un pr

Démonstration : I faut vérifier les axiomes 1° et 5° des prégroupes. 1°, 2°,3°, 4°

sont évidentes, puisqu'on est déja dans un groupe.

Axiome 5°, a,b,c,d, ab, bc, ¢d, & Irr.

e apc cu bcd € Irp.

Démonstration ¢« Je dis qus

T
abc € Gl

belr U.s



FU S = ahe € Irv.
a . b €
P o ou
e —, N
ir. XY 4Y , et par hypothese iry, =i

cer U s
Comme be € Iry. = CEYV =
Cc eYV

aby . C
ey

7Y FUS ,ou YV

iry irg,

abc € Irv. j .

Si b EF U S = bed € Iy (puisque cd € Irr}.

s

L gmm v e b gyt e Tt O - 3 ey g 535 ot o : AT BT YT B S S A
Démonstration : Clest une conséquence immediate des trois remarques sulvonies

@ Si n>1 ,lemwot {p1 geees pn} est réduit e
B Xy Xgpewey X € {E,E™} t.q.

X (ceci ebt immddiat).

: . -1 - \
<Q’; poecy qﬂ} = {z‘“{c'i ® CE 14“c2 NRRY
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CHAPITRE V.

CALCUL DE L'ALGEERE  §(G) ; LE

SPAT

YUy
[N 4‘).,L41.J.L’\ ~EE

)? (_\){(v\ .‘F ,C)

|’""
N
°

pas I'hypoihdse que G est de type

"S5 N G

Démonstration : On considere

@“1:@

PGY = A(C) e A(G/N) = P (G/N) .

""‘1 . « “ .
GE fonctionne a tous les niveaux : F,Q, & ; car si

Vi A= ©o V. A
g(g )= ¢ "

(g o NS é‘"i(@ (g)A) et ensuite on applique e fait que

les structures booldéennes : U , N, complémentaire, +

3 1+ A(G)~——3A{C/N)

PHEC

GoSUR LES GROUPES A DBEUX

O

ot

TRONTBUENATY 18 T0

}:3

3

g A

U,

(ce paragraphe ntutilise

A

< A{G/N) =

est un homo.

pour toutes

ue la ddmarche qui

5) @(B)
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Soit 1 € H oun systeme de reprdsentants

ot
bl

e A(G) s A{G/ING

per (Ba Gy: s(B) =8B N H.

Bren un homomorphisme dtalgebres car @

\-,../

h €H ~G/N , t.q. I

11 feut vérifier encore , que :

e

JRENC F(Q) == YheG/N, ona

A“% €H

¢

v B e FG)

Je dis que, si B € QG) (e Ve, . il L
B et B sont dpaux, modutu ves sous- ensembles fnna\, —
-1

Tout idment de € (3)  est reprdésentable pay un B! = &
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v

2. G itoole

. LI e B TR
que diabord (7id

k k k
U Aa+B)={AulyBl- ANNB).
1 ' 7 1

- A N B
0By 1%

(Uia + ’B}.) = tous les &téments de
AUB,UB, U ...

été evclus dans fc
ceux qul € A& € Bi

Diautre part, va que 1€ N ¢

Bl 45 =8 @B-B=y {xB}-B ¢ U {B}-N {xB}= U {(BxB}-=
X&N XEN - ¥&N=-1

= U VXB = fini, puisque N estfiniet B € Q .

x €N

Maintenant, si
B =B"'¢ QG)

Chy a <
/i € G/N ¢ vy, @ (B N H) = h s(BY) ¢ F(G/N) .

Ceci rizulte de la remarque plus génd : supivante § Bi .é’:';,‘ =5 ‘;g , B o= ]3?2 ¢ AlG

St

B - BU = fin s

QLoTsS ¢
i e



supposons que X est compact | 73‘,EX =G, et XI\T = le revéi,corres-

pondanta N < G . On aun diagramme commutatif de revéiements galoisiens :

»<1
/

G N

Le théoreme 1 impligue que bX = bXN . (mais en géndral c'est faux, que pour un
revétement (galoisien) fini  P—-Q, bP =bQ) .

Exercice : Démontrer géoméiriquement que bX = bXN . Donner un contre-exemple pour

1V assertion ci~dessus.

Hao G, Index [H:G] <

Démonstration ¢

(?*:9'; ff’? 5000y g)
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un systeme de représentants de G mod H

On définit les applications :

A(G) f A(H)
XY, S
A >A (-H

(celle~ci est clairement un homomorphisme et opére & tous les niveaux A,Q,F, & ).

A(G) » A(H)
% -k W W
UgB=7"¢gB —B .
o1 . 1
s ales propriétés suivantes :
1) B S >qB f >fsB =B (ceci résulte de 31 =1).

2) B €QH) = sB € Q)

(On a:
s F(H) < F(Q)

D'autre part, = estun homomorphisme, car :

S(Bl + B") - ¥ gi(Bl + B") —
= T (gB' +gB") =X gB' + T gB"=s(B")+s(B")
S(B' N B") = Zgi(B' N B") =3 giB' N giB" -

(vu que g,B Ne, B=g)=(zgB") N(zgB") = s(B") NsB").
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Donc, s opeére au niveau E .

2(G) e—2 2(H)) .

Démonstration :  Vuque H estinvariant, si g € G, 3 7T =permutation des

(1,..:,1() , hi €H t.q.

gg; =8, by

(7 est la permutation des classes G mod H induite par multiplication a gauche avec

g).Ona:

Vg(sB) = vg(g1B ..+ ng) =

k K
Z (B +egB) = T (B + g4 hiB) -
k X

- f(g'r(i)Ef g () NP = *8r(m) "n P

3) Si A€ Q(G) == sfA+A € F(QG)

(donc, au niveau ¥€, s est 1'inverse de f).

stA+A=s(ANH) +A= "

n n
by gi(AﬂH)+A N zg H=

1 A ,

A

n
Z(g(A NH) +ANgH) =
1
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n

=2 (A+gA) NgH=
1 1 1
n

= Z(V_A) N gH.
1( gi) g

fini

Ceci prouve le théoréme sous 1'hypothése que H est invariant.

Si H est quelconque, soit

K= N gHg™'

g€ G
K est clairement invariant, (donc, aussi., invariant dans H 2 K) mais aussi d'indice
fini. . [On prend g1 seees 8 € G t.q. c'estunsystétme G modH (i gauche <=—
Vg = g;h ). Alors :

k -1
K= N gHg.
1 1i

On prend les classes’ mod &
1

1Hg_11 ;ilyena [H:G] . On divise chacune mod

ngg; ( I‘_nggg :G ] =[H:G]). Chacune se divise en auplus [H: G ]

nouvelles classes... Aprés k pas on a trouvé les classes de G mod K J.
On peut donc appliquer le cas précédant a :

w , K< G ,e.a.d.s.

invariant invariant
dlindice fini dl'indice fini

Remar"gue : X est compact, 1X =G , XI 1= compact, et on a deux revétements
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universels

/N

X & smemnms -~-X
[G.H]

Ona: b(f)\(l) = b(G) = b(H) .( démonstration topologique du théoréme 2, pour les groupes
de prés, finie). '

Théordéme 3.- G > H, ¥ invariant de type fini, Index [G:H]=m => &(QG)=

bG=1).

Démonstration : Pour que & (G) = 1'algdbre de Boole a 2 dléments (0,1) <—s>

YV A€ Q(G) soit équivalentd G=1 oua O=¢

A +G € F(G) < A® tini.

A+0O € F(G) =<=>A fini.

Soit {h1 y oo un systeme de générateurs de H et S ©G un systeme de géné-
rateurs epr*ese’?ltants de G/H(wS).

Pour s € S , A€ Q(G) on définit.

A =A N Hs . ({A ]} estune partition (disjointe) de A).

Y A=U v (AS) =>
€S %ﬂ?ﬁ
fini a S

EIS'iCS , S—S’izfini, t.q., si S'ES'i:

Vh (AS') = ¢

i
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n
Si =N S'iCS ,ona:
1
a) S~ 2% =fini .

b)’vhi(Ao):/@" , ‘V'hi, Voex.

Puisque Vg(Ah) = (v gA) h:

hi o
dans H
=> 'Yh € H: vh(AaU_1)=¢
=S Aoo-1=H ou ¢ =3 Vo(e )

{ 2 A_=Hg ou AU=¢

donc: A_= Hg

Soient s ,s, €S . Disonsque A =¢ , A_ =infini. Alors :
o’ 1 Sy ° S

1

v LA=A+ s s A

- s
S.S o
1o

1

(A + s1S;1A) N (s1H) =A, = infini! (contradiction avec A € Q(G))

1
— v ~/

-1\
ey T N N
-1

s1(§0 A N H)

-1
So AN soH)
N —

g
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Donc :oubien Yo € %: A0=¢

oubien Vo € % : A =H

=> 8i A =g => A, =g Vo'e I et

As=ﬁnisi S€ES -~ T=> A=1fini

. . A . * . .
=> Si A= Ho on fait le méme raisonnement avec A" qui sera fini.

Exercice : Considérons 1'injection naturelle :

Z — L
nP ner1
et Z =lm Z

m M
n > l’lp»

a) Z © n'est pas de type fini.

b) _bZn o=@ (Spec f(ZnGD) est infini).

c) Z ® n'entre pas dans les deux formes indiquées pour les grands
n .

théorémes de Stallings pour un groupe (de type fini) & une o de bouts.

2. Un lemme important ; groupes a 2 bouts,

Lemme fondamental 4 "Soit = G de type fini, A € &(G) non trivial (A £ 0, 1) t.q.

3 une infinité de g€ G t.q. Ag=A =bG=2 , "
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Démonstration : Donc A €Q (G), Aet A¥ sont infinis, et pour une infinité de g:

A+ Ag = fini.
Donc : 3 A cT est un sous~-graphe fini (C'est ici que le fait que G est de type fini

est utilisé) .On peut trouver un sous-graphe fini et connexe A :

'D>AD2A.
Soit ¢ T A~ le graphe qui conéiste de A, A, et toutes les arrétes dont les sommets
sont dans' AU A,
ay T A est connexe, [A lui-méme ( ou un sous~complexe de dim. O ) est dit
connexe siv pP,q € A peuvent &tre joints par un chemin de 1- simplexes ayant tous leurs
sommets dans A . A = UA; ( composantes connexes ). Toutes les A,, avec aAla( d

sont connectées par A( car dA = U BAi =% BAi ). Donc T', non-connexe —-» 3 A

o]

A

A, =¢ (mais puisque T est connexe => A, =Goug) ].
o | o

b) Il n'y a qu'une nombre fini de g € G, t.q.
CAnAg # 55
( & comparer au fait que daﬁs un revétement ( galoisien ) X - X, un compact K < X ne
coupe qu'un nombre fini de ses traﬁslatés eed)e |
[ G agit librement sur T, Soit m le nombre de sommets de A. Soit N2 m( m+1) et
Gpr eees B €G (g # g) t.qa.
G Ix, €0n g F6.

‘ " Ve L3 .
Le'mot" ( Xqsoeres Xp (m 1 ) ) est écrit avec seulement m lettres ——» au moins une

apparait (m+1)fois:xi =l =X =x .Ona:
1. m+ 1
Yyreeors Y1 € A0G t.q. H
X=g Y..
175

Le mot ( Yqseeees ¥ ) est écrit avec m lettres.Donc 1'une au moins apparait 2

m-+ 1

fois : Y1 = Y2 ( disons)
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=> g v 1 % & ¥, ce qui contredit 1'action libre de G sur r].
1 2

= ¢) 3 g € G t.q.

c-i ) A+Ag =fini

c-ii) AN Ag = ¢.

d) Dans les conditions de <)

A-Ag=¢ ou Ag-A-=4¢g.
[ Puisque A , A¥infims , et A + Ag = fini

=> AN Ag et AX N A"z sont infinis ( donc &)

( Dans ce dessin  Ag N A #d et " géométriquement " on ne peut pas faire

autrement si AN Ag £ £A¥NAYy et A-Ag#d#£ Ag-A; ceci est la raison

»

" heuristique" de notre ~aff:irm.at'ion ).
Sip€A-Ag#d¢, onpeut joindre p avec q €AN Ag par un chemin ydeTl
Puisque pfAg , q€Ag,
Jun 1- simplexe de 'y cc vy t.q.

0€ JAgc Ag .

At
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Af ——— Ag
g

Comme d'autre part : les sommets de 0 sont dans AU A et ANAg=¢

=== les sommets de 0 sont dans A NAg ( qui estdonc # @)

Si Ag-A #¢, on aurait p'€Ag-A = A¥NAg avec q' € AN AE par
un chemin Y dans I x = le sousgraphe AUAKU tous les 1-simplexes avec les
» A
X
sommets dans AUA™ .

Le méme raisonnement que tout-a-1'heure montre que A¥na g#td .
(enfait: AN 2Ag # 4) .

Puisque A g est connexe :

a, €EAN g et a, EA¥Nag

2
peuvent &tre unis par un chemin y" dans Ag.

11 existe un 1-simplexe o, c y " ayant une extrémité dans A , 1'autre dans X
=> 0, € IACA ==> o, €ANAg #¢ (contradiction! ) ].
On a , en fait , démontré la :
PROPOSITION : Soit | A€ Q(G) tel que A, A¥ soient infinis ’

A © T un sousgraphe connexe et fini ,t.q. 2AC A

Si g € G esttel que
AgNA =g .
== 1'un au moins des ensembles
Ag NA, ASNA, Ag NAY A NA

est vide .
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A Ag

[ On commence par supposer A N Ag # ¢ # A%ﬁ A;é_< ,

et puis on procede comme ci-dessus pour montrer que

ANKS = A-Ag =4, ou

A¥NAg = Ag-A=4¢ ].
e) 3 g€ G t.q.:
e~i) A < Ag
e -ii ) vAﬂAg:gS (=== DA N JAg=4g).

e<iii) Ag-A =fini.
[Si A - Ag =g onafini; si Ag - A = ¢ , g-1 peut jouei le rdle de g ].
f) Soit B =Ag-A = Ag+A (puisqueAg+A=(Ag-A) U (A-Ag)), et
: ’ er~—"

8

c=0UB" €A (G).

- OO

Alors: i ) Be" N Bg° = ¢ (r # s)(==>donc g estd'ordre )
i) C = G

[ i) Ac Ag =>A+Ag © Ag (doncB c Ag)
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——> Ag C Ag" | (n > o)

—> Ag N (Ag" + Ag") =4 (n,m>0)
= Ag N(A + Ag)g" = ¢ (n > o)
—> B N Bg" =¢ (n>0), ......
ii)B £¢ (car A N dAg= p—>A £ Ag)==—= C £ &.

D'autre part :

23C = (T (A+Ag)") =0

- OO

. .. r
(puisque chaque BAgm est tini, JAg N aAgs = ¢ et chaque aAgm

apparait exactement deux fois dans X

Puisque Test connexe ( H°(T) = z, )

B est la région comprise

entre le disque gA et
Ac gA.

A + 2Ag

[ En fait, puisque 3ANAg € A NAg = ¢ ==> 3B = 3A U 2Ag.]

o0

Heuristiquement G = U Bgn est un " cylindre infini a 2 bouts" .
=00 )
SOIT '
N n N+ 1 - N
CN = X Bg = Ag + Ag
~N
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[ Exercice : Montrer que BAg-N N bAgN +1 é .

( Indication : sio © aAg—N ﬂ.BAgN * 111 aura des extrémitdés p € Ag~N , q€ A;KgN 1
On aura: \

-N (N+1) ; N N + 1
q,p € Bg UBg( 1) @p e BN U Be )].

goves

(Cl\*; _ Ag—N + A;KgN+1 _ Ag"NU A%KgN+1).

Soit: D € Q(G), ( DEF(G))==>

=== 3 N < t.q.

somm 3D < C

Puisque A estfini, 3 M,L >0, t.q.

~L

somm T Ag_L c agN (=>Tpyg” N 23D =4)
somm PA;K gM c A’KgN ( = Tp¥ gM N 3D = ¢)
[ Eneffet: 3 NJ >o  t.q.
Mo n No
sommA < Cy =Y . Bg < Ag .
: o
-N
. o o
S somm I‘A = A Usomm A € Ag e.a.d.s. ]
Dorénavant on écrit T A au licu de somm T A
Puisque Ag—L c T Ag-L

A;KgM_ « I‘A;K gM
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fini (=> rAg"L + A = fini )

g—L + Ag—l\'

=3 T,

M ¥ N

X
I‘A%g + A'g

= fini )

il

fini (==>7T A%gM + A

Je dis que la situation suivante est impossible :

3 perAg‘L N D #£g#£ I‘Ag"L N o*sgq

[ En effet p et q peuvent &tre joints par un chemin ¥y dans PAg_L et
Y 20 = l-simplexe de 9D ] .

Pour la méme . raison, c'est impossible que :

rg" N 444 T &M n DX,
AX A
==> D est nécéssairement dans 1'une des 4 situations suivantes :

D = fini, D* =fini, A +D =fini, A +D = fini, q.e.d.

CORROLLAIRE ( Théoréme de Hopf ) :

Soit G de type fini . Alors :
bG > 2 ==> bG = « ,

[ Gagitsur E(G)(adroite) .Si bG >2,et A € & G)=Q(G)/F(G)

est non trivial (A, A¥ infini ) alors le sousgroupe d'isotropie de A :
G 2I(A) ={g¢€ G,t.q. A+ Ag =tini}

est fini , .Donc, 1'orbite :
A.G ~ G/I(A) estinfinie J.
Théoréme 5 : ( THEOREME DE STALLINGS SUR LES GROUPES A DEUX BOUTS).

" Soit G de type fini .

bG = 2 <&===3> G possede un sousgroupe invariant fini Nc G t.q:
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' Z
@) sN > G >{ ou }-—;O oM
Z2%1< Z2

résulte parce que, d'apres le thm. 1:

Démonstration : <==

bG = b (G/N ).

== Soit A € Q(G) nontrivial .

—=> Ag+A ou. AngA;K est fini

Puisque bG =2, Vg € G

Soit ¢
G>DH={g€G,t.q. A+Ag ={fini }
a) H est un sousgroupe. (car g € H <==> au niveau &, Ag=A, e.a.d.s.).
b) Index [H:G] <= 2.

[ Soient g,h € G-H =>

Donc, au niveau de & :
1 X £1
A" = A", A =aAn . (A=A ,...)
Donc, toujours au niveau de &:
Agh™! = (ag)n ! =a%1 -a
-1
=>pgh ' € H ].

f: G—Z 1lafonction caractériétique deA < G. Sih € H

c) Soit

on considere fh = lafonction caractéristique de Ah . On définit :

Z > &(h) card (Ah~-A)~card (A ~Ah) =

J ( £, -t ) (1'intdgrale d'une fonction & support compact (h € H)

par rapport a la mesur de Haar " canonique " de G (u(g) = 1).

$ : H—>7Z est un homomorphisme,
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[Ona: fh(x) = 1 G—> X% € Aho:—-----—->xh"1 €A<———->f(xh-1) =1

Donc :

Jer-1) - | (a6
x €G

8(gh) = g(fgh-f) = S(f(Xh-1g-1)_'f(X) ) =
x €G :

(Nt e y- ta™h ) 4 (g E(xn) - £(x) ) =

I

g(f(xg")-f.(x)
= 8(g) + ¢(h).]

d) Ker ¢ = N =fini . Donc Image &.est infinie. ( c'est donc un sousgroupe

cyclique infini de Z ) . Dorénavant on pense :

H—*%Z——-—BO .
®

[ Soit: A < T uncomplexe fini, connexe qui contient tous les sommets de
SA . On construit I, comme avant . Toujours comme avant, pour tous les g € G,

A

" sauf un nombre fini

Ag N A =¢. (donc A = Ag n'arrive que pour un
nombre fini de g).

Toujours comme avant, si Ag N A = ¢ les quatres ensembles :
AN Ag, A¥ N Ag, AN A%y, A¥ N A%

ne sont pas tous #£ @ . (voirla PROPOSITION énoncée au cours du LEMME

FONDAMENTAL ) .
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Si g € H=>AN A%g et A N Ag finis et A N Ag et A" N A'g
infinis (donc #¢ ).
Donc, si g € H, sauf pour un nombre fini de cas, 1'undes AN A;Kg ou A;K-ﬂAg

est @ (~—>A;Ag ou Ag G A)== g £N.... ].

W

e) Si Index [’H:G]= 1 (H = G), onafini .
f)Si‘Index [H:G]=2:
Lemme : Soit ‘E un ensemble ( pas nécessairement fini ) et .
A,B,A'",B'",: E——>Z /2Z ={0,1} (ouZz).

En supposant que les 4 intégrales écrites dans la formule ci-dessus sont toutes

convergentes, ona :

fta -pe)) - [(ar ) -mr(x))-
_ f(A(x) —A‘(x))-J(B(X) -B' (x)).

[Vx €E: (A(x) =B(x))-(A' (x)-B'(x)) =

=(A(x)-A'"(x))-(B(x)-B'(x)) etnotre hypothése est que pour presque

tous les x € E les quatres termes écrits sont nuls,....... 1.

Soit a € G - H( &=

v(a) =j<1-f(x>>- t(xa"l) < ),

On remarque que a € G-H == a1 e G-H et

¥(a1) - J\(1—f(x))-f(xa) =§(1-f(xa“))-f(xa"’a) ~v(a).

Jedisque a € G-H ==|2a% ¢ N




rs(a?) - ff(xa‘z) S £(x) - Sf(xa-1) - t(xa)=
=§f<xa-1> _t(xa) -S{u-f(x» ~(1-1(x))]=
= S( 1-f(x)-f(xa)) - 3(1-f(x) —f(xat)) =

- Y(a) - ‘lf(a-T) =0 ].

Je dis,aussi , que :
3(aha ') - s(h™")
(oh-aec-H,heH).
[s(and™) - s(n!) gu(xah"“a“) - 1(x))- S‘(f(’xh) - £(x)) =
= fletxa™ -1 Gmay) -y(f(xh) - 1(x)) -
}(1—f xha ')~ (1~£(xa"1)) -j(f(xh)—f(x))—
3\(1-f xha 1) —f(xh)) —§(1-f(xa ) - £(x)) =

= v (a ) -~y (a ') =0 ].

=== N < G est un sousgroupe invariant !

=== On a une suite exacte : (H/N=2)

0O—=7 >G/N Z3 > O

t.g.; si u estlegénérateurde Z, a € G/N - Z :

a° = u =1 ( Z écrit multiplicativement )

-1

aua = u"1 sz;K Z, estdéfini par ces deux relations ( abstraites)

2
===> On peut construire un homomorphisme :

:./Ne—————»zz * 7,
‘\/ N
2

:€-1
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par: u

B ( 3 <2) ( » —1( Z ) = {les mots de longueur paire } )
a =3 ¢) (ou

d'importe quel mot de longueur impaire ) )

est une bijection .
[ parce que , sil'on pense a Z, ¥ Z, comme :

O————-—>Z~————>»Z2 X Zz——-r ZE——‘-> 0,
Y est une bijection entre les deux Z et une cor‘r‘espondénce biunivoque entre
les classes

Z, % Z, - Z, G/N - Z ]
Exercice : Les seules extensions :

O— 4 — X—7 —>0

2
sont :

1) O—Z—Z + 22—»22—-——3»0 ,

2 0—Z—>Z—Z;0,
2

3)

—>0 ,

O~——>Z-—922 ¥ Zz——> Z2

Z X Zz(="1e groupe dihddral infini") posséde une repr. 1-dim. affine , fidele.

3. Bouts et structures bipolaires : POUR TOUTES LES STRUCTURES BIPOLAIRES
CONSIDEREES DORENAVANT :

F_EST UN GROUPE FINI ., -

Proposition 6 : " Si

G admet une’structure bipolaire :

bG =z 2 "

°

‘Démonstration : Si a € EE;K ( #4) on voit que a“, a> , «... € EE¥,
( Donc, en particulier: a" £ 1 ).
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::::;. :EISx .est inﬁni .
——> E'E est infini .

==3> Si 1'on considere

]A:EEUE*E € A(G)

Ae A* = G-A sont infinis .

Je dis que l A € Q(G)| , d'olla proposition .

[ Puisque G est engendré par les éléments irréductibles, il suffit de

montrer que pour chaque g € Irr ==> Ag AEF(G).

Si: g € FUS =>gA < A, et puisque la méme chose est

vraie pour g—1 : gA = A,

Si: g EIPP—(FUS)(==§Q-1 € Irr ~-(FUS)):

gA €A UFU S
1

g ACAUFUS (=A cgA UgF UgS)
(car g (&lémentde A) = élément qui finit en E, ou élémentde F U S,.... )A.
=== A -gA cgF UgS
gA - A | cF U S
===>AgAC FUS U gFUgS € F(G). g.e.d.
Je rappelle, maintenant, qu'on introduit les sousgraphes

G1 = F ‘U (Irr N EE)

G, = F U (Irr N EXgX)
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Je remarque, en passant, que ou bien Gi 2 F avec F propre pouri=1tet2,

ou bien G.1 = G2 = F,

[ Eneffet, dansles cas S#g, S=Irr N EE" =g,
le théoreme fondamental des structures bipolaires nous dit déja que F < Gi est

propre { comme conséquence de EE* £4 ).

Si S =¢,t€rr N EE" , on a

= =1
GZ =t G1t

Si G, =F,onaaussi §(F) =tFt ' =Fae>

vt =t 'rt Yt = F.

9
I

,t-

Si G, = F ona G1=tFt"1- = 3(F)

—>card G, =card F etpuisue F & G, —= F =G .J

1 1

Proposition 7 : " Si G admet une structure bipolaire et :

Index [ F:G, ]z 3
alors bG = 1
Démonstration : On remarque que @
bG = o <£==> 3irois éléments distincts non-triviaux dans E(G) .
Index 2 3 == 3 x,y € G, -F, t.q. xy-1¢ F

Je dis que AN Ax = 4.

[ Eneffet: si g € A ona:

g X € XE;'_< ]
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Pour les mémes raisons :

AﬂAy=¢,

Ax N Ay =(Axy™ T N A)y = 6.

Donc A, Ax , Ay, € Q(G) sont3 éléments distincts et(non-triviauxide £(G),:.

Proposition 8 : " Si G admet une structure bipolaire , t.q. :

S— g, t € EEXN Irr £4, a € Gy~ F #¢

(donc F est propre dans Gi)

== bG — Pove) n
Démonstration :
t a € Irr N ( EEY)
“Try Tro >
EEX EYEX
(puisque S = ¢).
. ~1 X
Je dis que : At n A" = ¢

[Eneffet: ¢ € A et:

g .tV € XE cA. ]
KB E'E
Pour la mé&me raison:
Aaltt N oA¥ - 4.

On a, aussi :

-1 =1

ATl AT

(AT n At - g
\_"Y_‘—/
¢
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On a donc trouvé 3 éléments distincts et non-triviaux dans &( G) .

THEOREME 9:

Soit G un groupe tel que 1'une des conditions suivantes soient vérifides :

(i) G = G G

1 2

X
F
F fini, F propre, Index [ F : G2] =3 .

(ii) G=va

F fini, ¥ propre

st bG = o, L
Démonstration : Dans le cas (i) on construit de la maniére canonique une structure
bipolaire satisfaisant a la proposition 7 .

Dans le cas (ii ), on construit une structure bipolaire comme suit : On reconstruit

a partir de G la structure bipolaire du point 3° ( THM. FONDAMENTAL SUR LES
STRUCTURES BIPOLAIRES ) .

D'une maniére explicite : on considére le prégroupe P (U ((P) =G):

P = (c;1 U tG, U G11:”1 U tG1t-1)/(f~t @(f)t"1)

et 1'on commence par mettre :

G, -F C EE, t€EE

(Ceci nous oblige a mettre : ( puisqu'on veut que t, G, < Irr)

1

G, < E'E

G1~t'1 c ¥
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t(G,- a(F))t7 = EB¥).
On remarque ensuite que les mots de la forme

X ’ y

K‘H M
XV VY

ne sont jamais irréductibles, ce qui fait qu'on n'aura aucun probléme de caser dans

les XY lesmots deU(P)........



CHAPITRE V.

LE THECREME DE STALLINGS SUR LES GROUPES
A UNE INFINITE DE BOUTS.

1) géométrie des cochafnes mod—-2 sur un graphe : Soit o un graphe connexe (orienté

localement fini), On a déjd introduit :
ox(r) = (r)re(r),
S
Kr) < alr) < a(r) c(r)
et le cup-produit :
A(r) v olr) - o(r)
co(r) v a(r) - ofr)
A(r) v a(r) > a(p).
Puisque en dimension 0, V = l'intersection  qu'on n'écrit plus, on va quelqgue-

fois omettre le v , dorénavant (auw moins en dim, 0).

Soient Ty r1 les éléments totaux de A(I‘),.C(I"). (on écrit quelquefois

r,=1 ou r, =1

Je rappelle, pour le co-bord :
o = A(r) - co(r)
levs régles suivantes :
OA = AI‘1+I’1A
3(A+B) = 0ARB
0(AvB) = OAVB+AVOB
0A% = 04,

(Pour la premidre 3

Ap1 = les {-simplexes ayant le premier sommet dans A
T' A =les 1-simplexes ayant le dernier sommet dans A,

1
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Donc Ar1+r1A = les 1-simplexes ayant le premier ou le dernier sommet dans A,
mais pas 1es deux ...)
Je rappelle la

Défiﬁition : Soit A ¢ A(T) ; on dira que A est connexe si

A=B+C, BC =0, B#£P#C

=== 0B NJC £ p.

Lemme 1,—~ A CONNEXe (m——> Jw sous—graphe T' cr, connexe (dans le sens topo-

logique), tel que sommT' =4 ,

[¢<—: 3 arréte g c ' ayant une extrémité dans B et l'autre
dans C,
~——> : Soit yA = le sous-graphe de P formé par toutes les arrétes ayant leurs
extrémités dans A( U (A)) Soit yA = Y1A Uy2A une décomposition en 2 partiés
(ouverte et fermée)‘ B = (Y1A) N A, C» = (YzA) N A Si éB‘ﬂ oC ;é }5 - 3
o € Mr " .ayant une exfrémité dans B, l'autre dans C > g C yA—> ¢ wnit

Y1A et Y2A°°']'

Lemme 2,~ 4,B ¢ A(r), O# Ac B, 'a‘A < 0B, B connexe ==> A = B.
[On considsre la décomposition disjointe (ﬁon ‘cri%riale si 4 A#£B)
B = A+{A+B)
Vu que 0A C 3B == 04 N(0A0B) = (64 N(3B-04) = §

==> A = B (puisque. B connexe],

’POUIL Ae Q(r) on définit

|6A| = card QA,

Je rappelle qu'on dit que A ¢ Q(r) est non—trivial si ‘A et A¥ sont infinis, et
que l'existence d'éléments non-triviaux équivaut & br 3y 2 (car

br = dim, ale)/F(e)).
2
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DCRENAVANT, DANS CE PARAGRAPHE, ON SUPPOSERA QUE I EST CONNEXE, ET

br » 2

Lemme 3,— Soit A € Q(r). A non trivial <—> A £ 0F(r).

[4 ¢ Qr) <—> o4 = fini, |
D'autre part : 0A € OF(r) <—> I B ¢ F(r), tel que 0B =0A<—> B¢ Fr)
tel que 0(A+B) = O.

Mais puisque I est connexe :

oA find
Ty A¥  fini

d(A+B) = 0 ¢(—> MB = L
S : f - A fini

e.a.d.s,].
Définition : On définit la taille de T :
|r] = min|oA|, powr & ¢ Q(r), non-trivial (- o4 # f).

Donc : o~ > Irl > 0.

Exempies :

<— R E— — R — —>
Ir| =
Exercice : Si 1 est un arbre :
Ir| = 1.

La réciproque est-elle vraie ?

Ir| = 2.
Définition : A ¢ Q(r), non-trivial, est dit étroit si [o4] = |r].

Lemme 4,~ A étroit ==> A connexe,
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[si A=3C, 0BnoC=,0, BnC=,0=>(BC¢ Qr))
=> B(ou C) gf éF(r) => 0C =0 (oar, autrement A ne serait pas étroit) => C =0

cu 1, ...].

Temme 5 - (Condition de la chafne descendante)

"Soit A DA D ..., A étroit,
1 2 i

B= N4 #0= N, tel que, si n > N :

Démonstration : On peut supposer OB # p (car autrement ‘A‘i =TI, = Tyeus)
un sommet de s appartient & V Ai

S €.0B {——>{l'autre sommet de s n'appartient pas a Ai

pour presque tous les 1 ,

#) En(s) tel que, si n n(s) :
s € bAn

= card 0B ]rl (car si card oB > II‘| + 1 Jje pourrais trouver un Ai avec
card|o4, | > |r|)

==) card OB ¢ «, donc,. :—]n = sup n(s) (pour s € GB) tel que

O0BC 0A =) B= A,
n n

COROLLATRE,~ Soit v ¢ somm p. Il existe A¢ A(r), &troit, tel que :
(1) vea
(ii) A est minimal, dans le sens que, si B est étroit et

vVEBoCA=)B=A.

[On choisit v ¢ A1, A1 étroit, S5i A1 n'est pas minimal

Bv € A2 A (A étroit).

74 1 2
n peut continuer indéfiniment :

(%) A DA DA D...



sauf si pour un certain rang n- on a An = minimal,

Mais (%) ne peut pas exister....].

Fxercice ¢ Soit 1 un graphe localement fini, et r1:D r2 D ... une suite de
sous—-graphes connexes, infinis, tels que :H:X € somm T, X € N ri. Alors

'r1ri est infini,

“Lemme 6.— "Soit v ¢ somm I, A€ A(r) étroit tel que v ¢ A, A minimal (done
A satisfait aux conditions (i), (ii) ci~dessus).
Soit B ¢ A(r) étroit (quelconque).
I1 existe
X ¢ {AB, A*B, AB¥, A¥B*}

tel que 0X ¢ OF(r). (Donc 1l'un au moins des 4 éléments est trivial),

Démonstration : Vu que OA = JA* :

3(AB) = A vOB +0A vB

d(A*B) = A* v OB + 0A v B

il

0(AB¥) = A v OB + 0A v B*
0(A*¥BX) = A* v OB + 0A v B¥
==> |0(4aB)| + |a(a*B)| + [0(aB*)| + |o(axB*)|
¢ 2(|A.0B] + |4%.0B| + |B.0A| + [B*o4])
= 2(Jor| + |oB|) = 4|r].
Si tous les X sont .non—triviaux
==> |X| » |r|] (V¥ X) et,. puisque
zlx| < 4|7
== |x| = |r| (V¥X)
==> les 4 éléments X sont étroits,
Mais AB, AB* sont strictement plus petits que A (puisque tous les

X %‘b<=== X non—trivial) et 1'un des AB, AB* contient le point v,
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==> Il existe un élément Stroit AB (ou AB*), pius petit que A, conte~

nant v,
(contradiction !),.
COROLLATRE 7.=| Si br y 2 (donc s'il _J des éléments non~triviauwx), il 4 & '
étroit, tel que V B _étroits, il existe :
X € {AB, A¥B, AB*, A¥B¥}
tel que X = fini,

[on choisit v ¢ somm T, Vv ¢ 4, A étroit, minimal, Si B est étroit,
on sait, d'aprés le lemme 6, qu'il existe X ¢ {...} tel que :
30X = oF, F ¢ F(r).
Disons que, X = AB., Donc :

ABt+F = ou
' r, => ceci est impossible vu que A* est oo,

Lemme 8.~ A,B étroits; tels que AB, A¥B* infinis

== AB et A UB sont étroits. O
[(aB)* = A% U B* D A*B* = infini

==> AB ¢ A(r) est non-trivial

= [o(aB)] » [r].

D'autre part A UB

(A*B*f)*, et pour la méme raison :

[a(axB*)| = Jo(a UB)| 3 |r].

Mais :

|o(aB)| + [o(axB*)|

il

|oA v BrA VQB|+[6A v B¥+A¥ v OB|

[04 v Bl+|A voB[+|0A v B¥|+|a* v 3B|

N

loa]+][oB| = 2|r]
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—> [o(4B)| = Jo(a*B*)| = |r| ]

= |a(a UB)|.

DEFINITION : Fixons «,8 ¢ E(r) = a(r)/#r)
0facp# 1.
n définit :
ﬁ(P) :’L(a,B) =‘{y € é (P) tel que qcycpg, et y est
représentable par C ¢ Q(r) £troit}.

L(a,B) est une lattice distributive,

[Si y,y' € Lla,B) = yy's yuy' € L(G:B)( dtaprés le lemme 8,

g(r) = algébre de Roole, donc a fortiori lattice distributive => L(a,B) en tant

que‘sous-lattice est forcément distributive.

L(a,B) n'est pas une sous-algeébre de Boole de g(r) car elle n'est

pas fermée pour A — A¥, donc pas pour +],.

Lemme 9.~ La lattice L(a,ﬁ)cz 'g(IQ satisfait aux conditions des chafnes des=
cendantes et ascendantes :
1) si oy, € L(a,p) :
vBDy1Dy23..g3a

=> JN, tel que Yo = Ty si n » N.

2) si y] € Lla,p)
BD"'DYéDY; Da

=) 3 N' N tel' que Y;l = YI{]" , si n >/ N'.

Démonstration : 1) sSoit c; € Q(r) {étroit} un représentant de Yy

Di=C1OC2(\... r‘tCiCCi

est encore étroit, et remésente :
Y1OY20"‘ nYi=Yi‘

n a obtenu ainsi un systéme de représentants étroits (=> connexes)



V.8

j D.’..D -:).OO
D, =D, D, :

Soit S = somm dA (o A représente ¢ )

Remargque : Il ne résulte pas de tout ce qu'on vient de vire, que A cD, .

i
Puisque OA = fini =) S =:fini.
' Je dis que Di NS % ﬁ.”
[n a; au niveau X :
Y@ = g % 0 % yia*
. ,
‘<==5> 15 % @ .
Donc, au niveau A(r) :
pEDA 0D A D
_ COmme_Di connexev=;=> P,q peuvent,étre joints par un arc dans Di =) 23: un
simplexe g 3
g € 0A 1.
DiA DiA*
Puisque S fini = :3 un élément de S qui appartient & une infini-

té de D, => ()Di # f. (n applique le lsmme 5 (condition de la chafne descendante

au niveau A(r)...

°

2) <=> 1) pour L(p*,a*).

COROLLAIRE 10,— (Jordan-Htlder...) : "Pour chaque

0£acp# 1 (aspec E(r))

il existe N ='N(a,ﬁ), tél que pour toute chafne non-triviale dans L(a,B) :

ach‘ch vee Sy, CB

FooF FOF

(y; € 2(a,p)) on ait n < N(o,p)".

Démonstration : D'apres le lemme précédent, il existe pour chaque L(a,B)

une chafne non-triviale maximale (¢é——> qui ne peut pas &tre élargie) :
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(%) HaCé C8,C . COLCP
| w;é £ £ N4

Pour ¢ Ciﬁ. soit N(a,B) = le plus petit des N ci-dessus,

Proposition N : n ¢ N.

[Exercice : Tous les N (pour «,8 donnés) sont égaux].

Démonstration'par induction sur N : Si N = Q c'est évident, Disons que ce soit

déja prouvé pour tous les L(a',p') tel que N(a',ﬁ') < N=1.
’Lavmaximalité.de (*) fait que :
) t). = oB.
FT T dylc=> y; < o).
Soit i¢n l‘indice le.plus graﬁd, tel»Que e} ;:5N._-on a

[ ny1 7 NnY2§°" ,‘;%‘.‘HC‘SN”YM

AN

C6 escesscsns CéNnYnC6N

ié, N,nYi+2§ : ;é ;é

[ma s Ny, # by car autrement, y, =g et & Oy , # by Oy, zeen
car, autrement Yip = Yi+3i"']°
On a ainsi, construit une chaine non-triviale de longueur 3 n-1 de

L(a,by). Mais N(a,6.) ¢ N-1, e.a.d.s.

2) .Groupes & une infinité de bouts :

Soit G . un groupe de type fini, engendré par T, et T = r(e, 7). o

va supposer :

PG =

‘En particulier bG ) 2 et le paragraphe précédent s'applique & p. Il
existe donc un élément :

Ae Q(r)_ = Q(G).
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(orénavant  &(r) = E&(e), alr) = 4(c),...),
te;. ciue : a) .A est rion-trivial,
b) A ‘est étroit,
‘¢) VB (non-trivial) é’croif
1'un des
X ¢ {ANnB, A* N B, A M B¥, A¥ O\ B¥}
est.fini, A sera fixé dorénavant.
Lemme 1.- VYgeg, il existe au moins un parmi les quatre ensembles suivants .qui.
soit _f_l_n_l_ :
A Nhg, A¥ O Ag, A N A*g, A¥M A*g.
"[Il suffit de remarquer que -Ag est non-trivial et qﬁe [éAgI = |<‘)Al,
donc A3 est étroit]; : |

_DEFINITION : On va définir 2 applications :

o E
A(r) ; A(r)
par : ' E(4) = A,- Ex(A) = A%,

n va désigner par :

X, ¥yeen € {E,E*}.

Sur . {E‘,'E on considére l'involution * :
E E¥

Xe€ > 3 X*.
E¥ - |E

n va définir : F,Sc¢ (H=PF uUs), par 3

Fefeccla=ts, dms 8]

{

{g € G|ag N A* = fini, A*g M A = fini}
S=1{g¢clax = ag, dans E(c)}

{

g € G|A* (N A*g = fini, Ag N A = fini},

Lemme 2.~ Si g € G-H il existe un mot uwnique XY (X,Y ¢ {E,E*})



tel que :
x(4g) NYA = fini,
[L'existence est immédiate. Dans H on a mis tous les cas ou :
x(a) NYA et x*(Ag) N Y*A
étaient finis, & la fois.
Si X(bAg) N YA et X*(Ag) MYA sont tous les deux finis, il en résulte.
que : |
x(4g) NYA + x*(Ag) N YA = YA

est fini, ce qui'est impossible, car A est non—trivial,..].
DEFINITION : G D XY = {g ¢ G-H, tel que X(Ag) n YA = fini}.
s - une décomposition disjointe :

G = F U3 UEE UE*E UEE* U EXE*,

_[Exercice 1S8i l'on.fait toutes les sommes de deux termes distincts
€ {XAg n YA} on obtient :  A,A¥, Ag, A*g et A Mgh+A* M gA¥, A OgAX+A¥ (O gAL

On a, aussi @

o(A A gh* +a% M Ag) = o(4 O Ag+h* ( A%g)

o(a+ag)].

Lemme 3.~ T est un sous—groupe fini,
[F est clairement un sous-groupe, C'est en fait, au niveau € , le sous-groupe
qui laisse invariant A = non-trivial. Si ce groupe était infini, on aurait, d'aprés

le lemme fondamental ¢ = 2].

Lemme 4,- FUS=H estun sous-groupe et
Index[F:H = F US] ¢ 2.

1

[si g,8'" € 5=>g8" ' €F, ...].

ON VA MONTRER QUE LA DECOMPOSITION CI-DESSUS EST UNS STRUCTURE BIPOLAIRE.
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[ceci, vu les théoreémes sur les structures bipolaires, montrera que

G =0 => G =G' x G" (avec F sous-groupe propre)

G=G"x .

On sait que :

Index[F:G'] = Index[F:G"] = 2
ou

.F = Gg"

impliquent be = 2., (n retrouve donc bien que bE = => l'une des deux formes
indiquées par le théoréme de Stallings].

On a déjh vérifié les axiomes 1° et 20 des structures bipolaires (avec
F fini).
Lemme 5§, ~ (Axiome 30)

g € XY, f ¢ F=>g f¢ XY.
[ € XY <= {g ¢ ¢-H|x(4g) N YA = fini}

<=> {g ¢ ¢|x(ag) c Y*(&) dans & }
<=> {g ¢ ¢|7(a) c x*(ag) dans 8 }.

(1es inclusions sont strictes car les cas XAg = YA (dans €(a)) sont réalisées
seulement si g ¢ F L)S).
on fait dans €, le caleul suivant :

XAg < T*A
#

=) XAngY*.Af=Y*A .a-]-

Lemme 6,.- (Axiome 4°),

g € XY, s¢€¢ S ==>gs € XY*.

[Méme'raisonnement gu'avant, en remarquant que dans ‘8 :
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Y*As = Y*A* = YA].

Lemme 7.= (Axiome 50) :
ge¢X =g | ¢IX

[X4g = Y*A
=> Xhgg | = XA C Y*Ag |
= The | cx*A ...].

Lemme 8,- (Axiome 60) :
g € XY, heY*Z=>gh€XZ

[n a: XAz c Y*A (=> XAgh c Y*Ah)

et Y*Ah c Z¥A, e.a.d.s....].

Lemme 9,- (Axiome 7°0) : Soit :
g = g1 s gl’l

*
g; € XIX, 4

=) 3N=N(g), tel que ng N

; * — * *
[g; € X%, <==> X¥ig, ? X5, A

=> X* y *
> XiAgigi+1 e oa gn ;Xi-f"}‘Agl-}-'] LI IS gn'

Puisque tous ces éléments sont clairement étroits, on a donc une chaifne non-tri-

viale (dans L(X*;Ag, X;;HA))» :

X’ngCX*Ag ...gnc...c’X*AgnCX A,

74 2 2 7é n 74 §+1
Donc :  n ¢ NL(xxag, xx A))...].

Lemme 10,~ (Axiome 80) :
EE* £ f

Démonstration : Soit A c T un sous-graphe fini, connexe, tel que




0A C A
soit A(q) DL = somm A,
Comme A et A*¥ sont infinis, o0A = fini, E} des infinités de x,y ¢ G-H, tel que :
| | Ix < 4, Ly c A%,
(n peut demander en méme temps :
| AaA=p=mnAA(IxAL=p»0=1LyNL)
(voire la démonstration du LEMME FONDAMENTAL 4, Ch, IV),
D'apreés la PROPOSITION énoncée au cours de la démonstration du iemme
fondamental 4, ch, IV, i'un au moins des 4 enseﬁbles : |
| & N A*, A*Xx N A, AX O A, A¥X (O A¥

est f (et de méme pour y).

A A%
DA
B pELNA
(=== 1L 3 somm-: QA
q € L N Ax
>===> . PX € AxX NA
ax € A*x NA
== M NALEPE A AL
ou
Ax M A¥ = f ——> x € EEX,
De méme :
Yy € AX O A¥*

qQy € A*x O A¥
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sy Ay NA=p —>y ¢ EE
ou

s v~ ¢ BE*.

Ay nA=p—> v € EXE

Donc, si. X,y—1 £ EE* =

y X . € EE¥
T onntms WY aontenen
EE  EXE¥

== BE* £ 0 q.e.d.



'CHAPITRE VI.
VARIETES DE DIMENSION 3:

THEOREME DE KNESER-GRUSHKO-STALLINGS , LES TROIS THEOREMES

DE PAPAKYRIAKOPOULOS, APPLICATIONS.

1) Le lemme de Dehn : Soit M3 une variété (différentiable, ou P.L.) de dimension 3,

son bord ( BMB n'est pas supposé fermé et on peut avoir : BBMB £ @ # aaaM3) .

et BM3

Lemme de Dehn-loop . thm,: "Soit 82 c 8M3 une sous variété connexe de dimension 2,

et

N < 111132

un sous groupe invariant tel que :

(n,B, -N) N Ker (1,(B,) > ’ﬁ(MB)) e

Alors il existe un plongement lisse ¥: D2 c M3 t.q. ngz N EMB B zp’aDz c B2 ,

transversal a M3 , (un tel plongement sera dit Erogr‘e) , avec
- o N
[ngoz]hr1 B, N.v

Corollaire 1.- "Si Ker(nw B,— 7 (M3)) # O il existe un disque plongé proprement

D2 CM3 , avec :

[ BDZ] £ 0 € m B, " (C'estlecasoi N= {o}
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Corollaire 2.- (Le Loop theorem de Papakyriakopoulos).

"Soit B2 c 3M3 telle que

Ker(n1B2___> 111M3) £0 .

Alors, il existe un plongement (c®)

<p:S1———> B2

homotope 2 O dans M3

mais pas dans B," .
Corollaire 3.- (Le lemme de Dehn (de Papakyriakopoulos)).
G . @® 3
Soit ¢ : S, ——————>DM3 un plongement (C™) , homotope & O (dans MB)

Alors, ¢ s'étand a un plongement propre $: D ——>M3 ",

2

Exercice : Soit F:D,——>M,; une application (c®, PL), telle que, pour un voisi-

2 3
nage U de Sz= BD2 on ait :

Vx €U , FIFK) = {x} .
Alors il existe un plongement (c®,PL)

G:DZC——>M3 ,

t.q. GIBDZ = F | 3D,

Exercice : Peut-on imposer que les germes des F,G, le long de 3D2 soient les

mémes ?

[ Le lemme de Dehn-loop thm. réunit donc deux théorémes de Papakyriakopoulos : le

lemme de Dehn et le "loop theorem" ; la présentation donnée i¢i est due a J. Stallings 1
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La démonstration sera formée - de plusieurs étapes :

Lemme 1.- Soit ae(ﬂsz-m(WKauggegmﬂ

Onnote par [a@] 1la classe de conjugaison de a .

11 existe une application COD :
©: D2 _— M3

t.q. tp"1( 6M3) = aD2 , ¢ transversale & dM, ,  ¢( aDz) cB

3 2’

(o] D, }= [a], avec lapropriété suivante

i) Pour une certaine triangulationde D, , ¢ est simpliciale.

_ 2
ii) Il existe un voisinage compact de <p(D2) , sous-variété de MB : V3 c M3

t.q. V3 soit un voisinage régulier de cp(Dz) (Donc V3 collapse sur go(Dz) M

[D'aprés Whitney (H. Whitney : Singularities of a smooth n-manifold in
(2n - 1) space, Ann. of Math.45 (1944), pp. 247-253 ; voir aussi : L. Batude :
Les singularités génériques des applications différentiables de la 2-sphere dans une
3-variété différentiable. Application & la dém. du thm. de la sphere Ann. de Fourier

XXI (1971) pp.155-172), on peut s'arranger pour que

¢ soit une immersion générique, sauf dans un nombre fini de points (intérieurs a Dz)

ou ¢ est la forme :

2
(x4:%,) > (X7 5 X5,%4%,)

- (points fronce) . A partir dela , ¢ se triangule a la main, e.a.d.s. ] .

Lemme 2.~ "Soit W3

(== W n'admet pas de revétement & 2 feuillets).
3

une variété de dim.3 compacte, t.q. H1(W3,Z/ZZ) =0
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Alors, chaque composante connexe de BWB est une 2-sphere".

[ Puisque les coefficients sont dans un corps :

H,(W;,Z/2Z) = Hom (H’(WB,Z/zz),z/zz) -0 .

D'aprés la dualité de Poincaré :

Hy(Wy, W . 7./2Z) =HWW,, 2/2Z) =0 .

3

La suite exacte d'homologie de (W3 , bWB) nous dit que : Hl( 3W3, Z/2Z) = O ,

e.a.d.s. ]

Lemme 3.~ Sil'on ajoute (a1'énoncé du lemme de Dehn-Loop theoren) , 1'hypothese

(H) M3 est compacte et n'admet pas de revétement a 2feuillets"|,

alors le lemme de Dehn-loop th eorem est vrai".

[D'apreés le lemme 2, aM3 est une collection de sphéres. Donc chaque cercle plongé :

S1 = 82 CaM3

est le bord d'un disque plongé D, € M3° Dtautre part Ker*(‘a*le—-) n',lMB) = 1:18

2 2

et cCcomme 11182 est engendré par des cercles plongés, il en existe au moins un dans .

"182'N]'

Lemme 4.~ (LA TOUR) "Soit X un complexe simplicial fini, connexe, avec 171X =0.

On se donne une application simpliciale
fo P X—> L0 et son image :

to(X) =K, € Lj
On considére un revétement :

p1: L]”'_“>Ko ’



VIi-5
un relévement de fo , f1 t X— L1 et son image f1(X) = K1 c L1

On considére un revétement P, : L2--—>K { ooun relevement de f1

f,: X—>L, , sonimage fz(X)-—"K2 <L, ,e.a.d.s.

On construit ainsi le diagramme suivant : (LA TOUR) :

741 i+1
fi+1 |
id Piiq
X SK. © L,
£ 1 1
.
X , >K, < L,
id 1
Pq
- N c
X— Ko Ly
£
[s)

Il existeun n t.q., pour i>n , p, soit un homéomorphisme . (Donc la tour
i

ne peut pas &re continude indéfiniment).

[En effet, on peut trianguler tous les Ki ’ Li y fi a la fois. On définit la

complexité de fi :

‘y(fi) = (le nombre de simplexes de X) -

~ (le nombre de simplexes de Ki) >0

Si 7(fi) = 7(fi+1) ,y le diagramme
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i+1

Pt 1 Kip

El-h
= e— R

nous dit que p,_, | K, ¢ = identité

=== le revétement Pii1° Li_mm—-—ﬂ(i admet une section ==—=> le revétement

P.

i1 est trivial.

Dongc, tant qu'on ne rencontre pas de p; trivial, on a :

-y(fo) > 'Y(fi)v:) 7(fé) > ... | e.a.d.s.] .

Lemme 5.-’ (LA DESCENTE)" Soit W, une variété de dimension 3° compacte,

3
: W A : . ' ' .
82 c 3W3 , P: W 3> W3 un revétement a 2 feuillets , BY, < bW3 t.q.
1 ]
p(BY) € B, et
N & ﬂ1B2 :
un sous-groupe invariant (==>N' = p':'1

» N < 1718'2 est un sous-groupe invariant).

Supposons qu'il existe un plongement propre (DZ’ QDZ) — (W'3 R B'z)
v
t.q.: [ ¥3D, J€qBY -N' .

Alors, il existe un plongement propre



VI-7

. - 1]
t.q. : [zprz] € mB,-N ",

[ Sans perte de généralité, poy': Dé———>‘W3 est une immersion générique,

propre, sans points triples. Pour les pts doubles de p o ! il y a quatre sortes de

composantes connexes, comme ci-dessous,( dessins a la source. )

1)
couronne circulaire A .
- 1) b t a
] u
a v b
Iv) a t - a
s u
b v b

Dans chaque cas, on peut éliminer la composante respective ("procédé de coupure")

sans détruire la propriété : [py¥( ADZ)] €mB,-N

Dans le cas I) on fait 1'opération représentée schématiquement ci-dessous et qui

ne touche pas au bord : (dessin au but)

ar=a [ Y | ( \
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Cette opéfétion diminue strictement les points doubles si le disque Y est minimal
(ne contient pas de points doubles dans son intérieur).
Dans le cas II), si Y est minimal,

PY(Y)= P, €W,

2
P,x[-1,+1] € W3 . Pourle cercle T,ona:

ou P, estle plan projectif ; en plus P2 < W3 admet un fibré normal trivial

rc B(P2 x [-1,1]) (voir la figure IT) et T borde un 2-disque 52 c B(P2 x[-1,1]):

f ruban de Mobius : pg'(A)
r

pq,"(abc abec)

= py'(Y)

On change p ¥' enremplacant p $' (A +Y) par 52 (ce qui ne touche pas au bord).
Si Y est minimal, cette opération, aussi, décroit le nombre des points doubles .
Donc en appliquant les 2 procédés ci-dessus, successivement aux cercles

minimaux on élimine toutes les composantes I, II,

Dans les cas III, IV on peut faire disparaftre (au but) le segment ‘ ab, par une

coupure, de deux maniéres différentes :

s S
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Dans le cas 1II, en utilisant les 2 maniéres de couper, on obtient deux disques singuliers
propres strictement plus simples que p zﬁ'(Dz) , ayant, comme classes d'homotopie du
bord (dans m B, ) : [su'l] et [svut] (produit de chemins ; chaque fois qu'on
mettra un produit de chemins entre crochets {[... ] , il s'entend que le chemin resﬁectif

est fermé, et qu'on prend sa classe d'homotopie).

pt. base (tous les [‘su"1 1,

[ut] ,... sont'basés",igci)

Ona:

.[p lb'(BDz)] = [stuv]=
= [su"']. [ut][svut] [t_1u—‘]]. [V_luq][suq]"1 [sv]
= si [su-1] , [svut] € N alors il en résulterait que : [p $( aDz)] €N
(c'est ici qu'on utilise le fait que N est invariant) ... e.a.d.s.

Dans le cas  IV) on a, comme ci-dessus deux disques ayant comme bords,

respectivement [su] et [st” Ty ]
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Ona: [stuv]=[su]. [u-1tu] [( st™ a1 | (su) ] [u-lt-Tu ] e.a.d.s.].

oD

vu_ Tts"1

Démonstration du lemme de DEHN~-LOOP THM.: On peut construire une TOUR - comme

“dans le lemme 4 , avec les conditions suivantes :

o . P @ '
X _DZ » L, =Vj3= Vj= voisinage régulier (C™) de (p(Dz) <M,

fo = ¢, (Ko = @ (Dz)) , Chaque p,étant un revétement & deux feuillets. (¢ est

fourni par le lemme 1).

D'apres le lemme 4 cette tour, unique, s'arréte aprés n pas, c'est-a-dire que

Kn ne posseéde pas de revétement 3 2 feuillets,

Cette tour, une fois construite, peut &tre lissée de la maniére suivante :
) . > 7 3 . . o » N
On a une inclusion-équivalence-d'homotopie KOC:PV3 , qui se releve en une

inclusion - équivalence d'homotopie :

1
s
L, > W,
Py

KO L_N—é V(B)
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On considére un voisinage régulier (Cm) de K1 c Wq'3 :

K1C—,:,—-9V13 = W13 e.a.d.s. Latour "lissée" est donc :

D C____)Viﬂ c wi+1

D, . >Kip1 =l D==7Y3 3
i+1
id Pt P11
i
D, : $K; =D, V3 € Wy

On suppose constamment que V§ c W; est construite de telle fagon que :

i i
ti(ADz) c av3 N AW

3

&
fi(Dz)
soit B° © av‘; un voisinage régulier (Cm),de fo(bDZ)»;"o(aDz) c avg

(sans perte de généralité, ¢ | BDZ est une imm. générique). B® est une 2-variété

I1'inclusion naturelle et N° < g B® 1e

connexe et compacte. Soit i: I‘:’f"-’———)l?’,2 1

sous groupe invariant ¢

o_.
N” =i-1
* N)
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Puisque
[tp(bDZ)J €mB,-N
— 1;1130 ~N°#£ O (en fait] 1(3D,)] € 'n]BO - N9

c bV13 un voisinage régulier de f1( d D2) c av'B . Sans perte de

1

soit B!

généralité : B C p;T(BO) N bV13 .
On définit le sous groupe invariant :

N - (pi); N° c 111131 .

1

Ona: [,(3D)] € B -N'Zo.

De la méme fagon, on définit inductivement les 2-variétés compactes B' et des

N . i
sous-groupes invariants N :

i o1 d=1 i i
3 4(P1)>§ N =N c B

: i
fi(sz) cB c 3w 1

(p,)

1% '

-—— e o - — -

Voi-1 i-1
£, apz) eB ' c ¥V

3 N c 1B .

(Sans perte de généralité :

vionoawl =Bt , et on pensera a tout ceci comme étant un diagramme :

3 3
D 5Bl e W o Vie D
2 3 3 T 2
fi|3D2 | i
. P; .
id id
i-1 ie1 i-1
> r & .
BDZ ; B [ \1\3 o V3 .s ; D2 )
. 1-1
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Puisque Vr; ~ Kn (équiiralence d'homotopie) 1ne posséde pas de revétement
a 2 feuillets, on peut appliquer le lemme 3, au cran n, ce qui nous fournit un plonge-

ment propre :

y,:(D,, 2D, >(V5 , BY)

t.q. [4(3D)] € mB" - N"

Le lemme de descente (lemme 5) nous permet de construire successivement, pour

n-1, n-2,..., 1,0 des plongements ‘pn-l gy wo analogues.

zpo est le ¢ cherché !

2). Théorémes de Kneser-Grushko-Stallings :

Théoréme de Kneser-Grushko-Stallings (J. Stallings) :
"Soit M3 une variété de dimension 3 (COO, PL,...) fermée, connexe, A,B
deux groupes et & un morphisme surjectif :

ﬂiMB———?HA ¥ B — 30

On suppose que la condition suivante est satisfaite :

xxx (T') Si T2 €© M est une sous variété (fermée, connexe) de dimension 2, a
3
fibré notmal trivial, telle que : TT) 0 —m T2 ——>ﬂ1MB est exacte.

I‘2) 2111'1‘2 € Ker &
—_— T2=52(<—-—>1I1T2=0). 30X

Alors, il existe une décomposition en somme connexe :

M, =M # M2 telle que
3 3 4 3
2

1 _
€I>111M2 =A et
ow M2 =B o

13~
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Corollaire 1.~ ("Conjecture de Kneser“)

"Soit M

3 comme ci-dessus et $un isomorphisme :

$

O > 7, M

3

Alors, il existe une décomposition en somme connexe M3 = M‘3 # M§  telle que :

1 % ’
O-——->n1M3 A—0O.
~ 2 @ N hY n
O —/171M3 >B O.

[En effet, puisque Ker ¢ = {1} , la condition T') est trivialement satisfaite}

Corollaire 2.- (Théoréme de Grushko).

"Soit Fp le groupe libre de rang p, A, , A

1 .y An des groupes quelcon-

2 ’ LN
‘ques, et $ un mérphisme surjectif :

F >A, ¥ A, ¥ * A —0
p 1 2 n

Alors , il existe une décomposition en produit libre :

F =F ¥ ... ¥ F L p. = telle que :
p=Fp, Fp (ip1 P, q

[ Par induction , on se raméne d'abord au cas n =2 . On remarque que
Fp = 7,(p {é (S1 X Sz)) .

Si T, S p A= (S1 x S 2) est une sous-variété fermée (de dim.2) dont le

7y s'injecte dans 7 1(p ;,fé(S1 N 52)), == mT, = libre — T,=S, .Doncla

condition (1) est satistaite ! ].



Vi-15

Corollaires du théoréme de Grushko .,

A) Soit rg G le nombre minimum de générateurs du groupe G . Alors :
rg(A1 ¥ ...%X A)= T TrgA..

B) Si F,G sont libres du méme rang : rgF =rgG=n<omw etsi

¢: F—>G est un épimorphisme, ¢ est un isomorphisme.

C) Si F estlibrederang n et a a_ € F engendrent F,

17023,

(a, ,..., a) forment une base libre de F .
1 n ————— .

3). (Rappels sur la) Chirurgie plongée : Soit W _, une variété C® fermée de W, un

cobordisme élémentaire d'indice ) .

W= (Wn_1‘>< [0,1]) + (une anse d'indice X) tel que:

= i
BW =W _,x0 + W'

(11 existe donc une fonction C® :

W —>[0,1],

telle que §-1(0) = W'n-i , 6-1(1) = W'l‘l_1 , ayant un seul point critique, non dégénéré,

au voisinage duquel ¢ s'écrit :

132 _ 2 -x2+x2 + +x2)
2 1 2 ' A A+1 0 007 n’"’

Si W estune sous~variété de V, »ondira qu'on passe de la sous-variété

W'n 1 = Vn 4 la sous-variété W‘;l_1 c Vn par une opération de chirurgie élémentaire

(ou modification sphérique) d'indice X . Du point de vue pratique toute la situation est

déterminée par la donnde de la sous variété a fibré normal trivial W 'n- 1€ V et par



VI - 16

1'4me de 1'anse, c'est-a-dire d'un plongement propre :

() (D, , 3D, ) > (V,, W!_)

- - t
(DA dD, © .V“ W'n_1 et D)\ est transversal a Wn-l)

]
Wn—1

(Cette figure est plongée
dans Vn)

Soit (X,A) une paire d'espaces topologiques connexes, telle que A soit

bicoloré (on a doncunouvert Ax(-1,1) € X avec A=A xO0).

v .
" Soit X 1'éclatement de X lelong de A et A1 , A2 € X les deux relevements

de A dans X
X est connexe, ou posseéde exactement deux composantes connexes
X, DA X, © A, . On écri (X,A) = 0 aulieude m(X,A)=mn(X,A))=0
1 1 2 9 nec:rnr‘aﬂfi ,A) =0 au 1eue1ri , 1—_1ri Ay =

(dans le cas connexe) ou "i(Xl ,A1) =1 (XZ’AZ) =0 (dans le cas non-connexe).

Une application f: Vn-HX est dite transversale sur A , si

- sA X (=1,1) ———3(=1,1)

V. > f-1(A x(~1,1))
n [} vy
: N

ouvert (donc variété C®)

est de classe C® ot admet 0 comme valeur régulidre.
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Si c'est le cas, f—l(A) c 'V, estune sous-variété (fermée) de codimension 1,
munie d'un voisinage tubulaire trivial , compatible avec le bicolorage A x (-1,1) .
Enfin, si g: Vn—-——->X , quelconque, est donnée, on peut toujours par une petite

homotopie le rendre transversale sur A (approximation c® et théoréme de Sard).

Lemme1l.- (Lemme de la chirurgie plongée).
"Soit W <V, W _=W! +W» uncobordisme élémentaire d'indice X,

et (X,A) une paire comme ci-dessus, avec
7 JL(>V< LA) =0 .

Soit, aussi, f: Vn———>X une application continue, transversale sur A ,

telle que 1

~ta _wr -
A=W

11 existe, alors, une application continue g : Vn——> X , homotope a f,

vtr‘ansversale sur A , et telle que g-1A = W'r'1-1 ",

Démonstration : Je rappelle qu'une paire d'espaces topologiques (K,L) ‘est une
cofibration , si chaque application continue

K x [0,1] 2 (Kx0) U (Lx [0,1])T>T

se prolonge & K x [0,1] . (exemple classique : K = complexe simplicial, L = sous

complexe).

Si 1'on considére le plongement () (DA y ODy)e—— (v W! ) qui

3

définit le cobordisme élémentaire Wn c Vn , alors la paire

est une cofibration. (exercice facile : on construit des voisinages tubulaires, e.a.d.s.).
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. [ ] -
Puisque 1A —w' ', HD,) N A=@ ,donc fID, sereleve dans X :

(Si X n'est pas connexe, f(D)< X. pourun i=1,2).
X i

\%

X

/l

D > X
A £

Dy

__ ,
I existe une homotopie g, : DA—>X , rel bDA , telle que gl(D)\) c Ax(-1,1) .

o]
Puisqu'on travaille dans X , on peut imposer que gt(Da) NA=¢ etaquelegerme

de g le long de 3D, reste tout le temps le méme,

A .
X1 A [T\iﬂ g (D
. i
i / A Ax(-1,1)
/]
X, ~
g,(D,)

De la propriété de cofibration de (V w -1 U D ) on déduit 1'existance d'une homoto-
pie

iV, ——X  (t€[0,1]),
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telle que : a) £ =1 et f, esttransversalea A .

t
b) 121 A= W'n_1 et dans un petit voisinage de Wh-x , ft est indépendant
de t

On est donc ramené a la situation
EW CA x (-1,1),

et par un changement de notation, sans perte de généralité cette propriété est déja

satisfaite pour notre f initial.

Soit V. > U_=1'ouvert 1A x (-1,1)) .

Ona:

Toute homotopie de ¢ qui reste égale'a ¢ au voisinage de -1, + 1 engendre une
homotcpie de f:V ﬂ__—>x .
En choisissant deux valeurs régliliéres de ¢ : c1 , c2 (proches de -1,1), on

réduit notre lemme de chirurgie a la proposition suivante :

i e . - . .
Proposition.- "Soit (Un » Ul 40 Un-1 ) uri cobordisme et

¢:U——>[c,, cz] 30

une application c® , telle que :
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“1 oy “1 e | o
a) ¢ (c1)—Un_1, ¢ (cz.)_Un_let €y s Gy sont»des valeurs réguliéres.

b) o est valeur régulidre et
<p-1(o) =W' cint U
n-1 - n

On se donne un cobordisme Elongé :

1 1 TR
(Wn, Wn—’l ,W'n,_1)‘—-> Inwaﬁ.

Il existe une homotopie ¢, (¢ =) telle que Iyu = ¢ , O estvaleur réguliere
t o (‘% n

de ¢ et (p{'1(o):W3_1.

La proposition Se démontre comme suix :
On choisit une fonction (de Morse, si 1'on veut)

e (w,wr o ,we 3([0,1],0,1) ,

=1’

ce qui nous permet de plonger "canoniquement”
WC—sU x[0,1] .
n n

(W;}_f: Un x0 , W';l_i: Un x 1) . Ce plongement est transversal a

U, xo,U x1c¢c o (Un:‘x [0,1]) ét posséde un fibré normal trivial :
‘[—a,g] x W €U x [o,1].

Enfait W sépare U x [0,1] .Sur (U x0) U (dU_ x [0,1]) U( [-&,¢]x W)
on définit une application ¥, .a valeurs dans [c1 ,cz] , par: Y| U,x0=9 ,

¢(U;]x[0,1])=c1 ; :p(U';lx[OJ]):cz , et:

&M———)[-&,E ] e [cli}czj
Y

Ensuite on applique Tietze aux deux morceaux de .U x [0, 1]-Ce,e)x W)
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\

et & [01’—8]9 [€T02].

Ceci finit la démonstration du lemme de la chirurgie plongée.

VARIANTE DU LEMME DE CHIRURGIE PLONGEE :

"Soit f:Vn-e X ‘transversale & A, f—1A = W£_1 et un cobordisme élémentaire

(dans Vn), donné par :

C t
(o, ,0, ) > (V)

Supposons que l'application :

v
g, = f: (Dx’an) -~ (X,4)

: 4
est homotope & 0 (danms RX(X’A)).

Mors, il existe g:vn-» X, homotope & f, transversale & A, et telle
ue g—1ﬁ = W )
q LW e

n va étudier de plus preés le cas n =3, )\ = 2. Donc nos W;_ yeos Seront

1

des surfaces fermées, pas nécessairement connexes T c V_, & fibré normal trivial,

3

Quand on va considérer :
(%) (D2,6D2) —> (VB,T),,
T sera, forcément orientable le long de oD,,.

Soit T = LJTi la décomposition en composantes connexes et X(Ti) la carac-

téristique eulérienne :

it
3
!
R
+
33

x(z,)
(Done (1) ¢ 2 et x(1,) = 2¢—> 1, = 5).

Par définition :

o(T) = 2(2—x(Ti))2

est la complexité de T(p(T) mesure la différence entre T et une collection de

sphéres).

Considérons la modification sphérique d'indice 2, de T, définie par (*). si
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3, £ 0 (1)

(6D2 pas homotope & O dans 7T), on dira qﬁe la modification sphérique respective

est une réduction,
Lemme 2,— "Si T == T' est une réduction, alors :
plT*) < p(T) "

Démonstration : La modification sphériqué remplace un anneau (Ssz) par

deux disques, En regardant la figure ci-dessous, on voit que 1l'on perd une arréte

et 1'on gagne wne 2-cellule),

w @

4
i > T t

Cas_10° : Le nombre de composantes connexes reste inchangé (donc, sans perte
de généralité, on peut supposer que T,T' sont connexes), Si X,%' sont les ca-
ractéristiques eulériennes respectives, on a

0 2-% = 2+a,-q ~

S 2% +a, e,

0¢ 2-x' = 2+(a ~1)-a ~(ayt1) = (2-%)-2 < 2=y
S N ——t
al t

1 %2
Done : (2-x')? < (2-1)%, e.aud.s.

Cas 20 3 6D2 disconnecte T, ' Sans perte de généralité, on a deux variétés

(fermées) connexes T;,Té , et s

T =T #T'Z (somme connexe)
T =T UTS (somme disjointe),

Donc :
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x = x(T) = x(T;-pt) + X(Té-Pt) - x(S1) ='(x;—1) + (xé—1)
\ \'g d - Y / N~ ’

(x;—1) (x3-1) 0

L= (2-x) = (2—x;) + (2=x}).
Puisque [ODZ] /0, ona T;,Té # 5, donc :

oy oy !
2 X1, 2 X2 > 0

= (2-0)% > (21))% + (2-1))%, e.and.s.
Une sous-variété T C:V3 (fermée, & fibré normal.trivial) qui ne possdde pas

de réduction est dite IRREDUCTIBLE.

Lemme 3,- ("Le lemme de Kneser") : "Soit T c:V3 une sous-variété fermée (pas
nécessairement connexe), & fibré normal trivial,

a) Si T n'est pas irréductible, on peut la rendre telle par une suite finie
de réductions.

b) T est irréductible (== \fTi, composante connexe de T, la suite

O—*nTi*nV

1 13

est exacte",

Démonstration : a) résulte automatiquement du lemme précédent,

b) (== est évidente. Supposons donc que T est irféductible, mais qu'il

existe une application
f:(D2,anz)-» (VB,Ti)

telle que [féDZ] / 0 (Ti). n va montrer que ceci impliquerait 1l'existence d'une
réduction . (Contradiction ),

Sans perte de généralité f est transversale & T (en particulier le germe
de f 1le long de 6D2 est transversal & Ti ; Ceci résulte du fait que T possede
un fibré normal trivial,)

n a donc :
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f~1(T) = 6D2 + (des composantes connexes qui sont des cercles plongés dans
D, 2-3~2 disjoints). Soit Cc £ (1) une composante connexe minimale. (Ce qui
veut dire que le disque A2 C D2, de bord C ne contient pas d'autres composantes

de f—1T). Disons que :

ch’l‘ch.

Deux choses peuvent arriver

b-1) [fc] ~ 0 (dans Tj)' Dans ce cas, en remp].-agant fA,, par le disque

2

(singulier) bordé par fC dans Tj’ et en poussant un peu du bon cb6té pour détacher

ce disque de Tj (ici on utilise la trivialité du fibré normal), on obtient une au-

tre application g:])2 - VB’ telle que g|<‘>D2 = f 61)2, g transversale & T,
- . moins
et g 'Tavec J de composantes connexes que f.
r -
A2 c fD2
T, ==> T.
d / _ \ J
D, & D,

b—g) [fc] # 0 (dans Tj)' o peut faire éclater V3 le long de T.j

v .
Vv, -V T. se reléve en deux exemplaires T!,T" é\‘f . . Disons que T:j est

30 3 7] b R B

celui qui correspond au cété de Tj touché par fAZ' La minimalité de OAZ =C

fait que f!A2 se reldve aussi dans V_ :

(g'c‘)Az cC Té). Le lemme de Dehn-loop thm, nous dit 'qu'il existe un E'lo_r_lgement
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v

,T;j)
g

3

tel que [géAZ] f O(T3)° Ce plongement pourrait &tre utilisé dans V3, pour
féduire Tj (donc T). Donc, puisque T est supposée irréductible, la situation
b-2) ne peut pas arriver,

Mais si c'est seulement la situation b-1) qui arrive, on peut changer f

N

en f1 (sans toucher & son bord) de telle manidre que :
£ (D)NT=4p
1772 o

Puisque [f16D2] = [faDz] est supposé A& o(T) ceci nous ramne, de nouveau

3 un cas comme b-2), donc impossible,

== 5, T s'injecte dans g, V_.

1 13
Lemme 4,— "Soit (X,A) wune paire d'espaces topologiques connexes, avec A Dbico-
loré, telle que :
n,(¥,4) = o.

Soit f:VB-e X une application quelcongue,

i) 4 gV,

g A soit irréductible,

- X, g homotope & f, g transversale & A, et telle que

ii) Soit g A =1 = v, .
Supposons aussi que :

O0-» 5,V X est exacte.
n1 3 - > n1

*

—_ - 1
== 0 T Ti

1 > . A est exacte!
i

€x

Démonstration : 1) On commence par rendre f transverse & A, La premiére

partie du lemme de Knesér nous dit qu'il existe une suite d'opérations de réduction

1

dans V3 gui rendent £ 'A irréductible. Le lemme de la chirurgie plongée nous

dit que ces réductions (qui existent, a priori, dans V3’ seuiement) sont géométri-
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quement réalisables en homotopant V3 —> X.
f

2) On a un diagramme commutatif :

a
n1V3 > n1X
B s
x, T, =—————e—> g A
171 Y 1

Par hypothése ¢ = £, = gy est iﬁjective. La seconde partie du lemme de

Kneser nous dit que g est injective == Yy est injective aussi,

4) Démonstration du théortme de Kneser—Grushko-Stallings : (J.Stallings)., On peut

réaliser 1'espace

k(4 * B,1) = k(4,1) v K(B,1)
en joignant les points base de K(A,1), K(B,1) par un intervalle [—1,1] 3 0. s8i
1'on considére la paire (X,Y) = (k(a % B,1), {0}), le sous-ensemble {0} est,
naturellement, bicoloré, D'autre part :

Vv .
n)‘(X,Y) =0 si A> 1.
La théorie des obstructions nous dit que -

Hom(y M., A « B) = [MB,K(A * B,1)].

3,

(classes d'homotopie pointée-),

K(4,1) K(B,1)

K(A % B,1) = K(A}f) v K(B,1).

I1 existe donc un

f;143 - k(4,1) v k(B,1)
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tel que f =9 (on choisit 0 comme point base de K(A,1) v K(B,1)).

Le théoréme de Kneser-Grushko-Stallings résulte du théordme suivant (en fait

est équivalent au théoreme suivant).

" THEOREME DE "SPLITTING" : Dans les conditions du théoréme de Kneser~Grushko~

Stallings il existe une application :
gy — K(4,1) v K(3,1),

homotope & (par une homotopie respectant les points-bases), telle que @
1) g est transversale & {0}.

2) g—1{0} = une sphdre 32 qui induit une décomposition en somme connexe :

]
ny = 0y A0

1
3) ® n1M3 =4, 3 E1M§ = B. (o= g = Ty 2 "o

Démonstration : Sans aucune hypotheése sur & = f f est homotope ( rel,

¥ 2

le point base) & une application f1:M3-» K(A,1) v K(B,1), transversale & {O},
telle que g—1{0} soit irréductible, [En effet, par une premiére homotopie (rel,
le point-base) on rend f transversale. Ensuite on réduit f—1{0} (qui contient
le point base de MB)’ par des 2-disques (comme'dans.la premigére partie du lemme de
Kneser, en prenant la précautidn que ces 2-disques ne touchent pas au point—base).
Le lemme de la chirurgie plongée nous permet de réaliser ces réductions par une
homotopie basique]. |

Soit donc @

g {0} = 1= SR

Dtaprés la seconde partie du lemme de Kneser 0~ n1Ti‘+ u1M3, et comme

clairement T c Ker & = Kerf, = Kerg,, la condition (r) du théoréme de Kneser-

Grushko~-Stallings nous dit que

i 2°
Si T était connexe la démonstration serait terminée. (Puisque {0} sépare

k(4,1) v k(B,1), g—1{0} = T=35, est obligée de séparer M en

3,
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g 'x(a,1), & ' ®(B,1), donc

M, - et r(a, ) U &t x(s,1)
S
2

= sSomme connexe (g-"t K(4,1) UD3) # (g—-1 K(B,1) UD3)
- - s e )

. .
1
1 Mé

e.a.d.s.).

Le cas T non-connexe se traite par 1'astuce du "binding tie", (dfie &

Stallings), que voici,

Soient T ,T2 deux composantes connexes distinctes de T (Disons que

Xo € T1).

o= point-base de

3

(ce @essin- est & la source, M3)'

n peut les joindre par un chemin ) de M3, partant de X, € T1, g(n)
est un lacet de K(A,1) v K(B,1).

Puisque @ =g, est surjectif, il existe un lacet Y de M3' basé en
X tel que :

g.[1] = [6(M)] € & % B =5 (x(a,1) v K(8,1)).
On peut donc joindre T1 et T2 par le chemin " =_y-1x (de M3) tel que le lacét
g(p) (de k(4,1) v K(B,1)), posstde la propriété :

[e(uW)] =1 ¢4 x3=mx(a)v 1)),
Sans perte de généralité | est transversale & T, on peut ddnc I'écrire

-comme 2

RS Ry eee iy (somme de chemins) .
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ol chague w; ne touche T que par:ses. extrémités, Donc :

g™ x(a,1)

By < ou

g~ k(B,1)

==> 3TH est wn lacet de K(4,1) (ou de K(B,1))-

et finit dans la composante

i
commence dans la composante T

Disons que By

(31 = :
. T1+1
(ce dessin est & la source, M3)'
Supposons que pi soit tel que :
a) Tl - T1+1 .
b) [ep]=1¢€4.(8).
: k - ‘ Biy L
: 1 1+
i~ T = La simplification de

i+1

uo
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AMlors, on peut remplacer dans le morceau . ar le morceau
s 13 My

1Hibigq?

Yi o~ By qHigg (dessiné en pointillé dans la figure ci-dessus) ;‘de cette facon on

n'a pas changé les extrémités de ni la classe d'homotopie [gy]l =1 ¢ A % B,
P W i

mais on a rédult le nombre des intersections avec T,

On peut donc supposer, sans perdre la généralité, que chaque by tel que

i posséde la propriété

[eu;] # 1 € A(B).
D!autre part, si tous les [g“i] #1 ¢ A(B) alors :
[en,Jl8n,)- [ ] € A « B
serait une édcriture ?éduite de 1 = [gp] (car [g“i] ¢ A(B) ¢—> [g“i+1] ¢ B(a)).
Comme ceci serait en contraediction avec le théoréme de structure de rvan der
Waerden? on en déduit ltexistence d'un Hi tel que
[gpi] = 1 ¢ A(B).
Dtaprés ce que l'on vient de dire By joint deux composantes différentes
ot 4ot ge .
On peut prendre pour By un plongement, et si 1l'on considére le cobordisme
élémentaire (d'indice {) défini par :
(”i’bui) C—> (V3’T)’

¢ée cobordisme définit la modification sphérique :

o U T ey 0t g e,
5 S Sy

Donc T' sera aussi une réunion de sphéres avec une sphéere de moins que T.

Vu que [gui]‘= 1, la variante du lemme de chirurgie plongée permet de réa-
liser cette modification par une homotopie de g.

Apreés un nombre fini de pas on arrive ainsi & un g ~ £ tel que

g ! {0} = 5,
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5) Le "sphere theorem" de Papakyriakopoulos par la méthode de Stallings, (En

utilisant la structure des groupes G avec DG 3, 2).

THEQREME DE LA SPHERE (FORME SPECTALE) :"Soit V3 une variété de dimension

% (quelconque), telle que :
n2V3 % 0.
Il existe un plongement ¢ fi7 > V3 tel que :
1) T = 82 ou P2 (le plan projectif).

2) fT est une sous-variété & fibré normal trivial.

%) Siowg nzT = 7 est le générateur, n2V3 y fLu £ 0",

2V3 un n1V3—module

FORME GENERALE DU THEOREME DE LA SPHERE : Soit Nc g
tel que nZVB—N # . Alors, il existe un plongement ¢, comme ci-dessus :

f:7 G—> VB',

tel que f*u' € 15;2V3—N.

Corollaire,— "Dans les mémes conditions que ci-dessus, si en plus V3 est orien-

table, on peut prendre T = 82".

[On remarque, aussi, qu'wn T = S c::V3 avec 1-2-3 implique que

2

n1v3 =AxB(A# {1} #B), ou n1v3 7. En particulier, pour V3 = S1 X P2 on

ne peut pas avoir de T = 52 (car n1V3 = z+(z/2z), étant commutatif n'est pas
produit libre non trivial ), Donc, dans le cas non orientable le corollaire se

trouve étre faux}.

Démonstration :

(1) Si 6V3 contient une composante qui est S2.ou P2, cette composante

peut jouer le rdle de T, [1-a) Si 6V3 = S+l et 5, ~ O(V3)’ on arrive & une

contradiction, comme suit : en regardant la suite exacte d'homologie mod 2 :

(V) > H(V_,07,) > H(0V,) ——> u_(v,)
w2l 2 oD ?{ 3 25 3 1 2" '3
0 Zz/2%Z ou O suivant
que V_ est compacte ou non
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‘on voit d'abord gue V3 est compact (autrement 1[82] # O), ehsuite que le seul

élément non trivial du noyau de i est [82] + [wz] = w2 = p.

Le méme raisonnement dans V3 (revétement universel) ol 82 se reléve dans

663 (avec S. ~ 0 (63)), montre que 6%7 =S = g V_.=0=>71V est contractile.
5

2 13 3

(on utilise ici le fait standard qu'une variété compacte, connexe, simplement connexe,

2

V3’ avec 6V3 # f est contractile),

-— i — -t ~ N nd_
1 b) si OV3 P2+w2 e u O(V3) (ou u engendre

RZPZ)’ on arrive & une cbntradiction, comme suit : dans 63, au—~dessus de P2

il y a une composante de 653, X,

X ne peﬁt pas étre P2, car le bord d'une variété orientable est toujours

orientable,
S1 X = SZ’ on a 52 ~ 0(53), donc 6%3 =X = 32 => 53 est contractile
=) n2V3 = 0].

(2) oN VA INTRCDUIRE MAINTENANT L'HYPOTHESE (provisoire) SUPPLEMENTAIRE

QUE V3 EST COMPACTE.,

Soit 6V3 = T1 L;Tz U ... L;Tk (composantes connexes.)ge dis qu'il suffit de

considérer le cas ou
@) T, # 5, B Vi).

B) 0 - u1Ti-e n1V3 est exacte, (T "incompressible"),

[Si Ker(n1Ti-e n1V3) % 0, 1le lemme de Dehn-loop thm nous fournit un disque
plongé,
Com
(v,,0D,,) > (VB,Ti)

tel que [OD2] 76 O(Ti). Si 1'on fait éclater ce disque on a un plongement naturel :

V. v, =V, + ( d'indi )
c = + (une anse indice 1).
3 3 3

. v
On voit que O - 3.V

v A4 hd
— t - t pl
Vs @QVB, A £ 0, e Ker(n1év n1v3) est plus

3
petit que Ker(n1év3 - nTVB) (en fait, on a réduit OVB’ dans le sens de la

chirurgie).
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Aprés un nombre fini de pas, on tombe: ou bien sur le cas

ou bien le cas a)—g)].

«)-g) => “1V n'est pas fini ==) H§(§3) = 0.

3
== GN = ON = I v = .
> m, V3 5 VB’ H26V3 0
= - v - d GN - .
=> 0 H2V3 > HZ(VB, v3) 0

Par Hurewicz et la dualité de Poincaré :

Donc H.V # O.

'3
Je dis e : b V .
an Vs ¥ 2
[En effet :
by, V
q:VB =z '3

1), déja traité,

> ~ i o~ 1~ 1~
HV, —> HV > HV > HV, —> H'V
f 3 . 3 © 3 £'3 3
\_..v_/ | S St e |
0 A #0 0
N 1 . . (0)04
(ol HfV3 > Z), nous dit, justement que %nVB > Z+Z].
(3) Si bn1 3 = o0, DPuisque n1V3 est de type fini (V3 compact), on sait,

d'apres Stallings, que :

avec F fini, P > Gy e.,a.d.s,

On a vu au Chapitre II que ceci nous permet de construire K(G,1)

comme suit:
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(o1 U (K(F,1) x [0,1]) U K(G,1)
K(F,1)x0 K(F,1)x1
k(@,1) = < ou

k(e,,1) U (k(F,1) x [0,1])

r Al
Cok(®,1) w{o,1}
Dans les deux cas la paire connexe

((e, 1), K(7,1) x 3) = (x,4)

posséde la propriété que K(F,1) x % est(canoniquement) bicoloré, et que

v .
nh(X,A> =0 si A> 1.

La théorie de la chirurgie (lemme 4 ci—dessus), nous permet de construire

une application continue f:V3-» X, telle que :
£
*

> 1,X.

1) f dinduit un isomorphisme g,V 1

13

1

2) f est transversale sur A,f A = LJ(Ui) est une sous~variété propre a

fibré normal trivial, transversale & 6V3 (pour cette dernidre propriété on prend v

la précaution de rendre, gussi, f]év3 transversale & A).

iii) 0 - -nJIU'i»> P,

==y (puisque P est un groupe fini),

’

s

ou

U, = { 82

ou

P
_ 2

Si U, =D puisque g, 0V_, s'injecte dans n1V

5 27 2y on a [ODZ]'~ O(GVB).

3,

i i
. . Y + -  t -
Donc, il existe un 2-disque A2 c:éV3 el que 6A2 éUi. Soi Ui _D2

. i s
comme ci-dessus, avec A2 minimal



VI.35

En utilisant le fait que
i v
[45] € n,(X,8) = 0,
on peut homotoper f (dans le voisinage de A;) de telle fagon qu'on puisse rem—

placer U; (dans 1'image inverse de A), par la 2-sphére

i i
32 = Ui UAZ.
On peut donc se réduire au cas ou tous les Ti sont 82 ou P2.
Si Ti = S2 ~ O(V3)’ S2 sépare -V3 et 1l'une des deux régions est contrac-

tile., Ceci nous permet d'homotoper £ de telle fagon que ce Ti—lé disparaisse,

[En effet, soit K3 la région respectiVe.
£: (k1) - (X,4)
représente un élément de n}(%,A) = 0, Par une homotopie de f (& support dans wun
voisinage de KS’ on peut donc rendre d}abord flK3 constante, K3 - pt ¢ A, et
ensuite‘ia séparer de A (localement).

A

A=

f
Ky

Si Ti = P2 et u est le générateur de n2P2, on a obligatoirement

u o (VS).

[Avtrement, en passant au revétement & 2 feuillets qui rend V3 orientable :



A
o
Iz > r
[
P, >,

on aurait 82 ~ 0(63). Donc S sépare 63 en deux morceaux, dont 1'un, appelons-

2

le K3’ serait contractile, Soit T L'involution canonigue de V3. La restriction

de E: - — est
e T & S, x [-1,1] > T,
(1'application antipodique de 82) x (1tidentité de [—1,1].
Donc TK_c XK, ., Mais T n'a pas de points fixes, ce qui est incompatible avec 1ls

3 3

contractibilité de K3 (par Lefschetz ; ou, plus géométriquement : d'aprés le thm,
de h~cobordisme, ou la théorie des voisinages réguliers de J.H.C. Whitehead
on a .

K D =D and ) 3
o x D =D o (p grand) ;

ensuite on peut appligquer le théordme de point fixe de Brower & T x (id D ))]. n
: au cas ol P
peut se ramener do?s/éhaque Ti = S_,P. est non triviale, (et de toute fagon

2’72
f—1A £ car f, = isomorphisme),
(4) Si bn1V3 = 2 on sait (d’aprés le théoréme de Stallings sur les groupes
&% 2 bouts) qu'il existe une surjection :

A
bn1V3 ___JE____> G = ou
72/2 x %/2

avec Xer & = fini, Dans les deux cas :
(x,4) = (x(c,1), pt base)

posséde la propriété que A est bicoloré (et contractile)

A

x(z,1) k(z/2 % 7/2)
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Aussi nk(X) = n}\(X,A) =0 (si a> 1),

On réalise & par un

f:v3 - x(e,1) = X

tel que f, =®. Aprés avoir réduit 1y

it

T=UT. on a
i

n,T, cKerd (0-n

: 1Ti-» n1V3) donec n1Ti = fini, A psrtir de 14 on procdde

comme ci-dessus,

Ceci finit la démonstration de la forme spéciale, quand V3 = compact,

n déduit de 1a la forme générale, quand V3'= compact, orientable, comume

suit

On se donne N < 1 n,V_~module, D'apres la forme spéciale, il existe :

Vs
2 1
% 3 3

918, “=> V.» 95, # 0.

Si [¢Sz] f N on a fini, -Si [¢SZ] € N, on fait une modification sphérique de

V3, sulvant ¢82 :

_ 1: - -
Vg => V= V=95, x [-1,1]

+ 2 disques de bords @S, x {~1,1}

1, .2
Vs (¢$2x[1,1])+D3+D3.

(V; pourrait avoir, 2 composantes connexes).

1

Soit N < g le 5.V -module ces £:5, - V) dont 1'image est dams I.

1
o' 13

(sans perte de généralité. fS2 F\D; =0 ...

Puisque - SRR £ p, on.a, n2V; . #£p. [En effet, soit '8, = Vo

transversal a ¢S2, représentant un élément de n2V3—N. Les composantes connexes

de Sz-¢—1@82 engendrent des éléments de n2V3(n2V%), dont 1'un au moins n'est

pas dans  n(n")].

Pour une variété compacté, définissons :
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X(VB) = rg (n1V3) + card n06V3,

(car le passage V3 ===> V; détruit un facteur libre (* 2) de nTVB)'

Si V; a deux composantes connexes :'V;1, V;Z :

x(véi) < x(v3)

(car, si n1V%l =0, on a, obligatoirement OV;1 # ¢, autrement ¢S2~ O(VB)).

. . . . 1 1
Ceci montre que si lton continue le processus ci-dessus avec (V7, N ),...,
5

on doit forcément s'arréter aprés un nombre fini de pas. On trouve donc un
f:85-+YV_, avec
2 3

L sz] € m VN,

Si V3 = compact, non—orientable; et N C:nZVS, on prend le revétement &
. . . A D " . ‘ ~

2 feuillets qui oriente V_: V.=—> V_. Dans V il a un t S > T
4 R Y 30 Y $F By 3

[@SZJ € nzvs—N. On peut supposer que -p o ¢ : 32 e'VB est une immersion générique,

avec des pts-doubles, au plus, p o ¢ induit une involution ( sans pts fixes ) sur

l'ensemble des pts-doubles ( de po v ). Soit v(p QA{P) =.y le nombre des compo-
santes connexes de l'ensemble des pbts—doubles, qui sont invariantes par rapport a
1tinvolution, Si € est une composante connexe, minimale, pas invariante, on peut

1=
p o m(Sz) s} S

1'utiliser pour fabriquer deux autres applications génériques f',f": Sé4 V3, plus

simples que P o ¢(S?), dont l'une au moins ne sera pas dans N,(Ie v ne s'accroit
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pas pendant cette opération),
Sib ¢ est une composante connexe, minimale, invariante, bordant le disque
5C 8, Do 9(8) =P_c v, (avec fibré normal trivial),

2 3

= 8w &' - V3 et le disque &' wrencontre @82 transversalement, le

5'(2,) =5

2
long de 08! c:@Sz. (PuiSque P o ¢(SZ) se coupe transversalement le long de C).
Sans perte de généralité, p o @(Sz—é)kaé' et po ¢(6) v pd6'! sont deux immer—

sions génériques S, - V. ayant des pts-doubles au plus, avec un v strictement

2 3

plus petit que celui de D, @(82), et telle que 1l'une au moins ne soit pas dans N,

(si c'est p o 9{6)w p8', qui n'estpas dans N, le p o ¢(5) = P, C:V5 est le

T =P, qu'on cherche).

Un processus d'induction, qu'on laisse au lecteur le soin d'expliciter,

permet de finir, maintenant, la démonstration de la forme générale, dans le cas

compact, non-orientable,

Pour la forme générale, V3 = non-compact ( ce qui implique la forme

spéciale du thm, de la sphére, dans le cas non-compact ), on considdre

i
:l. =
V3 im V3’ V3 compact,
et Ni Cw Vi, la trace de N < 5.V, (en particulier 1\1-:L = Ker(n Vi-» w V ) dans
23 23 23 23

le cas de la forme spéciale !) ., Puisque N # n2V3, il existe un io’ tel que

i i i
N 7é1t2V3 :

On . applique le cas compact (& V3O ),e.a.d.s,

6) Quelques applications & la théorie des noeuds.

Par définition un noeud sera l'image d'un plongement Cag
:E‘:S1 e-SB.

Un link sera une collection finie de noeuds 2-3-2 disjoints,

Un noeud est trivial ( = non~-noué ) s'il est le bord d'un plongement (
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D ©—->8 . Un link est trivial (= non-noué et non-enlacé ) s'il est le bord d'une

2 3

collection de plongements ¢, 2-3-2 disjoints : DZC-——> 83.

Théordme 1.- ("Hauptsatz der Knotentheorie" —[ Papakyriapoulos])," Un noeud

f:35, =—-> S
5y 772 5y

est trivial si et seulement si
~f = == t —f
1;1(33 s1) 7 ( <=> n1(33 s1)

est abélien)",

Démonstration : Considérons le voisinage tubulaire de S CZS3, et les

fléches canoniques :
= oD, < X
S1 X S1 S1 X D2 82 D§L\N}T“‘>S

¢=nlS1 X 6D2

soit ¢ = ¢ (x) s, %8, (x ¢ 5, ). si n1( 83-—fs1) =7 il s'ensuit que

1r1(83—f81) —> H (83—f31)’

1
(8]
donc ( en choisiésant un pt base convenablement), n1(Sj—F(S1 x D2)) = n1(S3—fS1)

est engendré par [F(C)}.

On voit que si n:S1-+ S1 X S1 est une section de ¢ et n un entier

gquelconque, il existe toujours une autre section g:S1 X S1, telle que
[ns, 1= [&5,] =nfc] (dans (s xs,)=5u(s xs,)).
1 1 11 1 1771 1
En faisant donc une éventuelle correction par un multiple de ¢, je peux

trouver une section 2:81-9 S1

[F, '5;31] =0 ( dans 7:1(83—fs1)) .

X S1, ‘telle que

— [}
R F, g:S1CL———9 6(83 - F(S1 X D2)) on peut appliquer le lemme de Dehn,

gui nous dit qu'il existe un plongement propre :
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., o [¢]
(D2,6D2) s (S3 - F(S1 % D2), :3(83 - F(S1 x D,)))5

J

'
F(S1 X S1)

dont le bofd soit justement FE(S1). A partir de la, la démonstration est triviale.

Théoréme 2,— ("Asphériqité des noeuds" [Papakyriakopoulos]). "sioX C:S3 est wn
fermé connexe (en particulier si X est un noeud), alors :

a) 83—X est un espace K(gm,1) (avec, bien entendu : g = n1(SB~X)).

b) Le groupe n1(53—X) n'a pas de torsion",

Démonstration : SB—X étant une variété de dim, 3 ouverte, elle est un
K(n,1) si et seulement si ng(SB—X) = (Q, Mails si n2(SB—X) % 0, 1le sphere theorem
nous dit qu'il existe un plongement dn,

: Comme -
o S2 > 83 X

pas homotope & (dans 83—X). D'apres le théoreme classique d'Alexander qui dit que
tout plongement 6”:82 > S3 s'étend & D3 (voir J., Cerf: r4 = 0, Springer

Lecture notes) ¢(82) c:S3 divise 83 en deux digques, dont l'un doit contenir X

(puisque X est connexe). Donc ¢ ne peut pas étre non trivial,

a) => b) d'aprés le théordme de P,A, Smith (ch. I).

Lemme 3,-— (specker) : "Soit V3 une variété de dimension 3, compacte, & bord non

vide, telle que chaque composante de 6V3 soit wn tore (S1 X 81).

i b = o0 = ot
R AN >n2V3;éO

Démonstration : Soit T2 C:OV3 une composante connexe, Si

Ker(n1T - n1V3) % Oy le lemme de Dehn-loop thm nous dit gqu'il existe un plongement

2

- propre

(DZ’ OD2> C—> (VB’TZ)’

tel que ODZ ey, T2 solt non~homotope & Q.
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[Bxercice : Montrer par des moyens élémentaires que

Ker(m, T, » n,Vy) & n, T, = 747

est 0 ou wn groupe cyclique engendré par un élément non-divisible de Z+7
(wn générateur)].

Soit N c:V3 un voisinage régulier ¢ de T2(J DZ' Glest glair que
ON

it

S2 et que an = 7, Puisque bn1 5 = o, on a, ainsi, ﬂ1(v3—N) # {1}, donec

S2 est un élément non-trivial de g V_.

0
N 23

Il nous reste donc seulement & étudier le cas ou pour tous les T2 c oV

3

on a une suite exacte :
0->n,T . ~»x,V_ .
T2 T M3
Dans ce cas, chaque composante connexe de OvB (VB = revétement universel) est un
plan R2. Par hypotheése b§3 = oo,
Pour savoir que Vs = EZVB # 0, il suffirait de montrer gque

b(int v3) = b(VB—OVB) = . (Car alors, on pourrait raisonner comme dans le thm,

de Specker habituel :

0 A m(T) = (V) = my(F) = m, (1)) (ou ¥, = am )

Le fait que b(int,ﬁs) = résulfe du .emme 3 ~bis ci-dessous,

Exercice : Si 6V3 contient des composantes % (31 X S1), le lemme 3
est faux [regarder V3 =7 #4(81 % Dz). Ceci donne aussi un contre-exemple pour

le lemme 3bis, ci-dessous].

Temme 3bis.- "Soit Vn une variété (d”) tel que :

a) an = oo,

b) Chaque composante Yi de GVn est non-compacte et posséde un seul
bout,

— - _oon
Mors b(Vn_OVn) = b{int Vn) = oo
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Démonstration : On considére des voisinages tubulaires disjoints

v, x [0, ev (v, x 0= v,).

Pulsgue an = o pour tout entier > 0, N, il existe un compact K c:Vn
tél que n'(Vn'K) = {l'ensemble des composantes connexes non relativement compactes
de Vn~K}, possede au moins N éléments, D'autre part, b(Yj X [0,1]) = ij -
b(Yj X 1):: i1, donc |

n'(ij1"(ij1) NEK) = n'(ij[o,1]~(ij[o,1]) f\K) = 1.

Soit K1 = K - \/;ij[o,1] + U (la réunion des composantes relativement

-d d
compactes de (ij1) - (ij1) ~ K)., Comme K ne touche gu'a un nombre fini de

ij[0,1], et comme K¥* est toujours un compact (chapitre II, par, 1), cn voit
que K1 est compact. Comme l'unique élément de n'(ij1-(ij1)f\ K) ne peut tou—
cher qu'd un seul élément de n'(Vn*K), ' (int Vn-K1), (n'(ij[O,1]—(ij[0,1])T\K)),

on voit que g'(int Vn—K1) posseéde au moins N éléments, donc b(int Vn) = oo,

Théordme 4,— (Papakyriakopoulos) : "Soit

f: 8§ &> 8
’ > B3

un noeud,
a) -bn1(837fs1) = 1 ou 2.

2 {(~—> le noeud est trivial®,

b) bn2(35—fs1)

Démonstration : a) résulte du lemme 3 et de l'aspéricité des noeuds,

Toujours d'aprés le thm, 2 (aspéricité des noeuds), Tor n1(33—fsi) = 0,

donc, si bn1(83—f32) = 2 ==> n1(53-f51) = 7 (Thm, de Stallings sur les groupes

N

(de type fini) & 2 bouts). Ceci finit la démonstration.

Exercice : Si V_ &—> W_ est une sous-variété, on dit que V2 est

2 3

incompressible (dans w3) si la suite

0 - - _
m Vo > m

est exacte,
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Si f:S1 Ty 83 est un noeud, et T_ &> S_ un voilsinage tubulaire dn,

3 3
o} . o
compact, de ij, alors 6T3 = 6(SB—T3)C~——> S,%—T3 est incompressible (=== le

noewd f§ <—> S3 est non-trivial,

o] [e]
= (s{TS) U (SB—TB)

si £r,f7,(7',7") sont non-triviaux la variété fermée X

3

(ol les deux exemplaires sont recolés suivant un difféomorphisme dTé - OT%, possede
les propriétés suivantes :
a) X, =&z x_,1).
) 3 13
b) X. ne posseéde pas des décompositions en sommes connexes, non-triviales,

[X3 est "suffisamment large", dans le sens de Waldhausen ; en particulier,

son type topologique est caractérisé par n1X3].

Un link 1 c:S3 est dit "géométriquement scindé", s'il existe deux links :

ﬁ#L‘CSB,ﬁ;éL"CSB

tels que (S3’L) = (SB,L') #é(SB,L").

Théoréme 5.~ (Papakyriakopoulos)."Soit L c:S3 un link, Les conditions suivantes

sont équivalentes :

a) (SB’L) est géométriquement scindé,

-b) n2(SB“L) # D.
c) bn1(83"11) = oo,

a) n1(S3—L) = A % B (produit libre non~trivial)",

Démonstration : D'aprés le sphere theorem on a

b) = a). a) => b) est triviale puisque a) produit un plongement
S C:S3—L qui sépare I, en deux morceaux.
a) => d) => c). (car H2(SB—L) = Z+...+Z donc ilAest impossible que

n1(SB—L) = Z/2 * Z/2, qui est le seul produit libre avec < o~ de bouts).

c) => b) d'aprés Specker,
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En combinant les théorémes 5 et 1 on a le :

Corollaire 6,— "Un link L c:S3 est trivial si et seulement si le groupe

n1(53—L) est libre.

Théoreme 7.— (Papakyriakopoulos). "Soit V3 wune variété de dimension 3 telle que

Tor n1V = ﬂ et U c:V3 un ouvert connexe, orientable,

3
Alors Tor n1U = 0",
[Remargue : la condition d'orientabilité est inutile, (voir le thm, 9

de la fin du paragraphe)].

Démonstration : Supposons qu'il existe un f:S1 - U tel que (f(s1))p

borde un disque singul.er ®D_ - U, avec p > 1, minimal, Soit W_c U un voi=-

2 3

sinage compact de FD2 variété de dimension 3, connexe,

éwz possede des composéntes connexes qui ne sont pas des 82 (autrement,
puisque Tor n1W3 % 0 on déduirait, d'apres Van Kampen, que Tor n1V3 # 0).

Donc :

0 = 0 0
W3 OW3+ 1WB

ou 6ow3 = les composantes qui sont des S2, et O1W3 # b

.Bn faisant des modifications sphériques de (VB’U’WB) le long de bow3 on

\ 1 1 1 N 1 1
asse a v U ou Tor V. = Tor W 0)
b ( 3, ’ WB) TE1 3 O, 751 3 ié ’

1 1
0 =0 = V .
Wy =0 Wy =0y £ 0

Puisque dw; % b et Tor n1W; # 0 on a n2w; % 0 (autrement W; seralt
un K(n,1), on appliquerait Smith, e.a.d.s), donc d'aprés le sphere theorem (U1

orientable) il existe un plongement @:82 C—> w; tel que @S2A%~O (dans w;).

En faisant une modification sphérique suivant ¢SZ on trouve des

225y # p. D'une manidre ex-

(V;, U2, W%) avec Tor ¢ 5 15

2
=0 Tor ok’
1 , To n1w3 #£ 0, OW

licit si sépar
P e, ¢S, sépare W

W - W N



on a n1w;1 # 0 # n1W%2 .

1

(Tci on utilise oVW. = 61w;). Donc rg n1w;1 {rg x W; et au moins 1l'un des

1

n1w;l, disons n1W;1 posséde de la torsion, Soit

11 1 i
oW, =0,W_ NV
13 13 3

11 :
= oW, - .
W3 cp82

. 11
e dis que O W
J q 13

# fp. En effet, autrement n1W;1 serait un facteur libre de

11

C'est w3 + (un disque D3 résultant de la.chirurgie) gui sera Wé'

Si - ¢S, ne sépare pas w1, on détruit un facteur libre x7 de g W1.
#22 3 13

De toute facon, donc :

2 1
I -
g n1W3‘< rg n1W3

Donc ce processus ne pourrait pas continuer indéfiniment., Ce qui finit la

démonstration.

Théordme 8,~ (g, H.C. Whitehead), "Soit V3 une variété compacte, orientable,
connexe de dimension 3.'11 existe une n1v3—base de n2V3 formée par des spheres

plongées, 2-a-2 disjointes",

Démonstration laissée en exercice.

Théorsme 9.-(g. . H.C., Whitehead), "Soit X wun espace séparé et V3 < X telle que

VB-QV3 soit un ouvert (de X). On va supposer que l'une des conditions suivantés
est satisfaite :

a) X est une 3-variété,

b) V3 est orientable,

i

*
Tor Ker(nﬂh,3 > n1X) = 0.
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[Bn particulier : Tor an = Q== Tor 4 V_ = 0, car si

3

T = = Tor V. < Ker i 1",
Tor X = 0 => Vs %)

Démonstration : Si on est dans la situation b) on procede comme dans le

théoréme 7.

Si on est dans la situation a), X non-orientable, on considére le revé-

tement qui oriente p : 25X ,ﬁ = p—1V EL—) V3 est le revétement qui oriente VB.

3 3

Soit g€ w.V tel que am = 1 ; on veut montrer que i*a % 1, on peut

13’
donc supposer que ia € p*n1i c:n1Xo Donc un lacet qui représente « se reléve
1 SyS L
donc Vig V. c g V_. n est donc ramené a la
V3’ o € (P*l )n1 3 & Tyl

dans un lacet de p

situation orientable,

7) Appendice : Le "sphere theorem" d'aprés Papakyriakopoulos (et J.H.C.vhitehead),

Comme la démonstration originale du thm de la sphére a joué un rléle heuris—
tique important pour la théorie des groupes exposée dans les chapitres précédents,
on a pensé utile d'en donner une esquisse ici.

On part donc d'une variété orientable V3’ d'une application continue
f:SZ-» V5 telle que sz %IO et on veut construire un plongement @:82 Coey Y

3
tel que q;Sz A 0.

Etape 1°, Lemme {.-~ "Les immersions (génériques) Sz-» V3 engendrent

n2V3 (en tant que n1V3—module)"°

[En effet, si 1'on part d'un f:82 -V sans modifier sa classe d‘'homotopie

3?
on peﬁt la rendre générique : donc f sera une immersion générique excepté des
points fronces (branch points ),

En poussant des pdints—triples au-dela des points fronces, on peut supposer
que sur les lignes doubles qui partent d'un point fronce (et aboutissant & un autre

point fronce), il n'y a plus de points triples., Par un procédé de coupures

(Umschaltung),
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on peut fabriquer deux applications £, f":S2 - V_ ayant moins de points fronces

3
gue f, et telles que [f] se trouve dans le n1V3—module, engendré par [f'] et

[£"1].
Donc, dorénavant f sera une immersion générigue. Mi(f) c S seront ses
points—-i~touples, M2(f) est une 1-sous~-variété de 32, sauf aux points triples

M3<f) c:Mz(f) qui sont singuliers,

(n peut désingulariser Mg(f) comme suit : dans Szxszf(la diagonale) on
considére l'ensemble MZ(f) = {(X,y), x £y, fx = fy}, qui est une vraie variété
de dimension { (f = immersion générique ==> fxf](szxs2)—(la diagonale de SZ) est

transversale & la diagonale de VB)'

Soit n:52x82-» 82 la projection sur le premier facteur, Elle induit une

surjection g = Mz(f)-» M2(f) qui fait éclater, exactement, les points de

MB(f) c M2(f).

L'application Mz(f) —— M2(f) c:S2 est une immersion générique,
i

j )

Sur 8562 on a l'involution fondamentale

S XS, e SZXS

22 J 2

(5(,y) = (v,x)).

Mg(f) est invariante pour J, donc J induit une involution (sans points

fixesj :
wo(f) —L—s 13(£).
Le fait suivant est trivial :

Lemme 2.— "V3 orientable ==> aucune composante connexe de M?(f) n'est invariante

pour J .*

Donc, sur l'ensemble des composantes connexes :
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2
n M(f) = {C,:CyneeesC

J induit une involution sans points fixes :
C; —» JC; = CI ¢ {01,...,cn}.

NOTATION -

— . 5 (it
Jje; = ;20 > Cf

L' IDENTITE FONDAMENTALE : Soit r ¢ MB(f) et £ 8(z) = {r,r',r"} < 5,

Chague point triple étant un croisement de lignes doubles, on a Ci’Cj’Ck € noMz(f),

tels que, dans le germe de S2 autour de {r,r',r"}, on trouve le dessin fondamen~

tal suivant :

nCi

- - - - -
- = -

avec

T =.¢j¢k¢i(r)

(ici on a commis un abus de notation en omettant des n,n—1).
On remarque qu'd partir de la donnée
2 2
(u(£),m, | u=(£))

on peut reconstruire complétement l'espace fS2.

Par définition :

a(£) = card 5 u°(f) = n,




VI.50

Etape 29, (LA TOUR ELEMENTAIRE), (n considére un voisinage régulier ¢ e

f f
s, < n( 52) c:'v3f

un revétement (connexe, ras nécessairement non trivial), v

N(fs et un
S ( 2),

relevement de f dans V§ :

——eeee £ Comrmsmemraen f [ A— *

5, — 7> 1.5, > n(1,,s,) > T

id Py Py
v ;

£S Commey W(T,8.) Gy V_.

s, —5F—> 18, ——> N({,s,) > Vs

Sorites : a) Il existe une inclusion canonique Mz(f*) G Mz(f)

(cdmpatible avec J) et donnant lieu & des diagrammes commutatifs :

s N le revétement universel et

b) Soit V¥
) 3

2 2
! — *
(Ci’ci) € m M £ nOM,f .

*

11 existe alors un isomorphisme (Deckbewegung) unique : T:V§ - V% ’

tel .. que :

fym Ci = Tf%“*ci Cif*S

Ty F\T(f*SZ).

2
Réciproquement, chaque "intersection" de f*S2 avec un m(f*sg) provient d'une
1 1
telle paire (Ci,Ci).
[En effet, f*s2 c:V§'~ (fsz)* = revétement universel de fS2 ,est un

"domaine fondamental" :

(es,)" - L) <o)

T€R1<f52)
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Chaque singularité ‘ﬁ‘ , en bas (dans ’fSZ) provient, ou bien d'une

*
singularité '+_ en haut (dans <f82> ), donc de sz* Cm> M?f, ou bien d'une

intersection f*S F)Tf*s2, Cecli va correspondre aux points doubles de MZf—MZf*.

2

Tivj‘A

A
i t2
<3 (a = £,8,)].

¢) si p, # identité = d(f, ) < a(f).

[Autrement, d'apres la dernidre remarque de 1'étape 1°, on aurait un isomorphisme

naturel f*S2 2 f82 qui induirait une section de p ].

Py
> N est le revétement

d) On considére toujours le cas ou V?
universel, . Si HiN est infini, il existe <1 ¢ n1N;Tor ﬂ1N, tel que
1,8, N 1,5, # p.
[On considere :

N X = Hurewicz . H,N S Tor HN.

Notre hypothése est que H1N;Tor H1N’# b.

on a

(fS )* U LS U nf'
o) = T *SZ + T *32 .

srex” (Tor H1N) ’c"€n1N-—X—1(TOI' H1N)

*
Puisque (fsz) est connexe, on trouve des ', ¢" comme ci~dessus tels que

.

7'5,5, N 1"L,S, # Lo

n a: T'(T”)-1 £ Tor n1N, e.a.,d.s.].

Etape~clef 30, (Etude ducas ouU . VX =20 (V; universel), H1N est infini,

13
et da(f,) = o).
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Lemme 3.~ "Si ﬂ1V§ = 0, H1N = infini, d(f*) = (O, 11 existe une paire

(c.,c) ¢ ﬁOMZ(f), telleque :
o) C;y C! sont distinctes.

t ¢! t si
5) Ci e Ci sont simples,

Y) C, et C! sont disjointes'.

Démonstration : ¢) résulte (pour toute paire (Ci,Ci)) du lemme 2, (n a

a(f,) = 0, donc f

% 1 4 ey (£5.), et L. = p. D'apm
« ©st un plongement 5, > (£8,), et ML, =p. apres

la sorite b), (Ci’ci> provient d'une intersection S, m ¢S = f, S

20" O TEyS,e Dhume

2
manieére plus précise, d'aprés la méme sorite b), il existe un

T = T(Ci’ci) € n1N = (automorphismes de revétement) unique tel que :

! S f (f )*
Ci —“m’j-:*""“m—> »_2 = _X_SZ (n 02

¢i -

£ (£5.)"
Cl - > S2 = *32 c 82
soit commutatif :
’C!Cl = (I)i 'cf*S2
*

¢ C!] 2

i i

-1
T f*S2

(Bien entendu T(Ci’ci) = T(Ci’Ci)—1)° Ceci rend g) évident, pour toute paire
1
(c;,0!) ..

Pour montrer y) on commence par la remarque suivante : Dans le dessin fonda-

mental , les b s ¢j’ by seront induites par des automorphismes du revétement

(Deckbewegungen).
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s (ou plutdt Tilci = ¢i)

T(Ci,Ci) =1 =

T et e - - e e T

’Tj’Tk € n1(N> b Amt(v;) et 1'identité fondamentale devient une relation

1ei .
Tl

du groupe n1(N) :

TkaTi =1¢€ n1N

D'aprés la sorite d) il existe un T € n1N, d'ordre o et une paire

(01,05) telle que
C.C' = °

’B( 1’ 1) 'l?1

Si 01 rxc; % ﬁ, r € C1 (\Ca provient d'un point triple, et, au voisinage

1 (et, disons Xk = 2)

de £ 'fr on a le dessin fondamental, avec i = j =
t 1 1
C1 C1 C1 C2 C1 C2
— 1
/7 QZ)\

L'identité fondamentale devient
-2
= dans N).
T, T T, ( m, )
Si 02 n Cé # f on trouve, de la méme manidre, un 1:(03,0%) =g avec 3

T3 T T T Ty e
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on peut continuer (indéfiniment, & moins de tomber sur une paire
Cm ()Cé = ﬁ, auquel cas on a fini la démonstration), et chaque fois le ¢ respec—
tif est une puissance de 11, Ces pulssances sont distinctes, Puisqu'on n'a qu'un

nombre fini de paires (Ci,Ci), on aura forcément :

i

Ip#Fas, (Cp’%) (cq,c;l) => T(cp,%) = 'E(Cq,C('l) =

donc 11 serailt dfordre fini, ce qui est absurde,

REMARQUE : Quand on a un f:S2-—> V., et (Ci,Ci) ¢ nOM2f “avec les proprié-

3
tés o), B), Y) du lemme 3, on peut remplacer f par une autre immersion générique
non homotope & 0, plus simple (moins de lignes doubles et de points triples). En
effet, considérons S2/¢i = l'espace quotient de 32 ou chaque x ¢ Ci est identi-~-
f./ . !‘ : hacd f " i I3 : & j .

1é avec ¢.x £ Cl T S2 V3 se factorise par SZ/QJl et a partir de S2/¢1 on

fabrique deux spheres singuliéres plus simples, dont 1l'une au moins ne sera pas ~ 0,

) (iiiiii//;g%%fVi%iii/:/::j>
8/4s

Etape 4° (La tour compldte).
Lemme 4.~ Soit M3 une veriété compacte, & bord # p, avec n1M3 fini, Alors
OM3 est une collection de sphéres 82, gqul engendrent le n1M3—module, nzMB,
(Ceci est un exercice facile, Pour pouvoir faire une démonstration du
sphere theorem par une tour & 2 feuwillets il faudrait pouvoir affaiblir les condi-
tions de ce lemme).

==> Si n1N(fSZ) = fini on a terminé la démonstration, car au moins, 1l'une

des composantes de 6N(fS2) sera '%ro (dans VB).
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Si n1N(fS2) = infini on construit un PREMIER RETAGE DE LA TOUR (c'est
‘"1 '¢tage de J.H.C. Whitehead"),'comme suit. On commence par fabriquer la tour é1é-
mentaire universelle V;,.,.
I1 y aura slrement un < ¢ n1N tel que :
.8, A 1,8, # 6

o ’ 2 2
! - 1 :
donc un (Ci,Ci) € nOM hif nOM f* el que
t —
T(Ci,ci) = Toe

Soit g c:n1N, le sous-groupe cyclique engendré par r, V; —Er—> N 1le revétement
' 1

correspondant, et la tour élémentaire (qui pourrait étre triviale mais dans ce cas,

on saurait, a priori, que n1N est abélien =—> (n1N infini - H1N infini), voir

la fin de la démonstration);

1

s msmam e S, L £ [ I—
s, - T > 1.8, w( 132) > Vs
id P,
(o]
oot £ e =
S, T > £.8, < (£ s,) > V=V,
1
V. = 7).
(::1 5 )

Lemme 5,— sz1 £ f (c'est-a-dire que f1 est singulidre),
[En effet, le couple (Ci,Ci) continue & exister dans M2f1].

A partir de ce premier étege, on construit des étagés universels :

: 141
— sy, £ ? e
S2 fi+1 2 1+182 < ( 1+182) 2 VB
id .
L
i
N o
s, T > I;8,¢ N(fisz) > VB’
(avec'nlv?h1 = 0). On s'arrdte d&s que

n1N(fnS2) = fini,
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ce qui doit arriver aprés un nombre fini de pas (d déeroft ...).
[Donc, pour résumer :

n V) = groupe abélien, # 0

13
141
\'j =
T3 0
"1Nn = fini
x N, = infini (si 1 < n)].

Maintenant, il y a deux cas : si fn est singulier,

_ k
ON, = S, U «.. US (x> 1)

2

et chacun des S1 si on le descend au niveau 0 est plus simple que T (démons-

2’
tration laissée au lecteur). L'un au moins est # 0 (dans V;), d'aprés le lemme 4,

e.a,d.s,.

Le cas difficile est celui ou fn -est non-singulier, (n est slrs, alors

(lemme 5) que n > 1, donc n~-1 > 0 ce qui fait que :

[ 1
\'J
3
n—1 n—1 Jun
] = ou = v est abélien.
Vs ) > Vs £pCiLen
i1
v
3
\_
A n pn ’
De méme V3 > Nh_1 est la tour élémentaire universelle,

Sous—-cas H1Nh | = infini : On peut appliquer l'étape-clef 3° et simplifier

b (donc en descendant au niveau Q, simplifier £).
Sous—cas H_N = fini :
- I'n-{
H1Nn—1 = fini‘==> éNh—1 = union de spherés
= (Van Kempen) 0— g N - g Vo | exacte
1" n~1 13
= est abélien = =
>1“mk1 en >’HE»1 HH%_1

== nlNh_1 = finil = la tour s'arréte déja au niveau n-~1 et le niveau
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n n'existe pas (contradiotion, aonc H1Nh—1 = infini).

[N%rerﬁ&mmawnttmmneamerdudn@rwmeSMNmﬂ,qpirepésamele

dernier étage de la tour

_ fin - _
1;1 fini Nn >‘\Tn T 0

revétement universel

= 9 L ——
T N > Vn—

: : = abélien R
1 n-1 T ]

1

Ceci finit la démonstration.

COMMENTATIRES.

1) Si 1'on compere cette démonstration avec celle du lemme de Dehn-loop thm,
on a dans les deux cas une tour (& 2 feuillets seulement dans le cas du lemme de D.),
une analyse du dernier étage (qui nous produit la-bas quelque chose du genre qu'on

' ala situation .
veut), et une desoente.@ontrairement/ﬁu.1emme de Dehn ou 1'analyse du dernier étage
est une trivialité, elle est ici tres délicate,

2) La technique de la démonstration consiste essentiellement dans la consi-
dération de revétements universels (galoisiens) E*¥ - E, d'ensembles "minimaux"
(genre domaines fondamentaux) Y < E¥ et de 1‘énalyse des intersections Y a 7Y
o 1 est une Deckbewegung (on " proméne Y dans E*"),

Cette technique est apparentée & celle qui consiste & analyser XA n YA

obu A est un cocycle étroit, non trivial, pour démontrer le thm sur les groupes

4 une infinité de bouts,
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