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CHAPITRE IV : LES DETAILS DE LA DEMONSTRATION DU LEMME FONDAMENTAL.

Dans le chapitre précédent, un grand nombre d'énoncés ont
€té donnés sans démonstration., On va remplir cette lacune, maintenant,

)

en les prenant un par un et en les démontrant

4,1, Démonstration du lemme 3.3.

On considére le 2-~polyédre singulier collapsible (KZ’ f, MB)’ K2
étant triangulé et muni d'une suite de sous-complexes
(@ : crtec.....cd= K,
tels que @ 1°, kK® est un complexe de dimension 1, contractible.

2°, Pour chaque 1 =<1 =g, il existe un simplexe

de dimension 2 de KZ : 0; ¢t unc ardte ci CZBC; , tels que

)l o oxi o e c; + int oi .

On a la proposition suivante

Proposition 3.3.1, "Soit F C K, un ensemble fini tel que s(Kz)CT.

Désignons les points de F par F = (x1’°'°xr’ yl,...,yp) ot

(Xl"°°’xr) = s(Kz) et y, € (KZ)Z . On peut trouver 2r+p sous-polyédres de

dimension 1 de K2 (¢c'est-a-dire des sous-complexes d'une sous-

#) Chaque paragraphe de ce chapitre contient la démonstration

d'un lemme du chapitre III. On a laissé de c8té un certain nombre

de lemmes (faciles) qui ont été laissés au lecteur, comme exercice .
On remarque aussi, que, tr&s souvent, la démonstration d'un

lemme fera appel a des paragraphes précédents du chapitre IV et pas

seulement au chapitre IIT,
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division de K2) : Ajg Lk ot : (i =1,2), (j=1,...,v), (k=1,...p),
tels que

1°. Aiet Lk sont contractibles, On va désigner par
) A? » oLy l’en;emble de leurs bouts.

2°. %, €D h Ly €3 L.

3°.  Les {(A; -xj), Lk} sont deux & deux disjoints, et
ne touchent ni au O-squelette de K2, ni a k%,

4¢, Chaque point de aLk - ou de 9 A} - X,

J

appartient & 1'intérieur d'un l-simplexe de KZ’ qui est incident

Y

a un seul 2-simplexe,

5°, Si 0; est un 2-simplexe de Kys c; N L, et

C; N A? sont des variétés de dimension 1 (pas nécessairement

connexes). Chaque composante connexe est un intervale fermé ayant

une extr@mité dans G; N Kl_l, 1'autre dans int 0;,

6°. Soit 0, un l-simplexe de K, et p € o, N Lk =

1 2

= int 9 n Lk (ou p € 9 N A, = int 9 N A?), On considére un

i
i
petit voisinage W de p dans K,, tel que : W N o, N L, =p.
8i W est assez petit, l*inclusion L, < K2 induit un iso-

morphisme :

TTO(W N L, - P) —> ‘TTO(W -0, AwW) (et de

m@me pour A)'. (On suppose ici que # no(cl nw) =1 e.a.d.s,)

Cette proposition se déduit facilement, par induction

sur la longueur (q) de la suite (d). Plus exactement, en supposant

la proposition vraie pour Klu1 et F N Kl-l, on la prouve pour

K' et FAK,
Le lemme 3.3 résulte de la proposition 3.3.1, si l'on

prend F = s(Kz)v



- 237 -

Figure 3.3.1.

Y1 € BLI

Il suffit de couper K2 le long des A? - Xj (c'est-a-dire

de faire éclater en deux chaque point de A? - Xi) et de montrer

que le 2-polyédre Ké sans singularités, ainsi obtenu, est

collapsible,
L'éclatement des A; - xj ; correspond & une projection

canonique d'espace-quotient : T : Ké _— K2. Considérons

w_l(Kl) CIKé . On a : ﬂ_l(KO) = %° (2 cause de la condition 3°),

mtxd) = K.

A partir de la condition 5°, on montre sans peine que
-1, i+l -1
ui )

(K collapse sur 11 (Ki), e.a.d.s. 0,

4.2) Démonstration du lemme 3.4.

Définition 3.4.1. Une construction, est un quadruple :

=0

o] [¢] - 0
{x3, £, Y5, (Yl,...,Yn(o), Yiseeas¥ =0y

1 2

, 1 2
¥ ¥y Yo oY)
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8,

o
ot : X3 est un variété compacte, C , de dimension 3 (& bord # ¢),

i
d Yy # 0, £€ Imm(X3, Y.), Yj € Imm(D2 x I, Y3),

3
mY
Yj € Imm((s1 X I) XTI, Y3).

On suppose, aussi, que :

0) Les immersions f, Y;, ?? sont génériques,

1) Y§(D2 X I) est un voisinage tubulaire trés mince
de Y;(DZ X 0) = Y§(D2) (et dc méme pour ?j).

2) ¥i(s; x D c £ X)) - £6()
(et de m@me pour ?? ; plus exactement :
?ci’((s1 X 0) x 1) € £(3 %) ~ FM(6)).)

3) Pour chaque (i,j), il existe un ensemble E§ SN
tel que : a) # Ej =i,

b) (w§ | s, x I)'l(f(Mz(fla X)) 2 E? x I,

1

c) Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i -1, 02 i
(T)) x € ¥, | s (ca™(r | 3 X)) - By

(Tz) x € (Y; | Sl)_l(f(Mz(f | 3 X4))) est tel qu'il existe un

o0
germe de plongement C Sl,x 3 > d Xy (otx Sl,x est
le germe dc¢ S1 au point x € Sl)’ avec la propriété :
_ o1
foo, = ¥, | 51

4) Chaque x € (?? | S, x 0)'1(f(M2(f|ax3))) satisfait

a2 la condition (fé), ci~dessus.

5) Au voisinage de ‘i’l(S1 X I) (respectivement de

J
??((Sl x 0) x 1)), Y;(D2 X I) (respectivement ??((82 x I) x 1))
se trouve 3 l'extérieur de f(DS)'
6)

) Y? + T ?? +£: LD, x 0) + (D, x 1)) pris
SR
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(n(0) + nil) + n(2)) fois] + [((S1 XIxO0)+ (S1 X I x 1)) pris

n(0) fois] + 3 Xy —> ¥,

est générique, D

Exemple, Une formation est un cas spécial de construction (avec :

n(0) = n(0) = n(2) =0 et n(l) = 1)

Pour chaque Y? considérons les deux arcs IS, Igt: S1

caractérisés par les propriétés :

2
I'! + 1" =5, I'N1I" =231 I"=E7cS
] j 1 j A} JnaJ J 1

On définit 1'espace (avec singularités) :

(o] -0
z3 = x3 @ \1/1(1)2 XI)®...... @ ‘i’l(Slx1xI)
[e] -0
‘i’l(SlxI) Yl(slxoxl)

2] & 11/1(1) x 1) & & ‘1’2(1) X I) &
...... (D, 1(D,
1 2

‘i’l(SlxI) ‘i’l(IixI)

Tout & fait comme pour les formations (chapitre I) on peut construire

un diagramme commutatif :

A £

ced))
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ott H(X3,f,Y3,..a) est une (vraie) variété, et h(....) une
immersion Cm, générique,

A difféomorphisme pres :

h(x3,f,Y3,..,) : H(XB,f,Y3,,ua,) —>,

ne change pas quand on interchange (indépendamment) les r8les des

Ij, Ig (a4 condition que les points doubles de f , correspondant a E?

identifiées par ),

Lemme 3.4.01 , "Soit (D3,f,Y3,(Y§,.,.)) une construction, telle que :

©
£ € P4 (Dy, Y,)
Alors : 1) n(l) = n(2) = 0.
2} 11 existe un 2-polyddre singulier compl&tement
. o
collapsible (K2, g Y3), tel que H(D3,f,Y3,(Y1,...)) et

®3(K2 / ¥(g)) soient g-équivalents", O

La démonstration est un exercice facile laissé au lecteur.

Avant de démontrer l'analogue du lemme 3,4,0l, pour des

-

constructions tout & fait générales, on aura besoin de quelques

préliminaires,

Lemme 3.4.02, "Soit

£ € Imm (D3, Y3)

[+ -]
une immersion générique, ot Y, est une variété C , telle que

3
oY, = 0.
Il existe une homotopie réguliere :
% € ImmI(D3 X I, Y3 X 1I)
telle que

A) Q(l) = fl’ o : o) 3

§(0) = f = un plongement ¢ f D>V,

soient
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B) La restriction au bord

¢ | ap, € Tnm (8, x T, ¥, x 1)

3
est une homotopie réguliadre générique .
C) Pour chaque t, € 0(8) = o(g | 6D3),

il existe un voisinage de coordonnées R.3 < Y3 tel que :

Cl) En dehors de R3, él[to - €, to + e¢] varie par isotopie

m ~
¢ (& la source et au but).

-1
t = cao oo b 1 .
Cz) &( O) (RB) W, ot mn(to)+ v+ +Vp(to) ot les W, vJ
sont des voisinages (de coordonnées), disjoints, de D3, avec

My M Rys Uy MRy
Cg) &(t) | W, est un difféomorphisme W, ———> R

de t(si t €[t -¢, t +¢])
O O

32 indépendant

) #(t) (V) cRy (siteft -e¢, t +e)) et @(t)])ij v,
est donuné (& difféotopie prds), par l'une des 6 formules de la fin

du chapitre O.

CS) Quand t', t" € [to - € t_+ €], et t' <t" ona:

&(t") (Vi) c &™) (vi) "o

La démonstration est une conséquence facile du théoréme 0.11.
Pour la commodité, on a intér&t & remplacer les
"mouvements élémentaires" génériques, du lemme précédent, par

des mouvements non-génériques.

Lemme 3.4,02, "Soit :
fl € Imm(DS,Y3)
une immersion générique (® ¥, = 8)
Il existe une homotopie régulieére

@EImmI(D3xI,Y X I) ,

3

telle que :
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a) §(0) = £, € P&(DB, Y3) ; (1) = £

B) Il existe un ensemble fini : F < I, tel que :
¢|((1 - F) xd D3) soit générique et que pour chaque composante
connexe JC I -F, &(t) (t €J) varie par isotopie c”.
C) Si t, € F, il existe un voisinage de coordonnées Ry C:Y3,
tel que : a) pour € >0 suffisamment petit et en dehors de R3,
(-}
) l [to - €, £+ e], varie par isotopie C .

b) Tls existent des nombres :

n= n(to) € (0,1,2...), p = p(to) € (2,3,4), tels que

-1
@(to) (R3) =W+ 4 wn(to)+ Vl+"°+vp(to)’

olt les Wi, Vj sont des voisinages de coordonnées, disjoints, de

+
D3, et Wi R R3, Vj ~ R3 .
c) §(v) | Wi est un difféomorphisme Wi == R3,
indépendant de t € [to -, t + e].

d) &(t) (Vi) C R, (té€ [to - € £+ el) .

D) Ils existent des nombres 3} = x(to) € (0,1,2),
el = e'(to) € (-1, +1), qui, avec p(to), décrivent complétement

(2 un changement de coordonnées prés)

#(t) | £v,  (e€ [t -¢, t_ +¢e]) de la fagon
i

suivante :(On va supposer que Vi est muni de coordonnées

X, R z, 20) :
1’y1’1 )

Cas 1°. (p =2, A\ =0, €¢'=+1).
X= X5 Y = Yqe 2=+ z1
X=2%,Y=y,, Z=(t~-¢t) - x2 - y2 -z
2° 2° o 2 2 2 -

Cas 2°. (p=2, A =0, ¢' = =l1)
X = Xys Y= i+ Z = -2,

_ _ 2
g Y=y, 2=t -t ) -x5 -y, -2z, .



3°.

X

1’

Xy

Cas 4°.

”
[}

]
[}

Cas

X =

X =

X =

Xl,

22,

X3,
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(p=2,3=1,¢" =+1)

Y-yl,Z-+z

(p

Y =

Y=y, 2= (t - to) - xg + yg -z
=2,y =1, ¢' = -1)
yy» 2% 7
Vys 2 = (t - to) - xi + yg -z
=2, a=2, €' = +1)
Yys Z =+ 2
Vps Z = (t - to) + xg + yg - 2,
=2, A=2,¢€¢" =1)
V0 2% 7%
Yo Z = (6=t ) + %0 + yo - 2, .
=3, A=0, ¢' = +1)
yi» =2
Xy Z = Yo
Yg Z = (t = to) - xg - y§ - 24
=3, A =0, ¢' = -1)
Vi 275
Xq) Z = Yo
Vg Z = (t-to) - xg - yg - 24
=3, x=1, "= +1)
Vi 275
Xy Z = y2
y3,Z=(t-to)-x§+y§-23.

1
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(@]
[
)
-t
o
o
~~
g
It
W
>
il
[-J
o™

! =_1)

1’ 1

X = ZZ’ Y = x2, Z = v,
X = Xgs Y = 23, Z = y3

= = 2
X = %, Y Y4 Z=(t-t) - Xy =V, = 2y -
Cas 12°, (p =4, A =0, ¢ = =1)
X = Xl’ Y yl, Z - zl
X = Zy> Y = Xy Z = Y,
X = x3, Y = z3, Z = y3

- = = _2_2_ 1"
X=x,Y Y4 Z = (t to) Xy =V, T %y |

C'est un corollaire facile du lemme précédent.

Lemme 3.4.03. " Soient

£, £ € Imm(X3, Y3) )

telles qu'il existe une homotopie réguliére : ¢ € ImmI(X3XI, Y3XI),

avec &(i) = fi (i=0,1), ayant les propriétés du lemme 3.4.02,

avec ¥ F = 1., On supposera que mXy = 0.

Soit
0 fo) -0 1 2
(X3, £, Yg5 ( Yisenes Yn(O)’ Yl,...,wl,...,wl,.,.))

quelconque. Il existe une construction :

1 2

(o] (¢} <0
(X3, fo, Y3, (§1’°"’§m(0)’ @1,...,@1,..,,@1,.

les variétés :

une construction

..)) telle que



H(X,, £, Y5, (\y‘l’,...)) et H(Xy, £, Yg, (qfl’,,,,)) soient
#-équivalentes, " O
(Remarque : 1'hypothese Xy = O est probablement inutile. Mais

o = o =
elle fait que m H(X3,f1,Y3,(Y1,.,,)) ™ H(XB,fO,Y3,(§1,°¢V) 0
Ceci fait la vérification de 1'#-é&quivalence plus facile, car en
ajoutant unc anse d'indice 2, quelconque, & un espace simplement

connexe, on ne sort pas de la classe d'#-équivalence ...).

Démonstration. (esquissée) : La dérmonstration est facile mais fasti-

dieuse, puisqu'il faut analyser les 12 cas du lemme 3.4.02.

On va se contenter de regarder le cas 1° ( p = 2, X = 0,
€' =+ 1). Les autres cas () = 0, ¢' = + 1) se traitent de la
m2me manidre ; quant aux cas : (A =0, ¢' = -1), » =1, X = 2, ils
sont plus faciles,

On va considérer le 2-disque :

A=(z=(1-c)~x2-Y2)n(zzo)cf_ (3 X))
14) 1 3

et tous les Y%, ?0

i 3 qui le touchent,

Cas I : Ils existent des Y?(Eg) Nd 4% P. Soient lea,a.,Y.g

les Y? tels que Y?(Ej) Nd3A#0G etque : 1 =1 ou:i=2et,

2 2
en mdme temps y? (E%) & 3 A, Soient, de m@me y2 seaos¥s 5 les ¥
3 Y Le

tels que Y?(E?) <3 A

Enfin, A coupe (U Y;(Sl)) U (UY2(S, X 0)) suivant des

al o "'7T\L_;kf"_“‘ o,

~ i i i
segments ! A, ,... A, , B. ,... B ot : A CV¥ "(S)-E, ,
Bl Bk 61 6r Bi Bi 2 Bi
—
By 1i'&'(s2 x 0).
i i
Les Yi vont devenir des Ez , (iei, la remarque que H, h
i i

ne dépend pas du choix I; » IH, joue un rdle important).
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Pour le reste, on procéde comme dans la figure 3.4 a.

Figure 3.4. a. i, s1i
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Cas I1I. Il n'y a pas de Y;(E?) N3 A# ¢. Dans ce cas on procdde

comme dans la figure 3.4 b ; les détails sont laissés au lecteur., O

Fig. 3.4, b.

Le lemme suivant est la conclusion de tout ce qu'on vient

de faire (depuis le début du paragraphe)

Lemme 3.4.04 : '"Pour toute comnstruction (D3, f, Y (Y?,oeo)) s

Lemme 32
il existe un 2-polyédre singulier (K2, g, YB)’ complatement collap-
sible, tel que H(D3, £, (Y‘l’,.”)) et @y ( Kz/‘f(g)) soient g-équi-
valentes". ©

Le lemme 3.4 est impliqué par le lemme 3.4.04, et le lemme

que voici

Lemme 3.4.05. '"Dans les conditions du lemme 3.4, il existe une

construction :

k 0 o 1 1
(D i, Y3, (Yl,,..,Yn(o), Yl,,,.,Yn(l))) s

a3
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telle que Xk;l et H(D3, £, Yg, (Yi,,°°)) soient #-équivalents," @O

Démonstration. On passe de X; a Xigl par 1'un des quatre procédés
suivants
a) Xigl = X§ / C&Z(xi,yi)
b) Xigl = Xi/CLZ(xi,yi) + (une anse d'indice 2 : D; X Ii)
c) Xigl = ; + (une anse d'indice 2 : D; X Ii)
d) Xigl = Xé + (une anse d'indice 3, D;')°

(Les cas a, b correspondent aux formations), En multipliant le

nombre des D; x I du point c¢) on peut supposer que D3 = Xl
Considérons
- 2 k+1 k
D3 X3 ——EI———> X3'—E;—ﬁ> cese —> X 3 ——;EII-—>~Y
g

de méme que les immersions

i

q;i:DZxIl—-————>Yk

cpj:Dg —_—

Par des homotopies réguliéres des fl, on peut changer g =>» f' |

®; = @i, wi =3 Yi de telle maniére que les Qi’ Yi soient des
plongements, que @i soit trés petit, et Yi(D;) trés petit par

rapport a Yi(Il). Aprés cela, on oublie les @i et on remplace le
"long saucisson" Yi(D; X I) par = beaucoup de "tranches" paralliles.

Chacune de ces tranches, est essentiellement un Dk

9 dont

le bord est dans f'(d X;)o



(voir 1la figure 3.4

c). \

Fig. 3.4 c)

Les D? tels que le nombre d'intersections (essentielles)

k 2 .
5D, N E (M (£'3 Xg)) est < 2 sont laissés en place, pour fabriquer

notre construction. Quant aux autres, on modifie f' par homotopie

régulidre, en un f, comme dans la figure ci-dessous : (et & partir

de 13, on laisse les détails au lecteur).

Tl“
=
=
—

ik,

A

IS

SR

L

T

==
~++HiLﬁWT

i
W
:

e

=
|
i
=
gl
]
HH
:

f'

4.3) Démonstration du lemme 3.4.1.

On va donner une démonstration esquissée : On peut trouver
une triangulation T de f(XB) C:N3 ayant les propriétés suivantes :
A) Si l'on considére le plongement :
£ ] s(xy) ¢ s(x) —> £(X;)

alors f(s(X3)) est un sous-complexe.
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B) Il existe une triangulation T de XB’ telle que
S(XB) soit un sous-complexe et que f : X, —> f(XB) soit une
application simpliciale.

c) X3, muni.de la triangulation T est collapsible,

Le lecteur n'aura aucune peine & construire T et 1T
s

de m@me qu'2 prolonger T 3 une triangulation de N,, Considérons
q P g g 3

une suite de sous-complexes

tels que v° soit un simplexe OO, sz,(Yl+1 - Yl) soit un

, i . .
simplexe .1 et Oi+1 ny c:aoi+1 soit collapsible. Pour chaque
2

Y', considérons la relation d'équivalence Q(lel) c sy,
Soit ¥, C:@(fIYl), la relation d'équivalence la plus

petite, telle que, dans le diagramme commutatif ci-dessous

i £yt

Y > N

3

i
Y /‘fi

. . . i . .

(ob m;, est la projection canonique), Y /¥; puisse &tre muni d'une
structure simpliciale telle que : a) un soit une application
simpliciale.

b) 84 soit une (vraie) immersion simpliciale., Mdintenant,
i g i i P » . «© i

considérons X3 ol 4 /Yi, un voisinage régulier C de Y /Yi et

i i . . ® . o o (o i Al

£° € Imm (X3, NS) une immersion C  qui étende, g,. (et qui sdit
"tras proche de gi"),

On peut vérifier que les conditions 1°, 2°, 3°, 4°, 5°,

sont satisfaites. O
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4.4) Démonstration du lemme 3.5,

Soit X, une variété singuliére, et :

3
X, =M, UKt U ... UKD =
3 3 3 et 3
=1 =2 =p
=M, & K, & K, & ...8 K
3 71 3 352 °3 =p 3
6K3 6K3 6K3
une décomposition canonique. Chaque i; est un exemplaire du modele
local EB . Soit V3 ——E——> X3 une résolution des singularités, Sans
perdre la généralité, on peut supposer que V ——E——> X spécifie les

3 3

branches Bl CZE; pour i £ q S p et les branches Cl C:E; pour
q<i=snp.

On considére M3 X I, et :

X I)UM, x1 .,

><0U(aM3 5

a(M3><I)=M3

On a le plongement c

i(M3) P M, > d (M3 X I)

qui identifie M avec M, X O.

3 3
. -1 =1 T =i 1s L
Pour i <gq, m (K;) —> K, s'identifie 2
i 3 3
63(B1) _E£2_2_9,E§ et pour 1 > q, ﬂ_l(Eé) ——E——>'E; s'identifie
. i 3
a v, (cH) mc K; (déf. 3.12).
Considérons pour chaque 1 un exemplaire de D4 : DZ et

un plongement : (déf. 3.14)

i

o<
3 (si i qQ)

o3l - '\73(31) —> 3
i

ou : e(Ci) : Vs(cl) —> 8, (si i >gq). On considére le plon-

@
gement C

& E; > 3 53(Bi) si i =q, (ou
vy
62; /373(01) si i>q, )
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tel que mely . §; = identité  (respectivement ﬂ(Cl)o¢i =

= identité (& i;)), On considére des plongements :
=i i
¥, : 8K, x1 ———=> §
i 3 3
.. —i — i
tels que (si i < q) : Yi l ) K3 X0=e(B) o wi , et

v, (& E; X I) N e(Bi)(vg 3ty = e(Bi)ollJi (8 ig)o (et avec des

conditions analogues pour i > q).
Remarquons que les plongements naturels :
8Ky >0 M, =31, X0 induisent canoni-
quement, des plongements :
8Ky X I—=>23 M, X I =230, x 1) .

On peut définir alors :

- 1 2 P
®4(X3) =M, xI1& D, & D, &...8 . D, s

=1 =2 =P
6K3XI 6K3XI 6K3XI

B(m = i) & e & ... 8 e3H 8 e(c™) 8.0 e(cP)

On laisse au lecteur le soin de finir la démonstration., O

4.5) Démonstration du lemme 3,18, On va commencer par introduire une

certaine terminologie utile pour la démomstration : Soit K C:M3 un
(sous)~-poly2dre de dimension 2 de la variété (de dimension 3), My,

et R, CM

3 4 un voisinage de coordonnées, tel que K N R.3 contienne

1'ensemble :

y=0N20)U x=0) N z0))
On va considérer deux plongements du simplexe standard de

dimension 2, A2 e

H
(g
~

g

L}

0) N (x =20), et :

i“:Az-——-—>(x 0Ny =20),
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tels que : i(Az) Nx=y=0)=1 @ Az) N{x=y=0)-=
S () NG=y=0=1' @A) N(x=y=0) =(x=y=0N
n(lz|=1).

On suppose qu'il existe un plongement Yy : A3 ———>'R3,
tel que :

y(A3) NK = v(d Ag) NK = i(AQ) Uiﬁ(Az)

Il existe alors un chemin de Whitehead glissant (voir la définition

3,21;), commengant par K C M3, oll motre ¥y : A3 —_— R3 C:Mé joue

le méme r8le que le vy : A3 —= M, de la définition 3.21, et

3
ott 1'on glisse (x = 0) N (y 2 0) le long de i(Az).

En principe, il pourrait y avoir deux y(A3) possibles :
des deux cbdtés de i(Az) U i’(AZ). Ceci donnerait deux chemins
différents (chacun déterminé & isotopie prés). Si K N R3 est

tel que deux y(AB) distincts sont possibles, on va spécifier,

aussi, de quel c8té de i(AZ) on fait le glissement, (c'est-a-dire

de quel cBté de i(Az) se trouve Y(A3))°
Soit K C:M3 un (autre) polyddre de dimension 2, et
R3 CIN% un voisinage de coordonnées tel que :

Rq NK=(x=0N(E=0)UNy=0 N(z=<1).

Soit b, c(y=0)N(z <1) le triangle de sommets :
(-1, 0, 1), (1,0,1), (0,0,-1), et : Y& (y=0) N(z =1) Ila
fermeture du complémentaire de AZ, On consideére K' C:M3, oty
K' - Ry 2 K - Ry (identité entre sous-espaces de M3) et :
K'NR, = (x=0 N(z=<0)U¥Y.
I1 existe un chemin, contractant, de Whitehead, unique

3 isotopie prés, (déterminé par AQ), qui passe de K 3 K' (et,

respectivement, un chemin dilatant, qui passe de K' a K). On va
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dire qu'on contracte K le long du segment (x =0) N (y =0) N

N (0 =z =<1), (ou, respectivement, qu'on dilate K' le long du

i

segment (x = 0) N (y = 0) N (-1 £ z £ 0)), Enfin le passage de

K, = (x=0,z=s-1)U(y=0, 2z<0) 2 K, = (x =0, z £0) U
Uy = 0, z < 0), s'appelle "dilater Kl strictement le long du

segment : (x =y =0) N (-1 <z = 0). Le passage inverse va s'appeler

"contraction stricte" (le long du segment (x =y =0) N (0= 2z < 1)).

On va utiliser maintenant les notations de la définition 3.20.
Pour rendre notre construction "canonique", on aura besoin de préciser

une "orientation'" (= relation d'ordre) sur AN B = £(A) N £(B) R3.

De toute facon, (voir 1la partie du chapitre III qui suit 1'énoncé

du lemme 3.18), on se donne aussi une séquence principale

i i , . ‘
(1,, & M3) de (Lz, g» M), et les paires de points m € A,

m, € B, ayant la propriété : f(ﬂl) = g(ﬂl) = g(ﬂz) = f(ﬂé), seront

. il

i
2 —=> L

identifiées par une projection d'espace-quotient : 1 2

p; est engendrée par un point singulier o(pi) € dlﬁgl) (voir la
déf. 3.19) et on va supposer que 1'orientation ( = ordre total) sur
£(A) N £(B) est telle que, "les points de f(A) N f(B) deviennent
de plus en plus grands, en s'éloignant de G(pi)". Par convention

de "langage" notre orientation va de gauche a droite, Ce sera l'ordre

de y croissants.

Sans perdre la généralité on peut supposer due M3 est
orientable et orienté. L'orientation de 1'axe des z est déja impli-
cite dans la définition 3.20. Enfin le systéme de.coordonnées (x,v,2)
est choisi de telle maniére qu'il soit compatible avec l'orientation de

Enfin, toujours pour rendre notre construction canonique on
aura besoin de préciser, dés le début, une certaine résolution des

singularités qu'on va décrire : on commence par considérer le 2-polyeédre



- 255 -

singulier : ((A U B))/¥{(g), i, R3> (ot i estinduite par les plonge-

ments naturels A, B C R3) et une séquence principale

(A UB/MN(E)) —> (AU B)/¥(L) = ((A UB¥(ED/Y() R,

qui consiste d'exactement p opérations élémentaires 0(3)., On

va se donner une résolution des singularités

T Uy ———> 0, ((AUB) / v(g))

3
pour laquelle toutes les p opérations O(3}) sont cohérentes. En
particulier, toute résolution des singularités : 7 : W, —> @3(L2)
induit une résolution comme ci-dessus (d'une manidre canonique),
et ceci justifie le complément au lemme 3.18.

Avant d'aller plus loin on va décrire certains chemins de Whitehead

"standard" dont on aura besoin, Il est entendu que ces chemins sont décrits a
isotopie prés, par ce qui suit,

On considére, dans un voisinage de coordonnées R,, le polyédre

39

52 o R3 défini de la maniére suivante

=(x=008(x20)N(EZ=0) &z =20)N(z=-1)),

o

2
Sur (x =0) N(z=0) et (x=0)N(z = =1) on va se

donner des relations d'ordre compatibles entre elles {par exemple
celles des y croissants) et, par convention de langage, ces relations

d'ordre vont de gauche a droite.

(=]
On va considérer une appliecation z = h(x,y), C, identique-
ment égale & -1 en dehors d'un compact telle que la surface z = h(x,y)
coupe la droite x = z = 0, transversalement, en deux points b1 et

b,, et que (z = h(x,y), x 2 0)) coupe (z = 0, x = 0) transversalement,

2’
suivant un arc 4L < (z= 0, x = 0), d'extrémités b1 et bzo On

peut considérer (z = h(x,y}, x 2 0) comme 1l'image de 1'application

(désignée toujours par h)
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h:(z=nl)9x20)———>R3,,

donnée par : h(x,y, -1) = (x,y, h(x,y))., Dans (z = -1, x 2 0), 4

correspond & un arc ) . On va supposer que b est a gauche de b

1 2

et considérer deux décompositions en sommes de chemins, compatibles

entre elles via h :

R

>
1]

+

2 €L .

]

L+ m+ &+, avec b1 €L, b2

On va se donner deux 2-disques plongés différentiablement :

®:D,—>(z2=0, x>0)

f : D, —> (z

-1, x > 0)

qui coupent £ , (respectivement )), transversalement suivant m(y). On

se donnera aussi, deux disques de dimension 2, plongés différentiablement :

Azc:(z 0,x>0)-&—cp(D2)

by e (2= =1, x >0) = )\ = £(D,)

séparés de 1'infini par 4L()\).
On considéere, enfin, des 2-disques, différentiablement

plongés, 2 a 2 disjoints

o £ §
glso,o,gq : D2 — int A2

On va considérer le polyédre P2 Ciié, défini comme suit :

P,= (x=0) @ [((x=20)U(z=0)) - -Ugp®d,)]e

®[((x20) U (z = -1)) - f<52> - U gj<52)],

Soit, aussi, P% C:R3 le polyedre :
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Py = (x = 0) @,B(x 20) N (z =0) ~ ¢O®,) - U mi(Bz):l@

& h[(x=z0LN(z=-1) - £0,) - Ug®,) | .

On va décrire (a isotopie prés) deux chemins de Whitehead Ch(+),

Ch(-) allant de P, 3 P!, (Le lecteur, remarquera que, de toute

b 72
facon, en dehors d'un compact C C R3 : P2 - C= Pé - C, comme
sous-espaces de R3)o
T
5 ¢
Ng\\ig (z =0, x 20) :
\ ]
\ . (D
\ 4
T }
|
A
T, s
Jlan PR . a L
T T f
4 }
b
2
I I>
| ]
Ay
N+
oA
A X
f(D2
i
I
|
!
(2 = 0) +

(z = =1, x 2 0)

Figure 3,18.1 P2 C::R3
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On va se donner, maintenant, un certain nombre de sous-ensembles de P2,

décrits a isotopie prés par la figure 3.18.1.

On aurg des intervalles fermés as a,, a3

A\ < a; x=0, z=-1), a, C (x = 0, z = 0), contenu entre

bl et b2 > g C:B@(Dz), séparé de 1l'infini par ) . On aura aussi

les intervalles fermés :
T.T,cx=0N((0z222-1)I,, T,ecxz=0,2=0),

Ty < (x =0, z 20), Ces intervalles sont complétement décrits par notre

figure 3.18.1. (On remarque, par exemple, que Té et T& laissent AQ

% leur droite, et 0« laisse A2 a gauche, ...). On va désigner par

. _ . S| -1
(a;, T)s ay, fé) le 2-disque de (x = 0) déterminé par : a, T tantl,,

e.a.d,.s,
Je décris maintenant les étapes successives du chemin de

o
Whitehead Ch(+) : en partant de P, on glisse (z = -1, x 20) -f(DZ)-

-U gi(DZ)’ successivement, le long des 2-disques : (al, T,, a,, Té),

1’
s T4) (la seconde fois de 1'autre cdté de

2

(32, 1—\3, 83, TA), (32, T 5 83

(z=0, x 20, que la premigre), (a2, fS).

Le résultat de ces glissements, est un 2-polyeédre ;: K< R3

qui peut &tre décrit (intrinséquement, c'est-a-dire en oubliant son

plongement dans R3)S de la maniére suivante : on coupe

o

(z=-1, x 2(3)NE(D2) - U gi(Dz) de (x = 0) le long de a;, et on

recolle a C 3((z = -1, x 2 0) - f(Bz) - U gi(Dz)) au chemin :
~1 ~1 -1 1
I‘1+I‘3+1“3 +1“5 +I‘4+I‘,+

- o(,) - U qéDz ﬁ

+T, —> x =0 U=z 0)N(z=0)) -
A un difféomorphisme prés, ceci donne la m@me chose que ce

qui suit : On considére des sous-ensembles de (x 20, z = -1) -

—f(D2) - Ugi(DZ)’ comme dans la figure 3,18.2.
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Figure 3,18.2, (x 20, z = -1) - f(DZ) - U gi<D2)

Fs

1 ¢b1 ‘/bz 2
Py > < —
p p
1 A 2
Yy 2 Yy
; @ !
\ 7

\ /
N ,
1 \\\@,/ B,
§(D2/

el

On coupe toujours suivant s comme avant, mais on recolle a au

1

chemin Ii + Tgl + T;l (figure 3.18.2). Ensuite on identifie Ié 3

Y1 et Iz a Yy- Attention : ceci définit une opération d'espace
quotient, et pas un glissement, mais le résultat est difféomorphe au point
final de notre chemin glissant, défini avant. On peut donc identifier le

résultat de ce passage au quotient, au polyéddre K & R3,

On unit les extrémités, libres de Yy Y, Par les arcs
Bl, 82 avec 3 f(Dz) (figure 3.18.2).
On contracte, ensuite, K, le long des segments Bl et 82.

Soit X' C R3 le résultat de cette opération. A difféomorphisme prés, K'

peut &tre décrit (intrinséquement), comme suit : on considére deux

intervalles fermés : T} C Té, I T

4 4> @vant (respectivement) une
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extrémité commune awxzfé (IZ)’ sur (x = 0 = z), 1'autre dans
int Ié, (int Iz). Ltarc o (de la figure 3.18.1) est censé commencer
dans 9 TZ - (x =z = 0), laisser A2 a4 sa gauche, et aboutir sur

o) w(DZ) (sans toucher a 4 , &+3 e.a,d.s.)

o]

On coupe, comme avant (x = 0, z = -1) le long de as
recolle a; a Ii +vI§1 + T;l, et ensuite, on identifie Y+ Bl a T
Yot By 2 T,

Enfin, on va dilater K', strictement, le long des chemins

C&(Té - T}) et o . A difféotopie prés, le résultat de ce chemin de

Whitehead (qu'on appellera Ch(+)) est Pé < Ry.

Le chemin Ch(-) est défini comme suit : on garde les
orientations sur (x = 0, z = -1), (x =y = 0) et on applique Ch(+4),
mais en interchangeant les rdles de (x 20, z = 0) et (x = 0, z=-1).
On laisse au lecteur le soin de vérifier que, de cette facon, on obtient
bien un chemin de Whitehead reliant P2 C:R3 a Pé CZR3 (2 isotopie
prés),

On est en mesure, maintenant, de décrire le chemin de Whitehead
J (de 1'énoncé du lemme 3,18), Ce sera une somme de chemins isomorphes
a Ch(+), plus, des chemins qui ne touchent pas aux cercles fi(a DZ)
(voir la définition 3.20).

Choisissons un systéme de coordonnées (x, y, z) du voisi~
nage de coordonnées Rq (définition 3,20), tel que : (i) (x, v, 2)
correspond & notre orientation de M3 .

(ii) A UB est décrit, en coordonnées comme dans la défini-
tion 3.20.

(iii) ZL'orientation sur AN B = ((x = 0) N (z = -1))

définie au début de notre démonstration, correspond & 1’orientation

croissante des y.
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On va introduire les notations suivantes : B' = B+ UB
ot BN =B"N(x20) et B =B'N(x <0), Les (x = 8, ) N (z 20) N a'

(avec 1 # iO = 0) qui se trouvent du cB8té x = 0 seront désignés

+ + . + +
oo a { 5 € d . "du 3 s ! -3-di
Al’ ’Ak’ ot il est entendu que Al+1 est au-dessus de Al (C'est-a-dire

que, si B(A;) est 1'angle 6, correspondent a A; on a :

G(Az+1) < G(Az)). De méme les (x = 8, z) N (z 2 0) N A" qui se trouvent
du cdté (x = Q) seront désignés par : AI,,,.3A; (avec A;+1 au-dessus

3 s + + .

de A.J. On va désigner par ¢T(D2) C Ay le disque fZi(DZ)
(i = (p - 1) = k+q) correspondant & A% (et par f%(Dz) CZBi9 le
. i . _ . Lt
disque £2i_1(D2) (i = (p-1) correspondant a Ai)"

Dans BE on va joindre 9 f%(DZ) aoBt=38*NB =ans
par deux arcs disjoints (Xii)“ et (X%)+ tels que

a) (k%)_ est a gauche de (X§)+.

+y = + +y+ + .

b) (xi> + 3 (D, + (xi) sépare fj(Dz) (j > 1)
de 1finfini,
f .
2(p-1)+ 12
J. se trouvent entre (x%)' + 3 ff(D2)+(x%)+

c) Les (x%fﬂ et (x%)+ ne touchent pas aux

i (
Parmi les f2(p—l)+j‘D2

+ - + N, ( + }+ »
e et e . exactement ceux 1l se trouvent entre
et (xl+l) + 3 f1+sz’ + Oy q

et oll : sont les arcs xi( définition 3,20) touchés

x&’ x&+1

(D.) (qui, on le rappelle sont parmi les f2j-l(D2)

x& X&+1 ’
+

+
T ££
par fi(D2)’ 711Dy

(j £p -1)). Ceci est représenté dans la figure 3.18.3,
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Figure 3.18.3

. o rs
(tous les fZ(p-1)+j(D2) contenus & l'intérieur de

(XZ)_+8 f;(D2)+(x;)++AﬂB se trouvent ici).

Enfin, dans le plan (¥ = 0) on considére des courbes

-]

C :z= a;(y) i=1,...kx), =z

a;(y) (i =1,...,9), z = b(y)
telles que a%(y) = 0 en dehors d'un compact, b(y) = -1 en dehors

d'un compact, et ayant l'allure décrite par la figure 3.18.4,
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Figure 3.18.4.

(x=0)

/ N somme de chemins
/ \\A(
\ Ch(+)
\
T

somme de chemins
Ch(+)

On glisse maintenant les A%(: A' U B'/¥(g), le long du
plan (x = 0) de telle fagon que A% N (x = 0) devienne
(z = a%(y)) N (x = 0), On glisse aussi Bt de telle facon que
BV N (x = 0) devienne 2z = b(y).

Apres ces glissements, on applique les chemins de Whitehead

Ch(+) de la manigre suivante
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On commence par appliquer le chemin Ch(+) (respectivement

ch(-)) a BT et AI (qui jouent respectivement les rdles des

(z=-1DN{x =0, (z=0)NI(x=0)) si dans larésolution des

3

{(respectivement la branche A; n'est pas spécifiée), Les rB8les de

‘ * * : . + +
w(Dz), i, wi(DZ), A=, f(Dz), fi(DZ)’ sont joués par : ¢i(D2)’ &i

singularités : m: U, —> ®3((A U B)/¥(g)) la branche AI est spécifiée

contenus dans le Lj qui correspond 2 ¢{(D2) (on laisse au lecteur

le soin de les expliciter), les f2(p~1)+j(D2) contenus dans
TN S T . +
Al’ (xl) s fl(Dz), et enfin @« U f,(Dz) + tous les f2(p—1)+j(D2)

+ j>1
contenus dans B .

Ensuite on applique (de la m@me facon) le chemin Ch(+)
(respectivement Ch(-)) a BT et A+, Af, e.a.d.,s. Le rdle de xt
2 3

est joué, chaque fois par (xz)in

On fait la meme chose pour B et les A;.
A la fin, des glissements"inverse§'é ceux du début (qui ont

fait apparattre les courbes z = a%(y)) nous me&nent 3 un sous polyeédre

de R3 qui est, a isotopie prés, A'U B'/Y(é) C R;.
Il n'est pas difficile de définir ces nouveaux chemins glissants

d'une mani&re canonique. On laisse au lecteur le soin de le faire, et

en méme temps de s'assurer qu'on a bien obtenu ce qu'on voulait. O

4,6, Démonstration du lemme 3.19.1.

On va utiliser, & fond, la démonstration du lemme 3.1.8. En
se référant aux notations de cette démonstration, considérons le polyédre
KC Ry qui est l'une des étapes du chemin de Whitehead Ch{(+), passant
de P, a P!, (On rappelle ici que, suivant la convention (soulignée) de

2 2

la fin de la démonstration du lemme 3,18, c'est Ch(+) (resp. Ch(-)) qu'on
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choisit quand la branche A(resp. B), est spécifiée), Soit K c R3 s

le polyédre obtenu en contractant K strictement, le long des segments
Bl et Bzo
Donc, dans K ., £(3 D2) et ol 3 D2) se coupent transver-

salement, en deux points, (et , &videmment : f(BDz), @(BDZ) < K.

2 2

Considérons une sphere (x2 +y" +2z° =N cRr telle que

3)
N soit tres grand; et :
() P, N (xz + yz + 22 =N} KN (x2 + y2 + 2% 2 N) =

- - 2
=R N (x2 +y o+ 22 » N} (identité entre sous-ensembles de R3),

On va introduire les notations

2 2 2
Q2 P2 N&E +y +2° sN)

6Q2=P2ﬂ(x2+y2+zz=N)
-~ 2 2

N2 =KN & +y" + 22 < N)

3 N2 =KnN (x2 + y2 + 22 = N)

Soient CB(QZ) DQ, et CB(NZ) O N, construits de telle fagon que

2
d Q2 < 3 CB (Qz), 3 N2 < 3 ®3(N2). Soient aussi :

v(d Qz) <3 ®3(Q2}, v(§ N2) <3 ®3(N2) ,

0
des voisinages réguliers C de & Q2: ) N2 . A cause des identités
(*), écrites ci~dessus, on a un difféomorphisme (unique & isotopie
prés)

i ovw(é NZ) ;ra-v(é QZ) .
On considére, aussi, les inclusions canoniques
8,(Q,) < 2 8;(Q,) , 8N,) < 2 8, (N, .

Un voisinage de f(BDZ) U (3 D2) cd CB(N2) c2? @g(NZ), peut 2tre

décrit comme suit :
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On considére dans {(x,y)} = R2 = R2 x 0 CZR3 = {(anaz)}

deux cercles Sl’ S2 qui se coupent transversalement en u, v, et

Mc R2 un voisinage régulier de S1 U 82, (Figure 3,19.1,1),

Figure 3.19,1.1,

£(3D,) U plap,) 08, (N,) .

On aura un voisinage de f(BDQ) 9] cp(BDz).3 ve 2 CB(NQ)’ et

un di fféomorphisme :

), £(3D,), aD,))

\Y

a: (u, unNn CB(NZ), uno CB (N2

M x[-2,2], Mmx[-2,0], Mx 0 =M, S; 5 sz)o

Soient 1I(u), I(v) deux petits arcs de cH (qui correspond
on le rappelle, a f(Dz)) autour de wu,v respectivement, On considere

deux autres arcs I'(u), I'(v) C $; X [0,-2] tels que :

3 I'(uw)

I'(u) N S1 3 I(uw),

]
I

3 I(v) T°(v) N s1 3 1(v) ,

coupant S, transversalement. On va supposer que, I'(u), 1',(v) sont
coupés par 82 x [0,-1], transversalement, dans un seul point chacun,

Considérons, dans M X [-2,2] 1les cercles :
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Zl = S1 - I(u) - I(v) + I'Cu) + 1'(v),

52 X1l et S2 X -1 .

Dans 2 CS(NZ) on va considérer les images réciproques de

Zl’ 82 X 1, 82 X -1, 82 x [o,1], 82 x L0,-1], (via A-l), qu'on va

désigner par les mémes lettres, 2., S, X 1, S

10 S, X -1, §, X (0,11,

2
S2 x [0,-1], sont définies aussi d'une manidre canonique (2 isotopie

prés) dans 2 CB(Q2)° De toute fagon, dans 2 CB(NZ)’ comme dans

3 CB(QZ)’ S, X1 est le résultat de 1'opération A2 (définition 3.18)

2
appliquée a (o D2)°
Remarquons, enfin, que le chemin de Whitehead Ch(+), induit

un difféomorphisme D'

D' : (CB(QZ), v(éQZ)) —_— (®3 (N,), v(d N2))

2

tel que D'|w(8 Q,) = i,

On a le lemme suivant :
Lemme 3.19.1.1. "Il existe un difféomorphisme (induit par le D' considéré

ci-dessus)

D' : (2 ®3(Q2), CB(QZ), v(éQz), U mi(aD2)+Ugj(8D2)+

Zi + (s2 X 1)) v > (2 CB(NZ), Cé(Nz) >

v(éNz), U wi(62)+ U gj(aDZ) + Z& + (S2 x 1)),

tel que : D’lv(Qz) =il et

D'| U 0, {D,) + U gj(Dz) +E, + (8, x 1) = identité.” O
(On remarque que U mi(aDz) + U gj(a D2) + (Zl n Sl) est contenu dans

d Cb(NZ) (respectivement, vu nos abus de notation, dans o CB(QZ))°
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Démonstration du lemme 3.,19.1.1 :

Considérons le diagramme commutatif :

Q ) N
2 03(Q2, T > 2 ®3(Q2)
D' D’
2 ®3(N2/ " =2 ®3(N2)

oi D' est induit par le difféomorphisme D' décrit ci-dessus et I

est 1'involution canonique,

Par '"isotopie", D' induit un difféomorphisme :

() (2 85(Q,), 85(Q,), v(5Q,), Up (3 D)) +U g (3D, +

DT
~

T, + (8, x -1)) > (2 8,(N,), 0;(N,), v(d N,),

U cpi(a D2) + U gj(a D2) + 21 + (52 X =1)).

On remarque ici que U wi(B Dz) + U gj(a D2) +3 4 (82 X =1)
est contenu dans Gb (Q2) (dans GB(N2))’ et, qu'en fait, le chemin

de Whitehead Ch(+) donne lieu, par "isotopie", 3 un difféomorphisme :

> -

_ Ve
&
\) Ueg; (@D, + U gj(aD2)+Zl+(SZX-1)

bearr -

CB(QZ)
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v(6 NZ)

®3(N2)

U cpi(anz) + Ugj(anz) + Zl + (S2 X -1)

(xx) s'obtient de 1la, tout simplement en doublant C%(Qz) et CB(NQ)'

—

En appliquant 1'involution I (aux (82 X -1) dans (xx),) D' induit
aussi un difféomorphisme :

X
(xx) (2 ®3(Q2), CB(QZ)’ v(éQz), U @i(anz) + U gj(a D2) +

Df

o~
=~

21 + 1(s2 X -1)) > (2 CB(NZ), CB(NZ),

v(éNz), uwi(anz) + U gj(BDZ) + I+ 1(32 X - 1))

Je dis que, dans 2 Cg(Nz); (et dans 2 Cb(QQ))’ l'ensemble I(S2 X -1),
du difféomorphisme précédent, peut @tre remplacé par le résultat de
1'opération A, (déf. 3.18) appliquée a 8, X0 =35, = 1(52) = w(BD2>,

dans 2 C%(NZ) (et 2 @3(Q2))9 (donc par 8, X 1). Pour cela, on considere
les anneaux §, X [~1,0], dans 2 CB(NZ) et dans 2 @S(Qz). Dans

[ _ S
2 CB(QZ), 1'anneau S, X [-1.0] ne touche pas 2 Uwi(aD2)+Ugj(BD2)+Zi,

mais dans 2 ®3(N2)

(s2 x [-1,0])Yy N W wi(anz) + U gj(anz) + 21) = (52 x [-1,0) n Z s

consiste de deux points d'intersection transversale., Mais dans 2 CB(QZ)

et dans 2 OB(NZ), 1'anneau I(S2 x [-1,0]) a les propriétés :

i) d I(S2 x [-1,0]) = ¢(d D2) - I(S2 X -1). (On remarque ici
que 3 CB(NZ) (3 CE(QZ)) est 1l'ensemble des points fixes de 1'involution 1I).

ii) I(S2 x [-1,0) N CB(NZ) = p(d D2) et 1'intersection est
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transversale. La m@me chose est vraie pour Q2.

iii) I(s2 x [-1,0]) N W @i(a D2) + ugj(a D2) + 21) =0 .
Ceci nous dit que, dans le difféomorphisme (i&) on a bien le droit de
remplacer, partout 1(52 x -1) par 82 x 1.

Ceci finit la démonstration du lemme 3.19,1.1. Le lecteur
remarquera qu'on ne peut pas demander 2 D' d'2tre un difféomorphisme
qui transporte §, X [0,1] en 8, X [0,1]), ni meme (3 D2) =85, X0
en (3 D2). Les différentes conjectures, plus fortes que le lemme
3.19.1.1 quion esttenté de formuler, se trouvent 2tre fausses...

A partir du lemme 3.19.1.1, on peut démontrer, par des

isotopies faciles, le :

Lemme 3.,19,1.2. "Considérons le chemin de Whitehead Ch(+) (démonstration
du lemme 3.18), qui passe de P, a Pé, Soit :

Qé = Pé N (x2 + y2 + 22 <= N) .,

Ch(+) donne lieu & un difféomorphisme D" : CB(QZ) — Cg(Qé), qui,

a4 son tour, s'étend 2 un difféomorphisme :

D" : (2 6,€Q,), 0,(Q,), v{6 Q,), U o, (3 D2) + Ugj(a-Dz) +

g, + (32 X 1)) =iy (2 ®3(Q5), Cg (Qé)g v(éQi),

~

U wi(a DZ) + U gj(a D2) +Z o+ (s2 x 1))

tel que D"Iv(a D2) soit compatible avec 1l'identification naturelle :
= 1 T R sl
5Q, =6Q) et D | U, 2 D)) + Ug(3D,) + 5 + (5, x1) = identité". O
On remarque, enfin que le difféomorphisme D" reste valable si
on applique 2 U @i(a D2) + U gj(a D2) + I na CB(QZ) (respectivement

Z na ®3(Q§)), les mémes opérations A, (définition 3,18), dans 2 CB(QZ)

1
¢
comme dans 2 Cg(Qz).
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En utilisant cette vemarque et la démonstration du lemme 3,18,

le lemme 3,19,1 résulite sans difficulté,

4.7) Démonstration du lemme 2,20,

Ii est utile de remarquer que, d'une facon générale, dans la

démonstration qui suit, notre K, sera considéré comme source de 1l'appli-

2
cation h (et de différentes autres applications déduites 2 partir de h
par isotopies et glissements) et pas de f,

Les points doubles Mz(f) seront considérés, comme un

sous~ensemblie de Kys muni d'une relation dféquivalence, VY(£f) ; ils

coexistent avec les points doubles de h | Mz(h), et c'est a partir
de cette coexistence que notre construction va procéder. h est
"bien connu" ; & peu de choses prés c'est la m&me chose que
K, Taemrizekos tandis que f est (ou peut &tre), aussi compliquée
que 1l'on veut,
Par des isotopies et des glissements élémentaires (qui en vertu
du lemme 3.19.1 Yre changent rien’}, on va essayer, non pas de rendre
h comme f (ce qui serait impossible), mais 3 faire en telle sorte
que "h se factorise par f£" (3 droite).
La démonstration qui suit va rendre précis et rigoureux ce
préliminaire "heuristique’,
On commence par considérer la séquence principale donnée
au point C) du lemme 3.20. On va "détailler” p{(Bf), en mettant en
évidence les différentes projections d'espace quotient (de type 0(o), 0(1))

qui le composent :
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| — i

- aro o apk i - m{B8f) _
BK, = BKJ pl/ BK, Pz/ e ™ K, pi+,1, coe BK, =BK, /Bt -q—(—ﬁ»)BKz/‘f(Bf)
. il [
vi My

b = a(Bf) oy,

On va montrer qu'ils existent des nombres nj (voir 1'énoncé du

lemme 3,20), tels que, si N =T nj, ils existent :

I. N plongements Cm, 2-a-2disjoints :
i 2~
o, ——s (@), - W@

(; € (1,2,...,N), 0 <i < m(Bf)), tels que les x;(Dz) ne touchent pas a 1'image
canonique des bourgeons ( = (BK2 - Kz)), et tels que la propriété 1 - 1) de
1'énoncé du lemme 3.20 soit satisfaite.

On va considérer les ensembles :

X = BXK - g Kj(Dz) (ot D, = int Dz)

X, = BEK

i -y i 2
%2 2 2 A5 (D)

3
II., Ils existent, aussi, des immersions génériques, qu'on va

construire :

h, : X ——>0,() .
i il 372
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Les propriétés suivantes seront satisfaites

o o — . s . — - e
1°, Xj &j ; on a donc des difféomorphismes OXl =% B X1°
En plus ho = gh : B Xl — CS(KQ)'
2°. Y(hi) est acyclique.

3°. On considére le 2-polyédre singulier (ixl’ Bf, MS) et sa
séquence principale :

X, ——> X, /pf —> X /Y(Bf) c M, .
i1 b (B£) i%1 q(8f) i%1 3

(On rappelle que x;(Dz) ne touche jamais a MZ(Bf))° Correspondant au

"détaillement'" de p(Bf) pour 8 K,, on a :

p(Bf)

Xo= X0 —> xt—s o1 s —s ™D oy e
i1 il i~l i"1 i1 i1
1 Pyl
V. .
J uJ
; I (1 = i
Il existe une séquence principale de (ixl, h,, CB‘KZ))” admettant X2 = 4
comme étape intermédiaire entre X, et X /h, ¢
i"1 s R §
1 j i
ixl N Fad ixl B rd ixl/hi _—D ixl/‘f(hi) o ®3 Kz) 9
i

\ i /‘\ q(hi)




avec les propriétés suivantes :

3°, a) L'ensemble

i_
M3(pi) S AL &

est vide,
. 2 9 -
3°, b)) M (pi) et M (pi) se coupent transversalement (dans iX2)°

3°.  ¢) 8i %,y € M?(Dﬁ) c X, et si x # y, alors :

pi(X) # pi(y),
3°. d) On remarque que la propriété 1-1) de I nous donne un

difféomorphisme canonique (& isotopie prés) : ixl = i+lX1°
h

On passe de (,X., h,, @ (K!)) a ( ®,(K!)), par
i7"l i’ 73772 3772

ir1%1e Pigpo

un nombre fini (peut-8tre 0) de glissements élémentaires, et d'isotopies.,

Ceci nous fournit, entre autres, une inclusion canonique :

S(ixl/hi) o S(Oxl/ho) = S(Bxl) = s(Xl) = s(i&) = s(ixl) =

= s(Kz) = s(BKz) .

3°. e) On a un diagramme commutatif :
+
s(ixl/af) My
8(X,) s(,X,)
1 :% i72
p(pe)¥
n
id
S(Xl) < S(Xl)

identité incl. canonique
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(On remarque que s(i Xl/Bf) = (B il/sf)9 e.a.d.s.)

Remarque. Au cran 1 = 0 1le diagramme ci-dessus est (trivialement commutatif,

puisqu'il peut-8tre identifié &

> (B¥, /B0 — p(an)¥
\\\
S(Xl) < i S(Xl)
p(Bf)#
n
id,
S(Xl) < S(Xl) > S(Xl) s

id, identité

et M est une inverse de p(Bf)*ﬁ

Je dis que, si 1'on réussit & faire une construction (inductive)
comme ci=dessus, le lemme 3,20 est démontré,

En effet, il suffit, & ce moment-la, de poser :

(8£)
2 = m(Bf) XT P m(Bf) Xp/Bf s

>
I

1 Pup) ’
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_.m(BLY | e m{Bf)
et kj = xj : D, -—> (Kz/f)z c (B Ky )2 .
(Ceci implique donc, que :
P(fl) = Bm(Bf) s X3 = m(ﬁf) Xl/hm(Bf) 3 q(hm(Sf)) = q(fl), eoaadeSo)o

La condition 1-1), pour les plongements Kj est satisfaite ; on remarque que ;

XZ = m(Bf) X2 = B Kz/Bf - U int ()‘i(DZ)) =

= B(Kz - Uint (xi(Dz))) / Bf

= B X, (par définition),

Ceci est le difféomorphisme du point 1 - 2) de 1'énoncé du lemme 3.20.

D'autre part, 2° implique 2), 3° - a) et 3° - b) impliquent
3), et 3° - d) implique 4).

Reste a prouver le point 5) de 1'énoncé du lemme 3.20.

En regardant le diagramme 3° - e), au cran i = m(Bf), on s'apercgoit

facilement qu'il contient le diagramme 5) (lemme 3,20, puisque :
Bm(Bf) = p(fl), “m(af) = identité,
Vm(Bf) = p(Bf), e.a,d.s.

. i . .
Donc, si les xj s by sont construits, pour tout i £ m(Bf)

(en particulier, pour : i

m(Bf)), le lemme 3,20 est démontré,
Pour ce qui suit, on a intérét A reformuler le point 3° - e),.

On remarque que 3° - e) est équivalent a :

3° - e'). Le diagramme suivant est commutatif :
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S(Xl)

incl. canonique

En effet, 3° - e') fait partie de 3° - e) et le reste de 3° - e)
est commutatif, comme conséquence immédiate des définitions.

Les hi pourront &tre construits par induction, mais pas les X. s
pour lesquels il faudra tenir compte de tous les P, a la fois,

Pour pouvoir le faire, on commence par :

UNE CONSTRUCTION PRELIMINAIRE : On commence par reconsidérer la définition 3,20,

£, M,)

mais en oubliant L et en se concentrant sur K,., Le passage de (K 3

2 2 2°

a (K2, fH’ M3) s'appellera, un sur-glissement élémentaire, Pour fixer le
langage, on va appeler H ce surglissement élémentaire. On va comparer les
éléments de (KZ/Y(f))2 et (KZ/Y(fH))z. En utilisant les notations de la
définition 3.20, on commence par considérer les composantes connexes de

(£CA) U f(B))2 C Ry
(x=0)N(z<-1), (x=0)N(-1<z0), x<O)N(z=-1), ..0.. .

Les composantes connexes auxquelles elles correspondent dans (KZ/Y(f))zg

seront désignés par les mé@mes symboles, précédés de la lettre D :
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D((x=0) N (z<1)),.... Donc D peut &tre considérée comme "l'inclusion

canonique"
D ;
m ((£(A) U £(B)),)) ——=n (K, /¥()),),
o 2 o 2 2
qui n'est, d'ailleurs, pas nécessairement injective, (On pourrait, par exemple,

trés bien avoir :

D((x =0) N (z <1)) =

]

D((x

]

8,2) N (z >0)) e.a.d.s.) .
On va préciser maintenant les composantes connexes de

(fH(A) U fH(B))2<: R,. Chaque composante connexe de fH(B) - fH(A) N fH(B)

30
est une composante connexe de (fH(A) U fH(B))2° Il y en a exactement deux
dont la fermeture n'est pas compacte, provenant de (x < 0) N (z = -1) et
de (x >0) N (z = -1). On va les désigner respectivement par :

H((x >0) N (z = «1)) et H((x <0) N (z = ~1)), Les composantes connexes
de fH(B) - fH(A) n fH(B) qui ont la fermeture compacte et qui sont du
m@me cdté de (x = eioz)ﬂ (z 20) que H((x >0) N (z = =1)) seront
désignées par : Hl((x >0) N (z = -1)), Hz((x >0) N (z=-1)), ... .
Enfin, celles qui restent, seront désignées par : Hl((x <0) N (z=-1)),
Hz((x <0)N(z=-1)), ... . Les trois composantes connexes de
(x=0Nn((z=0) = fH(A) sont aussi des composantes connexes de

(fH(A) U fH(B))2° Celle qui "provient de (x =0) N (z < -1)" sera
désignée par H((x = 0) N (z < -1)), les deux autres par :

Hl((x =0)N (-1 <z<0)), Hz((x =0)N (-1 <z <0)). Enfin chaque

(x = eiz) N (z > 0), donne lieu & deux composantes connexes de

(fH(A) U fH(B))Z’ 1'une dont la fermeture n‘est pas compacte, désignée par :

Hw((x = eiz) N (z >0)) ; 1'autre sera désignée par HO((x = eiz) N (z>0).
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L’opération qui consiste & oublier les lettres H, Ho’ HosoounH

19

définit une application:

o) ¢ m ((£,(A) U £.(8)),) —= n ((£(A) U £(B)),).

-

On va désigner par D (comme tout & 1'heure) 1'inclusion canonique :

D : ﬂo((fH(A) U fH(B))Z) —-—éTTO((Kz/‘l’(fH))Z)
Je dis que, si x, y € ﬂb((fH(A) U fH(B))z) sont tels que
D(x) = D(y) € ﬂb((KQ/Y(fH))Q)’ alors :

D(p(H) (x)) = D(p(H) (y)) € m ((K,/¥(£)),).

La démonstration est laissée au lecteur, (qui pourra se convaincre, aussi,
que la réciproque est fausse),

On peut construire alors une application &(H) :

M ((£,(8) U £,(8)),) > 1, (K, /¥(£)),)

e(H) §(H)

m(C£CA) U £(8)),) > (R /H(6),)

avec les deux propriétés suivantes :
1) 1le diagramme ci-dessus est commutatif.

2) On commence par remarquer que

c M

Kz/‘f(f) - R, = KZ/Y(fH) - Ry 5

3
(égalité entre sous-ensembles de M3), On veut que, en dehors de 1'image de

D, &(H) cotfncide avec :

3
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m (K, /Y(E) - Ry) = m R, /Y (ED) - Ry) .
(Ceci est la propriété 2)).
On revient maintenant au "détaillement" de p(Rf) (Voir le début de

la démonstration) ; Notre CONSTRUCTION PRELIMINAIRE va donner (canoniquement)

pour chaque i, une immersion générique ;

\
° e e s 1
h, : BK >»C5(K2) ,

telle que :

Y
1°). h, = gh,
v
2°). 11 existe une séquence principale de (BK23 b, CS(K;)),

i . s
admettant @ K, comme étape intermédiaire :

v
h,
i

i} K

. v
1 '
BKZ ..._~v__.+> 8 K2 —> BKZ/hi _.__v___> BKZ/‘Y(hi) c @3(](2)

_ 4 , v
3°). M3(pi) = @, (mais Y(pi) ne sera pas, en général, acyclique),

v - .
4°), Mz(pi) et Mz(ui) se coupent transversalement dans B K; .

5°). Si x, vy € M2(Ei) c B K;S et si x # y, alors : g;(x) # \éi(y)v
v Vv

S . ' 3 :
6°). On passe de (B Kzs his QS(KZ)) a (BK23 hi CB(K2>)’ par

+1°

un nombre fini d'isotopies et de surglissements élémentaires,
7°). Pour pouvoir énoncer le point 7°, il nous faudra donner

quelques définitions préliminaires, On va commencer par considérer un 2Z-polyédre

singulier (PZ’ h, M3)9 tel que VY(h) soit acyclique, une séquence principale :

P > Pz/h >»P2/Y(h),
p(h) q(h)
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et une succession : 3 = {(pi , x(pi ) IR (pi s X(pi ))} (définition 3.26),
1 1 L L

Je rappelle que X(pi ) est une paire qui consiste du germe de 1'une
J
des branches (x = eiz) N (z 2 0) correspondant & Py (celle dont le germe est

J
(L — P; 1) et d'une projection de type 0(1) (le P de la définition 3,26),
3
qu'on va appeler Po(i )? qui succéde 2 P; s de telle facon qu'on ait 3

J

c(pa(ij)) = (p:Z)_l (U(Pij)) N [(X = Biz) Nn(z = 0)}

La partition canonique de la succession ¥, est, par définition, une

décomposition en morceaux 2-a~2 disjoints:

{113 ceoo s ii} =

{igr,1)7 tg(1,2)7 " gyl
{iB<2,1)’ t(2,2)2 700 ig(zs&(z))} + e

(g, Tak,2)7 o Laq,eqoyd > OF

a) A1) + ... +4(k) =4 et
B(i, 1)L B(3,2) € vivvnoncnancoanons < B(3, 2(5)) .

b) p =

, Py
lB(j: n+1) a(1

8(4,m)

pour : 2 < nt+l s £(j).

c)

P.,. n'est jamais l'une des projections p, ,...,p.
alig 1(5))’ i iy

de la succession .
. . . + .
On va écrire maintenant, par abus de notation, @(n,m) € 2 au lieu

de La partition canonique existe et est unique. Elle induit une

iB(nsm) '

partition canonique ;: £ = Zl+ cee + Zk.



o 7 p¢p 7
. . - o pi .
Soit maintenant P; 1 L > P .

. ra

17une des projecrions (du
type 0(0) ou O(1)) qui constituent p{(h), On va désigner par IL|i' < &,

l'ensemble des (p, , ’)(‘(p‘i )Y E 5 avec ij £ i', D'une manidre similaire on

J J
va définir : T |i' =% N(E|i').
n n
Enfin, si 1'on considare pj €%

S
2 > 2 @
i

P

A )
on va noter par [pj] 1'intervalle fermé unique contenu dans pj(Mz(pj)yi Py,

d'extrémités . t .
Lemme 3,20,1. "Soit Piq ¢ PZ s Plgl 1'une des projections de p(h)

i

2 défini par :

comme avant, et pour chaque Zﬁli, 1'ensemble L(j,i) < P

L(j,i) = 1la réunion des images des [pB(j n)]g B(j,n) < i
3

dans Plg

[pN]

Alors, la restriction de la projection canonique PE(J’H) — P;

a [pB(j»n)] est un plongement, et les

a ,
L(j,1) = \_/’ [pg(smy] € 2

gli,n) =1
sont des intervalles fermés, 2-3-2 disjoints." O

La démonstration est facile ; elle se fait par induction ; on utilise
le fait que (d'aprés la définition des successions) les [pB(j n)] ne touchent
3

jamais a

3 - 3
M (HB(j,n)) =M(,... 0 pB(j,n)+2 0 pB(j,n)+1) .

Soit

L(j,:l-) = EPB(j,l)] + [pB(j’2)] + oene T [ PB(j,w)] 3
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ot w = w(j,i)}. On remarque que :
d L (j,i) = 0(pa(8(j,w)) - 0(p8(j’1)) .
On dira que L(j,i) est maximal si L(j,i) = L(j,i+l) = L(j,i+2) =
= ,... e.a.d.s.
Si L(j,i) n'est pas maximal
a(B(j,w)) = i+ 1 (mais pas réciproquement),
parce que, s8i L(j,i) n'est pas maximal (et seulement dans ce cas 1a)

appartient 2 I , donc a Zﬁ

Pa(B(i,w))

Ces préliminaires une fois finis, on peut é&noncer le point 7°),

On considére maintenant la succession ¥ du lemme 3,20, et :

v
- i Pi :
? L(j,i) B K, "CE(KZ) .

v
Le point 7°)dit, dfune part, que pi| U L(j,i) est un plongement, d'autre

J .
part, qu'ils existent des voisinages (de coordonnées) R% Cg(Ké), 2-3-2

disjoints, contenant (respectivement) les L(j,i), tels que si

alB{j, w(j,i))) =2 i + 1, le 2-polyddre singulier
jv4
V. : P. .
pil(Rg) - > Ry C B,(K))

puisse @tre décrit comme suit :
Dans R% on considére des coordonnées (x,y,z), avec -1 <y < +1

et les sous-ensembles qu'on va décrire ci-dessous,

Dans (y = 0) on consid2re les droites :

(z=1)N((y=0),...,(z=N)N(y = 0). Dans (x,y,z) = R% on considére des

demi-plans (images d'un plongement linéaire R;c;~————€> R%)

Al’ cen s Ah s, telsque :
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(1) Ush = G=ppny=o0
1 J=1
(ii) A.i N Aj = 3 Ai na Aj (si i #3) .

[
@)
S

n

(iii) 0 N (y D Ai {donc, Ai coupe (y = 0) transversalement).
On va supposer que l'angle entre Ai et le plan horizontal (z = 0)

est "tres petit",

On considére aussi un plongement propre : H ¢: R —> (y = 0), tel que

H(R) N (y=x=0) =H{(- =, 0}) = (y =x =0) N (z=N+1).

On va supposer que H (R) coupe chaque plan z =1i (i =1,...,N)
transversalement, en deux points.
Le point 7° dit que le polyédre singulier :

\(_ . 1 V- . -
(pil(Ré), Py | pil(R%), R%), est isomorphe a :

Cy=0u (Ul e [(-1<y<D, Gy €rm®], m r))
k
(y=x=0) N (z=M+1)

oi T est induite par les plongements naturels :

(y =0) U( L“}Ak))CZRg D (-1 <y <+l, (x,z) € H(R)). De plus,

g .
v; Mz(Bf) N pil(R%), est décrit par :

a) (y=x=0)ﬂ(zSN+1)C\)iM2(\)i)C

N
(g=x=00NnGsn+1DU U =7 0nk=o0).
j=1

b) L(j,i) = (y =x=0) N (0 <2z < N+L)
c) (0,0,0) = S(pB(j’l)) et (0,0, N+1) = S(pa(s(j’i))) =

V . +
= p, (S(BK) NRy .
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d) vimz(I%) N é;l(Rg) = ((x=y=0) N (z>8+1)) U h(0,w)

ot h: [0,9) —> (-1 <y <+ 1, (x,2) € H(R)) est un plongement propre, tel que :

d - 1) h(0o) = (x

0, y=0,z=N+1),
d -2 h([0,®)) coupe transversalement les A

et le plan (y = 0).

d - 3) h(0,®) N (z =20) N((y = 0), (x,z) € H(R)) = @,

Ceci finit la description du point 7°,
v
On va construire, maintenant, les hi’ par induction. On suppose que
\%
le polyadre (B K2, hi’ @g(Ké)) et déja construit, On va traiter séparément

les cas ol est du type 0(0) ou 0(1),

Pii

Le cas o p, , est du type 0(0) : On commence par considérer la suite :

i i j+1
BK, — > ....... B Kg —_— 3 K% ,

Pi+l Pin
ol pj+1 est la premiére projection de la séquence principale de 8 K2’ venant
aprés Pip» ©F qui ne soit pas du type 0(0) (elle est du type 0(1) ou 0(2)),

. _ i , 2 i
Soit y = G(pi+1) € s(B KZ)' Parmi les deux branches de My(pi+1) (définition 3.19)
on va en "spécifier" une, de la fagon suivante : (ceci est nécessaire seulement
pour la canonicité de notre construction).

On considére x = 0(p.,,) € s(B K%) et 1'isomorphisme canonique :

j+l
2 - 2
ﬂO(Mx(pj+1)) po > ﬂo(My(pi+l))
Si Pin est du type 0(2), la résolution des singularités

iV, ——> ®3(B K2/Bf) (du point D) de 1'énoncé du lemme 3,20), spécifie

1'une des deux branches de Mi (pj+1). On va "spécifier" la branche correspondante

2 . " s e ot
de My(pi+1)° Si Pisl est du type O0(1), on va "spécifier" la branche de

M§(pi+1) qui correspond & 1'unique composante connexe de MZ(pj+1) contenant
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des points ou B Ké ne soit j.as localement homéomorphe 2 R2

. A
Soit maintenant I C B K; l'intervalle fermé déterminé par Mz(pi+1)
On va supposer que 3 € T correspond 2 O(pi+]) = y, Dans tous les points de

I- (%), B K; est localement comme R2° D'aprés le point 5° ci-dessus

ol 101 > (k)

est un plongement. On va travailler maintenant dans un petit voisinage de

V I}
p; (1) C:OB(KZ')° Dans B K;, on a un nombre fini d'intersections transversales

R 2.V . g 2
disjointes I NM (pi) et TNM(BE) =INM (ui)
//—‘A“\
7 AY
! - )
! \
[ !
, 4
2.V ' l K_ 2
eI~ " E)
Figure 3.20.1,
A2 i 1
+3 + ¢
M (pi+1) < B K, 5
?%‘ - €
2.V
M (p.) — 7
N I'4
\ ¢
\ ‘
{ 2
\
\ - M” (B£)
\ !
v \ /
Mz(p-) \ ~ e /1
1 \ \\\ 4 O/I /
N T

On peut considérer un difféomorphisme d1 : B K2 _— 8 Kz avec

[0, #-elUlz+e1]lc (BKy,

2,V N
et qui élimine les intersections de M (pi) avec I, en les poussant au-deld

son support dans un petit voisinage de

de 0 et 1 (voir la figure 3.20.1 ou ceci est fait canoniquement),
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Y] v
On commence par remplacer hi avec hi = hi o dIl . A difféomorphisme
v

(2 1a source), pres, hi et h; sont la méme chose. Mais, en passant de
Vv 2V
hi a hi on a modifié les intersections MZ(SE) n M (hi)o En particulier :

2 2,
M (pi+1) N M (hi) =0 .

(En effet, l'isotopie de la figure 3.20.1 a pour effet que :

d (MZ(V )) N M( ) = ¢, D'autre part : h! = K al = 5 a’l =

1 Py Pit1 - vrautre part 2 Ry T h; 00 TRy o Ve G T
v - . 2 . . v -1
pio dy o vy (puisque (support dl) N M (vi) = ¢). On va désigner 0;° dl

par pi, et clairement :

2 2 2 2
M (pi+1) n M (hi) = M (pi+1) N M (pi)°

s i . 2, ! Y1
(égalité dans B K)) . Si x €M (p!) : p.d, " (x) =p, d (y), pour un
2 i il i1
- v
certain y # x, donc dll(x)E Mz(pi), donc x € dl(Mz(gi)) donc

2
x ¢ M (pi+1)’ e,a,d,s.).

Par abus de notation on va rebaptiser, maintenant, hi, pi
vV ooy

avec h, N
i’ Pi

On peut décrire maintenant, localement, la situation au voisinage de

V )
pi(I) comme suit :

I1 existe un voisinage de coordonnées R3 C:C%(Ké), tel que
v

htl(R ) € B K,, consiste exactement de deux composantes connexes, difféomorphes,
i 3 2 P

. v
a R2 : R; et R;, plongées proprement dans R3 par hi° La description

détaillée de la situation est donnée dans la figure 3,20.2,
On aura aussi des plongements propres :
Hj : R—%Rg (3 =1,2), P R——éRj s
Fj : R —> Rg (L =1,...,M< »), tels que :

£

a) WS = |R"  (on R'=1[0,®) et R = (-=,0]) et

11 ((0,%)) N FI((0,=)) = @.
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by W NFR =0 et BE NRER =9 (st 44K,

c) Ils existent des nombres réels :

Fi(R) N rFR) = FJ(tL) et l'intersection est toujours transversale,

& P uurim) =wen nel .
&) w® = Mz(f{i) N Rg .
v v

Plus précisément on va supposer que hiOHl(t) = hioHZ(t), et que ceci définit

Y
en points doubles de hi’ dans R

tué par

Pisl

x
Jer™y = vl 2 J fons ; i
f) B(R) =F'(R) =M (vi) N Ry. Donec 1'unique point de S(BKZ)

est 0(pi+1) Hl(o) = HZ(O) (dans BKI, chaque Hjl(r)est

identifié avec Hz(t) si t = Q).

"spécifiée", de Mz(pi+,). On va supposer que p,

A . .
g) Mz(pi+1) N R% F3([0,2] et Fl([O,Z]) est la branche

i1 identifie chaque

Fl(e) (¢ € [0,2]) 3 F2(L).

Figure 3.20.2 (on est 3 la source dans RE)
L

o ([2, @)
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On va choisir un nouveau ploangement propre ﬁQ : R —> Rg
tel que :
2
avec H  en dehors

F2| (w027, et ﬁz cotncide

Hl

a') He|(ww,2]

d'un compact.

b1 FH2,@) N #2(2,%) = 0.
ont en commun exactement deux points d'inter-

¢') H2(R) et Fi(R)

section transverszale,
(voir figure 3,20,2)

da')

d, : R2 Ea—— Rg,
v M -1
hi par hi © d2 5

2 " 2
on remplace

w2,31 0 FE(R) =0,

tel que d2<32(t))

Y
et rien d'autre. (hio

-1
)

ce qui ne modifie que les intersections

seraappelé doréanevant

.

On considére maintenant un difféomorphisme & support compact

= ﬁz(t) {(t € R). Comme tout & 1'heure

v
h,).
i

On va changer

v
M’ (h,) N 47 (BE)
Jusqu’ici toutes les isotopies étaient a la source

( Voir figure 3,20,3), Plus

\'%
maintenant hi gg par une isotopie au but
précisément

/"‘h\\\ )
B ([2,3]), N F*(2) = H (2)
{ 4
/ R _ ot
i \ ' FM(R)
[ F (c )
| M
! 1
/l {"Fl(R) Figure 3.20.3
L (on est au but, dans
/ v
/ /h\ “\\\ le plan h.(Ri))a
e rl (£)) t
-~
H (3)@<_. ut (0) = F (0)
< 1l (R%) = PL(R")
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on considére un plongement propre Hl : R —> R1

9 tel que :

i

a") ﬁll(-w,Z] Fll(-w,Z].
B H((Z,0) N F((2, ©) = @

c') ﬁ1[[3,w) Hll[B,m),

d") El(R) coupe chaque Fi(R) transversalement, en deux pdints
exactement.

On considére une isctopie de plongements propres

H, @ R ——> R; , tETI

telle que H_ = Hl, Boo= ﬁl, Htl(—w, 0] = Fll(-w,o], Htl[3,w) = H1][3,a93

e.a.d.s. (Ceci est fait canoniquement dans la figure 3,20.3)

On peut considérer maintenant une isotopie h; : BR, —> ®Q(Ké),

t | o 2 _V 2 o _ VY £, 2
telle que hi ‘ BK2 - R, w-hilBKz - Rz, hi hi’ hi(RQ) c R3, et que
les points doubles de h;, dans R3 soient donnés par les équations
he #5(8) = h' H (8) (6 € R),
1 it
v

(On remarque que hi ﬁz(e) =h, Ht(e)). Ceci détermine h; univoquement

(2 difféomorphisme preés). On définit mainterant

Reste & vérifier que les propriétés

¥
1° - 7°, énoncées ci-dessus sont satisfaites pour hi+l' I1 n'y a,

clairement, aucun probléme pour 1° - 6°., Quant 3 7%, on doit faire les

remarques (importantes) suivantes : puisque p,

t du t I
;41 ©St du type 0{0), on

a, d'abord :
U L (3,i) = U LG,i+1) .

J J

D'autre part, chaque fois que :
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alB(i,w(i,i))) = i+l

on a aussi a(B(j,w(j,1))) =2 i + 2, puisque pa(ﬁ(jsW)) est toujours du
type 0(l), tandis que notre P;,; » ©St, par hypothese, du type 0(0).

Il nous faut vérifier donc que nos isotopies faites ci~-dessus, ne pertubent
pas "la description des R%s du point 7°", On remmrque bien que tout ce qui
compte c'est qu'on ne touche pas & la région & de (y = 0) comprise

entre (x,z) € H(R) et (z = 0) (parce que, alors, on peut "amincir"

Rg et retomber sur la méme description...).

De toute fagon, & N Ml(ﬁi) = @, en particulier & N Mz(pi+1) = @,
Ce qu'on a fait avant, commence par une isotopie 4 la source (figure 3.,20.1)

qui a son support dans un voisinage de

2 . . 2
V=M (pi+1) - un voisinage de o(pi+ ) dans M (pi+1))°

1
Sans perdre la généralité, on peut donc supposer que cette premiére
isotopie ne touche pas & &. Le reste de 1'opération (isotopies & la source
A
et au but) se fait dans un petit voisinage de Mz(pi+1), et on peut le faire
~2
sans toucher 2 & . (Puisque &6 NM (pi+1) =5N {O(pi+1)} =@ ; en effet,

la seule singularité que § contient est : ¢olp ) # 0(pi+1)

alB(i,w(i,1)))
(po(...y ©st dutype 0(1) et p,, dutype 0(0)).)

Cas of P4 est du type 0(1)
On va considérer le voisiange

K(1;n) = k(x;n) @ k(y) < BK;

—_—

(x=y=0)}(z=-1)

correspondant & la projection Py (voir 1a définition 3.15). On va considérer

+1
Mz(p )c B Ki g le(p ) est un plongement. Par des isotopies & la source
i+l 2 " T i+l ?

et au but comme avant, on peut modifier "canoniquement" hi (clest-a-dire
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v
modifier M2(Bf) N Mz(hi)), de telle facon qu'il existe un voisinage de

coordonpées R, < ®,(K!) contenant ; (Mz(p )), et ayant les propriétés
3 3 27 i i+l ’

suivantes : (la démonstration de ce fait sera donnée ci-dessous),
. v v
8%). pilk(x;n) et p; l k(y) sont des plongements propres
v
dans R, = {(x,y,2)}. Donc by | k(y) est un plongement (égal, en fait, 2

v )
04 | k(3)). De plus, pilk(x;n) est isomorphe au plongement canonique :

n
k(x,n) = ({x =0) N (z s0)) U( &1<x =0,2) N(z20))CRy .

9°). On_va choisir la branche (x = 8, z) N (z =2 0) (définition 3.20 ;

O
on rappelle, que ei = 0), de telle facon que son germe soit [T —> pi+1]
o]

ot ¥ est la succession du point C, lemme 3,20, et "[ & —> pi+1]" se

réfere a la notation de la définition 3.27.

10°)., 1Ils existent des nombres réels :

o>0 > 0y 2 eeretcnnens 2 o > -1 (k 2 0)

et un plongement propre : H : R—> (x =0) N (z < ak), ayant la propriété

HRN(x =y = 0) = HR) N M (BE) = (x =y = 0) N (z = -1),
tels que :
k
2 ¥ i .
M(h) NkGx 3 n) N (z s0) =HR® U (L (x=0) N (z = a)))
i=1
et ¢
MZ(S;) N k(x;n) = GHR) - (x =y =0, z £ -1)) + (Ulx=0) N (z = a))).
A"
11°). Lfimage du plongement hilk(y) est la surface
(x,(y,z) € H(R)) C R3.
On peut supposer que H est tel que :

H(§) = (0,0,8) € Ry si g < -1,
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On va considérer le plongement naturel

v
H:R——> hi(k(y)).9 qui est bien défini, puisque

v /
b (k(y)) N by (kGeyn) = HOR).

Soit, par définition, E(n) 1'ensemble

E(n) = k(x;n) N k(y) C Ry

v
On va supposer que, dans hi(k(y)) il existe un plongement :

(définition 3.15),

v
¢ : E(n) >-hi(k(y)) s
tel que :
@(E(m)) N H(R) = H((~», ~1]) et :
v 2
o(E(n)) = hi(k(y)) N M (BL).
(D'autre part, c'est clair que
v ‘9 v (4
h, (k(y)) D H(R) = M (b)) N b (k(y)) )
M
12°), h, (R3) contient k + 2 composantes connexes : k(y),
k(x;n) et k composantes connexes difféomorphes a R, : R;SQOO,RES dont les

images dans R, sont (respectivement)

(z = al)sn,”o.g(z = or.k) .

v

, s i
hi restreint a R2 est un plongement,

13°). Mz(Bf) N Rg =0 .

Il n'est peut-&tre pas sans intéré&t de montrer briévement comment
on réalise 8°~13°, sans modifier 1°-7°, En faisant référence aux notations de

la définition 3.15, on va décomposer Mz(pi ) comme suit :

+1

W (p,, ) = G (p, ) Nky)) +

+1

2
@ (py,) N (G =0) N (2 50)) + (Mz(pi+1) N (UG = 82) N (z 2 0)).
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Les points 8° et 10°-13° serunt satisfaits, si
(=) a2(p. ) N k) Ndp) = ¢ et
B P \ Py

G0 PG, ) N (U= 8.2) N (2 2005 NGy = 6.

Quant au point 9° cfest tout simplement un choix (trés important, d’ailleurs).

(x) La condition peut &tre réalisée par une isotopie a la source, analogue

~

a celle de la figure 3.20.1, de support contenu dans un petit voisinage de
(Mz(p ) N k(y)) - (un voisinage de o{p., .))
i+l i+

La condition {xx) peut 8tre réalisée par une isotopie au but, ayant comme

support un nombre de "voisinages de coordonrées" R% < SK; . tels que

. v [
® mais ayant la propriété que : pi[Rg est un plongement,

]

Rg N MQ(Bf)

2,V j , Vo] , v 2 v.o2
M (pi) N R, = une droite, pi(R2) coupe pi(M (pi+1))(pi(M (Bf))) transversalement, en
exactement un point, C'est juste ces intersections qu'on élimine par l'isotopie

E

au but, Maintenant, en se référant a i‘analyse faite 3 la fin du cas 0{(0),
N . . N2
les isotopies 2 la source ne touchent s@rement pas & §, puisque M (pi+1) nsg,

contient, au plus, le point G(pi ). Quant aux isotopies au but, elles ont

+1

) .. T i i .
comme support des petits "voisinages de coordounées’, dans K5, RJS qui
P P 2

v 5 v 2

sont tels que hi(R%> a des intersections transversales avec hi(M (BE)).
Mais dans & de telles intersections transversales n'existent pas, donc les
isotopies au but ne touchent pas §&. Donc, jusqu'i présent nos isotopies ne
détruisent pas la condition 7°.

En appliguant successivement des surglissements disjoints a

v
(z = al),.,,,(z = ak) on peut modifier h  de telle manitre que k = 0.
v \%
Ce nouveau hi sera désigné, par abus de notation, avec hi° 11 u'y a
aucun probléme pour faire ceci canoniquement,
v
On applique maintenant un surglissement a hi(k(y))S qui ne touche

pas 2 (E(n)). Ou va désigner le résultat par h;+1:k(y)c;~wﬁ> R,. Dans

! 1
hi+1(k(y)) on a un plongement
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(E(R)) = bl ((y)) NM(gD)

et un autre plongement :

]

' cn) = Wt 2014
$(Fn)) hi+l(k(y)) N k(xsn) = hi+1(k(y)ﬂM (hi+1))
(o on utilise la notation :

F(n)

4

k(x;n) N (z = hix,y)) ,

h(x,y) étant la fonction de la définition 3.20.)
Sans perdre 1a généralité, on peut considérer un sytéme de coordonnées

(u,v) sur hi+1(k(y)), tel que :

Y(F(n)) N op(ECn)) = {(u £ -1, v = 0)}

(v =0) = h;+1(k(y)) n(x =0,

(on rappelle que 6; = 0),
o

Y(F@) N (x =6, 2) N (z20)) = {Qzuz20,v=0]}

o}

et

Ly(F(a)) N ((x = 6, z) N (z s0))] « (@E(n))) = (u=21, v=0)

O

Enfin, on peut choisir le surglissement de telle fagon que, dans

k(x;n) :

2
M (pi+1) N k(x;n) < k(x;n) N h; (y)),

4k
et que Mz(pi+1) N k(x:n) soit la seule intersection de h;+l(k(y)) avec
Mz(Bf) AN k(x;n),

Maintenant, on peut appliquer une isotopie & la source, de support

(compact) contenu dans h£+1(k(y)) = k(y), qui ne touche pas a (u s -1, v = 0),

et qui identifie la partie correspondant a :

' (p, ;) N kGx;n), dans  Y(F(n)) € b}, (k(y))
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2 \
(qu'on va appeller, psr abus de langage, M (pi+1) N k{x;al}), avec Mz(pi+l) N @(E(0)}

= Mz(pi+1) N k(y)..Ceci est réalisé "canoniquement', dans la figure 3.20.4,

Figure 3.20.4 (le plan de ls figure est h£+1(k(y)) ; 1'orientation

Ty
des axes est : <E——- ).

avant 1'isotopie (I}

Mz(p‘

1+-1) N hiﬂ(k(x ; 1))

{

]
¢<F(n))1l

M2<pi+1> N k(y)

o(E(n)) = M (Bf)



aprés l'isotopie (II) /’ pS
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[Si Piy n'est pas dans la succession I, on va composer cette isotopie

\/

2
avec une autre. Dans ce cas, la branche de M (“i+1) qui sort de

x €s(B K et qui est désignée par w dans la figure 3.20.4, correspond

a2 une intersection avec bourgeon, C'est donc un intervalle fermé, dont

1

. . i
1'une extrémité est x, 1'autre un point de int(f K + 2

Par une autre isotopie & la source on s'arrange pour que
p

N

v
ne touche plus a Mz(pi+1), comme dans la figure 3.20,5, ci-dessous

Figure 3.20.5

(une isotopie supplémentaire)
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Ce que devient h;+1 par cette isotopie, sera appelé h2+l 3

l'on remarque, déja, que h" se factorise par B K > B Klf

: i+l ) 2 Vv, 2

v i+l

Reste a4 montrer comment on déduit notre hi+] 2 partir de h;+1° On va
décrir une isotopie & la source Dlzl € Diff((B Klgl) ), avec D;+1 = identité,
a4 support compact, et notre % sera h' o Di+1° Donc h" clest déja
v i+l i+l 1 i+l
hi+1’ si 1'on oublie Mz(Bf), (en particulier), on a l'identité

v
(Ei+1) P OB K, /¥ (h§+1) = B K2/Y(hi+l) s

(identité entre sous-ernsembles de CB(K;)))9 mais la passage de hg+1 2
v

. : 2 2.0
h, ; va changer les intersections M (Bf) N'M (hi+1)o

Je vais supposer, par induction, que pour tous les P du type 0(1),

. Y 5
j < itl, Di est déja défini, donc que h, = h¥ o Di et que 1'égalité (E,)

. v
. . i+l .
Pour pouvoir construire Dt s hi+1’ on aura besoin de quelques

préliminaires,

Pour chaque j £ i on aura des applications naturelles

v v
ﬂo((B K, / Y(hj+1))2) : > ﬂo((B K, / Y(hj))z)
i
(ot il est entendu qu'on lit, provisoirement, (8 K, / Y(h;+1))2 au lieu
\4
de (B K, / Y(ni+1)) }J, définies comme suit :
Vv \'
a) 8i Pyt est du type 0(0), donc si le passage de hi a hi+1

se fait par isotopie, Qj est 1'isomorphisme naturel,

b) Si est du type O0(1), on remarque que, le passage de

P.
+1

v v J

h. a h, se fait (3 isotopies & la source prés), par (k+1) surglissements

j j+1
successifs, appliqués aux surfaces disjointes (z = al),,.o,(z = qk),
\4
hj(k(y)). éj sera alors la composition des (k+l) applications &(H) corres-

pondantes (voir le début de notre CONSTRUCTION PRELIMINAIRE).
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En restant dens le ca2s b) on a besoin, aussi, des définitions
suivantes : pour chacun des (k+l) surgiissements considérés ci-dessus, on

v
peut considérer les éléments de ﬂo((ﬁ K, / Y(hj))z)g qui jouent le rtle de :

D((x>0)N(z=-1)), DUx<0)N (z=-1)),

D((x = ei z) N (z >0}) (avec i # io)o On va les appeler les éléments actifs,

v
de “b((ﬁ K, /Y (hj>)2)o

Pour fixer les idées, on va utiliser, auszi, la terminologie suivante :
Dans la définition 2,20, les plongements £, 2 Dy —>K,, avec 1 % 2(p-1)
seront appelés actifs, Dans 1a méme définition 3.20, si 1l'on considére le

surglissement H, chaque intersection : fH(B) N ((x = ei z) N (z 2 0)),

(i # io), sera appelée une intersection du surglissement H. On remarque que,

méme si Y(f) est acyclique, Y(EH) ne l'est plus, justement A cause des
intersections, Mais Y(leLZ) est bien acyclique (si ¥(f) est acyclique),

parce que les plongements actifs fi(Dz)9 "tuent" les cycles parasites crées

par les intersections du surglissement ...,
[ On a, aussi, pour chacun des (k+l) surglissements élémentaires,

v
1'é1ément de ﬂo((B K, / & (hj))Z) qui joue le r8le de D((x = ei z)N(z > 0)).
o
Dans tous les (k+l) cas c'est le méme : la composante qui correspond 2

*)

4
£ ——>p.,.]. On va 1'appeller 1'élément passif ‘de m ((K,/¥(h,)).),
J o) 2 j e

+1
A"
, . ) P .
Enfin, dans ﬂb(B K, /¥ (hj+l)l2)’ on peut distinguer (k+1)
éléments, provenant de (x = ei z) N (z > 0), du type D(HO((X = ei z) N (z>0))).

o o
(Voir la définition de H , H,,...,H_, plus haut). On va les appeler les
o 1 ®

v
mauvais éléments de ﬂo((B Kz/‘i’(hj+1))2)°

On va introduire, aussi, la notation :

N v
(B Ky /¥ ,0)) > m((8 K, / ¥(8)))

A\
*¥) A priori 1'élément passif (au niveau de ﬂb((BKz/Y(hj))7)) pourrait se confondre

avec 1'un des éléments actifs,
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v
. 2 . £ g 16 S . val
et désignev par Mj+l < ﬂsi(B K, /¥ (nj+l))2) 1fensemble des mazy, s
v -
éléments de ﬂo((B R, /¥ (hj+1))2)° On définit Mj+& c ﬂb((BKZ/Y(hj+L))2)“

(3 +4 =1i) par :

i \_J @4:/13 M. &+ u
i+ <i+t 23

L
Je vais supposer {inductivement) que pour chague j =< i, l’ensemble

Mj satisfait & la condition C(j), énoncée ci-desscus, (et ensuite définir

. ) i+1 . . . . . , .
les isotopies Dt , de tzlle manidre que C(i+l) soit satisfaite aussi),

LA CONDITION C{j) : ils existent des voisinages de coordonnées

Rg = {(x,-1 <y <+ 1, z)}, contenus dans CB(K%)y 2-3-2 disjoints, dépendant
de j, avec k=1,,,,,m(j) = m, tels que : F% c Y Rg s, et que chaque
v Kk ‘
v-i, Kk fy o ok
pJ (R3) > R3 ol ®3(K2)

admette la description suivante : (comparer avec le point 7°) du début

de 1a CONSTRUCTION PRELIMINAIRE), Dans (y = 0) C Rg on considere les

droites (z = 1) N(y = 0),...,(z = N) N (y = 0), et (toujours dans Rg)

des demi-plans : Ajga.,gah, faisant un angle trés petit avec le plan

horizontal (z = 0), et satisfaisant, aussi, aux conditions suivantes

N
(1) kw}aAi

kuj (z = 3N (&

j=1

0),

(ii) Ai N ./_\j d A& N aAj (si i # 3),

L

(iii) 6 N (y =0) =23 A, ( donc 0y coupe (y = 0) transversalement),

On considére,aussi, un plongement propre :

HO : R ———2> (y = 0) , tel que

HO(R) Ny =x=0)= HO((»w,O]) = (y=x=0)N (2 S N+).
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On va supposer que Ho est tel, qu'il existe un plongement propre

(demi-~voisinage tubulaire de HO(R))

H:RXI > {y = 0),

tel que H(R x 0) = H, tel que H(Rx1) sépare HO(R) du point + © de
1'axe (0,Qz), et que chaque Ht(R) = H(R x t), t >0 soit transverse 2
(x =y = 0) et le coupe en exactement un point.

On va supposer, aussi, qu'il existe une suite de nombres réels

< < 9 06006 6060 & 0 0 0 = S
0 tl&t2< <tM 1

et une application :
a: (l1y,00,M) ——> (1,....N) ,
telle que : i) (a{p} - a(q))(p-q) 20 .
ii) Chaque Ht.(R>(: (y = 0) coupe les plans (z = j')
avec j' 2 a(i), transversale;ent, en deux points, et ne touche pas aux
(z = 3') avec j < a(i). (j',j sont des entiers compris entre 1 et N),

Enfin, on va supposer que H(R) = HO(R) coupe chaque plan

(z =1),...,(z = N), transversalement, en exactement deux points,
2 b o s
la condition C(j), comprend les points suiwvants

c(j) -17. Le 2-polyeédre singulier

v-1, k v -1,k k . e
(p. (R3), pjlpj (R.3)9 R3) est isomorphe 2

([(y=0) U (tiAi)] & (-i<y<+l,(x,z) € HO(R)) +
i

\
Ux=y=0)N(z<N+1)
M
+ T (=l<y<+i, (x,v) € Ht (R)), m, R?)
i=1 i

ou 0L t1 L seos < tM =1 est la suite considérée avant et T est induit

par les plongements naturels. ("4" signifie, ici, réunion disjointe),
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c(i) - 2) (y=x=0)ﬂ(zSN+l)CM2(Vj)c

N
(y=x=00NzsN+DDWU ({(z=1i)N(y=0)).

i=1

. Y T k ; y
c(j)y - 3). Mj N Ry est l'ensemble des ﬂb«BKZ/Y(hj))2)3
contenus dans (y = 0) et dont la fermeture (dans (y = 0)) est compacte,

(ﬂj N Ré s'identifie donc aux éléments pré~compacts de

M
ﬂb([(y=0) U (LiAi> U (1 <y <+1, (x,2) € H, (R)) U
i 1=1 i

U (~l<y<+1, (x,2) € H@®RN]L, N & =0)
_ 2 Vol, k
C(3) = 4. M) N p Ry )= (G =y = 0) N (2 >N+ 1)) Ug,(0,,

oft ¢y [0,2) ———= (-1 <y <+ 1, (x,2) € HO(R)) , est un plongement,

(-]
propre, C , tel que :

r

1) @j(o) =(x=0,y=0, N+1).
2) mj(R) coupe transversalement les Ai

3) ¢3(05®) Ny =0, (x,2) € HO(R)) Nn(zzo0) =49,

c(j) - 5) . Tows les

vel . 57 Vo Yel ! 30
{nd J J
(piﬂ \R3 )9 Piolpis (R3 )3 R3 )

du point 7°) (on a remplacé (i,j) du point 7°) par (i',j') pour éviter

la confusion de notation) sont contenus dans la description ci-dessus, dans

7 i

le sens suivant : pour chaque j (point 7°), au cran i' = j, il existe

.
un k = k(j'), tel que R% soit un voisinage de la région (compacte) du plan
(y = 0) comprise entre (z =0), (x, z) € HO(R). (Dans RI;)°

C(j) ~ 5), nous dit, en particulier que C(j) entrafne la condition 7°)

(au_cran j).
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. Ve .Y Va
c(j) ~ 6). 81 (pjl(Rg), pj l le(R.lg)s Rg) n'est pas comme au point C(j) -~ 5

(donc ne contient pas un modéle local du point 7°), alors (y =0) N (z =2 N)

est toujours contenu dsns un bourgeon, (et réciproquement),

Si, en plus N > 1, notre modéle contient un L(k,w) (maximal) avec :
a(Blk, w)) <3 .

Remargque. En supposant que Rg touthe 2 la succession ¥, la différence
entre C(j) -~ 5, C(j) - 6 est montrée dans la figure 3.20.5 (le plan de

la figure est y = 0)

> bourgeon

sy a0k, w)’
/f /’ 2
K K M (P, )
// U //
z = N ,l z =N / ﬁi 2(
/ — ! M (v, ]
I /
T T
z = Nfl z = N‘,J‘l T L(kgj)
’ ,'
1 \
,’Y\\ v ,' Mz(pj) Vv
» j )
MA(BA) L = (k,j) = maximal
c(j) -5 (w =< 2(k), c(j) -6 (w=4(k),
o(B(k,w)) > i) oflB(k, w)) = j)

Figure 3.20.5



- 304 -

Ceci finit la description de la condition C(j).

Lemme 3.20.2. "Si la condition C(j) est satisfaite (au cran j), et Pi

est du type 0(0), la condition C(j+l) est satisfaite" O

Démonstration. On vérifie sans peine que les isotopies, & la source et au but,

du cas 0(0), ne touchent pas a la condition C(j).

Lemme 3.20.3. '"Supposons que soit du type O0(1) et que la condition

Pin

C(i) est satisfaite. Il existe alors une isotopie & la source, a support

) i+l

compact : Dltl € Diff((B K1+1)2 s D' = identité, canonique, telle que,
.Y " i+l o ) . e
si h, , = h' o D , la condition C(i+l) soit satisfaite". O
i+l i+l 1
v VARV
Démonstration, On commence par remarquer que, Si (pil(Rg) , pilpil(Rg), R;)

est comme dans le cas C(i) - 6 g G(pi+1) # (0,0,N + 1), donc,
V-1, k

O(pi+1) ¢ Py (R3)o
On voit facilement que G(pi+1) se trouve dans 1'une des deux

situations suivantes (qui sont mutuellement exclusives)
k Vo Va1l k k . .
3), pilpi (R3), R3) comme au point C(i) - 5,

) = (0,0,N + 1) = o(p

-
I. Il existe un (pil(R

tel que : O(pi (voir la figure 3.20.5,

a8k, )’

+1
c(j) - 5).

v-1, k
1. olp, ) ¢ K,i:)pi (Ry).

Dans les deux cas, on commence par remarquer que les premiéres isotopies a la

v .
source, celles qui nous fournissent un "nouveau" hi’ satisfaisant a 8°-13°,

ne touchent pas a la condition C(i) (ou, plus exactement ne touchent pas 2
.. N . k ' .
un voisinage trés mince de (y = 0) N R3 ;) on 1'a vu, en fait, quand on a

remarqué que ces isotopies ne modifiaient pas la condition 7°.

).

Dans le cas I, on considére les deux germes de M2 (p,
c(pi+1) i+1
A partir du fait que les branches (x = ei z) N (z 2 0) sont toujours de la

o]
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forme [T ——> pj], (point 9° ci-dessus), et du fait que ¥ est une succession,

2
on voit facilement que celui des deux germes qui correspond au point de M (pi+l)

i , .y
ou B K, n'est pas une variété, se trouve sur (x =y = 0). D'une manidre plus

précise, on peut trouver un voisinage R de coordonnéeg dans Cb(Ké), qui

3

. k L X
contienne, en méme temps R3 et le voisinage R correspondant a p

3 i+1

(points 8°~13°), avec 1la description suivante
En se référant 2 la description de la condition C(j), on considére
un A 2 0 tel que le plan (z = A) ne touche pas 2 H(R x I), et sépare

H(R x I) du point =z = o, On considére des demi-plans Al,,oo,éh, faisant

un angle trés petit avec (z = 0) et ayant les m@mes propriétés que les Ai’

sauf que éﬁi = (z = A) N (y=0). On considére aussi des plans

(z = A Jyennons {z=A4A_) ot A>A > ....>A_. et (z =A.) se trouve entre
1 f 1 f i
(z = A) et H(R x 1I).
V.l - Vo Vel — — . .
(pi (R3)s pilpi (R3)3 R3) est isomorphe a :

([(y =0 U (UadU (UZJ.)] & (-1<y<+1, () €H (R) +
j ] )
T e

(x=y=0) N (z < N + 1)

M f
+ Tl <y <+ 1, (x,y) € H R)) + £ (-l<y<+1, (z=A)), m, R3)
1 i j=1 J
. , k .
La partie qui est dans 2z < Af est comme R3, celle qui est dans 2z >N est
comme le R3 correspondant a Pi1 (8°-13°). Tous les éléments ﬁi , qui

s k
touchent &8 R sont ceux contenus dans R

3° 3°
Le lecteur pourra s‘assurer maintenant que, au moment ofl hg+l
a été construit, C{i+l) -1, C(i+l) ~ 2, C(i+l) - 3 et tout le reste de la

condition C€(j) (j =1 + 1, voir en particulier le début de la condition C(j)),

sont automatiquement satisfaits, mais que C{i+l) - 4 ne 1l'est pas. Plus
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exactement des points comme My T, de la figure 3.20.4 représentent des
i+l

intersections transversales de h;+l(M2(Bf)) avec (y=0)N<(z=z0). D .

sera, par définition, une isotopie & la source (qu'on peut aisément rendre
canonique) qui pousse ces intersections en-dessous de (z = 0)
On laisse au lecteur le soin de vérifier que 1°-6°, et C(i+l)
(qui entraine 7°) sont satisfaites.
1 h

Dans le cas II, on prend pttt = identité, h'" _ =

. e.a.d.s,
t i+l i+l °? a

Ceci finit notre CONSTRUCTION PRELIMINAIRE.

v
Lemme 3,20.4. "Soit a € ﬂb((B KZ/Y(hi))z) un élément mauvais et &

L]
1%application :
v v
ﬂb((B KZ/Y(hj+L))2) > ﬂb((B KZ/Y(hj))z)
é&,j = @j+&_1o.v,o§j
-1
Alors é& J,(_a) est toujours un élément unique, qui n'est jamais actif.” O

C'est une conséquence immédiate des conditions C(i) et de la
démonstration du lemme précédent. (Les ﬁi ne coupent jamais Mz(Bf)
transversalement, e.,a.d.s)

On fait maintenant la remarque suivante

(E) Soient a;,...,a  les éléments actifs de ﬁo((B KQ/Y(;i))Z)

v
et b1’°°°’bq les éléments de ﬂb(B K2/Y(hi+l)) ) gqui ne sont ni mauvais, ni

2
Us;t V
dans j - (aj) . Désignons par S ERRRTLN les éléments de ﬂo((BKz/Y(hi+l))2)
qui sont dans &J Qzl(aj).
b
Soient Bl, ..... ’Bq’ Ylgob,e,yp des nombres entiers = 0, arbitraires.

En remontant aux définitions, on peut montrer sans aucune difficulté le fait
suivant : soient X(ai) le nombre total d'intersections (de nos (k + 1) surglis-
sements), ol a; apparalt. (On remarque que chaque intersectionsera comptée

deux fois, donc x(ai) sera un nombre pair). Soit Q le nombre
i
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Q=X xla) +Z8 +Zy .
1 1 1

Ils existent Q plongements différentiables 2-a-2 disjoints

I,...,Q)

v
fj i Dy ———> (B K, / Y(hi))z, (3

uniques, & isotopie prés, et une succession de (k+l)-glissements &lémentaires de

v
(BK, - g fj(int D,), hilB K, - ? fj(int D)), @(K1)

correspondant (comme dans la définition 3.20) 2 nos (k + 1) surglissements,

et passant 2

v
_ . _ . .
(g, - U fj(lnt D,), hi+llBK2 U fj(lnt D)), @5(K))), de telle

facon que les conditions qui suivent soient vérifiées

R-17: ¢.(b, tient : i
g.( J) contien % 8 disques f)z,(Dz)

pee s (b
i %173

R -2 : aj contient
( x(a,) + £ vy,) disques f ,(D.)) ,
i LESj £ k 2

ot 4 parcourt 1'ensemble Sj des indices 4 €(1,...,p), tels que C& € @gl(aj).

(D.) contenus

R - 3 : Pour chaque a.s X(aj) des disques £ ,(D,

dans a seront marqués, Les T X(ai) disques marqués sont exactement les

disques actifs de nos (k + 1) glissement élémentaires,

R -4 : Sil'on oublie les disques actifs, bi’(cj) regoivent
exactement B, (Yj) disques non marqués par les (k + 1) glissements élémentaires.
2 ¥
(Ces disques ne toucheront pas & M (h, _)). Ceci finit la remarque (:>°
i+l
Maintenant on est en mesure de déterminer les nombres nj de 1'énoncé

du lemme 3.20. On consideére
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7 B v
cj € r.o((Kz)2 - M(h)) = no((B K, /Y (B h))z) = TYO((BKZ/Y(hO))Z) s
et 1'application :
v \
éi,o : TTO((B K, / ‘i’(hi))z) ———>no((8 K, / ‘i‘(ho))z) )

pour 1 2 0 quelconque, Alors, on va prendre :

n, = % L x(a, )
J i20 2 it
ol a, ,, 8., ,s... sont tous les éléments actifs de @Tl (c.), (8i i=o0
i,1 i,2 1,0 "]

v v
on met X(Cj) si Cj est actif (pour le passage de h =ha hl) et,

autrement, O, comme contribution de i = 0).

Je dis tout de suite que hi : iX *————>-®3(Ké) sera construit

1

de telle maniére que, par 1'inclusion :

_ T .
'Xl =B K, &J lj(lnt D2) < BK,, on aura :

i
]
v
hl B hi I B K2 ?
et que, en plus, le passage de hi a hi+1 se fait par :
v v
a) isotopie (si le passage de hi E hi+1 se fait par isotopie).

v v
b) Par (k+l) glissements élémentaires si le passage de hi : hi+l se

fait par (k+l) surglissements (les glissements vont correspondre aux surglissements,

comme dans la définition 3.20), Il faut. dire maintenant comment choisir les plonge-
ments :

b i 2~
Ay D, ——> (B K2)2 - M (pi)n

v
On commence par considérer E C ﬂb((B K, / Y(hm(ef)))z) tel que

& € E si et seulement si quelque soit (i + 1)

)),)

v
(@ € m (8K, /¥ ),

2(RE)-i-1, i+l

n'est jamais un élément mauvais.
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Soient : e e les différents éléments de E, On va

choisir des nombres entiers 2 0, € €y correspondant aux e

l’oon

A partir de ce choix tout sera 'canoniquement' déterminé & isotopie pres.

C'est dans ce sens que (X Cg(Ké)), dans 1'énoncé du lemme 3,20

v
est "presque canoniquement déterminé", (On rappelle que les hi’ eux,

2’ fl’

sont bien canoniquement déterminés).
On va commencer par introduire les notations suivantes : Soit

1"
o € ﬂo((B K, / Y(hi))z), On définit deux entiers= 0, n(a) et m(a) comme suit :

n(a) = T z x(a, )
jzi 4 3.t
ol a, .5 @, nse0... Sont tous les éléments actifs de éfl_ {a) c<
jsl Js2 v J=-1,1
c ﬂo((B K2 / Y(hj))Z)‘ (Donc n(C&) =n, défini comme avant).
On définit aussi les nombres m(a), par
m(a) = £ €j

ol oy correspond aux e parcourant : e, € Q;%Bf)—i,i(a)' Le lemme
3.20.4 implique que, si @ est mauvais : n(a) = m(a) = O.

Enfin, le nombre N du lemme 3.20 sera :
N=an+26j=2n(c.)+2m(0.) ,

ot @ parcourt : o € ﬂo((BK2 /¥ (Bh))z) = ((BK2 / ‘Y(Bh))z)° Le nombre

des

o —
A (@,) = JZ,J.(DZ) c a
sera égal 2 n(a) + m(a). Le passage de {x;(Dz)} a {xijl(Dz)} se fait

de la mani&re suivante : Supposons d'abord que i = 0. On remarque que. le
v v

passage de hi a hi+1 se fait par une composition de : isotopies a la

source, isotopies au but, surglissements,Correspondant & chacune de ces
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opérations les (x?(Dz)) vont changer de la manidre suivante
1) Dans le cas des isotopies & la source 1'image de k?(Dz) dans
®3(Ké) doit rester inchangée. (Ce qui modifie la position de xg(Dz) par

rapport 2 Mz(Bf), par une isotopie dans BK2)°

2) Dans le cas des isotopies au but, 1'image de k?(Dz) suit
1'isotopie. Dans les deux cas 1), 2) (qulon vient de considérer), on s'arrange
"canoniquement" pour ne pas toucher (dans Cé(Ké)) 3 1'image de Mz(Bf)

(donc, a fortiori, a la source, 2 MZ(BE)O)

3} Dans le cas des surglissements, on utilise la remarque
ci-dessus, Pour chaque élément actif o € ﬂb((BKZ/Y(Ko>)2)3 x(a) plongements
x?(Dz) C o, seront marqués ("au hasard") et utilisés comme disques actifs qui
permettent de transformer les surgligsements en glissements, Au but (c'est-a-dire
en oubliant la position par rapport & Mz(Bf)) tout est canoniquement défini
puisque la succession ¥ nous indiquera ce qu'on doit prendre comme élément
passif, Dans la suite ces disques marqués, qui sont les seuls a toucher Mz(ﬁl)
ne bougent plus. Quant aux autres, ils ont le sort suivant : chaque B € @Iio(a)
recoit (comme dans la définition 3.20) n(B) + m(B) parmi les n(a) + m(a) ~ x(a)
disques non marqués de ¢. La nouvelle position des disques &j(Dz) nous définit

les plongements

a 1
A o¢ D, > (B K,),

(qui sont bien isotopes aux X? dans (B K;)2 = (BKZ)Z, olt on les remonte

= «

par (pl) "), Pour que la construction soit compldte on s'arrange 2 ne pas
toucher Mz(Bf)s au but CE(KE)O'On peut faire ca "canoniquement" ...,

En général, (c'est-3-dire pour i quelconque, i = 1) on fait la
mé&me chose, Si 1'on fait abstraction de ce qui se passe & la source, et on

regarde au but, on fait les opérations suivantes : parmi les plongements
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i ..
Kj(DZ) il y en aura exactement

b x(—:;j,i)
]
- - _ v
(oty A5 50 B gee sont tous les éléments actifs de no((BKZ/Y(hi))Z)),

"marqués”™ & 17étape 1 ; ce sont ceux qui (avec les disques qui ont déja &té
marqués aux &tapes antérieures, et auxquels on n'a plus touché depuis) touchent

9 v
a Mz(hi}3 qui tuent les cycles parasites, et font que Y(hi) soit acyclique,

{ On a 3

v .
1,
h, = b, | BK, - ij(mt DY) .

i i
J

Autrement (si 1'on oublie les disques marqués aux étapes antérieures),

v v
o € TTO((BK2 / Y(hi))z) contient n(a) + m(q) disques x;(Dz), x{a) parmi
eux seront marqués et utilisés comme disques actifs des glissements

v \'4
h, ===% h. (correspondant aux surglissements h, ===3 h. ). Comme avant,
i i+l i i+l

chaque @ € @;ii(a) recevra n(B) + m(f) disques, parmi les n(a) + m(a) - x(al)
disques non marqués de @, qui restent disponibles.
Ceci nous définit compl2tement x;, et h, : X, —> ®3(Ké)°
Il est facile 3 vérifier que les propriétés 1°, 2°, 3°=a, 3°=b, 3%=c, 3°=d,
du début de lag démonstration du lemme 3,20 sont satisfaites.
Le point 3°-e (sous la forme 3°-e') se démontre par induction

sur 1. Supposons donc, que pour l'indice i, le diagramme 3° -e'

S(iXZ)

S(Xl) incl, canonique
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est bien commutatif, On veut mountrer que le diagramme correspondant, pour

(i + 1) est aussi commutatif. On peut se restreindre au cas oli le passage de
hi a hi+1 se fait par (k + 1) glissements élémentaires (l'autre cas &tant
trivial). Les premiers k glissements (voir la description exacte de notre
construction préliminaire) "ne modifient pas le diagramme 3°-e", dans le sens
qu’il nous donnent successivement des 2-poly&dres singuliers

A f PR T ° - . 7
(ixl9 hi’ Cé(KZ)) j = 0,1,...,k, avec hi hi’ se déduisant 1'un de

1'autre par un seul glissement éléméntaire, tels que (hq) se factorise par v,
P seul g piog P i

- - J
%) > % 3 > % /by, B
v, B
1 1

]
w

et que, si

1 s(x) =2 s(.X /h))
1 i1l 1

est l'inclusion canonique, on ait :

. 7 . H .
IR 2 (g3th A
i i
et
. # .,
J - i+l
p(hy) o I p(h i) 0 1j+1
(On remarque ici que : s(Xl) = s(ixl))°

On peut donc supposer, sans perdre la généralité, que k = O,

Définition 3.20.0. Considérons les conditions du lemme 3,20, On définit une

application

= i+l
L = 5 )

U Ny s(BK,) ——> s(BK'4), i+l = m(Bf)

L i . i i+l
comme suit : si x € s(ﬁKz) et si p, S(BKZ) —2> s(BK ” ) ne touche

pas & X, ousi p, , est du type 0(0) on définit : ni+1(x) = le point
) # -1
unique de (pi+1) (x).
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$i p, ., est du type 0(l) et x = c(pi+1) alors ni+1(x)
# LN ""]_ . r
. . 0
point unique de (pi+l) (x) qui se trouve sur [T —> pi+1]
Donc mn est une inverse de p #
i+l 141
1
s (BK.) i+l >vs(BKl+1)
2 2
#
identité Pin

i
s(BKz)
On peut vérifier sans peine les propriétés qui suivent :

(i) n= nm(Bf) o nm(Bf)-l © 200000 O nl o

(ii) Le diagramme suivant est commutatif :

s(BKi;l)
4 Nit1
Hipo M
. i
S(BKZ) ¥ > s(BKz) .
W oe M

= le

Pour démontrer (ii) on fait, par exemple, les calculs suivants :
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S
u

oo A
Mgl @M M= My "My eeee oM Ty oM - deeld,

Remarque. Le diagramme suivant, en revanche, n'est pas commutatif

s(BKz) >-S(BK2/Bf)
n
\
#
Mi+1
Vf
1
s (BK2) > spdth
Nl

Maintenant, si l'on sait que le diagramme 3° - e') est commutatif au cran i,
on peut montrer tout de suite qu'il est commutatif au cran (i+l) & partir du

diagramme suivant :
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/ s(,X,) N

i+1%2
/ N

# #
i B
s(X,) >  s(,X,/h,) > s(, X, /h, )
1 incl, can, 171 incl. can, 141717 i+l
) ) # #
identité p(hi) p(hi+1)
s(Xl)

La preuve que ce dernier diagramme est commutatif est laissée au lecteur,

Ceci finit la démonstration du lemme 3.20, Une récapitulation de cette démonstration,

avec quelques commentaires, se trouve en début de la démonstration du lemme 3,22,
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4.,8) Démonstration du lemme 3.21.

La démonstration du lemme 3.21 est triviale (vu la démonstration
du lemme 3.20) & partir du fait suivant : on considére la CONSTRUCTION
PRELIMINAIRE de la démonstration du lemme 3,20, en particulier, pour unm

i quelconque

A9

° !
hyo ¢ B, ———> CB(KZ) .

On considére Mz(Bf) C B K,. Je dis que

Yoo 2 v Vo2
By (7 (BE)) N by (4) = b, Q7 (BE) N 4)

v v
(A priori, les points de hi,(Mz(Bf)) N hi’(A) pourraient &tre de deux sortes
I. Points provenant de Mz(Bf) N A.

v
I1. Points provenant d*intersections transversales de hi,(Mz(Bf))

v
et hii(A)s c¢’est~2~dire qu’on pourrait avoir dans C@(Ké) un voisinage

de coordonnées R39 tel que :
v
(x =0) =Ry Nh,,(A)
i

v
(y =0) < Ry n hiq(us - A)

v
(y=0) D (z=y=0)c (R N hi.mQ(sf) N (8K, - A).).

Je dis que de telles situations du type II n‘arrivent pas).
Remarquons, de toute fagon que A - AN K2 est une composante connexe
de (B 1(2)2,9 donc que les différentes isotopies & la source ne vont pas

changer le type de difféomorphisme de la paire :

(A, AN Mz(Bf) = un segment)

On va remarquer le fait suivant :

Lemme 3.21.1., '"Considéroms la CONSTRUCTION PRELIMINAIRE de la démonstration

du lemme 3,20, dans le cas ot la succession T = @, (ce qui fait, en parti-

. . . i+l i+l _ . .
culier, que les isotopies D N sont ¢ D e = identité), et une composante
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connexe Z € ﬂo((B K2)2), telle que Z ne possdde pas d'intersection transversale

A"
avec hi(Mz(Bf))o Alors : 1) Si p, est du type 0(0), Z ne possédera

i+l
. Y 2
pas d'intersection transversale avec hi+1(M (Bf)) non plus, 2 condition que

c(pi+l) ne soit pas adhérent a 2.

2) si est du type O0(1) et

Pin

*
ZﬂR3=(x=Siz)ﬂ(z>O),
o
v 2
Z ne posséddera pas d'intersection transversale avec hi+1(M (Bf)), mnon plus". O
On revient maintenant & notre A = A(pi)° Clairement A n'est adhérent

a4 aucun point de la forme o‘(pj).1 avec Py du type 0(0), et c'est facile a

voir que si x € A et 1if <1

V_l v
By (b, () = {x} .

Pour P> A est dans la situation de Z du point 2), lemme 3.21.1, donc
v
hi‘A est un plongement et A n'a pas d'intersections transversales avec

v
hi(Mz(Bf))° A partir de 1a (pour i' > i) on ne touchera donc plus 2 A. Ceci

gsuffit pour démontrer le lemme 3.21., O

4,9) Démonstration du lemme 3,22,

On commence par une récapitulation générale de la démonstration du
lemme 3.20.

On est parti du 2-polyédre singulier (K2’h’ M3), qu'on a fait
bourgeonner, par le bourgeonnement B , ce qui nous a donné : (BKZ’ gh, CB(Ké))

et, par LA CONSTRUCTION PRELIMINAIRE, on a fabriqué, d’'une maniére canonique,
v
_ -~ . . !
un 2-polyédre singulier (BKZ’ hm(Bf)’ CB(KZ)) tel que

v
20 Bucen)’

par un nombre fini de surglissements élémentaires et d'isotopies (& la source

a) (BK Cg(Ké)) s'obtient a partir de (BK,, Bh, 8;(K}))

et au but),
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v
b) hm(Bf) se factorise (2 droite) par p(Bf)
\% v ,
hoge) = Pmpe) ° p(BE)
v
hm(Bf)
v
BK, > BKZ/Bf » "BKz/hm(ef) > /-SKZ/Y(hm(Bf))
p(BE) BBt 1My ary) \
1
v
p(hm( Bf))
\%
pm(Bf)

3,Y _ .
C) M (pm(Bf)) = ¢ et :
z(g ) coupe Mz(q(Bf)) transversalement (dans BK,/Bf).
M lencee) 2

v
d) Dans ﬁo((BKZ/Y(h )))2) on a défini un sous=ensemble E

m(B£f
(voir la fin de la démonstration du lemme 3.20), qui est constitué d'éléments

qui n'ont, parmi leur antécédents, (dans les différents no((BK2/Y(§i))2)’

i £ m(Bf)) aucun élément mauvais., On a désigné par ;s €ys... les différents
éléments de E. On a déja remarqué que Y(g;(sf)) n'était pas acyclique, puisque

les surglissements produisent des cycles parasites (qui se trouvent toujours

en dehors des branches (x = ei z) Nz z0) =[L —> pi+1], associées aux
o
surglissements respectifs,...). Le nombre des cycles parasites est égal 2a
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%/2, ol X = le nombre des intersections : ¥ = Tng = Ix(a;) (ot a;
parcourt tous les éléments actifs fabriqués au cours de la construction
préliminaire).

On se donne, enfin, des entiers : e(ei) = €, 20, arbitrairement,
La démonstration du lemme 3.20, nous fourmit 7Y disques de dimension 2,
2-a-2 disjoints : xj(Dz) c (BKZ/Bf)Z (j =1,...,%X) (en fait
xj(Dz) c (Kz/f)2 (o (BKZ/Bf)Z) qui touchent & Mz(s;(sf)) et tuent les cycles

parasites. Le diagramme du point b) va nous fournir, alors, le diagramme suivant :

er ., éme

1 étage 2 étage
(__Jk‘ﬂ\ e
BK > Bk, /Bt
2 p(Bf) 2
A
3éme étage
(-)&-u-) Ny y 0 r—_\_/\___\
BK,/BE-J 2, (D)) ————> (BK,/pE- U, (D)) /¥(£))
i=1 £

1

V ©
ob £ = Buige) | (g, /BE -\ (D)) .

Enfin, on se donne aussi des 2-disques 2-a-2 disjoints :

v

h

X+ € m(BE
\ #9t

de xl(Dz)go.,,xX(Dz), € dans chaque e, € E, Dans le diagramme ( )

A 1 (Do)seenees X

w1 P2 (DZ)’ dans (BKZ/Y(

)))2, disjoints des images

on a trois étages., Les disques kl(Dz)yeou,AX(Dz) sont au second étage (on

va les désigner parfois par xl(Dz) = kl(Dz) , etc) tandis que les disques

I |
2

xx&l(D2)°"° sont au troisi&me étage (on va les désigner parfois par :

r (D)) = Xx}l(DZ) , etc.) Tous les disques ki(Dz) (i=1l,...,x + Z ei)

X+l 2
!_....._3__1
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ont un sens précis a chacun des 3 étages. On va les écrire, considérés au

premier, second ou troisiéme étage : xi(Dz) s Xi(Dz) , ou Xi(Dz)
L } - J | SRR |
1 2 3

f) On peut passer de

Bk, -Un, (), Bh, €K 2
e —
1

o \V) o
(8 X, “UL}_j(Dz) > g | (8 K,) —ij(Dz) = hocar) ®;(K})), par un

1

nombre fini d'isotopies et de glissements élémentaires, (Ici 1 = j <%+ & €; .)

Remarque importante. Les isotopies du point f) sont "au but" ou "a la source".

Les premidres sont ce & quoi on peut s'attendre, mais les secondes ont un
caractére non trivial, Elles peuvent &tre décrites comme suit : on considére

une étape intermédiaire de la construction préliminaire :

B K,/Bf ————> B K,/¥(Bf) o M
q(Bf)

3
\

p(BD)

\V4

. v
B X, B X, > B KZ/Y(hi) c ®3(Ké)
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(oti 1'on rappelle que Bf = q(Bf)ep(Bf)).
i

On se donne une variété ouverte V_, C (B K2)2

2

les disques Kj (DZ),“,,kj (Dz)setne touchant pas aux autres. On suppose que
1

— 2 v
ces disques ne touchent ni i Mz(ui) ni a Mz(pi).

On se donne une isotopie de support compact, contenu dans

v, tH B K; -> g K., t¢€lo,1], H = identité, telle que

2— -
H, o xji(nz) NN (p) =2 .

Notre isotopie remplace :

p;, Par p; o H (domc h, par h; o Hl)
et les le(Dz),...,Ajr(Dz) par
=1 -1
B e le(Dz),..,, BT oo xjr(DZ) .

-1 .. . N
On remarque que H ° Xj (p,),..., continuent & ne pas toucher i

2,V -1 2.¥
M (pi o Hl) =H o (M (pi))°
Nos isotopies changent la position relative de Xj (DZ)’°°° et de
1
Mz(Bf), parce que, en général, 1'isotopie Hth(Bf) touche a Xj (DZ)"'
1
C'est pour cela qu'on a fait une différence entre 4; et A

dans 1'énoncé du lemme 3,20, et qulon a distingué entre X2 , et B Xl/Bf

qui sont difféomorphes mais "par identiques".
En termes plus précis, tout ce qu'on sait c'est qu'en partant de
[+
(BK2 - Lij (Dz), Bh, 03(1(;_))8 par des isotopies (comme ci-dessus) et des

1

glissements, on trouve un

©
(B K, -\)Xj(Dz) R hm(Bf)’ CB(KE)), qui "miraculeusement", a les propriété

de se factoriser (4 droite) par : BKZ—L)xj(Bz) —-z——? (BK2 —\)xj (52))/Bf .
p(Bf

contenant en son intérieur
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Le (X,, £ CB(K%)) du lemme 3,20 est, en fait :

2° 1

o V o
(X,, £, 8;(K)) = ((BK, - xj(nz))/sf, pm(Bf)IE(BKZ -L)xj(nz))/sf], 8, (X)),

g) On va expliquer maintenant comment les &i(Dz) du lemme 3,20,
apparaissent, 3 la lumiére de tout ce qu'on vient de dire., D'abord, sans
perte de généralité on peut supposer que

2
@) N M) = f
| VS—
1

ot 1 =1i<yx+Z ej . Soient T ,O,,,Tb les composantes connexes de (K2)2

et soit bj le nombre des xi(Dz) qui tombent dans I}.

.
1

Les disques {i(Dz) "donnés" au début du lemme 3.20 sont des disques
de (Ké)2 - Mz(f) - M2(h) tel que le nombre des Li(Dz) dans chaque I}
soit égal 2 bjo Clest tout ; le fait qu'on "se donne les Li(Dz)" (lemme 3.20)
nfest qu'une maniére de dire qu'on se donne les bj’ En fait les bj sont
calculables a partir de la construction préliminaire et des ei, et c'est les

€, qu'on ne donne vraiment,

Ceci finit notre récapitulation de la démonstration du lemme 3,20,

Supposons maintenant qu'on choisisse des nombres e*(ei)= ef 2 € .

On peut considérer des disques xﬁ comme tout 2 l'heure et sans perte de

généralité on peut toujours supposer que : x? =N si i =% , que les

Xj (x+1 < j € X+ Z ei)sont parmi les xf (x+1=<j=s¢%g 6?) s et

£ = f | (8 K, -L)xy(nz)) / B f .

Par abus de notation ff sera désigné par f1°
L'opération qui remplace tout le processus décrit, avec e? au lieu

de €; sera appelé un élargissement.
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(Remarque: On pourrait &tre tentés de croire que l'élargissement peut-Btre
décrit, aussi, de la fagon suivante : on applique tout le processus décrit

Y+ €, °
. N _ 1 '
ci-dessus a2 (B K, K,) kj(Dz) . Bf, CB(KZ)) avec ¢  remplacé par

jexdl T

er - €. En fait ceci est faux, Ce qu'on obtiendrait serait différent de notre
élargissement, & cause de la différence qu'il y a, entre les disques
Li(Dz) et xi(Dz) , dans le lemme 3.20, et la remarque importante faite
plus haut).
Aprés ces remarques de caractére général, la démonstration du lemme

3.22 se fait en plusieurs étapes.

Etape 1°. On commence par appliquer le lemme 3.20 (c'est-a-dire la construction

qu'on vient de passer en revue ci-dessus) a (K,, f, M,), avec les données

2° 3

Al)9 Bl)’ Cl)s Dl) (énoncé du lemme 3.22), les €¢; étant choisis comme suit.

Pour chaque bourgeon A = A(p) C B K2 - K., on considére un petit disque de

2
dimension 2, DZ(A)“ tel que

) DZ(A) c (K2)2 et p(Bf) (DZ(A)) c (B KZ/Bf)Z .

2) 1l existe un intervalle fermé 1I(A) C:DZ(A) (tel que

I(A) ND DQ(A) = 3 1(A), coupant 3 D2(A) transversalement), tel que

- 2N .

1(A) = Dz(A) N M (hm(sf))g et :
; (1Ca)) = ﬁ ( 2 2 62 <0 = 0)
m(Bf) - m(Bf) x +y = o * ¥ s ¥ .

(On se réfeére ici a la description de
w2(E, o p(BE)) Na= W(h . )N A
1 m(Bf)
du lemme 3.21).

On choisit des petits disques

L' (p) (Dz) c D, - 1(A) .

v
La composante connexe de ﬂé(ﬁ K2 /Y (hm(Bf))%?’ dans laquelle se
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trouve L'(p) (D,), est toujours dans E . Ceci résulte du fait que, le bourgeon-

nement B est total (T

®) et tous les mauvais éléments introduits par la

construction se trouvent a l'intérieur des bourgeons B Ky - K, 3 d'autre part,

ona: (B K, - (g Kz])ﬂ (8 K, - K2) ¢, e.a.d.s.

On va prendre comme e(ei)

€ le nombre des IL(p) (D2) qui se

trouvent dans e, € E.,

Cette premiére application du lemme 3.20, nous fournit des :

B X, BKZ-\i)ki(DZ) ~ BX =BK, - \{&i(nz),

et un (X2 =B X / B f, £15 Cb(Ké)), tels que I et II (lemme 3.22)

soient satisfaits,

En effet, si l'on regarde le diagramme a trois étages (¥¥), pour

le cas dont il s'agit dci :

B X, ) > B X / Bf = X, - > X2/‘i’(f1) e ®3(K2')9

q(B£)

v

B X, / ¥(BE) < M,

on peut considérer les inclusions naturelles de D2(A(p)) dans la source de la
fléche fl’ entre le deuxiéme et le troisieme étage :
D2(A(p))c;———‘> Xy = B X, / Bf. De plus on peut considérer des intervalles

fermés emboités j(A(p))c J(A(p)c D2(A(p)) tels que :
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a) J A(p) a une extrémité dans s(p) € d DZ(A(p)), 1'autre dans
d L'(p) (Dz)°
b) int J A(p) C int D, (A(p)) et J A(p) est transversal 2

3 D,(A(p)) + 3 L'(p) (D) ; int JAG) NL'(p) (D) = ¢ .

¢) j A(p) a une extrémité dans s(p).

d) j A(p) = J A(p) (respectivement j A(p) # J A(p)) si A(p)
déborde dans [B K2] (respectivement, si A(p) ne déborde pas ; voir la
définition 3.30).

(On fixera, plus tard, le choix de qui déborde dans qui ...).

Considérons X, & B K, / Bf o L(p) (DZ) (or L(p) (DZ) est le

disque de la définition 3,30), Il est facile a voir qu'on a un difféomorphisme

B K, / Bf ———EL——€> B K, / Bf, induisant 1'identité sur :
s(B K,/B6) + M (q(BE)) - u(a(Br), o(B K, / BE) N p(BE) K,, et tel que :
6(L(p) (D,)) = L'(p) (D)) et

8(u(a(gt) | [B K1, s(p)) - p(BE) A(P)) = j Alp).

Sans perte de généralité, on peut donc supposer que L(p) (DZ)’
u(a(gf) | [B K2]’ s(p)) - p(Bf) A(p) sont remplacés par L'(p) (DZ)’ j A(p).

La source de f1 est donc bien telle que :

X, =BX, /Bf > B X, / ¥Y(BE) c M
2 1 a(B£) 1 3

soit excellente ! (comparer aussi avec l'isotopie de la figure 3,20.5 démonstration
du lemme 3,20).

On peut donc ajouter aux prqpriétés a, b, c, d :

e) wulq(Be), o(p K, / Bf)) - p(Bf) (C&(BK2 - Kz)) cyJ alp)
P

(i1 s'agit ici de q(gf) | [B K,] = q(Bf) | X,)
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£ 3 NME) =9 .
Ces propriétés impliquent que :

(u(q(Bf), o(B K2/8f)) ~ (les bourgeons B)) N Mz(fl) = ¢, c'est-2-dire la

propriété III du lemme 3.22,

Etape 2°, A partir de 1I, on peut démontrer sans aucune peine IV -(:) et
IV-C2 en utilisant les isotopies de seconde espéce, au but, décrites par la

figure 3,22,

1°, q(gf) c! 2°, ql(ef) c!

Figure 3.22.

EXPLICATION DE LA FIGURE 3.22, La figure est dans M3° Soit A 1le rectangle °

(a, b, c, d), A' le rectangle (a', b', c', d%), X, contient

A & A' o x € S(Xz)g ot (a, ) U (af, b') = (ABA")YND X2 . I1 est entendu que :
I I
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A N M) © M (q(gh) et

A N M(q(BE)) < M (q(BE))

La figure 1° représente q(Bf) (A @ A') et la figure 2° représente
I
ql(Bf) (A®A")., (x,y] est l'image des points doubles de q(Bf) (respectivement
I

de ql(Bf)).

Enfin : k)ai = Mz(fl) N A,

U%=Maﬁ)nws

(x,y] considéré dans A (fig. 2°) et

u._*_(ql(Bf) s X)

u_(ql(Bf), x) = (x,y] considéré dans A' (fig, 2°), 0O

On peut supposer, sans perdre la généralité que IV -(:):

<:) Mz(ql(Bf)) N [cL(p X, - XZ) +U I(;i)] = ¢, est aussi satisfaite.
i
(Ceci parce que B(xi)LJI(xi) est dans un voisinage aussi petit que 1l'on veut

de x, et (B(x.) NX) UTI(x.) est un arbre ...)
i i 2 i

Etape 3°, On considere (X2 =3 X1 / gf, £ Cb(Ké)) et le bourgeonnement B

13
du lemme 3.,21.2

= = 1
(B X,, Bf, Cb(Kz))
On considére, aussi, la succession 22 du lemme 3.21.2, On va

décrire un bourgeonnement compatible avec 22 :

(B, B X, BB £, 8D .

Les projections du type O(l) qui sont représentées dans T
sont exactement les p{ du lemme 3.21 et les Pj du lemme 3,21.2,
En particulier, les P(p) de la fin du lemme 3.21 (ol p parcourt

les projections du type 0(1) de K, ——>K,/f —> K, / Y(£)), ne

2 (g 2 q(e) 2
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sont jamais représentées dans Zé . Si p est une projection du type O0(1),

quelconque, de

B X, >Bx, /B >Bx, /¥ £,

p(BL)) a(Bt,)

qui n'est pas représentée dans T le bourgeonnement Bl va lui attacher

2’
un bourgeon désigné par Al(;)° On va imposer une condition précise aux Al(P(p))°

Les autres Al(;) pourront @tre pris arbitrairement,

Soit P(p) comme a la fin du lemme 3.21, et O(P(p)) = s(p) €
€ o(g Kz/Bf) c S(E XZ) = S(X2)° On va désigner par u+(q1(Bf), s(p)) 1la
branche qui est dans A(p) et par g;-(ql(ef), s(p)) 1la branche qui ne touche
pas 2 A(p). On remarque que l'intervalle J(A(p)) de la fin de 1'étape 1°, a

les propriétés suivantes :
W JA() N M £)=6.
8) u: (q,(BE), s(p)) = J ACp) .
y) int J A(p) < int (Xz)z"

8) J A(p) a une extrémité dans s (B XZ)’ 1'autre sur 3 X,

(en fait J A(p) N s(8X) = s(p).)

~

Lemme 3,22,0, "Il existe une maniére (et une seule, a isotopie prés), de choisir
le bourgeon Al(P(p)), de telle fagon que la condition suivante soit satisfaite :
ils existent des voisinages (de coordonnées) : Ry = R3(p) C M;, contenant

51E ql(Bf)s(p) € Mg, tel que les différents R3(p) soient deux~a~deux disjoints,

et que

(8,8 a7 (B (R)), BB a . R

soit isomorphe & la description suivante :
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On munit R, de coordonnées (x,y,z) et on considére :

3

((x=0)N(z50)) U ((x=0) N (y242’ s 1)) U

n

N
U ij ((x = eiz) Nz =z o0)) C:R3
i=1

olt : O<61<62< oooooo <8

On se donne un plongement propre :

h: R—m——=>(x=0) N (z<0) ,
tel que h(- ©,0] =(x =y =0) N (z s -1), et que h(0,®) N (x =y = 0) = 9,

On consideére

¢ =1{x, (y,2) €h(R)} R et

3 b
"1'immersion" naturelle j :m @ {—>R
h('“’O]

3 -
On a un isomorphisme :

(8f a] (B (R, BB q (8, k) = (n @ ]g, 5 Ry,
h(-=,0

tel que :

1) s(p) =(&x =0), h(0)) = (x =0, y =0, z = -1),

2) Ap)Nn & ¢ = (x=0,2<0).,
"
h(-w,0]

3 A4 CE)N =Gx=0 N ' +2X=1)N(zo0.

4) (n ® () ne touche pas aux bourgeons B8 .

5) nnmz(sléfl)=nn(y=o)n<z>-1).

6) ¢ N MZ(Blg fl) se trouve du méme cdté de (x = 0) que

les (x = eiz) N (z 2 0), c'est-a-dire, que :

¢nEFE) © (Nxz0 " o
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T.a démonstration est laissée au lecteur, On verra l'intérat de ce
lemme, plus loin,

Remarquons que, de toute fagon, vu la définition de Z,, les bourgeons

29
B et E sont disjoints.

Il est important de remarquer, aussi, que les propriétés a), B), v¥), &)

énoncés ci-dessus impliquent :

[u(a, (B , (B K, / BE)) ~ p(BE) (CL(BK, - K,V N M (B BE) = 4 .

Donc, si l'on considére

ql(Bf) : X, —-————>®3(K2') s

alors, au but, les bourgeons (du bourgeonnement B, ne coupent jamais

transversalement ql(Bf) [Mz(fl)],
Etape 4°. On prend maintenant :

(B x, = BB X /8), BL, 8(K))
comme point de départ pour une nouvelle CONSTRUCTION PRELIMINAIRE (voir les
données du point V (lemme 3,22) = A', B', C', D', et 1la démonstration
du lemme 3.20),
La succesion 22 induit le bourgeonnement : (51E X2, 51E fl9

@,(K!)) quion a déja vu, et la construction préliminaire donne des diagrammes
VIR ] ;

du type :
8. B X > 8.8 1 > BB X, /h! > M

-~ v ~ . v e
1 2 vt 1 2 5 1 2" 1 q(h.) 3

i i
1
(b
P hi) S'
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En particulier, & la fin, on a un diagramme :

—- - —- v - v
q(h' )
™

p(B,BE,) '

p(h&l)

(o1, par définition

m = m(51§ £))

Remarque (importante).
Considérons 1'étape de la construction préliminaire ci-dessus, corres-
pondant 2 la projection du type O0(l) : P(p). Disons que c'est le passage de

A4 v

h{ 3 h£+ . On remarque que, i cause du lemme 3,22.0, la figure 3.20.4 (5)

1

(démonstration du lemme 3,20) devient ici, la figure 3.22,1

Figure 3.22.1

avant 1'isotopie (I)

MZ(Blﬁfl) n
v
N M (')
1

W2 (P(p))
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aprées l'isotopie (II)

Mz(slgfl) N M2(1V1£+1)

Donc des points comme E ﬂé de la figure 3.22.1 n'existent pas. (Ceci fait,

que, dans ce cas l'isotopie Dltl (lemme 3,20,3 ~ démonstration du lemme 3,20)

est constamment égale 2 1l'identité). Ceci fait aussi que, sur les branches de

2
M (;?

1+1)9 qui partent de Xis Koo Xy ooes (figure 3.22.1), points de

s(Blg Xizl)

, 11 n'y aura pas d’intersection transversale des bourgeons B

v —
avec h£+1(M2((BIB fl)) (voir aussi le lemme 3.22.1 ci-dessous).

On aura maintenant deux sortes de bourgeons : ceux du bourgeonnement 8
(les "vieux"), qu'on va désigner par A19 Az,,,q et ceux des bourgeonnements

E et Bl (les "jeunes"), quion va désigner par A{, Aé,o,. . Il est entendu que

(J A&) U (UA‘E) < BB X,

et que les bourgeons § ne touchent pas aux bourgeons f et Bl . On a le :



Lemme 3.,22.1,

v \

" 1) les h; A% s h; Ai n’ont jamais d'intersection transversale avec

hi(Mz(Blg fl))° (Comparer avec 11i, lemme 3.22).
v
2) h{ l ((\jAL) U (LJAé)) est un plongement,

3) Lles éléments passifs (et les &léments mauvais) de la construction préli-

minaire, appliquée a (B8 X, B fl9 Cg(Ké)), sont tous contenus dans

(L)A&) U (k)Ai), (de m2me les .ﬁj ; de la démonstration du lemme 3.20).

4) Aucun élément actif de la construction préliminagire, ci-dessus, ne touche

4 1'intérieur de (UAL) U (\JAi)", 0

Le lemme est une conséquence directe de la maniére dont % et 22
ont été définies et de la manidre dont le lemme 3,20 a été démontré (particu-
liérement de la condition C(i) et du lemme 3,21) et de la remarque qu'on vient

de faire (qui elle-méme est une conséquence du lemme 3,22.,0). Les détails sont

laissés au lecteur,

On se contente de remarquer ici, que pour les bourgeons E ou les
bourgeons Bl qui ne touchent pas aux vieux bourgeons, 1l'analogue du lemme
3.21 est valable. On va se contenter ici de décrire Mz(éé 0 p(Biéfl)) N A+
(les bourgeons 81 qui touchent ,A)) oi A est un vieux tourgeon . Pour fixer

les idées, supposons que M2(f1 s p(BENN A et Mz(ql(Bf)) N A soient données

par la figure 3.22.1. a.

Les jeunes bourgeons (du bourgeonnement Bl) qui touchent & A seront

AJ

désignés par Al SERRE

19
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M (p(BE)) N A

2
,,,,, =M (fl) N A

Mz(ql(Bf)) n A

y & s(Xz)

Figure 3.22.1. a.

5 v _
Quant 2 Mz(p' o p(B,B £,)) N (AU A! UA!), il est donné par la
ml 1 1 1 2
figure 3.22,1. b,

ab = points doubles de PRBf , déja identifiés dans X
—— = 2 = t 7
M (p(BIB fln nNCau Al U Az)

2,¥
,,,,,, =M (p;l) nauv A U Aé)

%1s %, € s(s1€ X, / BIE £,)

Figure 3,22.1, b,
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Revenons maintenant & notre construction préliminaire. Soit '§ le
nombre d'intersections (donc le nombre des cycles parasites est ;UZ). Comme
au point d) du début de la démonstration, on a des disques 2-3-2 disjoints
- = - - —_ - ] |
XI(D ),..,.DXX(DZ) (B XZ/B f1)2 c (BIB X, / 8B fl)z’ qui tuent les cycles

parasites.

Sans perte de généralité, les disques Xi(Dz) qui tombent dans le
plan de la figure 3.22.,1 (I1), sont placés comme il est indiqué dans la

figure 3.22.1. c

disques
xi(Dz) avec
<is< Y.

1 =i=¥x Figure 3.22.1. c.
(le plan de la figure

est dans Blé Xlzl);

_ v
‘ . ] 7 ? s _®
Soient, aussi, e!, . EE' C ﬂb«Bls XZ/Y(hml))Z), On va choisir

les nombres €(ei) = 6&, comme suit : il faut préciser d'abord la structure

1
€5

exacte de EBIE X2] (on rappelle que, [81§ X2] est défini de telle maniére
que, pour : ([BLE X2], [31§ fll, CS(Ké))’ q([BIE flj) soit excellente

(définition 3.30)).

ON VA SUPPOSER QUE CHAQUE BOURGEON JEUNE DEBORDE SI ET SEULEMENT S'II
CONTIENT LA BRANCHE SPECIFIEE DE q([Bl'é £,]) QUL LUI CORRESPOND. (A partir de

12, on peut admettre, sans perte de généralité, que V - 7 est satisfait). Ce



choix étant précisé, on applique aux jeunes bourgeous (é et Bl) le

méme procédé qui avait déji été appliqué aux vieux bourgeons (B) dans 1'étape
1%, Ceci nous donnera des 2-disques analogues aux L'(p) (DZ)’ qui, & cause du
lemme 3.22.1 tombent dans les composantes connexes de

—_ v
E' nOKBIB XZ/Y(h$l))2)°

Orn va choisir comme ei le nombre de ces diques qui se trouvent 2
1'intérieur de ei, Ceci fera que V - 4 est satisfaite,
En passant au deuxiéme &tage (de la nouvelle construction préliminaire)

on trouve donc,en finde compte, des disques :

xl(Dz),.M,x-i(Dzh Mg (Dy)sen (Dz) < (8,8 X2/616f1)2

Y+ X+ Ieg

A cause du lemme 3,22.1 ces disques ne rouchent & aucun bourgeon (B,B ou Bl),

Tout & fait comme on avait construit les JA(p) (étape 1°), on
peut fabriquer, pour chaque x € G(Bl Yl/Bié fl) = G(Yz) (correspondant

32 un jeune bourgeon), un intervalle fermé : J'(x) C Bl Y1 / BIE fl’ tel que :

a’) J'(x) a une extrémité en x, 1l'autre sur B(B1 Y1/51§ fl)’
(sur le bord du 2-disque analogue 2 L*(p) D,), correspondant a x).
2
? : o s ) : .
B') int J'(x) C int (Bl Y, / B8 f1)2 et J'(x) rencontre

B(B1 Yl/Big fl) transversalement.
vy It (x) N Mz(gl) = p.
&) (u(q(51§ fl)3 %) - (les bourgeons)) < J'(x).

Ceci nous définit complétement la (seconde) application du lemme 3.20,
celle du point V. 2) et 3) (point V) sont des conséquences immédiates du
lemme 3.20. Pour que la démonstration du lemme 3,22 soit compléte, il faut

prouver, aussi V -1, Vv - 5, V - 6,
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Démonstration de V - 1, Les disques 'Ki(DZ) considérés ci-dessus sont au

deuxieéme étage de la construction préliminaire (étape 4°), donc au troisiéme
étage de la construction préliminaire des étapes 1°-2°, (Puisqu'il y a décalage

d'un cran entre les étages respectifs des deux construction préliminaires)., Ils

ne touchent pas aux bourgeons § .
Dfune maniére plus précise, on a le diagramme :

(BXZ/B fl)_2

\u e ¢ e ——— .....~—>

—

v
D, ~————> &, /f}, — > (X,/£)) ——> X, /¥(£;) c B K, / ¥(h

)
m(B£)
A q(f1)

Ay

Sans perte de généralité, les xi sont des plongements 2-a-2 disjoints,

v
tombant dans (B K, /¥ (h ))2¢ D'aprés le lemme 3.22.1 ils tombent tous

m(B£) v
dans des fléments de E C:Tl‘o((BK2 /¥ (hm(Bf)))2)° (C*est-a-dire, que les
disques xi(DZ) ne touchent pas aux vieux bourgeons,) Soit Y; le nombre
des ;i(Dz) qui tombent dans e, € E,

On peut élargir la construction de l'étape 1° en remplacant e,
par €; + ;. Ceci nous donne une nouvelle application du lemme 3,20, avec

point de départ (Kzgfs MB)O La propriété 4) de 1l'énoncé du lemme 3,20

implique alors que 1l'on peut passer de

(B K, A, (D,) -UN () = Bx -UX D), gn, (k) 2

(B Xy -U Xi(D‘)y £0 p(B5), Cb(K%)) par un nombre fini de glissements

élémentaires, C'est la propriété V - 1) du lemme 3.22,
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Démonstration de V = 5,

La propriété V ~ 5 - 1) résulte de V -4) exactement de la méme maniére

que IV résulte de TI, V ~ 5-2) résulte du lemme suivant et de TV :

Lemme 3.22.2, " Considérons le lemme 3,20 avec les conditions supplémentaires
suivantes
D (5 =0,
) () N = 0.
D) (Kz/f, q(£), M3) posséde une séquence principale qui consiste

seulement de projections du type 0(2) dégénérées, |

Soit (X ®3(Ké)) le résultat de l'application du lemme 3.20,

29 f13

On peut identifier X2 3 une partie de B K2 / Bf,[et on va supposer que
(X29 q(B8f), M3) posséde une séquence principale qui consiste seulement de

projections du type 0(2), dégénérées. (Ceci n'est pas trés essentiel). ]
Alors : 4) Dans X, :
2 2 "
M (fl) n M+_ (q(Bf)) =0 ". O

(C'est important de remarquer que 4) est une condition 3 la source),

Démonstration, On va se référer a la démonstration du lemme 3.20, plus

précisément & la construction préliminaire. On peut montrer, inductivement,

i
que, dans chaque 8 Kza on a :

2 Vv 2 —
Mo Cp) N () =0

Pour i = 0 c'est notre hypotheése, et pour i = m(Bf) c'est notre conclusion.

Considérons p, K. ——> B K1+1 et x =0(p, .) €8 ks .
i+l 2 2 i+1 2

Soient M2 ) 1les branches (spécifiée et non-spécifiée) de

+ (pi+1

2 - i
M (pi+1) c B Kz .
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, 3 o dapros 2 2
Puisque M (f) = @, on sait définir M (£) c M°(f), et

2 2
F&i (pi+1) c M+ (£) .

(Autrement ceci pourrait 2tre faux pour des

P du type 0(0) ;
c'est-a-dire que, si M3(f) était # ¢ on pourrait avoir

2 ~ o F
M, (o) N T GG () #8. 10),

La construction préliminaire procéde par étapes élémentaires qui sont, en gros,

2
du type suivant : ils existent des voisinages A de M+(pi+

i

d K

4 1) ans 8 9
On considére le voisinage :

2 i
M(p, ;) < A <) A C BK, .
i+1 - + 2

D'aprés 1'hypothése de 1'induction

2 VS o
A N M (p) =9 .

(Et de toute facon, dans un trés petit voisinage de la singularité x, les
germes en X :

() o (p.)). < A ) .
* 1% *
I1 existe un voisinage (de coordonnées) R3 C:M3 tel que g;l(RB) = (A_ D A+) +
‘ Mz(vi)
+ (des voisinages de coordonnées, disjoints, R;,,.,,R; cCB K;))ﬁ On a aussi :

v ;
Py l R% sont des plongements.
(ii) R; n m (I&)= ® . ( a la source)

(111) p. (R N p (a) - e

ii1)  p, (R pi,éi # ¢ si et seulement si pi(RZ) coupe
v

transversalement pi(Mi(pi+11l

v v
On passe de p, 3

a p en isotopant les S lA ; |A o IRj

i+l iR Pylfys Py IRy
par des isotopies qui n'introduisent pas d'autres intersections de R% avec
A+ que celle qui existent déja.



- 340 -
En plus

¥ ¥
f3t ; { § = ! ai t
(a6} # ﬂo(pi(Af) N oi\AM)) #m \pl+l(A N p (A )) =1, Clest clair qufon ne
peut pas faire apparaitre des intersections A N M (p +1) par ce procédé,
((¥*) et (#*¥%) nous disent que des mauvaises intersections ne vont pas apparaitre sur
A+ ®A_ ; et de méme il n'y en aura pas entre A+ et les Rg contenant des points
R
de M+(p))°
Des raisonnements analogues s'appliquent aux isotopies Dl+1 (iemme 3.20.3).

Démonstration de V -~ 6. Pour la seconde application du lemme 3.20 (étape 4°,

ci-dessus) le diagramme commutatif du point 5) (lemme 3.20) devient :

s(X.)
2 p(Blﬁf ¥
N
p(gl)#
identité
5(X,) C - > 8(Y,/8)).

Donc J =m,, ce qui démontre le point V - 6 - 1. Le point V - 6 = 2-a)
résulte de IV “(%) et de V - 2, En se référant aux notations du lemme 3.,21.2,

considérons le détaillement de la séquence principale de (Biéxz, Biéfl, Cg(Ké))

p(B BE,)

! |
B gx, ——> sl‘é'x; ——————> B, BX, /B, B, ————> B BX,/¥ (B BE))
Ve My q(Blsf
p




- 341 -
ot vy = la composition des projections P]S,oegPr,{P(p)}o

Dans la construction préliminaire appliquée 2 (EXZ,‘Efl, CB(KE))

(début de 1'étape 4°), on a, d'une manidre correspondante, une t-&me étape :

glﬁxz/wcsléfl)
[T
B, BX > BB X, > 8 BX, /b -
17% ot 1F %2 §£ 1722 % a(hn) 3
t
| \'
p(ht>

\/U
pt
v
Evidemment, Y(p%) n'est pas acyclique. Mais on le rend acyclique, en passant
-y Y = A X - = o v
de ByBX, 2 Y, mB Y, =6 B X -U)(ine D).
Comme dans la démonstration du lemme 3,20, on obtient alors un nouveau

diagramme (dérivé du précédant) :

t

Y N = v._/h! Y. /¥(h') oM
> / PR Z 0 ¢
e

£l v €'l p(pr) = g~ Bl 3

t

p(hé) Pé

ot Y(pé) est bien acyclique, En se référant aux notations du début de la
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démonstration du lemme 3,20, disons que le dernier des in soit :

m

E - & - = / =
mY1 Y oi m mxﬁlﬁfl),

29

Les singunlarités correspondant aux bourgeons B et aux bourgeons

Al(P(p)) (du bourgeonnement Bl) forment un sous~ensemble :

01(61 Y, / Blﬁfl) = c(al v, / Blgfl) o s(Blﬁxz / Blﬁfl) =

= s(s1 ¥, / 518f1) S(Yz)
Je dis que les éléments de 01{81 Yl/ BIIE fl) "pré-existent" déja dans

t 4 . .
S(tY1)° Par ceia, je veux dire que, dans le passage au quotient :

t - .t = -
¥ & BB X Bip X, /BB E =2 Y,

\V 4

Me
il existe, pour chaque vy € 01(61 ¥, / Biﬁfl), un yi € s(tYf) défini

. . t .
univoquement par la propriété : pé(yi) =V, - D'une maniére analogue, pour

chaque 4 tel que m=42t, il existe un yg € s(*Yf), (unique), tel

e m
que w(y) =y, , et y, =y,

[}

Vu que J=m, ona: si (comme dans le lemme 3,21.2)
;i € S(XZ) - o(B X, / Bf)alors:J(gi) = s(Pi) = la singularité de

S(Bl Y, / Bigfl) (= S(YZ)) contenue dans le bourgeons E(gi);
si : A(p) 2 x € o(B X, / Bf), alors : J(x) = s(P{p)) = la singularité de

s(Y2) contenue dans le bourgeon AI(P(p)). On peut donc considérer J comme

une bijection naturelle :

J
s(Xz) " 3 Ol(BlYl/BIBfl) .
Pour chaque 4 , tel que : m =24 2 t,on peutdéfinir une application JL :
< - v w L
s(X,) >s(,Y, /B > s(,¥))
inclusion #
canonique i(4) p(pi)
J
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on a: i(m) = i, J; = J et, si xj € S(XZ) et J(xj) = yj on a

JL<Xj) = y? . Pour chaque { tel que : m=4 2 t, et chaque x € s(Xz)
\ s ] ) L v ; = '

on considére : “i(pb’ JL x)) < LY1 et ui(q(pé), i(4) (x)) “i(q(h{.)’

; ! ; < Cand t
i(4) (x)) LYl/h& . Soit qi(x) 1'unique bout de Hi(q(pé), i(d) (x)) et
R P '
ig {ai‘x)} — 3 Ht(pL, JL(X)) ,
1'inclusion naturelle., On peut vérifier sans peine que

i, o (x) € int (LYf)Z et

. A 2
iy a4(x) € 3 ({Yl) ,

(la démonstration est 1a méme que pour V - 6-2 - a).

Pour chaque m 2 4 =2 t on va considérer deux assertions :

Assertion A(4L) : "si X, 6531(X2), alors sur 1'unique intervalle fermé

£

[ ¥ : . : 4
de p*(p&, JL(xi))’ d'extrémités Jﬁ(xi) et j, a+(xi), il existe au moins
un point ﬂf ol &Y%

(On rappelle que x € sl(XZ) c s(Xz) si et seulement si, x se

ne soit pas une variété de dimension 2" , O

trouve dans 1fune des deux situations suivantes ¢

a) x €s(x,) - o(B X, / BD)

b) x = s(p) € A(p), ot A(p) est un bourgeon B qui est spécifié).

Assertion B(4) : "Si x; € SZ(XZ)’ on a :

. 7 L
(1) p4(p&, JL(xi)) c (LYI)Z
s = £
A0 g BBE), 3G = y) N Mz(gé) =¢."0o.
(On remarque que, si la condition (ii) est vraie A un moment 4 2 t, elle

est automatiquement vraie A tout moment &1 = 4).
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Lemme 3,22,2, "L'assertion A(t) est vraie", O

Démonstration: Si x, = ;i € S(XZ) - o(B X, / Bf) (lemme 2.21.2), alors :

mo= {n el 7= N BE) N ox))

(On rappelle ici, que les bourgeons P sont ajoutés aux branches spécifiées;)

si A(p) 3 x, € o(B Xy / Bf) alors :
t ? :
melui (el 3. (x)) N (A (B NXH). O
Lemme 3,22,3, " A({) === AL+1)" ., D

Démonstration : Le passage de la {-ikme & la (4 + 1l)-iéme étape

de la construction préliminaire, est engendré par une certaine projection (e
type 0(0) ou 0(1)),(de 1a séquence principale de Biéfl): pL+1, telle que :
¢ = n' §
Vil T Pe o Ve

pré-existent déja a tous les niveaux £ 2t on a :

Or, du fait que les éléments de cl(lel/Blel) = J(S(Xz))

3,(x,) = y*i’ A CY I

On en déduit que le passage de p+(pL, JL(Xi)) a p+(p£+1, J&+1(xi))’ se fait

par le meme genre d'opérations que les glissements &lémentaires font subir aux
points doubles (isotopies et glissements ...). A partir de cette remarque, la

démonstration est facile, 0O
Lemme 3,22.4, "L'assertion B(t) est vraie. De:plus, on a :

2 - 1
(iii) Ht(pé, Jt(xi)) N M (Slsfl) =¢., " o,
Démsontration. On se rappelle que
Alp) 3 x; € o(B X, / Bf)

et que le bourgeon A(p) contient seulement la branche non spécifiée

u;(Blg ql(Bf), xi) .
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Notre figure 3.22.2 représente un voisinage de

51§ ql(Bf) (a(p)) < M, et 3.22,.3 un voisinage de hé(A(p)) c My

laisse au lecteur le soin de finir la démonstration du Lemme 3.22.4, en

On

utilisant ces figures,

-~

\ -~

~

/

Figure 3.22.,2 (la figure est dans M3, but de BIEQI(Bf)),

Explication de 1a figure 3.22,2,

(vxy) =A(), “Lugq =A1(P(p)), @AWmoqdU @Xrtq)U(abecd)cXx

2

(les bourgeons B), £ = s(p) = Xy (w,w') = (x2+y2 = ei, y20, i22)

2 2
(lemme 3.20.,1)3 (Z, Z?) = (X2+y = els y = O), (psf9e) = (X2+y2 = 5(2): y 2 O)s

(£,8) = M (q (BD), x,) = M (BB ¢ (BD), x), (fhijk) U (£puw) U (pn) U (ps) ©
CMZ(BIEfl). o
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La figure 3.22.3 représente ce qui se passe a la figure 3,22.2 quand
on applique le glissement élémentaire (et les isotopies), qui nous font passer
de BIE ql(Bf) a hé . Pour des raisons de commodité on a dessiné cette fois ci

la source (de hé) et pas le but, Mais sur les deux dessins qui représentent :

v x y) U (4moq) U (Lqrt) U (Luq), et (abed), les points
doubles des différentes applications qu'on considérent sont marqués, ce

qui nous permet, si l'on veut, de reconstfuir ce qui se passe au but.

Figure 3,22.3
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S| "o
H

0
by
&

Explication de la figure 3.22,3,

(Z:D = un disque Ki(Dz) ; les points doubles de Vé, dans la figure, sont
e=¢,f=f, p=p,w=m0 A=x et: a=o0a=s(P(p)) = Jt(xi) = yz . Les
points doubles correspondant & p+(pé, Jt(xi)) sont : B=PB, y=y, 6=05,

g = g . Les autres points doubles de pé (dans la figure) sont : ¢ = €, § = 6.

- —
Les points doubles de My (c'est-a-dire les points doubles de Blafl qui ne

e s o PP t - — —_
sont pas déja identifiés dans tYl) sont ¢ u=u,n=n, s=s,0

Lemme 3.22.5. "L'assertion B({) est toujours vraie ", O

Démonstration, A cause de (iii) (lemme 3.22.4) les étapes suivantes
de la construction préliminaire ne touchent plus jamais 2 u+(pé, Jt(xi)).

. t = ‘ ] >
Plus exactement Hi(pt, Jt(xi)) &i(pi, JL(Xi)) pour tout 4 t. Alors

B(t) === B({). D
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Ceci finit la démomstration du lemme 3,22, car les assertions B(m), A(m)

impliquent les points V - 6-2-b, V ~ 6~2~c, V - 6=-2-d. O

4.,10. Démonstration du lemme 3.23.

On va commencer par une définition : On va considérer une variété

a4 bord, de dimension 3, My, avec BM3 # @, et 2k arcs différentiablement plongés :

@ s @ 2 I M, (1 =1,...k),

tels que : o - 1), Pour chaque i =1,.,.,k, m{

est dans 1l'une des deux

situations suivantes :
1 o §
ou bien : q&(I) c 3 M3,
-1
i e ! = !
ou bien :  (g;) "(dM;) =3I et (I) rencontre 3 M,

transversalement,

Q@ - 2) Pour chaque i = 1,...,k, ¢¥ , aussi est 1'une des deux
situations du point @ ~ 1, (indépendamment de m{),

a=-3) Si i#j

(D N 9D =@M N D = gD Nel(D =6

o - 4) Pour chaque i = 1,2,...,k, ou bien @i(l) n m;(l) = @,

1t

9 -

1l

ou bien ¢€
On va désigner (¢i9°,,,mﬁ H w{,.,.,qﬁ) symboliquement, par (¢@'; ¢").

Par définition, un @-systéme associé a (¢' ; ¢") est un ensemble

de 2k disques de dimension 2, différentiablement plongés dans M3 :

(f;g)=(f1,...,.,,f )

k ; g1’°°°°) gk

(avece fi’ gj c M3), tels que les propriétés suivantes soient vraies :
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B -1 o(I)cof, et ¥/ (1) © dg, .

B-2) aMy NE =3M M, .2 My M Of, est égal : a of, (si (D) c? M,)

ou & Bf, - (1) (si (q&)_l(b M3) = 3I). La méme chose est vraie pour oMy N 2g, .

B - 3) fi et g; sont transverses a 3 M3 .

4) Si i # j

W
i

fiﬂfj=gingj=¢
B - 5) m;(l) N (%}(gj - ¢€(I))) = mgﬁ)ﬂ(%ﬁ (fj - qﬁ(l))) = @,

B - 6) fi et g; se coupent transversalement, suivant des arcs fermés

(dont 1'un peut-&tre m{(l) = qﬁ(l) si i=3 et o = @;) .

Exempleg: Soient J% c béi et Jf c?d n; des trés petits intervalles fermés,
, 1 i \ 2

tels que a, X b, € int J, et (ni N Z&) € int J; . Alors (% 8), (xom), (3,m)

~

sont des Q~-systémes, associés 2 (I;Jl), (I;Jz), (Jl;Jz) respectivement,

Par définition :

ﬂo(f,g) = ﬂb( %uj((fi - w{(l)) N (gj - ¢§(I)))). Soit ﬂb(fgg) > x € “n'o(fiﬂgj)°

x divise f, (régpectivement gj) en deux disques de dimension 2, dont celui

qui ne contient pas ¢€(I) (respectivement ¢G(I)) sera désigné par &(f,g ; x)
(respectivement par &(g,f; x)). Quand il n'y aura pas de confusion 2 craindre,

3(f,g ; x), (respectivement $(g,f;x)) sera désigné par $(f,x) (respectivement par §(g.x}

Sur ﬂb(f,g) or. va introduire deux relations d'ordre partiel

X < vy =ty @(fsx) c Q(f3y) et,
fsg

x < y ===ab §(g,x) c &(g,y).
g, f

Quand il n'y aura pas de confusion 3 craindre, on écrira < au lieu de < (et
f f,g
< au lieu de < ), Enfin, on introduit les notations suivantes :

g g, f
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m (£.8) = nocsg ((£; - (1) N (gj - ¢§(1)))) et
m (fog;) = nb( Lj}((fj - qg(l)) N (g; =i (MMN).

On va désigner par A(fi) c no(fi,g) l'ensemble de tous les x € no(fi,g)
tels que : il n'existe aucun y € wo(fi,g) s ¥ # X, y >x, Donc, si

f
X,y € A(fi), x#y: &(f,x) et ¢&(f,y) sont deux disques disjoints de £, et :

RN TN 17 %)
x € A(fi)

sera un disque de dimension 2, tel que :

] 1
£, = ¢, + \_J p(£,x), dy, Do (I) + \J x , et:
ot xea(r) * ' x€A(E,)

(e y) N (Jg) =8 .
]

Par définition, le g@-systeme (f ; g), sera dit trivial si £ 0 8; C:@i(l) N
Nyl (1) .
]
On va décriremaintenant un processus général qui nous fait passer d'un
a-systeéme (f ; g) associé a (o' ; ¢'), 2 un q-systéme trivial (h ; g)
4
associé a (¢’ ; ¢"), appelé le TRANSFORME de (f ; g). Dans un langage

approximatif :

() ho=y, + N a0 .
xEA(fi)

Pour rendre ce langage approximatif plus précis, on commence par numéroter les
éléments de \J A(fi)’ d'une manidre compatible avec la relation d'ordre < , ce

L g

. . . g )
qui veut dire que, si : x , x € k{,A(fi), on aura

X < X =% n<m .
n m

g

Ceci est possible, car pour tout ensemble (fini), partiellement ordonné; X,
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il existe un ordre total, tel que, 1l'application X > X soit
identité

un morphisme allant de l'ordre partiel, dans 1'ordre total. De toute fagon,
une fois cette numérotation choisie, le @-systéme (h ; g) sera complétement

déterminé,

On commence par choisir des (demi) - voisinages tubulaires :

. C o - .
Aty x T >M, , (T =[0,1]);

B, : B X [-1,+1]L———>M3, et !

]
Cm XX [O,-l]c:-———-ﬁ> Wi
(ot x_ € A(f,)). tels que :
m i
Yy~-1) 8i pE€ wi’ q € gy t € X 5 On a:
Ai(p,O) = p, Bj(q,O) = q, Cm(r,o) =,

y-2) Ay N3aM) xI) = Ay, xI) N3 M, et de méme pour B, C .

J m

y - 3) Ai(¢g<1) x I) N Bj(mg(l) X [-1, +11) = (D) N qg(l) .

-~ - ' - =
Yy ~ 4) (£, - o (1) N Bj (gj x (-1, ¥ 1D
Bj(((fi ¢&(I)) n gj) x [-1, +10),
Donc, si y €T (fis g), y C:fi N B3 alors le y X [-1, +1] est un voisinage
tubulaire de y dans fi .

Y - 5) Pour x € A(fi), x < £ N gj» On & : Ai(xm X 1) c:gj

De plus, si (pour un i donné) x € A(fi) a 1'indice le plus grand, on a :

Ai(xn XxI) c @(gj,xn) c g+

Y - 6) D'apréds le point précédent, Ai(xm X I) est un petit
demi~voisinage tubulaire de xm<: gj . On supposera que, pour chaque
p € x € A(fi)’ (xm c fi N gj) et chaque-1 = §<0, 0<t<1, ona

1'égalité :
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(E) A (C (p,8),t) = B, (A, (p,t), e(m) 8) €M (ot e€(m) = + 1 dépend
i m jooi 3
de m).

[+ ]
On va se donner, aussi,pour chaque wi’ une fonction C : r, d wi —> 1,

L 1

& = 2) Pour chaque x € A(f,)
m i

ri‘Cm(xm x [0, -1} =1.
On peut considérer :
graph r, = {(p € ¢i, ri(p) € 1)} Ciwi x I,

et Ai(graph ri) C My . Pour chaque x € A(fi)’ on considére :
1
Cm(xm X [03 = —.;:]) < wi b

et 1'on désigne par Ri le sous-ensemble de M3 :

1
R, = A (graph r l (wi - \\,/ Cm(xm x [0, =-D))) .
xm€A(fi) m

Le disque déterminé par Ai(xm X 1), dans gj, ne contenant pas
¢§(I)’ sera désigné par : ‘i’(gbxm)o (C'est "presque" le m@me ensemble que
3(g, Xm)).

On définit maintenant le 2-disque plongé, hi c M3, par :

~¢g(m)
hi =R, + u BJ, (‘{'(g,xm) x( ))

* x_€A(f.) m
m i

On aura, ainsi :

-g(m) -1
) = Ai(C (py; ™), 1)
m m

Bj(Ai(p X1, -

et le lecteur en déduira que hi est bien un 2-disque plongé, On peut le rendre

[+-]
C par une petite isotopie.
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(£ ; h) et (h ; g) sont des a-systémes associés a (g' ; o')
(resp. 2 (@' ;5 ¢")).

(h ; g) est trivial . Il est appelé le TRANSFORME de (f ; g).

Si (f; g) est un Q~systéme associé a (¢’ ; ¢'') on va construire

p .
aussi sonm MODIFIE : (f g‘L)3 qui est aussi un Q-systéme associé a (p'; o),

tel que (g ; gl) soit un @-systéme trivial, associé a (¢" ; ¢") . Dans un

langage approximatif, analogue & celui de la formule (¥), on va définir g1

comme suit : soit x € ﬂb(fgg) un élément minimal par rapport & < ., Supposons
: f
Ly
que X C fi N gj ; Aicre, la formule approximative sera

g si k #j
1 1 k

4k = =
() gk(x) N

,ﬂw—w4k__\

C&(gj - ¥(g,x) + #(£f,x)) si k=3,

L.

En prenant des voisinages tubulaires, e.a.d.s. comme ci-dessus, on peut rendre
cette définition précise, et faire en telle sorte que : ¢ - 1) (g ; gl) est
un @ - systéme trivial associé a (g" ; ¢').

€ ~ 2) (f; gl) est un Q-systéme associé a (p' ; ¢') (le

s
MODIFIE de (f ; g)). On a une inclusion canonique : (monomorphisme)

i Tro(fsgl) ——> 1 (f,2) ,

et x ¢ Image 1i. Donc :

$on(s, gD < # Tm(fe) .

(Voir la figure 3.23.1).

O A AR Y AR AR WA BN T B e ITL G e E s AT LIRS JANA D it

#) Il est emtendu que g1 = gl(x) dépend du choix de x .,
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B3
$(g,x)
$(£,x%)
£, pe — -
Cp_;.(I) x0T }‘ _________
i 1
| &5
]
|
|
]
/
o' (1) Figure 3.23.1

La modification .

€ - 3) Si (f; g), (gte), (eif) sont trois Q~systémes, associés

a (o 5 o™, (@ ; o™, @ w'), tels que (g,e) et (g,f) soient triviaux

alors (glge) (a-systéme associé a (" ; ¢"')) est aussi trivial. O .

Aprés tous ces préparatifs on revient 2 la démonstration du lemme 3,23.

On commence par considérer le @-systéme (n ; %) associé a 7% 1.

Pour la commodité on peut noter ¥ = X (x: = xi), D'aprés les propriétés

¢ -~ 2, on peut construire une suite finie de modifications successives

1
€ -1,

M X, M e, (5 XY,

N . N 2
a-systémes associés a (J° ; 1), tels que :

w~ 1) (n: xﬁ) est trivial.

i+l s
) est un @-systéme trivial agsocié a (I ; I),

w - 2) (xi;x
(8° ; X?)

On considére maintenant le Q~systéme trivial (& ; ¥x)

s 1

associé a (J n'est plus nécessairement trivial,

; 1), Le systeme (8° ; X})
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cm s . 1 1 . . Lo
On va définir son transformé : (8 ; X' ) qui est un Q-systéme trivial
3 ) . i i N ‘o
; I). Par induction (8§ ; ¥ ) est le @-systéme trivial,

i-1

associé a (J

associé i (Jl 3 I) obtenu par la transformation de (& 5 x}), (Voir

la figure 3.23.2 ci-dessous),

Lemme 3.23.1. " (61, ¥

) est un q@-systéme trivial”. O
Démonstration. En se référant aux formules (%#*), il existe exactement

un X; qui differe de x;_l

xj? = C&(xi31 - @(xi—lm 3 x) + 8(m, Xi_l ; X)),

o M N xlgl D x € ﬂo(n, thl) est un élément minimal par rapport 2

la relstion d'ordre < . . On a : (&(n, x?_l ; x) - x) N x};l =¢ , et :
Ny X
(o) &(n, xl-l ; X) D U x} N 61;1 )
‘f/,k ”
i-1

(puisque le systéme (X , 5171y est trivial.)

Vu que (61m19 x}—l) est trivial, le lemme résulte sans

peine; dans le langage approximatif déja utilisé, on a : (3 cause de (@)

e XU e, T

; x) , donc :

éi c éinl U &n, xi—l ; X) et

st n xi"l c st xi'l) U (3(n, xi'l ; x) N xi'l) =¢ . O
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’
I
{
X
3l
i
1
‘. n, LI
|
}
€1,
J
Figure 3.23,2 (La construction de (6! ; x})),

On considére les sous-ensembles de Tp .
3

»
I

Un.+Ux%+U6i. et
. R O

i,]

a1
n

(o] (o]
Uninaj 4 inﬂiﬂxj :

i,j
Soit Z un voisinage tubulaire trés mince de Y dans Tp K? tel que
3

z N (U Inage Fi) = ¢, On voit facilement que
i
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(Uni +‘Jx§ +U6§) - int Z

est une collection de disques de dimension 2, deux-a-deux disjoints :
Dl"‘°3Dx° De méme(X - int Z) est une réunion de disques de dimensiomn 2,
2-a-2 disjoints Al’“"’Ay’ et pour chaque Ai il existe un Dj(i)

. " X "
tel que Ai soit "paralléle" 2 Dj(i) .

Soient Aa(l),OO.sAa(a) les disques Ai qui proviennent de

6}3 nj et Ab(l)gu.asAb(B) les disques Ai qui proviennent de X; .

On définit les ensembles E{s E; comme suit :

Fi(Ei X I) (Image Fi) N (Aa(1)+.,o+Aa(a))

Fi(E; X 1) = Cl(Image F, - Tp,k) N (Ab(1)+°'°+Ab(B)) .

On vérifie facilement e-1, e=2, e-3, e-4,

Lemme 3.23,2, "On considére dans BTp X les cercles différentiables
s

2-3-2 disjoints (pour j fixé)

3y N 2 LEDIE S

(Ces cercles sont plongés, et disjoints, a cause du fait
que nos modifications successives ne touchent jamais aux I;). Ils
existent des disques de dimension 2, différentiablement plongés,

deux-a-deux disjoints (pour j donné)

el clp# (s x5 - (GneT )+ (J mage 6]

5

tel que : 1) e =g, .
i i

j_o 3 - j
2) aei eiﬂansk (axinan

" j
k) + 1] et e

est
3

transverse 4 QT .
psk
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Y n oAy ) e b N ! b ]
30 ¢ e a3 6k' o e; n ad W =0 sid F k, et 3¢, coupe ) o

) 41 .
(respectivement 3 6Ji )  transversalement, en un point exactement,
4) devna =0 si i#k et 3 e coupe @ M, transver-
i e ’ i L
salement, en un peoint exactement,
; y;
5) egﬂJI‘K=®.

6) Considérons les anses d'indice 2 correspondant aux eg

o j j p
T Tp,k + (@2(61)) toeiea. + (éz(ek)) c 2T3 .

(On peut choisir ces anses de telle manidre qu'elles ne touchent pas a
¢
-=le

J T olt a Image Gi).
Ils existent des difféomorphismes aq, BJ, qui rendent commutatif

le diagramme suivant :

TJ(‘

o g
y v
p # (5,xD,) >p ¢ (8, XS,)
inclusion
canonique

7) Le diagramme commutatif du point précédant, nous permet de

construire, par transport de structures, & partir de l'involution canonique

P # (S X 8)) = 20 # (5 X D))~ 2(p#(s, x D))= p# (5, x5,) ,

une involution canonique :

= o7P = opJ 2 oonP 4
p # (s1 X 32) 2T3 2T -;———+> 2T 2T3 p # (s1 X 32) s
j
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dont l'ensemble des pointz fixes soit exactement >, Jj est déterminé
. . D . . i .
modulo une isotopie de ZTé3 laissant fixe BTJ, Par un choix convenable de

cette jeotopie on peut réaliser les conditions suivantes

a) 3 ™ =37 ¢ 21‘1;

o ;
b) Jj T" N Image G, = )]

{pour tous les choix de i,k)" . O

Démonstration. On va procéder par induction, en supposant le théoréme déja

vérifié au cran j. {Donc ei est déja construit). Remarquons seulement que,
1

d*aprés la propriété d - 1) de i'énoncé du lemme 3,23, on peut toujours

supposer que

T D—f‘iﬂxf’=® .

psk
On considére 1‘ensemble
=5 B J p
T Tp,k U ( S ei) < 2T3 .
et
=i+l _ ] i i+l = =i+l
€. €5 U X; U « ; € T° . Les e’ , sont

des disques de dimension 2 plongés, 2-a-2 disjoints (puisque (Xq ; x9+1)

est un q-systéme trivial associé 2 (I ; 1)) (voir la figure 3.23.3).

On remarquera aussi que

paky! . -
e N (Lgc& (Image G, =T 1) =9 .

soit N un "voisinage régulier Caﬁ de T dans p # (S1 X S,), qu'on

2

peut toujours supposer tel que
1) Int N o int EJ:l .

2) Int N o Image GL .
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(On doit remarquer ici que Tp et (L) Image G&) (respectivement
b
.
T .+ ({J1 F,) 11 T ),
ok T ¢ &{ mage F, ) collapse sur p,k)

3) d EJJirl c 3w

+ (@2(e1j>> o

La paire (21F, NJ) peut &tre identifée a (2 TE, T = Tp K
B H

+ (s, (9.

Figure 2.23.3

i+l
1

ceci est dans

[0}
o e
]
[

On peut donc considérer 1l'involution canonique

J. 2P —— 5 0 7P
j 3 3
j+1

it o O
1 1

dont 1'ensemble des points fixes est aN’, Par définition : Jj

Il faut vérifier les propriétés 2, 3, 5, 6, 7 au cran (j+l) (et

la propriété 4) qui se place au cran N).2)-(j+1) est une conséquence immédiate

de la définition. On remarque aussi que xi n'apparait pas dans 9 ejzl
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(mais seulement yﬂ;l) . Alors, le lemme 3.23.1 et le fait que le a-systeme
(8" ; X}) est tounjours trivial, impliquent 3)- (j+1). De la méme fagon &)
résulte du fait que (n, xy) est un Q-systéme trivial et de la propriété

b -~ 3) du lemme 3.23.

ont la

D'aprés 3)- j et 3)- (j+1), les anses négatives 6J11

3(63:1 si i #K'

transversalement en un point. Donc

propriété de ne pas toucher aux anses positives

et de couper 3 eJ (3 €J+1)

J - P j+1 _ j+1 P
T Tpsk + (§2 (el)) + ... 2 T, et T Tpsk + (@ L ) I = b
s'effondrent (collapsent) sur Tp - (éjrl)wv.o,Q—(6J+l) c 2 Tg ]

?

Ceci fait que 6)- j implique 6)- (3+1).

Enfin, a partir de d - 1) du lemme 3.23, on peut supposer, sans

perte de généralité, que :

T 5 T n odtloygp
p:k

Donc le passage :

I N A )il (IR T

ne touche pas a T . Supposons que 7)- j - a soit satisfaite, On a :

=i

T =i+l ™ n Ej+1 = ¢

c TJ‘D e et : T (a2 cause de la condition d -~ 1)

du lemme 3.23). On a donc :

215 o JJ.T"l n JJ.EJ+1 = JT anEj+1 =g n ST =y

(ce qui est la condition 5), au cran j + 1).

Puisque : Jj T n €J+1 = ¢ le passage (*), considéré ci-dessus,

ne touche pas 2 Jj Ta, non plus. On peut donc choisir Jj+1 de telle

maniére que ;

—i =i
Iin T = LT



- 362 -

Donc 7 - j ~ a ===% 7)- (j+l) - a,

Quand 3 7)- j - b c'est une conséquence immédiate du fait que :

=i

JT° N (U Image Fk) =@ =5 J Td N ( U Image Gk) =g,

k k

La maniére dont on a défini les applications Gi’ fait que :

N e? - n 5? = nn=0 .

. . , i . =i
Puisque les opérations (%) ne touchent (alors), ni aux T, ni aux T,
. =i s . . . . .
ni aux J ", on peut écrire une suite de difféomorphismes : (voir aussi le

lemme 0.1)

(p # (5, Xx8,), T | - (a?) - e = (8D, F) =

psk k

(p # (5, x8,), T +\<¢2(e§>) ol + (@2(e§>>, F) =

P,k

= (p#(5 xS, T sl 6y, ) =
=P 1 X% T TN T e 2 R0 B0
= J j -
= (p# (s1 X 82)9 Tp,k + (éz(el)) + ... + (éz(ek))g F) =

j+l j+l -
=(p ¢t (5, X sz)ﬂ Tp,k - (8 1) = ees = (87, 7), F) =
_ 341 j+1 -

(p # (S1 X 82)3 Tpgk + (§2(e 1.))+...+(§2(e N )), F)

Sz)’ T

n
—

o
e
~~
wn

[

x

Dt B+ @, (60), P

I
~~
o
=
~~
wn
a—
x

52)3 Tpgk - (Th) - eee - (Tk)’ F) ,

1+t + ... +JT% (et, bien

ot F=Tr 4 oo + T3+ T 4 ... TN 4+ 3 T

entendu, p # (S, X 32) = Tg). Ceci prouve le point e-5) du lemme 3.23,

1
Pour finir la démonstration, il nous reste & vérifier e-6),

Puisque TH N X = $ (e - 6-1), on a :
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= U fo. )
By T oo B T 51*’*3,/75’“'

Aay ot by T l}f’ %y

En utilisant e - 6 - 2) et ces égalités, on trouve

E! = E" =¢ , Donc E,.
i i i

i
S

. B

4,11, Démonstration du lemme 3.24.

On va commencer par considérer le foncteur § du lemme 3,5 :

1 ] = ?
8(v, —Is @,(19)) = (§,(8,(K))) , 8(m, V) .

Le . , , i .
On remarcue qu‘il existe une inclusion naturelle BB(KZ) ————y V3 et un

difféomorphisme naturel I, qui rend commutatif le diagramme suivant :

®3(K2) > v

incl. canonique g(m

I

2 8,(k,) >, (8,(K)) .

~

On va considérer aussi le diagramme commutatif :

?
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de la définition 3,13, et on va décrire explicitement 1l'inclusion :

1-l o 8(m)

-, \ . s :
13 KZ c V. > 2 CBKK2)

3

Ona X, C Ké et i]K est la méme chose que 1°inclusion naturelle

T2 2

K2 « GE\KZ) c 2 C%(Kz) .

k),

On peut counsidérer la paire canmonique (voir déf. 3.13) : (33, 9

définie par :

K= (= 0) N (4= GV rz-22 50 @& ((y=0) N (2 + 22 s 1))

—
(

x=0) Ny

0) N (-1 £z 50)

< { (x, Ys Z)} = R3 c R3 U (=) = 53 .
Alors { est défini par la somme connexe :
(v = : a] =g
i v = ' =
(2 B,(%,), i(K3) = KJ) (2 8,(K,), KD # (85, [30F JEP $(55, k)

_1 p—
modelée d’aprés : Ky =K, #k, # ..o # Kk, o

(I1 est entendu que les recollements considérés tiennent compte des branches

spécifiées ; on n'essaye pas d'introduire cela dans la notation ...).

-

N Ti . i
Pour chacun des modéles locaux k.., on va considérer le segment A

2

correspondant i :

A= ((x=y=0) N (4sz<s5))c(x=0)N(Gs= y2 +
2 2
+ (-2 59 <k, .
- ~ [~ 33 -~
On remarque que = Ké et A" < (KS) . Sans perte de généralité on

272
suppose que : Mz(f’) c U E; et que A est 1?'image réciproque (via 1)

de 1a branche spécifiée :

i _ a-1 =i 2
o= Tk, N MED)



Oun pedt supposer aussi que .

(x =y =0) N (0g2z<1)= ﬂfl(E. N M2

: 2 (g,

]

i . . . . . . .
et que A& N M, () consiste d'un nombre fini de points d'intersection

+
trausversale, D'autre part, dlaprés 3°) (lemme 3.24) on a : A" N ME () = 0 .
On va utiliser maintenant ia notation suivante : si (XZ’ Xs N3)
est un 2Z~polyédre singulier, et I C X2 un segment plongé différentiablement,
tel que ¢ TN BXZ =3I, InN S(Xz) =@, 1 C:(Xz)2 , I rencontre 9 X2
transversalement, on va désigner par X, - (I) le 2-polyedre singulier

compact, obtenu en coupant X suivant I (chaque point de I éclate en

2

deux). Ceci est essentieliement la meme chose que l'adjonction d'une anse

négative d'indice 2, puisqu'il existe un plongement :

¢ : D, ——> ®3(x2) - s(®3(X2))

tel que (¢2)m1(6 CB(XZ)) = D,, transversal sur 9 CB(XZ)’ ayant la

23
propriété

6, (x, - (1)) = 8,(x) - ()

3% 3°72 )
(Voir les notations relatives aux anses (positives ou négatives), du

paragraphe 0.2).

Lemme 3.24.1. "On a un difféomorphisme de triples :

) . el 1 s
{ &, ( ) . N = ° L - - : "
(2 85(R,) 5 B,(K,) 5 ;lri) (2 8 () ;5 8(K) - (8)-....-(87)) ;5 ?ri)" =
La démonstration est immédiate.

Définition 3.24,0). Soit T wun arbre (c'est-a-dire) un graphe (= complexe

simplicial de dimemsion 1) acyclique, x € 3 I' un bout de T et

g ¢« I'——>E > T

un fibré singulier (voir la définition 3.33) de base T, Désignons par
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A

3l 1i'ensemble dsg bouts de T . On va considérer 1'arbre I% (qu'on va

désigner par abus de mnotation T) défini de la manidre suivante
Pour chaque y € dT~x, on considére un intervalle fermé Iy = [o,1]
et on pose

T‘X =T ® 1 &....01 ,

ot A - x = {y1’°'°’yk} et chaque 0 € [0,1] = Iy est identifié avec y, €T .
i

On va considérer le fibré singulier, élargissement de § :

T : T —> E >T
i P

caractérisé par la condition EIT =E , O

Quelquefois, pour mettre en évidente x € QI, le diagramme ci-dessus,

s'écrira :

un

T ——m> & ———=T .
X T X o~ p:d
1 P

Définiticn 3.24,02, Soit (KZ’ £, Mg) un 2-polyeédre singulier, tel que K

est connexe, S(Kz) = ¢, {et que f soit un plongement,) T un arbre, x € 3 et :

2

un fibré singulier de base T .

On va supposer qu'il existe un plongement E = E_ C X, , avec

les propriétés suivantes
ot x,-® nE = JHle .
(Donc, en particulier

E n o3k, = p D . )
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Liéclatement standard de T, sera, par définition, un 2-polyddre singulier

v v v v
connexe (Kz, f, MB)’ muni d'une projection d'espace-quotient T @ K2 -—> K2 .

v \ARY;
K2’ f, M seront uniques, a isotopies prés, et sont décrites par les

propriétés suivantes

v
a) si x' € (K2 - T +3D-(x) alors ﬂ-l(x') est unique,

V.
b) si x' €T -3l - pl = (1), alors m 1(X')

v
consiste exactement de deux points, appartenant a BK2
¢) Si x' € p(ID, et x' est du type A, x' éclate en deux ;

si x est du type A¥ il éclate en (dimz Hl(r mod (T-x')) + 1) points,

d) x éclate en deux,

est donc obtenu en "coupant" K2 le long de T, en commencant par X,

v
est donc isomorphe 2 C{,(K2 - E) et £ = fICaE,(K.2 - E) (& isotopie prés). €

<

Un éclatement de (Kz, £, M3) le long de T, sera un 2-polyedre

singulier ¢

(Ké = K2 \I‘, f':f\I" M,) s

3

donné avec une projection d'espace quotient : T : Ké —>K, et obtenu
par une construction qu'on va décrire, Cette construction ne sera pas
univoque, donc, en général il y aura plusieurs éclatements possibles, Mais

tous, ils vont s'obtenir en éclatant (un peu plus) 1'éclatement standard,

Notre construction va dépendre de plusieurs choix :

I. On va choisir une filtration :

XETOCTIC...Crr=r,

comme dans le lemme 3.25. (Remarque. Les Ik qu'on vient d'écrire n'ont

aucune relation avec les I} du lemme 3.24).
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IT. Ensuite, on considere les éléments : p,,...,p. de p(I) cT,
qu'on numérote de telle fagon que {pi} = p(fi). (Lemme 3.25). On remarque que,
sur 1'ensemble fini BYi c T, le point €i-1 est plus petit que tous les
autres, (par rapport a l'ordre w(T,x) de la définition 3.32) et les points

de BYi - €,

io1 sont incomparables entre eux.

Fig., 3.24.02 a,

L'arbre Yy -

On va choisir, pour chaque i, un élément o € aYi - €9

Une fois que ces choix sont faits, on va définir inductivement

1'éclatement le long de T, (pour chaque 1i).

L'éclatement le long de T (obtenu & la fin du processus inductif),

sera, par définition, l'éclatement de (KZ’ £, M

3), le long de T, déterminé

par les choix I et II faits ci-dessus.
On considére §i = g l T&, son espace total Ei = ElIk et son

"&largissement": Ei = (Ei)x . Si (K;, £, Mé) est tel qu'il y ait une inclu-

sion E; C:K;, avec les m@mes propriétés que l'inclusion E C KZ’ on va

définir 1'éclatement :

i i i i
{, NIy, £, \T;H M), ﬂi.Kz\I‘i——>K2}
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Pour Ig , on coupe tout simplement Eo suivant i(Tg) C:E; . (Ici, il ne faut
pas confondre i = inclusion : i : T——>E et i = indice appliqué 2a Ii)
Donc chaque point de I; - (BI; - %) é&clate en deuxa:i(I(aIb_x)) CZT; n'éclate

pas du tout,

En général 1'éclatement le long de Fi fera "éclater" certains points

de I} . Supposons qu'on sache déja lequels vont éclater pour I&, et qu'on

veuille le faire pour T,

iel Tout ce qui a éclaté au cran 1 , restera éclaté

au cran T,

i+l

On aura les "reégles du jeu'" suivantes :

A-1 : Supposons que p. soit du type A (définition 3,33), et que dans

i+l

1'éclatement le long de fi s aucun point de Ie C:T; n'éclate, (On rappelle

ici que €, €9 I} - X,). Alors, dans l'éclateme;t le long de ri+1 on fait
éclater : €, » tous les points de Yin sauf °i+1 , et tous les segments
I, CZT}+1 s otz €3y, -(ei)- (ai+1)v Aucun point de I, n'éclate,
i+l
A-2 : Supposons que Pyl soit du type A et que dans l'éclatement le
longdeI}} tous les points de Ie C'fi éclatent, Alors, dans 1'éclatement

i

le long de T. , chaque point de :

141

Yy U (LJIZ)

(ot z parcourt Vil = ei) éclate (en deux exactement),

A%*-1 ; Supposons que soit du type A% et que dans 1l'éclatement le

Pirl
long de I} aucun point de I n'éclate. Alors, dans l'éclatement le long de
i

ints d - - . i
T;,, » on éclate tous les points de (Byi+1 ;) . (Donc aucun point

i+l
_ '
de I, (z¢ BYi+1 ei) n'éclate).

A*-2 : Supposons que soit du type A% , et que dans l'éclatement

Pin

le long de Ti tous les points de I€ éclatent., Alors dans 1'éclatement



le long de Ti+1

. T
et le segment Ia T}+1

i+l

Aucun point des segments I (z € BYi+1 - a

370 -

, on fera éclater tous les points de

- oY,

+ (“14-1)

n'éclate,

La figure 3.24.02. b donne une description schématique des "régles du jeu". O

1
" %0

A -1
A -2
A¥ -1

on coupe tous
les bouts sauf

un

on coupe tous

les bouts

on ne coupe

aucun bout
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A% - 2 : on coupe un

seul bout

Fig. 3.24.02, b : Les "régles du jeu"

Lemme 3.24.2. "Soit (KZ’ f, M3) un 2-polyédre singulier, tel que S(K,)) ={

et que f soit un plongement. On considére aussi un arbre T, un fibré singu-

lier : £ I‘——E~> E ——E~> T , et un plongement Ex =% C K2 , comme dans

la définition 3,24,02 (x € dI).
On va considérer :

M, D Ch (KZ) = ®3(E) @ ®3(CL(K2 - E)) , et un fermé FCM tel que

3
F ﬂ®3(E)=¢.

3

Considérons 1'éclatement de K, 1le long de T : K2 \T ¢ ™

9 I1

3 -

existe un difféomorphisme :

J:(M3;® (K),F)———?(M

5 (K, 0, (K, \T), ),

3 3

qui est 1'identité en dehors d'un voisinage de @B(E), (®3(E \ I)). Ce difféo-
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morphisme st décrit “canoniquement", 3 isotopie prés, dans la démonstration

qui suit", Q

)

Démonstration du lemme 3.24.2. Tous les 2-polyédres singuliers (PZ’ g, N

3

qu'on va cconsidérer ci-dessous, seront tels que : S(PZ) = ¢ et g est un
plongement, On va procéder par induction. Le lemme est clairement vrai pour
1'éclatement le long de fb . On va supposer qu'il est vrai pour n'importe quel

éclatement, {(d‘un (K;, £ M;)) le long de T, . On veut le prouver pour un

i+l i+l ))

. K 5 '
éclatement arbitraire (d'un (K 9 fi+1’ M 3

le long de Ti+1

11 y a deux cas : si i1 est du type A , on commence par considérer
P
Yi+1 = Yi+1 - (1le segment qui unit ci+1 3 ei) 4}/_&\‘) Iz (ens li+1

2 €0y 4m8ma

On remarque, sans peine, que si Fi+1 C Mlgl est un fermé tel que :

8, (E;+1) N Fi+l=¢ , on a un difféomorphisme :
i+l | i+l - i i+l i+l = =

Jor (T 5 8 (R, B ) (i, =M " 5 8, (CL(K, E | Yip))s Fy ri+1),

égal 2 l'identité en dehors d'un voisinage de CB(E'l Yi+1) . On remarque, aussi,

P 4

E | ) tient E | (T T ) ' c
TR iy contien Ei+1 s41 = Yiyp/ > Quion pen

- )
que K, = CL (K2

identifier avec Ei . Par un simple raisonnement local on trouve un difféomorphisme :

1;1 . @ (K1+1 \ T )y, F

it 3 2 i+l

- i - i
= (M, ; ®3(K2 \l“i), F,) o

égal a4 1'identité en dehors d'un voisinage de ®3(Ei+1 \ f&+1) (®3(Ei \ Ti))

(Pour trouver J, on considére les "régles du jeu" A-1 et A-2)., L'hypothése

1

de l'induction, et les difféomorphismes Jo et J1 nous montrent que le lemme

est vrai pour 1'éclatement le long de I&+1
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Si pi+l est du type A¥ on procéde d'une mani&re tout a fait analogue,

. e e i
mais avec une autre définition du Kz .

Dans le cas A%*-1, (voir les "régles du jeu"), on considére le plongement

"naturel” : Ei o Ei+1 obtenu en oubliant toutes les branches de i1 sauf
celles qui correspondent a € et a ai+1 . On prend K; = Kigl et
Ei c Ei+l CK% , e.,a.d.s,
Dans le cas A%*-2, on prend :
K; = CJ(,(1<"”J2’l - E | (v + I, ) E; =E . - EiHI qY“i+1 , e,a.d,s. O

i+l
Définition 3.24.03 : Soit (Pz, g, N3) un 2-polyédre singulier tel que s(Pz) =9
et que g soit un plongement, Une courbe tracée sur P2 est une application

donnée avec un plongement du mapping-cylinder M(gp)

o: I1I—> P2

$ : M(p) C N3

tel que ¢ l P, = le plongement g . (Par définition M(gp) = P, ® 1x[0,1],

oD
(1,0,1)
ot i : I —=>1Ix0,1] est définie par :

i(t) =t x0)
I1 est entendu que ¢ est donné 3 une isotopie prés (isotopie qui laisse invariant

chaque point de PZ)’

Si 9 : 1 —=> P2 est une courbe tracée sur P2 on peut définir d'une
maniére naturelle un plongement I C 3 CE(PQ) correspondant & ¢ . Par
abus de notation ce plongement sera toujours désigné par ¢ : I —> 2 Cg(Pz)

Pour simplifier la notation on va oublier ¢ ; on se contentera de ¢ .

Si ey, Y ¢ I — P2 sont deux courbes tracées sur P2 ,» telles que

@(0) = y(0) = p € (P2)2 on définit d'une manidre évidente le fait que
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@(0), (0) sont (ou ne sont pas) du méme cdté de P

5

On va considérer aussi des cercles P S1 —_—> P2 tracés sur P, , O

2

Lemme 3,24.3, "Considérons la situation de la définition 3.24.02. Il existe une
courbe tracée sur K2 \ T :

C;:I———‘;K \ T,

avec les propriétés suivantes :

1) C; est une injection ; les extrémités de C; sont les deux points

résultés de 1'é&clatement de x .

2) C;(I) c ﬂ_l(r), Pour chaque Ti on aura une définition de

i

C; [ —— K2 \ Ti (en particulier de :
i
¢l .1——E \T)
I} i i

D'une manidre précise, ﬂ(C;(I)) est le sous-ensemble de T défini de la

maniére suivante:
2-1) T c m(cha)
0 T :
2-2) Dans la situation de la "régle du jeu" A-2 :

N Tr(Cr+ (1)) =

n n(c‘lt<1))=¢ )
i+l

Yisl Yinl

2-3) Dans la situation de la "regle du jeu" A-1 :

1'unique intervalle

+
A7 N (cri+1(1)) =

. . . . +
fermé qui unit €, avec a4 5 si € € ni(cfi(l)) , et @ autrement.

+
Y5 N m (cr (1))

2-4) Dans la situation de la "régle du jeu" A%*-2 :

+ +
Y41 Nm (Cri+1(I)) = Yin nm (CI.(I)) =

2-5) Dans la situation de la "rdgle du jeu" A¥*-1 :
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+ + - . +
i1 N n(criH(I)) = Y41 N ﬂ(CT(I)) Y siog € ni(Cr(I)) ,

et ¢ autrement,

C+ est déterminéd d'une manidre univoque par ces propriétés, 2 un

r

automorphisme de la source prés," D

La démonstration (qui se fait par induction sur les I}) est facile,

et sera laissée au lecteur.

Lemme 3.24.4. "Soit (K2, £, M3) un 2-polyddre singulier tel que S(Kz) = ¢

et que f soit un plongement. On va considérer un arbre I , un bout x € 3l ,

un fibré singulier de base T : £ : T ; 7L 5 > T, et son dual :

g T —gw> E¥ o T . (Voir 1a définition 3.34).

On va considérer deux plongements disjoints : EcC K2 et E®*C K2 tels que :

E CK a les propriétés de la définition 3,24,02 et que :

2

i, - 0 oee e e Te) ¢ ew e

On va supposer que i¥(x) € (K2)° (Ceci n'est pas vraiment essentiel, mais
permet de faciliter 1'exposition qui suit},

I1 existe une courbe tracée sur E¥ < K, \T:

avec les propriétés suivantes :
1) L'image de 1'application CE est

CHI) = i* (cl‘:m) c i*T

D'une manigre plus précise, le diagramme suivant est commutatif :



- 376 -

ks

>1'r"1(1‘) < K, \T

4

KD E¥* <« r ¢ K i
2 o 2

2) C;(O) = C;(l) =x et C%(O) . C;(l) ne se trouvent pas du méme
coté de K2 . En général, chaque fois que t', t" € I, t' # t", et
CE(t') = CE(t") € (Kz)2 , On a que Cf(t') et C;(t") ne se trouvent pas
du m@me cdté de K2 .
C} est déterminée d'une manidre univoque par ces propriétés, a

un automorphisme de la source prés". O

La démonstration (qui se fait par induction sur les Ti) est

facile, et sera laissée au lecteur.

Lemme 3,24.5. " On considére le 2=poly&dre singulier (sans singularités)

-~

(! , i, 2 OB(KZ))s ot i : Ké — 2®3(K2) est le plongement considéré

au début de la démonstration,

Soient X ;... X, les points de s(K2)° En faisant référence aux
notations de 1'énoncé du lemme 3,24, on va désigner X(Xi) par "3 X

ce qui fait que &(xi) = T'yI' . Soit Ii 1'exemplaire de ™ qui correspond &
Mi(m), et Ii celui qui correspond 2 Mg(m). On peut identifier T avec :
i ,
I, U UGy () = X DU (U ) ()
J R
(voir 1a figure 3,24).

On remarque que, dans Ké, un voisinage régulier assez petit de Ii s'identifie

a2 l'espace total E- d'un certain fibré singulier :
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tandis qu'un voisinage régulier de I~ est liespace total (E™)¥ , du fibré dual

ehs . s @l —s |

i%
Si 1l'on considére la projection T : Ké —— Ké , on peut remonter
=1 - . . o (f\i '_ i u ) i i 3#* ]
les E~ = voisinage régulier de ( = r; U wj(xi) (1))c K2 et (E7) C:K2
en 2s plongements 2~a-~2 disjoints El, (EN)* < ié . Ces plongements ont toutes

les propriétés du ilemme 3.24.4 (sauf que i*(xi) ¢ (K‘)zg mais a un voisinage
isomorphe 3 (x =0 U [y =0 N(z=<0)] < Ry ; mais ceci n'a aucune impor-
tance, Toutes nos considérations faites ci-dessus s’étendent mot & mot pour

ce cas oeu)s

Si 1%on revient au mod&le local Eé du début de la démonstration,

correspondant, disons, & la singularité X 5 on peut considérer le cercle

¢, = =01 2+ (z - 2% =4) = (%)“1(xj € s(x,)) .

Les germes de i(fd) = fi , i# (Ij) = 1"j autour de i(xj) .
i*(xj), dans ﬁé , peuvent atre décrita sans perdre la généralité de la
maniere suivante : on considére un point x; € Cj - Cj N Aj - (0,0,0). Le
germe de i(fj) est un petit arc, dans (x =0) N ( 4% y2 + (z - 2)2 £9)
commengant en xg = i(xj)o Le germe de i*(rj) est un petit arc de

2

(y=0n (% + 2> $1) - (z <0) commencant en (0,0,0), (Voir la figure

3.24,5, ci-dessous).
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branche spécifiée

branche non-
spécifié

Fig. 3.24.5 Le voisinage du cercle Cj = ﬂ'ml (xj € s(Kz)),

~

éclatement du point singulier Xj , dans Ké = résolution des singularités

de K2 .

[ La possibilité d'une telle description résulte du lemme suivant,

qui est une conséquence immédiate des définitions du début du chapitre III.

Lemme 3,24.5.0, '"Soit (st h, N3) un 2-polyédre singulier quelconque,

o

x € s(Pz), et V = V(x) C:P2

(x=0) & (y=0).

N
(z £ 0)

Alors

un petit voisinage ouvert de X , isomorphe a :
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1) Le germe de ﬁz(h) au point X est isomorphe au germe de [0,1]
au point % o
2) Si V est assez petit h | (x = 0) et hl(y = 0) sont des plongements,
3) En se référant a 1'isomorphisme du point 1) chacun des (x = 0),
(y = 0) € V contient exactement l'un des germes de % dans [0,%], [%,1],
respectivement. En plus s'il y a une résolution des singularités de P2 s

2
le germe correspondant a M+(h) est envoyé dans la branche spécifiée." 0]

Tout ceci est, bien entendu, trivial, mais on a trouvé utile de le dire,
tout de mBme, explicitement, Soient Aj’ Bj les deux arcs déterminés sur Cj

par xj et Xj . On va choisir la notation de telle fagon que Bj contienne

1'unique point d'intersection Cj n o,
Les hypothéses du lemme 3.24 nous disent que

1°), i) = ri et (L}I}) ne touchent pas & A" , (Le lecteur
3
ne devra pas confondre i = section nulle du fibré € (i : T —> E) et

i = indice de Il, A}S e.a.d.s, De méme il ne confondra pas T = X(Xi) avec

- 1"
I; =8; x1 c 2ki(s1 x 1) < Kj (lemme 3.24)).
2°) Les E- ne touchent pas 2 1'ensemble fermé F = (LJTj),
k|
On va considérer maintenant 1'éclatement le long de : Ii s Ii,,..,fi :

> 1 IZ s
= ' .
P2 K2 \ r+ \ + \,a.,.\I; c 2 CB(KZ) et les s cercles tracés sur

P 2-3-2 disjoints :

23

i + -, L
8] Cri(I) + A, + Crl(I) +3B, . (i=1,...,s) .

Ils induisent s cercles différentiablement plongés, 2-a-2 disjoints :

i

51

(i) ®3(P2).

Je dis qu'ils existent s disques différentiablement plongés,

2-3-2 disjoints
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: — (
®; ¢ D, —> 2 ®3\K2)

tels que : 3°) ¢, (D) N 8(p) = () N3 6 (R,) =55 , et (D)

coupe ®3(P2) transversalement.

4°) F N ¢&(D2) =¢ , (ol F = (yjIH . On remarque que, a cause du
]

point 2°), F nun'est pas touché par les éclatements).

5°) Soient @i(DZ) les anses d’indice 2, plongées, correspondant
a wi(Dz) . Il existe un difféomorphisme :

. ) = ® t .
(2 ®3(K2) ; CE(PZ) + (§1(D2)) + .ol (@S(Dz))9 ? Ti) (2 OS(Kz/Y(m)) ;
CB(Ké / ¥(p)) , ? Ti )" o

1

Démonstration du lemme 3,24,5., La démonstration de ce lemme va utiliser le

foncteur @ du lemme 3.5. "Heuristiquement” 1'usage du foncteur 6 est justifié

par le fait que 1'information "non singuliére" qu'on a au début, se réfere a :

(v, S L By(K})) et que ce qu'on veut comnaitre est: (2@3(1(5/?(:9);@3(1(&/\1:(@))-_-
=9(®3(K§/Y(m)) T ®3(Ké/‘i’(cp)))° C'est dopc les "propriétés d'invariance

du foncteur § " (lemmes 3.6 et 3.9) qui vont nous aider. Mais parce qu'on a
en plus les % T& on doit commencer par quelques développements sur le foncteur

i
B lui-méme. Ces développements vont nous servir aussi, ultérieurement.

Placons~nous dans les conditions du lemme 3.24 et considérons un

détaillement (quelconque) de la séquence principale : K§-75€> Ké/Y(m) c ®3(K5/Y(m)):

S s eeeeoses Ko — > ..., —> Ko = RY(E'Y
2 Pl o i 2

T :

Pour chaque i , on peut considérer
\
- _ i "
K, =K, U\ (G (x| .

=t
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=i 1
K2 collapse sur K; , et les projections Ps ont un sens naturel comme
i-1 i

P; ¢ K 9 —_—> K2 .

Les I} c 'Ez ont exactement les propriétés des 59 du lemme 3.9.
Soient . : V; —y CB(K;) les résolutions des singularités induites par
T s V3 —_— ®3(K£) . Appliquer 8 2 K; c'est la méme chose qu'appliquer
5 a E; (puisque @B(K;) = ®3(E;))9 et enlever ensuite E; - K; . Ceci fait
que P, (I}) = I} se définit naturellement dans ®4(®3(K;)) . Le passage de

(2 93(k,)=38,( B.(X)) ; 8,(K) , jzrj) 2 (38, (0, (k) / V(@) = 2 B (K /¥(e)) ;

®3(K£/Y(cp)D T I} ) peut donc se décrire par la succesion de triples :
i ° i = { =
(a.®4(®3(1<2)) 3 V3. E rj) (i = 0,...,n) .

Le passage 1 == i+l se fait comme dans le lemme "d'invariance" 3,6 ., & ceci

%

. ; 1 . N
prés, que le lemme s'applique directement a K2 , et qu'ensuite on enldve les

pellicules 2~dimensionnelles int(ig ~ K.Y, ce qui fait qu'au lieu d'avoir

2

3 espaces emboftés :

k1))=3 9, (. (X))

A1
zer——>K2 20, (8,(X, (0, (K,

473
on a un (vrai) triple :

LT, S>30, 8,(5)) K .

Maintenant, vu les bonnes propriétés de "recollement" du foncteur 6 (lemme 3.5),
le lemme 3.24.5 résulte tout de suite du lemme local suivant : (en effet, il

suffit de regarder comment ¢a se passe au voisinage de &(xi) = r: Ur ...)

Lemme 3.24.5.1. "Soit T wun arbre, x € 3 T .

g:T i/E p/I‘ et

g*: T —> E¥ > T
i3 pH
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deux fibrés singuliers duaux : Soit I C T un petit "voisinage tubulaire" de x ,

et dI = x - x . On considare le 2-polyédre singulier :

(E @ E*, g9N3) ol Mz(g) est défini exactement par :
I

]

g(i(t)) = g(i*(t)) pour chaque t €T -1 , et g(E), g(E*) se coupent

transversalement , x est 1'unique point singulier de s(E @ E%*), Pour chaque bout :
I

3E 31 €1 = Iy (yj €3T-3%x) , on considére un petit 2=-disque 63, tel que
J

85, NE = 368, N 3E =p ~(1)
J J

Soit Aj 17arc : AJ. = C&(Béj - ;—1(1)),

On considére une résolution des singularités : 1T : V3 —>> ®3(E @ E¥%)
I
qui spécifie la branche E . Aj a un sens dans (3 ®4(®3(E @ E*)) = 845 V3)
I
(comme un arc Aj c B(@a(”,));, tel que Aj’ N vy = ;) Aj = BAJ. N oV, 5 et qui

coupe 3 Vg4 transversalement) et dans (a®4(®3(E ® E*/¥(g)), ®3(E ® E*/¥(g))

On considére un nombre fini de points :

ZiseensZy ET -1 - p() - 3(T), et les fibres : (p*)hl(zi) C E¥® ,

13

Sans perte de généralité, on peut supposer que :

-1 - 1 - -
(J27 @ u (J3eH @ uGumT®creEorn,
zel z'el I
et considérer un voisinage tubulaire 4, de cet ensemble dans ®3(E @ E*),
I

b, existe aussi dans un sens naturel, dans 3V, et dans a®3(E @ E*/¥(g)),
I

3

Par 0(m V3C—> 3®4(®3(E ? E#))=0 D, » b, existe dans d ®4(®3('-E-'-? E¥)),
e.,a.d.s.

On peut considérer la résolution des singularités de E @ E* ;
_ I
E¥ ———> E @ E* , (voir la fin de la définition 3.13). On suppose
I

-~

m:E

H@>
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bien entendu que :

0,(E @) =V

I 3

On va considérer, aussi, le plongement :

E

€D

B¢ c 2@, (6, (E ? E#)),

1'éclatement de E @ E* , le long de I = il 3

N
@
L

@G>

E

E\T < 2 ®4(®3(E @ E*))
I

Py

et le cercle Si tracé sur Py s défini exactement de la mBme maniére que

s; dans 1'énoncé du lemme 3.24.5.

Il existe alors un 2-disque :

(D) 3@, (@, (E E¥)) = s

s
I 3

avec les propriétés suivantes :
1) () N 8(p,)= (3 D,) N3 8(p,) = p(3D,) =57 .
2°) m(Dz) coupe 3 ®3(p2) transversalement,
3 9y N oA =9,

4°) 11 existe un difféomorphisme :

H: (9, (8(E ® E®) 5 03(p) + (8(D))) —=> (8,(8,(E ® E*/¥(g))),

®3(E @ E* / ¥(g)))
I

(otx @(Dz)), est 1'anse d'indice 2 correspondant i m(D2)), tel que :

-1
H(A2 + (U Aj) + (LiJ (p*) (zi)) =

= 8, +(UAY+ (Y <p*)‘1<zi)) ,

1
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etquelarestriction de H i 1*ensemble qu'on vient d'écrire soit 1'identité . O

(Remarque : Quant on passe du lemme 3.24.5.1 au lemme 2.24.5, ies Aj corres-

pondent & des intersections Ii A (C&(2k (S1 X 1) - Kg)lplus précisément on

considere un intervalle fermé

Ic C«L(ij (s

_ ot
1 X 1)) K2)’ tel que

I N B(Zk.(s1 XI)) =31, que OE€ Ii et 1 € I5 . Aj est un "germe du
cercle Ij 3 autour de 1 € Iﬁ” . De méme. les (p*)—l(zi) vont correspondre
aux intersections fi N Ij . A partir de la, le lecteur pourra déduire, sans
peine, le lemme 3.24.5, comme conséquence du lemme 3.24.5.1 et des "bonnes

propriétés de recollement' du foncteur 8).

Démonstration du lemme 3.24,5.1. Si #p (I) =1 le lemme est une conséquence

facile du lemme 3.6. Dans le cas général, 1la démonstration se fait (toujours
en utilisant le lemme 3.6), comme suit :

~ On commence par considérer 1%éclatement standard de I; , dans,
E ? E¥ < 3 ®4(®3(-E-1 ? E#)), On va le désigner par G C d ®4(®3(E GIB E*)),
La projection canonique sers : ; : G—>E ®E* , On remarque que cette

I
opération d'éclatement standard, ne touche pas a :

X = A+ Us, + U Gpm ey .

Si x € s(E ®E*) est l'unique singularité de E ® E* , on va consi-

1 A
A -
dérer le cercle € =1 (x) C E & E* , et lui appliquer toutes les notations de
I
la figure 3.24.5 (en omettant, bien entendu, d'écrire les indices j).

v
Soit E 1le 2-polyédre singulier "abstrait" (c'est-a-dire considéré

a4 difféomorphisme priés, seulement) obtenu par 1l'éclatement standard de T cE,
\4
v — -—
et M : E—=E la projection d'espace quotient associée. (Je veux dire, que
v

_ V.l i
est la partie correspondant &4 E dans G). Ona : T T C 3 E , et on a un

Y
E
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isomorphisme unique (2 isotopie prés):

\/_1 \L V_l
j ¢+ m°- T o > CLE -1 ") .

D'une manié&re plus explicite, on a un isomorphisme naturel :

\"4
T = (7D x [0,1] ,

v
j » s'identifient, respectivement 2 :

v_ : ) v
tel que 1T lI‘C——lEEl%> 8E et
Vo V-
ﬂ1T=ﬂ11‘xO et

V-1

Vo Va
T ‘-‘-’(‘ITITXI) u((awlr) x [0,1]) .
C;(I) vit, naturellement,

On remarquera, aussi, a la mé&me occasion, que

v
V. ~
dans w ~ ' < 3E ; je veux dire, par cela que 1'application
v
I - >E\T > E
Cr g —~ _
projection canonique

d'espace-quotient

est injective,
En appliquant le lemme 3.6, on peut démontrer, sans peine que

o

1'on peut obtenir :
8,(E ® E* / ¥(g)), ¥ ,

(®4(®3(E elaE*f/ ¥(g))) ; :

par le procédé suivant :

On part de

(®4(®3(E?E*)) ; G, X) .

I1 existe un plongement

v
: E—> 23 ®4(®3(E @ E*)) = S,

¥
I
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ayant les propriétés suivantes :

v
1°) Y(E) Nx=29

hA v v .1 Y Yal
2°) WE) N 6=y @®E)y=n T, UmcUu( =n"T) .
3°)  On remarque que
- Y. - v_i V.
t T+ U m 1 C = a7l T+ umtaunm 1 B (voir les

notations de la figure 3.24.5), peut-&tre identifié, par un isomorphisme "canonique",

v" Iy
unique (a isotopie prés), &2 T 1 T . On &crit cette identification :

Vo AV A’
fr=v'r u e
On veut que :
Yovy V.l Vo1l
Y(CLRE - " I)) =7 T, um c
(et que
Vol Y ovel Vo1 Vo1 Vo1
ui r———Jr——e»C&(BE-ﬂ 1‘)—--‘F—-—>n1“+Uﬂ C=m" T

soit (isotope a) 1‘'identité), D'autre part, on veut aussi que :
Vo1
p(m- T = T .

En plus, le diagramme suivant est commutatif :

Vol ll-’
T T rd 1“_
v
m %~ (identification naturelle)
T

_ Vol =
et : Y(E) coupe E¥* transversalement et prolonge T 1 E d'une maniére "lisse",

\'

-

(dans un sens facile & deviner...).
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v
Le lemme 3.6 mnous permet de montrer comment Y(E) est construit et nous donne

un difféomorphisme :

(CZ(CB(E ? E¥ / ¥(g))) ; CB(E ? E¥ / ¥(g)), X) = (CZ(CB(E ? E¥)) ;

qui est l'identité sur X . C'est un bon exercice d'utilisation du foncteur 8 ,

qu'on laisse au lecteur,

Maintenant, en enlevant des voisinages tubulaires, au lieu d'éclater

A
des graphes, on peut identifier P, = E @ E*\T 2 une partie de G . Soit
I
aussi le plongement :
v

p, = D x [0,1] < T x[0,1] = E —> 20,(8,(E © E%) .
w I

w(Dz) est un disque de bord :

_ A+
S —CT(I)+A+CT(I)+B R

§
1
qui rencontre P, de telle maniére que les propriétés 1°, 2°, 3° de la fin

de 1'énoncé du lemme 3.24.5.1 soient satisfaites.

Pour finir la démonstration du lemme 3.24.,5.1, il suffit donc de
trouver un difféomorphisme :

\'4
(®4 (®3(E ® E®)) ®3(G & Y(E)) , X) =

I d

=<

(®4(®3(E ? E¥)) 3(p2) + (@(Dz)) , X)

qui soit 1'identité sur X ,
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Or, 1l'existence d'un tel difféomorphisme résulte du fait que
v

G 9 lb(E) collapse sur Py D cp(DZ), par des contractions de Whitehead
¥ 3 D2

qui ne touchent pas 3 X .,

Ce dernier fait, peut se démontrer comme suit : on considére de nouveau

la filtration

I, T

Coél =
o 1 czf} T

qui est intervenue dans les "régles du jeu" (définition 3,24,02),

On a, d'abord, la remarque (importante), suivante, qui sera dfintérét,

aussi, plus tard.

Remarque, (Au cours de la démonstration du lemme 3.24.5.1) : "Dans les conditions

du lemme 3,24.5.1 1les deux faits suivants sont équivalents :

(i) Le fibré singulier £ : T—>E —> ' ne posséde pas des singu=-
larités du type A .
(ii) Aucun des bouts 2z € d' - x n'explose (= n'est pas coupé en

deux), dans l'éclatement de E @ E¥ ; le long de T = E+ .
I

Dans ces conditions si Tm: E ®E* \ T ——> E @ E* est la projec-
1 I
tion naturelle, on a :
m C(1)) =T m(e(1) = T
T + T - s
v

et ((E) est un 2-disque de bord :

!=+ =
S{ Cr(I) + A+ CT (1) +B .

(Donc, dans ce cas le lemme 3.24.5.1 est "trivialement" vrai)." O
La démonstration de (i) == (ii) est une conséquence plus ou moins

immédiate des définitions, tandis que la derniére ligne est une conséquence

(facile) du lemme 3.6,
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Donc, si & n'a pas des fibres du type A , on a méme :

v
¢ @ yE) =p, O o(D,), (et il n'y a plus rien 2 démontrer),
X 2 3D 2
oE 2

si € : T > E > T° posséde des fibres du type A , on considére
i
le Y; avec l'indice le plus grand, tel que N soit du type A . Parmi les bouts

o )
de 5Yi - & il v a au moins un, appelons-le Bi qui éclate dans l'éclate-
) ) o

ment de E @ E¥ le long de T = T, (ceci résulte des "raégles du jeu").

I

Soit [Bi > 0 ] < Y; le segment qui unit B, & p, et i) el

) o ) ) o

le sous-ensemble des points y € T tels que y 2 Bi (par rapport ) w(T,x).)

o
F(io) U [Bic, pi0] est un arbre et :

AT(L ) U (8, > p; D - p; < A .

(¢} (o] (o}

Parmi ces buts, il y a un et un seul qui &éclate (dans l'éclatement de E & E%

I
le long de T). Appelons~-le z, . On passe de
Q
v v
¢ @ w(E)éY=C&(G§w(E)—ElIZ‘ -
= oFE i
OF o

v
-(la partie de Y(E) correspondant & ISPV [Bi > Py M o p, & m(Dz)

o o BDZ

par des contractions de J,H.C, Whitehead., D'une manieére plus précise, désignons

T(io) U [Bio, pio] par fi(io) . On remarque que

rLG) @& TGE) c Ao,

3Ty ( io) -0;
o]

v
La "partie de {(E) correspondant & T(io) U [Bi > Py " est :
o o

(¢((I1(io) 23] Ti(io)) X [0,1])-(pio X [O,l])-(pi X [0,1]) , (ot le premier Py

o o

appartient au premier terme Ti(io) et le second p, au second rl(io))
A1 e}

et on remarque que dans E
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p, N[ G @ (i ) x [o0,1] p, X [031])—(pio x [0,1])]= ¢

(o]

\TIIn

!
i

'—j
N
S

dans E¥* (on n'y touche pas !)

>

ce passage se fait par collapsing

Fig. 3.24.5.1, Elimination de Ii(io)

Bien entendu, "abstraitement" (c'est-2-dire i difféomorphisme pres)
v - —
G ® WE) = E @& E#/ V¥(g) = E @ E
v
= I T
d E
Vu ces isomorphismes :

Yy =c¢t (E - N(io)) & E* 5

CL(Iin(i )
)
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olt N(io} est un petit voisinage régulier de Tliio) CE, dans E . Au nivean

de E , nos contractions de Whitehead sont montrées dans la figure 3.24.5.1,

Maintenant, on peut raisonner avec (Y, CL(T - Ti(io))) comme avec
(E ® E* , T), et ainsi de suite, par induction. Pour montrer qu'on obtient

T

ce qu'on veut, il nous faut, aussi, le lemme suivant :

Lemme 3,24.5.,2. '"Considérons un arbre T , un bout x € 3T et un fibré singulier

de base T :

On suppose qu'on s'est donné une filtration :
PP

x € I‘o c 1“1 c:,.....cl“r=1" s

et qu'on a choisi des o € BYi - €, comme dans la définition 3.24.02,

i-1

(On remarque que 0y est défini indépendamment de la filtration, comme étant
le choix d'un des éléments incomparables (pour la relation w(T,x)), dans

B&k(pi) > P p(Yi).) Je dis que

T C;(I) C T peut 8tre caractérisé comme suit : on consi-

dére dans les éléments de type A de p(T), un élément, Py o maximal pour
o
w(T,x) et on comstruit Tl(io) c T, comme ci-dessus, Ensuite on passe de T

au sousgraphe : TV =T ~ fi(io) + pi . Pour T' on fait la méme opération
o
et 1'on obtient T' < T¢ .

(m)

Aprés un nombre fini de pas, on obtient un arbre T < T tel que,

si 1'on considére le fibré : E | T(m) . p(T(m))

du type A . Alors T(m) =1 C; (n)." o

ne contienne plus d'éléments
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Démonstration du lemme 3.24,5.2, On considére la filtration de T° induite par

celle de T :

T nr cly N c ... © I nr: =17" .

(o]

(otr i1 est entendu que la filtration écrite ci-dessus est redondante) . Ceci nous

t (1) < T . on vérifie sans peine que

permet de définir C;V(I) et m .

m C;e(l) = C;(I) , e.a.d.s, O

s . + .
(Remarque : Tout ceci nous montre, aussi, que C_ dépend seulement du choix des
4

a; > pour les pointe de p (T) qui sont du type A, et de rien d'autre),

v
Le lemme 3,24.5.2 une fois démontré., on sait que G § y(E)
3k
collapse sur Py & @(Dz) sans toucher & X . Le lemme 3.24.5.1 est démontré.
oD
2
Donc, le lemme 3,24.5 est démontré, aussi, O
Lemme 3,24,6, "Considérons les cercles tracés (déf. 3.24.03) sur Ké

zi = C, + c}i(x) .

Ce sont des "cercles" 2-4-2 disjoints qui induisent des cercles différentiables

2-3-2 disjoints

Lo e R) (i=1,....8) .
> 3 (K

Le difféomorphisme J du lemme 3.24.2 (appliqué a Ké , au lieu

de K2) induit un difféomorphisme :

i - - ] o i
(2 CB(Kz) 3 8(p,) g S, . F= f )= Cb(KZ) ; CB(Kz)’ g P
Ce difféomorphisme, transforme les 2~disques mi(Dz) du lemme précédent en
des 2~disques ¢i(D2) c 2 CB(KZ)’ du bord Zi , qui ne touchent toujours

pas a2 F. " 0O,
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Avant de démontrer le lemme 3.24.6, on peut déja montrer comment,

avec tout ce qui précéde, il implique le lemme 3.24

Fin de la démonstration du lemme 3,24,

Les A" ne touchent ni & T. nia I T, (propriété 1° du lemme 3.24.5).

D'autre part :

i .
AT N C, = exactement un point.

Par 1%application du foncteur Cg(o..), les A" induisent des anses négatives,

diindice 2

=

3 (Ké) s

]

qui ont la propriété :

N Ei=¢ si i#3, 3b

i

2

d A

5 N Zi = un point unique

d'intersection transversale, D'autre part, A; n (g I}) = ¢ . Le lemme 0.1
hi

implique alors, lfexistence d'un difféomorphisme :

i i o i
(2 8,(k,) ; {(@; (k) - g (8,)) » bk, - g Ny,

J;1‘3.) > (2 ®3(K2) ; ®3(K§) + (‘i’l(Dz)) + oe. + (YS(DZ))9 J;I‘j) .

(ot Yi(Dz) est 1'anse d'indice 2, correspondant 3 wi(DZ)) .

Les difféomorphismes fournis par les lemmes 3.24.1, 3.24.2, 3.24.5,

3.24.6, impliquent alors, l'existence du difféomorphisme de la fin du lemme 3.24, O

Démonstration du lemme 3.24.6. Pour simplifier les notations, on va supposer

que s =1 (le cas général, se traite exactement de la méme manidre, seulement
avec des notations plus compliquées ; on peut, aussi, traiter les singularités

les unes aprds les autres ...).
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. i 1
Ceci, nous permet de toute fagon, de ne considérer qu'un seul T : I =7

(le C, correspondant - voir figure 3.24.,5 - étant désigné par C ), et

1
; - . . ; o 1
d'écrire, sans ambiguité de notation,; 1la filtration : T Cc T~ ... C:I‘r =T .
. i . . . . = =

Soit KZ un 2-polyeédre singulier qui contient (E | IJ) ® E* (tout 2

, contient E ® E%* ; les inclusions de( E | fi), E* ayant
I

les propriétés du début de 1l'énoncé du lemme 3.24.4). On va considérer une

fait comme K

~

résolution des singularités K; _— K; qui spécifie la branche E I fl

et la courbe tracée sur K; \ Ti = p- .

2

+ A
si Cri(I) + A+ ‘CF (1) +B

Enfin, on se donne un fermé F, = B CZ (Cb (K;)), qui ne touche pas a

i
Ch(ﬁal fa)o (On considére ici une décomposition : CE(K;) = Cb(f l El) @
23] ®3(CL(K; - E-l T5))) . Considérons, maintenant, 1'assertion :

A(i) : '"Dans les conditions ci-dessus, on a un difféomorphisme
(8,(8,(KD) 5 8,(F)) , 5, , F) = (8,8, ;
47372 T3t 27 0 Ri o T 4--327277 2

g _
@B(Kz) s c+cr(1), Fi) .

Ce difféomorphisme, transforme tout 2-disque w(D2)<: d CZ(CB(K;)) , de bord
i . i a4 e
Si , tel que m(Dz) N P2 = Si’ @(Dz) N Fi = ¢ , dans un disque similaire,
de bord C + C;(I) , ne touchant pas Fi" .
On voit facilement que A(Q) est vrai, que A(i) ==y "A(i+1)

(démonstration analogue au lemme 3.24.2), et enfin, que A(r) === le lemme

qu'on veut démontrer, O



- 395 -

4,12, Démonstration du lemme 3,26,

On va utiliser, largement, la démonstration du lemme 3,24, En reprenant
le début de la démorstration du lemme 3,24, on remarque que le lemme 3,.24,1 reste

valable, pour la nouvelle situation.

Pour tous les I‘l(xi € S(Ké)) on va choisir, maintenant, des filtra-
tions et des a? . comme dans la définition 3.24.02, Il est entendu que les

. i N i s
Y, C:iE c r+ - %, (xi € 32), du lemme 3,26, se référent a ces qj 1a,

qu‘on ne va plus changer, au cours de la démonstration.

Lemme 3,26,1, ™Si X, €S les bouts iS.C d ri -X; , Sont exactement ceux

2 3
qui éclatent, dans 1l'éclatement le long de Ti . (définition 3.24.02)". Q
C'est une conséquence immédiate "régles du jeu'" et de la définition

de €.

Avec cette remarque, on reprend, mot-a-mot, tout ce qu'il y a dans
la démonstration du lemme 3.24, jusqu'au lemme 3,24.5, sauf que, si
_i_

x, €5, , =T

L (fi)x o Ti = T" , est défini par :
i

+ v, 000 Y

1.

R _ i
ot t {y,s...0y, 3 = {3 T, - % =Y

Quand on srrive au lemme 3,24.5, on commence par remarquer que :
(2 8;(K,) 5 Vy = 8(K)) , iZl‘i) =
- 1 s
= . ]
(2 8;(k,) 5 8K, \T \ ... \T), izri)
est défini tout & fait comme avant. Quant 2

(2 Cg(Ké / ¥(p) Cb(Ké / ¥(p)) , % Ti) s

onne peut plus (si S, # P), le définir tout simplement, comme dans le lemme 3,24,
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m&is on doit le définmir, d’une maniére plus subtile (en faisant appel au foncteur §)

comme & la fin du lemme 3,26, NEanmoins 1'analogue du lemme 3,24.5 reste vrai :

Lemme 3,26,2, “'Considérons, comme dans le lemme 3.24.5, les s cercles, 2~3-2

disjoints, tracés sur P, = Ké \ Tl \....\TPc?2 CB(K2)

i
S1

-— +, °
= Cry (1) + A, + Cri

(1) + B,
1

ot (L =1,....5). Ils induisent des cercles différentiablement plongés, 2-a-2
disjoints : S} <0 G%(Pz} . Je dis qu'ils existent s disgques différentiablement

plongés, 2-a-2 disjoints :

;o —_— 20
®; ¢ D, 2 Cb(Kz) s

tels que : (i) @, (D) N 8(B)) =, (3D, N3 8(P,) =5 , et (D)
coupe CB(PZ) transversalement.

(ii) (% ri) n mj(nz) =0 .

(iii) Ssi éi(Dz) sont les anses d'indice 2, correspondant aux

wi(Dz)g on a un difféomorphisme :

(2 CB(KZ) B C%(PZ) + (Ql(DZ)) + ee. + (és(Dz)) s Z ri) =

i

= (2 8y(x; / ¥(p)) 5 (K} / ¥(p)) T " . o

1

V
2

Démonstration. Tout a fait comme dans lemme 3.24.5, vu les propriétés de recol-

lement du foncteur 8 , il suffit de regarder ce qui se passe localement, au

voisirage de chaque &(xi) = Ti U Ti . 81 x, € S, on appliquera le lemme

i 1
3.24.5.1, tandis que si X, € 82 on aura besoin du lemme suivant : (qui avec

3.24.5.1, suffit pour démontrer le lemme 3,26.2) :
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Lemme 3.26,2,1, "Soit T wun arbre, x € 3 T,

g* : T Edt T,
i p¥
deux fibrés singuliers duaux, On va utiliser la notation il = r+ s, 1¥T =T .

Soit I ST un petit voisinage tubulaire de X €3 et: Dd=x-x.

On va supposer que Py (I;) # ¢ , On choisira pour T une filtration

et des Gj €3 Yj - €, (comme dans la définition 3.24.02, ou dans le lemme

j=-1
3,26)., Ceci nous définit, comme dans le lemme 3,26, un sous-ensemble

EcCa I‘+ - X , On va considérer un sous-ensemble (bon) : YC &, Y# & .
Le complément de Y (dans BT+ - X) sera désigné par Y* cC d I; -X . 0n

va considérer :

T;» = T & &~J I ) et :

+ yiEY* Yy
T =1. o (\J ).
ziéY i

Ceci nous permet d‘'étendre les fibrés § , g%

g . T~ E > >T,
g% T > E* >T .
1% pH*

On va considérer le 2-polyddre singulier : (E & E*, g, N3), ol Mz(g) est
I
donné par : g(i(t)) = g(i*(t)) (pour chaque t € T - 1I), {x} =s(E & E®) ,
I

et g(E), g(E*) se coupent transversalement. On donne une résolution des
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singularités : T ;: Vq — CB(E» ® E*) qui spécifie I;(E) .
I
Pour chaque g € Y* , on considére E D 1 €1 = Iy , et un petit

2-disque §,, tel que & N &, =0 et :
isqu j qu I ;

6 N E = 33, na33t = 7N .
Soit Aj lfarc Aj =L (d 6j - Eﬁl(l)) . Pour Yy €Y, on va

définir un arc Ak (tout & fait analogue a 1'arc Aj , défini ci-dessus pour

. Y¥*) .
v € Y¥*)

On considére un petit 2-disque §, , tel que :

8 N E = 36 N BE

]
o
~
&

o
~
it
o
§

k

On pose :
= -1
Ak = CL(d Gk -p (yk))

De méme, pour chaque Zj €Y on considére E¥ 31 €1 = Iz et :
- - Al
Bj = p 1(1) C JE¥ | On considére, aussi, un nombre fini de points :

Z1se-eszy € T =1 -9 (T ) - 3(T), et les
fibres (p*)ml(zi) C E*c E*

Sans perte de généralité, on peut supposer que :

(U apten u U aem e u (Gupm ) U (Us) <

2€T, z'€T_

c o CB(E. & E*) , et considérer un voisiange tubulaire, Z. , de cet ensemble,
I
dans 9 CB(E @& E¥), A2 existe, aussi, dans un sens naturel, dans : V3 et
dans 9 CB(E & E* / ¥(g)).
I
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Quant aux A, , ils sont définis tout naturellement dans
]
- =1y = )
(3 8, (8;(E ? E¥)) =8,
e.a.d.s.), et par le m@me procédé qui nous a permis de définir :

V,) (de telle mani2re que Aj N V3 =3 Aj = BAj a) ﬁV3 R

~

(2 8, (&5 / ¥(@) 5 O&; /¥, TT) ,

1

les Aj sont définis dans :

(3 8,(0, (E @ E* / ¥(g))) ; ®3(E ® E¥ / ¥(g)))

I I
On considére la résolution des singularités de E & E¥* : 7 : E®E* —>E @ E*
-~ = = N N N\
(ot @, (E @& E¥) =V_.) et 1'éclatement de E @ E* < 3 8, (6, (E & E%®)),
3 3 473
I I I
le long de F+ :

=7 @ §# E It
p, =E @ \1“+ < 28, (®3(E ? E#*))
I

On considére, aussi, le cercle Si , tracé sur Py *

T = + -
s1 cr(I) + A + Cr (1) + B

(voir le lemme 3.24.5.1).

Sous ces conditions, il existe un 2-disque

cp(Dz) c a®4(®3 (E & E®) = 85
1

avec les propriétés suivantes :

1°) m(DZ) N CB(PZ) =0 (BDZ) n o C@(pz) = (3 D,) =5,
2°) @(Dz) coupe Cg(pz) transversalement,
3°) o@,) N AJ. =0 .

4°) Il existe un difféomorphisme :
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. P T . . A N TR
H (®4<®3(E? B 5 8ypy) @ 2 () 5 By + (Ua )+ (U™ ED) -
i

xjeal“+-x
(®4(®3(-E-I ® E* / v(g))) ®3(E & E* / v(g)) ; _Az + (Ua) + (U(p*)_l(zf)))
I 1 ] *

tel que : HlE?_ + (UAj) + (U(p*)-l(zi)) = identité, " O

Démonstration du lemme 3.2.6.2.1.

On va considérer le 2-polyédre plongé dans B®4(®3(E ® E*)) , obtenu

A I
en éclatant 1"+ CE @E*C 5®4(®3(E ® E*)), et qui sera désigné par :
I I
E E#*
G < 28,8, & E%) .
1
— A —
(il s'agit ici de 1°éclatement standard de la déf. 3.24.02). Donc E & E* \ I‘+ s
I

s'obtient & partir de Gl en faisant éclater tous les Iy , YEE-YCDQ 1"+- X .

On remarque que toutes ces opérations ne touchent pas a :
X =, + (Uap + (U e07ED).
i i

En appliquant le lemme 3.6, on peut démontrer sans peine que 1‘on peut

obtenir : (®&(®3(E & E*/¥(g))) ; ®3(E © E* / ¥(g)), X) a partir de :
I I

L@, ( ®3(E ® EX))= ®4(®3(E ®E* / ¥(g)))) ; Gy, X], par le procédé suivant :
I L

On commence par considérer des "petits" voisianges tubulaires des z; €EYCad .I_‘_’_ :
: ™ -
fi (0,2]——> [SF fi(O) z,

Soient :

_ -— tt —
£, [0,2) c E ® E*¥ , T =T - \J f.[o,1),
L + <+ 1

Y I v, €Y

=T, - LEJ
1L

Y.
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et

G, = d CZ( CB(E ® E*)) 1le 2-poly2dre obtenu par 1'éclatement
I ~ —
standard (définition 3.24.02) de Ii C E @ E¥% , On a un diagramme commutatif
I
de projections d'espace-quotient :
. s n -
E © ENI > ¢————>E & E¥ >E @ E¥* |,
L 1L I
\ Z,
v
GZ
Considérons : nml " Ddm _1T' ! ﬂnl Y' od Y' = \*J {£.(2)} c »T!
2 T+ 2 T+ 2 v Y i + 7
i

A partir du lemme 3.6, on peut déduire facilement qu'il existe un plongement :

prmi T x[0,1]——> 308 E © ) =5

I 3

tel que : (comparer avec le lemme 3,24.5.1)
o -1 H =
1°) q;(rrz L, x (0,1H)ynNn x=¢.
2°) YT x[0,1D N 6, = ¢QRULIT x [0,11)- ml v x (0,1))
2 + ’ 2 2 T4+ 9 2 ’ °
a3 -1 = o
37 y(m,m T} x0) = I_c6,, et:

-1

9 C .

-1 " -1 1 -1 ] = i
\y[(nz I x 1) U (3 mo T -, YY) X (0,1] = TLum

En plus on a des compatibilités analogues a celles du point 3°) de la démons-

tration du lemme 3.24.5.1. (Par exemple, le diagramme suivant est commutatif :

ﬂ;lI:_ X 0 Y > I;

ﬂz ~ identification naturelle
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(od 11 est entendu que q : T® =T est le difféomorphisme "canonique, défini
univoquement', a isotopie préS))a \y(ﬂ;l I:;_ X [0)13) coupe E* c G2 transversalement

et prolonge ﬂgllg <G, d’une maniére "lisse",

4°) On a un difféomorphisme, qui est 1'identité sur X :

(8,(8,(E ?E* /¥ 5 8 (E ?E* /¥(g))y X) = (B,(8(E ?E*)) ;

0,(6, ® ¥ (m'T, x [0,1]) — (£, [0,1Dwrr. = (£,[0,11), 0

P

-

. 2— 1)( ') ! 1X< )
;5\‘ ()»l o 1. Y ()ol
(Ou {y]jvﬂvj V&‘ !l?j

Le lecteur pourra déduire tout ga, a partir du lemme 3.6.

Dfautre part, c'est clair que le second membre de 1°égalité ci-dessus,
s'identifie a :
= = -1
35 5 4 1 - - - =
(g, (& (E ? E¥)) 5 806, &y (M, T x (o, 11N (n (@,)) - ... (né(nz))s X)

, = =k . ~1
= (g, (CB (E ? E¥)) OB(G1 & (ﬁz T, x [o,1» x) .

Ici, on identifie G1 avec vne partie de G2 (en enlevant des voisinages tubu-
laires des fi [0,17 , au lieu dféclater les fi [0,1]), et ni(Dz) sont les
anses d’'indice 2 , négatives, correspondant aux mémes fi [0,1] . A partir

de 13, la démonstration du lemme 3.26.2.1 (donc du lemme 3.26.2) finit, de la
méme maniére que celle du lemme 3,.24.5.1. Le lecteur pourra rapprocher la cons-
truction précédente, ot on fait de la chirurgie positive autour de certains bouts

de I; et de la chirurgie négative, autour des autres, avec le corollaire suivant

de 1a démonstration du lemme 3.24.5 :
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Corollaire de la démonstration du lemme 3.24.5. ™ Considérons la situation du

lemme 3.24,5.1 et soit e € 3T - x 1'ensemble des bouts de 3 T - x qui

éclatent dans E @ E# \T.
I

Soient yl°°'°’yp les points de e et Iy, geees 1 les intervalles
qui leur correspondent, dans T > T . Considérons l’ézlatement standard de
E E# : G C 2 CZ(CB(E‘ ?’ E¥)) et le "cercle différentiable" tracé sur G :
Si C;(I) + A + Ci(l) + B . Il existe une anse d'indice 2 ajoutée 3 G le

b >
[[] ®

T . . = 3% n 3 p r =
long de 8] : @ : D, ~—>3 ®4(C5(E ? E*#)) (dornant lieu & une anse Q(Dz)
= @(D2 X I)) ajoutée 2 CB(G)), et des difféomorphismes :

(®4(®3(E @ E*)) ; ®3 (G-(1L )Y - ... -(1L N+ (@(Dz)) s

I \\\‘_—_———7 "1 yP _“‘—‘__,//

RS
<®3<c) - (M. - (%(DZ)) + 8(0,))

b, + (UAj) + () (p*)-l(zi))) —_— > (®4(®3(E ® %) ; 0,(E o E¥\D)+8(D,) ;
- H I 1
1

b, + (UA,) + (U (p*)“l(z.m —  (0,(0,(E ® E*)) ; 0 (E ® E*/¥(g)) ;
i f i u 4730 3

b, + WAD + (YemTEpn Lo

Enfin, l'analogue du lemme 3.24.6 reste vrai (mot-a-mot), et la

démonstration du lemme 3.26, finit tout-a~fait comme celle du lemme 3.24. O

4.13) Démonstration du lemme 3.27.

Lemme 3.27.1, "Soit (L2, h, M3) un 2-polyédre singulier, tel que s(Lz) =0,

et T.,...,I, —= 3L, des plongements différentiables 2-3-2 disjoints,

Considérons

L. & Tl x [0,1] @ ... @T‘L x [0,1] ,
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(ott T, === T. X0} , et définissons, comme 2 la fin du lemme 3.26, le triple :

(2 @_3 (Lz) . ®3(L2), 1“1x1+q.,+1‘&x1)

Considérons, aussi, des plongements 2-2-2 disjoints ¢ T} X l;O,-l]C—-—'?L2 N

telg qize va x 0 Eifz , €t 1'involution canounique

I 2 @s(}_z) ———, ) ®3(Lz)

On a un difféomorphizme de triples

H T I . 3 y {
(2 60,@@,), B(L) ., I x1+....+4 Ty, x 13 (2 8,(1) , 6,(L,) ,
3@ x G+ o+ 3T, x (1),

qui applique Ti X 1 sur J(T} x (-1)). " D

Démonstration du lemme 2.27.1. On commence par remarquer que L'involution

canonique "peut &tre reconstitude, par un passage du local au global", de

la maniére suivante :

Soient M; N M2 deux variétés C de dimension 3 , compactes 2

3
bord # ¢ , V2 une variété de dimension 2 compacte a bord et :
¥y !
—_—— Q M3
v
2
—— o
¥
. . P . 1 2
deux plongements C . On considére M3 = M3 @ M3
\
2
On peut reconstituer 1'involution canonique J(M3) : 2 M3 —_— 2 M3

4 partir des involutions canoniques J(M;) s 2 M; _— 2 M; , comme suit
Dans 2 Mi on peut faire éclater V, = §.(V,) € d Mi c Mi c 2 Mi (ot M
3 _— 2 i*'2 3 3 3 3
est le premier des deux termes 2 M M;(4§%)M§ ), en considérant le passage
oM

3

i=
3



au quotient ¢

Il existe un relévement unique de J(M;) € Diff(2 M;) en une involution :

- i . i i
J (M3) € Diff (M3 @; - M3 )
5] M3~V2
On a : B(M; & M;) = 2 v, s et 3(M§) l 2 V2 = 1'involution canonique
M, -V
3 2
J(Vz) . On peut vérifier que :
2M3 = (Ml @ M‘,lj)) ® (Mg @ Mé) , et
Catoy N 2V, Cavd-y® Y
3 2 3 2
. =1 -, 2
u(M3) = 7 (M3) ® J (M3)
J(VZ)

Soient maintenant L;(: Lz dez"voisinages réguliers" 2-a-2 disjoints de
Iy x 0,17, Vu 1a maniére dont J = J (CB(LZ)) peut &tre reconstituée (par
passage du local au global), le lemme 3.27.1 est démontré si 1l'on peut prouver,

pour chaque i , l'existence d'un difféomorphisme :

V i iy = i i
(2 ®3 (Lz) , (E)B(Lz)s T, x1) ——-————1> (2 ®3(12), @B(Lz) ,
1d(2@5(L2))
i -
J(C%(Lz)) (fi x (-1))) .

(On dispose ici d'une petite marge de liberté, vu que J(CB(L;)) n'est défini

que modulo une isotopie qui laisse fixe BCB(L;))
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L'existence d‘un tel difféomorphisme est un lemme local qui résulte
tout de suite & partir des définitions (en particulier du foncteur 8). ©O

On considére maintenaunt le diagramme :

K! u > K
2
N N 2
k. 3
T
et, dans Ké les intervalles fermés disjoints : p+(f‘,xi) < Ké (xi € s(Ké)) s

respectivement les intervalles fermés disjoints : [xi,yi] c p*(w, xi)': Ké

Les p*(f‘,xi) (respectivement, les [Xi’ yi]) , donnent naissance 3 des anses

négatives d'indice 2 : &.(M) de V e 2 @
* 3 g(m) 3

peut considérer, aussi, les anses d'indice 2 , positives, ajoutées i

(Kz) =3 CZ( CB(Ké)) . On

B(mv, < 2 8,(K,)) , e, , de bord T "(x,) + p (f', x,)
Dans V3 s p;(fg,xi) va donner naissance 2 un 2-disque Xi , tel que
o Novy=xN €;s e.a.d.s.

On peut définir les F. au niveau de 2 ®3(K2)

Fidoon,
1

(s, X NE——2 8y(k,)

de telle fagon qu'ils touchent V3(BV3) de la méme manidre que les F, du

lemme 3.27 touchent 2a Ké M Kﬁ) .

Le lecteur remarquera sans peine que, si 1l'on se refére au lemme 3.23,

on a un difféomorphisme :
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P = 5
(2 T3 , Tp,k) = (2 Cg(KZ) ,  8{m V3) s

et que, en plus, les 6i s ei s ni s Xi 5 Fi qu'on vient de définir, ont toutes

les propriétés du lemme 3.23, avec, en plus : C- f 6j =ct N TE =0 , ol

¢t = Fi(S1 X 0), (Modulo cette derniére remarque : ¢ -1, ¢ -2 «&=» VI, VII, VIII,

e,a.d,s.).

Remarquons, enfin que :

(2 Ch(Kz), CB(Kz)) = (2 CB(KZ) ,  8(m Vy - (61) - .- (ék)) =
= (2 CB(KZ) » 8(m) (V) + (g, (el)) +o0 +(3(e)) = (p# (S1 X 8,)

p # (5, X D))

D'une maniére plus exacte, on a des collapsings :
¢y (8(m vV, + (@2(61)) + .00 Ny (e(m Vg - (61) - . \®3(K2) ,

(a2 1'intérieur de 2 Cg(Kz)), qui ne touchent ni aux Fi(S1 X 0) ni aux

T} . On peut considérer lfinvolution canonique :
J =73 (0;(Ky)) =7 (8(m Vy + &,()) + ... 2 0,(K) —=> 2 0,(K,) .

Le lemme suivant est une conséquence facile du lemme 3.27.1 :

Lemme 3.27.2. "On a un difféomorphisme :
(2 CB(Kz) s, 8 (m V3 - (61) - .. - (6k) , Image F1+ ... + Image Fq + Ti x (=1) +
T x(- (T T a > (2 6,(K
.+ qux( 1) + (rqlil D+ ... + (Tﬁ x 1)) ‘ > ( Cg( 2) s
id(ZCg(Kz))

8(m V3 - (éf— coo = (6k), Image F, + ... + Image Fq + fi x (1) + .

vee + I& X (-1) + J(Té 4 X (-1)) + ... + J(TZ x (-1)." o

1 1
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=i =i
Avec (2 CE(KZ) , 0(m V3), F.» 6i N ¥ I = T X (~1), on est exactement
dans les conditions du lemme 3.23, qui nous fournit des G, : p'(Sl X 1) 2 C@(Kz) s
i
G,(S, x0) =T, , tels que :
171 i

w-1) les Gi satisfont a toutes les propriétés des Fi

®w-2) On a un diffféomorphisme (analogue a celui du lemme 3.27.2):

(2 ®3(K2), ®3(K2) s Ty +oee 1“q + 1“1 x(=1) + ... + I‘q1 x(-1) + (l“ql+1 X 1) +
.. F (TE x 1)) = {2 ®3(K2), vV, - (61) - . - (ék) , 1“1 + aan +1“q+1“1 X (-1) + .
= - b= Y = ' t o
.+rq1 x(1)+Jrql+1+..,. +JI‘q). (2 ®, (K2 [ ¥CEY)), ovvinll).
w-3) On a un difféomorphisme (fourni par le lemme 3.23) :
(2 ®3 (Kz)’ Vg - (61) - . - (ék), T, + ... +1‘q+1‘1 x (-1) ... +1“E1 x(-1) +
+J F;1+1 + . +J FE) =

= (2 ®3(K2), Vy (nl) - e —(nk), I Tq+1“1x(-1)+...

o+ XD +T T 4+ IT)
q q,+1 q
1 1
Pour finir la démonstration, on a donc encore besoin du lemme suivant :
Lemme 3.27.3. "On a un difféomorphisme

(2 3(1(2) y Vg - (nl) - .. - (nk) s I‘1 + ... +1‘q +r1 x (-1) + ... +1“E X (-1) +

1
+ JI‘;1-1+1+.,,+JI‘E) = (2 ®3(Ké/‘i’(cp)) ) ®3(Ké/‘i’(cp)), I‘1+..,+1“q+
+ rlx<'l)+”’+rﬁ-1)((_1)+ (TEH x1) + ... + (TEXU' o

1

Démonstration du lemme 3.27.3. (Ici on & compl2tement oublié les Fi ;5 mais on

utilise l'existence des Gi)' On va utiliser maintenant le lemme 3.23.2 (démonstra-

tion du lemme 3.23).
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Ce lemme nous donne un difféomorphisme :

(2 CB(KZ) s Uy - (rh) - .. (ﬂk), I Ih + Ii X (1) + ... + FE X (-1)

1

+ J T~ o+ J TZ)

N N
q1+1 (2 CB(KZ)’ vy + (éz(el)) + ...+ (Qz(ek)) ,

Ii + ...+ Iﬁ + I& X (-1) + ... + PE x (-1) + Iy F; et Iy FZ) , ot

1 1

JN est 1'involution canconique

N

1)) + ... ) =

N
2 Cé (Kz) = 2 (v3 + (@2 (e

1 N +...)—m——> 2 (v3 + (@2 (e

In

= 2 83(k,)

~

Il est a remarquer ici que l'on a un collapsing :
(Vo +@8, (€ Y9 4+ .+ (U Image 6,)) ~y (Vs + (&8, (v, + (8,C D) + ...)
3 2 ¥ e N ge by 3 2 23 2° Y1 el
ce qui fait que les T

12 e Ia sont définis "tout be8tement" et pas de la maniére

"magique" de la fin du lemme 3.26.

D'aprés le lemme 3,27.1

N N =
(2 C@(KZ) s Vg + (@2 (e 1 M)+ ...+ (Qz(ek)) s Ii + ... rq + Iéx(~1) + ...+
- — Lt - . N
+ Ihl X (-1) + IN r§1+1 + oo+ Iy IE) = (2 .3 (Kz) > Vg + (éz(el)) + ...+

N - — —_ —
- L w(- = e - x 1)).
+ (Qz (ek)) R Tﬁ + ri Xx (-1) + ... + Té x(-1) + (Iﬁlxl) + +—(I§ x 1)

(Ici :

T+ ...+ I& cv

N
1 + (éz (el)) + ... +UImage G, >

3

et (T} X 1) N Image Gj =$.).

Considérons maintenant 1'ensemble :
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{yi} = &_{ TB N C4 (Image Gj - V3)

Soient Bl’ B2 so.. les composantes connexes de Uce (Image Gj - V3). Chaque

J
B, est de la forme 5, X I (ou T xI/{0xTI+1x1I}) obt il est entendu que

$, x0 (resp. I x 0) est la partie de /B, qui est dans LJI} et S

(resp. I x 1) est Bi n V3 . On va désigner Bi N V3 par Ai

1 % 1

Pour chaque Y il existe un Aj(i) unique tel que : i € int Aj(i)

Soit fi 0 : AiCL%> 3 V3 c V3 1'inclusion naturelle . On va considérer
3

des isotopies :

£, Aic——é v, + (&, (elf)) + .

3
telles que : a) £, = £,
b) fi’tlaAi-—-fi’OlaAi.
¢) Pour chaque t fixé : £, (A)YNE, (A) =206 .
S A | Jst )

a £ @A) N TyxCD=6 (G=g)

On a : (V3 + (QZ(BT)) + ... ) U (&% Image Gi) = [V3 + (Qz (e?)) +...] 8 (kJ Bj)'
] {fi 0} ]

On peut définir aussi :

. N
(ct) .(v3 + (@2 (el)) +...) & ( \JBj) s

et définir, & partir de 1la, par le procédé de la fin du lemme 3.26, le triple :

N —
(2 ®3(K2), (V3+(§2 (el))+...) s 1“1+...+1“q+1“1x(—1)+...+

+ TE x (-1) + (1“-5+1x1) + ...+ (I‘E X 1))f’t

1 1
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On a mis un indice ¢t , parce que, & priori, cette définition dépend du moment t .

Pour t = O c'est clairement la m2me définition qu'avant., D'autre part, elle ne

dépend, en fait, pas de t (a difféomorphisme pr2s). La démonstration est facile et

laissée au lecteur, qui utilisera, de nouveau, le foncteur 8 .

Considérons, alors, dans T& un arc ai qui unit Y €9 T& a

uh N ae? et le 2-disque X? C:V3 (voir le lemme 3,23.2) qui a la propriété que :
N N N
o= I, +(x. N v2e) .

\ "")/?3//‘// /////
‘ ~< /1

~

Figure 3.27.1.

Soient mi et n, deux points de Aj(i) tels que vi € int [mi,ni].

Considérons une courbe 8 I —> V3 + (§2(€¥)) + ... telle que gi(O) =m,
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g (D =n, g (D =[m,nd+a +3 e Ux) G :atef U =1y +1) .

Par une isotopie (dans vy + (§2(€§)) + ...), on peut remplacer
[mi,ni]CL—%> Aj(i)(~——%> 3V, par g . (Voir la figure 3.27.1). On peut

s'arranger de telle fagon que le collapsing naturel :

N
Vs + (§2(€1)) e, - (Th) - .. (nk)
ne touche pas & gi(I). On déduit de tout ca qu'il y a un difféomorphisme :
N N =
(2 0(K)), vy + (3, Ce)) +...48, (), T, +...+ T+ Ty % (-1) + ... +
+ (T31+1 Xx 1) + ... + (I‘-CI X 1)) = (2 ®3(K2), Vg - (nl) - e - (nk), I‘l + .a. +I‘q +

+ T, X (-1) + ... + r;l-lx (-1) + (I‘E1+1

X 1) + ...+ (= x1))
q {e;}
Les (o, xi) donnent naissance a des disques de dimension 2, 2-3-2 disjoints
= " :
pic;-“ﬁ> Vy » tels que 3, DI, 5 1y n Th @, My N Ij = ¢ ., Considérons

12 . _ - - . ]
1'isotopie (dans Vs (Tﬁ) cos (nk)), qui remplace g, par un g! , od

gi(I) = gi(I) -1, +3m .
On a, alors, un difféomorphisme :

Q%mfﬂ%—mg—HHJWLQ+,”+%+ﬁxbﬂ+.“+%xbn+
1

x1)+ ... + (FZ X 1))){gi} = (2 CE(KZ) s Vg - (nl) - e - (Tk) s

ok Ty x Do+ +I‘E1 x(-1) + ...+ (1‘5 x 1)) {g;} °

Enfin, & partir du lemme 3,6, le lecteur déduira sans aucune difficulté, que :
(2 8 (k) , Vs -(nl) - e - (nk) s Ty + .. +I‘q+1“1 X (<1) + ... +

1“5 x (-1) + (1‘5

T~ = (2 8_(x! '
. X 1) + ... + (1‘q x 1)) el 3Ky /7 ¥(p)) 5 By (K, /¥(p)),

1

¥ ...+ + T 1) F ... + =
T l“q rlx( ) I‘q

1 x(—1)+(I‘E+1x1)+...+(I‘Ex1)).

1

1
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Ceci démoatre le point d) de notre lemme. Le point e) résulte du point e)

du lemme 3.23 : Mi () N ME (f') est exactement U(TB N Xi)' D'autre part
e - 6-2 (lemme 3,23) est déja satisfait, vu les hypotheses faites,avant,dans
1'énoncé du lemme. Enfin, le point d') se prouve exactement comme d), vu que
les constructions faites, ne touchent jamais a Ei . Pour &tre plus explicite,
on considére dans Ké les fermé disjoints él = %J(Th1+i x(-1) U (Ei x [0,1]) et :

&, = J 1_“J.x(-1)
j£4q

1

. s ; 2
Ces fermés sont disjoints des Image Fi(Gi), M (), Mz(f') .
Maintenant, en revenant au iemme 3,23, la conclusion reste vraie si

kJ Tu s k,} Tu sont remplacées, respectivement, par deux fermés ¢ ¢

. . 1° %2 °
12qf1 1Sq1

disjoints, ne touchant pas aux &, €, M, X et tels que :
Jgn (Image Fi) = J§ Ne-= 1)

A partir de ces remarques, le point d') découle sans aucune difficulté.

4.14, Démonstration du lemme 3.28.

La démonstration se fait par application successives des lemmes
3.19 - 3,19.1. On peut aussi bien supposer que 8 =8 8 < é , comme dans

le lemme 3,19 (on suppose donc qu'il s'agit d'un seul glissement). Soient

Fi(slxo) C My -int C , i=1,..., p-q et

Fi(Sl)(O) c C , i=p-q+l,... p.

On peut définir
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(2 ®3 ((L2 / ¥(g)) N (M3 - int C)) ; 6, ((L2 / ¥(g)) N (M3 - int C)) ,

P9

by I}) comme 2 la fin du lemme 3,26, On remarque que 6(g,C) < BCB ((Lz/Y(g)) N
i=1
n (M3 - int C)) et que : 2 (C)B((L2 / ¥(g)) N (M3 - int C)) rel 8(g,C)) =

=2 OB((L2 [ ¥(g)) N (M3 -~ int C)) - (un petit voisinage tubulaire de &(g,C)).

p-q
T+ ¢, peut jouer le & , du lemme 3.19.1 , et (2 C):,’(L2 / ¥(g)) ;
=1

i
CB ( L2 / ¥(g)), % Ti) s'obtient en recollant les parties correspondantes 2
M, - int C et C (on utilise ici les propriétés de recollement du foncteur 8) .

Avec toutes ces précisions le lemme 3.28 résulte tout de suite des lemme 3.19 -

3.19.1. @



- 415 -

CHAPITRE V : DEMONSTRATION DU THEOREME A.

On va utiliser le chapiter I et le paragraphe 3.1 du chapitre III.

En se référant aux notations de l'énoncé du théoréme A , on peut supposer

sans perdre la généralité, qu'il existe un r S p tel que :

. . . -1
a) Si 1 s r , chaque composante connexe de Foi1 (FZi—l(FZi-l(Sl X I)N
N FZi(Sl X I)) est un arc ayant un bout sur Sl X 0 = Szi_l et 1'autre dans

int (S1 x I

. ; . -1 ¢
b) Si p21>r , les deux composantes connexes de F2i~1(F2i-1‘Sl XxI)nN
N FZi(Sl X I)) sont deux arcs dont 1'un a les extrémités sur S1 X 0 et S1 x 1,
tandis que l'autre a une extrémité sur Sl X 0, l'autre dans int(S1 X I).
(figures 5-a et 5-b)
Foi 18, XD F,,(8; x D
Fo;_1(8,%0) F,; (8, x 0)

L e

Image F,, N Image Foi1

i-

Fig, 5 - a. Le cas 1 =r
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2i-1""1 21771

Foi 108, XD 218 * D)

Llecas pzi>r

Figure 5 - b.

Pour chaque j € (1,...,2p) - (1,3,...,2r-1) = £ , on considére un plongement c”

aj 2 I ——— Fj(s1 x I)

tel que agl (aFj(S1 x 1)) = {0,1}, transversal sur FJ.(S1 X I), tel que

(si k=71+l,,.,.,p)

a ( n sz(s1 x1) = ¢ et

2k-1

a,, (1) N F

2k x1) = 9¢

2k-1(sl
Le lemme suivant est trés facile :
Lemme 5,1. "Soit

b, : 1-———->Fj(slx1) (j €D

une autre famille de plongements, ayant les mé@mes propriétés que a, .
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On a un difféomorphisme :

2p+q
( T§p+q , U F.(s) x1) + U aj(I)) — —,
i=1 jecx ~
2p+q
( T2§+q .U F (5, x 1) + \\_,) b (D" . @
i= j ez

Considérons maintenant :

1 1 2p+q 2p+q
(sl X D2) Foeeriiiionean. # (sl x D77, )

tel que 9 1t = 0" - 1% avec

et, pour chaque D , un rayon Ilc;-*——4> D:

2 2
i i i i i
1"=31"N3p, = I"Nap, .
Lemme 5,2, " Soit
, 3 I ——=>F. (5, X 1) (j €D
% i°1 J

une famille de plongements comme ci-dessus,

On a un difféomorphisme :

2pHq
(TQP;q , U Fi(s1 x 1) + U aj(I))—-T>

i=1 j ez

2p+q
1 1 2p+q 2p+q i i i i
((s1 X 02) #Foovennon. # (s1 x D, ), ( \_) S, X0 ) U<\Z?£: X" x17)),
i=1 J
1 i "

Démonstration. D'aprés le lemme 5.1, il n'est pas nécessaire de travailler avec

aj (il suffit de prendre un autre systéme, bj , analogue, bien choisi pour ce

qu‘on veut faire).
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Dans (S1 XDJ) # ...... # (SzP+q X D2p+q) considérons les

1 2 1 2
2-disques A; 3000 A§p+q_1 qui séparent les différents facteurs Si X D; .

Yu 1'hypothése 3° - 4, du théoréme A , il existent des 2-disques

A;c;—————%> T§P+q , tels qu'on ait un difféomorphisme :

2p+q 2p+q-1
5 )
(T p;-q ;U Fj(sl x 1) U A% ) —g—>
j=1 j=1
2p+q 2p+q-1
1 1 2 2 j ] j
(5 xpy # ..o # Pk o U 8] x oo J &)
j=1 j=1

Considérons :

2p+q -1, i i
T 3 S5 H (s1 x D, ) D . (S1 X 1)

-1, 1 i
F(8, x1) < 38 7(s5) xI7) .
Sans perte de généralité, on peut supposer que Fi(S1 X I) coupe H-l(Sl X Il)

1

transversalement, et que : Fi(sl xI) N Hml(Si x I') contient un arc qui
unit Fi(S1 X 0) avec Fi(sl X 1) . (Pour cela, il faut, peut~@tre, faire

subir 2 HW1(Si x I°) une "torsion" de 360°)

A partir de 13, la démonstration suit sans difficulté, O

Apres une éventuelle reparamétrisation de §; x I (Fi) on peut

supposer que, pour chaque 1 1ils existent des points xi, " € 8

i 1 tels que

H "
F, (Image F. N \_J Image Fj) o {xi U xi} X I
3
1

x3 s xg € int Jj . De méme, pour chaque j € {2r+l,...,2p}, on va supposer

Pour chaque j € {2,4,,..,2r}, considérons un arc Jj c s, , tel que



que la notation a été choisie de telle fagon, que :

x3 X T CZFEI (Image Fj N L_j Image Fi) .
i#]

(Donc :

¥ x1I DO {le (Image F, N ij F. (s, x )]
J k| j it"1
i#j

On va choisir un petit arc J. < S1 tel que

o

J. 3! , x" ¢ 7, (j € {2r + 1,...,2p} ) .
] ] | J

Le lemme 5.2 , implique le :

Lemme 5.3, "Soit Kj C:Si un arc¢ quelconque, On a un difféomorphisme :
2p+q
2p+q | : j N
(1 ; U Fo(s; x 1)+ U FJ.(JJ. X 1)) — >
i=1 jex
1 1 2p+q 2p+q .
(8] XDy ) # .ovcven. # (S1 X D )
2p+q
\J (8] x 0% + U (KjXIJ)) . o
i=1 jex

En utilisant les notations du théoréme A , considérons des 2-disques différentia-

blement plongés :

ot C 5 x - ine TPPH

2 3 3
tel que : a) 3 6; = Si , b) si:i £p , 6;1-1 n 6§i = un arc (d'inter-
. 2i-1 2i . ' )
section transversale), de bord § n s , ¢) il n'y a pas d'autre

1 1

intersection 6% n 6; G AR
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Coasidévrons un plongement

tel que $i(D;) = 6; U F, (8, xI).

On considére 1°espace singulier :

k = r0¥d ®© D ®..8 p?PH ¢
3 2 2
J— - f‘m
Fl(s1 x1) ! F2p+q(slx1)
"1fimmersion”
= (3 a BN q N
$ (idertité) @ ¢l o ... q2p+q i K /—/—m X3 .

Dfaprés 3°-4 ,K est collapsible, mais, malheureusement, M3(§) #0 .

Considérons un espace-quotient de K , K' , défini de la maniére

suivante :
Pour chaque x € Jj XI (j €%, onconsidére le point unique
i 2p+q ] - f 2 R ~ ]
x' €T 3 © X, , tel que Fj(x) = x' . On identifie chagque x avec =z' ,

Ceci nous donne un espace quotient K' et un diagramme commutatif

QF

A7

KV

D'aprés le lemme 5.3, K' est collapsible. D'autre part, la construction

est telle que M3(§’) =¢ .

En appliquant les lemmes 3.4.1 et 1.9 on trouve que
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®3(K'/§') = un 3-disque & trous, (ob ®3(K'/§') est un voisinage

régulier € de K'/@'C——>x3).

Remarque. Pour pouvoir appliquer les lemmes 3.4,1, 1.9, il faut montrer qu'il

existe une variété singuligre collapsible Y et une immersion générique :

3
g : Y, —>X; telle que : M3(g) =¢ et Y3/‘f(g) = ®3(K'/§>') . Ceci est

un exercice facile laissé au lecteur. On remarque enfin que ®3(K'/é') et

X3 sont 4#-€équivalents, Ceci implique, alors, le théoréme A . O
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