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INTRODUCTION,

Ce second volume (Second semestre) est une suite du premier. On y expose,
essentiellement, la théorie de la stabilité ¢ (la "théorie de Mather"), Dans
cette théorie on est constamment amené é’résoudre des équations fonctionnelles
(genre fonctions implicites,,eoa.d.s) dans des espaces d'applications ’d? °
Maintenant,si on a un tel espace (disons, par exemple l'espace f”(g) des sections
¢” d'uvn fibré vectoriel, £ ,de base X = variété 'dm) on peut le munir d'une
structure 4'E.V.T., mais de cette manidre on "oublie®" son origine géométrique,
d'espace de fonctions sur quelque chose, Le point de vue de Thom, Malgrange,
Mather,o.;, (qui a eu le succeés qu'on sait, dans ce genre de problémes) est de con?
sidérer systématiquement les espaces fonctionnels comme des modules sur les annesux
de fonctions appropriées (I' (¢) comme € (X)~module,...). Alors‘ on ?eut appli-
guer des raisomnements d'algebre commutaiive, etigréce au théoreme de préparation

OO
C , c¢ca marche,

Brfin, on a introduit un premier chapitre, (qui est indépendant du reste}

gul expose un article d'Atiyvah sur la division des distributions,
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CHAPITRE T,

LA DIVISION DES DISTRIBUTIONS A PARTIR DE LA RESOLUTION DES SINGULARITES

DE HIRONAKA.

1) Distributions sur les variétés (rappels),

Pour les besoins de la cause 1l sera utile de développer la théorie dans le

cas pas nécessairement orientable,

On va considérer des fibrés vectoriels (complexes)de classe én :
(s (o]
E-X , F-X, e.a.d,s, T (E) = l'espace des sections C de E .

ib QE)(: ﬁm(E) sera l'espace des sections & support compact,

o0

Une application D : T (E) - fm(F) est appelée un opérateur différentiel

linéaire si
a) D est C-linéaire,
b) Si s € T(E) :

supp(Ds) C supp 8 .

Je rappelle le

THEOREME DE PEETRE : La condition hécessaire et suffisante pour qu'une
application D I‘m(E)-z--9 f”(F) soit un 0.D.L. est que : Va € X, 3 un
voisinage de coordonnées U : a € UcX au-dessus duquel les fibrés soient

triviaux, t.q. sur U, D ait la forme :



 a (x) D%
oL
[além
(on aa(x) = matrice & dim E x dim F éléments , a € o o = (a1’°"’ae) ,
| o]
e=din B , % = 0 , e.a.d.s.) . Une partie P C Qj(E) est
%4 %o
0K,  oee00X
1
dite bornée si
a) HK < X compact teQo

s € P == supps XK.,

b) 8i D: I’OO(E) > ]_“m(X %« R) = les fonctions ¢ sur X , est un opérateur

diff, lindaire alors DPe»T (X x R) - est bornde (dans la norme

sos |lg) o st
a €$ ) bon dit que a o si 3 um? sulte numérique m = ted.
{mnan} c g(E) soit une partie bornée,

Par définition J ‘(E) = 1l'espace des applications  C-linéaires, continues

Q)(E) -0 , (continuité veut dire que, si o € $'(E) , a -0 (an € @(E))

alors : oc(an) -> O)o

Soit dim X = p et ,e-_:'e\(x)-:le fibré vectoriel de dimension 1 des orienta-
tions sur X défini & partir du fibré principal associé au fibré tangent de X

par la représentation linéaire de dim 1 :
GL(p,R) @ @ —3 signe det o o

Soit A (X) le fibré vectoriel des tenseurs antysymétriques covariants de dim i,



I -3-

(ctest-a~dire que I‘oo(Ai(X)) = les formes extérieures d'ordre. i sur X).

En particulier on a un fibré de dimension 1 @ w(X) = AP(X) ® 6. Si
s € @ (w(X)) , la formule du changement des variables dans les intégrales multiples

permet de donner un sens canonique & 1'expression fs . On définit donc 3
, X
f € $ ! ((&)) °
X

D'une manidre plus générale, si ¢ est une fonction localement intégrable sur X

¢ définit un élément de D (w) par :
< (P,S > zj CPS ¢
X
23 (m) = les formes “impaires",

DEFINITION : Une distribution sur X est un élément

s € &5"(AP(X) ® o(x)) =f>b "{w) o Une distribution tordue est un élément 3

c € éZ)‘(AP(X)) o

Remarques 1) si X est orientable, le choix d'uné orientation globale permet
d'identifier o) (AP @0) et J(AP) [En effet : si o est une orientation
globale de X (l’/x y a(x) = _-4_—_ 1), toute section de @(AP %) 6) est de la forme

t® ex O ¢ est une fonction numérique ...] .

2) si X c Y (X ouvert) et f ¢ QS(X x R) = @(X) , la corres—

pondance : f£{x) = £(x) dX. A oeo A dxp permet d'identifier (23 (x) a

1

D (aP(x)).



Ces. correspondances, transforment 1 en ‘[ R
X
[e.o]
3) Soit p s X—~-Y , C , propre,

On a

¢+ DR > D))

donc, dualement, l'opération image directe

9. ¢ 3 (APX) -~ Dr(P()).

(Cette opération a donc un sens pour les distributions tordues)°

FONCTIONS HOLOMORPHES A VALEURS DISTRIBUTIONS

Soit Q@< C un ouvert et f : Q- D'(E) une application, f

est holomorphe si V s € &5 QE) : la fonction complexe Q — C :
A=< £(A),s >

est holomorphe, Si xo € Q@ on peut représenter f£()\) , localement en série de

Taylor

£(n) = a (-2 )" ,  a € &'(8)

o ™8

Iz convergence étant entendue dans le sens suivant : Si Vn € 56’(E) , Vn - 0
veut dire que V s € &6(E) HEEY vn,s > - o), Autour des singularités isolées le

théoréme de Laurent marche ; on a des pbles, résidus, €.a.d.s,

NOTATION : Dorénavant les distributions sur X seront notées &) '(X) , les distri-

butions tordues  @(X) .



D r(x) (@1 (x)) sont des ¢1x) - modules.

1) Le théoréme de prolongement analytigue.

THEOREME 1 (Atiyah) : "Soit X wune variété analytique réelle,
f,g1 saeey gp des fonctions analytiques réelled, telles que f,é 0 et £ >0 .

Soit ' la fonction caractéristique de l'ensemble :

6= {x€X t.q. Vi e (x) 3o},
i 7

Considérons le domaine AcC , définl par : ANEA & Re A >0,
On remargue que pour chagque A € A , fxr est une fonction localement intégrable
done
A :
A3 r - T e Hrx)
définit une fonction holomorphe & valeurs.distributions, Soit U e X un ouvert

relativement compact. Par restriction, si Rel > 0, ka‘E D ‘(U) °

Cette dernidre fonction se prolonge analytiquement (pour chaque U donné)

a une fonction méromorphe sur C , qu'on désignera, par abus de langage :

¢ Hru) .
o
Enplus : a) f£T=T &

bp) 9 N =n(v,f), entier, t.q. 1les pdles de fhr soient de

la forme —%(r: 1,2,9'0) .

¢) 1l'ordre des pdles est inférieur ou égal & dim Xi"
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(Remargue :  on peut avoir gi = 1 Vi Yo
Exemple : (Hadamard) X=R, fx)=x, G=18 .

Dem : Considérons la fonction numérique 3 (hnec)

0 si X <o

Cette fonction est localement intégrable pour Re A >=1 , Pour Re A > = 1

on définit alors la distribution *{2“_ var

oo

<xi,cp>=f xxcp(x) dx (g0€5D(R))°‘

o)

On remarque que  (pour ReAs-— 1) 3

o0 oo " , |
j " glx) ax - 'J(‘ o gle) ax + f " [p(x) = ¢(o)]ax + q(o)f X dx .
o 1 v o ok
(+ 1)

Le membre droit de cette formule & un sens comme fonction méromorphe, définie

pour Re A > ~ 2, avec un pble simple en A =- 1o

D'une maniére analogue, pour Re A > - n - 1 on peut prolonger a@nalytique-_—

ment xx par
e

1 i
R 196 = pe) = xpr0) = e = gy o ()] k.
n (k"?)(a)

5_1 (k=1)1 (Z+k)

+j°° X}\cp(x) dx +
1 k:
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= X: est une fonction méromorphe, avec les pdles simples A=k et les

résidus

1 6%
(k -~ 1)!

Remarque : Pour des raisons évidentes ceci est l'unique prdlongemént analytique

possible,

COROLLAIRE 1. X variété analytique réelle, dimX

i
B
Fy
>
}
[

f. analytique, £ £0. 7€ DHr(x) t.q. : £T

I
—

L]

Démonstration ¢ On peut passer de f & £f » o et, clairement
- ,...1 : - b
6T e d @ = e D)

(car on, prend : £ fo(f§)~1 @.8,d.8,), I1 suffit donc de considérer le

cas £ » 0. Soit UcX un ouvert relativement compact. Sur U on a un déve~

A

loppement de f autour de A = =1

A

A hoy k
)  fMo=1" = x ak(k + 1) A ¢ bt (u), M+ 1] <e
-1

*
fofx = fk+1( ? devient f° = 1 pour A = = 1} donc edle n'a pas de pble pour

. ¥ k . P
A=-1, Soit % bkp ({pl < e) le développement de f7 autour

0

de 0 (bo =1) , Mais, si *T + A I < e

PR S (ra) (n + D
-n

%) Cette égalité est évidente pour Rer > o . Par prolongement snalytique elle
est valable partout,
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Donc :
fak =0 si k<o et :
fa =10 =1
)
Donc a, € éb'(U) est une distribution qui représente f“‘i (ctest-a-dire que

fao‘z 1) » Si V est un autre ouvert relativement compact, tel que VDU les

A

K}V et £71U sont compatibles, ctest-a~-dire que, dans un

développements f

voisinage de A = = 1 .(plus petit, peut &tre, que celul dans lequel (i) converge)

on a &

(xx) My=t* = F B, O+ 1)°
: 11

avec Bk € 56'(V) s BklU =a ) .

Done, notre a, considéré ci~dessus provient d'un ‘T‘€:ﬁ’(X) T

fT = 1 L4 qceodo

Je rappelle maintenant quse, /&(Rh) c:dw(Rn) désigne, l'espace des fonctions

& décroissance rapide clest-a-dire telles que V B 2

sus| (1+ 1= [|*) pPo(x)] <o

i ’ ‘ — r e - ‘
D (Rh) ZJ/S (Rn) = le dual de ‘X(Rn) . Les éléments de ,%'(Rh) | sont les

distributions tempérées,

COROLLAIRE 2 : Soit f £ o un polynbme sur Rﬁ ,& coefficients complexes,

3 T  distribution tempérée sur Rn y  beds

fT=1a



Démonstration 3+ Si m = deg f :

f
gle, joeey x) = SEL
| (1+in)m'

définit une fonction analytique sur Sn == Rh-U () ., Done B T1 Ebﬁ’(sn) teQos

Mais T1 I Rn € /gt(Rn) . (Ceci résulte du théordme suivant, qu'on laisse au

lecteur comme exercice :
Soit R 4« S
n n

le plongement naturel considéré ci-dessus et

A ) e (@),

Considérons Aﬁ: d”(sn) l'espace des fonctions ¢ qui sont plates au point

o £S5 Alors
n

Al R = AR ).)

COROLLAIRE 3 : Soit P £ 0 wun opérateur aux dérivées partielles lindaire,

a4 coefficients constants, dans Rhf'a T € ,g'(Rn) tage ¢

P(T) =6

it

fonction de Dirac, (Un tel T s'appelle solution élémentaire),

Dénmonstration @

Par transformation de FPourier la dernidre égalité devient

*
.

U © P = 1 © eoaodase

Sy
€ /29 polynbme

Ceci est le théoréme d'existance des solutions élémentaires pour les E.D.P.

lindaires & coef, constants (Malgrange),
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3) La résolution des singularités (Hironaka) s

THEOREME DE RESOLUTION DES SINGULARITES (Hironaka) :
Soit F.# 0 une fonction analytique réelle définie au voisinage de O € Rn
'3 un ouvert O € U c::Rn , une variété analytique x»éelle ﬁ de la méme
dimension que Rn , €t un morphisme analytique propre ¢ + U~T toQo @
-1

. -1 N , v
a) si A=7F (o) ’ A=¢ A , alors 9+ U-A-T~A est un

isomorphisme analytique,

- v
b) si pE€ET s '3 un systeme de coordonnées locales (y1 yoosy yn) sur

0) t,q. (localement, au voisinage de p) i

™
V) , au volsinage de p (yi(p)

n Kk

ely) _H I
i=1

i

Foyg

ol a(y) est une fonction analytique avec- g(o) % o} et ki > 0 sont des
entiers",

~
ADDENDUM : Ceci passe aux complexifications : clest-a-dire que si UC ’ UC

o~
sont des complexifications de U,U, ¢ s'étend & un morphisme analytique-complexe

propre @,

qui possdde des propriétés analogues & P .



La résolution des singularités

Ce théoréme "se -1it entre les lignes" du grand travail de Hironakéa,..

Exemgle H F:X?’f":x‘:’{‘ooo +Xio

Considérons RP(n) = {u1 yosoy un_,'V} ( Zui + v # 0) (avec
(wy, yoewy ww) = 0wy 5 Awy yeeey M, A7 ) et le hyperplan 3 1'infini

(v =0) o On a une application canonique :

RP(n)

s, =R, U (o)
telle que nﬂ1(«0 = (v =<3) et

T s RP(n) - (v = o) — Rn

soit bijectif, (x fait donc éclater le point o € R_nU(oo) =5

en RP(n - 1)) :

T =11 =~

‘et le transfornme
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u
1
=3
v # O H ’m(u1 go0 sy un,V> =
ul’l
X = r °
n v

On ramene meintenant < & 1l'origine par 1l'inversion :

.

La composition de l'inversion avec ¢ sera le ¢ cherché, D'une manidre plus

’ N L. ! .
précise, on prend U = Rn , U= RP(n) - (1e point (0,0,o..,0,1)) (ce qui
s'identifie & l'espace total du fibré canonique de dimension 1 sur RP(n-1)) et

o
¢ : U—TU est définie par :
2
(@) X =5 (z vy £ 0)
(Ceci est bien un morphisme analytique propre$i A = (O,;,.,O) € Rh s

-1 o . e Y
g (0) =a={v=0}= RP(n = 1) . On vérifie facilement que ¢!U -~ A= U~ A).

Geci dorme

2

5o = S, et
i 2
.
i

et si pe (v=o0)¢RP(n), il existe un u (disons u1) tel que u1(p) #£0 .

On peut choisir alors un systéme de coordonnédes locales (qutour de p ) :

_ i ui+1<p>
i u (p)

(i < n)

Donc (@~1(o) est RP(n - 1) et) Fo ¢ est, localement, et a une unité preés



I - 1% ~

N

de la forme yi ou (y1 se ey yn) est le systéme de coordonnées locales

ci-dessus (qui définit RP(n - 1) (localement) par y, = © ceilo

Exercice : Faire la m&me chose pour toutes les singularités de Morse,

4) Démonstration du théordéme de prolongement analytigue

LEMME t : "Soit U C:Rlrl un ouvert et F : U—C une fonction analytique

réelle F.# 0, Soit A = F_1(O) . Alors mes ‘A =0 "

Démonstration : Induction sur n . Si n =1 c'est évident parceque, dans ce

cas-l2 A est discret. Supposons le lemme vrai pour (n - 1), Il suffit de con-

sidérer le cas ou U est de la forme -a < Xi < a ( Vi) . Pour -a <t <a
définissons Uz—1 comme

N1

U‘t = i(x1 g0e 0y Xn_1,t) H "a<Xi<a}.

Je dis que l'ensemble des to € (-a,a) t,q; F]U?~1E o est discret., Autrement
o}
on déduirait facilement que F z o ;, en utilisant les fonctions d'une variable :

F I(X1 = 01 sesoy Xn_1 = cn_1) . Alors, A est un ensemble mesurable, tel que a

1'exception dl'un ensemble de mesure nulle de valeurs t € (—a,a) on ait :

mes(n_1) AQWU2—1= 0 . En appliquant Fubini, on a dg.e.d,

LEMME 2 : "Soit CT; 1l'anneau local des germes de fonctions analytiques

réelles dans Rn au voisinage de .0 . (%~ est un anneau factoriel (c'est-t~dire
n

gue dans C%& le théoreme de décomposition unique en facteurs premiers est vrai)",

Démonstration : On sait que (23 est noethérien (en effet soit P C (2; un

idéal et o £f € p . On peut supposer, sans perte de généralité,que
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k,
0 I(O,...O,Xn>

| # 0 .D'aprés le théatme de préparation (analytique), (ﬂ;/f est
X 0
n

J | fini . Par induction on suppose (&

- L4 noethérien. Soit pc C;/f

ltimage de P . P est C?£ |- fini, e.a.d.s.) .

Pour prouver que (9£ est factoriel il suffit donc de prouver que :

gi f €Cﬁ , ¥ drréductible == < est premier,
iy
On va supposer (induction) que ng 1 est factoriel,

En appliquant le théoréme de préparation, on peut ramener notre probléme

au -suivant

LEMME 3 : Soit P € v 3[xn] un polyndme distingué irréductidle (dans

Cfnm1[xﬁ]) o Alors P est premier dans C?n .

Démonstration ¢ Soient g,k E(ﬁh , Tteqa P!gh . En appliquant le thm.de

préparation

g=Pq1+é
g,h € & [x ]
h =Py +h n=itn
2
= P[éﬁ (dans C?L) , done @
(x) gh=ry  (Qed)).

Par la division euclidienne (dans C3;91[Xn])

(x)  Eh=po +r (@, R e [x]) .
degR! ¢ degP
On peut regarder (x) (xx) comme une appliéa ion du thm. de'préparation

(aans CY;) o L'unicité dans le thm, de préparation analytigue nous dit'que

@x‘Ql 7R{=Oo
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=> Plzh dans C?;“1[Xn} .

Mais on a supposé & factoriel . Donc (Causs) @;_1[Xn] est

n-1
factoriel., Donc Plé ou ’P{i (dans C?L_1[Xn]) (car dans 63;—1[Xn]

P est irréductible ==> P est premier) Alors :

P;g ou Plh  (dans 675}

donc P est premier dans 6;1 ‘A

Ceci implique (induction) notre lemme 2,

LE ?HM. DE’PROLONGEMENT ANALYTIQUE,

On remarque que le théorgme est local, c'est-d~dire qu'il suffit de le
prouver quand le contexte est le suivant : X est un voisinage de 0 € Rn et on
veut montrer qu'il existe‘un (petit voisinage) 0 € U? < X ol le prolongement

analytique de fkf soit possibls. (A partir de 13, le théoréme général résulte

par partition de 1'unité),

Par un changement de variables dans l'exemple du paragraphe 2 , le théordéme

est vral pour

14

b d A 3
On‘n a que des poles élmples) 2 , T = entier pOSitif}o En prenant des pro-

duits directs, le théordme est vrai, aussi pour :

N
L . e
X = Rn , £(x) = g X, N. = entier pair ) o , G = g Gy (Gi,z R ou

I

Si X est voisinage de o  dans Rn , on pose F =TIl g . On peut
7 ‘
appliquer la résolution des singularités qui nous donnet

v UcX
e fan o
bd
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v o o
Soient ¢+ f=foge , gi = gi ogp . S1 PEU ona (1ocalement) :

k
oo » ooy
(*) FefIllg =¢ I y.l (autour de P ).
o P
définition
D'aprés le lemme 2 et la remarque que dans C9; les vy sont irré-

ductibvle (¢==$ premiers), et ¢ = unité, on a des factorisations locales analogues &

[ N o
(%) pour f,g. . Vuque f 3o = f o)
o ,
les exposants desg yi dans la factorisation de f sont > 0 Soit o« ltorien~
w o
tation de U induite par R et & l'orientation de U - A défink par :

’ . * o . - . . . » 3 o~
On définit [ comme la fonction caractéristique de {gi(x) »ol (I'=To o)

oW , A
Dans U - A on définit (pour Rex > o) :

Y] : P -oad
Y e ot - 1)

By ' v
LEMME % ; Soit Pe¢U , V= {(yT roo00y yn)} une carte locale de U
autour de P , Il existe une orientation locale B de V et un ensemble

Sc {1,2,...,0} , tel que

..

N oW ‘
glV N (U - A) = ( I sign y,)B °
jes J

it

7 . . o]
Démonstration : Soit y° (yz,o.° y§_1 s yz+1 soses yn) £ 0 et
0

{f € [*8;8], (Y? ""yg;%’t’y;+1 yos ey yn)} = y(yé) un petit chemin transversal

N\ I3 I'd .
a (yi = o) . Notre lemme résulte de llassertion!
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(A) : Si pour un cerftain y© # 0 , l'orientation % . change quand on
traverse y, =o lelong de y(y°o) , alors, [z #£0 (ob

ZO = (zo ;oo‘o’ ZO

0 [¢] . — ‘
3 i1 s Zi+1 s000 Zn)) o change quand on traverse yi o le

long de Y(Z‘O) o

Considérons maintenant : ‘
9|V

V= {(y.1 se ey Yn)} U= {(X ye e vy Xn)}’

1

A(y) = la matrice jacobienne de '@}V . On considére le développement Taylorien de

A(Y) autour de O :
A(Y)=A(Y)+ A (y)+ocu
p+1

(LA
£ 0

Il suffit de prouver (A) pour les orientations induites par Ap(y) :

m, m
A (y)= & a Y, eea ¥
b m,+.+0 = Myaeeesty o 7
1 n P
(a = matrice & n x n é&léments réels),

m1,°..fmn
Pour yi soit m(yi) = le plus petit exposant tel que

;gam . m m(y') m m
(IR P R R TS i o1

l'orientation induite par A (y)) change quand on traverse ¥, =0 si et seule~
p .

#0 . Alors, on voit que l'orientation % (=

ment si m(yi) est impair.

f 51 1'on veut regarder les choses de plus pres, ceci peut &tre détaillé comme

suit : (On choisit i =n pour la simplicité de 1'écriture)

. m m+-1
Ap(y) = 8,0 ey v+ A ey v, e (8 #0)

Puisque &, estun polyndme (homogene, de degré p - m) 1l'ensemble des points ol

il est £ o est partout dense. Soit K une composante connexe de

p=0) =G =0uevly, =0} et y0= (59,0, 32, o) €K ta,

A, Ge) £0 (= Vaito A, (y°) = AP 4,(y°) #0) . y° est petit et on choisit
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aussl un yg % o petit, tel que Ap+1(y°,yﬁ) + ... COnverge absolument, et

que

2, GO 1y ™ » [a,Go)] [y ™

+oanen (1 [y ] < y;)
(une fois y° donné, c'est clair qu'on peut trouver un tel yz) .
On a 3
(51050 5 a0) e | < 0lamx(lae], Py )P
ot ' ¢ est une constante indépendante de A . Puisque A1(y°) est homogéne de degré

p~m on peut choisir A\ > 0 tel que :

|2, () | I;wntm- > IAPH(?é", M)+ eee |

Par homogénéité :

}\ynim+1 + ocec

o

|a, 0w ) o |7 » [a,(0)
T1 en résulte que

signe A(\y°, £ ay_) = signe A (5°) (+ ay )"

‘ m : .
A{(kyo> (xyn) change de signe quand on remplace yn par —yn si et seulement

si m est impair ...] q.e.d.

Le lemme 3 impligue que localement (c'est-d~dire sur V)

A ¥ .
fxﬁ @€ (U-4) provient d'un élément de Q’(ﬁ) :
o\
fo( 1 signe yj) B (Sur V) o
d

Si Pj est (dans V) la fonction caractéristique de yj » 0 2

signy. =27, -1.
J J
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On rematrque d'autre part que, puisque

L&
gilv'—: 81(37) ° Hyil
\-——V—/

unité

Iy
1a fonction caractéristique de ¥ n(gi z.o) est de la forme

ol ‘Sf < {1,.04,n} « De méme,évidemment, pour VN H(é; 5 0), donc; toujours
Ny\;l,\, .
localement £ "' ¢ est une somme d'expressions de la forme : (Re AD o)

y ZXMix ; N
(6) <lenmy, “)-[m r )
-\ i\jes /
ou 8(0) # o et B' est llorientation standard de (y1 ge ey yn) o D'agﬁés une

remarque faite au début de la démonstration (GK> se prolonge analytiguement,

dans ¥ , & une fonctiom méromorphe, avec les péles de la forme : —r/N(V,f)

e.a.4.8,
“) N e N 7 . +
i V &U est un ouvert précompact de U on peut donc définir la fonction
rd ”k“ ﬂ hod Fa3 rd b -
méromorphe 7 €QF (V) avec des pbles comme dans notre théoréme, Si
U1 &U alors ¢—1U1 est un ouvert précompact de ﬁ (car ¢ est propreg..).

En prenant 1'image directe, on définit :

o, (T &) € o (u,) .
A ) e (v) teq s

RN Al
9, (F'T 3) = 1(W)a

o T(A) est une fonction méromorphe avec les pdles comme ci-dessus,

Pour finir la démonstration, il faut montrer que, si Reh > o
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t(\) = £'r .

A A

MM
Mais, pour Re A > o , £ E & et f'Ta sont, en fait, des fonctions

localement intégrables, et donc, en tant que distributions, compldtement définies

NN o
par leurs restrictions'd U- A , U - A (car mesA = mesA = o)o On sait que

~ ~
9t U=A —— U=-A

est un isomorphisme d'ol @

N;\” o

I n
Q*(f I'a ! U-4)= fxf a} U=~ A

(Re A D 0) €.8.4.5,

Problémes : 1) Essayer de comprendre "géométriquement" ce qui se passe dans le
théoréme de Hironaka...
2) Essayer de démontrer le théoréme de Hironaka par des méthodes

d'analyse différentielles..es

5) C'est un bon exercice de considérer différents cas ol la résolution
des singularités se fait"a la main" et de calculer explicitement les solutions

é1émentaires des E,D.P. correspondantes,

4) Exercice : Montrer, par les mémes méthodes, qu'une distribution T
peut &tre divisée par une fonction analytique réelle £ , (Zojasiewidz) [Indication
o «

N >‘\ » . » . 14 I d .
On peut "remonter" T sur U , ow la division par f est possible élémentairement,

Ensuite on redescend.qo]g.
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SUR LA STABILITE DES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES.

(STABILITE INFINITESIMALE ==> STABILITE).

1) Définitions et énoncé du théoréme principal,

o o0 . . o
Soient. X,Y deux variétés (¢ , compactes, et Diff(X) = Diff (X)

(pifr (Y) = piff (Y)) 1le groupe des difféomorphismes de X(Y). On a une action
de groupe
(Diff(X) x Diff(Y)) x € (X,Y) ——mme ¢ (X,Y)
Y W Y ¥ -1
h P20 kil pr—e—meee & 0 € O N

Cette action est continue (pour la topologie Cav et différentiable, (dans ce sens

que : si h , T dépendent différentiablement du parametre t € Z = variété

7 8 0 Ty
fe.e ]

¢, aloxs @ (n ft> dépend, aussi, différentiablement de tY}; dans

t’gt’
oo
ces legons si PCC (X,Y), P! C:dm(X’,Y‘) sont deux parties guelcongues des

espaces fonctionnels considérés, une application & : P — P' sera dite différen-

tiable (0“3 , si elle satisfait & la condition gyu'on vient de décrire,
D'antre part % —— C (X,Y) est "différentiable" si 1'application
associée, Z x X =Y est différentiable. On identifie donc :

¢ (z,¢7(x,1)) = ¢z x x,7)) ’.

si f € C(X,Y) est fixé, on a 1'orbite de f :

®
(Diff X) x (Diff ¥) — 1 ¢ (x,Y)
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définie par : éf(h,g) = ®(h,g,f)

DEFINITION : f € C (X,Y) est dite (différentiablement) stable s'il existe

un voisinage f € N C:dx(X,Y) et une application (continue et différentiable)’:

v (W,f)—— ((piff X) x (piff v) , id(X) x id(¥))

telle que le diagramme suivant soit commutatif :

(piff X) x (Diff ¥)

N > 0 (x,Y) .

Soient TX(TY) les fibrés tangents de X(Y) . T(TX) = T' (TX) = 1'ensemble
des sections € de TX . Si f € C(X,Y) :on définit de fibré induit (sur X) :
*
oo * . . v - > . o0 .
r (f,TY) s'identifie & l'ensemble des applications € ntX->T" qui

rendent commutatif le triangle inférieur du diaé?amme :

On a des structures naturelles de module sur les anneaux CKKX), dw(Y) :

[0 ) o0
T (TX) estun C (X)- module

fm(TY) est un dm(Y)~,module



I -3~

f?(f*TY) est un € (X)- module .

On a aussi un morphisme de  R-algdbres

£ ) - ) |

gui induit, par restriction des scalaires, une structure de d”(Y)w module, sur tout

(X))~ module.
(]
On a un morphisme € (Y)-lindaire
oo o, *
ap ¢ T (1Y) —— 1 (£ 1Y)

défini par : af(g) =§ of (g € TY) , et un morphisme Cm(X)- 1inéaire :

,XA
Be i T (TX)— T (£ 17),
défini par :

Bf(n)= ™ on (ne€TX):

T

=3
53
N

Bf(n)
af(E) v

v
=

DEFINITION : f € Cw(X,Y) est dite infinitésimalement stable si

ap (17(11)) + g, (17(10)) = 16 1)
(C‘est~é~dire, si pour toute s £ fw(f*TY) s *3 41 t.q @ af(g) + Bf(n) = s)o

 THEOREME DE STABILITE DE MATHER :

vsi X,Y sont dompactes, f € 5w(X,Y} alors : :
f dinfinitésimalement stable = f stable",
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‘ : *

Remarques : Heuristiquement, des éléments de ﬁm(f TY) sont les "déformations
o it oo, ¥ . ) .
infinitésimales" de f, donc T (f TY) = "1'espace tangent & C (X,Y) au point
f " . De méme fm(TX) est "l'espace tangent & Diff X au point 1d(X) "
(et de méme pour Y). Donc T (TX) @ T (TY) est l'espace tangent de
Diff (X)) x Diff (Y) au point  (id(x), id(Y)) et a. + B, est l'application

"tangente™

. . O
Do T(idx’idy>(lefX x DiffY) - T. C (X,Y) .

Le théoréme de stabilité devient alors un analogue oo-dimensionnel du "théoréme
des fonctions implicites", suivant :

“Soit M une variété G compacte, & un groupe de Lie, et
:GxM-M
o0 .
une action € . Soit m € M et
® + G~ M
m

l'orbite de m , Si

TG
e

TM—=0,
m

T o
en

il existe un voisinage m £ Vc M et un reldvement :
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Exemple 3 Considérons les immersions

Py 0 P : S,!'*9 R2 dont les images sont

»

‘*}1(8%) ' C92(82)
(croisement transversal) (point de contact tangent).

@1 est infinitésimalement stable et @2 ne 1l'est pas,

Exercice

.

Soit f € 1mm (X,Y) . Montrer que f est infinitésimalement stable

> f est généri@ye_;[Je rappelle qulune immersion f 3 X~ Y est dite géné~

rique, si chague fois que X ,eee, X € X(xi £ Xj) sont tels que f<Xi) = 1(x.)
y €Y, les sous variétés linéaires :

-

Tf(TX? X)yees, TE(T X) c 1Y

sont en position générale, c¢'est-b~dire :

cod(2e(T_X) N ... O Tf(TXk X)) =73 “cod(ze( X))].
1 + i

2) Rappels sur les systemes dynamiques

» e rd m e
Soit X une variétée C fermée et

%t XAXR—>X

-
-

la projection naturelle., On a le fibré induit
t *X - X xR

et un élément s € T (#*TX) est un systime dynamique (= équation différentielle)

dépendant du temps. Le théoréme suivant est classique.:

LEMME O : Le théoréme fondamental sur les systémes dynamigues

»
*

» DO , N 03 Zz ) Vd 0
"Si g € T (mn*TX) est un systeme dynamique dépendant du temps et X est fermde, il
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existe un difféomorphisme unique H € Diffm(x % R) tel que :

a) Le diagramme suivant est commutatif

X xR X xR

S

b) HX x 0= id(X) .

oH -1
C) (S-_{_\:)O H = g .

[Cette formule veut dire la chose suivante : 81 1+ ¢ C«XX X R, ¥ x R) est tel que

le diagramme suivant commute :

X xR £ Y xR
\R/

(c'est-b-dire si f préserve les niveaux), on peut attacher & f une application

évidente "

g*TY

xR YXR .

La formule c) signifie. que le disgramme suivant est commutatif :

OH T X
A
g

£ X R >X X R
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Sous une forme plus classique, ceci veut dire, aussi, la chose sulvante :

dH(x,t)

3T = F;(H(X,*G))

(Ceci est la manidre "usuelle" d'écrire une équation différentielle)}°

Réciproquement, chagque H € Diff»(x X R) quinpréserve les niveaux provient

*
dtun £ € ﬁm(n TX) . L& correspondance e H est continue (et différentiable)“o

LEMME 1 : "Soit I = [0,1] et soient aussi :

N _
FeC(XxI ,YxI)
B e Diff(X x I)

G € Diff(Y x I)

trois applications qui préservent les niveaux. Pour chague t € I, on va désigner

rar F, € Cw(X,Y) la "valeur de F  au point t" ., On va supposer gque

%
H = idX , ¢ = idY .
(0] o

. o0 co
On se donne aussi g € T (n*TX), ner (m*TY) tels que

OH  .~1 3G -1 e T
OB ==& , 306 =nq (t7e 1),

On considdre le diagramme commutatif

TF| w*TX
¥ X n*TY
1 1

T(X % I) i s (Y x 1)

L'F},

IxI —— Y xI .

o ‘ o ,
On ale C (X x I)-module T (F*(n*TY)), dont les éléments s'identifient aux

aux relévements ¢
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w*TY

Xx1I > ¥ x I

Comme au paragraphe précédent, on définit un morphisme dm(Y % T)=-lindaire a; .

. o0 e 1
et un morphisme C (X X I)—llnealre BF :
61
(¢ F(wax) L ()

- “ 1
p

La condition nécessaire et suffisante pour que :

. -1
(x) F, =G oF oH, (Vt e 1)
est que :
OF 1 1
3T (n) + BF<€) 0

f(égalité entre éléments de fw(F*(n*TY)))“.

Démonstration : (x) est équivalent & :

) -1 ' _
(Xx) 5?<Gt o] Ft 0 Ht) =0 .

(on considére ici :

d -1 ¥ TY
(G
ét( FH) i
. v
Ix1I Y xI).
G~10F0H

On a :
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- -
% B roH+T o X ou+ g Vommo &,

31
SE(G oF oH) =353 5% 5%

D'autre part :

t t
donc
%;E-(G"1 0 @) =16 o %% + %%_10 G =0,
Donc :
%%~l - TGm1 0 %% o G—1 .

En remplacant ceci dans le calcul ci~dessus :

9 (=1 -1 oG -1 oF 0H -1 i
(xxx) 5%(G o‘F o H) = TG of(— 5T oG oF + ST + THo 3T o H ) o'H .
On a
oG -1 1
- 530 G oF==no0oF == @F(n)
oH -1 , 1
T oor 0H  ==TF 0§ =~ BF(g) .

%

Puisque TG“1 est un .isomorphisme et H un difféomorphisme, le membre droit

de‘(xxx) stannule s8i et seulement si 3

1 3F 4
- aF(n) i BF(@) =0 , e.a.d.s.

Remarques (heuristigues) sur la démonstration du théordme de stabilité : Soit

@ = (piff %) x (Diff v), e = ida(%X) x 1d(Y) . Soit f ¢ 2 = ¢ (X,Y) un petit voi-

sinage de f . Chagque g € 2 vpeut &tre joint & f par un petit arc

o o Cax ) . . 0,00 cn g
(I Fg tI-C (X,Y) . En considérant 3T Fg on cbtient une section €’ du fibreé

[Fe]XTT - X x I x 2, Bytoy définit une application naturelle A 5
e
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0,00 . A 0,00
¢ (zx1, 76 — 1 ([FY) .

t Ht

revient & construire des éléments appropriés de CO’KKZ x I, TeG) et notre pro-

D'aprés ce qu'on vient de voir, construire des difféomorphismes G

bleme c'est de montrer que

(x)V A(f,o) surjective ==> le germe de A au point (f,O) est surjectif.

(a(f,0) surjective &= f est infinitésimalement stable), Mais le théoréme de pré-
paration est un énoncé (algdbrique) qui donne (si on le traduit en langage "gdomé—
trique") un énoncé du méme type que (%) .
[na: ¢c¢ c, O(X,Y) et des Co(x) , Co(y) - modules finis M,N et une
2
application C:Ky)—linéaire : %M , On penge & M,N comme des sections de deux
germes de fibrés (au~dessus de (X,o) ,\(Y,o)) s o est le " pull -back" des

seotions)° On a :

o) + grm 1 = N = a(N) = 1)

WW
gi L'on prend les le germe de ¢ interprétation
valeurs au point y=o, est surjectif, } heuristique .]
a(o) est surjective, -

Le théoréme de préparation était la conséquence d'un théoreme de division. On

va se servir du méme théordme de division pour prouver (%) o..

3) Une reformulation du théordme de préparation :

Soient (Z1 , z?) un germe d'espace topologique et (22, Z§> v germe de

. 2 ’ o0 N . . . . N
variété ¢ (de dimension flnle). On désigne par :

0,00

¢ (2, xz,, ¢ (x) =z, , 07 (z, x %,7))
Zg!zg- Z%’ ) Zg

les germes d'applications Ly X 4y = d@(X,Y)_ qui sont ¢ en.. Zo , et continues
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vec toutes les dérivées), en Z, X 2y o

De ménme, on considire :
b

02 (2, x z, , € (X)) .
zg,zg :

On a une inclusion naturelle :

(1) &5 (2, x 2, , (X)),
z?,zg

2

donnée par les applications constantes ZT X 22 - f € dm(X) s et‘l‘application

dtévaluation :

ev (29,29) : 0% (z, x 2z, , (1) - ¢7(x) .
ZQ,ZO
172
. O o0 oo P .
si FcC’ (Z1 X 22 s C (X,Y)) on définit un homomorphisme de
3
R-algébres
Fp: 0% (2, xz,, (¥ ) ¢”” (2, x 3z, , "(X) ,
' (o] o} (o] o)
21,22 21,22

comme sult 3

Si z€z, x2%, , ®€cc”” (z,xz, , ),

1 2 1 2
zg,zg
alors :
z (x - Y - R)»

LEMME 2 : "Considérons le disgramme commutatif :

c”r® (z, x 2, , (1)) ————— %™ (z, x z, ,67(x))
433, SR 1 |
o]
ev (zg,zz) ev (Z?’Zg)
- F(Z?,Zg)* .
¢ () ¢ (x)
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Soient ¢ wm ¢ (2. x 7., ¢ (X)module fini et A un

S
¢®” (27, x 2, , €(¥)}module fini. Soit aussi :
z?,zg
ot A—> C
. 0,00 o s s
un homomorphilsme C (Z1 X 22 , C (Y))~llnealre.
z?,zg

On a 1'implication ¢

0.0 - ev(z%’,zg) -
«(8a) + (Ker(c™’ (zq X Zy O (%)) ————= ¢ (X)))C =C => ala) = C."
ZO,ZO' )
17 2

Démongtration du lemme 2 : On commence par le lemme suilvant :

LEMME 2,1 :
ri(Ker(c®™ (7, x 2, , ¢(¥)) T D). ¢ (2, xz, , ) =
0 o} o}
z‘;,z2 z3,22
= Ker(¢”” (z, x 2, , @) s )
ZO LAY . .
1772

Démonstration : Désignons par z; (i = 1,2) 1le point "courant" de Zi . Soit

aussi z;,;.., 221 un systéme de coordonnées locales de 22 , autour de zg ,
telles gue z;(zg = 0 (i =1 ye00y r)e

Un. é1ément de Cofm)(Z X Z. d”(X)>

5 est représentable Par une fonction

%9 ,79

1772

X3

RN x) s, C en (ZQ,X) et continue (ainsi gue toutes ses dérivées

partielles) en (z1 , Z2;x) , et puisque X est compacte, inversement, toute telle

fonction représente un élément de cor (Z1 X 22 ” CQXX)) o
ZO’ZO

172

On a
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¢ € Ker(ev) (o= ¢(Z? y 28 ,X) =0,

2
Soit ¢ € Ker(ev) comme ci-dessus et

o o)
9(z,,x) = oz, .23, x) € Cz° (2, , ") .

1

On a une inclusion naturelle :

¢® (z. , CR)) e (z, x 2, “(x)) ,
70 1 70,70

1 1772

et @(Z y 2. X) = (P(Z s Doy X) - (P(Z y X) € COV,CO (Z X 2, Cm(X)) , a la
1 2 1 2 1 2050 1 2
' 1%
propriété :

@(219239}():0‘

. 1 r
Soit Q(z1 7 zz,x) = §<z1 H z2 ,a..422 5 x) (donc @(z1 ; Q,o..,o,x) = o)

On a ¢

1
@(th_ H 2’2 soesy Zr ’X) =

i
4 - at.
i
i=1 2 dz

1 1 T
J r . ,6@(z1gt22,..o,tzz,x)
0 2

Donc :

_ A i
41(21 s Zzyx) = (9(21 s X) + 41__122 q)i(ZT’ZZ’X)

ol cp(_z1 , X) € Kef(ev(zg , Z§>) (c'est—éwdire gue @(z?,x) =0) et

0,00 oo
o €C, (z1 X Zy , C (x)) .
1772
définie

ptZ, >R Y comme suit 't

Considérons maintenant une fonction continue 1 :

o(a) =5 Lam Nl

=0 2
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C'est clair que p(z?) = 0 . (En général, si @(z’,x) =0 - p(z’) =0) .
L'expression
-1
olz,) ¢lz,,x)
1 1
y : . ey ” e ’ " O - o>
a donc un sens, Je dis que ¢a représente un élément de C (Z? , C (X)) N
©
“1
On vérifie par exemple que D (p @) p D &P est continue au point z% :
-1 n - n
lo(e)™" Pgle,,)] ¢ 2 GmsnlrV (1000 1037 100 (2,) -
3i z?. est proche de z? s mln(i VG‘D @1 VIID @(z xﬂ“
(quand zZ, = z?)a Done
-1.n n n \
lp(ZQ) D CP(Z«I’XM \< 2 HDX(P(Z§ ’X) ” i e.a.d.s.
On congidére, aussi, les projections~coordonnées :
i
212 H 212 - R o
On définit des éléments de
¢” (z, xz. , () :
o oo 1 2
z9,29
JER xzz’xy--—f—»zi-———-»zz
zi t 2, x4, XY —~ 17 - R
2™ 2 2 i
i
ClairementV: p,z1 9 Ker(Co’°<> (Z K Zn dw(Y)) ey dn(Y)) . Puisque
2 20 1 2 ev
1’
an(O) = zg et @(z?,x) =0, on définit sans anmbiguité ;



o ' (z,) olz,,x) € c7%
* %8

(Z1 x22 s

On a :

-1 i
¢(Z1,22,X) = 9(21)e(p (Zq) @(Zi,X)) + E;: 7 ¢i(z1,z2,x) ,

ol
3 &3
p(z1), zi £ F*(Ker(co’“) (Z1 X 22
- ZO ZO
1772
ét :
P pr 4y € €7 (2 xz, , D)
+ z?,z;

[Dorénavant, on va utiliser les notations

?

(x)) »

oo
C

(1)) = () )

(e}

evix) R (Z1 % 22 . dx(X)) ¢ (x)
7,0 0 ev(zo,z0
1772 1772

eviy) : ¢ (z, xz., (X)) > ¢(v) .]
79,29 ! 2 ev(zo 70
1772 1’72

Ceci finit la démonstration du lemme 2.1,

LEMME 2.2 : "Soit ¢ wn 2 (z,
.13
x .
C/F*(Ker eviy)) ¢ et ¢ (Z1 x 2
zg,zg

¢ (2. x 2., (X)) - fini",
R T
Z Z

1772

X 7

2

2 4

, C(y))=fini,
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OO
¢ (X)) - module fini. Si :

alors € est

[ Par définition, 1l'énoncé précédant exprime le fait que le diagramme

commutatif @
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C

0] y° oo [e] "00 o]
Lo polZy X 2y, C (X)) czo’zg(z1 X2, ¢ (X))

1772 * 1’72

i ev(y) . ev(x)

(1) — > ¢ ()

al o ) ¥

posséde la "propriété de Weierstrass”]o

Remarque : Le lemme 2,2 ==> lemme 2,

En effet, soient A,C comme dans le lemme 2 . On a :
a(h) + Ker ev(z).C = C ,
et, d'apres le lemme 2.1 :

(x) a(h) + F Ker ev(y)c =¢C .

o 00 oo .
Vu que A est ¢’ (Z1 X Zy 4 C (Y)) - fini on a que
ZO,ZO .

172

¢/Ff Ker ev(y)c est %' (z, x 2, , ¢®(¥)) - fini,

2
[¢] [¢]
29,85
Donc,d'aprés le lemme 2.2 @
(xx) ¢ est ¢ (Z1 X 22 , CT(Y)) ~ fini.
#5033

Avec (X), (Xx) on peut appliquer le lemme de Nakayama et on conclut gue
ala) =cC..

[ La forme du lemme de Nakayama utilisée ici est la suivante : "Soit N un
anneau et I < N un idéal tel que 1 + I < {unités de N} . Soient M1 s M deux

2

N-medules, M2 étant N-fini et ¢ : M1 e-MZ un N-homomorphisme., Alors :
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M = — - W °n .
@(M1) + LM, =1, = a(l\%) 1, o]

Démonstration du lemme 2,2, :

LEMME 2.2.1. : "Soit Y' wune variété guelconque et X' < Y' une sous-variété
& bord non nécessairement ¢ . On va supposer que X' est un fermé de Y!,

s > 3 . e - - - OO
I1 existe une application linéaire continue, C

E:C(xt) - ()

e

OO
telle que si f € C (X') ¢« Bf | xv = £ ,"

(Remarque : Méme si dimX! = dim¥' , ceci n'est par une conséquence du théordme
dtextension de Whitney, dans le cas ¢ , car, dans le cas ¢ , ltextension de
Whitney n'est pas nécessairement lindaire . D'autre part comme partout dans ces
legons, lindaire veut dire ‘R-linéaire ; -le fait que E est continue et ™ veut

5 . » . L r oo ~ oo
dire que si Z est un espace topologigque, Z. uwne variété C/,zz 2 (X):€‘C‘(X')

' 2 1772
telle gue

. 0,00 '
fz1’zz(x) ¢ C (.z1 X (22 x X))

alors
Ef (x) € %z, x (Z.x 1)) .)
ERRE 1 2

Démonstration : On commence par démontrer(d'aprés Seeley) que le lemme est vrai si

Tt (:",°° s °°)3 X' = [wa)'

I

Je dis gqu'ils existent deux suites {ak} s ibk} , telles que :

(k =0,1,2,000)
(i)

bk 0 .
(1) };Lakl-lbkl”m L =012,
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(1ii) ZE:: ak(bk)n = 1 (n=0,1,2,00.)
%

(lV) b 0

Démonstration : prenons bk = - 2k et soient & leg solutions du systéme

N
(o )" = (n=0,000,N)
;;;'th K ! _

On-a
R 140! 1425 1425t 142t
— . [ 3 - o C L 14
S S S \ffii:fim_N/,”_fﬁ:fﬁ,/f
A B
et :
' k=1 i k-1 . 2
142 it~k ~(x“43x)/2
ol ¢ TT 5= ¢« TT2 =2 /
o 272 o

(on utilise la remarque suivante 3

k k-1 k=1 k=1 k=2 k=2 i k-2 Rmim
> + 2

D'autre part

| X X
142 S 142 _ Z 2 3 1
log B, - & ;i1 log(1 +.;3”;E) < ‘ Y T L T <3 jz: Sd-k=1 <4

K1 pY-p k1 297

Dans les 3B . (pour k fixé) forment une série bornée croissante. Soit

L 4
Be =310 By &e s
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(% - 3x)/2 = (i1) .

E n E n
a (b ) = lim .a (b ) = 1
k' 'k N F kN k

k

(On n'a pas de problémes de convergence & cause de (ii) et de :
n n
]akNl lbkl < Iakl lbkl )°
Choigissons maintenant & € d”(R) telle que

a(t)

]
0
I_l
ct
N
—

a(t)

I
(@
0N
=
ot
Vv
[}V

Je vais définir une application :
C“K[o,aﬂ) B, Cj(~ w,00) = fonctions € & support dans (QR,«Q,
R e,
£(¢) si t>0

:E:: aké(bkt)f(b t) si t <0

T k

Ef (t)

it

Ef(t)

I

(On remarque qu'il n'y a, pour chague t , qu'un nombre fini de @(bkt) qui

soient £ 0) .

Ef(t) ¢ ¢ pour (= o , + o) = {o} o Tout est fini si 1'on montre que,

Vn > 0 lim DnEf(t) = an(o) o

70
ona: (t< 0)

n n n
ofit) = b
D B (%) E a, i@(bit)n f(bit) + T

+ eve + T s
- n
i

1

oW T. =k, E a b s, )0 s (b 1) .
J Jé—ili i i



IT - 20 -~
On remarque que DJ®(bit) % 0 == bit L2 (et en fait 1 < bit < 2 puisque

3> 1)

Soit M_ = Supkleaé(e)l |p"79r(e)] pour jgn , 1gOg2

Alors

;]le < j{:: o, o, | ——0 (t-~0).

b oyl

D'autre part (et cecl prouve aussi, quand n =0 , la continuité de Ef(t) au
point t = 0) :

On va fixer p > 0 , tel que, si 0 < x < p ¢ [an(x) - an<0)l < e ,
bit<p<1

D%2(0) = ) a0l )0 (0, 1)] ¢ [DPE(0) = ) a®loi(ot)]

i=0

n n
+ | E , aibi@(bit)D f(bit)|

t
bi >p Y

——
n
$ M é§t>p Iail Ibil — 0 (t - 0).

D'autre part :

n n_n nn
o7t (0) - E a,b.Df(b. )| = | 5 ab0(o)

bit<p

- E a. D (0 t)] < E“__J la. | o |7 [97(0) = D (o, t) |+

bit<p bit<p

e 2 1P Jal [yl

bit>p

En faisant t -0 ona c¢,q.f. & 4. (car, avec p fixé, t - 0 = i‘ecn).
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Ceci finit la démonstration dans le cas X' = [o,mO , YV = (= o0,00) A partir

de 1&, le cas géndral se démontre treés facilement,

Remarque ¢ La démonstration précédente est suggérée par la démarche suivante :
Si f e C°([o,u0) on peut l!'étendre & uwne fonction continue sur (« «5«0, par
réflexion
Bf(t) = £(~t) (t <0) .
Siof¢€ C1([o,m)) on peut 1l'étendre & une fonction de classe C1 sur

(- e0,00) par une somme pondérée de (deux)réflexions i

Bf(t) = a,f£(b,t) +af(bt) (t <o) (b, <0)

oﬁl a, bi sont des constantes telles que :

b b= ¢+ e leoe o
31 1 + a2 5 1, e.a.d.s ]

On revient maintenant au lemme 2,2, Choisissons une fois pour toutes wn entier
. o0
N> 0 suffisamment grand et un plongement C 3

e : X&e— RN

. o
Ceci nous donne un plongement C 3

F(zg , 28) x e : X Y xE .

Soit Q=Qu Y X B' une sous-variété compacte, & bord # @ , voisinage de
(F(z? , zg) X e) (X) « Soit

PA(x,0,) < ¢(x,0,)
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l'ensemble des plongements dx : X=>Q , C'est un ouvert de d”(X,QN) . I1 existe

F, € ¢ (z. x 2
1 o] 0
Z1,Z2

2

unique, tel que le diagramme suivant soit commutatif :

F(z1,22) X e

X > Y xR

On va considérer aussi des sous-variétés compactes & bord £ ¢ : Q.

N N~ -2
T xR T ¥ xR —1——————-6-Y X R e ., T X R———m¥X
i £ 15
U -1 U2 ik

telles que : a) dim Qj = dim(Y X RJ) 6

b ®t Q. Cint Q. .
) 5 %oy

On remarque qu'il existe un plongement :

, PE(X,Q))

e(j) : Q.— Q. . xR tel que le diagramme suivant soit commutatif

J gt
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Q. > Q. x R
B -1
J e(y) J
n’Q. T
J
[

Q_,
On a aussi :
X. —‘_-—"MQ.N e QN—1 aoooo"’)Q1MY

Fi(ZVZZ) 11 i s T /X

Vu que la propriété de Weierstrass est associative, le lemme 2,2 est dé-
montré, une fois gu'on réussit & prouver que la propriété de Weierstrass est vraie

pour les diagramues suivants 3

Coo no(Zy x By, €7(a )) ¢ (z, x 2, , ¢°@X))
22,29 ) 29,29 41 X %2

ev(x)
(A) ev

¢ (a) > ¢ (x)

%
: [+ (o}
F1(z,!,22)

’OO ﬂoo 0
CZO,ZG<Z1 X Z, 5 C (Qj)) c? o2, x 2, , ¢ (Qj

W

ev

(B)

cw(Qj) > ¢(q. )
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0,00 [os) o, o0
¢ oz, xz,,c (1)) e >c (2, xz,,c(Q,))
(c)
ev(y) -
(1) > ()
’R'-*

[n§ est défini comme suit : On considére le germe constant de vileur ¢ 3

O',OO oo
n € cz?,zg(z1 X Z,,C (Qj+1 , Qj)}

et on lui fait jouer le méme réle qu'a F ces]

LEMVE 2,2,2 : "(A) posséde la propriété de Weierstrass",

Démonstration ¢ Vu que chaque F1<Z1 s ZQ) est un plongement le lemme 2,2.1
nous dit que

*
(FT)* est surjective, Donc tout module

¢ (2 %% ¢(x))-fini est automatiquement
Z%},Zg X X 42 ) .1 guelnen
oo o2y x By, CT(gp))fini  q.e.d.

1729

Le fait que (B) et (C) possddent la propriété de Weierstrass résulte

du lemme suivant :

LEMME 2.2.%. : "Soit X <= ¥ x R une variété compadte, & bord pas

nécessairement vide, et considérons

X e Y xR

] X \\\\\$ g

Y
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Le diagramne :

(w=d
z° =0z, x 3, ¢7(1) - z°, o2, x 2, , ¢ (X))
172 (m|X)s 172
v () ev)
[eo]
(1) - (),
- (R1X>'
possede la propriété de Weierstrass",
gue
‘ *
Démonstration ¢ on remarqué/notre (nix)* - est égal & la composition d'appli-
cations
Czé,zg(zﬁ x 2, € (1)) —— c; 1’ o2, x 2, , (¥ x R))~——-~—>B ¢” ? > o (2.x2,,¢7(x)
a

oi la fléche ¢ consiste & partir d'un q)(z1 RS ¥y) qu'on considére
comme fonction en (z1 , 22 , YV t) (t "muet") et g consiste & faire une

restriction @ @(21 , z2 y T, t)l(Z1 X 22 x X) . D'aprés le lemme 2.2, 1 » B

est surjective,

Soit € un (Z X Z2 s CxKX))—module fini (done €@ est automatiquement

Z? %0
2
0 400 Loy
CZ%’ZE(Z1 X‘ZZ , (Y x R))~fini),

On suppose que :

@/ﬁk(Ker ev(y)) o est Czo z°(Z1 X 22 , C(Y))=fini et on veut en déduire que

o 1772
0 lui-méme est C°’ (z, x 2, , ¢*(Y)) - fini,
ZO,ZO
. 0,0E)" 2 o0
Soit t€C | 20(21 X Z2 , C (Y X R)) le germe dont la valeur est
1772 -

constamment égale & la projection canonique s

Y xR _t R (t(y,t) =1) .
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Soit %y sese 0 € ® un systeme d'éléments qui engendrent® en tant que

022“;0(21 X Z, ¢ (X))~ module, et @/ni(ker ev(y)) © , en tant que
772
0,00 o - 9
Co 4o (z, x 2, , ¢7(¥))-module.
172
Désignons,par abus de langage,
. (o]
B(t) ¢ ng“’zo(z1 x 7, , ¢°(x) ,
1772
par to
I1 existe des :
: 0,00 o2
o5 € 7} cz?,zg(z1 X Z, , C (1))

0,00 oo
Vg € n¥(Ker ev(y)). Cz§~,z§ (z, x 2, , C(x)) o

tels que :

Seient y(x), t(x) les coordonnées de x € Xe> Y xR . On a:

e N o 0 =
Yi5 = Yij(z1 ) B x) o Yij(z1 ;25 ) =0 .

A O,w
D'apres le lemme 2.2.1 , 3 nij(zﬁ s 22_, y,%) € C , tel que :

_ t ety A4
a) nijlz1 X 22 X X = Yij (ctest-b~dire que

nij(z1 » 2,,7(x), t(x)) = yij(z1 ' 5, f'X) .

b) ﬂi~(Z° , 2%,y , t)=0 . (igi on utilise le falt que l'extension FE

ity e

du lemme 2,2.1 est linéaire, différentiable, continue).

Soit

P(Z? s z2 . y,ﬁ) = det(éijt - Cij<zfy> - nij(z?y,t)) £
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€ e oz, x 2, , (X xR)) .

0
21, 5 2
On a :
: k-1
k IR N
T(Z’Y;t) =1t + 47\i(z,y)y + p(Z,l s 22 y I t) s Ou ¢
i=0

p(zg s, 29, y;t) = 0 (p provient de tous les termes qui contiennent des nij) o

2
On introduit des variables auxiliaires (uo re sy U 1) s, et le
polyndme générigue : 1
k .§ i
t . s
+ / ult
1=0

Introduisons, aussi, le polyndme en *t ¢

k-1

k

i
r,(vu,t) = + Gy +agleg s ag 3)) 7

)

1=0

D'apres el théoréme de division de Mather, toute fonction ¢ € C%; en

(y,u,t) peut &tre divisée (avec’reste) par T, . Bn plus, cette division peut

1

8tre effectude de telle fTagon que le quotient et le reste dépendent linéairement

. . . 0,00 . N .
de ¢ et que, si ¢ dépend d'une manieére. C ' de certains paramdires, il en

est de méme pour le quotient et le reste,

En germifiant autour de (z? , zg) , on peut donc écrire :

k=1 .
plz,7,t) = 7, (ru, %) alz,y,ut) + 575 (25,087,
. 1=0 .
our q,Hi € CO’«) (2, x 22 ,o.o> (conséquenoe du caractére Cgfm} de la division)
ZO,ZO
1772
et

Q(Z? , Z; , You,b) = o =lHi(z% s z% , u,y) (conséguence de 1a linéarité de
la division).

On a
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k1

k .
’ : i=0 )

ket k1 k~1 kw1
xr S j E : I S i AN ' i
=1t + (; ki(Z,Y)tl + T1q + Hit + / Kui + xi(z°>) -/ y(ui + Ki(zﬁbt =
: =0 1=0 0 . e]

k1 ‘ ‘
(Y Gy e ) (1w ) s ) Gy le) = a(20,5) = uy s (o, y et
N~ — i=0 ~—

r, E, (z,7,u)

Remarquons que :

(a) Ei(zo,y,o) =0 (c'est pour ga qu'on a introduit ki(zo,y))o

éEi(ZO,y,u) éHi(zo,y,u)
() e = § L 4 e = 5

ou, i ou, i3
) 3
(puisque Hi(ZO,.oc) = O) -
Je rappelle la version paramdtrée suivante du théoréme classigue des fonctions
implicites :

THEOREME des fonctions implicites : " Scient (Z,i ,Z?) un germe d'espace

topologique, (% ,zg) un germe de variété ¢ , ¥ une variété ¢ compacte

2

et Rk 1'espace euclidien de dimersion k .

. . O, o0 )
Soit & ¢ Cz%;z§<z1 e 22 , C (Y x Rk , RQD tel que

(1) e(sg , 23, y0 =0. (W)
(i) Pour y € Y fixé considérons

@y(u) =a(z¢, 29,5, u) ¢ d”(Rk R

On suppose que

D@y(o) € L&ﬁk , Rk) est invertible,
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Dans ces conditions, 1 existe un.:

o0 fos)
¢ € 023,25(21 X Zy 5 C (v,r_),

tel gue :

f
Bk:zb 0= @(z? 2y Y q)(z1 ' 2, ,v)) . (I¢i @ est représentd

par une fonction @(ZT,Z ,y,u? € Rk: , u € Rk) °

2

On peut donc résoudre (en u) 1les équations :

Ei<z’y’u) = O ?

Ozo 1 2

¢lest-a~dire trouver ¢ € ¢? (z. x 2 R dw(Y,Rk ) tel que
' 1'72 i

B, (3,7, o(z,5 )= 0

On a, slors :

Pyt = (54 D (g o)+ 2y (a3 D) L o

S C ot 0O ,c0 oo i
ou U est une unité de l'l'anneau C o 20(21 X 22 , C (Y pr)) «
R
Dlsprés Cramer, appliqué au systéme lindaire (L) : T. a, = 0€o .

Donc @ est en fait un

c;’%;’éz(z? x 2, C(rxr) /T cllz%’fj’zg(z1 X Z, s (Y x R )y
zZ

-~ module (fini) (13 myltiplication scalaire avec des éléments de

G, v,

. o0 . R
Coo yotly X Z,, C (t xR)) se factorise pour
1’72
Cf;O (21 X 22 b COO(Y X R))/ T oca) .
#4073

Considérons aussi ¢

cz? ,g(z x B, 4 (1) wcyg,éo(z X Z, , C (¥ x B) = cZ({,ﬂ(z1 X 7,
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(Y xR)/ T, qui munit CZ;‘”ZO(Z1 xZ. ,C(yxRrR) /T,

2
1772
. . 0,00 oo . . .
d'une structure de Czé 50 (Z1 X 22 s C (Y))—module. Mais, puisque U est une uni-
1772 N
té, on a un isomorphisme canonique @
oo
cZO Zg(z xZ, , C(IxR)/T=
1’

= 00z x 2, , CExR) /(5w 5 Gy lay) o (20,3)) £

Le théoréme de division de Mather nous dit que ce dernier anneau est un

o} co L
Czo 20(21 X Z2 , C (Y )= module fini,
1772 -
. m - 3
Donc. ©® est aussi C o ZO(Z X 22 , C (Y »— fini,
21072
4) Démonstration du théordme de stabilité : (Applications du théordme

de préparation) : Soit P une variété ¢ compacte et :

0,00 (o] _ co
F ¢ ng,zg(z1 X2y, C(XxP, 1) = cz?’zo(z X Z, ColX x P,Y x P))

(on C;(X x P, Y x P) C:CKKX X P, ¥ x P) désignera dorénavant 1l'ensemble des

applications compatibles avec la projection sur P)o
On considere le "fibré" vectoriel : (il slagit d'un gerne ...)
F*TY ﬁ-Z1 X Z2 x X x P

. O ,©
et 1l'ensemble de ses sections ¢ 7

Too g0 (F*TT) Ciczém;o(z1 x 2y, ¢C(XxPp, v)
12 1”72
(oh n € T z° (F* TY) est un reldvement ¢,

1’ 2
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Z, X 2. x TY

2% (P*TY) possdd . structure naturelle de ¢’ (7. x 7. , (X x P))
20 20 posséde une structure naturelle de e X , X -

8,23 29523 1 2

module, fini, (pour tout x € X x P 1l existe un voisinage x € Uc X x P tel

que
O 0 0,00 o n '
Pz;,zg(F*TYlU) = [CZ%,ZE(Z1 X Z2 , ¢ (U] avec n < « , e.a.d.s, Ceci

implique la finitude,,.)

On va considérer

B=c" (2, %2

z%’,z2 1 2’ Z?,Zg
’ sont
qui est un €00, (2, x 2, , €7(P x X)) ~ module (fini)(dont les élémentsVaes ¢ :
1772

21 X 22 X P x TX

ﬁ 2

L, X Zyx P X X) , et

A=c" (2. xz., @, () = 2 (wry) ,
25031 7 2 24123

. Q ,c0
qui est un CZ; 20 (Z1 X Z

o0
, C (P x7Y)) - module fini,
1772

2

On a un morphisme cog“;o(z1 X Z2 , C“KP x Y ))- lindaire
1772

ap ¢ T (wTX) — ~ 0 ),
1
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défini par : aF(g) =fo0F

(oﬁ :

Z1><ZZ><P><TY
o A

ocF(c‘“;) T g

Z, X7 xPxZX

et un morphisme c0r (z. x 7, (P x X)) - lindaire

) o
z1,22 1 2
(0] =)
Bp i T ;fzo(n*mx) — 1% (Fy)

17%2 1772
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défini par : BF(n) =TF o n .

(ot @

TF
Z, X 22 x P x TX > L, X Z, X P X TY .

" l T ! ‘ BF(n)

Considérons le € (2, x 2, , C(P x X)) - module fini :
| 1772
¢ =107 (F* 0Y) / Image B
P02 F

et llapplication 3

O 0,00
A ——— 77 (F*TY) ——C .
. 217Z2
i aF

Remarquons que 1'évaluation  ev(z°) induit une application :
- OO OO oo -

aF(Z°> : C (P, T (TY)) = T (ﬁ(zo)* TY) / ImBF(Zo)

ot F(z°)*IY  désigne le fibré induit :

F(zo}* Y - XxP ;
et Bf(zo) est 1'application évidente :
e oo o0 *
Bp(go) # © (p,r(mx) - T (F(zo) TY)

LEMME 2,3, : " jecti e i i
2.3 U (50) + BF(zo) surjective = ap + BF surjective",
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[Remarque : Heuristiquement :

0,00
S o FFTY) = .E(*Zo Zo(? X 7

, c;’(x x P, T xP)=
1! 2 1772

r 2

= "l'espace tangent au point F , de la "variété" ... ." On a une "action

différentiable’

0,00 o0 R
3 : [Czo,zo<7; X Zy , C “(p, piff X)) @ czo’zo(z1 x %, , G (P, Diff Y))] x
1772 1772
( Z,, Co(XxP,TxP)~C"" (2, x2, ,C(XxP,YxP)
X CZ?,ZS Z‘} X > 3 P X ¥ X ‘3’22 4 X 2 ’ P X y X Py

et son orbite @F . Alors

3 0, " \ A
. Zo(n TX) = 1dX<Cz° polZy X 255 C “(p, Diff X)) et de méme pour Y .
1102 1772
Enfin : BF‘@)aF = TidX+idY @F o Notre lemme dit que :
o Copie N
TidX + idY T(z0) surjectif = TidX + idY @F surgectlf?

donc une "surjection ponctuelle" == "surjection dans un petit voisinage". Ceci

est "l'essence méme" du théordme de préperation de Weierstrass],

Démonstration : Comme dans le lemme 2,2 on considére le diagramme commutatif :

O’OO : o0
26 50 (z1 x B, , C(f x P) zo,zo(z X Z, , ¢ (X % P))
179 - - 1
*
l ev(y) L ev(x)
¢y x P) = s (X xP) e
~ Flz0)*

On peut définir :

Ev(z0) : I(@*1Y) - 1 (F(z0)%1Y))

(ou 1'on rappelle que € TO(F(2°)*TY)  est un reldvement ¢
M
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X x P > Y)

Je dis que :

Ker Ev(zo) = Ker ev(x) ,‘f»(F*TY) .

(En effet, prenons P = pt, pour simplifier les notations. Il existe un
espace vectoriel E (de dimension suffisamment grande) et un monomorphisme (de

fibrés vectoriels), ¢ en TY i

TYMYXE
Y,

E étant muni de sa structure euclidienne, on considére pour chaque fibre
yxE=E la projection

p(y): vy xE — 1 (y) .

p(y) dépend d'une manidre ¢ de v EeEY.

» - e
On considere n €T (F¥TY) et @

Y «~ Y xE — &
n

s
S
/

Z1 X 22 x X >Y
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On a : n(z1, zz ’ x) = [F(Z,X) s n1(Z,X)] .

Si 1n € Ker v(z0) = ﬂ1(Z°,X) =0 .
En procdédant comme dans le lemme 2.1, on trouve des

0, 7 o0 ) 1

¢1 yones Gy € Ker ev(x) C:Czé z°\Z1 X 22 , C XDy

m O,
2 seensn €C 0 (2, %2, ,

172

¢”(L,E ), tels que n1(z,x) =3 qﬁ(z,x)oni(z,x) ., On a s
i

a(z,x) = 2 [F(z,0), 4, (5,%)un"(2,)]
T ~—

. O 00 [o] .
ceci est dans ,CZ; 20(21 x %, C(X,YxE)) ,

1772 2

¢i est un 'scalaire, nl un vecteur (de E) .

Considérons :

p(F(z,x)) [F(z,X),¢i(Z,X)anl(z,X)] ¢ T(P*TY) , et
i

p(7(z,x)) [Flz,x), 7 (z,2)] € T (F°TY) .
Puisque @i est un scalaire et p (...) est R-linéaire :
p(r(7,%))[F(z,%),0. (2,20 (2,x)] = ¢, (z,2). [p(P(2,%))[F(2,x), 0 (2,x)]], e.acdes.)

On remargue que ¢ aF(ZO) QDBF(ZO) surjective

oo *

== Image (a? @)BF) + Ker Ev(zo) = T (F TX) .
¢(=> Image o + Image 3. + Ker ev(x)e T (F¥TY) = T (F¥TY),

Ceci veut dire que chaque classe’ fx(F* TY) mod ImageBF peut &tre atteinte &

partir de Image (XF + Ker ev(x) fw(F*TY) donc

&F(A) + Ker evizx) C=¢C .

D'aprés le lemme 2 : &F(A) =C o Cea,d.8,
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COROLLAIRE 2.3.1. : "Soit £ ¢ Cm(X,Y) vne application infinitésimalement

stable, Soit P! wune variété compacte et pour chague
o0 o0 [ee]
¢ €C (pr, r (X)® T (1Y) ,

définissons l'application suivante(désignée par m(¢))=

pr— % Pmx) @ (1Y) SR S (f*TY) .

\

T(¢)

Mors : 1.2 C(P,T (TX) @ T (1Y) - ¢ (P',0 (£*TY))  est surjective.

(On remarque ig¢i, que si P' x X Ls X est la projection naturelle :

(2,7 (1X)) = T (#*TX), e.a.d.s.).

Démonstration ¢ Dans le lemme 2,3 prenons Z1 = pt, P

1l

pt, (zz,zg)u> R >zg

(22 = le germe de P' au point ZS)’ P(z) =£ .

La stabilité infinitésimale veut dire que op @)Bf =0y (40) @ BFﬁZO) est

surjective, donc

, T(rx) © oY) - & (z., T )

o
Czo(z 70 72

2

. . . - .« . 0 3 7
est surjective., Ensuite on utilise une partition C de 1'unité, sur P!, e.a.d.s.

COROLLAIRE 2.3.2.. ¢ "Soit f ¢ dm(X,Y) une application infinitésimalement

stable, (Z,ZO) un germe d'espace topologique et

P ¢ CZO(Z» (X x 1,Y))
telle que F(z°)(x,t) =f(x) ¢ Y (xeXx , teI).,

Alors
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O ,00(

* O 00
e (@T7) = T 5 (F*TY)

Bp@ap ¢ T (1)@ T
est surjective".

[Remarque : 7 €VTZ§m(F* TY) est une fleche :

42 x TY

7 x1IxZX : > ZxY ],

Démonstration ¢ Diaprés le lemme précédant

5 (1, (mx) @ ¢T(1, T (1Y) —— ¢ (1,1 (£*1Y))

est surjective., Mals, puisque F(ZO) est L'application :

X I—X ‘f‘*“)Y y

on & que O (20)

1, T(TY)) = T (*TY) o P (rerry) = (T, T(ERTY))

gF(z°)'
stidentifie & :
¢ ©0 af o0
I —t— T (1Y) == T (£¥77) ,

Ceci veut dire que : g = aF(ZO)'Q)BF(ZO) , donc on peut réappliquer le lemme 2,3,

LEWE 2.4 : "Soit £ € C(X,Y) . Il existe un voisinage T ¢ Z < C (X,Y)

et une application continue : F: 2= 6;(X x I ,¥x I) telle que :

a) Ple) € c?(x xI,¥YxI)=CcX1, c(x,Y)) ala propriété F(g)(o) =f ,
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Flg)(1) =2 .

v) F(£)(t) =1,
La démonstration est un exercice facile,

5) Fin de la démonstration,

Définition, "Soit f € dm(X,Y) . Par définition f est homotopigquement

stable si chaque £ois gn'on se donne un germe d'espace topologique (Z,ZO) et un 3
F e oz, (1,07 (x,1)))
(o 1'on remarque que :
*(z, (1) =T x1, ¥ ‘ 1))
tel que F(zo)(t) = F(z)(o)=t(/ t € 1), il existe des

1 e o (z, ¢7(x, pire™(x)))

¢ ¢ ¢ "(z, 671, pier™(v)))

id X

tels que a) H(z°)(t) = H(z){0)
b) 6(z0)(t)

c; Plz,t) = ¢(z,t) o ¥(z,0) o H“1(z,t) = G(z,t)‘o f o‘H~1(z,t) ",

1

G(z)(o) = id Y

Le lemme 2,4 nous dit que f homotopiguement stable == f stable,

Notre théoréme du premier chapitre est donc impliqué par le :

THEOREME (Mather) : " Si X, Y sont compactes, f ¢ d”(X,Y) , les deux
conditions suivantes sont équivaléntes :
I. £ est infinitésimalement stable.

II, f est homotopiguement stable,"

Fd . * 3
Demonstration du II == I : 81 7 € fn(f TY), il existe un ¢ € dw(X,Y)) , tel
o¢ ) \ 9 . PN .
- = 1 o 50it A ltapplication linéaire unique :
ot =0 u

que ‘l’(o) =T ]
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[osp) — [0,1]

Prenons (Z,2°) = le germe (I,0) et

P e ¢(1,07(1,¢7(x, 1))

défini par :

F(z)(t,x) = o (1),%) .
On remarque que :

2 #(z) RO (k(z) € B-(o)

En appliquant la définition de la stabilité homotopique et en transformant H,G
en "champs de vecteurs" on trouve yue :Hz >0 t.q. :
k(z).n € Image op .+ Image B,

ce qui implique 1 € Image ¢

et Image Bj 0

Démonstration de IT &= I : Soit F comme dans la définition de f homotopi-

guenment stable, On considdre :

ZxIxX = IxY,

oF

avec 3%

¢ r7(wrry)

Vu que f est infinitésimalement stable, le corollaire 2.%.2 nous fournit des

O, o)
g e (m X)), ner (wery)
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OF
tels que aF(n> + BF(E) =33 . (* ~)

(Il faut penser au diagramme ;

7 X I x TX : ¥ > 7Z x I x TY
A N
B,(e) =
o) = TFog i M
v ‘/
ZxIxX >ZxIXY )e

Le théoréeme fondamental sur les systémes dynamiques nous fournit des H,G ,
satisfaisant aux conditions a), b) de la définition de la stabilité homotopique,

et tels que :

o0H ~1 oG ~1
33 ° H =-& » 33 ° G =n

La condition (xx) et le lemme {1 impliguent c¢) (de la définition de la stabilité

homotopique) dee.d,

Remarques finales

1) On a prouvé jusqu'd présent : stabilité infinitésimale <==> stab,
homotopique ==> stabilité, On va prouver plus tard que :
stabilité == stab. inf.
2) Le résultat qu'on a prouvé impligue le corollaire suivant
"Soient X,Y des variétés compactes, f ¢ Cm(X,Y) une application infini-

tésimalement stable et

. . o
©, : Diff X x DiIff ¥ =~ (x,Y)

(l’application) 1'orbite de £ ,

Alors a) Inage if C:C“YX,Y) et un ouvert,
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b) ®f ¢ Diff X x Diff Y ——— Image ®f ~ est une fibration localement

triviale",

Bn effet, soit Diff X x DIff ¥ - G le groupe d'intertie de f , qui
est clairement fermé., Image éf , 8'identifie & 1l'espace~quotient

Diff X x Diff Y/G et le théordme de stabilité nous assure que :

Diff X x Diff Y ———f—— Diff X x Diff Y/G

posséde des sections locales, Il s'ensuit que p est une fibration localement

triviale [v. Steenrod , Fibre bundles, Ch.I, par.7 J.

BExercice : Soient X,Y des variétés pas nécessairement compactes et

f € d”(X,Y) proypre, Morntrer gue f inf. stable ==> f stable,



CHAPITRE 111,

GERMES D'APPLTCATIONS C . (STABILITE, JETS k-SUFFISANTS, e.a.d.s,)

1) Stabilité des germes,

Soit f € dx(X,Y) et x€X 3 d:(X,Y) = 1l'espace des germes d'applications

Cé:. X =Y, au point x . fx = le germe de f au point x £€ dz(X,Y) o

7 J
Q: y(X,Y) = 1l'espace des germes tels que f(x) = ¥ oo
b
; ° 1 e t oyt
Soient f_ € Cx,y(X,Y), £1,¢ cX;y,(x Y1)
Par définition fx et fé, sont équivalents, s'il existe des germes

de difféomorphismes (locaux)

n e pirf_ (v,0r)

¥

OO0
¢ Diff v,V
&, ; y,( )

H
(ou u,ut,v, v sont des voisinages ouverits i
TEVUCX, x' €U cCcX, yeVcY, y' eV cy!), tels que :

. ¥
gy © fX - fx‘ ° hx ¢

(on pense ig¢i au diagramme suivant

(0,%) 5 > (V,7)
i x i
hX | L gy
(ur,x1) > (V1,51)
ft,
X

o les fléches brisées désignent des germes d'applications),
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DEFINITION : Le germe f  est stable (ou, f € ¢ (x,Y) est stable au

point x) si \/ volisinage ouvert (assez petit) x €Uc X, il existe'un
voisinage N : £|U ¢ N ¢ (u,1) tel que Yz €N Ixt (g) ; x' € U avec
la propriété &y équivalent & fx o
On remarquera que cecl. est une propriété intrinséque du germe fx o
X

(c‘est—é~dire que, 81 g est une autre application.. telle que gX = f et

si f est stable au point x ==> g est stable au point x).

[On a besoin d'une définition relativement compligude, comme celle qgu'on vient
de donner, parce que en déformant un peu une singularité qu'on g envie d'appeler
"stable" (comme par exemple y = xz), le "type" de la singularité ne change pas,
mais la source et le but se trouvent, en gendrali un peu déplacés. On pourrait
donner une définition moins compliquée si on imposailt tout le temps la condition

g(x) =¥ . Mais ceci serait trop restrictif pour les applications de la théorie],

Soit f_ le germe de f ¢ ¢(X,Y) auvpoint x € X ot y=7(x) €Y.

Socient j:(X) ’ (d;(Y)) lés germeg de fonctions dn en X(y) et

£ Cy(Y) — cx(x)

le morphisme de iR—algébres locales induit par f . f;(TX) désignera 1'ensemble
des germes de sections ¢~ de TX au poiht X . Alors on a des structures

naturelles de module :

) _
I‘:(TX) , I‘;o(fXTY), sont des c:f’(x)-modules et r;(my) est un C;O(Y)—module?

Comme au chapitre précédent ondéfinit une application d;(Y)»linéaire op et
X

une application dz(X)elinéaire Bf , par le diagramme suivant :
_
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(%) (Ty)y
A
g
\ A
(X;X) T > (Y9y) o

(Toutes les fldches représentent des germes d'applications, mais pour la commodité
de 1'écriture on ne les brise plus).

(fléche brisée = germe d'application),.

fX sera dit infinitésimalement stable si

o (000 + , ((m0)) = (¢ 7v)

THEOREME DE STABILITE LOCALE (Mather) : "Soit £ € d: y(x,Y), Alors :
' ’

fX infinitésimalement stable == fX stable',

Ce théoréme est en réalité(beaucoup) plus facile que le théoréme de stabilité
(globale) du chapitre précédent. Mais puisqu'on a de toute fagon, déja ce-dernier,

on va s'en servir pour en déduire le cas germifié,

On commence par germifier (et paramétrer) le paragraphe 2 du chapitre
précédent
Considérons un germe qui préserve la paramétrisation :

(X X R, x x a) (Y X R)

k./

(gome  g(x,t) = (g,(x,8) € v,t).)



Comme au chapitre précédent, g induit un autre germe, %% :
K

> niTY
og
ot

v

(XxR.xxa) >Y X R

g

Y - e n
(done 37 € Txxa( ) (ﬁv1 TY) Do

LEMME 1 : (Le théoréme d'existence pour les équations différentielles ordi-

naires) : "Soit (X,x) un germe de variété 6n‘, T, XxXxR-X, a€¢R,., Soit

E € f;x (n?TX) o Il existe un germe de difféomorphisme, compatible avec la projec-

tion sur R :

(XxR, xxa) > (X xR, xxa)

H =H -
| . |
) T

R ,

1) H|ZIxa=1id X,
X

tel que :

2) QE o} 3*1 =§ , clest-8~dire que le diagramme suivant commute :

ot
é}_{ 'j‘[j'?{TX‘
ot ‘ A
g

(X X Ry, ¥ X a).

(X X R, T x a) >
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La correspondance {g} » {H} est biunivoque, continue, différentiable,

En particulier soit (Z,zo) un germe d'espace topologicgue; considérons

Tt ZxXxR =X et £ € Poém ' (n*TX) . Pour %z € Z on va considérer la
zOoxxXa
3 S - .
valeur de & au point =z : g, € Fxxa(nTTX) . Dans ce cas, il existe un germe

. . 0,00
dtapplication ¢’

(ZxXxR, 2°xxxa) —— (ZxXxR, 2°xxx a)

tel que chaque H; s0lt un germe de difféomorphisme : (X xR, xx a) e(X X R,xxa)

et que :

Remarque : Cecl va remplacer, dans le cas germifié, le lemme O du chapitre précé-
dant, Ce lemme O était le seul endroit ol on avait besoin de 1'hypothése :
0X = oY =.¢ . Le reste de la théorie (du chapitre précédant) marche aussi bien pour

le cas ou X,Y sont compacts & bord. On va utiliser ce fait, dans la suite.

LEMME 2 : Soient :

(X xR, x xa) > (Y xR, yxa),

e

/.

.
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(X xR, xxa) B > (xR, xxa)
\\\\\\\\\\\\\\\\*
R
(YxR,yxa) ¢ > (YxR,yxa)

~.

or H,G sont des germes de difféomorphisme

Soient @
oH -1 o o
~5°f =¢t¢ I’an(mTX)
3¢~ o o,
5706 =n¢ Pyxa(n1TX> .

On définit comme ci-dessus les applications dz;a(x X R) (C;;a(Y e R.D ~ linéaires :

N * o * > % %
r (n1TY) Pxxa(nQTX) e rxxa(F (n1TY ) .

h \ B;

Las condition nécéssaire et suffisante pour que :

1
Cp

-1
* —r
(%) F, =6 0F oH

(pour tous les +t suffisamment proches de a) est que ¢

*

(#%) 2= alln) + 8l(e)
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(pour tous les t suffisamment proches de a),
En plus, =i (X,X) reste un germe, si Y est un vral espace avec y € Y ,
si F,G,H sont définies pour [a1 , bi] =R (ac¢ [31’b11~) , et si  (#%) est vraie

pour vt ¢ [aq’bi] , alors (*) est, aussi, vraie pour Vt ¢ [ai,b1] ",

Démonstration du théoréme de stabilité locale 3

Soit fX € Cz)y(X,Y) infinitésimalement stable. On peut choisir des voisina-
b . ’

)

ges compacts x € U; cX, yevV, cY ,etun représentant : f ¢ dw(U1, %1

tel que :
1) Le germe de f au point x soit fx .

2) £ soit infinitésimalement stable,

LEMME 3 : "Il existe un espace topologicgue (Z,zo) et une application CO’<>o

occ(z, (v, x1,7V, ))=c"""(zxT ,c°°(U1 xV.))  telle que :

1 1

a) @(ZO) est le chemin constant

1

i dw(U1 , vV ) de valeur f .

1
b) . @(z)(0) = f  (quel que soit =z € 2),

c) Quel que soit l'louvert z° € 2' € Z et le nombre O < egL 1,

1 V1) . est un voisinage de f (En d'autres mots, les

germes  d'espaces topologiques =

8(z' x [0,e]) =™ (u

(Image @,f) et (c:"°(u1 , V,)0E)

sont identiques).".

La démonstration est laissée comme exercice au lecteur (on choisira % = un
. - . fon)
volsinage (petlt) de f €C (U1,V1) , 29 = f)o
D'aprés le corollaire 2,3%,2 du chapitre précédant llapplication :

. 7O (L x Or® (% — 0%
Doy 21 ()@ (w*v,) Ie (@*1v,)

B
o 40
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. . 0,00 N
est surjective, (101 n € PZ; (@*TV1) est un relevement :

'zXIxTv1

Z><I><U Z><I><V)

\/

Exprimée en termes plus détaillées, la surjectivité de @)a® veut dire

s

que ::3 un voisinage ouvert Z!' z® € Z' < Z t.q. \/z € Z' , 11 existe des

chemins ¢ '(dépendant d'une maniére Co’q{ de z) :
B(z)(t) € 1" (10,) (t € 1)
A(z)(t) € r°°(TV1) (t€1)
ayant la propriété
d
(r) a@(z,t)(A(Z’t>) + B®(Z’t)(6(2,t)) = g%@(z’t>

(ot Jje rappeile que, pour =z € Z' fixé, @(z,t) (t € I) est un chemin dm

de COO(U1 , V1) d'origine f) o

D'apres le lemme 1, il existe des voisinages 2", U% , V; H

2°€2'c2 7 ,x €V CU, ,y eV v

1 i’

0,00
un ¢ > 0, et des applications ¢ '’ :

2" % U; x [0,e] —————> 2" x U1 x [0,¢€]
H

ALY [O,E]
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Z" x Vi x [0,€] > I x VX [0,€]

G
Z" x [0,e]
tels que : 1) A(z,t) = - o 4 !
at
dG -1
2) B(z,t) = 530 ¢
3) Hz,t et 'Gz,t sont des plongements ¢,
: £ 1 ndard,
‘4) Hz,o et Gz,o son es plongements standar
5) U% , & sont "trés petits" par rapport & V% dans le sens que

f(U;) cVlo et o(z,t) o H(z,t?(U%) < 6(z,t) v

(de telle fagon gue le diagramme suivant puisse avoir un sens ¢
H(z,t) -
1
f = &(z,0) l a(z,t) (a)
V1

a(z,t)

N
7

).

La condition (F) et le lemme 2 , impliquent que le diagramme (A) est

commutatif, D'apres le lemme 3, @(Z' % [O,e]) Cidm(UT, Vf) est un voisinage de

f . Soit g = ©(z,n) € Image ®|2' x [0,e] ©
Ori voit que les germes :

£ e (u,,v,)
b'd X,y 17 1

et g € co (v, , v.)
H(Z)T]> H(Z,Q}),G(Z,n) 1 1
sont équivalents. Donc fx est stable g.e.d,

Bxercice : La théorie précédente marche encore, si dans la définition de la sta-
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bilité on exige que x'(g) dépende continuement de g,

Remarques finales : Soit £ € C (X,Y). Il est évident que :

f inf. stable == Vx , fx est infinitésimalement stable (donc, une fois
qu'on aura montré que stabilité ==> stab., infinitdésimale, il en résultera que :
f stable => V%g fx est stable),
I1 serait tentant de croire 1la réciproque, mais elle est FAUSSE. En effet,
. oo ’ oo 7 » .
soit Y=R, f €C (X,R) = C (X) Il est évident que si afr_ £0 = f_ est stable,
D'autre part, si de = 0 alors fX est (infinitésimalement) stable si et seule-

ment si x est wn point critique non-dégénéré,

[En effet choisissons X = R, = (x1 yosos Xn) , Xx=0, y=0¢R,. Alors :

¢€Ig@wm)=00@n}

I

n € ﬁ;(TY) ¢>(r)

i

£ € TX(TX) CO(RH,Rn)

T = CO(Rn , L(Rn,R))

a(n) = n(z(x)) ANON
B(g) = (8%2 soe vy Sgi) 52(X)
1 n j
a;(X);
‘Soient : Bi = gi.(o) . Vu que dfo =0 : on est obligé 4d'avoir :
i ,

2
L s (0500 -8, .

6Xiaxj

Pour que fx soit inf. stable il faut que ce systéme soit toujours résoluble ==

2
o f
det(bxiaxj(o>) #0 .

On laisse au lecteur le soin de vérifier 1l'implication dans 1l'autre sens,}
D'autre part, si f n'admet que des points critiques non dégénérés, mais s'il

existe deux points critiques distincts : c1 # c, ... tels que f(c1) = f(oZ)rril
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3 w N
est facile de voir que f n'est pas stable, (Je rappelle qu'une fonction C &
points critiques non dégénérés et séparés, s'appelle £, de Morse ),

Ceci suggere la définition suivante : On peut considérer des ensembles finis
S X et considérer des germes d'applications

x,8) — — (¥,y).

Par définition (si § = {X roeey XS} et fS =7v), le germe fS est stable, si

1

pour tout voisinage assez petit : U=TU_ + ... + UX , (réunion disjointe), il
1 s '
existe un voisinage N de f[U € d”(U,Y) tel que

Pour tout g € N, il existe xi € U% s, Y' €Y , avec g(xi) =y tel que
i .
o0

£ e (2,7) et € ¢ (x,7)
57 s,y T S syt

soient équivalents,
Toute la théorie précédente marche pour les germes fS au lieu des germes fx
(qui correspond au cas ou card § = 1)° fExoeroice laissé au leoteur},

Clest un exercice facile de montre que 3 I est fonct., de Morse &=
(V(x,,x.) € X x X ~ diag X , T, inf, stable) ==> f stable. Ceci est un phéno-
R 7 (XT’X2)

méne général,.
2) k-Suffisance : La "philosophie géndrale" du problime de la stabilité est
‘la suivante :
On considére un espace topologique E muni d'une topologie T et une relation

d'équivalence ¢ sur E (Bn principe elle proviendra de l'action d'un groupe topo-

logique G X B - E)o
D

Un élément x € B sera dit stable (ou générigue) si sa classe d'équivalence

est un voisinage (si 1'orbite @X(G) < B est un voisinage de x). .

Exemple : B = d»(X,Y) ;o G = DIffX x DAffY , @ l'action définie au chapitre II.

On verra plus tard que

@f(DiffX x DiffY) est un voisinage de f( &= ®f(DiffX x DiffY) est un

ouvert) <=> (DiffX X Diffy - ®f(DiffX X DiffY) est une fibration localement

triviale et ‘®f(DiffX X DiffY) est wn ouvert).
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Donc la notion de stabilité du chapitre II et celle gqu'on vient de définir
est la méme.

Si CX y(X,Y) =B , la seule topologie "naturelle" pour E est la suivante :
, .

Pour f € ¢ (X,Y) et = 5 0 soit
x - Ux,y

_ ' N X s
Vr(fx) = {1'ensemble des g, € Cx,y<X’Y> , tels que fox = ngx} .
On peut prendre ceci comme une base de voisinages de fx . (81 Y==1r s

y =0, d; O(X) = mud;(X) , et la topologie qu'on vient de définir est la topo-
k)

: . - o0 >~} s
logie induite sur n{CX(X) C:CX(X) par la topologie de Krull).

Si ¢ est une relation d'égquivalence sur ‘@: y(X,Y) et fx est stable
’

(pour e) ceci équivaut & dire gu'il existe un k > 0  tel que tout g, avec

k k ‘o s ; _ . K . .
iB, = JXfX est e~équivalent a fx . On dira aussi que fox est (un jet) suff1~

sant, et que fX est k-suffisant (pOur g). S'il existe un k tel que fX

soit k-suffisant (pour e), on dira que fx est de détermination finie (pour g),
ou qu'il est e-suffisant,
Dorénavant Rn =X , RP =Y , 0=X , 0=Y . 0n va utiliser la notation :

<O

Te=® (r , R) =0 (x,Y) .

0,0 1 p" 7 To,0

On finira ce paragraphe par quelques remarques utiles, (plus tard).

LEMME :"Soient f,g ¢ d:(Rn) . Alors :

k k k41 oo
T = > - L,
Jf =38 «ef-gem ¢ R)".

La démonstration est laissde en exercice.

COROLLATRE : "Soit f € & ot
% . o2 _a® _)cc A
£% CO(RP) =C (y) -»¢(x) = co(Rn) .

L'application induite :
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£ ) mt ) - ) )

k
dépend seulement de jof "o

[*

Démonstration ¢+ Si g €Cﬁ et ,jﬁf = ﬁig il s'ensuit que pour chague coordonnée :
kg oo
£, =g €m ¢ (x) .
. 0
Donc, si ¢ € C (y) @
£5(g) = ¢(£(x)) = ¢(g(x) + (des termes d'ordres 3k + 1)) = ¢lalx)) +

(des termes d'ordre 3 k + 1) (la dernidre égalité résulte, par exemple, en prenant
¢

des développements Tayloriens limités), Donc :

£x(g) - e*(g) € i C™(x) , e.a.d.s,

Considérons 1'algdbre locale :

0, () = ) /emC™(y) + 2 ()

(d’aprés cé qﬁ‘on vient de dire, cette algtbre ne dépend cue de jif)o

On peut considérer aussi 1l'algébre locale :

o) = ¢ (x)/emc (y)

gui est "moralement " “l'algebre des fonctions ¢” sur f-1(0) Y, 0na:
1
Q () = a(e) /" als) ,

donc a(f) = 1lim Q (f) o
r Ir

Je donne, sans démonstration le théordme suivant du & J. Mather :

]

THEOREIE : "Soient 1 _,g_ ¢ 0:: y(X,Y) , (dinY = p), deux germes stables.,

fx et 8, sont équivalents (voir la définition du paragravhe précédent) si et

seulement si
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Q () =0

P x P+ (8X) (isomorphisme de R-algdbres)",

3) Croupes opérant sur jf (d'aprés J. Mather).

(Dans tout ce gui suit il stagira de germes d'applications. On va ouvblier la

notation— — )o

Si . f ng on lul associe le gerne de sous-variété :

(0,0) € {{x,f(z)} «X x ¥, appelée gragh(f>o .

Je rappelle qu'on a défini le groupe € :

@ « piff (X P Y)'
0,0

par la condition : H €& i et seulement si le diagramme suivant commute :
(XxY,o0xo0)

(X,O) | H / (X-)O)
\) (X x Y, 0 x.0) N

: . e
(o i(x) = (x,0) € X xY; donc i est "la section nulléd), & it surk par

graph(Hof) = H (graph ). .

(D'une manidre plus détaillée, soit 1 = id{(X). Alors :

(1, H£) =H o (1,£)) ,

i f €:@ on définit 1'anneau des-coordonnées de £ i

1() = £ (y) < ¢ (x)

(Clest un iddal de € (x)) o Je rappelle que g € €F == I(f) = 1(g) (dgalité

entre sous-ensembles de Coo(x) o
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En fait on a prouvé le :{Chapitre 0, vol.I) .

THEOREME : "Les gquatre conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f cB.g.

(ii) 1(f) = 1{g) (galitd entre sous—ensembles.de dw(x))o

(1ii) si (y1 yoens yp) est un systéme de coordonnées locales sur Y , 7

une matrice invertible (p X p) :

(uij(X?) toq. : £¥(y,) == u.j(X) g*(yj) .

}-3

-

(iv) Il existe un germe de difféomorphisme @

H € Diffo « O(X@x Y) (H(o,o) =‘(o X o))

toqo H|X x 0 = idX

H{graphf) = graphg " .

On va introduire quatré,autres sous groupes de Diffo O(X X Y) qui. agissent
1

sur gig

Le grouve K s par définition H €K s'il existe un h € Diffo(X) , tel

gue le diagramme suivant soit commutatif :

(X,o) ""““ﬁf“”* (X xY , 0% o) —»——w—~«>(X,o)

h H h

\ v
(X,o) -—~—~m37~9(X xY, 0x o) —--m?;—>(X,o) o

On définit uvne action de ¥ sur 3? Dar
H(graph f) = graph(Hof)

.

(ou, d'une manidre plus détaillée ;

(1, Hof) =H o (1,£) o n™ 1) .
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THEOREME : "f ¢ ¥ .g si et seulement si 3 un germe de difféomorphisme :

(XXY,OXO)

(XxY¥,o0x0) =

t. Qe H(X X o) =Xx0 et : H(graph 1“) = graph g'"

Ceci résulte immédiatement du théordme analogue pour 6 .
Remarquons que B K (sous~groupe).

soit R < XK , G- D:'Lffo O(X) . R agit surﬂ’zpar composition & drcite,

y

THEOREBME : " € c K est un sous-groupe invariant. Chaque é1lément x € UC
s'éerit d'une manidre et d'une seule x = rc (r € R, cE£%e )o (On a donc une dé-

composition en produit semi-direct ) =008 )",

Démonstration : exercice,
Le groupe K agit (par 1'intermédiaire du grou?e des -jets d'ordre k d'élé-

ments de ¥C: K k) suxr Jls O(X,Y) o
’

THEOREME "jkf G‘K‘kjkg &= Qk(f) = Qk(g) (isomorphisme de R-algd-

bres)",

Démonstfation ¢

== 1l'hypothese implique qu'il existe g!,f! € I jkg' = jkg' ,

jk:f" o= jkf , f1 ¢g'X . On a Qk(f') = Qk(f) (et de méme pour g), puisque

l'algebre considérée ne dépend que de ). La conclusion résulte si 1'on montre

que l'action de € et de ;_{;?{u (donc celle & :@u’*’?) ne change pas l'algdbre Qk o
Pour 6 ¢a résulte du fait que si fq € fzﬁi = I(fq) = I(fz) c Coo(x) « Pour vo

clest évident. (voir aussi les remarques faites plus bas sur Q(f))o

&= On peut supposer k 3 1 (car pour k = 0 le résultat est trivial), Q,k(f)

est un anneau local d'idéal maximal et
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Q,(£) = o (8)

[En effet : Qr = Q/m?+1Q donc @

m = ma/m g mCa” = mla/m e = o /mle = (o/m1Q)/ (la/m™a) = o/m’n =

=Q_1 1.

Maintenant, si f : (X,X) - (Y,y) est un germe d'application avec rang
Txf = r , on peut choisir des coordonnées locales (y1 sasey yp) telles gue
d(y1of) yooas d(yrof) solt une base de 1l'image du dual de TXX et d(yiof) =0
si iy ’ On peut choisir Xi.i yiof (i £ r) comme une partie d'un systémé de

coordonnées locales et on aura 3

De telles coordonnées, sont par définition, linéairement adaptées,

Je dis que Qk(f) détermine aussi :
' f = - di = °
rang T_ n ;mRQ1(f) +1 =1

[La derni®re égalité est une définition. La premidre résulte comme suit :

Soit @ Q?(f) = ¢"(x) /f*n;y +/Wi .

Supposons qu'on ait chodisi un systéme de coordonnées adaptées, comue ci-dessus,
Alors :

X1 ¢4 0 ¢ XI‘ €fmy 4

£ (x) e £ 0 omS .
r+] %my X

L'algdbre Q1(f) admet comme R~base (d'espace vectoriel)

1, x

X
1'4-1 yo0ecy n o

Done @
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dimRQ1(f) = (n - r) + 1 .

forment un systéme de générateurs

1,x

On remarque & la méme occasion que ,
r+1,°°.,xn

(minimal) de 1l'algebre Qk(f) » A ce sujet on remarque aussi que 1l'on a

R-algébre locale telle que (}m&A =0 ,

PROPOSITION : "Soit A une

My est A-fini, A/mA %R,
Alors : 1) X1 seaey XP € mA sont un systeme de générateurs du A-module

mae e Ty reeey Xp R—gngendrent 'mﬁ/m?A o

2) Si 1) est satisfait on a une surjection naturelle

f
R[[x1 sosss Xp]] > A-0"

résulte de Nakayama, Si 1) est vrai les produits Xy eee X,
1 k

Démonstration : 1)

engendrent ’mFA/mF+1A y €e8.d.s,

N
Donc X1 yeeay X € m@(ka) engendre l'algébre respective si et seulement si

clest un Sysféme de R-générateurs de ‘m/mf 1.

On peut donc supposer que f,g ont la forme :

i i (i R r)
f:{ |
=f (x) Vi = Bops (x') .

Pour r + 1 S i <n soient ii € Qk(f) (ii € Qk(g>) les images des coordonnées

respectives. Puisque

P ¢ Qk(f) QJQk(g) (isomorphisme)

3 des polyndmes pi(§;+1 yeaey EA) t.q.

r+1 ,e.., n) . Le fait que ¢ est un isomorphisme implique

B — <t 7 e
9(x) = p, (&) G =
que la matrice (api/bxj) est invertible (calcul immédiat). On peut donc construire

un germe de difféomorphisme h : (X,o) - (X,o) :




1T - 19 -

= x! i o ? : ; :
Xi = Xi (1 RS r) , Xr+j pr+j(x ) . Le diagramme suivant commute
*
() ——— (') = ()
M
v

o

0 (f) e q (g)

Donc, en remplacant g == g 0 hui on peut supposer que
oo o0 k+1 [} k+1
C (X) = f*!qy . C (X) + 'I!{X = g*ﬁzy . C (X) + ’)}f{x‘ .

0 " 'k -
On peut trouver des autres f,g , ayant le méme JO que nos f,z ci-dessus,

tels que
[e'e] (e}
f#*n C = y C .
e (x) = g*m O (x)

(Il suffit de remplacer f,g, par leurs polyndmes tayloriens d'ordre k),

Maintenant f et g sont dans la méme € —orbite, e.a.d.s.

On va introduilre encore deux sous—-groupes de I (qui agissent donc sur ﬂ%),

of, = piff_ (%,0)

b

- Fxd .

Soit f Eﬁﬁ . Pour chague

on va définir un sous-espace vectoriel :
o(¢) = 1 (e¥17) = o(f)

comme suit @
o(%) = g, (I(1x)) + £2c™(y) . o(r)
o

#8) = 8, (1 (1x)) + o (1 (17))
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o(8) = p,(r (1))
o(d) = o (I (17))

e(@a) =g (y) « o (£) .

THEOREME 1 (Mather) : " f € 32 est de détermination finie (pour G) &

a(r,q) = dim, o(f) /o(G) <o,

‘Remarques : 0) f = fx est stable = d(f,d%) =0,

71) Définissons, aussi, les sous-espaces vectoriels @ me ='m§w(x);ﬁy =

= ¢ (y))

0, (%) = g (m 17(1x)) + £ 0(7)

0,(#) = g, (n 17D + gyl 1))

0, @) = p,(n 17(1x)

0,(L) = af(myrj(TY))
o, () = fmy.@(f) = o(d3) .

On remarque que

n 1°(1%) = Ker(r (1x) R )

ev(o)

Donec :

o0 [e o]
r(m)/m (1) = R, Donc:

d%mR®(f)./81(G) <o &= aimm_6(r) /6,(¢) <

0

dimR®(f) / e(e) <o .

2) (Interprétation . heuristique du théoréme ci-dessus), Pensons & @QK@(f) comre
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étant l'espace des déformations infinitésimales de £, donc :

n 6(f) = Tfﬁo

Je dis que, dans le méme esprit, ei(G) est 1l'espace tangent & l'orbite de f, au
point T

.o 1.(f @) =00,
En effet, si G =R ou dc s

Tidxiﬁpz {les chanps de vecteurs sur X qui s'annulent au point O},
et de méme pour o .
Si ¢ = ¥, on considére la projection :

0

n2 t AixY—~Y ?

et on remarqgue que

[e5) ' z’@ - % - ] 1 3
PO(T(X xY)) o T(1ax)x(1a1) ¥ my@(ﬂ:2) {1'ensemble des champs de

vecteurs verticaux sur X x ¥ , qui s'annulent sur X x O}o

Alors 3

1.(£€) = Tn2(n§my@(n2) | (graph £)) = £m o(f) .

Le théortme nous dit donc que ¢

T est de (~détermination finie

!

ltorbite G.f cif est infinitésimalement de codimension finig}

ce qui est intuitivement naturel, car la derniére condition veut dire que G.f o
est déterminée par un nombre fini de conditions, "et sur quoi pourraient-elles porter,

.k
cautre que sur Jf , pour k assez grand ? %
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Dans ce qui suit on donnera la condition nécessaire et suffisante de

k-suffisance, ce qui va impliquer, & fortiori, le théortme ci-dessus.,

3) Machinerie algdbrique : Je ravpelle le théordtme de préparation :

o
"Soient A un C (y)~module fini,

o
C un C (x)-module fini,

f €52° Soit

g + A—-C

un morphisme dx(y)—linéaire (Pour la structure de Caxy)—module gur € , induite

par : o o
%3 ¢ (y) » ¢ (x))
Alors :
e(a) « £m L C=C = pa) =c ,»
IEMME 4 : "Soit C un € (x)-module fini, A < C un sous-module., Alors :
. I+ £
almR(C/mX C + A) < b= n&g c A",
Démonstration : Soit dk = dim(c/mi C+4A),
On a
O:d0$d1\<d2$000\<d£+1\</e
= Jx 4 =4 .
k kel .
> ﬁ&? + A ~*mxb C+ A & (%)

. k
Je dis que m € + A est ¢ (x)=fini,

Bn effet

A .. k :
C ,'ﬁﬁ sont € (x)-fini == m G est ¢ (x)-fini, D'autre part,

on a une suite exacte de ¢ (x)-modules :-
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A X
0 »fmi c e~m§ C+ 4 »wmi C+A/n €-0

et :
k k k . . k k
me C + A) /‘WX g C— C/WXC , gui est R-fini, (donc meC + A)/WXC est
R~fini),ea.
Done Qmi C+ A)/A = T est, encore, un module mex)~fini.(*) nous dit que

mr=r,

donc (Nakayama) § T = 0 = fmi CcA.,
ona: (£3%)
£ k..
L e
. C i C— A éqoe.d.)
LEMME 5 : "Dans les conditions du lemme précédent, il existe un systéme de
oo rd 7’
c (x)—generateurs de A ayant au plus :
Ny
'Y( /8,8_‘) = B(Y,Il,,ﬁ)

éléments,ob n =dim X , v = dim c"o

Démonstration : On a

a=a+mle,

et on a déjh vu que A +-ﬁé§ était € (x)-fini == A est ¢ (x)-fini,

Alors (Nakayama) :
Un systéme de R-générateurs de A/WXA =» est un systéme de dx(x)ugénéra—
teurs de A .

On a :

A1 A+ £+

¢ & dim C/mX C Ly . dinC (x)/m&

dim A/m A g dlmA/m

e,a,d,s,

LEMME 6 : "Soit A un C (y)-module fini

[*e]
C un C (x)-module fini,
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f ¢ Gi et ¢ : A~ C un morphisme dw(y)~linéaireo
Soit

3

o = dim_A/m A = dim A
R oo
v ¢ (y)

]

si g(4) + (f*'my + n}f’ Je=C¢ = pa)=cn".

Démonstration ¢ On a :

I

o/ (e + mf;“ )¢ = o(a)/p(a)n (£m c +19§+1”c)° Mais

p(a) N (£x 4. C + ’“’L;';HW 2 g a) = £x o g(a) .

Donc :
- +1 : ,
ulmR(C/(f*\!\y + ’n}i )C) § dim A/ﬁ}yA = g

04
= m¢ c m ¢ (lemme 4),

oad!
__>’mx

¢ CIf*‘ﬁ%C ; on est donc réduit au théoreme de préparation.
IEMME 7 : "Soient A,C comme dans le lemme précédent, CO < C un sous—
module avec
& = dlmR(C/CO>.
Soit p =dim Y et

£ = 8(e,p,8) = Q(pgé) (voir lemme 5) ,

S
o(a) + "' ¢ > c, = gla)mc_ ".

Démonstration : Soit: A DAY = @~?CO . On a

A+1
(PA' + 'TJ}X CO = CQ .

dim A/AY ¢ dimc/c =6 .

Donc ¢
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dlmRA/mg A+ A dlmRA/A' <6,

donc, d'apres le lemme 4 : ’msA c A, donc  (lemme 5)
dim - A' ¢ £ = 8(a,2,8) o
¢ (v)
Mais

£ > dim ” A = dimRA‘/myA’ (Nakayama )
¢ (v)
et notre hypothese est :
1

A+
t —
(pA + Tf\ C = ]

On peut appliquer le lemme 6 , e.a.d.8,

LEMME 8 : "Soient A,C comme avant,
3 = dimRA/fn}yA , €= dimRC/q;A .
On va supposer g < @,
3 k =k(oc,8,13) ’ tel que

(’O.A D’II}E C “o
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(Remargue : pA < C ntest pas un sous Caxx)~module, Autrement la conclusion

résulterait du lemume 4)0

Démonstration : En considérant la suite

. . (g+1)i
dlmRC/@A + 1, c

e

on voit qu'il existe un i tel que :
q -

(1) (it )C (p+1)i

@A +‘K& = ph +ﬂﬁ& C .

o (aei
Soit ﬁ& C = Co . Donc
QA + ﬂg(iﬂ )CO o CO
== o(4) D c, e.a.d.s.

On va revenir maintenant aux conditions du théordme de détermination finie, énoncé
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plus haut.
ILEMME 9 : "a(f,0) < « si et seulement si il existe k t.q. :
' k 1
o(G) o m\X@(f).
7 . * k
Démonstration + Si G(G) :rmX@(f)
alors @
ale,6) = ain o(r)/6(6) & dimR@‘(f)/mE@(f) ¢,

71 nous faut prouver 1'implication inverse. On a le C (x)-module ©(f) , et pour
chaque G on a un C“Yy)~modu1e A=2a(c) , m dx(x)—module B = B(G) , des

applications o = (@), g8 = (@) (qui sont ¢ (y) (¢T(x)) - lindaires) :

. 3 -Posele)

e
e S st e

telles que é(G) = q(A) + B(B) .

Soit

A% g(f) —— o(f)/ 8(B)=cC.
1 ‘ . , i

o

Notre hypothese est qué dimRC/B(A) { o, Le lemme 8 nous dit que
V k
a(a) >m ¢ 5

k.

‘ 4) Le théoreme principal, Le théoréme 1 sera impliqué par un résultat qu'on

va énoncer maintenant,

THEOREME 2 : "a) Nécessité : Soit f ¢, si f(jkf) est k—suffisant pour

k

G alors
¥ rf(LX

1 o(e) ea(a)
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b) Suffisance : Si G = iﬁ,é;;,‘j :
,Qi®(f) < olG) = £ est (d+ 1)-suffisant par rapport & G .
si ¢ =0k et

vm§®(f) ce,(e) , il existe

o= p(k,6,6imX , dim¥), +t.q. ==> f est (f)-suffisant",

Exercices:
1) Il existe une fonction x(k,G) telle que f E:ﬁ g80it G-suffisant si
et seulement si il existe un k  tel que 3

o(c) + - o(2) o 0(e) .

2) Un germe analytique-réel est analytigquement G-suffisant si et seulement

si il est (différentisblement) G-suffisant,

2
5) Un lemme d'approximation : Soient f,g € 4%,

Soient 1 - les projections

X xR Y xR

AN -
t\\\a e

R,

et (YI,...,YP)'(yi(O) =0) un systéme de coordonnées locales de Y .
On définit :
¢: (XxR,0xR) - (¥YxR, 0xR):

(7,06 = (1 = £)(y,0f) + t (y,08)

Pour a € R on définit le germe de G en 0 x a @
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¢® . (XxR,0xa) - (TxRr ,'O X a)

ot ¢, =" (xxa,o0xa): (X0 - (1,0) .
Soient : xR S X , Y xR —g— 1 .
=T, =T,

On va faire les identifications :

oo [ee] oo
— ¥ [y
cO(X) “1Co<x> coxa(x % R)
o el [ee)
= % S
cO(Y) = W?CO(Y) coxa(y % R) &

” . o . o, N .
On va, de méme, identifier les autres notions sur X(FOTX,O,.}a des notions

sur X xR (Y x R), via o

Remarquons enfin que {5§w} est une dj(Y)-base libre de f:(TY) ,
i

s d oo . oo .
§§— CF yaae, S§— of est une CO(X)~ base libre de Fo(f*TY) = @(;) , et

{_9, o0 [, © Ga} est une dw (X %X R)- base libre de o(x oGa) (On rappelle qﬁe H
éyi 1 oxa 1

X xR =g Y) .
19G

On peut faire une identification :

8(f )= ®(n10Ga)

N\

par : (ui € CO(X)‘"w* Coxa(x X R)) :

0 ~ o} a
Zui (éyi)Of ~ Eui ((-3-5;:)0 RTO G .

Avec ces identifications, on a le :
R S
LEMME 10 : "Si gof = Jog , alors :

1) si = ¢ r‘;"(m) :



11T
=1 a
Bf<€) - Bn1oea (g) en”, @(ﬁ1 o ).,
2) si v € Co(y) :

’f*(v) - (Ga)*(v)4€ mﬁczga(X x R) .

3) Ssiom € r‘:(tm’) :

’g 14
af(n) - ,a(n) € T, @(ﬂ1 o Ga) .

nTOG

Démonstration :

(1) En coordonnées (1oca1es) :

3(y.of)
o) j )
pole—m) =8 —2Le (= o0 f)
f éxi 3 éxi éyj
3(y.of)

(on remarque que ( = 2 = la matrice jacobienne de f q..z, et

; (_Q_) s (é(yjof>% . é(yjog)~é(yj0f)) 3 oo Ga)

n?Ga bxi 3 axi‘ 6xi 6yj i

On remarque nmaintenant gque d'aprgs nos identifications :

Sg_ o f—ms 59— om, O ¢®
yi Yi
et que O(ijg> - é(ijf)
0X,
i

a le méme (,5“1 )"‘jet que O ceo Be8o0,8,

(2) I1 suffit de considérer le cas ou v est un mondme en y1 yeses Y. »

[En effet :

v = polyndme (en y.) + é1ém. de ‘
i My

ot ), (%) ) =nle? (xR

- 29 -

ae

P
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faintenant on proceéde par induction., Si degv = 0 :

N ,
f*(v) == Ga (v) o Sidegv =1t v = yi E

¥
£(y,) - 6% (y,) = t(y,0f - y,08) €n’e> (X xR).

oo
C
X oxa

1l

Si degv>1: v in , et :

£x(v) = ¢ (v) = (£%(y,) - ¢ (5, Nrew) + ¢y ) (Ex(w) = 6% ().

On peut appligquer 1l'induction...

il

{3) résulte de (2) vu que est un homomorphisme au~dessus de £¥,,..

Otf -
(On décompose n= vi(y) 5§~ et on travaille avec les vi(y) comme ci-dessus.,
i
o 0
(“"—') = (t“"").) .
0y

£y, w00

Nos identifications sont telles que

6) La démonstretion de la nécessitd,

Pour chacun des 5 groupes soit :

G <G
r

le sous-groupe (invariant) des éléments qui ont le méme r-jet que 1'identité, et :
(2> r)
y/

¢’ = GT/G

- = le groupe des f-jets d'éléments de Gr o

£
Soit Jk = l'ensemble des k-jets de 3:. Clest une varidté ¢ .

On a une action : (@ = @(k,r,G)) :

Gﬁ X Jk-@w~w» Jk o

k k . .
Gr G sont das groupes de Lie -=> les orbites dans Jk sont des sous-variétés

(voir plus de détails 3 ce sujet, dans le chapitre suivant),

£

Soit £ e% , z=3% ¢t . on va définir :

L. R 2
T .m}xe(f) 77 .

soit 5 ¢ m_o(r) ,oe’i’toclccR ,
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et (XxR,oxlo)-«-gmme(YxR,oxlo)
. /
\ //
* R
telle que ¢ F(0) = f, %E! =7 (P garde 0 -0 s, parce que E’QX®(f).)o On
1 +£=0

définit :

I — g%
’ (1)
Ry
A Zt = Ft o
Alors £< ) B QEE
T = T3E| =0 .

On vérifie que ni est bien défini. nz est R-linéaire, surjectif, et :

gern’ = /! o(2) .

LEMME 11 : "Soit f €& , Z:__f(,e) .

(1) 1,0 f 2) = wHo ! D(0) + mieeln ) oe))
(2) v, () =) = nHp ! En)) 4+ o S T(0n))

(3) 1)) = o', S 1(n0)))
(4) 1 @fe) = na it ()

(5) n,(5fe) = Hurx(n ) o(2)))"

Z

Démonstration : Remarquons que, si

G x M . M

est une action (va de groupe de Lie (queloonque), meéEM et G ~5m~e M ltorbite
m
de m, alors
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{ -
Tm\Image @m) = Te@m(TeG)
(ot e € ¢ est 1'élément unité),

Le cas \3) On a, comme avant, une application surjective.

[y
s m () — T ar,

et un diagramme commutatif

B
£
qur:(frx) mx@(f)
2 2
ﬂﬁb T
4 T O ]
Teif‘;’g gz pts =3t
v o ¥
0 0

Si k=20":

oo b ok L. Pl k >0
r (3Wh2) =10 (T &J) = o (n" . 1 (X)) = = (pp(m r (1x))) .

Si k> 0, on remarcue que :

ket ooy _ (ANl 04
‘mx PO(TX) = (ﬂgg (Tecok) ,

ena‘doé}o
(4) (d) se démontre de la méme facon, et (3) + (4) => (2) .

Le cas (5) (%) : sScit 7, : Xx¥T =Y. o(n.) est le ¢ (X x Y) -module des
: 2 2 OX0

sections ¢

Ix7Y
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On définit la surjection :

%é:*qy@(nz) s Te;3£ et

X my®(n2) —1_6(f)

par ¢ x{n) = n o < graphf > = ¢ id(X),f >*(y)

(Ou X <1dﬂ"—>"‘"‘—> X X Y) .

Le diagramme suvivant est commutatif :

, X N '
m 6(x,) > m o(f)
H
w )
B :
T &t 7 gt
¢ \ T & 7
e z §
y |
0 0

[Démonstration de la commutativité ; Si q €'my @(wz) C:@(nz) on considdre la

famille de germe de difféomorphismes (paramdtrés par x) @

Ht(x) s Y -7

éHt
tels que HO =1id Y , Y lt~o =1 o Ona:
x(n) = ( L) o £, X = TY
n’ox(n) = \t(Htf)(’e)[ .
D'autre part _
Loy 0.(4) ‘
TCQS(T]) = @'th >
t=0
3 (4) d (1)
T ® = — Lo 3
o2 O Teln) = 5 st (EE
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Je dis que :

() wl g 6(n)) = x(m a 6(e) .

[Démonstration : On a clairement

@(nz) X o(f) — 0
est

et cecifun homomorphisme au-dessus de

cz’o(x % ¥) d:(x) .
X ¢id(X), %

Dlautre part

{< idx , f >*(m ¢ o XX 1)) = f*(m ) ¢ (x)

k X
< idx , £ >*(n )

I

XXY Ty

A partir de ces remargues

x(qﬁx&qi o(r,)) = < ia x,¢ >*(q§xy). ¢ id X,f >*<W§> . x(@(ﬂ2>) -,
On a aussi :

(xx) (W§QM1 T “’ﬂ ‘q 5y W @(w o

e (x) (xx) on déduit tout de suite (5),

(1) résulte de (3) + (5)’ vu que

/g / zg Lo /g

Te:’<k = Teb)k @Te*fbk ‘,l!‘ eoaodoso

Ceci finit la démonstration du lemme 1,1,
. e , . - Nae,
Pour la démonstration de la nécessité on va considérer ¢ = JH~ Les autres cas

se traitent de la méme manidre.

Soit f €3¢, k-suffisant pour 0. Soit £ >k , z = () o5t

JgiD B = n”1 w(z) o 9w ¢ Jﬁ - Jk .

Puisque f est k-suffisant et 2>k ona: Ecd ot



111 = 35 =
£y k1
TE=n(n " e(f)) .,
[En effet, nz(mx o(f)) = TZJﬂ , et puisqu'on n'a pas le droit de changer

z(k) = f(k) 1l faut encore multiplier avec qi a‘o] .

T e(e) nﬁ(afmyr‘z(w)) + g (n ()

)

mri'” o(f) ocf(wqy r‘:(TY)) + Bp(m r:(ﬂix))) + m;” ()

(car ﬁ]£+1 8(f) = Ker nﬁ) 0

Soit

T :(mx @(f) / Image ﬁf et
< af
™ r (1) —teemm0(f)- i* .

i 3

Gp

on a
me T < Gy (m, rf(TY)) sl
ipour X arbitrairement grand,
D'aprés le lemme 7

*

,ﬁrc%ﬁyi@@),dmo.
T 6(e) @ o lm ©(T7)) g (n () a
T Gp My TS Bf T LoV 47 4-€e Qe

S

7) Démonstration de la suffisance (cas G =7(,Q¢, 5 )

I1 s'agit des cas ou e(@) (91(G)) est un sousm C:(i)—module de
e(f) (m& o(f)) . On n'aura pas besoin du théoféme de préparation, le lemme de

Nakeyame suffira. On va considdérer seulement G =3¢, les autres cas sont pareils,
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Soit f €<, tel que

(1.1) o 6(e) c£x(n ) 6(2) + p (1(20)) .

On va montrer que f est (d + 1)—suffisant pour ‘R . On choisit g € Sf,

Pla+t) _ g(d+1)

tel que , ¢t on applique les constructions du lemme d'approximation.
a
Soit a €R , =0l 0C) oh:
¢ ™
(XxR ,o0oxa) ——— (Y xR , 0x a) ———— Y ,

Je dis que :
(1.2) m g () §+ Py o 08 (e(x) + .ty

[Démonstration : Les deux termes sont des Cj;a(X X R)—modules, et comme

A

4 .
’qi @(f) c:n}X @ engendre 'qi @ comme Ci;a(X X R)—module, il suffit de montrer que

n& @(f) est contenu dans le membre droit de (7°2> . Je rappelle i¢i qu'on identi-

fie :
o) 0 a a
) e — O
®(f) Zui(x)(byi) of ) Zui(éyi)o n1 o G ¢ ®(7c1 o G ) o

se

Soit ¢ € ﬂg?@(f) . D'apres (7.1)

¢ =3 £%(v,)e; + pple)
ol viEm o, g @(f} , E € f:(TX) .

En appliquant le lemme d'approximation :

c- (HE e v ey ) en 1B, eads].

(7.2) implique :

(1.3) mg e m) ¢+ Bn1oGa<@<n)1{))o



. r m 3 . .
[En effet 3 consideérons les Coxa{X x R)-modules finis suivants : E = membre

droit de (7.3) , F=E+miq: , ot E<» P, ona (7.2) :
P=E+mf , donc,

par Nekayama : F = E].

En multipliant par mi :
d+r a¥* T r X
(7.4) m, " yc¢C @my) Mo ¢+ Bn1oGa (n, 6(x}))
Remarquons que':

(a+1) (a+1) :

On peut donc écrire :

oG a* o} T a
3T =% 6 (yj)uij(%; om o€ ) £ ano(}a(i) .
oo X
¢ mxcoxa(x X R) N @(n1)

Soit

I: XIxY¥xR,oxoxa) — XxY , 0xo0)

et considérons 1y € 6(II) défini par :

0

= .2. UL, e - o
M=%y I5%; 35 E

[Remarques : Ceci est un champ (dépendant du temps t, voisin de a), défini sur

: a
Xx7Y (et pas seulewent sur X , comme ég?)a Le terme Zyj ui,(x,t) est
J

2.
éyi
vertical (Y) et le terme - a(x,t) est horizontal (X)]

Soit :

o . 90/
€ co,a{x x Y x R) , IO\TY)) .
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On remarque que

éGa a a a
T:(C+T1 £)] (graph @7) = Lo G + TG 0% o

[+%

ceci étant considéré comme un
champ sur X x R,

ceci étant considéré comme un
champ sur Y x R (aépendant
du paramdtre x),

Considérons 3 . X a
F o= <’n:1,G >

(X xR ,0 x a) (XXxYxR, 0xo0xa)

Je dis que

(1.5) & = ayn) + 8,(2)
(igi 7 est un champ sur Xx Y xR, £ wun champ sur X X R) .
[Démonstration : Considérons :
(X x ¥ xR) =7&) ® (¥ x &) .
Alors :
-2%:(0)@%2: o) @®(z o6 +16 o) =

=(g-8)@( o +10g) =
=(~2@ro06)+ (z@ 6% 0¥)

\wmm-«mvwwmw““’i \,...“_ww”'\ﬁ‘”' s

noF = ch<“r1) TF o g = 5F(€) .

Soient H(H!') 1les intégrales de -f(n) :
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(XxR,oxa)w—-L—»-v-%(XxYxR,oxoxa}—~—--~—>(YxR,o><a)
E (x) o HY (XX) oy H

v

v R
(XxR,oxa) ——3XxTxR, o0x 0xa) —% (Y xR, o x a)

[Ce disgramme commute 3 le carré(x) parce que la composante verticale de
stannule pour (y = o) et la composante horizontale est exactement - £ ., Le
carré (xx) parce que la composante horizontale de 7 est - £le

Bn appliquant le lemme 2 , il résulte que pour un petit intervalle
a £ Jcl, tous les Ga sont dans la méme K -~orbite, (Plus exactement, pour

beJ:

-1
(H{D) o<1vX,Gb>poz<1X,Ga>)e

Puisque a est arbitraire, GO =1 , G1 =g sont dans la méme WK -obrite,

8) Démonstration de la suffisance (cas @ =) .

£ . :
On va stoccuper seulement du cas ¢ = ~H. (1'autre ne traite de la . méme
-
;agon)g
On va supposer que

n 0(s) € o lm 15 (1) + polm, 1(eR))

() (x)

e 2
Soit g € Ut , tel que f =g "+ On veut montrer que I,z sontdns la méme
47%—orbite°

Soit a € R , §= @{n1 0 &) , et :

Ga
(xR, o0oxa) —

,\\\“ //f/
~ s

<y

— (Y xR, o0oxa)

On aura
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TX x R Y X R

X
@(ﬂQ)EE‘;?

O
Soit AO le Co(y)—sous module :

A = cx? (po(m 1" (X)) +‘ng @.(f))f'\'%rj(TY) < T (1)

A engendre un gous Coo (Y X R)-—.%ous——module :
o oxa
- Y
= a
AO @(ﬁ1)
Je dis que 3

P

(8.1) o (&) + Bga(“ﬁx @(n:;{)) + n}ﬁ—k g - BGa(n;X @(ni{)) + nﬁ g .

@ xxa 1%
[Démonstra_tion : (e ) 1 I1 suffit de montrer que « a(iio)‘ T . Mais le
: G
terme droit est un Coo (X X R) (done wm o {Y X R))-—module, I1 suffit donc de
oxa oxa
montrer ¢ a(AO)C'? .
G
Si n €A

0

ocf-('n) = Bf(c‘;) + ou @

(o)

g emT ;
e O(TX) , Cem o(f) .
on a : (lemme d'aperoximation) @
k
Be(2) - BGa(zi) em d
( (n) € m'
ao(n) = o (n) emS g
G

(2 suf fisamment grand).



Alors @

o () =(a (n) = a(n)) + (g.(2) -8 ()) +8 () + ¢ ,...
G G G &

(€-2) : I1 suffit de montrer  «—> ’qi 3.

. k
Soit L € mX ¢ . Ona:

L=k~1 5
=t +) ot
1=0
| L

-k Lk k
¢ tqixa e ¥ € My o(r) .

{on se rappelle ici 1t'identification :

o(r) =—>e(x, o ) .

Ltimage de @(f) consiste exactement des champs de la forme Zui(x)(gin)on1oea ,
’ i
tandis que @(n1 o Ga) = iz vi(x.t)(g§—) om0 Ga} . On a tout simplement développé

1
C en t...)o

I1 suffit donc de montrer : 4919“q§ ®(f) (Puisque le membre gauche est stable

'par multiplication avec 1), Mais (vu 1'hypotheése du début), si ¢ €'q§®(f) :

¢ = ap(n) + B.(2)

e

¢ m T (TY) ¢ n (%)
ﬁiy o) Tto ‘
On réapplique le lemme d'approximation a
G

- o a(n) - Bﬁa(€> , qui se trouvera dans mé @ . D'autre part
\r

af(n) =0 - Bf(i) =>n €4 e.a.d.s. .

Je dis que (8.1) == (8.2) :
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(8.2) o (E) +8 m o)) =p m o)) +m § .
G G G

. . - . (s ‘ . % s
[Démonstration : (C’est ici qu'on applicue le théoreme de preparatlon). On considere:

g¥* o oo
e . Coxa(Y X R) - coxa(x < R) ,

et le ¢ (X x R)-module (fini) :
oXa

= nX - ¢
r= (e ele) em, @>/5Ga<qxg<n§>>

A est un ¢ (Y x R)-module et q induit ve ¢ (¥ x R)~homomorphisme :
o oxa @ oxa
o +t A T,
o

tel que al(d )+ =k I'=T, Si on prouve que A est dw (Y X R)—fini (disons
o) Tq;z,xa, * 0 oxa

avec au plus o' générateurs), et si Lo~k > o + 1] , alors on peut appliquer le

lemme 6 (qui est lui~méme une conséguence du théordme de préparation), pour déduire

que
a(AO) =T
(ce qui implique 8.2),

Pour voir que AO est fini, on raisonne comme suit : Il suffit de montrer

que A est d:(y)—finio On a : Aoc;y f:(TY) (inclusion de ijy)—modules), et

dimR(rf(TY}/Ao) < ain, 6(f) /ni‘;@(f) <o,

- . . OO . . s 7
En appliquant les lemmes 4,5 1l s'ensuit que Ao est Co(y)-—flnlo (a' sera évalué

par les lemnes 4,5 pulsque (le nombre minimum de générateurs de A comme
: 0

o0 .
Co(y)—mouule) g,d),]

0 : A < Clry) , a :
na: o m& PO , onc

- Y
| AO c m& @(n1) o



Done : (8.2) = (8.3)

(8.3) g (n o(x)) +p (m o(s)
G G

MONINS)

Vu cue , On a
a
oG A k . )
€ om o ¢ ( 4 grand,...)

X ¥
donc § E € M. @(ni) y 7 ef?y@(n1) toge ¢

ek

0% G

A partir de 1&, on peut raisonner comme pour X

9) Remarques finales : On va considérer le cas

alors, les identifications suivantes

@(f) = C:(x)

]

I’ZO(TX)

I

P‘:(TX) Cc:(y) = C:(R) .

On remarque gue

3 of oo .
Bf<5§7) —-5§; € CO(X) ~ @(f) s

donec

oo of of o
Sf(TO(TX>) = (gg: gesey SE*) CO(X) s

n

—= a(n) + B a(i) °
G

o

le d:(x)—module‘libre engendré par

\—-——-*“"‘“\(———-‘—‘.../

1tidéal "jacobien" de

e

" On a done 3 est U

f
k 0 of ~O0 3
TQX [ (5‘:‘2:;0'0, é";;) ()O(Xj .

*-C\-}i) Coo(x) < oo,

: . oo of
& dine <X)/(5£7 youes 5%

-suffisant  <&=> Jk

Ox,

t

I11

s06e g7

3
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dim Y = 1 . On peut faire,
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Ceci est l'analogue algebrique de la notion de singularité isolde (au voizinage de

laguelle f ne tend pas trop vite vers 0),



CHAPITRE IV,

CARACTERISATION DES APPLICATIONS (ET DES GERIMES

D'APPLICATIONS) STABLES.

Sauf mention explicite du contraire on ne s'occupera que des variétés compactes,

1) Les espaces de multi-jets : Si X est un espace (variété) on va désigner

par :
r .
X = XX .o xX (r fois)
et par X(r>'c:X le sous ensenmble
X(r> = {(x )3 x €X, x, £x.}.
(A ML | A S A

On va considéier la projection canonigue 3 T Jk<X,Y)~«+ X 3 gquil induit une

fivbration :

ﬂr 3 J}{(K,Y)r—--w} Xr e

Par définition :

Fn - @) e Fan

On a une application naturelle :
r{}k . GM(X,Y)—“'“"* I‘oo(anX(I‘}) - COQ<X(E>§\ N JK(X,Y))
. /

définie par :

X k. k.
P Elry ey x ) = (3 £0e,)y oeey 300x,0) o
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o0 3 rd 7 .
Ltaction de Diff(X) X Diff(Y) sur C (X,Y) , considerée au chapitre IT,
k . £ . .
induit une action sur rJ (X,Y). [ D'une maniere plus précise, si g € Diff X ,

h € Diff Y , alors :

(g,0). (5, (x )see 3 _(x ) = (3t 6™V (ex,) ey 35008 67D (ex )

I1 faut penser ici au diagramme suivant :

Pour cette action on va considérer des orbites ou des sous ensembles invariants,

parties de er(X,Y) » On a le :

TEEOREME 1 : "Les orbites sont des scus~variétés de Jk 1),
e s T 2

Démonstration : On commence par considérer la "restriction! :
T s
m. . :J (n,p)-—— J (n,p) (s ¢ ),
’k)

et la composition :



w -3~

T r r
J (n,p) x I (p,q) —— J (n,q) ,

qui est une application algébrique réelle (puisque les formules qui expriment

&

les dérivées partielles de F o0 g en fonction des dérivées partielles de f et
de g sont algébriques) (On rappelle que jk(n,p) = {les k~jets des germes

d'applications € : (Rn,o) - (R§,o)} » Soit
1" (n) < 7 (n,n)

l'ensemble des jets de difféomorphismes. Liinclusion L1(n) C:J1(n,n) est la

méme chose que
¢L(n,R) < M(n,R) = 1'ensemble des matrices réelles & n x n éléments,

ona: L(n) = H;11(L1(n)) . On remarque que L (n) est un groupe de Lie,
:

(Lr(n) est un ouvert partout dense de Jr(h,n) , difféomorphe & GL(n,R) % (un
espace euolidien) s la loi de groupe est donnée par des applications polynomiales,

En fait Lr(n) est un groupe algébrigue réel ,..).

LEMME 1. "Les orbites WO de l'action naturelle :

k k
(1°()" x 25(p)) x P(n,0)"—— (n,p)"
sont des sous—variétés"o.(Haefliger) (on considdre ici 1l'action :

-1 -1
g 08, .., hoz 08 Se )

sesey gr,h>o<z 198

yovey Zr> = <hoz

1 1

Démonstration ¢ D'aprés un théordme général, quand un groupe de Lie opére d'une

o I . . « . . N -
fagon C , sur une variété, les orbites sont des images d'immersions injectives
(ce qui dans le cas ou elles ne sont pas compactes, n'impligue pas qu'elles sont des

sousmvariétés), Cecl étant insuffisant dans notre cas, on fera appel & des moyens de
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géométrie algébrique,

Soit Cn ltespace complexe de dimension n muni de la topologie de Zariski

(les fermés seront les ensembles algébriques fermés ¢ les zéros d'idéaux de

polynémes), Si AcC' et £ : A —C" , on dira que f est rationnelle régulidre

si elle s'exprime par des fonctions rationnelles, sans pdles sur A . Si k< C est
un sous corps et G = G(C/k) est le groupe des auvtomorphismes de € gqui laissent

invariant chaque x € k , on dira que A est défini sur k  s'il est invariant

pour llaction G x G- - ¢" (g.(c1 yeses cn) = (gc:1 voeos gcn)). (Exemple : Un
ferwé de Zariski défini par des polyndmes & coefficients dans k . En général si

l'on considere un coprs algébriquement clos Xk , une extension galoisienne :

X

\\

“k

. . -n . . .
et un fermé de Zariski A ck , A est invariant pour G = Gal(k/k') si et
seulement 'si on peut les définir par des équations & coefficients dans k)o Une
application régulidre rationnelle est "définie sur k" si les fonctions rationnellies

correspondantes ont les coefficients dans k

Un ensemble A C:Cn est d4it localenment fermé s'il est ltintersection d'un

fermé et d'un ouvert (de la topologie de Zariski)° Exemple Cn - (o) . Un ensémble

n . . . . . .
XoC egt dit constructivle g'il est la réunion finie d'une collection d'en-

»sembles localemeht fermés: La famille de tous les ensembles constructibles de Cn
P
est la plus petite algdbre booléene (contenue dans éj°(0n)) qui contient tous

les ouverts de Cn .

Je rappelle le :

THEOREME DE Chevalley : " 8i X < ¢© est un ensemble constructible ot

. i . . . p .
f : X —-C est une application rationnelle régulidre, alors £(X) =" est
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constructible,
(Pour la démonstration voire, par exeumple : D, Mumford : Introduction to

algebraic geometry (mimeographié, Harvard), Chapitre 1>o

Remarques 1) Cet énoncé serait faux dans le cas rdel, Exemple : soit

f : R - R donnée par f(x) = X2 . AMors f(R) = [x > 0 1 qui n'est pas
constructible,

2) Méme si X = ¢t y £(X)  n'est pas nécéssairement un ensemble
" ’ « 1t 2 2 Ve .
‘lalgébrigue’, Exemple : f : ¢ - C donné par f(z1 , 22) = (z1 22,22) o
Alors

£(c?) = (¢2 - (5, =00 L (o) .

02 - (22 = o) et (o) sont localement fermés, mais f(CZ) ne l'est pas,

Pour pouvoir utiliser le théoréme de Chevalley, on commence par complexifier

notre situation,

Soit
Jk(n,p,C) = { les k-jets de germes d'applications holomorphes :

(¢",0) — (cP,0)}

k k (- . . .
L (n,C) cJ (n,n,C) va designer 1l'ensemble des jets invertibles., C'est un groupe
de Lie complexe, défini sur R , dont les opérations de groupe sont données par des

applications rationnelles régulidres, définies sur R . On va identifier dordénavant :
m
7(a,p,0) = ¢ (m = n(n,p,k))

Jk(n,p) = Rmc:Cm a

Lk(n,C) est un ouvert de Zariski (dans Cm(n,n,k)) o
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On va considérer l'action naturelle :

(0,007 % 15(p,0) x T(m,0,00F = T(n,p,00

e e e L — et
M M

G C C

On remargue que cette action est rationnelle régulisre, définie sur R . On a aussi :

Lk('n)r X Lk(p) = GR = le groupe de Lie réel formé par les points réels de G .

On remarque aussi, que 3

dimCG = dimRGR o

Dl'apres le théoréme de Chevalley, les orbites de (G dans CM sont

constructibles. Donc elles contiennent toujours des points réguliers, D'autre part,

comme elles sont homogdnes, elles sont des vraies sous variétés analytiques (com—

plexes)o

. M . . » . . .
S x € C est réel , (dono invariant pour la conjugaison complexe),
alors l'orbite Gx est aussi, invariante, pour la conjugaison complexe. On a, aussi,

G AR £, puisque x € Gx0 R,

Gx 0 RM est une variété analytique réelle telle que ¢

dimR(Gxﬁ RM) = dimC(GX)

[ Ceci est une conséquence de la remafque suivante : "Soit (Cn,o) le germe de Cn
. n n - . . . ‘ n

au point o , J (¢ ,o) w'(C ,o) la conjugaison complexe et V  (C ,o) un

germe d'espace analytique, tel que JV =V , Alors V peut &tre défini par des

équations analytiques & coefficients réels",
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un germe d'espace snalytigue guelcongue défini par les

Démonstration ¢ Soit V!

.
.

séries convergentes
oo
S 0
(X) n:>——1 ajinz = O (j = 1,00.,1\;{) °

est aussi un ensemble analytigue car il est défini par

Jvt
o
(XX) z 4 Zn = Q
n=1 4"
i JV! = V' , alors V! . est défini par (x) ou. (et) (xx) , donc par
g/'s‘, Il - Il -
} ;ugajn)z =0 ot (Jajn)z =0 1

.

Dlautre part, ("par homogénéité") 1les applications qui définissent les orbites

sont de rang constant, et :
rangR(QXIGR) = rangc Py

est définie par des équations réelleS,.a. ).

(x étant réel, P,
Donc :
rang_(¢q la ) = aim_(cx 0 RM) .
R'7x' R R
Done,
ole 6 - xR
X' R R
est de rang maximsl.
est un ouvert de la sous-variédté

s==> Dans la topologie ordinaire, GRX



Gx N RM

= GR
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°

X est elle~méme une vrale sous-variété,

Puisque WO = GRX , ceci finit la démonstration du lemme 1 .
On va donc montrer que le lemme 1 ==> le théoréme 1.

Soit W C:er(X,Y) une orbite,

Considérons

ou A
T

Jk(X,Y)r Y Y o4

= la diagonale = {(y,y, o.cy)} o

Si =z € W , sans perte de généralité, on a :

(%) ¢n§(2)=(y1 reves Vo0 Ty 0ees Ty yoeso) (yi%yj) .
S S

N T

St s, e T ™

r fois r fois

(pour arriver & cette forme on fait une éventuelle permuta"*iono.....,..)°

k
Soit W, ~ 1'orbite de (yi youes yi) dans _ J(X,Y) . On a @
i

k
Fa,) e o IR,y
T Cor,
: i LA A

I1 résulte gu'il suffit de montrer que W est une sous-variété, dans le cas

spécial

ou ¢

I
u Bl
’ﬂY(W) C AL e

L'application i



e
!

v -

Ty~ ., -
GEY) A, 2B ST NED S

est wne fibration C°<> de Tibre Jk(n,p)r et de groupe structural Lk(n)r P Lk(p)o

Si ’U‘c:x(r> « Y , est un ouvert suffisamment petit, W (v°)" U est de
la forme WO X U, ef,en appliquant le lemme 1 on a fini. [Si X = Rn s ¥ =R,
on construit le difféomorphisme W = Wo X X(r) x Y , en construisant une fois pour

toutes une application ¢ : R - Diff K= telle que ¢(o) = id R" ,

p(x)o) = x ,...] .

2) Transversalité : La relation entre les orbites W CZer(X,Y) et la

.

stabilité, est suggérée par le lemme suivant

LEMME 2 : "Soit f ¢ Cm(X,Y) une application faiblement stable, dans le sens

S

suivant : il existe un voisinage T € N’C:dx(X,Y) , tel que pour tout g € N ;

J b eDiff X, h' € DIff ¥ todo 3

X s Y

hl’

ey Y

soit commutatif,

k T

Alors Jf s X( >»~wwm» JK(X,Y)
re T

est transversale & toutes. les orbites W, "

Démonstration : D'aprds le théorizme de
T Cr . . L. !
transversalité de Thom, 3 g £ N t.q. 58 soit transversale & W .. Pour

appliguer le théordme de transversalité, il est nécessaire de travailler en dehors

de : ; 3 . Ctac ara .
de la dizgonale de X). mais comwe la propriété d'étre transversale a une orbite W
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est (clairement) invariante par difféomorphisme, on a J.e.4d

(Remarque : 1) stabilité == stabilité faible {trivialement.)
2) d'nabitude clest la "stabilité faible® gui est appelée "stabilité"
(tout court). Comme,finalement, toutes les différentes notions de stabilité seront

équivalentes, cecin'a pas beaucoup d'importance,..

ILEMME 3 : "Soit z €W tel que

7= (y y )
TEY 1 98¢0 2 1 $00 0w
\__ww“w'““m"

T

, (r.)
(voire (*) ci-dessus)., Si x € X(r) , rjkf(x) =z , soit x  €X ' 1a partic

i
de x corrssgondant &
\
(5, seeer 7))
S, i
T,
i
k N .
TJ b est trensversale a W au point x .
(z,)
. k i o N
== Vﬁ - if e X ey . JI<X,Y) est transversale a Wi Mo
i i

= y 200 n ’ :
W (h1.x X gﬁ) er(X,Y) et

gt = (. j?f Xoeee X jkf)IX(r) e,8,4.5,

(r)

LEMME 4 : "Soit x = {x

ETEE XT} € X et S 1le sous ensemble corres—

pondant & x : S X . Soit =z = rjkf(x) ¢ v (orvite de TJK(X,Y)) . jkf est

transversale & W au point x si et seulement si

. < . * ’
B (TS(K")) + a1 (TY7)) + é*‘ ry(eey) = rile mty o
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(Ici :
k+1 k+1 k41 oo
,ﬁ ;:’?‘"3 Ko o o X A o C X X eeo .
K"S "ty ‘xx X (x) )
1 T 1
Démonstration : Par le méme procédé que celui qui définit 1l'application m2 du

cnapitre précédent, on a un isomorpaisme canonique d'espaces vectoriels

1(, 75w, =6 @) /g e (o)

(x = (X1 yooes xr) , % = I’jkf(x))(, En ternmes de cet isomorphisme,
ﬂk A o(f) — TZJz , définie un chapitre prdécédent est la méme chose que
i i o K+
M g o(f) —————s IQS'@(f) /‘Q'S ®(f)s .

Soit W l'orbite e =z et Wi l1a fibre de W agu-dessus de % ., Dans le cas

o Wc (n§)“1(gr) (ctest—a-dire : f(x1) Z ogeeee = f(xr) =y) on désigne par

W, gr la fibre de W au-dessus de (x,v7) ¢ %) x Y . D'aprés le lemme 11 du
$
chapitre précédent
v S ~ “% _hoo( l I k+ \
- 3. (m T3 (M) + (o 1T(E)) 4 o ST0(e)
x5z °

k1
g o(f
N\-S O(M)S

Maintenant, si on donne & la valeur au but le droit de bouger (et de ne pas &ire
nécessairement sur la diagonale), on a (comme conséquence immédiate de la formule

ci—dessus)

we

gf(ﬂ”(_SF;(TX)) + af(_r?s(w)) wmg‘” @(f)s

(W )

X %

il

@

k+1
WQVS 9(f)8

On a une décomposition en somme directe, évidente :
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(3)3 i

e nmc s

T( J (X Y)) = T( Jl (x Y) ) + 1 jkf)(TX

w—,.‘\c,,x,-s.w_v ,44‘ N e e

terme "le long du graphe

terme vertical de £V,

Soit

: T(er(X,Y))Z~wm~» T(er(X,Y)X)Z

T\Zf-

la projection correspondant & cette décomposition directe.

On a :
K . .
r} f est transverse a W au point X e

wo((m0) ) = 2( (2, 0) )

Maintenant, la démonstration de notre lemme sera finie, une fois u'on aura montré

que
(I(11)) + o, (T (1)) + o (e)
() ml(w)) = e s s
”?s"LS @(f)s

La formule (*) est une conséqguence de la remargue sulvante :
€ Diff X le systeéme dynamigue engendré par E

ht

(R) : "Soit & € r (mx) ,

el 0 h-1) et

(g = 73
X
2, = 5t o by N () ¢ A I, .
Soit "

6(r)g — T 0(s), /Mg 6(e) .

On a
az
|
EE 3
(%) “f( it M=o

) = (Bf(F ).
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{Démcnstration : On a :

az an, (x)
£ _a x -1 ok %
“T% l4=0 = 4% (ra (£ 00, )(x)) o 10T (53 ‘o )
~ sy g2 —— ' . d —
_ ok, _9n -1 B _’4;/// .
= T ‘Sf‘ 6-% O h ) o = T (6f(§3)) ¢ Ker 'ﬂ:f 0]

. . k N .
Done (en oubliant d'écrire les ¢ , clest~a~dire en travaillant modulo

’Wlk*j @(f)) .

N

g (déformaticﬁs ihfinitsémiales de 2z venant de lsa source) = Bf(fg(TX)) o
Diauvtre part @

T (déformations infinitésimsles de 2z vanant du but) = (déformations infinitdsimales

de =z, venant du but, dans W) = o (I (77))
’ ’ ' x € FfS ¢

Ces dernidres remarques iwpliguent (*) o

Ceci finit la démonstration du lemme,

3) Caractérisation (compléte) des applications stables :

THEOREME (J. Mather) : "Séienﬁ X,Y des variétés ol compactes, p = dim¥,
Choisissons ryp+1t,kyp.Si f¢€ CNKX,Y) les cing condifions sulvantes sont
équivaléntes :

(1) £ est infinitdsimalement stuble,

(2) f est stable,

(3) £ est faiblement stable,

k
(4) rj £ est transverse & toutes les orbites dans er(X,Y) o

(5) si scx est un ensemble fini tel gue IS = point unique, et avec
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card S Ty le germe fS est stable',

ADDENDUM : "Pour un gernme fx (ou miltigerme fS) les trois conditions suivantes

sont équivalentes :

(1) £ est infinitésimalement. stable,
(2v) fx est stable.
(3') jkfx est trarsverse 3 toutes les orbites', (Dono (5) o fS

‘est infinitésimalement stable),

Démorstration On sait que :

4,;»:;(‘21) =y (3) = (4)
(1)

R
N

2 (5)

(1) = (2) = (31) .

[ onvoit que (1) == (5) de la manidre suivante : 81 S C X est un ensemble
fini tel que (X1 s00ey XS) = 3 R f(xi) =y €Y , clest facile & voir que

(1) = fS est infinitésimalement stable., D'autre part, on sait déja que pour

les(multi) germes stabilité infinitésimale ==> stabilité].

Maintenant si 3z = j?f € Jk(X,Y) , on considére la R-algeébre :
N T P o k+1
Az) = qle) = c () /w000 + o7 .

(voir le chapitre précédent). On sait que. si z,at € J (n,p) on a

Q(z) = a(z1) (isomorphisme de . R-algehres)

&=> 2 et z' sont dans 1s méme gﬂg—orbiteo
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. k
Si Z:<Z seco0 s ZI'>, Z":<Z! Q'O’IZ:::,> € rJ <X7Y)

1

on dira que 2z et z' sont contact—-éuuivalents =i

1) alz,) = alal)

g T — 1 = ! Ps
2) Vi =V == 7! v}

Une classe de contact (dans er(X,Y)) est une classe d'équivalence de contact,
Comme pour les orbites, on montre que les classes d'équivalence de contact sont

en s , . k
des sous-variétés (action de K, e.8.d.8,).

On va considérer aussi les conditions suivantes 3

(6) rjkf est tfansverse aux classeg de contact,
(7)' Si S X, card 3L T et fS = un point unique, on a :
o o0 iy k41 /
i i IY' ¥ [,.{."», Y - .
B (T501K)) + @ (L (01)) & (g¥an o+ o) olf), = 6(r)

Puisque les classes de contact contiennent les orbites (4) == (6) »

Je dis que, d'une manidre analogue au lemme 4, la condition (7) est équi-
s s k .
valente & la transversalité de -d f avec la classe de contact respective

(card S =1r , fS pas nécessairement un point unique)°

[En effet, considérons pour le moment un jet 2z = rjkf défini sur

X = (X1 sosuy XS) tel que f(x1) = G40 = f(xs) =y . Soit W 1a classe de contact

3

de =z et W , sa fibre au-dessus de (X,ys) . D'aprés le lemme 11 du chapitre

X,¥
précédent
e 0 ey o % / k+1 f
| B \LSFS(L}J) + (£ g ) elf),
v ), = ) ]
X,y {“’L S ®<f>8

I1 s'ensuit que :
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AT e UL > %ty e k+1 s
B (o T(10)) e ap (F(0)) o (Ei g + 1) 8ls)g

okl 4
g @(f)s

T(%X)Z =

ceci
e%(;ans gu'auvcune condition de rester sur la diagonale soit imposée & 1z ,
En procédant comme dans le paragraphe précédent (c'est-i~dire en décompo-

sant en action horizontale et verticale et en utilisant (**)) :

() ) = B, {r (1) + g (I (27) ) g + (f*“ﬂ‘fs + “\§+1) o(f),
£ 7

k+1
sy f
U s e )S

e.a.d.s. |,

On a donc (6) S (7) °

PROPOSITION : (7) ==> (1) : On remarque que
kyp=dimY = dim fx(TY) 0
foe) .
c, (1)

Donc, d'aprés le lemme 6 du chapitre précédent, les hypothéses de (7) impliguent

en fait que :

Bff§(mx) + aff;g(TY) =e(t), . (o)

QRemarQue : Si on ne veut pas parler des classes de contact, on peut déduire di-
rectement (o) &b partir de (5) (en utilisant le lemme 4 et la machinerie algsé-
brique du chapitre précédent (lemme 6)),
On définit maintenant
= t- °

p={xeX tuq. () Aov },

L= f“‘i‘(y) f\ % <

Y

Je dis que
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AN

[En effet, si x € z,

o(e), =, m,0(), + g ((m0)

puisqu'il existe des vecteurs # o dans TYQX qui ne sont pas dans 1l'image de
i

Donc, si S c::}:y , card S = s
) . @(f)s
s

4

lmR o ?’
1 o(s T ‘
(8 (£), + B, (r (mx))

W - 17 -

X
p:¢

Soit 8 € Zy un sous ensemble de cardinalité s (r (je rappelle que r 3 D + 1)0

Si on montre que s { p , on a fini :

Puisque s & r , (7), donc (o) , s'applique & S , Donc

o(f),
dimR oo =
i 0f) + 6, (g (1X))
= ain, o (T (1) + g (r, ()

mlg@(f)g + sf(rs(lx))

OO/M \
af(Py\iY))

= din ' »
! aqs®(f)sswaf(ao)ép

On a donc p s .|

Donc (7) est valable pour 8 = Zy . (Donc QTO aussi),

. . S o5 =]
Sio¢ € @(f) , ] Uy voisinage de Zy s gy €T (TX), Ny €T (TX) , t.q 3

(af<ny) + gf(ay.?) I U, =t | U

Puisque I est compact, par partition de 1l'unité, ‘3 g1 € fw(TX) y My € f”(TY)

£

o2

CoQ &

-
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starnnule au voisinage de I

si xf § :If s X —— 7 0 , donc } une décomposition en

fx:mm>

somme directe de fibrés
TX X—E:KGI‘Tf X""Z @oqa,

done J £, € T (TX) , toq

C - af<nl> - Bf((ij) = Bf(g‘2> 3 eaa;dof‘m

6

Ceci finit la démonstration de 1l'implication (7) => (1) .
Les raisonnements ci-dessus montrent aussi que (3!') == (1') , car le lemme
du chapitre précédent nous permet d'effacer le terme fw@§+1 @(f)y de 1'égalité :

B (r(m0)) + af(r‘;(w)} . «»{Li‘;’ 8(z)_ = 6(r)_

(¢m=> la transversalité sur l’orbite),

Donc (5) == (o) , qui, d'aprds ce qu'on vient de voir == (1) ,

do€ods
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