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Introduction

Les questions que j'ai abordées peuvent se grouper autour de'deux péles : d! une
part les multiplicateurs deis tranéformées de Fourier des fonctions de P , d'autre part
une étude de certaines méSures singuliéres, principalerﬁent les produits de Riesz.

Mon premier travail est une étude des fonctions qui s'écrivent ainsi :

;Fj * Gj ou FJ. et G. sont des fonctions sur iRn_ invariantes par rotation (nous
- _ _
J..._
i . s Ho |
dirons radiales)et oli y 11?‘.;1_ HGH .
§=_->_—O’. J Lp(iRn) J P (an}
valeursde n et p, ces fonctions sont un certain hom_bre de fois presque partout

<

est fini. J'ai montré que, suivant les

dérivables. L'espoir que j"avais était d'exhiber une fonction radiale appartenant a
1'algebre Ap(an) et n'ayant pas ces propriétés ; un argument de dualité éurai_t alors
montré 1'existence d'une distribution radiale sur IR"  qui convole 1'espace LP(R™)
radial sans convoeler Lp(!R-n). | Actuel}ement ‘on connaft la réponse i ce probléme lorsque
p est strictément compris entre 4/3 et 2. Charles Fef.ferman a en effet montr‘ébque

1a fonction caractéristique d'une boule de IR” n'est pas multiplicateur de = J{LPR™))



si p estdifférentde 2 ; c'autre part C. S. Herz avait déja montré que cette fonction

est un multiplicateur de S“(LI; a d(an)) lorsque p est strictement compris entre

2
n+

2n

n‘——_ .

o]

et

]

Ensuite R. Spector et moi, au cours d'une école d'Analyse Harmonique qui
s'est tenue a Aussois en 1969, nous avons obtenﬁ une caractérisation des multiplicateurs
radiaux de  S(LP(G)) lorsque G est Qn groﬁpe abélien localement compact métrisable
totalement discontinu. A partir de 1a, j'ai généralisé dans ce cadre les théoremes
classiques de Littlewood, Marcinkiewicz et Paley sur les multiplicateurs ; on obtient en
ce qui concerne les séries de Walsh des résultats un peu plus généraux que ceux de Paley :
1'ordre usuel de sommation d'une telle série n'est pas le seul naturel, il en existe
beaucoup d'autres, non équivalents, qui donnent formellement les mémes théoremes.
Diverses compactifications du groupe 7" sont des groupes métrisables totalement
diécontinus, les restrictions & Z" des multiplicateurs précédemment ;onstruits sont des
multiplicateurs.Ce transport nécessite d'établir des théoremes du type de ceux de
Littlewood-Paley et de Zygmund ; pour ce faire j'ai employé une méthode plus compliquée
que celle que m'a communiquée R. Spector et moins puissante que les théorémes de
transfert de multiph’catéuré de N. Lohoué, elle a 1'avantage d'é&tre élémentaire et de
permettire aussi le transport du théoréme maximal de Carleson~-Hunt ce qui, pour les
séries de Fourier des fonctions de Lz(’!I‘n), donne des ordres de sommation non habi-

tuels pour lesquels il y a convergence presque partout..

A 1a suite de ceci avec N. Lohoué nous avons étudié le groupe M(2) des .

déplacements du plan euclidien. Nous avons obtenu pour ce groupe des analogues des



théoremes de Hormander et Marcinkiewicz sur les multiplicateurs. Ceci permet de
construire des opérateurs bornés de Lp(T) non cécessairement invariants par
translation. Ce travail est en cours de parution aux Ann. Ec. Norm. Sup. de Pise,

il est reproduit dans le chapitre III de ce présent ouvrage.

Le chapitre IV contient une étude que j'ai faite plus récemment des produits de

Riesz, c'est-a-dire des mesures que les produits -El- (1+ Re(ajeiA jx)) définissent

sous des hypothéses convenables. Le premier probleme qui se posait était d'étendre le
théoreme de Zygmund caractérisant les produits de Riesz absolumerf_c continus par

rapport a la mesure de Lebesgue. J'ai ébtenu des conditicns assurant ou bien que deux
produits de Riesz sont étrangers ou bien qu'un produit de Riesz est absolument continu
par rapport a un autre. Ensuite j'ai évalué la dimension de Hausdorff de certains boré -~
liens portant un produit de Riesz. La difficulié br‘incipale dé ce calcul est de montrer
qu'une certaine suite de fonctions converge presque partout par rapporf au produit de
Riesz que 1'on étudie. Suivant 1es hypotheses faites les techniques sont différentes : on
emploie soit des inégalités sur des martingales soit le théoréme de MenSov (en s'inspirant |
d'un article de Kac, Salem et Zygmund). Bien slr dans le cas particulier ol il existe

une transformation du tore ergodique par rapport au produit de Riesz le théoreme de
Birkhoff donne plus rapjidement la solution. Enfin, on montre que certaines séries
convergent presque partout par rapport a un produit dé Riesz ce qui donne quelques
résultats sur la répartition modulo 1. Ces diverses propriétés ont des eﬁctension's au cas

de plusieurs variables. Par la méme méthode on peut obtenir une évaluation de la dimension

de Hausdorif de certains boréliens portant une g-mesure (cette notion développée par



M. Keane généralise en un certain sens les produits de Riesz).

En dernier lieu j'ai étudié des mesures-aléatoires que B. Mandelbrot a introduites
et dont J.-P. Kahane a montré 1'existence sous des hypothéses trés générales. Il se
trouve qu'en ce qui concerne la dimension de Hausdorff on peut obtenir des résultats

trés analogues a ceux que 1'on a pour les produits de Riesz.
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Chapitre I. 7.

DERIVABILITE DE CERTAINES CONVOLUTIONS

Les fonctions radiales de A(Rn) sont[gg%}fois différentiables en

lehors de l'origine et ce sont les convolutions de deux fonctions de Lz(Rn).

[1 est donc naturel d'étudier la dérivabilité des convolutions FxG ol F et G
sont deux fonctions radiales, FeLP(R™),GL3(R™), (ol p—1+q-l= 1).51i F(x)=f( xi)

>t G(x)=g(jx}) on sait (1) que FxG(x)=f#g(|x|) ol 1'opération % est la suivante.
n=3

f#g(Z)=an2-i‘[/ wi(x)e) (& (x,y,2)) % ax ay ,
x>0,¥>0

u A (x,7,2)=5up (0, ((x4y)2-2%) (22~ (xy)?) ).
Nous étudions les fonctions h(z)=2""2f#g(z) sans nous limiter au

:as ou n est entier. On a le résultat suivant.

fhéordme. Lorsque q¢(n-1)/v la fonction h est y fois contindiment dérivable sur

0,+00, lorsque q<n/yY et nz2y+l elle est presque partout Y fois dérivable.

(. NOTATIONS

Soient n et u deux nombres réels tels que n>l et uzl.

Si ¢ est une fonction mesurable de [O, + oo [dans C, on pose :

oo /u
o 00 U T ] )
Z+x

n-1

- o
L (¢) (2) il}lg . (z-x)t o (+)] at (z »0)

il

. z4+x _
(2) A / u
Mn,u (¢) (=) i‘;g 2x (z-x)" an,u (¢) (v) | dt

En vertu du théoréme maximal de Hardy et Littlewood [(3), p.30-33] nous

avons lorsque u )1 :

oo/



+ e
/ ‘ u 1/u
( /, ERNOROL &) £ CN__(9)

n,u

et

n ({058 @ @) < e Xy @),

Nous désignerons par LE l'espace des fonctions mesurables,¢ , telles

que N (9)<*® muni de N comme norme.
n,u n,u

Soient p et g deux exposants conjugués : 1 <p {2 €49. On se donne deux

fonctions, f et g, £ € Lz y £ € Lg .

On pose A (x,y,z) =( (X*y)2 - 22)(.2}2 - (X-y)z)

]
-
—~

N
~—
|

= {(x,y) 5 x30, ¥30, Alx,y,z) 30} = {(x,y) 5 %30, ¥30, [x-y| £z <x+y}

| a3
h(z) = '// xy £(x) g(y)(A(x,y;Z)) 2 ax dy

D(z)

Soit [&1 (x,y,%)

k 03 y
2)(a, % )ty

avec des coefficients o

A (x,yV1t) . On vérifie par récurrence que

E k-24
,"<£ dﬁ,k eA(xz + y2 - zz) ([&(x,y,z) ) 2
0<igk ’

2

Jk, 1 convenables.

On montrera que, sous certaines conditions,

| , -3
hk(z) = /A(z) xy f£{x) g(y)('a—z—:)k(A1 2 ) (x,y,zz) dx dy

existe presque partout et . que l'on a :

z
h_(z) = /0‘ 2t ny (t) dt .
Ce qui prouvera que-hk ] est presque partout dérivable.

On est donc conduit & étudier la. convergence des intégrales :
ﬂ | s 5 o k28 ———’23 -k +4
D(z) L) gly) (x"+y"= 27) (A(xv,y,z)) ax dy .

boo/voo



9.

o
1I,EXISTENCE DES INTEGRALES k &(z) = \/]D(z) xy f(x) gly) (x2+y2-22) A?(x,y,z) dx dy
- 3

(= désigne un entier positif ou nul, p un réel),

2.1 Lemme

1°) Lorsque (x,y) appartient & D(z) on a

|x2+ yz—- z2I$2xy et Alx,y,z) £ 4xz° .

2°) Pour tout nombre réel, u, strictement supérieur & -1, il existe un nombre,

Cu’ tel que :

Z+X
2u+l
/ y A% (x,y,2) &y < ¢, (xz) U

|Z=X|

La premiére inégalité du 1° est immédiate.

1/2

Si 1l'on pose ¥y [t(x+z)2 + (1--1;)(x—z)2 ] on a

A(x,y,z) = 16 xzz'2 t(1-t) d'ol la seconde inégalité ;

2xz dt d'ou

en outre y dy

Z+X 1
/ v Au(x,y,z) dy = 24u+1 (xz)2u+1 /(; £ (1_t)u at .

“ {z=X|

Dans la suite C désignera une fonction de «, (3;, n, p seulement.

2.2 Proposition

e

On_suppose que l'on a & +p $n—;2 , (5>-4 .

1°)§_i«+29-n+3+2;—1->,0 on a -
' 200+ 4P -n+4
}km’P(z)] $Cz Nn’ (f) Nn’q(g)

20) Si a4 2{5-n+3+‘§" >0 on a

204+4p-n+4 (2) /4, (2),. /e
(2)I€ ¢ 244 [Nn,pumn,q(g) e %) ()] v (o) [ () ()] P

4+

eoefees



17,

Considérons le recouvrement suivant de D(z)

D1(z) =D(z) N {(x,y) $ x)% z}

py(z) = pa) N {xy) 5 x¢E)
p,(z) = D(2) N {xy) 5 yg 2
p,(2) =(2) N {x,y) 5 ez < 2y ¥ HE)

Posons, lorsque j =1, 2, 3, 4,

A (2): =//D"(z) ()™ |£(x) ely)] Nix,y,2) ax ay
J

Tenant compte du lemme 2.1 nous obtenons

4
ey o (2)] €2° 22 A(2)

=

Nous allons maintenant établir des majorations des Aj(z).

u

X+2
-a) A (z) -/3 e () ./x_‘_z 7 e ()] A (x,y,2) ay
2 .

Considérons d'abord le cas olu P est positif. On applique 1'inégalité de

Holder :

X+z
./ y (g(y)] A% (x,y,2) dy <

X~2Z
X+2z : X4z
1/q n—1 1/p
n-1 q (/ (1= 222
(,{_z y ey dy) s Y T/? APP(x,y,2) ay)
3z
Lorsque x est supérieur a 5 ona
n—1
(1= =—)p ~ 1
sup (X) a < + @
X
yily-x|<z
d'ou

/x+z et 1 X+z
y(a+1 = )p A"P(x,y,z) dy €C (%= =) p-1 / y A?p(x,y,z) ay

X-2z X=2Z

veeees



Appliquant de nouveau le lemme 2.1 nous obtenons

X4z
. n-1 n-1
/ y(dﬂ" q )p A(}P(x,y,z) dy £ C z2‘>p+1 x(d+2?+1_ 4 )p

X=Z

1 + o X+z 1/
A(z) §CaP D J{ (A2 5 lf(x)]< / ¥ e dy) dx

22
2

On utilise 1'inégalité de Holder -

1 e 1/
Aj(z) ¢ ZZP+ F(é el lf(x)lp dx> Y
2

/_3_ (2042p-n+3)g ( N dy) dx)
2

Or

X+7 ’
'é; (20+2p-n+3)q (/ n— le(y) lq dy)dx _
2

+°°,_ yt+z
/Z ! Ig(y)lq</ | x{(eRpmedla g, x ) ay

5 sup(3z, y=2z)
2

~et, lorsque 2:+2p-n+3 0, ceci est inférieur &

+ o
(2«+2p~n+3)q +1 ‘//” n=1
Cz P o ¥ et a

On obtient donc

20+4¢-n+4

A1(z) £ Cz N (£) N (g)

n,p n,q
Soit maintenant % < 0.

/X+Z n—1 X+2
T+a K —q—
ez ¥ e A (xyy,2) @y L 0 x 7T ey & (x,y,2) az

o-o/ooo



X+z
£ ¢ xx- Egl(Mn,q(g)(xﬂ) 4 Mn,q(g)(x—-z)) Lz y A (x,y,2) ay

-1

20+1  2ptet— e
{Cz xp q(M

(8)(xr2) + M (g)(x-2))

n,q ’

Si, en outre, P >~-1, alors

+oo net ;
IMORE: 22F+’/2£ 2P+ =g Gl (00, (8 (xva) () (xez) ) ax
2

| ‘o
/q
(¢ 2B Nn’p(f){‘é_z_ x(2“+2P'“+3)q(Mn’q(g)(x+z) + Mn,(‘l(g)(x~z)>qd%' |

2

et, si 204+2p-n+3 {0, ceci est inférieur a

T 1/4
2p+1+2042p-n+3 )(/ \ 4 )
Cz I\n,p(f 0 (Mn,q(g)(x)) dx
d'ol

A(z) L¢P N ()N ()

’ ¥

‘/2/2 ' Z+X _
-v) Am) =/ < 1f<x>1(/z__ o Y e@IAP (xyy,2) dy ) ax

Etudions d'abord le cas ok p3 0.

zZ+x z+x v
/ o+ p ati- 2L i 6
Y leMIA (x,y,2) &y £ C 2 e /v WA (x,y,2) dy
{¢C xzd“- P—&l(M (g)(z+x) + M { )(z-:x)) su Ag(x z)
S n,q g n,q g P 1Y

vt |ly-zlx

n-1
< o zm+29+1- T x2?+1(Mn’q(g)(z+x) + Mn,q(g)(z—x))

d'ou

n-1 z/2 .
AZ(Z) \< c ZG(+2§3+1- 3 { xot+2?+2 if(x)’(Mn,q(g) (z+x) + Mn’q(g)(z-x)> dx

o"/o-.



22
n-1
{ ¢ £x+2@+1- T Nn,p(f)<;/2 (a+29+2— )q(M (g) (x+z) +

1/q
q ..\
M ’q(g)(z—X)> dx]

- -1
Ce qui donne, si o+2f+2~ B_I—’l 20 (c'est a dire si o+2p-n+3+ 'r'la- 20),

20+4p +4-n

(z) Cz= N p(f)N (2)

Lorsque l'on a ol +2p-n+3+ -ri;-l<0 et cL+2P-n+3+ §>o , On opere ainsi

z/2 N1 z/2 -1
A 2T (@) ) | ax <P (0) (2) fo (922 T

Aiors ,
20+ -n+
2 4[3+4 n:

1 1/q
a,(2) < © T8, 0 (12 @)

Etudions maintenant le cas ol 4 est strictement compris entre -1 et O.

Z+X Z+X
e i & o=l 6
le)) &% (x,y,2) dy ' y @ lg(y) |y (x,y,2) ay

Z=X Zz=-X

n-1

Cz T( Mn,q(g)(z+x) + Mn’q(g)(z-x)) L-x yA?(x,y,z) dy

VAN

L ¢ za+2?+1— et 2P+1 (M g) (z+x) + M (g)(z—-x)‘)

’
d'ou

A (z) °L+2P+1- _/ d+2P+2 If (x )[(M (g) z+Xx) + M q(g)(z-—x)) dx

n,

< c d*2P+1- EEL.N (f)<:j/2/2 (d+2p+2— E%lOQ.(M (g)( )
1 z n,p o X n,q gilz+x)} +

1/
@) (a0) ax ) L

veof e



Cels donne, lorsque c(.+2{5+3-n+ Bil 70,

ay(z) 022N )N (o)

14

et lorsque —'% <d+2P+3—n+ Egl <o,

z/2
£-i 1/q n-1 1/4
a(a) <O 21— 55 e )(M(z) (/0 r2pra- F55)q dx)

d'ou. finalement

1 1/
A (2) (e 20+4P+4-nt T N (f) (M(z)(g)) 4

- c) La majoration de A, est analogue & celle de Ay

3z/2 z+X
—a) A (2) =/ ! |f<x>1(] v e85 (x,,2) dy) ax
z/2 z/2

Considérons en premier le cas ol ? est positif

Z+X n-1 16
// v e a%x,y,2) ay € (g)(/ y &= TP APy 2)ay
z/2 .

=11 1/p
\< C Zd+1— q P N (g) (/ A?p ,Y9z) dy

et 32/2
A4(z) \< o ZoL+2§3+1— = Nn _q(g) // o<+2p+1+ p ‘f(x)l dx
' z/2

wi2psi- 2L >#/2 (a2 n-1i, 1/q
'CE: +‘QN HORS (f)( +2p+1+ p - qux)

\<C zzu+4p+4-n Nn (£) Nﬁ q(g) .

' P y

cee/enn



bt
tn

Soit maintenant =1¢{P<0

zZ+X o n-1
j/ e 8% yia) ay Koz T )T (M () (a0
z/2 ’

Mn’q(g)(lz-xl)>

.

»
N

V4N

3z/2
n-1
c zd+2F+1— — J[/z xa+2p+2'f(x)l(Mn,q(g)(z+x) + Mn’q(g)(|z~x|)> dx
: z

w+2p+i- 221 32/2 (r2p+2- 2lyg
\< Cz F 1 Nn’p(f)(f P P (M (g)(z+x) +

z/2 ) 24 1/
q q
Mn’q(g)(]z—x]» d{)

2u+4p+4-n
Cz Nn p(f) Nn q(g).

b b

AN

Cela achéve la preuve de la proposition 2.2.

2.3. Corollaire

§}P>—1, 0L+@§r-%-3-, o + 2p—n+3+2:1-:-1->0, k est une fonction

«,p

continue sur ]O, + oo [.

En effet, si f et g sont des fonctions caractéristiques de compacts de] Of+°°[
il en est bien ainsi, car alors ka’P est une combinaison linéaire finie de convolées
de Hankel de fonctions de L2 (10,42, tm-1 dt) pour des m convenables. Le résultat

vient de ce que les fonctions en escalier sont denses dans les espaces LE et des

majorations précédentes.

2.4. Corollaire

Si p>-1, %+pg n—;?-, o+ 2(3-,n+3+;-‘->o, la fonction tk, ,(t) est
y .

¢

intégrable sur tout intervalle [0,z] .

I1 suffit d'examiner 1l'intégrabilité de chacun des termes de la majoration obtenue.

z
20444 -
j t F 0+ dt < + o0 si 2d+4p -n+6 est strictement positif,
-0

cesfenn



n
ce qui a lieu puisque 0 < a+2p-n+3+ é}- § w+2p-n+3+ 3
Soit q, un nombre strictement inférieur & q, nombre que 1l'on choisira ulté-

rieurement ; soit p1 1'exposant conjugué de q1 . On sait que

zZ .
q,/4
‘L(ﬁ)’q(g)(t)) L dt { + o car Mr(j()l(g) est faiblement dans L1.

On a
1/q,

’ a,/
f 2u+4(5-n+5+—< (g)(t)) <j lM( )(g)(t)l q dt)

0

1/p

(f t(2“+4p’n+5+%)P1 dt>
- .

1 1 .
Ceci est fini si lon a choisi P, de fagon que 2(!+4P-n+5+a+ - >0, ce qui est possible car
1

‘l .

2m+4(s-n+5+-;-+1-§)0.

1 1
a —-— - .
On opere de méme pour t2 +4p n+5+P (fozi)(f)(t)> °
’

ITI. DERIVABILITE DE k

x,p

ol
Soit K¢ P(xyy’z) = (x2+ yz— ZZ) A{s(xyy,z)
’

Si (x,y) € D(z) on a

K«,%

e/

(x,y,Z) = 2z (ZPKOL+1 f; 1(styZ) (xyy,z))

3.1, Proposition
On_suppose ¢ >0, ot+p\<n-:-3, o + 2P-n+2+§ > 0.
- 2 q

La fonction k est presque partout dérivable et sa dérivée est

%
22 (2@ka+1’P_1(z) - wly g g (2)) .

De plus, si d+ 2@ -n+ 2 +- % 20, ky 6 est continliment dérivable sur] 0, +of.

Y AN



I1 résulte de 2.2., 2.4. et des hypothéses que la fonction

ei’P(t) = 2t (2@ km+1’P"1(t) - dkd~1,P(t)) est intégrable sur [O,z] .

VA zZ lK
j !1« (t) at = j at ff xy £(x)gly) )—d’f (x,y,t) dx dy
o %P 0 () z

On peut appliquer le théoréme de Fubini :

z ' inf(z,x+y) 3K
foéu,[s(t) d® =f[ Xy f(x)g(y)<j z—zﬂ(x,y,t) dt) dx dy
x30,y30 x-y|
|x-y|<z

Puisque P est strictement positif on a :
K“,p(x,y, X+y) = Ka’P (x,¥, |x=y|) = 0
donc

f«? (t)dt=jf f(x)gly) K, .(x,y,2) dx dy = kg ,(z)
o P D(z) Y ¢ o, Y «,p

et la proposition résulte du théoréme de Lebesgue sur la dérivation des intégrales.
3.2. Proposition

les intégrales

. + o
m(1)(z) =‘[ xot+1 (x+z)°H—1 f(x)g(x+z) dx

ol

+ &
m&z)(z) =j (y+2) ™ y* £(y4a)ely) ay
0

z
m§3)(z) = J[ xOH-1 (z—x)a+1 f(x)g(z-x) dx
4]

existent pour presque tout z, la fonction kg (z) est presque partout dérivable et

,0

sa dérivée est

- 2oz i, o(a) + 2%(0 ) 4 0P ) - () e @)

Preuve,

Sous ces hypoth&ses la fonction Za O(t) = - 20t k (t) est intégrable
’

u—1 ,O

sur [0,z2] et on a

vee/ens



jze f ﬁ o 108l 0 (x,3,0)
A (t) dt = dt f(x)gly  (x,y,t) dx dy
o =0 0 D(t) °z ‘

7 inf (z,x+y) 3K .
=j[ Xy f(x)g(}’)([ 7 %0 (x,y,1t) dt) dx dy
x20, y20 -yl

[y-x1£2

= xy £f(x)g(y) K . (x,y,z) dx dy - [f xy f(x)gly) K, . (x,y,x~yldxdy
‘U;)(z) o0 D(z) %0 '

+[f xy £(x)g(y) (ch o (Xoysx+y) = K (x,y, lx-yl)) dx dy ,
x30,y30 7 ’
X+y 2

Or o o
Kpolowlxy D = (2xy) K o (xy,xy) = (-2xy)

On a donc

z
k, O(z) =[ ea O(t) at + 2 ﬂ( )(xy)1+0(f(.x)g(y) dx dy +(1-(-1)0L)
’ o 7’ D(z

o
ff (xy)1+ f(x)gly) ax dy | ,
x20,y>0
 x+y Sz

L'application du théoréme de Fubini est légitiméepar le lemme suivant .

3.3. Lemme

§io(.—n+2+§>0 et dQI-l--‘-B- on a

’

| ) T gy ax ay € ¢ 225 N (5) N (g) -
fjx)o,y)o e 7N n,p n,q

Preuve X=-yl{z

2z 24X 2z . y
n- \/4q
J =1 12 (x >|dxf Y eiley < N () N <g)(f (41 T
0 0 n,p n q
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+00

oo X+z 1
[ T e ax j v elay < j X e ax ( [ " el ay)
F 2z X~z 2z x=z

x+z et 1/p
(e e)
X~Z

X+z

L (202 n=1 1 1/a
ez T Je(x) | ax (j e Y ey )
Z X

-Z
X+2z

1 +aﬂ
£c 2P Nn,p(f)<j £ (203-n)a ([ v
z Xe=Z

y+z

1
<c oP n <f>(f P et (| (B )dy)

sup z,y—z)

1/
" et ay) dX> :

20+4-n
<C z N f) N
\ | n’p( ) o q(g)

’

Ce qui achéve la démonstration du lemme.

Reprenons la démonstration de la proposition 3.2.

On a
ol+1 o+1 ol+1
(xy) f(x)g(y) dxdy = a  (ut+v) f(u) glut+v) av
x»0 u30
0 y—-xgz Ogvgz
Z +00
= J[ dv J[ ud+1(u+v)a+1 f(u) g(u+v) dudv
O 0
de méme
z +®
Jj‘ (xy)u+1f(x) g(y) dxdy = jﬂ du J‘ (u+v)a+1vd+1 f(u+v) g(v) dudv
y20 ' 0 0
OLx-y<«z
et
. z v
f f ) e(x) gly) axdy = j av f 0 )2 (u) glv-u) au
x30,y>0 0 0

x+y§2z
' [eos



Et 1'on conclut en utilisant le théoréme de Fubini et le théordme de Lebesgue relayif

3 la dérivation des intégrales.

IV. DERIVABILITE DE h

4.1. Théoreéme

: n-1 . . .
Lorsque q(-;— , la fonction h est v fgis continfment dér

ivahla anr
VIDMMGIIU WOk Y s 2T o e

n
]0,+00 [, lorsque q<5 et n}2v+ 1 elle est presque partout ¥ fois dérivable.

Le fait que h soit v fois dérivable équivaut & la dérivabilité de h‘;_1 .
On a .
hv_1 = Zv: : “n,v.q ,L k9-1-22,_n;3 -~V +i4+d
o\<8\<-2— 2

Le théoréme résulte des propositions 3.1. et 3.2,

4.2, Les estimations qui précédent montrent que ce résultat est encore vrai pour les fonc—

tions JZ;O f;j ;%/gj- lorsque JZ;T}“ fj“n,p”gj “n,q est fini.

(1) M. Gatesoupe Thése,Orsay 1970.

(2) A. Zymund Trigonometric series,Cambridge 1959.



Chapitre II. ci

1. .MULTIPLICATEURS SUR _CERTAINS GROUPES TOTALEMENT DISCONTINUS

1.1. G et ' désignent deux groupes abéliens localement compacts duaux ; F désigne

. . 2
la transformation de Fourier de L2(G) dans L°(T).
-1
Si E est un ensemble mesurable de I et si f€L2(G), on pose szy (XE.?f).

. o -1 . ;
Si E a une mesure finie, on pose KE =F " (X_) , c'est une fonction continue.

E

1.2. Une classe de groupes totalement discontinus

A est un intervalle de 2 contenant 0 ;3 A' = AN(A - 1),
G est un groupe abélien localement compact muni d'une suite strictement

décroissante (Gn) de sous groupes ouverts compacts telle que

nEIA

10 Ue-¢ |, N e ={o}

ncA n< A

0 —_ -
2 k(G) = sup (Gn+1 : Gn) < ® .
nEAl

G est totalement discontinu. On choisit sur G la mesure de Haar telle que

m(G,) = 1 ; on pose, pour n€aA , i= (m((}n))-‘l et pour n€A' ,

_ . t 1 — 1
kn = (Gn+1 : Gn) de sorte que 1l'on a i =k i .

I' est le dual de G, Fn 1'orthogonal de Gn . Les sous groupes Fn sont

ouverts et compacts, 1'indice de T dans T est k .
n n+1 n

On choisit sur I’ la mesure de Haar telle que m([,) =1 , alors m(r'n) = in.

Si x&G et si x = 0O x€Gn \ Gn+ pour un né&A!' |, on pose alors

1

|x] = i; ; on pose [0] = 0. La fonction (x,y) =~ jx-y| est une distance

ultramétrique sur G définissant sa topologie.

On définit de méme une distance sur I .
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1.3, Intégrales singulidres

361 et %2 sont deux espaces de Hilbert séparables ;8(351, 3@2) désigne

l'espace de Banach des applications linéaires continues de 361 dans 382 .
Une application K : G ———)6(181, 7{2) est dite mesurable si, pour tout

(h1, h2) € ‘151 x %, , 1'application Xo——>(K(x)h1, h2) est mesurable ; la convo=-
lution K * £, ou f est une fonction mesurable de G dans 7(1, est definie lorsque

cela est possible au sens faible. On a le théoréme suivant :

1.4, Théoréme

Soit K une application mesurable de G dans @& ( 3&1, '152) telle que K * f

soit défini pour un ensemble de fonctions, & , dense dans tous les espaces

PG, %), 1<¢p<wo .

On suppose en outre que

1° Pour tout f&€8 , |[K* ¢l < A el
— e, w) 2 e, )
2°  sup sup IC “K(x-y) - K(x)” dx = A1 < o .
n€A ye€ Gn G ®

Alors, pour tout p€]1, oo[, il -existe une constante AP>O y telle que,

pour tout £ € & , [K * | < A It sy A ne dépend que
— tP(s, PP, w0 P

A et k(G) .

de py Ay, A

De plus si p et p' sont conjugués Ap = AP et AP = @((p—1)“1 ) lorsque

p tend vers 1.

Ce théoréme est la version pour les groupes totalement discontinus d'un

théoréme de Calderon et Zygmund (2), sa démonstration se trouve dans l'article

eee/ons



1.50

1

T~
1]
.

de Rividre (10).
Dans la suite, AP désignera une constante telle que AP = O(pz(p-l)-l)

quand p tend vers 1 ou l'infini.

Lemme

Soit (X,(Q,,).A.) un espace mesuré,/;e'ta.nt une mesure positive. Soit

(Pn) n»0 une famille de projecteurs de Lz()x) deux & deux orthogonaux ; soit

H 1'adhérence dans Lz(};) de la somme de leurs images.

On suppose que, pour tout p &€ ]1, oo[ , 11 existe CP>0 tel que pour tout

£e 20 N LP(w)  on ait

H<§;O ) o

LP(p) LP(p)
Alors, pour tout p € ‘]1, m[ , pour tout f€& Lp()x) NH , ona
‘ . 1/2
2 11
B T L I
Lo (p) L (p)

Soit en effet P 1l'application de Lz(rA)' dans Lz(’;, 82) définie par

Pf= (Pn f) il résulte de l'orthogonalité des projecteurs Pn que la

ny0

norme de P est 1.

Un calcul facile montre que si g = (gn) 0 € Lz()l., 22) on a

30
*
P g= E Pn g, cette dernidre série convergeant dans LZ(}L) .
n)0 : '

Lthypothése faite signifie que P se prolonge en une application linéaire

continue. de LP(},L) dans Lp(}L, 82) de norme inférieure & AP. Par conséquent

sig € Lz()k,v %) A Lp()A, ) ona fe*e |l

LR () Shled

P, £2)
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si € H OLP(}A) on a f=y P f dans Lz(/u).
n
n30
Prenons g = P £ alors P*g = E Pn £t =1 d'ou le résultat.
ny0
1.6. Définition

éo (I') est l'ensemble des parties E de I telles que

E= U U c

m € A' 1€¢3 ¢Mm) Mrd
ou
10 0 & Am) <k et inf {n; pour tout mdn, A(m) = 0} <o®
20 C . est une classe de I' dans T
m,j m m+1

39 Les classes Cm i figurant effectivement dans la réunion sont deux a
b

deux disjointes.

Ces ensembles sont des ouverts relativement compacts, leur frontidre a au
plus un élément. La décomposition précédente d'un tel ensemble peut n'étre pas

unique lorsque inf A = - o0. Il est commode d'écrire

c .=% . + I , {m,jerm.

1.7. On a = E::: :E:: i f . X .
®T e 1<Gehm) 0 ™I G,

1.8, Lemme

Si E € 50(1‘) et n€ A les relations y€ Gn et x g Gn entrainent

Ko (x-y) - K(x) = 0.

En effet chacun des termes de la décomposition 1.7. a cette propriété.

voifuen
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1.9. Lemme

Soit (En) 250 une suite {éventuellement finie) d'éléments deux & deux
-

disjoints de éo'(f) . Alors, pour tout x # 0 de G, E !KE (x)l2 o,
ny0 n

Si G est discret on a aussi 5_-: IKE (0) \2 <®.
20

U U (& + )

m& A! 1\<jg7\n(m) LR m

Soit en effet E

Les En étant deux & deux disjoints on a nécessairement E 7\n(m) g km
n»o0

pour tout m € A' . Soit x,non nul dans G : x € Gm \ Gm pour un m, € A'.

o ot
(x,) = Z i . (x,)
KEn o mEA' 1<J<¥n(m) m Sl’l;m’J o ’
m L m,
d'ou
2
(x4) > > i A(m) A(m)
K o)™ < m €A m €A m my a1% mu2
m1~gm0 m2\<m°
et
2 . .
2 [y (x)]7 € ioi 30 A\ m) )
ny0 n m1 m2 1 2 nz0
< i i k. k
A m, m, m M ™ ™2

Si G est discret [est compact et E m(En) £ m(l) , done
n30

cos/ees



> |k (0)| ¢m(I) , par suite Z‘KE @ P ¢ (a(m)? .
ny0 n ‘

n30

1.10. Proposition

une suite d'éléments deux b deux disjoints de & ().

i E
Soit n)nzO

2
On a, pour tout p€]1,oo [, et pour tout f£¢& L(G) ,

”(g lfEnlz) “ Pie) € A " "LP(G) :

D'aprés le lemme précédent,pour presque tout x dans G, (KE (x) )n)O
n

appartient & 32 . Prenons 3£1 =¢ , 32 - &2 °,  K(x) =<KE (x)) définit
n

une application mesurable de G dans B(%,’%) .

. 2 ,
si fe L°(6) , K*f-(fEn)nw et 1'on a

et |12

2 ' N~ 2 ~y2 2
? = £(£)] € ag e =||f
nZ>0 “ En“ 12(6) nz:ao jEn! | J " L%(l) ” “

2(6,2%)

Loaay

D'autre part y € Gn et x & Gn entratne K(x-y) = K(x) = 0 et

l'on conclut en appliquant le théoréme 1.4.

1.11. Corollaire

Soit (En) une suite d'éléments deux a deux disjoints de

n>0

f»o(l‘) telle que m(IC\NU E)
n30

Alors, pour tout pe]1, oo[ , pour tout f& LZ(G) , on a

12
s, S )L <t



Cela résulte de 1.5 et 1.10 ; en effet les projecteurs f - fE de .
' n

L2(G) sont mutuellement orthogonaux et la somme de leurs images engendre L2(G).

1.12. Définition
&(I') désigne l'ensemble des translatés des éléments de %([‘).
Les é1éments E de ¥B([) sont ceux qui se décomposent ainsi

E= U U c

ncA' 1€G¢Mm) ™Y

oh 10 0 &Mm) gk et inf {n ; pour tout myn , Mm) = O} { @

m
20 Cm 3 est une classe modulo l“m : et, pour tout m, € A' ,
?
U U - C_ est contenu dans une classe modulo [ +1 .
mE A 1€ EMm) »d Do
m gmo

30 les classes Cm i qui figurent effectivement dans la décompositibn.
’

sont deux a deux disj_dintes._

1.13. Lemme
Soit E e &(l).

[k ()] € 21 , si G est discret |k, (0)| < m(D).

Si xe& Gn\Gn+ ntd

1

I1 s'agit d'un cas particulier du lemme 1.9.

b!o/o.oo
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1.14. Théoréme

de r) x 13(e)

Pour tout p 6]1, oo[ , pour toute suite (En,- fn) 230

on a

Yo

1?(c)

I s 1270

1P(c)

< I I 12

-— ] 1
On a En = En + En L En€ £,(I') . Le lemme 1.13. assure que pour
presque tout x de G il y a un seul opérateur continu, K(x) , de £2

tel .que K(x)(en) = KEI'I(X) e o (en) 230 désigne la base orthonormale cano-
nique de £2.

L'application x —» K(x) est manifestement mesurable et, d'aprds le

lemme 1.8., si yeGm et x éGm on a K(x~y) - K(x) = 0.

D'autre part, si g = (gn) 30 € LZ(G, 432) on a K 4 g(x) = (KE’ * gn(x)>n>0
n

et aussi "K*g ”2 = Z ”KE' * g “2 < % ”gnnzz - ”g “2

LZ(G, ’82)’ n30 n L2(G) n 12(G) LZ(GJ??}

On peut donc appliquer le théoreme 1.4.

L= NP IR SR Cai P L I

LP(6) LP(g)

Et 1'on obtient le résultat en prenant g, = fn . fn » .en effet

n

I(E;l*gnz.gn.KE :x'fn u.b

VY
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1.15. Ordres sur I’

On considére le sous groupe [T de ngA' (z / kn 2) constitué des suites

dont au plus un nombre fini de termes d'indices positifs sont nuls ; soit I‘n

le sous groupe de F constitué des suites (wn) telles que , pour tout

neA’

~

. ~
mn , w =03 on munit [’ de la distance associée & la suite (I') ,
: m n° ncA

Fn est ouvert compact .
Identifions 2 / kn Z 4 l'ensemble ordonné {0,1, coey kn-l},

~

considérons sur F l'ordre dont la restriction & chaque r'n est 1l'ordre lexico-
graphique. Soit ®(I') 1'ensemble des isométries de I’ sur T . soit o(r)
s

l'ensemble des ordres sur I" obtenus & partir de l'ordre de T par transport

sur T au moyen des éléments de d(T).

1.16. Proposition

Pour tout €€d(T) et pour tout ¥YET 1'ensemble {ger'; »gara;':#x}

appartient & &(I) .
D'aprés la caractérisation des éléments de &€ donnée en 1.12. toute isométrie
de I' sur I’ transporte &€ (I') sur &) ; il suffit donc de remarquer que

la proposition est vraie pour 1'ordre de I' .

Soit h 1'application de I° damns R’ définie ainsi : h.((ah)> =2 e i

nEAl
1'application h est croissante.
1.17. Théoreme
Soit ()n) nez une suite croissante lacunaire & la Hadamard de nombres> O.

eosfenn
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Soit y&®(), notons E = (ho ¢)7( Do Ay Dy B =(ho )™ ({o})

Alors, pour tout p€]J1, o [, pour tout fE,.Lz(G) , on a

Gl <SG e |7 i

-ogn <60 'n p()

¢, Izl

LP(e)

ol Cp QA p4(p-1 )-.2 .

Ce théoréme est vrai dans le cas ou la suite (xn) ,cg €St un prolongement

% Z d'une sous—-suite de la suite (in) ncA en effet, les ensembles

=1 . . . .
{En - (h».q) (0)} —o€n <o satisfont alors les hypothéses de la proposition 1.11.

En vertu de 1.5. il suffit de démontrer 1'inégalité de droite.

Supposons que )‘n+1 /)\n > & D1 et soit K = [Log k / Log 5]‘ .
Prolongeons si besoin est la suite (in) n€ A & 2 en une suite encore notéde i
telle que 2 < i / i £k . Chague intervalle [1n’ 1 [ contient au plus

, K
K intervalles [)‘m, -Am+1 [ 3 il existe donc une partition de Z : Z = U Aj
J:
telle que

contient au moins un i

19 si ne€A, 1l'intervalle ]}n, A [ -

22 si K>O0 et si m et n sont deux éléments distincts d'un méme A, ot
j (1<K}

les deux intervalles ['Am, A et [)n, un+1 [ sont contenus dans deux

wt [

intervalles [lm' RN [ et {:in' ’ ln'+1[ distincts.

si x€Rr" , notons S f

.&p) ([0, x[)

¥*
Posons fn = f -1 v ; en vertu de la remarque du début

(hog) ([i, i D)

vee/uns



‘1 2 1/2
nous avons u(gz i fn‘ ) “LP(G) § Ap (k4 L2(6)

Soit j€{1,2,...,K} ;  si nGAJ. , 0(n) est l'entier tel que

D\n, )‘n+1[ C [io’(n) , io‘(n)+1[ . On a alors

)
"

S (£) - 8. (£) -(s. (f) - 8. (£)
En At ts(n) ( A *a(n) )

]

* *
5 <fd(n)) - an(fd(p))

n+1
1/2 1/2
2 2 * 2\
et(ncA Ifnl ) < (gﬁs ] >‘n1 (d(n))l ) " (Z lsn fo’(n) l )
J
donc,en vertu de 1.14. et 1.16,
1/2 1/2
ST e |2 2 A £ ]2 <24 |2 .
”(nE i | E_ ) ”LP(G) < P “(n Aal o(n) ) ”LP(G) N P “ HLP(G)
Etudions maintenant le cas o j = O
Si n€4A, , d(n) et 1t(n) sont les deux entiers tels que
i<>’(n) <\n < i<:r(n)-i-1 ! i'c(n) \} ‘>‘n+1 < i"»’(n)+1 On a
£, =S (£) - s, (£) + (s, () - s, (£)- (s, (£) -8, (1)
Ea Aot t(n) ( “1(n) *o(n) ) <}‘n fm) 7
et 1'on opére comme précédemment . On obtient
1/2
DN P PR P 3 4% || ¢ .
”<n€ A, | i | E-ml ) ”LP(G) < P " "LP(G)

En définitive

1/2

K A P) 1, < s el

<D< L2 (@) L?(c)
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Cet énoncé généralise un théoreme de Paley (8). Le cas ou )‘n =i se trouve

dans (9).

Lemme

Soient (m., )

0 j=1,2 s n30 ) suites de fonmctions de L% (I)
’ FlylyeseyAy :

telles que

1° pour chaque j, m:i , converge vers m‘_j pour la topologie c(L‘D, L')/.
P -Sbuliliing. it bl R .

29 pour un p€}1, m[ y 11 existe B> 0 tel que pour tout n et pour toutes

fonctions fje L?'(G) s 3= 1,2,000 9N on ait
(B eyme g B) 0, <l 1y )
=1 Jyn J Lp(G) S | =1 J LP(G) .
Alors, dans les mémes conditions
LY 5 1/2 O 2 1/2
IS 5 ey s 2 ) € 2SI

C'est une version vectorielle d'un lemme de De Leeuw (6)
Soient 3{1 et 3{2 deux espaces de Hilbert séparables, une condition nécessaire

et suffisante pour que m : " ~» B (%1 , }(,2) soit un multiplicateur de
?(LP(G, '381 )) dans fr’(Lp(G, Rz)) est que, pour toute fELPN LZ(G, RT) et pour

’ .
toute g€ ' N LZ(G, ?52) (15 + 15' =1) on ait :

. lsl

(f <n(®). 709, B0 > av | (B[]
r R’y tP(q, 2,

'
P (e, %,)
La démonstration est identique & celle du cas des multiplicateurs.scalaires.

Ici nous prenons %1 = 352 =C et mn(x) = (mj,n(x)) 5=1

,2?...’)
L'hypothése 2° implique

eoe/ens



A J A A
m, (¥) £.(¥) g.(¥) da¥v | < B{jf" ,
@::1 poam R <l "LP(G, ¢") e “LP @, ¢

1
pour toutes fonctions fjé-LPf] L2(G) et gj€ P N LZ(G).

L'hypotheése 1° permet de passer & la limite dans 1l'intégrale, en effet

N 1
g.

Ce lemme est valable pour tout groupe G abélien localement compact.

1.19. Théoréme

Soit (Xn) negz = me suite croissante lacunaire & la Hadamard de réels

supérieurs a 0.

Soit m une fonction de R+ dans € +telle que

10 fImil, €M

2° la variation de m sur chaque intervalle [)n’ Xn+1[ est majorée par M.

Alors pour tout YE®(T) , pour tout p€]1, 2] , mMmehely¢ est un multiplicateur

de G’LP(G)> .

La démonstration est trés proche de celle du théoréme de Marcinkiewicz relatif
aux multiplicateurs de G(LP(T)> (11, p.232 ).

Etudions le cas ou I' n'est ni discret ni compact, les autres cas s'en déduisant
facilement.
La mesure image par ho(f de la mesure de Haar de I' est la mesure de Lebesgue de R .

Introduisons les notations suivantes : soit y  une section de ho ¢

En = "b([)n’ 7‘n+‘l D ! An = fE ? St(f) - f‘/’( 0,tD)

n

n

A =:¥_1 (mohoY’.XE -?(f)) .
n
Y
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On a St(f)(x)

i

|

oAl (ll/(t), x) /f\ula(z;) ar

. N
AI'1 (x) [D ) m(t) (Y(t),.x) f o Y(tr) dr
y A
Intégrant par parties, nous obtenons

A6 = s () 60y, - ) - [ g S ) e,
1

d'ol, par application de 1'inégalité de Schwarz et utilisation des hypothéses

faites sur m

12 2 2
A (x)  2M(M |s A) (x) +] S (A) (x)]°lam(z)
ST () zm(}f Mjs @A) () +f s, (A) () dm'zr\)
n& Zl n l < nEZ< ] )‘n+1 n’ I D‘n n+1[I ' I ‘ | /

Si la mesure dm est atomique on a, par application de 1.14

1/2
!l ey *) “LP(G) < (ZM) ”( al <M+[Dn’ %u[ldmf)l)) e

d'ou

’

I, Y1, <l Y,

et 1'on conclut par application de 1.17.

Dans le cas ol la mesure dm n'est pas atomique, on approche m au sens
G(La)(R+) ’ Lj(R+)) par une suite mj de fonctions de R+ dans € de facon que
chaque mj vérifie les hypothéses 19 et 2° quitte & remplacer M par 2M et
de fagon que les mesures dm. soient atomiques. Alors les fonctions mjohoy sont
des multiplicateurs uniformément bornés de ¥LP(G) convergeant vers mohoy au
sens «(L“’(I‘) , L.l (1‘)) ce qui prouve que mo,h.y est un multiplicateur

(Lemme 1.18,) .
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2 APPLICATIONS A CERTAINS GROUPES COMPACTS

Soient G et G, deux groupes abéliens localement compacts et j wun homomor-

1 2
phisme continu de G1 dans G2 3 §‘ désigne 1l'homomorphisme dual de 'j H
v
si & M(G) j{p) désigne la mesure image de par j . On sait que dans
/ 1 F v s
Y ~ A
ces conditions (j(}L) = pej -
L.¢mme

Soit H wun sous groupe fermé du groupe localement compact abélien G tel

que G / H soit compact ; on note m la surjection canonique de G sur G / H

*
et l'on suppose qu'il existe une section borélienne s de W : on note s

H
. . H G cps s * \
l'application de € dans € définie par s («) (x) = d(x - s .u(x)/ . Alors

1¢ Pour tout n entier »1 , pour toute application qf de €" dans €

*

*1
on a QJQ S =8 o ly.

*
2° Si o est mesurable s («) 1'est aussi . Si de plus on choisit les mesures

”s m)n

P ()

de Haar My By mG/H de fagon compatlble on a, pour tout p>0,

(o 600 ) Ty

Preuve

1% est évident modulo l'abus de notations suivant :
o . . . . H
W désigne aussi 1l'application de (C )*  dans CH définie par

(o, eeesit) —» Q}(oﬁ,...,%) .

o r s* x) P ax = X - 8. m{x P oax
2 | Bl o ——j;}]ot( o x)I? a

ceo/onn
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jG ]s*(c{)(x)lp dx 2,/;}/}1 de/H (u) ‘/};|u<x+h-—sm(x+h))lp de(h)

ot u = W(x). Remarquons que w(h) =0 et que x - ss% (x) € H,

do (o) (x) P ax = (6/H) f «(h) |? an .
| onc [G [s x) ¥ dx mG/H H] |

2.3. Lemme

Les hypoth®ses sont celles du lemme précédent ; i désigne l'injection

canonique de H dans G . Pour toute mesure m& M(H) , pour toute fonction «
P

. . * . * ) v )
continue bornée sur H ona : s (M*Hp) = s (o *G 1(})- .

En effet :

s* % : = Xx -t - soft{x~ = ®xp(X - sox (x) .
(o) (}A)(x) fHo(( t x( t)) d/x(t) « I.A( Se ™ )

2.4. G et I' sont deux groupes duaux satisfaisant les hypotheses 1.2 ; ' est compact,
c'est & dire A = - N . On considére un groupe abélien discret dénombrable T
(sans rapport avec le groupe du méme nom déja considéré) plongé de facon dense dans
' ; onnote i 1'injection de 'I\: dans ' et j 1'injection d'image dense,
duale de i , de G dans G dﬁal de G .

Soit En = j(Gn) . G est compact métrisable. On suppose que pour chaque ng0C

~ A~
il existe une section borélienne o’n de la surjection canonique de G/Gn sur

(G/G) / (@,

/G ) de sorte que, posant s,= identité de G et s .= s oq
n-1" 'n o

n-1 n n
pour n €0 , le diamétre de sn(a/Gn) tende vers O lorsque n +tend vers - .

~ ~ A~
Sh est une section borélienne de la surjection Tcn :t G —> Gr/Gn

Soit Rn(G) 1l'ensemble des fonctions de G dans € & support dans Gn ;

~
on identifiera une fonction & support dans Gn & une fonction définie sur Gn.

voidenn
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%,
Dans ces conditions, 1l'ensemble de fonctions U Sn (&D(G)) est dense dans
' ng0

tous les espaces Lp(G) y PE [1 y GO [ .

On suppose, en outre, que le fait suivant est vrai :

si mgn s: (J&n(G)) C s:l (:Km(G)) .

2.5. Définitions

gET) = {1 () ; EE€ Q(r)}
&T) = (iTNE) ;5 E€ B}
3 @ ={7'® 5 peampyed
2.6. Proposition
Pour tout p €& ]1, cn[ , pour toute suite (fn , En) n30 de

G x o) e [ 1« ) > f)

L°(6) x &) on £ x Ky A £ -
on a “(n>/.0! n KEnl ”LP(E) g P ]Kn>0 ] n' JLP(G)

Il suffit de démontrer ce résultat pour une suite finie avec une constante
indépendante du nombre de termes. D'aprés le lemme 1.18. il suffit de considérer

~

le cas ol En = i-1 (En) , En étant la réunion finie de classes de sous groupes

de [ .

Soit donec N 1le nombre de termes de la suite et I"M le plus petit sous groupe
apparaissant dans la décomposition des En . Le support de KE est dans GM .
: n
) * *
Soit f€& anj s (Scm(G)) » pour unmgM £ = sm(ocn) » o € JCm(G) .

*
1 N S '~ = .
D'apres 2.1. et 2.3. nous avons fh x Ko s (KEn * an)



X 1/2 . N | 1/2
Dtapres 2.2. <Z=1: !fn * IQE" |2 ) = Sm((z IKE * dnlz ) )

n n=1 n

N 1/2 ~ 1) N 5, \1/2
I ey wx P = (v, GED) IS 1y o)

LP(c)
or, en vertu de 1.14.

N 1/2
= e xw)®)

n=1

1/2 ”

Lo < SIS )

’

LP(a) LP(c)

et 1'on conclut par une nouvelle application du lemme 2.2.

2.7. Corollaire

L'énoncé précédent est vrai en remplagant &(T') par 51 ry .

En effet on obtient les éléments de &1(1':) en ajoutant au plus un point & ceux de
1/2 1/2
~ ”~ 2
&E(T) . On utilise aussi 1'inégalité (E lfn(En)‘ ) <4 ‘KE ]fn ]2 ) “ -
ny0 P"nxo Lp(G)

2.8. Proposition

2 ~
Si f€L (G) posons fn =¥ ~ pour n K0 .

AN

n

On a, pour tout pPE, ® [, pour tout f€ L2(G) ,

1= 1= 1 )1/2 I

L?(G) < ol ”LP(G)

* %
Soit fe U s (3{ (@) , pour tout mgm, , f=s (&) ouxeX (G) .
<0 m \"m o m m
N

Soit Ao la mesure sur G ‘dont la transformée de Fourier est Xr;l\ f‘n_1 s

v
son support est Gn—-1 H fn = f x J(/An) ;3 par conséquent’ si n>m,

*

fn = s (o % }xn) en vertu de 2.3.

coelens
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1/2 M

1/2
R Sl TALD K (D PPN LD L

m<n <0 m<n<0

et 1'on conclut en utilisant 1,10. , 2.2.- et le lemme de Fatou.

Corollaire

2~ A
Avec les notations précédentes, pour tout fELS(G) telle que f£(0) =0,

on a

1/2
-1 < e 12 A s
el < MG 180) g < Bl

Cela résulte de 2.8 et 1.5.

R. Spector m'a communiqué une démonstration du fait suivant 3 Z :Xf T est

- ngo n o=l
un multiplicateur de {F(LP(G)) pour tout p € | 1,00 [:. Cela résulte aussi des

théordmes trés généraux de N. Lohoué (7) relatifs au transport des multiplicateurs. De 1%,
en utilisant, la technique des fonctions de Rademacher on pourrait déduire les proposition:
2,6 et 2.8, On a préféré une démonstration élémentaire qui fournit une meilleure évalua~

tion des constantes.

~

2.10. Soit O(F) les ordres de O(I') +transportés sur I' au moyen de i . I1 résulte

2.11.

~

de 1.16. que pour tout eg& 0('1:') , pour tout YE [ , les ensembles

{g eT s EE ‘(} et {EeF;ieYet £ +¥} appartiennent & %(f") .

Théoréme

Soit ()\n) une suite croissante lacunaire a la Hadamard de réels supé-

n<0

rieurs a 0 telle que \ =1 .

Considérons une partition de]0,1] ou ]O,1[ par des ensembles de la forme ]'xn, }‘n+1[

ou ]Xn’ )‘n+1] o Dn’ )n+1[ ou [)‘n’ }n+1] *

Soit ¢y€ ®(I') , soient En les images réciproques par hoyoi de ces

ensembles, E 0 = (h‘.yai)m1 ({0Y) et éventuellement E. = (he (poi)-1 {1 .

1

Alors, pour tout pe€ ]1,00[ il existe CP >0 tel que pour toute fonction

fe LZ(G) on ait

1/2
c"le | < oy 12 | c |le .
o |Lp(a,) s = | ﬁ’nl ) P@) < el "LP(E)

- oo€n g1

Compte tenu de 2.7. et 2.9. ceci se démontre de la méme facon que 1.17.

/e
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2.12. Théoréme

Soit (En) nyo  une partition de ' telle que pour un p€11,oo[: il

4.2 ~
existe B et C>0 tels que, pour tout f&€L (G) ,

1/2
).

-1 2 .
Sl < M1 1P ) e < el

Soit m wune fonction de ' dans € +telle que

1 fim] <M

E
n

29 pour tout n>0 il existe S oD tel que la variation de m|

relativement & € IE soit majorée par M .

n

Alors m est un multiplicateur de ?Lp(g) dont la norme est majorée par 2MBC Ap

Preuve . A(G) étant dense dans Lp(?}') - il suffit de montrer que, pour tout f& A(G) ,

157" (m. $1) "Lp  2MBCA jf |

(@) 1P (@)

Posons An = fE y Ar'x = g7 (m. An) ; & cause de l'hypothese faite sur

les En il suffit de montrer que

1/2

5 1/2
IS 185 ) lpg < 280 a0 ) |

1P (@)

I1 suffit de faire la démonstration dans le cas ot m est & valeurs réelles.
Si eec () et ¢E€ [ posons

s¢ g (1) =:Z€‘?" £ ()% y o sep )= s () - £2(R) LB

On a Al = gZ: m(E) £(§) § .
€E ’

Pour alléger les notations la relation d'ordre £ sera notéde <

coidonn



Soit 1l>0 , il existe pour chaque n wune partie finie F‘n de En telle
A Tl A
que Z (%) < 12 .
EEE \F
n n

On a manifestement ”AI') - ’,GZF m(E) ?(Z,) 3 “L°° (E) < 1M oma=1

Soit F_ = {gi,n ! g2,n vt ’g)\ ,n}' ! 1,n 2,n "7 »_,n

(n) _ A _ =
Posons s = N%j f(tk,n) gk,n ’ SJ,n = se’ga’n (An)
si j»1 s‘(,n)= son=0
Alors
A M (n) (n)
> wl®) £ = 2 (s, %) m (& )
ian j=1 J J ’
Mais ”s(,n) - s n) - (s, =~3s. ) l < Z lf(C)l
J - =1 Jsnn j-1,n lLG) (N) AN %-1 ’n< < <fj,n
CéEn
d'ou
L -n
”A;l i JE-“-:;. (sj’n T %1 ,n) . (zj’n) lILOO('(‘}') < $hhe
)‘n-1 : .
et ||& - § i,n (m(zj,n) 'm(§j+1,n)>" *Ago0 m(g}'n’n)“Lm(E) oM™
En définitive, pour tout W >0 , on peut écrire :
A = K:A:F () s, ¢ () +y,
n
" «(E) |  2M t L L 2 M2
%ﬂ l N © ” \vn “Lm @) RN

Alors, 1'inégalité de Schwarz donne

i € (g 1010 (s 4+ ne.

eve/en
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et

n>0 n>0 {€ F

2
ST € @ena) (3T W) 28 |+ Mo
X ltf( ) ’

n>0

1/2 1/2 1/2
Z' / 1/2 s o ,- 2 : 1/2
\ IAI ) S zr (<n>0 EEF lt,E(l 2 41>1 > + )
D'ol,en vertu de 2.6.

1/2
1wy 1,

1/2 12
M+ M )‘/2( 1A |2 )
G €M H(E:m %DW 1a,1%) HLP(E)+ (2q)

dfolu

(Smf ) 1,y <l ey

p P (E)

2.13. ExemEleg
1° Soient l::i , I‘l des groupes vérifiant les hypothéses 2.4, ; alors
["-.'1- Xﬁz et f'1 X F?‘ satisfont aussi ces hypothéses ; on peut prendre dans
F1 xfz la suite de sous groupes :

1 » 2 2
r's<re f11xF2 , FLXFZ , Flzxf'_1 , f'lzxf‘_z , etc

IL Fl et Hrl satisfont aussi ces hypothéses & condition que
i€l
sup k(rl) <o ; on prend la suite de sous groupes suivants

i€l

HPi,f‘anJ,F‘xF‘?xHFJ,f”xl"zx,nfj,
-1 351 -1 -1 §32 -2 -1 j>2

PLoxPZx n 03, TLxP3,x[2 % 0 [y, CLx0Z <02« O e
i i>

N
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e0}

20 8i D= 1II(z/nz)

hypotheses 2.4. sont satisfaites.

’ Dn est un sous groupe dense de Dn et les

3° Soit ‘Aa un groupe d'entiers a-adique (la définition de A% se trouve

dans (4, p.108) ) tel que sup &__ / a <o . Z est un sous groupe dense

de Ah ; les hypothéses 2.4. sont satisfaites.
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3.. CONVERGENCE PONCTUELLE

3.1. Lemme

Soit ¥ une famille de classes de fonctions mesurables supérieures ou égales

a 0 sur 1'espace mesuré (X, a,,u) y p20 @-finie,

Soit &, une partie de % telle que tout élément de ¥ soit approchable en

mesure par une suite d'éléments de 5'0 . Alors ess supf = ess sup f
fe s f Effo

Par extraction de sous suites presque partout convergentes et appliquant le
théoreme d'Egoroff on voit que tout élément de & est approchable presque unifor-
mément par des éléments de F; , c'est & dire Wf€F , VE>0 ,3J A€ @, wa)<e,

Vy>o0 , 3g€¥, , | - g|<1 hors de A.

Soit F = ess sup f '; on sait que F = sup f .
fred n>1
Soit €20 , il existe des ensembles An€ a tels que /.((An) €. 2™ et

tels que pour tout %m>0 il existe gne f?o tels que lfn - gn |<q hors de An .

Donc sup fn £ 1+ sup gn pour tout 1 hors de l'ensemble UAn dont la
n>1 n>1
mesure est inférieure ou égale & € . On en déduit que F ess sup f presque
fe s,
partout.

Soient G et [* des groupes vérifiant les hypothdses 1.2. Il résulte des
articles de Billard (1) et Hunt (5) que le théortme de Carleson est vrai pour

G compact.

eoefonn



3.2. Théoréme

Si G est compact il existe C>0 ne dépendant que de k(G) +tel que

pour tout €€ O() , pour toute f¢ LZ(G) ’

m( fsup |s Y Y2e |
({Zefli'e,s M>3}) < e Nz | 2(a)

3.3. Corollaire

Le théoreme précédent est valable pour tout groupe vérifiant les hypotheéses 1.2.

L'espace L2 faible étant complet, il suffit de démontrer le résultat pour les
fonctions & support compact.
Soit f€& L2(G) dont le support est dans Gn 'y -sa transformée de Fourier

est constante sur les classes de rn .
- 0

Soit €€9(') , ¢ induit un ordre En de O(F/rn) .

Posons s, = s S(n) =,

=%y 0 %

S

€%

si ¢€ f/rn . On a la propriété suivante
n ) :

sén) (£) est, lorsque n gn, , une somme partielle de f pour l'ordre & et

toute somme SEf est approchable dans L2(G) (donc en mesure) par de telles

sommes lorsque n tend vers -® .

Appliquons le théoreéme 3.2. & Gn

(n) -2 2 -2 2
u (£)]>%) m () c ¥z | = ¢ ¥ ¢ ;
m ( E_SQI[:‘/["n |s§ l ) XN n “ L2(G ) ” HLZ(G)

et 1'on conclut par application du lemme 3.1.
~ Lad
Soient G , [, G, [T des groupes vérifiant les hypothéses 2.4.

3.4, Proposition

L'énoncé précédent est valable pour G .

N AN
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*
I1 suffit de considérer f€ U s (Jé (G)) .
m<0 m m

Soit EG@(F) ; les ensembles {zeF ; TE8 et T# C} sont des réunions de

o~

classes de groupes I'I'1 « En vertu du lemme 3.1. il suffit de considérer parmi

ces ensembles ceux qui sont réunions finies de telles classes .

Soit ‘t&l (n <0) 1'ensemble des {gEF ;3 SEG et Y# C} qui sont réunions

~

de classes de sous groupes [-'m avec m®n o I1 suffit de démontrer que

-2
m{ sup lf > 2 g CX “f | , .
<E €L E ) 'LZ(G)
©Si Eeun , E=i" (F) ou K, a son support dans Gn .
Pour tout mg¢my<n f = s:; (o) ’ o0e J{m(G) , alors fE = s:; (oc KF)
{(lemme 2.2.)
et d'aprés le méme lemme sup le l: s:; (sup Io(* KF | )
E€ci '
n
or
* ~ L~

mga(lsm (u)[)')\) = maﬁm (G/Gm) card (Je[> )

d'aprés 3.3. card (sup joy KF |>)\) £ ¢ ‘)"2 ”“”2 2( |
L (G

et 1l'on termine en utilisant 2.2,

3.5. Proposition

~

Supposons que l'on ait dans [ une suite (En) croissante de parties

n>0

~o

finies dont la réunion est [° telles qu'il existe AD>O0 +tel que pour tout

fe LZ(E) me (sup'fE 1> \), \< A \‘-2" e “2 2 .
n L

~

(G)

~J
Alors il existe des bons ordres sur | @ tels que

( sup_ |f A) K B X2 |P .
ma(;epﬁ ]q-z[l ) h “ ” L2(®)

coi/ens
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Par suite les sommes partielles suivant cet ordre de la série de Fourier
2~
d'une fonction de L“(G) convergent presque partout.

On se donne une suite (En) 130. d'é1léments de O(F) . Construisons sur [

un ordre () de la facon suivante

° ; <
1¢ Si %€ En‘ et G¢& E_ t<3
2° S8i ¢ et U appartiennent & . En+1 \En T<C & e r .

Cet ordre est un bon ordre sur [ .

Soit fn = fE

si e E\E,_; sona sf(f) =5¢ g (£) + fp

alors =~ sup Is (f)l sup sup lsi (fn)l + sup ‘f
’ n

by s E |

D'aprés 3.4.

u s (£ )] > £ ¢ 2 f 2 R
S RSB LR Y I
d'ou
-2 2 i
G RN LD IR TN S S O e
et
" (s s, OX) <4 a+o) e, -
tel L7(G)

3.6. Exemple

Prenons [ = Zz = Aa XAb

Fefferman (3) a montré que l'on peut prendre dans la proposition précédente pour En

. L . 2
une suite de rectangles dépendant d'un paraméire ; on a ainsi construit sur 2~ des
0 I d . . , v - 2 ll‘\2 7 3
bons ordres tels que la série de Fourier d'une fonction "L (T°) sommée suivant ces

ordres éonverge presque partout. ceefunn



(1)

(3)

(9)
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Chapitre III. 49.

Estimations de la norme de certains opérateurs de LP(T).

(en collaboration avec N. Lohoué)

Introduction,

10 - Nous nous proposons d'étudier le probléme suivant .

Soit T 1le cercle unité ; soit {a une matrice infinie, trouver des

m,n}m,nez
conditions variationnelles sur les coefficients de cette matrice pour qu'elle

définisse, dans un sens évident, un opérateur borné sur LE(T) , (1 < p < =).

Le cas ou la matrice {am n} est diagonale a déja été étudié par plusieurs
?
auteurs (Marcinkiewicz (8), Mihlin (9)). Plus récemment E.M, Ftein a donné des

conditions suffisantes, liées & un semi~groupe de Poisson, sur un espace mesuré, ¥ ,

quelconque, pour qu'un opérateur soit borné sur LP(M) (voir 1),

En général il n'y a pas de méthode directe pour s'attaquer & un tel probléeme ;
nous prendrons un détour, en appliquant des méthodes d'intégrales sihguliéres a

un groupe contenant T comme sous—groupe,
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29 TIdées directrices ; utilisation de m(2).

a) Nous notons M(2) 1le groupe des déplacements du plan, il se réalise
comme le produit semi-direct RZGST s+ T est identifié au groupe des rotations du
plan, le point générique de M(2) sera noté g = (x,a) ou g = (r,p,a) , T et ¢

étant les coordonnées polaires de x .

b) Pour chaque p > 0 , on définit une représentation, Tp , de M(2) sur
Lp(r) de la fagon suivante 3

si g = (r,p,a) et si f ¢ 1P(1) on pose Tp(g)f(¢) = eiprcos(¢~¢)f(¢_a).

Soit h une fonction sommable sur M(2) pour la mesure dxde , 1'opérateur

h{p) d&éfini par :
n(p)t =ﬂ2 T (x,a)f hx,q)dxda.
Rxr P :
est borné sur LP(T).

L'application h ﬁ(p) se prolonge en une application linéaire d'un certain
sous-espace de Banach de l'espate des opérateurs de éonvolution‘de LP(M(Q)) sur
$(LP(T)), (voir (2)). Par conséquent tou# théoréme garantissant qu'un opérateur de
convolution est borné sur LP(M(2)) donne des conditions suffisantes pour que

certains opérateurs soient bornés sur LP(T).

30  PBnoncés des résultats,
Les résultats que nous obtenons par cette méthode paraissent nouveaux, Malheu-
reusement leurs énoncés ne sont pas trés simples, et ils ne répondent que partiel~

lement & la question posée,
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Nous commencerons par les énoncés concernant LP(M(Z)), et nous donnerons

ensuite en application ceux qui intéressent 1P(T),

soit M(p) = {M(p,m,n)} une fonction du nombre réel strictement

(m,n)ezx2
positif, p , & valeurs dans l'ensemble des matrices infinies & coefficients complexes,
Le théoréme 1 donne une condition suffisante pour que cette fonction soit un multi-

plicateur & gauche de f(LP(M(Z))) pour p € J1,2] (la définition est rappelée

au § 2.3.2)

On suppose que chacune des fonctions pw M(p,m,n) est de classe C2 et que,

lorague n est non nul, M(p,m,n) = o(p-lnbnl) et M'(p,myn) = 0(5-(1+!m~n1)> au
voisinage de O,
8i j est un entier négatif on pose :
‘ 2j
4] 2412
a =2 [T Ie,m0) (14sP)[?) ot
2 nezZ
5J
-23 2
Bj =2 fj—? (Z: ‘M'(P,m,O)l ) pdp
2 nez
3
2
¢, = [y (3 Im(om0)?) ot
2 mezg
D. =0
J
On appelle {nj}j>0 la suite d'entiers ainsi définie ¢ n =0,n, = 22(3-” .
Si J est un entier strictement positif on pose 3
291
2 2y 4
I | (o-2)?x(p,m,m) %) 22
J 0 m€Z n.  ¢[n|¢n, p
. J=1 J
23

n€Z P

2 2y d
[ I, (e romal®) &
g
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. 2‘_}“1
. 2~4af }‘_F |1(p,m,n)|?) pdp
0 mEZ n x<n
. 2j
+ 2~43 f 51 (Z: Z: lM(p,m,n)t ) pdp -.
2 meZ [n!gnj

291

B, = f (Z: IM'(p,m,n)lz) 9;2
s 0 méZg nj_1\< n[gnj P

+f23 (}:: }}r;g‘n 1M'(p,m,n)l2) %E

23»1 m€zZ

<2
T

i
ﬂ

1(p,m,n)|?) pd ( M"( ,m,0)|%) pd
fo s 33-451@3‘ p,m,n)| pp+f231 ZT:_;{ p,m,n) ") pdp

2 [u(p,m,n) - M(p,ms1,0+1)|) pdp
0 néZ nj-q\(ln!’{nj

59
+f . (Z: Z: ’ ‘M(P9m,n)“M(P:m‘}‘1 ,n‘H)IQ) pdp

29! 'mez |n R,

S
s
i
g_“""&
N
]

Théoréeme 1. Si, pour tout j , les nombres Ag s B. Cj ’ Dj gsont finis, si,

lorsque j tend vers o, Aj-s»Bj‘-t-Cj = 0(2-23) et, lorsque j tend vers 4o,

Aj+Bj+Cj+D3 = 0(3“3) , M est, pour tout p € ]1,2] , un mltiplicateur & gauche

de  F(rP(w(2))).

Si S est une distribution sur M(2) c'est aussi une distribution sur le
groupe abélien Rz xT dont nous noterons 3’ 8 1la transformée de Fourier., Le
théoréme suivant donne des conditions portant sur ¢S suffisantes pour que S

soit wn convoluteur & gauche de LP(M(Z)) (1 < p<e).

Théoréme 2, On suppose que la distribution &S est une fonction, qu'elle est de

classe 02 en dehors des axes et qu'il existe un nombre ¢ +tel que

(1) Fs(x,y,0) ¢ ¢ et ) |Fs(x,y,n+1)-Fs(x,y,0)| g ¢

néz



quels que solent x et y .

(ii) Pour tout nombre strictement positif, R ,

(s = i1)

3 ]

R
Q O
‘[_R (1% e, 1,00 + 125, e2,00 D ¢ o

R
0 01 OF 0
ot f_R(!é;s-(eR,t,nﬁ)wé?-(sR,t,n)l+I-gf(’ﬂ,aﬂrnﬂ)--gg(t,el?,n)l)dt<< c ,

(iii) Pour tout nombre positif, R ,

2
I - 195 (x,v,0)] axay ¢
REVX 4y £2R

2 2
0°Fs d .
et 2:2‘[f !SEE‘(Xpyyn+1) - §;§§(x,y,n)l dxdy £ ¢
“ J X0y
nEzZ “Y REVx +y 2R

Alors pour tout pg]l, +¢°[,1'applicaticn fp«»S*ﬁ définie gur les
fonctions de‘ﬁ)(M(Q)), se prolonge contindment & L¥(M(2)).

Utilisant le théordme 1 nous obtenons le résuliat suivant sur
les opérateurs de LP(T).

Théoreme 3, Soit A = {am,n}(m,n)ez><z une matrice infinie de nombres complexes
telle que
(1) e P <o
méz ! »
() s P32 L T L, [0smn)ey P e
350 mez 2°9¢[n]¢2 ’

Alors A définit un opérateur, Tysur les polyndmes trigonometriques

ainsi . .
Telnx=E ; an nelmX 3 cet opérateur se prolonge contindment &
b
P(T) lorsque pe]l,+ oof.



I Quelques résultats d'anslyse harmonigue générale
1 Rappels

1.1 Le point générique de M(2) sera noté g = (x,a) ou g = (r,9,0) , x € &
v € [0,+ , 9 € [0,20] , @ € [0,20] , * et ¢ étant les coordonndes polaires
de x . On notera aussi xa le point transformé de =x par la rotation dlangle « .

Le groupe M(2) est unimodulaire ; la mesure de Haar est

dg = ~5 axda = —5 rardgda . Une fomction sur M(2) sera idemtifide suivant lo
4 4w
3

cas & une fonction sur R’ , 2n périodique de la derniére variable ou & une fonc-
tion sur R+><R2 , 2n=périodique desdeux dernidres variables,

M(2) est un groupe de Lie résoluble, donc moyennable ; nous utiliserons cette
propriété sous la forme suivante : pour tout compact X, de M(2) et pour tout

1

g >0, il existe un compact Ké de M(2) +tel que

mes(K K,) ¢ (1+e) mes(x,) ,
mes(Ki) est la mesure de K, (voir2) .

1,2 Pour chague p > O , on définit une représentation, Tp , unitaire irréductible
de M(Z) sur L2(T) de la fagon suivante .

si g = (r,p,a) et £ ¢ 12(T) , on pose T (e)r(y) = oioreoslimg) o\ oy

On montre dans (8) que toute représentatioﬁ unitaire irréductible de M(2) est

équivalente & 1l'une d'elles,

1.3 Nous utiliserons la base de L2(T) formée des fonctions en(¢) =™ nez.

Dans cette base les coefficients de Fourier de la représentation Tp sont
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tg'n(rs%ﬂ) = <Tp(r,€;).a)en,em) 2 y

1°(p)
2n . .
) P A iprcos(¢m~p) _i[(n~m)¢~na]
soit tm,n(r,q;,a) =3 , e ® ag
_ 40 e-i[na+(m~n)cp]3n“n(pr) .

ou JY désigne la fonction de Bessel d'indice vy .

on trouve les résultats de 1.1 et 1.2 dans [12].,

1.4 Nous utiliserons certains espaces de Banach introduits par Kunze et Stein
dans [5]. Nous notons £L2(T) 1'espace de Banach des endomorphismes continus de
12(1) et jﬂ‘ELz(T) le sous—espace de XLE(E) constitué des opérateurs compacts,
Une fonction P : R+ - .‘Z.Lz('{') sera dite mesurable si elle est faiblement
mesurable,
Pour tout p € [1,+ , on note lp(pdp ,(Bp) , l'espace de Banach, pour la

norme éviderte, des fonctions F : R" - A LZ(T) qui vérifient la relation

f;“’ Te[F(p)F" (p)]%2 pdp < w

o Tr(a) désigne la trace de 1l'opérateur A .

On a une définition analogue de 1.°° en faisant les modifications classiques,

On montre que, pour tout p € [1,+ , l'espace de Banach dual de Lp(pdp,(ﬁp) est
lp'(pdp,ﬁp,) o 1/p+i/fpt =1 .

On pourra consulter [5] pour avoir plus de précision sur cette partie.



2 Transformation de Fourier
2.1.1 Soit f wune fonction continue & support compact sur M(2) et soit p un

nombre strictement positif ; on pose

" 1
4 Y m(2) P
f{p) est un opérateur compact de LE(T) ; les coefficients de la matrice de cet

opérateur par rapport & la base {en} sont

<f(p)en,em> = f(p,m n)

1 21 p2%
= _-éf f f tp (rv"{)ya)f(r,(p,&x)rdl‘dq)da .

L'application f:»-f(p) est un homomorphisme d'image dense de Li(M(2)) dans

% ¢ (13(m).

2.1.2 Une fonction, £ , de L1(M(2)) peut aussi &tre considérée comme un élément
de L1(R2><T) ce qui permet de définir sa transformée de Fourier habituelle, les
formules suivantes relient les diverses transformées .

Si 1l'on pose

’

40 a2
Ftlergsa) = L j f oipreos(i-9) £(r,p,a) rdrdp

40 w29 . .
F£(p,4,n) = -1 f i f gtpreoslimplming oo 0y virdgan
0
on a

- 2% p2n .
f(P9m9n) = ‘l‘éf f e;((n—m)‘lﬁna) g‘;f(Pﬁbya) d¢da
4n Y0 0

et

~ 21( .
f(Ptm,n) ="21;;f el(n-m)d) ff(P"l’an) g
0
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2.2 Formule de Plancherel

Nous énongons ci-dessous une proposition dont la démons—
tration est presque évidente.Ce résultat est slirement déjh ‘connu.PFaute de
référence et pour éviter des recherches inutiles au lecteur nous en donnons

ici la preuve,

Proposition .

~

ey 2000 2
La transformation f - f est isometrie de 1°(m(2)) sur % (pdp,@é),

(on peut montrer, en utilisant une idée de Kunze et E,M. Stein (7) qu'elle applique

¥
tP(m(2)) dans 1P (pdp,é%,) lorsque p € [1,2].

Adoptons la
Définition, Soit f une fonction sur R , de carré intégrable par rapport & la

mesure pdp ; on appelle transformée de Fourier-Bessel d'ordre n de f 1a fonection

‘ 400
2.2.1 F6,0)) = [ 2 (ereto

On montre que fgegi est un automorphisme isométrique de 12(m+,pdp) dont le carré
est 1ltidentité,
Passons & la démonstration de la proposition.

Soit f wune fonction de classe C  sur M(2), & support compact ,

. Tl Bl L —ing-im
£(p,mn,n) = — f f f e P 3_(pr)E(x,9,0)rdrdgan .
Y0 Yo Yo

On obtient domc la transformation de Fourier opératorielle sur M(2) en
composant la transformation de Fourier sur f et la transformation de Fourier Bessel.

En utilisant les formules dfinversion, on trouve



2.2.2 flr,gu) = (1) oilnasoe] f o7__(pr)E (p,min,n)dp
med
neg

Par ailleurs

2
’

> |£{p,nem,n) |2 “*;“;f: [ If 3 (pr)rﬂrf '™ £(z,p,a)dg] |

nez

&mmnk

2

2.2.3 rw(% |£(p,men,n)|%)pdp = -——fzxdaf ; jj“e“i"“!’ t(r,9,a)dp

5
T 7@ 1 oo = 5 [ aa [ el [ et Pan)
reY o ned “ 0

Cotte dernidre égalité s'écrit aussi Hfﬂ 2 = Hfﬂ o N
(pdprg,)  17(n(2))
Puisque  D(M(2)) est dense dans 12(u(2)) ceci montre que 1a transformation de
Fourier est une isométrie de Lz(n(z)) dans Lg(pdp,ﬁg},
Par ailleurs si P est une fonction simple de :l,;‘,(‘;;)dgy,az)p clestededire une
fonction de BT dans  $E(1°(¥)) prenant un nombre fini de valeurs qui sont des
opérateurs de rang fini, la formule 2,2,2 donne une fonction, £ , dont I est la

transformée de Fourler, Il suffit d'utiliser ls dengité de l'ensemble des fonciion

siuples dang Lg(pﬁm@z) pour voir que la transformation de Fourder est surjectiv

2.3 Transformde de Pourier d'un convolubour de M{(2)
Soit cova(m(é)} 1'algdbre de Banach des opératewrs lindaires de L°(M(2))

qui commitent avec les translations & droite,

Z+%.1 Proposition, GQIWZ(K(Q)) et Lw(p(ip,ﬁw) sont isométriquement isomorphes,

la démonstration de cette proposition ressemble 3 la démonsiration classique

pour un groupe sbélien (7).
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2.3.2 Corollaire, Scit S € CONVP(K(Z)), il existe une fonction, S € L“(pdp,ew),

telle que pour toute fonction, £ € LP(H(Z))GLZ(M(Z)), la transformée de Fourier

~ »

de Sxf soit S.f .

11 suffit de remarquer que le groupe M(2) est moyennable et d'appliquer un

résultat de (4).

3 EBtude de certains convoluteurs

Les con_wfoluteurs portés par R2 ou T et les convoluteurs centraux (ceux

qui commutent avec les translations & droite et 3 gauche) se décrivent facilement,
O0n sait que tout sous-groupe fermé de M(2) est moyemnnable, par conséquent
de synthése pour l'algebre AP(M(z)) d*aprés (3). Plus précisément on a la

proposition suivante :

3.1 Proposition, Soit S wune distribution portée par 1'un des deux sous—groupes

R2 ou I, les deux conditions suivantes sont équivalentes .

a) L'opérateur f e S»f (convolution non abélienne) est borné sur 1P(m(2)).

b) L'opérateur fw Saf (convolution abélienne) est borné sur LP(R2) ou

1P(r) suivant que S est porté par R ou T ; de plus, selon les cas on a

llcow u2)) =Illcomv (e2) o Wollcomy (u(2)) = 1Sloonv (o) -
On montre facilement qu'un convoluteur central est porté par Rz et que sa
transformée de Fourier est une fonction radiale,
On peut remarquer que les convoluteurs & support dans T sont exactement ceux

dont la transformée de Fourier s'éerit ¢ S(p,m,n) = ¥Fs(n) ém " ou FS est la
H
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siite bornée, transformée de Pourier de la distribution tempérée 8 , sur la groupe

commtatif T .

-~

3.2 Etant donnée une fonction, £ , définie sur 82 on définit deux fonctions, f
et ¥, sur m(2) ainsi :

flx,a) = £(x_) , t*(x,a) = £(x) .
On a le résultat suivant .,

3 Xroposition, Etant &:g:née une fonction, £ , appartenant & L‘ (Rz) les normes

¢z £ et £ dans ccmp(x{z}) sont zajordes par celle de f dans COWP(RQ ).

Soit h un élément de D({2)). m e

fan(x,a) = =15 f f gog =) B(¥,8) dydp .
or
‘z}?;faz g;faz £(xg_ = Nn(r,8)ay|Pax ¢ Ielf oy () 2xfz n(x,8)| Pax)
done

v [2F 1 1
(;:éjc f;@ lf;: fgz f(xﬁ'-u"y) h(y,a)dylpdadx) /v

<eloomy a2y (G5 [ Intes a2,

utilisant 1'inégalité de Minkowski nous obtenons

= . <8P 1/p
el o6l )z,f G [ o Intx0)|Pax)' /22

d'on [|£.x0] < Il li<i}

1P(1(2)) " 1Pn(2))  cow (6?)

Un calcul analogue montre que
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~

linst] < Iinlf liell

1P(r(2)) T 1R(2) " oow (&)

Remarquons, dtautre part, que
£((x,a)") = f-x_ ,~a) = f(-x) # £ (-x,a)

ce qui prouve l'assertion relative & P .

f étant toujours une fonction de 1 (82), nous noterons ¥f sa transformée

de Fourier ¢
2K peoo
Frlo) = [ [ 10029 £(r0) raray
0 0

en vertu des formules 2,1.,2 nous avons

-

a 0. si n#fo
3.4 f#(Ptm’ﬁ) = ¢

2n .
'é!'f 6 Fr(pe)dy  si m=0
. ® 0 »

a 0 s8i m#o0
f(p,m,n) = {

‘ 2% :
-lf e Fr(p,p)dy =i m=0
| 2% 0

3.5 Remarque, Les résultats de cétte partie, & 1l'exception des formules 3.4,
stétendent aux convoluteurs vectoriels., De fagon plus précise soient 581 et 562
deux espaces de Hilbert séparables, appelons @& 1l'espace de Banach des opérateurs
linéaires continus de 5?1 dans 532 e Soit £ wun élément de 1.1 (RZ,B). Alors f
définit un convoluteur de LP(M(Z),QQ) dans 1% (M(Z),Eé) 4 support dans e .
dont la norme est majorée par celle de f comme convoluteur de Lp(ﬂa,aﬁ1) dans
Lp(az,a{z), (le méme résultat vaut pour les convoluteurs portés par I) en outre

les résultats relatifs 3 £ et f# sont valides,
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111 Démonstration des théorémes

Pour démontrer les principsux résultats, nous aurons besoin des théordmes

d'intégrales singulidres sur M(2).

1 Intéorales sinulitres sur ¥(2)

1.0 Soit g = (x,a) ¢ ¥(2}, pesons A{g) = Alx,a) = lx!2+lsin(§)l .

Alors
M(xa)(7,8)] = lxey |+ [s1a[5B]]
et
h[(xm)(y.ﬁ)]l £2 [K(Iv_u)“j‘k(Yvﬁ)] .
1«1 Pour tout + > 0 , on pose v(t) =‘f dg .
aMekt
s 1 1
Si t 1 | v(t)_-é-t--;;
Si 0 tg v(t) = -Z ARCsint - -:-;(1 -\T=%2).
| 1 2
Par conséquent v(t) est équivalent & §t au voisinage de 1'infini et & 55 8u
voisinage de 0,
v(2t) . L
Alors sup f;rgy’( e , ce qui montre que A est une pseudo~-distance,

o

Comme dans [1 chap,3]. Ceci donne d'aprés [1 p.74] 1'énoncé suivant .

1.2 Théordme, Soit k une fonction localement intégrablesur M{2)\ {0} . Om

suppoSe que

1 l!ki]Loa[R+,pdp,eoo]\<A ’

2° Il existe une constante T > ¢ telle que
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|k(ge ) - k(e)|dg < A «

x(giﬁst f A(g)st

Alors, pour tout p € ]1,2] , k est un opérateur de convolution & gauche de

LP[M(2)] ; sa norme est &[[p-1]"'1.

2 Quelgues inégalités

7.1 Pour tout t > 0, posons w(t) = dgz
a(g)st a(g)
On a
4o
(v - [ o)
t 8
Par conséquent w(t) = 2L au voisinage de 4+

2% ’
w(t) = 2‘-; log(%) au voisinage de O .

2.2 Soit f une fonction telle que f € L1°[M(2)] , A € T2[M(2)]. On a les inéga

lités

fx()

gt

fx( ) le(edlog < Ux(z)h(g)t‘(g)lzdgr[f dg ]*} ’

ght Ae)st [a(e)]?

l£(e)]4e < [fn(z)lr(gnzag]% '

par conséquent
lell, < 1o Qell, r(e)TE + [l [w(0)]D) .

3  Ine autre pseudo-distance
s 2 L2
3.0 Soit A, (e) = A, (x,a) = |x|° +sin (-2-).

On vérifie que

M (xa)(7,8)] < 2[2, (x,a) + A (7,B)] ©
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3.1 Pour tout & > 0 , on pose vi(t) = dg ; ‘H(t) = dg;{z .
A (g) A @)yt [, (e)]
Alors
1 2a
v (t):--f [t =sin“z]da
1 4mf s @ v 2
!s:m -é- 'd{
= ; - % si t1
= %[%]Arcsin Ve + ;23;\’*:(14) st 0<tg1.

En opérant de la mfme fagon que précéderment on voit que

we

v1(t) = 0{t) !H(t) = 0(t™") au voisinage de 4

*

v1(t) = 0(t3/b) s wa(t) = G(t”%) au voisinage de 0 .

Par conséquent

v?(zt)

sup - < 4o,
50 "1 (%)

et on a un théordme d'intégrales singulidres analogue au théordme 1.2,

Démonstration du théordmet.

Pour démontrer le premier théordme, nous aurons besoin dé deux lemmes
techniques $ 1l'un étudie le comportement de la transformée de Fourier-Bessel , le
second généralise une inégalité de S, Berstein, Ces résultats feront l'objet de
1la premiére partie, Nous aurons aussi besoin d'une partition de l'unité d'un type
spécial j; elle est décrite dans la seconde partie, Nous démontrons aussi le

théortme dans cette partie,



Un lemme sur les transformations de Fourier-Begsel .

1.1 Jemme, Soient n wun entier ratiomnel et u une fonction de [0,+ dans ¢,

de classe C° , & support compact, On suppose en outre que, u'(t) = O(t“’“!n!) et

que, 8i n=0, u{t) = 0(1) au voisinage de 0. Si 1'on pose

2
@) = [ sy o ma Pe(a)- :(?-*-_,; aly) -1 w ) -u(y)) 3, (ely oy
0 ¥

Rappelons les faits suivants .
Jo(t) =0(1) , Jé(t) = 0(t) au voisinage de 0.
et, si n#£o0, Jn(t) = O(tln‘) . J;(%) = O(t‘n!"1) au voisinage de 0,

2 2 ~ 2outat
% Jn(t) = n Jn(t)-t J;(t)-—t J;;(t) ,
donc

X

’ 2

; 1) -3,

Or

[ syt « 1 n g [ o ey - [T 5 oy

de méme

e 2 wii * 2 t "
fo ~x“7r(xy) u(y)dy = —-fo (; u (j)w (v)) 3 (wlydy

ce qui démontre le lemme,

Ce lemme permet d'obtenir la formule suivante : soit f une fonction de

LZ(M(Z)) telle que rzf appartienne aussi & L2(M(2)) , alors

- 2 a - 2 a
2 1155 ¢4 4 \ d
(=°t) (p,m,n) = ! 21 £{p,m,n) - % rr £(p,m,n) - -3 £(p,m,n),

P dp




66.

En effet on peut supposer que f est 3 support compact, auquel cas f£{p,m,n)

m e -
est une fonction ¢ . On écrit ¢

e 400,
£(r,g0) =3 3% 91(9a+q¢).[ £(p, prd,) T_ (pr)rar
P q 0

et 1'on applique le lemme & chaque terme,

1.2 Tnégalité de Bernstein pour M{2).
Considérons une fonction, f € L’(M(Z))f!ﬁuKM(Z)), telle que f(p,m,n) gsoit

nul si p 3 R ousi |n| » N. Comme nous avons
a 2%
iln-
Bomn) = ok [t (g0 m)a
0

on en déduit que Ff(p,¢,n) est nul dans les mémes conditions si bien que 1'inéga=

1ité habituelle de Bermstein donne

e ontal s 5« onel, -

Soient g = (x,a) = (r,g,a) et g, = {;e'“a) = (ro,ya,ua) deux éléments de .

of

6:1

el |

H(Z)o On a

g8, = (X+(x°)ﬁ ’ rx+ao) .

|2(es,) - £(e)] < clrlx | +u]sm2])]El, -

Ceci prouve que, pour chaque g, » il existe une mesure, pu , sur M(Q) telle
a
que |Julg C(R§x0]+N‘sin?§l) et telle que ‘[ (2) fdp = £(g ) ~f(e) pour toute
M2

fonction continue, f , telle que f{p,m,n) soit nul si p 3 R ou si [n] 3 ©

(e désigne bien sfir 1'élément neutre de n(2)).
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Soit donc f une telle fonction, 1a fonction g, re f(ggf) a encore la méme

propriété, on a donc ~{ tize )dp(g Y} = flgg )-1(g) ’
E(2) 1 1 0

. By
par suite J;(g) lf(ggo)-f(g)!dg < C(R!10|+N181n2?l)uf"L'(M(Z)) .
2.1 Partition de l'unité
2,1.0 Soit w une fonction de ("), positive, & support dans [£,2] et telle

que, pour tout nombre, t , réel positif, on ait

Z: w(zukt) =1 4

kez

Si t est dans 1'intervalle [1,2] , il n'y a que deux termes non nuls dans

iz somme ci-dessus, par suite : w(t) + w(g) =1,
Pour tout entier rationnel, j , posons

a,(t) = 7 w(2™5%¢) .
k¢

On a les égalités suivantes

1 81 t ¢ 2j
Qj(t) =)0 si %3 29
w(@9t) = 12”1 98) e1 29 ¢ t ¢ 29T

2,1,1 Soit n, = 0 et, si J est un entier strictement positif, nj = 22('}"1) .

Pour chaque jJ , entier positif ou nul, on définit sur Z une fonction xj

par les relations suivantes ,

0 si n#o

i

10 xo(n)
1 s8i n=0

it

O i- - i P i -
2 xj( nj) 13 xj( nj“) xj( nj_,,) 0,

Xj est linéaire entre les points inj” - inj ’ X nj»M » nulle en dehors de 1ltinter-
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valle [-nj+ T

Alors

2% =1
3% 9
soit X, = ) . X, » 3 étant un entier positif,
0Ck<
Alors
0 si {nl p nj+1
Xj(n)-— 1 si |n| < ny
xj(n) = 1% (n) =i n, & In| ¢ Dsoy

2,142 Posons encore, pour tout j 0,
aj(p,n) = W(Z—Jp)xo(n)

et pour tout j > 0
a., n) =4Q. X - Q. .

Alors

2 a(pm) =1,
jez d

Soit jJ >0, ona

a;(pyn) = x,(n) pour tout p € J0,297]

a3(om) = X;(0) = w(Z ¥ p)x,_ (2) = 3,(0) + wlZo)x,_, ()

pour tout p € [23"1 ,23]
et

aj(p,n) = W(Z“jp)xj(na) pour tout p € [29,29%1]

aj(p,n) =0 pour tout p 3 29t |

68,
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Autrement dit, aj(p,n) est nul dans chacun des cas suivants .
10 o 3 23+1
- 20
2 {nl > nj+1

30 p ¢ 2571 et |n| ¢ By

On remarque enfin que
2.1.3 Il existe une constante positive C , telle que

|aj(e,m)] < et |al(pm)] ¢ 2™,

-3 o4
Iag(p,n)! g C2 J et Iaj(p,n)~aj(p,n-1 )l g c2 23 .

Z.1,4 Dans ce paragrahe M désigne une fonction bornée de JO,+ X 2> € , de
classe 02 par rapport & la premidre variable,

On suppose que pour tout entier n > 0 , pour tout entier m , on a
' —1-[m—nl
[m* (p,m,n)| = ofp )

au voisinage de 1l'origine et M(p,n,n) = o{1).,
Soit Mj(p,m,n) = M(p,m,n)aj(p,n).
On note M(p) et Mj(p) les matrices dont les coefficients sont respectivement

M(p,m,n) et Mj(p,m,n). On a

2 M'-(Pymvn)
_(_2_-_121_)_ Mj(p,m,n) - e~ w2(p,m,n) =
P P !
(m-n)2 1 ety 1
aj(P,n)[ 2 M(pymyn) -‘5 M (pymgn) -M (mevn)] - aé(p’n)[“ M(prm’n) +2M' (p,m,n)] -
p ‘ - ag(Pvn)M(Pvmin)
et

Mj(p,m,n) - Mj(p,mﬂ JI41) = [aj(p,n) - aj(p,m‘! YJu(p,m,n) +aj(p,n+1 Y[M(p,m,n) -

hnd M(p9m+1 yn+1 )] .
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On conserve les notations de 1'énoncé du théoréme ( 1 ) et on suppose que pour

tout jJ A, B, C. D, sont finis,
d s j s 3 » 3 ’ 3

2.2 Evaluons la quantité, f ;m{i ;@j(p)ﬂgzpdp pour voir que ﬁj est la transfornmée
de Fourier d'une fonction fj dans LQ[M(Z)},

A cette fin, remaréucns d'abord que pour j négatif ou nul, fj ne dépend pas
de « , puisque sa transformée de Fourier est telle que Ej(p,m,n) =0 si n#o;
nous évaluerons alors la quantité [|z°f JH » pour j <0 et |[af 3"2 pour

strictement positif.

2.2,1 Soit j ¢ 0 nous ferons une évaluation classique du type-Hormander

3+
2
2 2 43 «
iifjﬂz f !M (p,m,0)]%pdp ¢ CP }::f 5m1 {n(p,m,0)|“pdp ¢ 8243(A3+A3+1) .
mEZ mEZv2
Mais d'aprés le lemme
2 2 2
”I‘ fS“ f “"‘“ M (P;mgo)"" H'(P: 90) MY (P:myO)I pdp
mEZ p
23+
<c ) f 51 M(p,m,O)-- Mt (p,m,0) = u"(p,m,0)|° +2 2"[; M(p,m,o)+
meg ™ 2

+ 2M' (p,m,o)l Jodp

2J+1 -
e z:f g %gm(p,m,o)l%dp
mEZ 23“1

<C Z;_‘;f (2 4.3(1+m4)§m(p, v°)| +2—-2:Jm.(p,m,o)| +[M“(p,m,o)[ Ypdp

<C Uaj1 +B:}+C:;”‘3+1 +Bs., +c3+1] .

2.2,2 Supposons j > O ; alors d'aprés le lemme (1.1)
2
fr f ! Z:f (m—n) M ({3,13,11)-- M'(p,m n)-M"(p,m,n)! pdp.

3z:£f Jo (o) 21 20,2 -1 1 () < 1,00 Bt
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+3 E j:laé(%n)(?l% M(psng\,n) + 21 (P¢m:¥1)izpd~p
+3 Z:fmIa‘af(p,n)lzlm(p,m’n)l?.pdp )
m,un*o
)

£ ¢ (Aj +3, +c§ LIRS N

lssog 212 = 3 11 1-c"0 12=-§;§ f 1y Cormym) - 1y (ot 41 o

3+1
2
e Yl zjr j m(p,m n)-n(p,m+1,041 ) |2 pdw%: [ InGo,mm)-
mez n, |$n | nf¢n, 72
- M(p,m+1 ,n+1)l pdp]
P27 Moy f !M(p,m,n) pd +Z: f M(p,m,»n)l pdp]
meZ 0, nlgnj+1’ o
< C(Aj +As +I>j+nm)
arou ||Af )l ¢ oA, +B, +C, +D, +A, , 4B, . +C, . +D,  )s
a2 s I TR B B £ B £ M B B %
223 llefl; = f I, (pym,m) 2 o
1 J+1
< ZF. f !ﬁ(psm»n)! pﬁp-%— f ot [M(p,m,n)|%pap]
mez n l(:n <ny,72
4]
¢ ™A 4, )
o o 3
2.2,4 Posons, s8i J £ 0, nj = (A._.,-l-B:)4-(:;.'~r£;J.+1 *Bjn +Cj+1)
. 3
et, 81 j >0, j = (&, 4»33‘5{!3«:-11*3-1-45;;”_1 B;; 1*%4—1*1};}41) .

2.2.580it j§ 0O, ona
‘ R , 2 ~1 , 3
R . .
e, < c inf Ul e+ll="2 Jl,e7) ¢ o w2
Dtautre part puisque gj(p,m,n) est nul lorsque n est différent de 0 on a

f j(x;a) = fg(x), le spectre de la fonction £° &tant contemu dans la boule de

centre 0 et de rayon 23*'1 « Des estimations classiques de Hormander [5} montrent
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que, sous l'hypothése sup 23u. { o Z: f est un convoluteur de LP(RZ) pour

J<o J J<o
tout p € }1 ,+°°[ et donc que z:' f. est un convoluteur & droite et & gauche de
<o Y
1P(m(2)).
2]

2.2.6 Soit j > 0 . Puisque nf.]] ¢ 02, et [{xfjllz $ Cu,

lle I, < cu, mﬁfﬂﬂﬂﬁ<ﬂﬂﬁ>

nous avons

e

Prenant = 229

2 nous obtenons

e, ¢ c it

2,2,7 Soit Tj 1'opérateur de 1°(1(2)) @&éfini par la convolution & gauche par

* * *
£, 3 Tj est 1'opération de convolution & gauche par fj o I2 norme de T,T. ainsi

J i
* *
que celle de T.T. ne dérasse pas [|f ]| \ e “ ! ; d'autre part 1,7,
J L (x(2)) 91 (m(2))
*
et TiTj sont nuls si ]i-j! > 1 donc l'hypothése sup j%uj { e implique

3>0
*
sup E "TiTj”% { e et sup E NTzTJH% et l'on conclut au moyen d'un lemme de
j i J i
Cotlar [1 p.155] que Z: T. est un opérateur borné de L2(M'(2)).
350 9
2.2.8 Soit go € M(2) s on pose t = )\(go) et 1ton veut évaluer

(g) = £ .( )f()dg.
THEN f}\ |£ . (ee, g)]

(g)oat I
Puisque Aeg ) > $(A(g)-2a(g))) ona {g;A(e) » 4t} = {g;Meg,) » ¢},

donc £ ( ) ( ) 1 (o %.
fx(g)w:l geeollee ¢ e, IR IS BUO)

Onawwlf |2 @ﬂ@(ﬂﬁﬂ(ﬂﬂ” g E REOHL
A(g)rat

'§'
donc pj(go) < Cuj(w('t)) .
On peut aussi appliquer 1'inégalité de Bernstein établie en 1,2 & fj ¢

f £ (68,) -, (e) | de ¢ ol 2? +2° Jlsm_-l)nfu ,
M(2)



73,

. . ‘ . 10 . ‘
ou g;(ro,q>o,3o). On a ro < t% fs:.n-;! £ :mf(t 1) 3

donc f |£,(ee,) -1, (g){ ¢ cT3 (Fi2dns (, 1))u .
M(z)

En définitive p,j(g ) € Cua :mf(;;% 3(s® 4 231nr (4,10, (w(t))D).

2.2+9 Nous allons montrer que, aous 1'hypothése sup 33/ 211. {ow, 0ona
3)0

sup Z:pa(g)<+m .

g, em(z) 350

Lorsque t 3 4 nous avons p, (go) § Cuy et, par conséquent,

}::;zj(go) C:u < 4o,

J>0 3>0

Lorsgue t <+ on a

2 wsley) < of (zoe -’t-)% Yo w4 i O 5 u, 2291 .

>0 1 Logt™! ocicl Logt -1
4% Tog2 I<F Togz
Puisque u = 0(.}'“3/ 2} nous avons |
-1
i 1 . Logt
1 Logt & 525 5. oo
. kA .
P t13 (4Log2) e :t132 u3<C2 .
1 Logt 1 Logt
3)“ 7 Togd 0<J <4 Toez

dtol le résultat annoncé,

2.2,10 1e calcul précédent montre que les noyaux Z: f. vérifient uniformément
0<jgk

| L 1.2
les conditions du théordmed Ceci, joint & 2.2,7, prouve que 2: M. est, pour
k‘l <j\<k2
tout p € J1,2 [ , un miltiplicateur & gauche de F(Pm(2))) dont la norme est

majorée indépendamment de k

2 et 1«'? « On obtient le théoréme par passage & la

limite,
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Théordme du type Marcinkiewicz

Ia démonstration de ce théoréme se fait en plusieurs étapes ¢ on prouve dtabord

des inégalités du type de celles de Zygmund et de Littlewood-Paley puis on démontre

le théoréme par un procédé standard,

1 Inégalité de Littlewood=-Paley
Soit w wune fonction de 9(R+) 3 support dans [§,2] et telle que

: w(2™p) =1, On désigne par u, la fonetion sur R‘?V dont la transformée de
Jez ‘
~

Fourier, L est telle que uj(x) = w(zﬁjlxl). Si £ est une fonction de LP(M(2))

on pose
A \f}) =17% B8
a( ) *(uJ -
(GT désigne la masse unité placée en 1'élément neutre de T).

Proposition, Pour tout p , nombre strictement supérieur & 1, il existe un nombre,

(2p , tel que pour toute fonction, £ € LP(M(2)), on ait

¢ e

« 2
iy < N 1@

< ¢ el

1P(u(2)) 12(u(2))

Ctest une simple conséquence de la remarque I.3.5 et de 1'inégalité de

Littlewood-Paley habituelle

=" o

NS TugmlY)

12(8?) 3 12(&%) ¢ Cp el

1P(s%)

pour toute fonction, h , dans Lp (82).
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2 Inégalité de Zygmund
Etant donné un entier positif, n , on appelle Hn ,lavdistribu‘e;ion sur T dont
la transformée de Fourier est la fonction caractéristique de f{n,n+t ,n+42, .ua} o
Si a est un point de Rz on note }}a la fonction sur R2 dont la transformée
de Fourier est la fonction caractéristique du rectangle & c8tés paralldles aux axes

dont 0 et a sont deux sommets,

Proposition, Pour tout nombre, p , strictement supérieur & 1, il existe un nombre,

ey s tel que, pour toute suite, (fn)‘n)o , de fonctions de TX(M(2)) et pour toute -

suite, (a ok ) d'éléments de RS xZ on ait

>O »

I 10, @ e ], o, IO e 1% k|

1P(u(2)) P( @)

On a

(b, @1, )sf, = (D, ®8)x(5 ,®H, et
n n n B n

(8
R.?
Ies inégalités habituelles de Zygmund s'écrivent

désigne la masse { placée en O dans Rz).

1 I, *gi )’l! ) e 12 le, 12V e (g, € 1°&%)),

(DR LARNLL IIREN [ !hnl‘*)%t (g € 1P()

12(r) 1¥(r)

Dfaprés la remarque I,3.5 nous avons

O 168 ,om, due, ) I 12,0

1P(e(2)) € 12(u(2))

et

I 10, ®8els ,0m, Jat 12 o, 10I(6 @1, )ut,| 2yq

1P (m(2 )) L2 (m(2)



d'oli la proposition,

On utilisera de cette proposition une version continue qui se démontre de mfme,

3 Théordme de Marcinkiewicz

si f appartient &3 LP(m(2)), a 2 R ,n & N on note

Sa,n(f) = ('Da@Hn)*f .

Ie principe de la démonstration est le suivant : si T est un opérateur de

convolution & gauche tel que 1l'on puisse écrire

b, () =[5, (8.(0) au(am)
ol By est une mesure sur R2 xZ de fagon que M = sup " pjﬂ< +* , on a

IAj(Tf)I2\<Mf|s (8,1, (2n)

a,n" gJ

(T 18,2 ¢ ¥ [ 15, (a0 Pal | (am))
Y j 4

d

Prenant les normes I.p des deux membres et tenant compte des deﬁx dernidres propo-

gitions nous obtenons

1zl ¢ x|l

1P(m(2)) 1P(m(2))
Il sera éommode dans la suite de travailler sur la transformée de Fourier’

abélienne, @ , de T,

Soit done @ une fonction de R2 xZ dans € , deux fois continfiment dérivable
et bornée, C'est la transformée de Pourier abélienne d'une distribution T sur
&2 XT . Ce n'est pas une restriction de supposer que Q(x,y,n) est nul si l'un au

moins des trois nombres x,y,n est négatif,
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Soit j un entier rationnel, Pour tout point, (x,y), de B tel que 1'on

ait x>0, 350 et 2971 (VP4y® ¢ 29, pour tout entier, n , on a

23+1 2;j+1 - 23,”

O Q
a(x,y,n) =f f bxay(u’v n)dudv -f
X ¥y y

J+1 .
[T B na s a2 |

OQ/. 41 «
5 (29 ,v,n)av

Notons X(x,y) la fonction telle que :
X(x,y)(u,v) égale 1 si O¢xqgu et 0Sy¢Ev, O sinon,
On a alors

Q(%Ym)‘ = ffg xu\’v(x,y)—ig-};(u,v,n)dudv

pd=1 i+ |
- fo (23+$x,y) 2B+ ,Vyn)dv - f 591 )( ,y) (u’ 3+ n)du
u,2

3+ L

X sy s.a (xy¥) (277,297 n)
1 L)+t

(29,297 f

ol 83 a‘{(xQY) 3 0£x( 23+1 s 0KTY L J-H bx +y }’23}

On a aussi, lorsque n est supérieur & 1

a(x,y,m) = (x,,001(0) + T (@(x3, 241 )-0(x, 3, 01, ()
£=0

Ce qui permet d'écrire
. = ) d yVek
AJ(Tf) fs(uyv)il(AJ ) ;Lj('ﬂ. v )

ol

lujl¢ fj;5 (122 (av,0)] + 3 I ay(u,v,,m)- 22 (a,v,0)| ana

S+t
2 (12203 4,0)] + [28(+,29* ,0) )a
1, 55" 500 + 556,20 Das
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PEAL

+00 . . . .

of 0Q 0R 1

+ f Z : (!%?;(23*4 y 5y 41 ) ""5}(23+1 vy ,5)1 + lé‘i(t’23+‘ g &1 ) ““é"‘i(t323+ ﬂefi )d«t
0 £=0

‘ R 400 . . s
+ 1a@*,29,0)] + 3 109,29 ) - 023,29 ) L
=0

Bien sfir on opére de méme lorsque Q a son support dans 1'un des produits
dfun quadrant de R? rar N ou - . Ceci prouve le théortme 2,

Comme cas particulier de ce théordme on peut examiner ce que deviennent ces

conditions lorsque

Q(P cos ¢, p 8in 4’911) = Q.‘ (¢9n) .

Un calcul facile montre que s'il existe un nombre M tel que

1) e, Gem) g1, 12 (2, (o) =0 (ponet)| ¢ 10,
n¢z

2w 2n
(i1) fo EHOR LS }‘:f |0} (¢,n) - Q! (¢,n41)dp < M

nezv o !

2% 2%
(iii)f |sin 2¢ @"(¢,n)|dp ¢ M ,\):f |sin 29| @ (¢,n) - @ (¢,n+1)]|dp ¢ M
0 1 et 1 1

les hypothéses du théordme 2 sont satisfaites,
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Restriction d'un multiplicateur

Théordme, Soit S wun convoluteur & gauche de LF(M(2)) dont la transformée de

Pourier abélienne, F , est une fonction continue sur la couronne,

{(p,¢,n),0<pt<p<pzyn€2'0 < ¢ < 2zl

Alors, lorsque l'on a p? < p< p2 ’ s(p) est un opérateur borné de Lp(l‘).

Soient deux fonctions, u et v , la premidre dans LY(F) , la seconde dans
(r) (-+-- = 1), La fonction g <Tp(g)u,v> est dans BP(M(2)) (voir (2)),

sa norme est majorée par ﬂull H ” p'

1P(r) (r)

Soit w wune fonction paire, indéfiniment dérivable, & support compact dans
s 1z
R , telle que f rw(r)dr =1 , On note w_ 1la fonction telle que w (r) = . w(=)
o € e’ T 2 e
et F_ 1la fonction sur M(2) telle que ¢F (x,n) =w (|x]|)s .
£ € € O,n

Ia fonction F_ est dans ;p(m(z)) et sa norme est majorée indépendamment de. ¢ .

On peut écrire

¥

|@ .5, <7 Quw>>| < o [ls] chvp(M(z))IM‘LP(r)”anp 6

dtautre part
F_ .8, <Tp(;’)u,v>> = <(F€.S) (plu,v> .

Cec¢i signifie que les F:.E(p) constituent un ensemble borné d'opérateurs de
LP(r) , il suffit dome pour montrer que S(p) est un opérateur borné de LF(T)

de prouver que, pour chaque m et n ,

lim (FeS) {p,m,n) = s{p,m,n) ,
e-0

On a, en effet
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F(r .5) = o fR2 4 ndt) FsGaeyma .

Ceci montre que, lorsque p appartient & ]p1,p2[ , ?KFB.S)(x,n) converge vers
Fs(x,n) uniformément sur 1l'ensemble { x ; |x| = p}.

Par suite

-~ 21! . a
(Fs) (pym,n) = EI;J ot (n-n)e F(P_.5)(p,4,n)dp ~» S(p,m,n) lorsque e 0.
0

Comme application de ceci nous avons les démonstrations des théorémes 3 et 4,

Soit A = ( une matrice infinie de nombres complexes, Soit u

i, (m,n) ez
une fonction indéfiniment dérivable & support dans [1 ,2] et telle que u(g) =1 .
Les hypothéses du théoréme 3 impliquent que la fonction matricielle M(p) = A u(p)

satisfait aux hypothdses du théordme 1. Le théordéme de restriction permet alors

dtaffirmer que A = M(-g-) est un opérateur borné de Lp(r_) (1 <p« 2).
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Chapitre 1IV.

ETUDE DE QUELQUES PROPRIETES DES PRODUITS DE RIESZ

La premiére partie de ce travail est la rédaction détaillée d'une note (9] avec
quelqgues additions et simplifications. On y donne des conditions assurant que deux produits
de Riesz sont mutuellement singuliers ou que 1'un est absolument continu par rapport a

1'autre,.

Dans la seconde partie on étudie le probléme suivant : étant donné un produit de
Riesz définissant une mesure By peut-on minorer la dimension de Hausdorff d'un boré-

lien, E, telque ua(E) soit non nul ?

Dans la troisiéme partie on s'occupe de la convergence de certaines séries presque
partout par rapport a un produit de Riesz. On obtient, par exemple, le résultat suivant :
étant donnés un nombre « dans ]l y 1 [, un nombre complexe non nul z, etune

» ' . - - ) . rd £ h
suite d'entiers strictement positifs, »{Aj} =07 telle que Aj+1 / )\J. soit supérieur a

n o,
3 1'ensemble, {xE [0,27); 1lim -13 ) :en“x = z} a 1 pour dimension de Hausdorff.
n»on j=1

Enfin dans la quatrieme partie on a regroupé divers résultats. En premier lieu,

la plupart des résultats précédents restent vrais pour les produits | |(1 + Re(a:i 12 ).
=0
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Ensuite on étend les résultats relatifs a la dimension de Hausdorif au cas de plusieurs
variables puis au cas de R. Enfin on montre que la convergence en loi vers la loi de
Gauss de certaines sommes normalisées de séries de Fourier lacunaires établie par

R. Salem et A, Zygmund [10] subsiste dans le cadre des produits de Riesz.
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I. 1.1. On considere une suite d'entiers strictement positifs, &An} n>0" telle que,
pour tout n, Anﬂ /A n soit supérieur a 3. On sait que dans ces conditions tout

entier rationnel s'écrit d'une fagon au plus sous la forme ) | €A. ol les nombres
=0
ej valent -1, 0, ou 1, un nombre fini seulement d'entre eux étant non nuls,

Si a= {an} =0 est une suite de nombres complexes dont les modules sont inférieurs

a 1 onpose:
ix i)\jx
P, (&)= I'T(+Re(ae 9)).
! 0<j<n J

Ces polyndmes trigonométriques sont positifs, la moyenne de chacun d'eux est 1, Les
mesures P_ n(x) % convergent vaguement vers une mesure, 4 _, positive de masse 1.
’
On a .
pa(z sj}tj) =[] aXe)
=0 20 4

. 1 1 - ‘
3
ou aj(e) vaut 5 aj, 1, 5 aj selon que Ej vaut 1, Q, -1.

1.2, THEOREME, Socient a et b deux suitesde € telles que:

Ua”ws T, ”b“ws T, }}E—T): lbj-ajlz = o,

Alors les deux mesures K, et By sont étrangéres.



£5,
Démonstration,
11 résulte du calcul des coefficients de Fourier de K, que les fonctions

iA x ,
{e n. -;: En}hz forment un systeéme orthogonal dans Lz(pa). Remarquons aussi

que l'ona: . ‘
ix _x
n 1= 2 _ 1 2
Xle -ga ‘ d#a(X)-1-Z]anl <1,

Puisque ) lbn -a |“ est infini il existe une suite de nombres complexes,
n=0

{cx n} >0 de carré sommable et telle que :
i) pour tout n=0, ocn(Sn - '5n) est positif,

=0 nn n

(¢ est une conséquence facile du théoréme de Banach-Steinhaus).
i x i x

£ 1 houy n 1 -y
Les séries ale ™ «x3) et x (e - = b ) convergent 1'une dans

Lz(u a)' 1'autre dans Lz(u b). En extrayant des sous-suites presque partout conver-

gentes on montre 1'existence d'une suite strictement croissante d'entiers positifs,

ix x
I _1z
{Nn} >0 ¢ telle que, lorsque n tend vers o, Oz<j:<N cxj(e 5 aj) converge
iA x TN
- b _1lg _ .
i -presque partout et Yy afe 5 bj) converge j, -presque partout. Si les

d J
OSJﬁNn

mesures et Ky n'étaient pas étrangeres il existerait un x tel que les deux
suites précédentes convergent ce qui montrerait que la série g o, (b - a, ) converge

contrairement aux hypothéses.

1.3. THEOREME. Soient a et b deux suites de nombres complexes telles que

Ib.-a, |
Ha”w et Hb”<>o soient inférieurs a 1. On suppose que : sup T_-.JT—J-T < 4o,

=0
1) Soit p un nombre réel strictement supérieur & 1. On suppose que :

i) pour tout j, ipbj+(1—p)ajt<1,



G,

1) T 1o -a1%/ [1- la 1)1 - ]pbj-l-(l-p)ajl)}‘:w.

=0

..-o-

Alors M, est absolument continue par rapport a B et sa densité est dans 1P (ga)

(dorénavant nous dirons simplement que K, appartient a LPu a)).

2) Si 1'on suppose que, pour tout j= 0, ‘\j n'appartient pas au groupe engendré

par A A..ny «.ey 51 enoutre , 1b.~a lz/(i-»la‘l)estﬁnialors “5 appartient
i+2 = J J

j+1?

a LP@u a) pour tout p fini.

|b.~a, |
Dans le cas ol p egale 2 on n'a pas besoin de 1'hypothese : sup ™ < o0,
20 1~ a

Démonstration. .
émonstration ixx

1+Re(bje 4
iALX
‘i+Re(aje J)

Posons fn(elx) = . Soit p un nombre strictement supérieur

0<j<n

.

4 1. Nous montrerons que la suite {fn} est bornée dans LP(u a). Supposant

n=0

Fd = - Id I - p E3
ceci établi considérons une valeur d'adhérence faible dans L (u a)' f, de cette suite ;
un calcul de coefficients de Fourier montre que By égale fu a

|b,~a, |
Soit M =sup —L-{.L.i + il existe un nombre A tel que pour tout nombre t
BP0 1«ja

appartenant & [0,M] on ait:

(1+t)° < 1+pt+At2.
Alors iAx
. 2
xp X P, PRellbra)e 7 ba 1 4
[1+Re(bje ) | SLI+Re(ae ) | LI+ 1}\ < +A xS 1
1+Refae J) (‘I+Re(a e 1Y)
d'oly ix x !
[1+Re(b.e 4 )IP r x7 A Ib -a. |2
1.4, T < 1+Re |(pb; +(1-plaje 3_1
D+Re(aje J )].p- - la?.l

Démontrons la premiére assertion. De 1'inégalité précédente on tire :



iAx p 87.
(1 + Re(be ) r
Y < {1 + Re L(pb + (1-p)a ) <)

['3+Re{aae i )]

ix
3x

]}(1+u)

olilion a posé u, = A lbjnaj iz/ E(l« tajh(t- lpbj-;-(%-p) 3, 1)} . On a donc, quels que’

soient lesentiers m et n telsque m<n:

) .
jlfm(elx)g Pam(eix) % < g (1+u3)< +00

d'ol | sup Il |l < 400,
n=0 Lp(ua)‘

Démohtrons la seconde assertion, On remarque que :
i x
[1+Reb.e J )P v ix.x

j T ] X P T (1+Re(ae 3))

O=j=m f‘MRe(a e 4y m<kn
ix x1 Alb 2 [1+Re(b, njxﬂp
r o] -a +Re 3e i
< |{1+Re|(pb +{1-p)a_Je ‘Hr"'—-r—-r') [ J T E1+Re(ae oy )]
Joromelingtomge™® frti I, Chtape 177 BT
T )
ix,
!b -a_ D«}R@{b e 3x)]p iX x
z(u—A j YT T'T(%-»Re(ae 3))%
1<jsm [:HRe(ae J ﬂ m<i<n :

Itérant le procédé nous obtenons, lorsque m<n:

Alb.-a.|?
jiﬁ( P, @E s T s i)
i=0 1=~ la 1

et 1'on conclut comme précédemment.
Le théoreme 1.2 et une version plus faible du théordme 1,3 se trouvent dans [9] .
G. Brown et W, Moran [ 2] ont donné une autre démonstration du thdordéme 1.2 et des

conditions assurant que 4, appartient 3 L‘(p a)’
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Le théoréme 1.2 permet de retrouver le résultat suivant de O. Padé [8]: si, pour

tout p de Jl,+wo[, a n'appartient pas a P les mesures {pn sont

alnz1
mutuellement singuliéres et méme, foute translatée de 1'une est étrangere aux autres.
Cette propriété s'étend au semi-groupe continu & un paramétre engendré par la mesure

i

av
1.4, THEOREME. Soit a= {aj}3>0 une suite de nombres complexes telle que
2
sup la.] <1 et ¥ la |“=e, Alors
=0 J S0
1) presque toute (au sens de n'importe quelle mesure dont les coefficients de Fourier
tendent vers O 2 1'infini) translatée de u, est étrangére a u a’

2) presque toute {par rapport & n'importe quel produit de Riesz ub) translatée de

M, est étrangére 2 e

En effet, la translatée de 4 par ¢, (p(u o)s  est le produit de Riesz

r iAo id x ‘l
T 1+ Re(fa.e e J)|. Lesmesures u_ et 7 u_ seront donc étrangires
20 5 a o”a
3 1
sil'ona ) i')‘j(p )
Y olal®f1-e J |“=400  (théoréme 1,2)
B0 ¢
¢'est-a~dire
1.5, z:‘ Ia.12(1 - COS Ap) = +oo,
=0 J ‘ J

L'ensemble des % tels que 1.5 n'ait pas lieu est un ensemble d'unicité (ct.
Kahane et Salem [5]), il est donc de mesure nulle par rapport 3 toute mesure pseudo-

fonction.



Pour démontrer la seconde assertion, considérons un produit de Riesz By
Montrons que 1.5 a lieu pour My-presque tout ¢. Voici le principe dé la démonstration:
on construit une suite, {aj} 20’ de nombres compris entre 0 bet 1, tels que |
7 % Iaj 12 = 4o et tels que pour un ordre de sommation convenable la série

=0

v }a_,lz(cos X~ % Re b.) converge pour pu,-presque tout ¢.
sz’;_o J J J b

Observons d'abord que la suite icos Ajw - % Re bj}j>0 est une suite orthogonale
dans L2(u b), elle est aussi bornée dans Lz (ub) : on appliquera le théoréme de

convergence presque partout de Menchoff K ﬂ.

Le cas ou la suite {a}.} 20 ne tend pas vers 0 est immédiat : on extirait une

1

sous-suite {!an l} 20 ayant une limite non nulle. La série J — la_ |2 est
j o 12 BTN
n,
manifestement divergente alors que la série ) . T % (cos }‘n © - % Re b, ) converge
‘ 20 B J
[ 272 NG
i, -presque partout car on a : D 55T ian | 1 Log(j+1) | < oo,

320 i

Supposons que la suite i! aj! tend vers 0. Soit 7 une permutationde N

=0

telle que la suite {l ar(j) l} £0 soit decroissante. Nous savors que la série

y o la_,. | diverge, il en est de méme de la série
= @)
7()

320‘37(0)124' !a,r“)lz-;-...-t- la,r(j)!z .

la

D'autre part, nous avons : ( 181.(0) 1%+ la,,(}) R l'a‘r(;i) 57 s (+1) Iia j¢°
» 7(3)

. la_,. 12 2
Donc ¢ }:: ( > () 2) (]uc:»g(j~;-1))‘2 < e et 1l'on peut appliquer le
J?.’G 187(0)1 +...+3a7(j)f

théoréme de Menchoff, ce qui achéve la démonstration.
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1.6. Ce qui précede s'applique aussi bien au cas ol la suite i)\ j} 20 est une
suite de caractéres d'ordres différents de 2 d'un groupe compact satisfaisant en outre
la propriété suivante : il n'y a pas de répétition dans les sommes Q ej A 3 ol tous
les Ej sauf un nombre fini d'entre eux sont nuls; les autres valant + 1 (il s'agit |

de la notion d'ensemble dissocié introduite dans D] ).

1.7. Revenons au cas ou {k } est une suite d'entiers telle que A

20

soit supérieur 3 3. On considére pour tout j un polyndme trigonométrique positif,

j+1

/xj

: A, a
pj, dont le degré est inférieur a ‘(—%’*—‘- 1) et tel que pj({)) égale 1, On voit

iA x
facilement que les mesures T_T pJ(e iy & 5= convergent vaguement vers une mesure
j=0
que nous noterons U (p)’ On considére une autre mesure J @) construite de la méme

fagon, On peut démontrer les résultats suivants.

1.8, PROPOSITION. 1) Si, pour tout j, Hp.-1H ot qu.-qull sont
strictement inférieurs & 1 et si Z:Hp 9 “2 (1 ”p 1][ X1- HZq iP5 ~1| )J est fini
20

alors *q) appartient & Lz(p(p)).

2) S'il existe une suite d'entiers {k }J>0 telle que 2__% lp (k ) - q (k ) lz soit

infini alors les deux mesures u (0) et u @) sont étrangeres.
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II. PRODUITS DE RIESZ ET DIMENSION DE HAUSDORFF

Y. Meyer et B, Weiss [6] ont démontré en utilisant le théoréme ergodique de Birkhoff que
n .
r‘i%T E Log(1 + 2 cos 33x) converge vers une constante presque partout par rapport au
0
produit de Riesz | (1 + r cos Bjx)*
=0

Kac, Salem et Zygmund [4] ont montré en utilisant la notion de systeéme presque
orthogonal de fonctions que, sila fonction { ‘est assez réguliére et si sa moyenne est

nulle, la série 3;0 % f(x jx) converge presque partout quelle que soit la suite { , }3.20

telle que ) lo& Log(;1+2)l soit fini ({A.}

/320 est une suite lacunaire a la Hadamard).
j=0 _

Nous nous proposons d'étendre ces résultats & certains produits de Riesz.

Rappelons les notations. {Aj} est une suite d'entiers strictement positifs tels
21
que A / A soit supérieur 8 3 pour tout j. Dans ces conditionsona: X\ ot A 1 +.

1

3 . - .
+An<§3\n, An—()\o+...4-x )>§ A - Danscequisuit a désigne une suite

n-1

de nombres complexes telle que Ha”w < 1.

(e )= ]_f(1+Re(ae J))
j=0

i, estlalimite vague des mesures Pa’ rl(e ) 5 -

2.1, LEMME. Soit I unintervallede T, ondésigne par |I]| sa mesure de

Lebesgue normalisée, ona :

Slall_
lu, (M- 111l < 2w

En effet, si 11 désigne la fonction indicatricede I ona:

;I(O)= i, H(n)l —r--r si n estnon nul.

BoD)= ﬁ% 1I(n)ua(-n) = I1l+ ‘% 1I(n)ua(-n)

d'ol
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n=-1

b @~ 11l = _Ttua(x w23 2 T l;a(kn+§sjkj)l

n-1
Z:lejl

E P (uanm)u
S‘T“*"Z . ) ~=) 0
Mo "= 1 eo,..en_1=-1,0’;1

-1 -1 7
< — 1.>‘°+2§n—;;}‘n%(g)i

all,, -1 ”an 2
s—=20 ez 2“)5——;—;(1-»2%(;)")

n=z

Supposons maintenant que, pour tout n, A n divise An 1"

iA x
petiie tribu sur T rendant mesurable la fonction e N Onmunit T dela probabilité

Soit an la plus

u onnote E" 1'opérateur d‘espér'énce conditionnelle par rapport a la tribu Qa,.

a!

Observons que la suite, {Q.n} n>0" est décroissante,

2.2, LEMME.

eijlnx si j=s0 mod (xnﬂ/xn)
T = i(:;"1)}"11)c . L
i, i x 3a e si j=1 mod(Am]/kn)
E Ty = | |
i(j+1) A x _
la e n osi js-~1 mod(.k 1/)xn)
0 dans les autres cas.
kn—H

Il suffit de montrer ceci lorsque =~I1< j< T- -2, Soitdonc j ainsiet k
quelconque, Si jA nt kA net S Yécrit sous la forme ?) E € 0 Ag les nombres ¢ of E1rer
«eey € _, sont tous nuls (il suffit de considérer les restes modulo A n} ; alors
G- en) A, estun multiplede X ne1r €@ quin'est possible que si j égale g, Ceci

montre que 1'on a ¢
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ﬂa(" J>\n n+-|) “ (JA )H (k'\n+1)

ou, si 1'on préfere
ijA _x ik X a ik 1%
e e ™ w =i oir,) for ™" agm

pour tout k, ce qui démontre le lemme.

2.3, LEMME. On suppose que, pour tout n, A n divise A net Alors

iA x
JLog(l + Re(aoe ©) du a(x) est positif.

On peut supposer que A o égale 1 etque a o est non nul. Posons :
ao=re1(p ®>0), p=(V1 --r2 -1)/r; ona:

. In| . ,
ix 2 inp inx
Log(1 + Re(aoe )) = =log(1+p°) - nE E ET{ﬂ" e Te .

Utilisons le lemme précédent pour calculer 1'espérance conditionnelle, w, de la fonction

Log(1 + Re(aoelx)) par rapport a la tribu Cl.1 :

w(eix) - Log(1+p ) Qp(e aQ+e (Dao)
o e o i e =1l Gy =) e
igh X rpm‘ 'e‘J";“’ ap e ! ap | e ! -
+) e I - + + ]
] F 2in + 1] 215x, - 11
ou
1+ jA :
. 2 1 ? JA
2 2 1+p 1 :
w(e™) + log(1+p“) - —-%— =2 ——,2—-2---— P cosir,(x+o)
par suite : - 2
' . , 4 -'-'-82 i
|w(e™) + 10g(1+p%) - ld# (x)l< lol” V< |pl3 -
J T 53 s

d'ol



Ilog(1 + Re(a e'X))du (x)a-]-?- - log(1+p?) - lpIBE‘) 3‘3'(‘315?1')
+ S

or

: 11 & 1 1. 6 13
§;3J'(3J'-”$3+53+ 2 3X(3x-1$’5*3“1‘°35<5+75<’f6

donc

2
2p 2-1og(1 + pz)--— 1913

‘ ix
brlcg(T + Re(aoe Ydu a(x) = o

2
Appelons v(p) la fonction —--2- - log(1+p ) T('i Ip |3 ;s il est facile de montrer
1+p
que v'(p) change une fois de signe sur l'intervalle Jo, 1[. 11 s'ensuit que l1a
fonction, v, croft puis décroft sur [0,1], or v(0) estnul, v(1)= %6 -log 2 est

positif, donc v est positif, ce qu'il fallait démontrer,

2.4, LEMME. Il existe un nombre C tel que quels que soient l'entier nonnul n

et la suite {aj } 20 de carré sommable on ait 3

A " 2 1/2
Usup { <:c(em jx-pa(-nxj))% dua(x)} < C Vi+LogIn|( Q io: 12)1/2

R =

Démonstration.
inA x iva

| X
Le lemme 2,2 montre que : gltle 1 )a ue J+1

olil'entier v esttel que

[nl+ In] 1.1 1
lvls-—-—;—-. Par conséquent si k est un entier tel que -;E+3+—2+...+-R-<1

(ceci a lieu si k est strictement supérieur & Log(2 [n|=1)/Log 3) alors
i 1DAX N "
g (e ) est constant (donc égal & ua(-nkj)).
Soit donc k le plus petit entier strictement supérieur & Log(2 In|-1)/Log 3 ;
pour tout j, entier comprisenire 0 et k-1, les fonctions

{“j,,_kg[exp(inl joke X) = b ,(=nA ke )}}820 sont des accroissements de martingale, une



inégalité de Doob donne @

X & 2 1/2
J e | w00 a ]
N
< c1(§ '“ykelz)w
d'ol
r l mj-l-ke '2 1/2

N
< CZ(E 1“j+k2 .12)1/2.

Par suite

Jsup l% x (e Rl ;za(-nkm)) |2 dua(X)]

N20
<c, gg;a g 192 5 0o VR 1)/

ce qui achéve la démonstration.

1/2

2.5. PROPOSITION, On suppose que, pour tout n, An divise }Ln 1 Soit
{fn}n>0 une suite de fonctions de A(T) telle qu'il existe deux nombres strictement
positifs, p et C, telsque:

0<p<1 et supp’lji sup lf (j)l <C.

j€Z n=0
r iA n*
Alors pour toute suite {an} 1>p e carré sommable la série % « Ltn(e ) -

ix t
j.fn(e = m a(t)} converge pour H_-presque tout X.

Démonstration.

inij A A
Posons <pn,j(x)=e -ua(-nAj), tj(n)=c .. Ona:

n,J
i)\jx ikjt
te ) -[te )dht)= T3 < 0, 0



N .
lq——\ I

o e Lo x)] < o C . .
"“;Q Jrz,;_(-)" n,j ©n,j*) % ij};% i n,3 €n, ™| 96,

J
d'ou

N

! | |
sup ,(xr (x) < sup x.c .o (x
N=0 _o J o 0l “n,j % N=>0 I;[g j n,j Tn,] )|

utilisons le lemme précédent :

il N A——— 2.1/2
|| sup |JZ_;J§;6 n,j n,JlH )SC2§ 1+Loginl (3 |« ,)1/

N=0 J>O J n’.]

< Ccz% pln | V1 + Log fnl)gg; lcxj 12)1/2.

On déduit facilement la proposition de cette inégalité.

2.6. LEMML, Supposons que >‘n+1 / An tend vers +o et que inf KH =>4,
N n=0 n

Posons é;n = inf {j =0; Yk=j, n< —l(ﬁ{l - %}, (n=0). Aiors, pour tout n,
pour toute suite de carré sommable, {Xj}jZO’ ona:
| _ in)\jx A inA X ooa | 5
IZ (e —,u,a(-»nkj) , e - i (- )) X; ki (1+£I \/_)2 |Xj| .
i=0,k=0 L2 2) =0
Démonstration. ix inA.x  a

Posons o j(e y=e - ,ua(—nkj). Dans ce qui suit n estfixe; j et k

s

sont deux nombres entiers tels que 0 < j< k. On vérifie que :

©n,rOnd 2, ) Ba(n0A ) = (k) ()
da

Si Inl| égale 0 ou 1 cette expression est nulle ; elle est nulle aussi lorsqu'aucun

des deux nombres n)\k et n(x k—Aj) n'appartient au spectre de K, ce qui est

assuré sil'ona:

3

3
5L S lnI(A J)S'“Mk‘s}‘kﬂ‘zlk
A
ce qui est réalisé si ? — < [n}| < l;“ -g- c'est-a-dire si
2@ _ k-1 k
Ak

Nous avons donc montré que si j et k sont distincts et sil'ona:

sup(j,k) = £ e le produit scalaire (¢ est nul.

n,j’ (pn’k>L2(u )
a



Onadonc:

((P ) = )
%ﬁ( n,j nk 2“)31( (;;(g‘n‘ gﬁk n,j’ nk 2(“)3

2
4 . - - = $ 1 :
Puisque <<‘°n,3 , @ ’J>L (u ) =1 Iua( “"3” , ona

/2
OZ<'—\3'<R n,j’ nk 2(“ ) X5 k! S( lxkl\lr‘)(}g ’le;?)l

0<k<§

€ln | 2
Sﬁg"‘l

d'ol le lemme,

2.7. PROPOSITION, On suppose que X _.,/A_ tendvers +eo. Soit {fn} 0

une suite de fonctions de A(T) telle qu'existent deux nombres strictement positifs, p

et C, telsque::

+
0<p<1, supp -3 ‘sup if(j)l<C ' 2:89 V& < +eo.
i€z n>0 > J

Alors, quelle que soit la suite { } o telle que ; | o, tZ(Log(j+z))2 soit
=

i x
fini, la série z:‘é nrf (e n* ) - Jf (ev‘ nt) du (t) | converge pour j-presque tout x.

Démonstration.

On peut supposer que, pour tout n, A +1/"n est supérieur & 4,

Posons f (3) cJ n o’ gardons les notations du lemme précédent. On a :

id x

te ")- t(e n)dlac(t) JI;_; -

| > o C. Q. I
lnz;g n% i;n Ti,n 5@ n ,n %j,n
d'ol
| | o & [ t
N20 '%“ﬂ%“‘im“’w = f5 a0 |5 ™ n Cginl”
Le lemme précédent et le théoréme de Mensov-Rademacher ( [11], t. II p. 193, (a2).

montrent que



B

I sup Ig n j,n “’j,n{”Lz V1+€|J|\/—<§:6| oS5 Log(n+2)i2>1/2

Nz0

<zc yrrg;T ot (o 1, Lostm) 12)/2.

On a donc

ix ix t 2 1/2
Ljsup aitale "= [efe ™) aw 0]

l du (X)J

< 4C Q: \/Eg_ pj)C‘n;‘é | . Log(n+2) l2>1/2

370

ce qui achéve la démonstration de la proposition.

2.8. THEOREME. 1, Si, pourtout n, A n divise >‘n +1 la dimension de
Hausdorff de tout borélien, E, telque pu a(E) soit non nul est supérieure 3

1 - lim sup (Log An)'1 JLog Pa, n(elt) du a(t). 1l existe un borélien portant g dont
Ne+00

la dimension de Hausdorff est inférieure a

1 - lim inf (Log A

-1 it
m in ) jLog Py, n(€ ) db ().

n+1
2. Si )tm_]/)tn tend vers +w, si « estun nombre de
(0,1 telque o \/Fl; soit fini et si & partir d'un certain rang lan | est
n=0

inférieur 3 2o/ (1+a2) la dimension de Hausdorff de tout borélien, E, tel que ua(E)
soit non nul est 1.

3. Si : la_|(Log A )"'1 est fini, on a la méme conclusion

= n n

qu'en 2,

Démonstration.

Dans tous les cas la série
-1 1 At Ant T
Y (log A n) Llog(1+Re(a e ) - Jlog(I +Ref(a e " ))du_(t) | converge pour
b= n a

K ,-presque tout x (cela résulte des propositions 2,5 ou 2.7, dans le troisiéme cas

la série converge uniformément). Un lemme de Kronecker ( [7), p.139) montre que, pour
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p_-presque tout x, (Log X )'1 I-Log P (eix) - |Log P (eit) du (tﬂ tend vers O
a ’ n | a,n a,n a’]
lorsque n tend vers 4w ; désignons par E a 1'ensemble des tels x. Posons
b, = [Log P, (ef)au (t)
n a,n a’’’
. . . . ix _ >
Soit x unpointde E ; ona: Log Pa,n(e )= b + en(x) Log A ol
lim € (x) = 0.
n
N0

Soit I unintervallede T contenant x tel que X—L < |1l < x]- . Soit t
1 n

unélémentde 1. Ona:

iij | i)&jt la, |
|Log(1 + Re(aje ) - Log(1 + Re(aje D= —}—:T-L-JZW)\:; i1},
Donc

, . n
|Log Pa,n(elt) - Log Pa,n(elx) =< (1~ “a“w)-mﬂl Ig }\J. < 37(1 - Hanw)-l
et
-1 . it ity
b + en(x)Log An - 317(1~||a“°°) stlgg Log Pa'n(e )stseulp Log Pa,n(e )< bn+en(x)Log )‘n 4

3n(1-flall )",

Appelons “;n) la mesure (P a, n(e“'))"1(1;1@&), le lemme 2, 1 montre que :

o - 2 < 2

n+1
d'ol LoglIl-LongLogu(an)(I)sLogill-i-Log 3.
Puisque U a(I) =L Pa, n(1:) d.ug‘)(t), ona:

LoglI| +b + en(x)LogAn-CSLogua(z)s bn+LogfIl +€n(x)Log X +C
ol C=Log3+ 317(1-”51”0‘,)‘-1 .
En définitive :

b, en(x)Log A +C - Log u a(I) , b, en(x)Log A, -C

e T T Tog T = g s "ot t T Tes T -




e
A1,

rd '] ' h)
On a évidemment Ibnl_<. |a°|+ Ia]|+...+ lanl d'ol

b la_|+la, [+...+la_| b
| _“n | 0 1! 1 o o o .
|Cog 1171 = Tog >‘n ce qui montre que, dans lescas 2 et 37, Tog 1T

tend vers O lorsque |I| tendvers O, I étant un intervalle contenant x et

appartenant & la famille J= {I s 3n, BA;:_TSIII < >‘-n1}’
Log A

n [
Puisque Cog T est borné, ona:
1140 g

x€ied

Dans le premier cas le lemme 2,3 montre que bn est positif, alors :

b b -b
_ n_ o n_ n
Cog X, Cog 111 Cogx ., - Log 3
d'oli
. b, +en(x)I.,og An+C sLog;.ta(l)< . b, +sn(x)Log An=C
LogAn Logill Logill — Logkn_H-LogB Logil]|

ce qui montre que l'on a ¢
b Log u (1) Log u ,(I) b

, n
1 = lim sup —Tn < lim inf T'—I'ﬂ'a < limsup ~—w—m———— < | = lim inf —
Nt OB Ap 1|90 OB IET Log |1| n-s« Log n+1
xeled x€le d

Etant donné un intervalle I contenant x il existe deux intervalles J1 et J2
contenant x, - appartenantd J, tels que: Jyeled,, |~I1 | 2 % 11,

2, | <3/1] ce qui montre que dans les limites précédentes la restriction 1€J peut

8tre levée,

On conclut au moyen d'un théoréme démontré par Billingsley ([1], pp. 136=145).
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2.9. REMARQUE. La démonstration du lemme 2.3 montre le fait suivant : si }“n

divise An+1 et si « estle nombre comprisentre 0 et 1 telque Ha o = fiz
alors
JLogr1+Re(a " t‘ldu (t) 20" -Log(1+c&)+ a}
L e )] 1_::2 3
d'oll
. 2
ln sy — - JLog Pa’n(elt) du (t) < (;2:27 - Log(1 + o) + 75 o )/Log 3

et, par conséquent la dimension de Hausdorff de tout borélien E tel que ua(E) soit non
2
nul est supérieure 34 1 - -29-‘-2- Log(1 + o:z) + % % >/ Log 3. On peut s'assurer que
1+«

cette fonction est minimum pour « égale 1, ce minimum est strictement positif.

. 3.1. LEMME. On désigne par & le produit {-1,1}"‘I muni de la probabilité

de pile ou face. On se donne 3(n+1) nombres réels K ypeoer®y Bo’ cesy Bn’ Y

n 0, LI )

vy ¥, telsque lcxj | soit strictement inférieur 3 1. Ona
1+w., .8 + Y. 2
E:r sup } TT 124_3“, 2173y i TT @ +w2.cx.}
‘ m<n '0<j<m 2j j ‘ O<j<n JJ

(8, o&) . y2

)-‘_1

r
<4 L0<j<n<1 +
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Soit am la plus petite tribu sur { rendant mesurab les les projections Wes
Wip vaey Wop 10 Solt g™ 1'opdrateur d'espérance conditionnelle par rapport & &m

lorsqu'on munit & de la probabilité T T (1+¢’62Jaj)dw. Ona:
0<isn

4w, 8., + W v

T+ Wy & _
1
La suite {ﬂ -:-W - 1} est donc une martingale,
0<jsm * W% Osmsn
Ona: ) 8
+WoyRy t Way g ™
r:}zmc +u2jmj 0si<n + 23“1]
T Wa B, Wa, (Y2
2 2541 1
8| [T (D T v ay]
(1 +w,B8,+w 7)2
o TT B[l 2y
0s j<m [ * @9 1
4 2 2 2 2. .2
r(1+w25+w2*17) (1+w23) .y 14+ 87+y, =28
E —Tu-'u 'E I—LHJ
| + Uy ] (T&éﬂ;—ﬁ 1_31
(8, = ) +y2
-11.-%-;1.
=9
Done . .
1ty Bt ny 1Y 2 (B~a,)" +
B(| TT (w22l 4], 1 -1
<!0§jsm( T+ Ty ) 1) OsTJ;rm( + ™ )

Le lemme résulte alors d'une inégalité de Doob sur les martingales,

3.2, LEMME, Scient 4 et v deux mesures boréliennes positives sur T.
1) 81 t appartient & L’(u) la mesure (fu)+ v est absolument continue par

repport & la mesure u # v, Cecipermet de définir Tf ainsi: (Tt)u* v) = (fu) *V
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Tf appartient a L1(u ¥ v), T estpositivesi f 1l'est.

2) Pour tout p € D, +oo], pour toute f appartenant a Lp (F) ona:

/
ol , < g,

3) Si {fn}nzo est une suite de fonctions de LP(u) (1< p< o) ona:

llsup (e )1l < ”"”M(T) Hsup It ]

=0 N LPuxv) LP(u )‘

Preuve. Soit E unborélientel que u * v(E) égale 0; c'estdire quela
fonction 1 (x+y) est nulle uxv-presque partout, on a donc :
J alltp)*v] = ﬂ 1_(x+y)(x)du (x)dv(y) = 0 d'ol la premidre partie du lemme.
J Si f estréelledans L'(u) ona, 3 cause de la monotonie de T : |T(f)|<T(|f]).

Supposons maintenant que f=u+iv ol u et v sont réelles dans L}(u), on a:

[Tl = sup ((Tu)os a+ (Tv)sin @)= sup T(ucos a+ v sin «)
O<agZnm O<o<z27 '
< T(It]).

ol <l .

Ceci montre que lorsque f appartientd L™(z) ona: |
Lu«v)  L%(w)

D'autre part, lorsque f appartient a Li(u) :

Ieell , <lirCie D Hif(x)ldu(x)dv(y)—ll Ulhgery L

L' (u*v) L (u*v) L (M)

La seconde partie du lemme s'obtient en utilisant le théoreme d'interpolation de Riesz-
Thorin [ [17] t. I, p. 93].

Démontrons la troisidéme partie. On a : Ifn | < sup It

m=0 ™
d'ol ITe )| < (It 1)< T(;Lg)o it 1)
enfin sup (T(im)l < T(sup [f_1)
m=0 m=0

et 1'on conclut en utilisant la seconde partie.
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3.3. THEOREME, 1, Soient a et b deux suites de nombres complexes dont les

modules sont inférieursa 1. Si b-a appartient a g2 etsi limsup la,! est

Jpoo

strictement inférieur a % le quotient P, n(x)/P.a n(x) converge W _-presque partout.
s 4

2. Soient a,b,c, trois suites bornées de nombres complexes. Supposons que 1'on

ait :

. 1 2 2
AL < ~a, \ < .
;gfok}ﬂ/ j 5 , hﬁjuplajl 5 3220; (IbJ aJl + ICJI ) < 40

iA x 2iA x "I
Alors le produit | I{ LI + Re(a e J yce J )i /(1 + Rea e 3 )}
20 ] .

converge p  -presque partout.

Dans chacun des deux cas le résultat est vrai si 1'on change 1'ordre des facteurs

des produits.

Démonstration de 1.

On peut supposer que 1'ona : sup la, |< % Onpose k=4/(1-4 sup Ia ( )
2o 0
Le lemme 3.1 montre que, lorsque n estinférieurd N, ona:

r 1Powb,m®) |2 7
Lo P 11 P2 )
. )el).Jx _{2
IR a. ‘
<4LO<T—T <1+ 83 Jm.x )-1}
j<n - 4(Re aJe J )2

, <4rT'T(1+k -a $2 -1}.
"J‘>0

Intégrons par rapport & x , appliquons le théordme de Fubini et faisons tendre N vers
400

(x) 2 i 2y ]
ELJ sup i_gziwjg%:m i dﬂzwa(x)js4fg>:g(§+kibj-ajl )-3‘1.

O<m<n



Considérons la mesure de probabilité, V! définie par le produit

r—r(l + W.COS A x), ona:
20 .

P
_2uwb,m _ b,m
(P M2c:uzx>*ucu”5amua
H

2wa,m

Le lemme 3.2 montre que 1'on a, pour tout n:
P

IPb m(x) 12 . " 2wb m( ) 12 du., _(x).
sup —-——-(—)’ -1 du_(x)< sup ——-(-—)—’ -1 2wa
‘[OsmSn ’Pa,m X | a j‘Os m<n II:)Zwa,m X |

On prend 1'espérance des deux membres‘ on utilise 1'inégalité précédente, on fait tendre

n vers +o en utilisant le théoreéme de la convergence monotone :

Jsu Po,m®) | 12 [T -
plp—l—(—)—-tl du(x)<4{ (1+klbal)-—1}

m=0 320
On déduit facilement de cette inégalité la convergence M ,-Presque partout du quotient

P, /P

b,m/ a,m’

Démonstration de 2.

Elle est analogue a la démonstration précédente. On peut supposer que 1'on a :

sup la,| < -;- ; on choisit un nombre o dans l'intervalle ]l , 1[ telquel'on
j=0 '

ait : sup la | < % o; onpose: k=4/ [(1 -4 sup |a. lz)(1 - 0)21. On considere

=0 o =0 J
les produits

2 i)\jx 5 2i\ jx
T 1+ = 0‘23 Re(bje )+ mw23+1Re(cje )
. 1A X )
O<j<m 2 145
1+ 525 Re(aje )

Utilisant le lemme 3.1 nous obtenons une inégalité. Ensuite on convole avec la mesure,

Vo définie par le produit
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. . - ’ s4.L o
jg(l + cwzjcos A jx + (1-0) ij 1608 2\ jx) ; on obtient 1'inégalité :
id .x 2i)l X
| 1 + Re(b.e J +c.e J ) |2
j sup ! J J - f_{

a(x)

m=0 1A i)

O<j<m 14+ Re(aje

<al 2 2y ]
_4%T;g(l+k(lbj~ajl +lcj| ))-1J

ce qui achéve la démonstration.
Le fait que 1'ordre des termes soit sans importance vient de ce que la propriété

de la suite {kj} 20 que 1'on a utilisée est la suivante : un entier se décompose d'une

fagon au plus sous la forme A. ol €= -1,0, 1 danslecas 1., Ej € {-—2,

€.
=0 J J
-1, 0, 1, 2} dans le cas 2.

3.4. COROLLAIRE. Sil'ona: infA_ /A =5 et limsup la, 1<% quelle
2o P jooo J
que soit la suite de carré sommable, «, la série
il x

}_:S‘ aj(e - % 5j) converge i -presque partout (ceci a lieu quel que soit 1'ordre
=

des termes).

Ona
iA x iA x ~iA X
i_l= i o ts -
(e zaj)(1+zaje tzae )=
-iX X id x 2id x
_%Eie J-|—(l---fa.|2)e Filae .
Donc
iA x 2ilA x
1 Re«r(l‘-%ia.lz-%a?)e J +%a.e J}
COs A.X~-~=Rea. = L J J J =
i "2 j A X

1+Re(aje U
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1 2 1 2 1)\JX 1 Ziij-‘ 1
-Re[l(LZIaJ.I +ZaJ.)e +ziae |
1A X ‘
1+ Re(aje J)

, 1
‘sm)\jx-rzlmaj-

Si o estun élément réel de 9,2 le théoreme précédent montre que les produits

T {:l + a.{cos\ x - % Re a.)} et |7 ﬂ
partout i en est donc de méme des séries aj(cos ij - % Re aj) et
32; ;

Y o(sin A x + M im a.) ce qui achéve la démonstration.
50 J 27 ]

. 1 ]
+ aj(sm ij + 5 Im aj) | convergent u_-presque

REMARQUES. Quitte a utiliser d'autres mesures v, on peut dans la

]

premiére partie du théoréme 2, remplacer 1'hypothese, lim sup IaJ. | < 5, par

Jpo
1'hypothése lim sup |a, | < cos I (ici [x] désigne la partie
J A
Jre 2+ r%(inf -{il - 1)

entiére de x).
iA.x a,
Nous avons déja remarqué que les fonctions {e Jo. 71 }j>0 forment un systeme

orthogonal dans Lz(ua) il résulte donc du théoréme de Menchoff que les hypotheéses ,

inf X, 1/A >3 et ) la, [2(10g j)2, entrafnent la convergence de la série
o I Bt Y

idx

e I - 53.) pour u_-presque tout X.

0Nl —

.
50
Dans le cas ou A j+1/>‘j est entier quel que soit j, on peut démontrer le

corollaire 3.3 d'une autre fagon, on obtient d'ailleurs un résultat plus précis.

3.5. PROPOSITION. On suppose que, pour tout j, Aj divise Aj+1' Quelle
. . . . X g
que soit la suite « = {“j}gzo de carré sommable la série jz;_(')‘_,a.(e -5 aj) converge
4 _-presque partout.
a iA x

. . . _1-
En effet il suffit de remarquer que les fonctions {aj(e % aj)}j2 o Sontdes

accroissements de martingale (cf. lemme 2.1.1).
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3.6. THEOREME. Soient {An} une suite d'entiers strictement positifs

n20

tels que An+1 /A n soit supérieura 3 et {Tn}nz 0 une suite croissante de nombres

réels strictement positifs tels que . ('r;]log n)2 soit fini, Pour tout nombre complexe
n=1
nonnul, z, telque |z|lim sup(r 1= 7 ) soit inférieur a % 1'ensemble des x
. f—co n+ n
1 i .x
tels que T >, e J' converge vers z est non dénombrable. De plus, si

0<j<n

2 (7 - 7 _)/log A est fini cet ensemble est de dimension de Hausdorff 1.
=4 n+1 n n

En effet, posons 7_; =0, a_ = 2z(r T n—l)' Alors lir: j:p Ia{1 | est strictement
inférieur i tre la série ) . ‘r"l(el)Lrlx (1 _-1_ .)2)
inférieur a 1, la remarque suivant 3.4 mon quelas L n o

converge u _-presque partout ; un lemme de Kronecker ( [7] p. 139) montre que

n
'r;] 7 (e J - (Tj-Tj_1)Z) tend vers O 4 _-presque partout. La seconde assertion
3=0

résulte de la proposition 2,.3.4.

3.7. REMARQUE. On peut utiliser les propositions 3.3 ou 3.5 pour obtenir la

-1 iX nX

convergence presque partout de la série Z , 7 _ (e -(r -7 )z). On peut alors
=0 n n n-i ;

obtenir la méme conclusion que celle du théoreme 3.6 en faisant sur la suite {An}n>0

une hypothése convenable et sur la suite 7 1'hypothése : 2 1% < .

n
n=0

3.8. PROPOSITION. On suppose que An+1/>‘n est supérieur & 3. Soit
‘a = {an} >0 une suite de nombres réels positifs n'appartenant a ep pour aucun p fini
|
\
1

et telle que lim sup a_ < 1. Pour chaque réel strictement positif, «, on note Y la
n+oo

mesure que définit le produit [ | (1 + ag‘ cos ij). I1 existe une famille de boréliens,
=0

{Ea}oPO , telle que:



3. U Ecx est négligeable pour la mesure de Lebesgue.
>0

Démonstration.

ler cas : a, ne tend pas vers 0.

I1 existe alors une suite {kn} =1 telle que akn tende vers un nombre £ de

E o, 1 ( ix kn 1 rtout it E
]0,1 . La seérie §> 1: - e -5 an> converge va-presque partout ; soi x
1 DX 1 « -
1'ensemble des x tels que - Z e J tende vers 5 . Ces ensembles vérifient
J= ix, x
n K.

1. et 2., d'autre part ils sont disjoints de 1'ensemble des x tels que % ;e J tende
=1

vers 0, ensemble qui a une mesure de Lebesgue égalea 1,

2me cas : an tend vers O,

Soit 0 une permutation de N telle que la suite Jla } soit décroissante,
o(n))n=>0 3
VAT s gt . o - 4 «
S'il existait un nombre strictement positif, «, telque la série J . (n+1) 35 (n)
>0

1

converge la suite (n+1)4 a¥

o (n) serait bornée et a appartiendrait 3 un £P.

Soit EO‘ 1'ensemble des x tels que la série
3
-2 ~iA X
2 (n+1) 4 e o(n) -%a“( )] converge.
n=0 L Oin

Ces ensembles vérifient 1. et 2. et sont disjoints de 1'ensemble des x tels que

- Z iA o (n ')x
7 (n+1) T e converge, ensemble dont la mesure de Lebesgue est 1.
n=0



IV. AUTRES RESULTATS.

4,1, PRODUITS DE RIESZ CONSTRUITS SUR LA SUITE {2“} n=0"

N .
4,1,1, Une somme z:ejZJ (ej vaut -1, 0 ou 1) est nulle si et seulement si
70

tous les Ej sont nuls, Si a = est une suite de nombres complexes de modules

{aj} =0 .
. .nJ
(elx) = | | (1+Re(a .e12 x)),
0<j<N J
sont positifs et de moyenne égale a 1. Nous allons montrer que la suite de mesures,

inférieurs & 1, Les polyndmes trigonométriques P,
?

dx : i
{Pa,n(x) 5)n>o ¢ @ une seule valeur d'adhérence vague, 4.

4.1.2. LEMME, Soit m un entier strictement positif, soit n 1'entier défini

par les inégalités : M<m< 2n+1. Soit N un entier supérieur a n+2. Sil'ona
&2 (ge{-1,0,1} §=0,1,2,..,,N)

alors N égale 1 et €N égale -1,

En effet, la somme ) 532‘] ale signede g,. Donc g égale 1, D'autre

0=F<N
part :
No2™ 1N ome o7 eddsg NN
e N=-1
6=3<n
par suite 2 < N1 ol 5 o N e

ce qui montre que En-1 est strictement négatif donc égal a -1.

4,1.3. Une application répétée du lemme précédent montre que, sous les mémes

hypotheses, € égale -1 lorsquel'ona: n+l<j<N-1,

4,1,4, Soient m et n comme dans le lemme 4.1.2. Posons :
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E_ = {(so, Eqrenny e_n)(«: {-—1,0 1'“” 2:523-m}

n+1 ,n J_ L
F {(EO,E,...,€)€{301 +3§:€2 m

Si € appartient a {-l,O,!}N on notera aJ!(s) le nombre valant %aj, 1,%
seion que Ej vaut +1, 0 ou -1,

Alors si N est supér‘ieu'r* a m2 laremarque 4,.1.3 montre que 1'on a :

[N S

m
(ﬁa'{e)) i a}i(e)}r—ﬁ—wuz 2—-7?{ 7)-

Pa, N £€F =0

EE

Ceci montre que Pa N(m) a une limite lorsque N tend vers +o«, ce qui prouve
?

1'existence et 1'unicité de u a

4.1.5. LEMME. Soit (Jtﬁ la plus petite tribu rendant mesurable la fonction
.~01
e12 x. Ona:

12x T A TP
Ele l n+1) = ﬁ(an+ane

En effet, si 2" +k 21 D £.2) avec les conditions habituelles sur les &,

nous avons = B, =, .= =0 =+ 1. n
eo 1 sn y E,=% Donc

AN n+1 a A0t a ) n+1
J‘e-—12 X q ik2 a(x) - _g_lje-mZ xdua(x)+§£lje-1(k+])2 xdua(x)

ce qui démontre le lemme,

4,1.6. COROLLAIRE. Il existe un nombre C tel que pour toute suite de carré

sommable, {o‘j}j g ©on ait :

n I A o2 21/2
2 : 2
gsup { oaj(e1 X. ua(-Z‘]))i du (X)j - =<C (% la, {2>‘/
n=0 'j= =
Démonstration. Le lemme précédent permet de définir des nombres u et v

3K

a,
J

J,K



(j=0, k=0) ainsi:

(i) pourtout j= 0, uo=0 et v, 5 =1
S K+

.. . 1295y i ~ _ i2J X

(i1) pourtous j et Kk, E(vj,ke ket = uj,k-H + ‘j,k+1e .

4 1 P '
Cna: IUJ.’M_1 | < 5 tvj,k [, ‘Vj,k-H I< 5 'vj,k»‘

N -k -K

1
d'ou {uj,kﬁ-? | <277, }vj,k{ <2
. jik k1. (2 /2 -k
et rjlv. e12 X . -V, 12 x| du (x)‘l =2
is Bkl TG k1 | “Fa\/ ]

On a aussi @

ey 123+kx 123+k+1x i29x 2y j

(.ke U=Vl e )= -7 . u ;=€ -u (=29

=0 b Jok+1 g, ket =5 bkt a

Par suite
P N | & joltKy PALLLNN

sup a.le ~p (-2) i<y " sup ) (v, e - u, -V, e |
n>0 IJ—O 3 a | =0 >0 !3*0 3<3,k J, k+1 o k+1 >§

utilisant une inégalité sur les martingales de carrés sommables nous obtenons :
n . A i 1/2
i2 2 -k 2\1/2
rjsup i a. e1 X na(—23)>l dua(x):} <C Z:(‘) 2 (Z: la, | ) /
>0 '5=0 Y ic 50

ce qui acheve la démonstration.

Ceci prouve que lorsque E : |, }2 est fini, la série a.le -l (-2‘}))
3 £ a
=0 =

converge 4 _-presque partout,

o
S

4.1.7. On en déduit facilement que lorsque deux suites, a et b, de nombres
complexes sont telles que : Ha“bos 1, Hbllm <1, !Ha(2n) _ ﬂb(zn) 52 = 400,
>%)
alors les mesures u a et Ky sont étrangeres. La proposition suivante explicite

cette condition,
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4.1.8. PROPOSITION. Soient a et b deux suitesde C telles que [iall_
et Hb“ soient strictement inférieursa 1. Si b -a_| est infini les deux
%) =0 n n
mesures u_ et By sont étrangeres.
En effet, le lemme 4.1.5 montre que u (2 )=l Ly ; (2n+1)
330 * 3% Ha *
Résolvant par rapport a a_ nous obtenons :
~ My A N+l
) ua(zn) - u M e @
% =2 n+1 2
Iu )|
Il est facile de montrer que : Ipa(Zn) | < |ia||°°. On a donc :
PPN s TR o cooanely Y on+l
ib-a, | <k(lu @Y - uy @M1+ b @™ - s @™h1)
oli k est un nombre ne dépendant pas de n. Alors :
<2 lp (1) - p 1%+ a3 37 1p, 2% - p (@) 12
Fp a b
n=0 n=1
ce qui acheve la démonstration
I1 est d'autre part clair que les conditions d'absolue continuité de “b par rapport
a u,

données dans le théoreme 1.3 sont encore valables dans ce cadre.

4.1.9. LEMME. Il existe un nombre C

tel que quels que soient 1'entier non nul
n, et la suite {cx.}. de carré sommable on ait :
jJj=0

Joup T2 - 5 2hny o 00] ' < 1 +Viog N Iy
m 'j=0
J nJ
En effet, le lemme 4. 1.5 montre que F(em2 X lOL ) est égal a emz X oua
i 0= 2‘]+1 . n+123+1
e 2 +aa. e 'z
] 25

selon que n est pair ou impair
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Soit n unentier supérieur a 2, notons Kk le plus petit entier strictement

123+k+ 1

.ol
supérieur 3 Log(n-1)/Log 2. On vérifie que E:(em2 X I(J(j+k) =uy+ vje avec

lu. i +iv P <1,
J J

Comme dans la démonstration du lemme 2.4 nous avons

N 12au_x <cF<z:l 32,

M = in2jx 1n2 X
: a.(e - E(e |CL
s 3 G 23

sup
m=0 [j=0 J

Par ailleurs nous avons :

Jk+1 A 9
Ee in2? xla3+k) “ ( nzj) - v Le2 x__“ ( 2_]+k+1)-::
et le lemme 4.1.6 montre que :
m .
; . 23 A . 7. 1/2 ‘ . ]/2
Jsue 12 ™ o ) - o220 < <y 2)
m=0 J=0 - ]ZO J

d'ol.le lemme,

Ensuite les estimations de dimension de Hausdortf se déroulent de la méme facon

que précédemment a cela pres que 1'on peut se contenter d'étudier les intervalles

k2™, k+1)2™ [

4.2, PRODUITS DE RIESZ A PLUSIEURS VARIABLES.,

Indiquons brievement comment les résultats du second chapitre peuvent se généra-
liser a T2.

.
‘ ) ) . S
4.2.1. On désigne par {A n} n>0 et A >0 deux suites de nombres entiers

/A et X! /A soient supérieurs & 3 pour

supérieurs a 1 tellesque X n+1

n+1

tout n. Soit a= {a }n>0 une suite de nombres complexes dont les modules sont



inférieurs a 1 ; on pose :
n ‘ A x+Axly)n

P (e , ey=T7 {1 + Re(a.e
a,n §=0 j

|
-

' Timi ix iy, dx dy
etl'onnote u a la limite yague des mesures Pa,n(e ,ev) -Z-;Z- .

On peut démontrer les résultats suivants,

4,2.2, PROPOSITION, Soit {an} n=0 une suite de nombres complexes. Chacune
des conditions suivantes :
’ ! ‘ ) * -
1. Pourtout n, X ../X et X! ./A! sontentiers, Ha”(Jo est strictement

inférieur a 1, Yy . lcxn 12 est fini,
n=0

2. max(kn“/)tn, /A‘) tend vers 4w, 3 lctnLog(m—Z)lz est fini et,

n+1 =0
si o étant le nombre comprisentre 0 et 1 tel que HaH , ona
+a
n N 31
n>]cx £n<oo ol g 1nf{3>0 Vk=j, n< max(k ;/ h n+1/)‘ ) - 2},
3. )Y tancxnl est fini,
n=0
implique la convergence u 5 Presque partout de la série
r I i x+2 'y)-; 1A A ) 4
>, o« (Log 1+Re(a e JLog 1 +Re(a e ) |dps (t u)
L "n S L L

On en déduit le résultat suivant.

4.2.3, THEOREME. On suppose qu'existent deux nombres A et B tels que:

’X!
o<A<l<B pour tout n,

n

D

1. Si les hypotheses 2. ou 3, de la proposition précédente sont satisfaites en

prenant o« = (log(x o ;1))-'.1 , tout borélien E tel que ua(E) soit non nul a 2 pour
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dimension de Hausdorff,

2. Si les hypotheses 1. de la proposition précédente sont satisfaites, tout borélien

E tel que ,ua(E) soit non nul a une dimension de Hausdorff supérieure i

5 . -1 it iu
2(1 -hﬁl’sip [Log{}\n}‘r'xﬂ jlog Pa,n(e ,e )dpa(t,u)).

En outre, il existe un borélien portant ‘ua dont la dimension de Hausdorfi est inférieure

a

L =1 { it iu
- 1
2(1 - lim 1nf(log(xm_1 ’\n-n)) J Log Pa,n(e , € )d,ua(t,u)).
N0
4.2.4. On peut aussi obtenir des résultats lorsque la suite {(AJ , ,\J?) ? 120 est la

suite des images successives d'un couple d'entiers par une application lindaire.

Soit A= C; g) une matrice a coefficients entiers rationnels dont les valeurs
propres ne sont pas réelles ; on suppose aussi que ab - 8y est différent de 1. L'équa-
tion caractéristique est A2 - (S + ab - By =0, par hypothese (o+$ )2 - 4(a®-B7y)

est strictement négatif. Le module des valeurs propres est Vad - By.

A définit un automorphisme u de R2 et, par passage au quotient, un homomor-

phisme T de T sur lui-méme :

T(elx , ely) - (el(w{-!-ﬁ)’) , ei(')’X’%-SY)).

~ - >
On notera v le transposé de u, I‘n = vn(Z2 ), Gn =u2rz® ) G, désigne
le sous-groupe discret de TZ, image de é”n par la surjection canonique de R2 sur
T° =R%/20 2%,

. . 2 L[ } s
Soit (mo,no) un point de 2Z° telle que la suite v (mo,no) 20 soit dissociée

(c'est évidemment le cas quels que soient m et ng si VdetA est supérieur a 3).
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Soit a = {aj} 20 une suite de nombres complexes telle que HaHm < 1. Posons:

. . k .o .
ix iy, joix iy
Pa,k(e ,ev)= ‘l*{ (1 +Re a ((mo,no) , TV, e) >) |

k
T_T[¥+Rea (VJ(m ), (X ,ely)>§ .

j=0
LLa suite de mesures {Pa k( 1y ) dx d } o converge vaguement vers une mesure de
! 41r k‘\
probabilité p a
(k) _ -1
Posons "= (Pa k) B

?

Observons que 1‘1 est strictement contenu dans 1“ etquel'ona: M F = {(O 0)}
=0 9
Par conséquent on peut toujours se ramener au cas ou (mo,no) n'appartient pas a Ty,

condition qui sera supposée satisfaite dans les démonstrations qui suivent.
Désignons par (XJ la plus petite tribu sur T2 rendant mesurables les fonctions
continues a spectre dans I‘j et par e 1'opérateur d'espérance conditionnelle par

rapport a aj lorsque 1'on munit T2 de la probabilité M-

4.2.5. LEMME.On suppose que Z(mo,no) n'appartient pas a r,. si {m,n)

appartient a I‘J. ona:

J-H

i. {(m,n))=0 si (m,n) n'estcorigrumodulo I‘}H nia 0 nia

J
v (mo,no).

2, E"}H(vJ(m )Ny )= 2 J

j+1, 3 1
ET (-vi(m_,n)) = 5 aj.

J=1 ‘
, . k K
Démonstration. On remarque d'abord que kz- gV (mo,no), (e;k € {-%, 0,1 J.*)

n'appartient a I‘j que lorsque tous les & sont nuls.
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Soit (m',n') dans rj+1’ sil'ona: (m,n)+(m',n')=7 : g.v (mo,no),
(sk c {-»i , O, 1}) la remarque précédente montre que E, =€ = ... =& 4= 0, per

. i o
suite (m,n) &V (m o’no) appartient a I‘j+] .
Ceci prouve la premiere assertion. Quant a la seconde elle résulte de ce qui précede

. J _ ,
et du fait que v (mo,no) et v‘](mo,no) ne sont pas congrus modulo rj-H .

La proposition suivante se déduit de ce lemme comme la proposition 2.5 se déduit de 2.2.

4.2.6. PROPOSITION. Les hypotheses du lemme précédent étant vérifides, soit
{fj}PO une suite de fonctions de A(T) comme dans la proposition 2.5. Alors pour toute

suite de carré sommable {“j}j>0 la série

2 [, ), T, 99) - [1(cmo,n ), e, e i (s,0)]
2 i

converge pour j_-presque tout (x,y).

4,2.7. THEOREME. Sous les hypothéses précédentes

1. Tout borélien E tel que ;.ta(E) soit non nul a une dimension de Hausdorff

supérieure a

My o1 ! )
2[0S arogtaer &) Jrosry o, -

2. 11 existe un borélien portant K dont la dimension de Hausdorff est inférieure a

-
3

O g s 1 ;
2| - im i e Taet ) jk’g Pa,n ¥al

Démonstration.

La proposition précédente montre que }-(log P - J log P du ) converge vers
n a,n a,n "a

0 H ,-Presque partout.
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Soit (xo . yo) un élément de longueur minimum dans E:”l\ {(0,0)}. Soit (x],y])
un élément de longueur minimum dans g N Z(xo,yo). Ces deux éléments forment une base
duréseau G . Soit J, 1'ensemble {to(x Y )+t (x,,y,) 5 0St <1, Ot <17,

\
L 'intersection de 6’1 etde J, est {(O 0) ;* ; u(xo,yo) et u(x1 ,yl) forment une
>
base de 27Z~, On en déduit que la restrictionde T 3 la projection 11 de J ; sur
2 s 2 1
T~ est une bijection de I1 sur T . Les ensembles {g + 11 ; geGh forment une
partition de T2' en det A ensembles de mesures (det A)"1 .

Posons J_ = ul'n(JT), ona lJn | = 4n%(det A)™; de plus comme u est conjugué

d'une similitude de rapport \]det A il existe deux nombres <, et c2 tels que

~2

0<c, {/thametre )—‘ < c,.

Soit In la projection de Jn sur Tz.

11 est facile de vérifier que pour calculer la
dimension de Hausdorff d'une partie de Tz il suffit de considérer des recouvrements au

moyen d'ensembles de la famille {g + In yn21, g€Gn} .

T est une bijection de In sur 'I‘?', un changement' de variables montre que si

g appartient a Gn ona

dVg 1) = (et AT,

La démonstration s'achéve comme celle du théoréme 2., 8.



4.3. PRODUITS DE RIESZ SUR R.
4.3.1. Soit {An} >0 une suite de nombres réels strictement positifs, Soit

a = {an} n>0 une suite de nombres complexes dont les modules sont inféricurs 3 1

et telleque X _ ./X_=3. Onsait que la produit | | (1 + Re{a.().,x))) définit une
1 n 20 73

mesure p, sur le compactifié de Bohr de R. Cette mesure ne permet pas d'étudier

le comportement de certaines séries sur R aussi est-on conduit aux considérations

qui suivent,

4.3.2, Soit K une fonction positive intégrable sur R dont la transformee Jde

)

1 1 ~
Fourier, K, est positive, a support dans [- % Ao )y 5 ’\o i ettelle que K(0) égale

1. On pose :

( ) ( ( ] ! -
1 R o

11 est facile de voir que les mesures Q_ (x) dx convergent vaguement vers une

a,n \/5'1_7

mesure que nous noterons Va K % Vv, lorsqu'il n'y aura pas de confusion possible.
b



121,
Plus précisément si ¢ appartienta R otsi |£& - 2 = (avec les
=0

conditions habituelles sur les ej). Ona:

((8)=K(E - T ed ) u (0 en )

=0 3>O
et, si & n'a pas la propriété ci-dessus, va K(5) est nul,
b
iij A 5
4.3.3. La suite {e - Va(_kj)}jzo est orthogonale dans L (Va). Il est

facile de s'assurer que les résultats du chapitre I sont valables pour les mesures v K
. b4
(K. ftixe),
Passons maintenant a 1'étude des dimensions de Hausdorff des boréliens portant
a,K*
On définit de méme que précédemment, lorsque An+1/)\n tend vers 4o ¢

e . 3
¢, =int{30, Vizj, n<i, /A -3}

4.3.4, PROPOSITION. On suppose que >‘n+1 /An tend vers +co, Soit o un

nombre compris entre 0 et 1 telque | ’a”oo < —%05-2- , si ) o gn est fini alors

T+« 5 n=1
pour toute suite { } ~o tfelle que : ;oc log(n+2) | soit fini la série
B iA nX ix nt 7
> o« LLogU + Re(ane )) - JLog(1 + Re(ane )) dVa,K(t)J

n=0

converge pcur v ~presque tout x.

a,K

On en déduit le résultat suivant ;

4.3.5. THEOREME. 1. Les hypothéses sur {AJ}P 0 et a étant celles de la

proposition précédente, tout borélien borné, E, tel que Ya K(E) soitnonnula 1
s



pour dimension de Hausdorif,
2. On a la méme conclusion sous 1'hypothése : ) lan | /Log A, < (o p

n2p
est assez grand).

4.4, CONVERGENCE VERS LA LOI DE GAUSS.
 On étend au cadre des produits de Riesz un résultat de R, Salem et A, Zygmund
“sur les séries trigonométriques lacunaires [10].
» . N ‘ . ’ . < -
Soit {kj}géo une suite d ent1ersv supérieurs a 1 et tels que Ajﬂ/)‘j soit
supérieura 5. Soit a= {aj}j>0 une suite de nombres complexes dont les modules -

sont inférieurs a 1.

4.4,1, THEOREME. Soit {“n}n>0 une suite de nombres réels telle que

1 2 2 2 :
An=¢§(l°‘ol + |cx1| +...+|ocn] ) et An/]ocnl tendent vers +0 lorsque n tend

n

. < . 1 < 1
I ! P - . r
vers +eo, L'imagede p parxl?? fonction A g‘laj(ccs ,\jx 5 Re aj) converge
| _x2 j=

étroitement vers la mesure e 2 dx.

Preuve, II suffit de montrer que 5

n b

Fn(t) = Jexp Il:it j;:ocj(cos )\J.x - % Re a‘].)/AanI du a(X) tendvers e °  uniformément

sur tout compact.

Puisque exp z = (1+z) eXP(‘Z’[ + 0 l‘zlz)) il suffit d'étudier la limite de

it Rea, '
G (t)=" l I r(1+-~--- ®.CO5 X x)exp(- 3) er(—--wg oc cos ,\x)d,u, (x)
no L n J J 2A23—0
or
e -
of‘cos kx-1+ o:cosZAx.
XQ]—-O J J 2A 23;’ J

n

Comme les fonctions. {cos 2x jx}jzo sont orthogonales dans Lg(ua)/, - (en effet
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AJ.H/AJ est supérieur a 5), le méme argumént que dans [ 10] montre que Gn(t)

a méme limite que 5
=5 it Re atj 7
e T—f L(1 + 5 cx cos A X)exp( 2" )_Jdua(x)
11 suffit d'observer que
(x) ﬁ(] +—— X, COS A .X) =
j=0 n J J
T_r_1T I it Reai 7
1+ £+ B. COSAX = @.)+ Y.cos2A X =Y.
io L tTEE T (g% = 05)+ vycos2h g - )
ol Bj, 'yj, <pj, d)j sont des nombres convenables, pour voir que
it Rea
T—Y(T +-—— o cos A v) du (x) = T—T(i +-§—---—)

j=0 r1 j=0

et 1'on conclut facilement,

4.5. g-MESURES.

Les g-mesures que M. Keane a introduites généralisént en un sens les produits de
Riesz. Rappelons les faits suivants.

Soit a un entier supérieur a . 2. On note la transformation x —s ax du tore
T dans lui-méme. Soit g une fonction strictement positive, définie sur le tore,

appartenant a une classe de Lipchitz Aoc (0< a<1) ettelle que, pourtout x de T,

on ait
glz) =
z€T 1{ }
On sait que dans ces conditions les mesures ﬂ [-ag; T x)_]— convergent vaguement
0<k<n

vers une mesure de probabilité . De plus, la transformation T est ergodique par
rapport & K. On peut trouver la démonstration de ces faits dans le travail de B. Petit

intitulé g-mesures et schémas de Bernoulli et publié a 1'Université de Rennes.
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Nous avons le théoreme suivant.

THEOREME. 1) 11 existe_ un borélien portant i dont la dimension de Hausdortt

est -(Log a)"1j10g g du.

2) Tout borélien E- tel que- u(E) soit non nul a une dimension de

Hausdorff supérieure & - (log a)"TJr log g du .

Démonstration. Posons Pn(x) = ﬂ [ag(Tkx)] . Le théoréme ergodique de
‘ 0=k<n

Birkhoff montre que :11 log Pn(x)‘ converge vers loga +j log g du  pour u-presque
tout x.

D'autre part, on voit facilement que 1'on a

JZW(kH)a—

n

n

n
[Pn(X):l'1 du(x)=a", k=0,1,2,...,a-1.

27ka”

Utilisant le fait que g est lipchitzienne on montre facilement que, pour u-présque tout

X, ,Eog /.L(In(X))l/(-n log a) tend vers - (log a)"'1 J log g dy, ou In(x) désigne

n

1lintervalle [-2':7 ka™, 2n(k+1)a™™ [ contenant x. Onconclut comme dans le cas

des produits de Riesz,
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Chapitre V. TURBULENCE ET DIMENSION DE NAUSDORFE. 126.

Nous étudions des mesures aléatoires introduites par B. Mandelbrot (3). On se donne
un entier ¢ supérieur a 2 et une variable aléatoire positive W d'espérance 1.

Etant donnés n entiers, j1, ;j2,..., jn’ compris entre O et c¢-1 on appelle

1

i e [5mi K s ok -nf . ,
' - \ .
j1 e ’jn 1'intervalle Lg e € s g Je&  +c¢ B on dira qu'il appartient a la

niéme génération.
Soient W‘_j o 3 des variables al€atoires indépendantes équidistribuées avec W.
1 , L N ) ’ n

On définit ainsi des fonctions aléatoires sur [O, 10

X = > W 1

n_ .. , j1geeesd. L. .
O.<_J1,...,JnSC-1 Jqs In APERRETN

P = TT1X .

n t<ke<n k

J.=P. Kahane (2) a montré que, si pour un nombre réel h strictement supérieur & 1
on a E(Wh) < ch~"1 alors presque siirement les mesures Pn(x)dx convergent vaguement
vers une mesure u etsil'onpose Y = Hu |, ona E(¥)=1 et E(Yh) < 400,

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant :

THEOREME. On suppose qu'il existe un nombre h strictement supérieur a 1 tel

que : E(Wh)< M1 Ators

1) presque slirement il existe un borélien, portant 4, dont la dimension de Hausdorff

_E(W Log W)

est 1 Tog

2) presque slirement tout borélien F telque u(F) soit non nul a une dimension de

_E(W Log W)

Hausdorff supérieure a 1
Logc
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Introduisons quelques notations. Soit B la mesure définie par le produit infini

e . . . ieme . ., .. fps s
[ IX. (la restriction de K, @ chaque intervalie de la n géneration est définie comme
n

L. Soit Y. o= (L, . ), il est clair que les variables aléatoires
J17°H!Jn nJ1;---an

{YJ. 3 } sont équidistribudes avec 'Y et indépendantes des variables X1(x), Xz(x) .
17019y .

veey X (x). Posons: Z_ = ) Y. .1
’ n n s L3 LN AN ) I‘ :
OSJ1,...,Jn<C Jqs Iy APERERFN

. . . A . ieme
Si u est une fonction définie sur [0,1 [, constante sur les intervalles de la n

génération on a :

1
Ju dy = j ux) P_(x) Z, (x) dx
O

et, en fait, cette derniere intégrale est une somme finie.

Etant donné x dans [0,1[ appelons I (x) l'intervalle de la n"“M€ géndration

qui contient x.

Avant de démontrer le théoréme établissons deux lemmes.,

LEMME 1. Presque slirement pour u - presque tout x, %log m n(In(x)) tend vers

- log ¢ lorsque n tendvers oo,

Soit en effet un nombre réel « appartenant a 1'intervalle -1, h-1]. Ona:

1
o - oy X
jzn du = JO P_(x)(Z, ()% ax
d'ol
o 1
E(|2%ap) = J E(

P (x))E Lr’(zn(x))““]dx = E(Y "%
(o}

. 2 .
par suite E(JE -12 Zg du) = %— E(Y”a) < 400, Ceci montre que presque s{irement
’ dn2ln

u~presque partout rl] log Zn tend vers . 0, ce qui prouve le lemme.
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LEMME 2. Presque slirement p-presque partout % Log Pn tend vers E(W log W)

lorsque n tend vers o,

Soit 2 1'espace probabilisé sur lequel les variables W, j sont définies,
. ‘l preey n

Munissons € x [0,1[ de la probabilité : PA) = E(j1 A du). <Calculons

E(Log X, 11X, ‘Xz, vovy X ). Soit ¢ une fonction borélienne bornée de R" dans R,
ona.
- 1
jcp(X1 yoen,X JLog X du = j oX,(x), ... , X (x))Log Xn+1(x)Pn+1(x) Zn+1(x) dx

o
d'ol

o 1
J‘P(Xi’ . ..,Xn)Log X 9P = j E {:cp(X1(x), ceey Xn(x)) Log X

4 1
P x)Z ax
! o () n+ ](x) n+1(x)_j

n+1

1

E(WLogW)fEr(xu v X P (x) |dx
5 L(,O 'IX’ eeoy nX n X.J

i

EW Log W) J(,o(X1 yoos ,Xn)dP.

Ceci montre que E(Log X lX} yoser X ) =E(W LogW).

n+1
Dtautre part :

. ' 1
J (Log X _?dP = E J (Log X (x)PP (x)Z_ (xkix = E(W(Log W°) < 4.
) [ 8]

Le théoreme de convergence des martingales de carrés sommables montre que la série
. % [Log X, = EW Log W ):‘: converge P-presque partout ; on en déduit facilement le
n=1

lemme,

Les lemmes 1 et 2 montrent que

log M(In(x)) Log Pn(x) + Log un(ln(x)) E(W Log W)
‘Tnlogc ~nLogc tendvers 1 - Log <

presque slirement pour p-presque tout x. On conclut au moyen d'un théoréme de -

Billingsley ((1), p. 136-145).
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