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INTRODUCTION

Le résultat essentiel prouvé dans cet article est le suivant : si k est
un corps, tout k—schéma en groupes quasi-compact est limite projective fil-

trante de groupes algébriques sur k ,

Ce résultat est classique lorsque G est affine (DG III 3.7.5) et était

conjecturé dans le cas général (EGA IV 8.13.6).

I1 admet comme corcllaires immédiats un certain nombre de résultats connus

dans le cas algébrique (Théoréme de Chevalley, de Cartier ... cf V).

La méthode de démonstration consiste & construire des sous-schémas en groupes
H , invariants dans G , définis par des idéaux de type fini et en nombre suffi-
«
sant pour que N Ha solt réduit & 1'élément neutre, On a en effet alors
a

G = lim G/H  au sens des faisceaux fpqc,
—

Les Ha sont construits comme stabilissteurs de fonctions rationnelles

(IV.1) 2 1'aide d'un théoréme de représentabilité (I.2).

Le point essentiel est alors de prouver la représentabilité des faisceaux
fpqe G/HOC . On se raméne au cas ou G est connexe en construisant la composante
neutre G° (II.2) puis le quotient G/G° (V.1) et en utilisant alors le résultat
dans le cas connexe (v,e). Dans le cas intégre (connexe et réduit) on utilise une
technique de passage au quotient générique qui fait appel & la notion de groups
rationnel (ce qu'A, Weil appelait autrefois "loi de composition normale") et en
approximant directement les groupes rationnels (III.2) puils en reconstruisant les

groupes algébriques & partir de leur point générique (III.3).

I1 semblerait naturel de traiter le cas connexe non réduit de la méme ma—

niére, mais des difficultés techniques liées au défaut de platitude rendent caducs



les théorémes de passage au quotient utilisés (I1.3).

On utilise dans ce dernier cas un théordme df A& Grothendieck qui permet de
passer au quotient lorsquton sait le faire modulo un idéal nilpotent ([DG] 111
2,7.1) et on se ramdne alors au cas réduit en utilisant 1l'intermédiaire du soug-

groupe HaGréd (1v.2) qui est défini par un idéal nilpotent et 1tisomorphisme
réd/H = @réd réd
B G / e /HanG

Je tiens a remercier Michel Raynaud de 1'aide qu'il m'a apportée tout au
long de ce travail, Noembre dfidées lui sont dues et les techniques utilisées
dans cet article 1ui doivent beaucoup. De plus, 1l a lu avec soin et patience les

nombreuses versions préliminaires de ce texte,
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§1 La propridété (P).

Définition 1.1
Soit A un anneau. On dit que A vérifie (P) et on écrit P(A) si et

seulement si tout diviseur de zéro dans A est nilpotent.

Définition 1,2
Soit X vun schéma, On dit que X vérifie (P) et on écrit P(X) si et

seulement si, pour tout ouvert affine de X d'anneau A on a P(A) R

Remarque

On a P(spec A) == P(A) . Nous prouverons plus loin la réciproque,

Proposition 1.3

3i A est noethérien, on a :

P(A) & A irréductible et sans composantes immergées &—> AsS A::{?}.

Proposition 1.4

1) P(A) === A irréductible (A est un anneau)

2) P(X) =3 X irréductible (X est un schéma)

Démonstration :

1) soit wil{a) le nilradical de A . Si ab € NilA , ab =0 donc a ou
B est diviseur de zéro ou nul, donc nilpotent, Nil(A) est alors premier, donc
A irréductible,

2) 8i X n'est pas irréductible, il existe U,V ouverts affines non vides

avec UNV = ¢ . Mais alors, UUV est affine et non irréductible ce qui contredit

1).

Proposition 1.5
1) 8i f : A - B est un homomorphisme d'anneaux injectif, P(B) => p(a) .

2) Si A= A. avec Ai c A

lim
— i



P(a)4=> [ Vi p(a,)]
5) P(A) = [V g€ Spec A P(AF)]..

Remarquons que la réciproque de 3) est fausse (par exemple A = € x €) , cependant

on a la

Proposition 1.6

8i A est irréductible,

P(a) &= [V speca P(Ar)] .

Démonstration :

Seule ltimplication &= est non triviale, Supposons ab =0 avec a,b € A,
a#0 , b#0 . Soit I = ann(b) , T#A car b#0 , donc il existe R € spec A tel

que I<::p .

Dans A ab =0 et b#0 car I C R . Donc a est nilpotent dans A

1 2

1s K-F sa’ =0 dans A et donc s'a =0 dans A ., Mais NilA est premier

et s ¢ £ donc s f NilA et donc a est nilpotent. De méme, b ¢ Nila .

Corollaire 1,7

31 A est un anneau, P(A) &= P(Spec A) .

Proposition 1.8

Soit k un corps, K et I deux k-algébres de dimension zéro, Alors, les

anneaux locaux de K® I vérifient la propriété (P).
k

Démonstration :

1) On peut supposer K et I locales.
2) K et 1L sont alors limites inductives de sous kealgtbres locales ar-
tiniennes essentiellement de type fini sur k.

Le résultat découle alors de deux lemmes :



Lemms 1,8,

Si K et 1 sont deux extensions de k , les anneaux locaux de X ® 1 sont
k
irréductibles,

Bn effet, on décompcse k-1, en k- M->N-—>1 avec k - N transcendante

pure, M — N algébrique séparable et N — I radicielle,

K®M est un localisé dtanneau de polyndmes, done intégre et normal,

k
K®N est ind-étale sur X ® M , donc normal, Enfin K@ L est plat et
k k k
radiciel sur K ® N donc ses anneaux locaux sont irréductibles,

k

Lanme 1 0802
3cit k un ccrps, K et I deux k—algéebres 1locales artiniennes essen-
tiellement de *ype fini sur k , alors KQ® L est un anneau de Cohen-Macaulay,
k

Cela résulhbe de EGA IV 6.3.5 6t 6,741,

Propositicn 1,9
gcit X un schéma vérifiant P(X) , U un ouvert topologiquement dense dans

X ; alors U es% schématiquement dense dans X (EGA IV 11.10.2).

Démcustration s

a3 s o s o 1 s KIS

Soit ¥V owr cuvert affins nonm vide de X , V = spec A , On doit montrer que
1a fléche 1(V) - r(VvAU) est injective,

Rezouvrons VAU par des ouverts affines Vf = spec Af et soit s € A tel
que s|vnU =0,

oma ¥f Jnew fs=0.

Si s f 0 , comme on a P(A) , T est nilpotent donc tous les Vf sont
vides, dene VAU est vide, ce qui contredit le fait que U est dense dans X .
Corcllairs 1,10

Soit X wun schéma vérifiant P(X) et soit x € X . ILe morphisme

spec 0% g est schématiquement dominant (EGA IV 11.10.2).
9
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Démonstration ¢

Par 1.9 et 1.4 on se raméne au cas X = spec A , Cela résulte alors du fait
que si 8 est une partie multiplicative de A , telle que AS #£0, A- AS est

injectif,

§2 Théordme de représentabilité,

Considérons la situation suivante
Soit k wun corps, A une kealgdbre, Bo une kealgébre de type fini,

B=B ®A . O0n pose S =spec A , X =spec B , X = spec B,
° L 0 o
Rappelons que si U est un ouvert de X , U est schématiquement dense dans

X relativement & § si psur tout s € 8, US = UnXS est schématiquement dense

dans la fibre X, ou ce qui revient au méme si Ass[B ® k(s)] c L
A
(cf EGA IV 11.10.10).

81 U est de la forme Xb avec b € B, ceci revient & dire que b est

non diviseur de zéro dans les fibres B ® k(s) R
A

Lemme 2,1

Avec les notations précédentes, soient mnm , R € spec A avec RS m et soit

U un ouvert de X ., Alcrs, si UDAss B®k(m) , U D Ass B ® k(f',) o
A A

Démonstration g

1) Oon peut supposer k algébriquement clos (on fait l'extension k — k avec
une cl8ture algébrique et on utilise Cohen-Seidenberg),

2) Quitte & remplacer A par A/f., on peut supposer que F,= (O) , donc
A inteégre,

%) Scit alsrs 0[ € Ass k(fz,) ® BO = Ass k(P,) B,
k A



8.

Soit dlo son image dans spec Bo , d]o € Ass Bo (BGA IV 3.%3.6). De plus
(10oc, cit,) 0] est dans Ass k(—f,) ®k(0]o) , mais puisque k est algébriquement
k
¢los, donc k(fl) ®k(d|o) intégre, o est 1'idéal (0) dans cet anneau., Comme
k
R= (0) dans & , d] est encore 1'idéal (0) dans A ®k(d]o) .

k
On & dlautre part les inclusions

spec k(m) ® k(()’o) c spec A ® k(qo) C spec A ® B0
k k k

1'idéal (0) de k(m) ® k(()’o) correspond & un idéal . de k(m) ® B, qui
k k. '
est dans . Ass k(in) & Bo (100. éijb;,). Maig comme n est dans spec A ® k(d’o)
k k

n estiune spécialisation de 0f.,

Or, par hypothése, n € U , donc qeEv .

emme 2,2
Avec les notations précédentes, soit b €B, s €8 . On suppose b non
diviseur de zéro dans B ® k(s) ., Alors, il existe un ouvert w de § , conte-
A .

nant s tel que b soit non diviseur de zéro dans les fibres de X - S au

dessus de w .

Démonstration g

Berivons A = lim Ai avec Ai CA, Ai noethérien, Alors si Bi = Ai % Bo ,
— 'l 3 — = 24
B = lim Bi » Soit Si = spec Ai y Xi = spec Bi ’ S‘i ltimage de s dans Si . On
peut supposer que b € Bi . On a,
B, ®k(s;) =B, ®k(s;)> B ®k(s) = B k(s)
‘A‘i k k A
donc b est non diviseur de zéro dans Bi 02y k(si) . Bn vertu de 2,1 b est non
Ay
diviseur de zéro dans les fibres de Xi - Si au~dessus de spec & 5.
i’7i
Soit V. = {ti €s, | b non diviseur de zéro dans B, ® k(ti)} d'apres
A,
BGA IV 11.9.17.1, Vi est constructible, Comme Vi o spelc G'S S et que Ai est
]

i’7i

noethérien, V., D . ouvert de §. avec s, € w. .
i i i i i

Soit w = p?(mi) avec pi $ S - Si le morphisme canonique, Alors, si
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t €w et ti = pi(t) on g Bi<3 k(ti) - B ® k(t) plat, donc b est non divi-

. A, A
seur de zéro dans B ® k(t) . *

A

Temme 2,3
Soit k un corps, B une k-algébre noethérienne, X =spec B, UC X un
ouvert schématiquement dense dans X . Alors, il existe b € B tel que Xb U

et Xb schématiquement dense dans X .

Démonstration

Cela résulte immédistement du lemme d‘'évitement.

Proposition 2,4

Avec les notations de 2,1 et 2,2, s0it U< X un ouvert quasi~compact et
schématiquement dense dans X relativement & S .

Alors, localement sur S, il existe b € B tel que X% U et Xb sché—
matiquement dense dans X relativement & s ,

Cela résulte immédiatement de 2,3 et 2,2.

Nous pouvons maintenant prouver le résultat principal de ce paragrarhe,
Théoreme 2,5

Soit k wun corps, XO un lkeschéma, S un k-schéma quasi=-compact,

X = Xo XS . Soit U wun ouvert de X quasi-compact et schématiquement densa
k

dans X relativement & s ,
Soient h1 , h2 deux gS-fonctions rationnelles sur X , définies sur U .,

Soit R le sous—foncteur de S des coincidences de h1 et h_, i.e, &8i

T € Sch/s

R(T) = {u € s(T) | u*h1 =uh,}

ol u*hT>= u*h2 signifie que ces deux fonctions coincident sur un ouvert rela—
tivement schématiquement dense de XT =X xT, ou, ce qui revient an méme, sur

e ] S
u (u) .

Alors R est un sous-schéma fermé de s défini par un idéal de type fini,
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Démonstration

1) L'assertion est locale sur S pour la topologie de Zariski, On peut donc
supposer S affine S = spec A .
2) Comme U est quasi-compact, il existe un nombre fini dYouverts affines

X . de X tels que les X . x 8 wrecouvrent U , On peut alors supposer X
oi o : oi I o
affine d'anneau BO . Bn effet, si Ri est le sous-schéma fermé de 8§ relatif a
n
X;, s cna R= N R. .
i=1

- . . aa
3) On peut supposer BO de type fini sur k ., Rerivons BO = 1lim Bi s

Bi C:BO , Bi de type £fini sur k.

scient Xio = spec Bi PN T XO - Xio 7 XO = 1im Xio donc X = lim Xi avec

i

X, = Xio XS ., Comme U est quasi-compact, il provient d¥un ouvert Ui de Xi ,
la k .

quasi=compact, pour i assez grand, On peut supposer, de plus, que h1 et h2
proviennent de foncbleons h1i et h2i sur Ui . Bnfin Ui est schématiquement

dense dans Xi relativement & 8§ , Bn effet, comme Xi - 8 est plat et de pré-

sentation finie, cela se voit sur les fibres (EGA IV 11.10.10). Soit donc

s €85, Xi = spec Bi @)k(s) » U, = Ui(\Xi . Soit Vi un ouvert affine de

s k 8 8 s
Xis ’ Vs son image réciproque dans Xs °
Comme Bi c Bo , la fléche Bi % k(s) - BO %k(s) est injective, et de
méme B ]’j-(Vi = F(VS) est injechive,

s
On a le dilagramme suivant g

r(v, ) ~% r(v, nv, )

i

s s s
6| | &
1
r(v)) - r{v.nv) .
Comme US est schématiquement dense dans Xs , ot est injectif, donc
at 0B , doﬁc> a ; ce qui prouve que Ui est schémétiquement dense dans Xi
s 8

Scit alors Ri le sous=foncteur de § défini par les coincidences de

h ., et h ., .
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I1 est clair que Ri(: R .

De plus Ri =R , Bn effet, soit u € R(T) , on peut supposer T affine,
Soit V=u (U) et vV, = u’1(Ui) . Soit p. :X->X ,ona V= §;1(vi) .
Comme T est plat sur k, F(Xi ) - F(XT) est injectif et donc aussi
I‘(Vi) - (V) . Par conséquent uz(h1i) = u*~(h2i) et u € Ri(T) . On peut donc
supposer BO de type fini sur k.

4) On est dans la situation du début du paragravhe 2, Bn vertu de 2.4,

quitte & restreindre S , on peut. supposer qutil existe b € B = Bo ® A tel que

. k
Xb U et b non diviseur de zéro dans les fibres Bo ® k(s) pour tout s de
A
5 , ou encore, b universellement non diviseur de zéro,
f1 fQ
Posons h1 Xb=-§-i , h2 Xb-:za f1g'f2€Bo

Soit R' 1le sous=foncisur de S des colncidences de f1 et f2 , alors
R=R'.
11 est clair que R' C R .

Réciproquement, si u € R(T) , T = spec ¢ avec ( une A-algebre

u s A->C, 0ona u*h1 = u*h? sur uﬂ-=1 (V)T xx , donc a fortiori sur

£ , )
i i

(r x x) b Autremernt dit al ®1 = =-==2= ®1 dans (B®cC) ou encore

1 ) n bR
N b b A

f ~f

T O

b®1)"

Mais b ® 1 est non diviseur de zéro dans B ® C , done f1 R1 = f2 1

A
et u € r'(T) .

5) Le théoréme se réduit alors au lemme suivant

Lemne 2,51

soit A un anneau, B une A-algébre libre ; f1,:f‘2 €.B .

Soit 8§ =spec A, X =spec B , R le sous=foncteur de '3 des cofncidences

Alors R est un sous—-schéma fermé de S défini par un idéal de type fini.
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Démonstration ¢

Soit (ei)iEI une base de B sur A ,

n

n
I LY

i=1 i=1

Alors, R = spec A/I avec I = (A1~p1,.,°,xnfph) o

§3 Théoréme de passage au quotient,

Définition 3.1
Soit kX un anneau, K une k-algébre, I un idéal de K ® K . On dit que
k
I est un équidéal sur K si spec K® K/I est une relation d'équivalence sur

k
spec X .

Remarque 3.2

Des prcpriétés des relatisns d'équivalence on déduit aussitbt que I est
un équidéal si et seulement si 1l vérifie les propriétés suivantes

1)si £x®y €I , Exv=0

2)si Tx®y €I , Iv®xeEl

Z)si xQ®@y €I , TxR1Q®@y€cI®RK+KQI,

emme 3,3
Avec les noctationg précédentes, suppesons que I soit un idéal de type

fini, I = (f "°"fn) et supposcns que K = 1lin Ki . Alors pour i assez grand,

1

f1,..°,fn proviennent de Kﬁ §>Ki et 1'idéal qutelles engendrent est un équi~
déal sur K. .

Proposition 3.4

Soit k un corps, K une extension de k , I un équidéal sur KX, On

suppose I de type fini,

Soit K' 1le ncyau de la double fliche canonique
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i1
—
K~ KQK/I .
2 k

Alors XK' est une sous-extension de K de type fini sur k et on a un isomor-

phisme K® K= KQK/I .
X k

Démonstration :

1) Supposons d'abord K de type fini sur k engendré par x1,...,xn . Soit
A la sous~kealgébre de X engendrée par les X, . A est intégre de type fini
sur k et son corps de fractions est K . En vertu de 3,3, quitte & remplacer
A par une algebre Aa avec a # 0 , on peut supposer que les géﬁérateurs
f?""ffp de I sont dans A %A et définissent un équidéal sur A , Quitte
encore a se localiser, on peut, en vertu du théoréme de platitude générique
(EGA v 6.9.1) supposer que 1. : A — A ®A/I est plat, On peut alors appliquer

! k
spec A , quitte & restreindre X , on a un quo-

SGA Bxp, V Th, 8,1. Posons X

tient X' dintégre, Posons R = spec A ® A/I . Bn vertu de SGA loc. cit,

k
REXxX, 81l K' désigne le corps des fractions de X', il en résulte que
Xl
K@K=KQ®K/I et que K' est le noyau de (i1,i2) .
K k

2) Dans le cas général, écrivons K = lim Ki avec Ki sous—extension de
K, de type fini sur k , D'aprés 3,3 I vprovient d'un équidéal sur Ki noté

encore I et on a donc, si K'l est le noyau de la double fléche
—>
K, 3 K, % Ki/I

K, ® Ki—KifKi/I .

K; i1
si X' = Ker(i1,i2) , K —i—-; K%K/I ona K' = lim k! .
2
Mais alors, K@ K > KQ K/I .
. K' k
En effet, on a une fldche surjective K ® K - K® K/I , Réciproquement, soit
'§ k :
f un générateur de I, f € K, QK. et donc est nul dans K. ® K. . Mais,
[0 o 1 X 1 1 K 1
i

comme K:'L X' , on a une fléche K, ® K, - K® K et donec fa est nul dans
X! X'
1
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dans K® K , d'ol un homomorphisme en sens inverse K® K/I ~» KR K .
X’ k K

3) Prouvons enfin que KXK' est de type fini sur -k .

On a le lemme suivant ¢

lemme 3.4.1
scit k —» XK' une extension de corps, Pour que KXK' scit de Bype £ini sur
k , 11 faut et il suffi% que le noyau de l'homomorphisme ' 3 K* @ K¥ - K'
X ; Y b X¥
s8cit un 1déal de type fini,
Cela résulte de [F] 3.6.
Scit alors U =Ker ' , p' s K QK - X' .

Oon

o

5 =In(K @K'),
k

Soit 1 %tel que T, ,...,f € K. ® K. et solent g’jg°°°?g‘ des géné}gatem*;

1 n L 1

du noyau de pi 3 K} ® K; - K! . Comme K, ® K. ® XK. ®K,/I , les 2, engene
]

drent 1'idésl I dans K, @ K. , donc dans KR K ., 08 8 3918 £, 500es8 £ J
iy, * x 1 bY
gui engendrent I , mals comme K@ K est libre sur X' ® K* , lses g engeis
' k k
drent 1'idéal J .

Théoréme 3,5

goit k un corps, K et Ko deux extensions de k , géoméiriguement ln-

tégres, de sorte que K ® K est dintdgre, Soient £ ,...,7. € K® K , ©orps
o} 1 n © )
k - k
des fractions de X Q@K .
0
k _
Alors, il existe une plus petite scus-extension K' de K ‘Yelle que
F ,aoo’f €K?®K @
1 n X ¢}
De plus
1) k' est de type fini sur k .

2)Si o s K- 1 estun homomorphisme de corps et si I1I' est la plus

petite sous—extensicn de 1 telle que o ® 1(fi) ELYQ® KO , ona L' = a(K”),
k
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3) si Ko C Lo , et si X' est la plus petite sous—extension relative aux

f. eK®L , cna K' =K'
1 ko'

Démonstration ¢

1) On peut supposer n =1 , fi =1,

2) Considérons KQ®K = A et les deux fléches

k
i,i :kK®K —2 (K®K ®K .
—
2 X 0 k Xk 0
Soient f1,f2 les images de f par i1,:i.2f,°
Posons £ =& avec g,h EXKQK , h#0.,
h : x ©
Posons X = spec K et X = spec(K® K) ®K =X x5S, avec 8 = spec A .
© o X K © LI
comme K ® K est intégre, l'ouvert U = spec(K® K ), est schématique-
xr © _ 0 x ©° h »
ment dense dans spec KQ® Ko et done, puisque K est un corps, schématiquement

k
dense relativement & K .

T1 en résulte que les ouverts U1 et U2 de X définis par h1 et h2
sont schématiquement denses relativement & S et done aussi T = U1 N U2 .
On peut donc appliquer le théoréme de représentabilité 2,5,

Le sous»fo.ncteur R de S des colncidences de 3‘.‘1 et f2 est donc uvn
sous-schéma fermé de 8§ défini par un idéal T , De plus, il est clair que R

est une relation d'équivalence sur 8 donec I wun équidéal, On peut donc appli-

quer 3.4, Soit XK' = Ker(jq,jz)

Jysdy 3 K 33 KQ® K/T

k
XK' est une sous-extension de K et on sait que KQK=KQ® K/I o
K' k
a) Montrons tout d'abord que f € K' ® Ko . On a la suite exacte
k
0 = K' —>» K =32 KQK
KV

? o2 3 # B —— 7
d'ol aussi 0 —> K%KO e K%KO 3 KSK%KG

S0it prs spec KQ K - spec K! ® K et soit {' = p(U ) , clest un ouvert
X © x © o} o)
(EGA v 2,,4.‘[0)° De plus comme p est affine, on peut supposer U(’) affine,
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quitte & le remplacer par un ouvert plus petit,

p est fiddlement plat et done p g Uo - U(‘) est fiddlement plat et
0
quasi~compact, De plus U x U  est un ouvert de spec KR KX Ko contenu
[ X' k
o

dans U , Comme les deux images réciproques de f sont égales dans U , elles
le sont a fortiori sur U X U_ et donc par descente, £ provient dtune fonc=—
U!
O ~
tion sur U(’) i.e. dtun élément de X' ® Ko R
k

b) K' est le plus petit possible. BEn effet, s1 K" c X est tel que

fexe® Ko , les deux images réciproques de f coincident dans KQ K ® Ko’ et

k " k
comme R est le plus grand possible, on a spec KQ KR = spec KQ K et par
K" Kl

conségquent K' < X" ,

c) K' est de type fini,

Bcrivons f = iﬁi i=1,i005n
T rz.Qt%. .
J J J = 19ooo9m

Soit K” = k(x1,¢oo,xn, Z 9"°9Zm> °

1

Alors £ € X" Q® Ko et donc XK' < X' ce qui prouve que K' est de type
k
fini sur k ,

d) soit @ : K—=1 et L' la sous—extension minimale de I, telle

que o ®1(f) =g €1} ®KO . Tout dtabord, g € (k') ® L et donc I' < «(x?).
k k
Considérons dtautre part le diagramme

RKC spec K@ K ——3 spec K

k
uT Tspe_ca

RL Cspec LXL —'{ spec L

k
R_=spec K®K , R =specl®L,
KX Kt ' L Lt

les deux images réciproques de f coincident sur RL et donc, par défini-

, on a donc

tion de RK , uw se factorise par RK



u ¢ spec RL P spec R

vViEKE®EK —» LRL
X' 1!

Enfin l'assertion 3) est triviale,

, dfol
X U

, mais cecl implique

17,

alxt) c 1
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II-GENERALITES SUR LES SCHEMAS EN GROUPES

QUASI-COMPACTS SUR UN CORPS

1 © % ®omn Oy O
oo Sema Jom fem Jem Jom
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§1 Quelogues lemmes sur les morphismes,

Iémme 1,1
Soit %k wun corps, G un ke-schéma en groupes, on désigne par

G X G—-G la mltiplication, par p, et p. les projections de ¢ x G dans

K 1 2 K
¢ . Alors, pour tout x € @, il existe u € @ x ¢ tel que n(u) =x et tel que
k

p1(u) et pz(u) sont des points génériques de ¢ ,

Démonstration ¢

Quitte & faire l'extension de corps k - k(x) , on peut supposer x rationnel,

On a alors des translations, donc des morphismes

T+ G = G X G
vy v (7,57 'x)

6 + G = G X G

z b (xz1,2)

qui induisent des isomorphismes de G sur n?‘(x) réciproques de p et P, «

1
Si u est un point générique de ﬁ‘1(X) y p1(u) et pg(u) sont alors des

points génériques de ¢ et u convient,

Corollaire 1.2

8i ¢ est un k-schéma en groupes, on a

Vx e ¢ P(ﬁ'G’X) .

Cela résulte de 1.1 et de I 1.5 et 1,8 en tenant compte du fait que = est plat.

Proposition 1.3

S0oit f : ¢ - H un homomorphisme de k-schémas en groupes, On suppose H

réduit et f quasi-compact et dominant, Alors f est fidélement plat,
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Démonstration

Soit y € H ., D'aprés 1.1 il existe u € H x H tel que nﬁ(u) =y et
k
p1(u) = q , PZ(u) = B sont des points génériques de H ,

Comme ¢ et B sont génériques, ia : spec k(aq) - H et iB : spec k(B)-ﬁ H

sont plats car ,H est réduit, Il en est donc de méme de

i= j.oC X iB : spec k(o) @ k(B) - H xH .

k k
Posons G = @ x spec k(a) , GB =@ xspec k(B) . S0it 9 : G X G -G XG,
* g B oy P K
comme 1 est plat, ¢ est plat donc aussi ¢ = Ty 0@ . On a dtautre part le
disgramme commutatif :
G X G —-—9—-? G
@ g 8
lf' | lf (1)
ci’

spec k(a) @ k() —— H
k

Comme f est quasi=~compact et dominant, £' est surjectif, Il en résulie qu'il
existe x € G tel que y = f(x) ce qui prouve déjh que f est surjectif,

oit H = spec & , Posons = oi =G V = spec k k(

S v p - © Ty , U o ; G—B , pe (a)(i B)

et appliquons au carré cartésien (1) le foncteur . x H . On obtient

H
q)V
U —% @
y v
f'l lf
y o y
v y
y y

Maie f' est plat (k(a) et k(B) sont des corps) ainsi que ¢ et & , done,
il en est de mBme de f§ y ¢y , ey . De plus f§ est surjectif (f' 1lest) et
6 aussi H est local), Donc & of =f o est fiddlement iat. Comme

y (8, ) y Oty Ty oYy pias

¢y est plat, on en déduit que fy est plat, donc f est fidelement plat,

Corollaire 1.4
Soit £ : ¢ - H un homomorphisme de Lk-schémas en groupes, dominant et

quasi~compact,” Alors, £ est surjectif,
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est

>
\
==}

5 , s .
En effetT on peut supposer k parfait., Mais alors fred red rod

fiddlement plat (1.3) donk surjectif,

Proposition 1.5

soit f : H-— ¢ un homomorphisme quasi-compact de keschémas en groupes, N
son noyau, Alors f se factorise en iof! :

£
H —> G

N

ot 1 est une immersion fermée, H' wun sous—schéma en groupes de G et ' wun

homomoryghisme surjectif, schématiquement dominant et quasi~compact de noyau N .

Démonstration s

Comme G est séparéd, £ est quasi=compact et quasi-séparé, L'image schéma-
tique H' de H par f existe donc (EGA I 6.10.5) et on a E' = f(Hii. Dtautre
part, congidéronsg le diagramme ¢

£1 5 £1 D x i
H ey Y x B =Xy @ x G

k k

| %
£ /

> H" « T —_—

H

B

s % 5 X

L'image schématique de fo est H' (BGA I 6.10.3). Dlautre part, par

"
platitude 1'image schématique de f x £ est H! x H' et donc (oA loc, cit,)

Ty induit Tge ° u® ; HY - H' . T1 est clair que (H',mH,) est un k-schéma en
groupes et f' et i des homomorphismes, Les aubres assertions résultent de EGA

loc, cit, et de 1.4,

Nous allons étudier maintenant les monomorphismes de k—schémas en groupes,

Temme 1,6
soit A un anneau local de dimension zéro, f ﬁ A > B un épimerphisme d4'an-

neaux, Si f est de présentation finie, £ est surjectif,
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Démonstration g

Comme f est de présentation finie, on se ramdne immédiatement par passage

3 la limite au cas ou A est artinien ol le résultat est bien connu.

Proposition 1.7

goit £ : X =Y un monomorphisme de schémas, On suppose f de présentation
finie, Alors, £ est génériquement une immersion i,e, si § est un point géné-

rique de¢ X et si n = £(&) , 1'homomorthisme G'Y . — 9’X £ est surjectif,
. ’ b

Démonstration :

- @ - ¢
Posons Gfg XE O’n eY,n

idéal premier et que A - 0?; est injectif et local, il en est de méme de A .,

, I =Xer v , A= G’n/I . Comme G’g nta qu'lun

On a le diagramme suivant 3

spec @ —» X —3> X —_ X
- A n

DR R LR &

spec A ~——» SDeEC @’n — Y

A=X><spec_lx‘.00mme1’:‘
Y : Y .
est un schéma local d'anneau B ., De plus fA est de présentation finie, done, en

est un monomorphisme, XA

avee X =Xxgspec @ , X
4 n A

vertu de 1.6, A » B est surjectif,
Dtautre part, l'unique point de XA est. au~dessus de ¥ dans X et on a

un diagramme commutatif

id

est surjectif, Il en résulte que A —>l9’€ est surjectif et donc aussi 071 - G’g .

Théoréme 1,8
Soit k wun corps, £ ¢ H - G un monomorthisme de k-schémas en groupes., On
suppose f. de présentation finie,

Alors, £ est une immersion fermée,
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emargue 3

Ce résultat sera généralisé dans la suite au cas ol f est seulement quasi-

compact,

Démonstration :

1) Quitte & remplacer ¢ par l'image schématique de f , on peut supposer
f surjectif et schématiquement dominant (1.5).

2) soit £ un point générique de H , n = f(g) . Bn vertu de 1,7
6G:ﬂ —)e'H,g est surjectif, D'autre part, il résulté de 1.3 que 7 est un point

générique de G .

Considérong alors le diagramme suivant :

spec O’g —= H‘ﬂ —> H ol on a posé
=9

\ lfn lf £ H,E
¢ =€

spec O'n —> G R Gsm

Comme f est schématiquement dominant, f'f) 1'est aussi., Comme 1 est géné-
rique et fﬂ injectif (car fn est un monomorphisme) Hﬂ est irréductible, Ses
anmmeaux locaux vérifient (P) (1.2) et donc spec Og - H’ﬂ est schématiquement
dominant (I.1.10), Donc spec 0?, - spec G’n 1'est aussi et eﬂ - O'g est un iso-
morphisme, Il résulte alors de EGA T 6.6,._4 que f est un isomorphisme local en E.

3) On peut donc trouver un ouvert U de H contenant les points génériques
tel que f|U soit un isomorphisme de U sur un ouvert V de (¢ qui contient
aussi tous les points génériques de G .

Soit 1 :t VxV->0x@G 1'immersion cancnique et ¢ = nGoi t VXV->G.

k k k
o« est fideélement plat (1.1).

D'autre part on a le diagramme cartésien
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f x£
UTXU0 ——> VXV
k 'd
| e
il
H e G
(cela résulte du fait que f est un monomorphisme), Mais f x T UXT est un

isomorphisme. et donc, £ est un isomorphisme.

§2 1a composante neutre d'un ke-schéma en groupes.

Dans tout ce. paragraphe, k est.un corps,

Proposition 2,1

goit ¢ un keschéma: en groupes, e son élément neutre
1) e appartient & une seule composante irréductible de G .

2) Soit GO le soug—-schéma fermé réduit de ¢ porté par cette composante,

Alors Go est géométriquement irréductible sur k et ensemblistement stable

par la loi de groupe, de fagon précise, ltisomorphisme :

GXG = GXG

(x,y) b (xxy ")

induit un isomcrphisme

Démonstration ¢

1) résulte de 1.2 .

2) On a le lemme

Lemme 2,1.1
Soit X un keschéma irréductible, I une extension de k , X' wune compo-
sante irréductible de XL . Alors, X' - X est surjectif,

On décompose k - L en k->M->1L aveec k- M transcendante et M - I
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algébrigue,

Comme XM est irréductible on est ramené au cas k - I algébrique,

Mais alors X' - X est entier et dominant, donc surjectif,

Revenocns & Zof; Soit I une extension de k , X' wune composante irréduc—
tible de (EE)L . I1 est clair que c'est aussi une composante irréductible de GL.

Dfapres 2,1.1, X' contient 1l'origine de GL , unilque point de GL av=dessus

de e , Maig d'apres 1.2, il n'y a qulune composante irréductibdle de GL conte-

nant e , donc X' = (GO)L o
la derrniere asserition est alors clairs, ¢” x ¢° étant irréductible,
—_— k
(Go x.G?) est la composanie irréductible réduite de (e,e) o
Xk .

Propogition 2,2

red

Avec: les notations de 2,1, GO est quasi-compact, De facon précise, si U

ac

. . o .
est un ouvert quasi—compact non vide de ¢ , le morphisme

; O
T 3 (UxU),red—» ¢!

(ugu’) - uu'=1

est surjectif,

Démonstration ¢

Soit a €6 , L=xk(a), a' € (¢°). wun point rationnel sur I au-dessus

'L

de a , On a un morphisme <% 3 (U x U ) - (GO)L et par translation,

Lred Lred red Tred

a® est dans 1'image de <' ., En effet, comme (GO)Lred est irréductible,

aty n‘ULrad?§¢ o Il en résulte que a est dans 1l'image de =< .

Avec les notations de 2,1,
1) soit U un ouvert de @ ; alors, le saturé V de U sous lfaction de
¢® est un ouverh de G .81 U est quasi~compact, V 1l'est aussi et V est un

sous—schéma. ouvert et fermé de ¢ qui est réunion des composantes irréductibles

de G qul rencontrent U,
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2) Toute composante irréductible de ¢ est intersection dlouverts fermés du

type précédent,

Démonstration

1) Considérons 1'isomorphisme wu

“xe - ¢ xa

(x,7) + (x,xy)

Liimage par u de GO x U est un ouvert W de GO X G ., Le saturé V de U

exncas

A . . 0
est alors la projection de W dans G ., V est ouvert, car G - spec k est

universellement ouvert (EGA IV 2.4.10). Comme Go est quasi-compact, si U est
yaasi=compact, V ltest aussi,

2) Montrons que V est réunion des composantes irréductibles qui rencontrent
U . Soit X une telle composante, x € XANU , ¥ € X . Soit k- k une extension

, donc de G- ., Bn

séparablement close el X une composante irréductible de X oo

k
vertu ds 2,1.1, i1 existe §9§ € X au-dessus de x et ¥V o 8S0it L une exten~
sion commune de E(Z) et i(;) . Comme k est séparablement clos, iL = X' est
géométriquement irréductible et est une composante de GL . Soient x',y?
I~raticonnels au=degssus de x et v ¢ il suffit de montrer 1llassertion pour x!
et y', autrement dit, on peut supposer x,y ratbticnnels et X géométriquement
irréductiblie, |
Soit T, 3 GxXG = G

3
(u,v) P w'

Comme § xX X

“a.

est irréductible, n1(§ X 5) 1'est gussl, Or e € n1(§ X 5) , done

o

n1(§ Y X)(:‘ao » Il en résulte que a = yx1 € EO et donc, vy = ax est dans V ,

3) Suppocsons maintenant U quasi=compact,

Iemme 2,3,1
Soit X un schéma quasi=séparé, V < X un cuvert gquasi-compact, Y = X=V ,

B = {y €Y ! y générique dans X} o Alors i1l existe un ouvert W de X tel que



27,

BEcCcwcCy,

Démonstration ¢

1) On peut supposer E = v} »
2) soit x €X, x#£y.MAlors {xiN{yl=¢, 7 ¢ U = X-= {x} . soit W,
un ouvert affine de X el que y € Wx C',UX R Wx est quasi=compact, done rétro=

compact (X est quasi-séparéd), donc proconstructible (EGA I T7.2.4).

ona {y}= X;Q W, done é;g vou

x€X. n
de BGA T 7.2.6 qulil existe X eeeX, €X, x £y , tels que vl W, )=¢ .
- j’_:ll. i

g . Comme V est quasimcompact, il résulte

n .
Alors, W= {) W convient,
de=1 i

Appliquons le lemme avee X =G , V =V , Il existe un ouvert W de &
contenant les points gérériques de G” qui sont dans G~V . Scilt W' le saturé
de W, Wt < @=V . Comme W rencontre toutes les composantes de G¥V s, ON g
G =VUW' . Or W' est ouvert et W' = (G-V , donc V est fermé, Ceci achéve
de prouver l'assertion 1),

Bofin, la seconde assertion est claire : soient ¥,y deux points génériques,
I1 existe un ocuvert affine Un tel que § € Uﬂ et {%}f\Uﬂ =¢ . 0n a alors, si

U% = sat(Uﬁ) ? {£} = T&% U% .

Nous pouvons maintenant passer & la construction de la composanbte nsutre

proyrement dite, Go o

Théoréme 2,4

Soit G wun keschéma en groupes,

I1 existe un sous=schéma en groupes fermé ¢® de ¢ , appelé composanie
neutre, tel que : |

1) Llespace sous-jacent & ¢° est la composante irréductible de 17élément
neutre,

2) GO«—> ¢ est une immersion fermée plate,
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3) GO est géométriquement irréductible,
De plus -

4) GO est quasi:compact,

5) e° est un sous~groupe caractéristique de ¢ .,

Démonstration @

On a vu que la composante de e est ensemblistement intersection d'ouverts
et fermés quasi-compacts,

Mais comme les morphismes de transition sont affines (ce sont des immersions
ouvertes et fermées), l'intersection existe au sens schématique., On la désigne
par GO .

1) 3) et 4) sont alors claires,

2) Résulte du fait que si x € GO , on a

O'O = ime’szaGX.
¢ ,x anitar 4 9 )
Enfin, 11 est clair que GO est un sous-groupe de G et, si ¢ : G -G
est un isomorphisme ¢ se factorise ensemblistement-par GO et donc aussi sché-

matiquement en vertu de 2).

Qorollaire 2,5
Soit ¢ un ke-schéma en groupes,
Les conditions suilvantes sont. égquivalentes @
1) G est géométriquement irréductible,
2) @ est irréductible,
3) 6 =0 .

4) ¢ est géométriquement connexe.

5) G est connexe,

Proposition 2,6

goit X wun schéma quasi-compact vérifiant la propriété suivante :

(¢) 81 U est un ouvert quasi~compact de X , 1l'union des composantes irréduc-

tibles de X rencontrant U est une partie ouverte et fermdée de X .
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Alors, il existe un ouvert affine de X qui rencontre toutes les composantes

irréductibles de X .

Démonstration :

Réecurrence sur n = nombre minimum d'ouverts affines recouvrant X ., C'est
clair pour n =1 ., Supposons X = U1U seol UIl avec Ui affine, Soit V1

1l'union des composantes de X rencontrant U1 et Y = X-V1 . Y . est ouvert et

fermé, quasi=compact et vérifie (e¢). De plus, si Ui =U.nY , 132,

i
Y = Ué UooWl Uﬁ et les Ui sont des ocuverts affines de Y . Il existe aldrs, en

vertu de 1*hypothése de récurrence un ouvert affine W de Y qui rencontre

toutes 1es‘composantes de Y , mais alors, U1LJW convient, car U1n W= ¢ .

Corollaire 2,7
Soit ¢ un k-schéma en groupes quasi-compact, U un ouvert partout dense
quasi-compact de & , Il existe un ouvert affine V , partout dense. de ¢ tel

que V < U .

Démonstration @

Soit E = {g € ¢|g point générique de G} et soit x € =B . Soit &
l'unique point de E tel que x ¢ {E} et Uo un ouvert affinewtel que E € Uo’
X K Uom° Soit V le saturé de U , V est ouvert et fermé car U est quasi-~
compact, Soit W wun ouvert affine partout. dense (2.6). Alors W=V est.affine et
Q = UO v(W-V) est un ouvert affine partout demse tel que x £Q.

I1 résulte de ceci que

E-_— n 9.
BcCQ
Q affine

D'aprés BGA I 7.2.5, EC U == 391,...,Qn affines, EC Q. , @ N...nQ U .

1

Mais, ¢ est séparé, donec V = 91 n...n Qn est affine et BCV,
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8cit ¢ un lke-schéma en groupes, X une composants irréductible de ¢ ., Si
X contient un point rationnel, il existe un sous-—schéma fermé X de § , dfes~

pace X et iscmorphe & GO o (En particulier, X - G est plat}a
Cl'est clair par translation,

Proposition 2.9
Soit ¢ un keschéma en groupes, U un ouvert quasi-compact partou’ dense

de ¢ , Alors U est schématiquement dense dans ¢ ,

Démonstration s

Soit V wn ouvert affine non vide de @G , s € T(V,G) et supposons gue

Secit x € V , Montroms que & = O dans Gh’x = 9G < Quitte & étendrs k ,
. s

on peut supposer x rationnel, Soit X sa composante irrdductible qui es® un
sous—schéma fermé de ¢ , plat sur X (2.8). On a done © @ =26
. X,x G,% VX
Comme X . est irréductible, X vérifie (P) (1°2vet T.1)e Done UAX esh
schématiquement dense dans X (I 1,9). I1 en résulte que sjvg\x =0 eaft don-s,

comme & ::(9‘v . » 8 =0 dans ﬁv .

Preposition 3.1
4 z o N 4
Scit k un corps, G un ke-schéma en groupes quasi-=compast, (G,,u 3) W

systeéme projectif filtrant de keschémas en groupes quasi=compachs, les =

étant affines a partir d'un certain rang, Soit G¢' la limite projec

ive des G,

i

Py ¢ QY —» Gi le morphisme canonique, w ¢ ¢ — G' un homomorphisme de groupes,

TV, = . o0u
i Py °

Alors, si tous les Uy sont fidelement plats, u est fiddlement plah,
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Démonstration :

D'apres Bourbaki AC ch,I 2.8.9, u est plat,

Ditautre part, comme @' est séparé et ¢ quasi-compact, u est quasi=-
compact,

I1 suffit alors de prouver que u est dominant (4.4). Soit U wun ouvert
quasi~compact de @', en vertu de EGA IV 8.2.1%1, U = §;1(Ui) pour un certainrio

Soit X, € Ui , 11 existe x € ¢ tel que X, = ui(x) , mais alors u(x) €U,

Remarque 3.1.1 ¢

Sous les hypotheses de 3,1, soit Hi = Ker us et supposons que

N Hi = {e} = spec k , Alors, u est un isomorvhisme, Bn effet, 3,1 assure que
1€T
u est un épimorphisme de faisceaux fpge et 1thypothése () Hi = {e} , que u
ier

est un monomorrhisme, donc un isomorphisme,

Proposition 3,2

goit k un corps, (Gi’uji) un sysféme projectif filtrant de keschémas en
groupes integres, ¢ un keschéma en groupes intégre, On désigne par Ki
(resp, K) le corps des fonctions rationnelles sur Gi (resp, Q).

On se donne pour tout i un homomorphisme U : G- Gi o

On suppose :

1) 81 ig U,. 00U, = U, ,

o) V i,j u, et uij sont fidelement plats,

3) K= lnk .

Alors, il existe io tel que pour i )y i , u. et uij soient affines,

0] 1

Démonstration 3

sSoit Ny le point générique de Gi s Xi = u;1(ni) , n le point générique
de @, On a, en vertu de 3) int = N X o
1€1
goit V un ouvert affine de G contenant n , ona {nl= N X, V.
iel
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-

Mais X, est proconstructible dans ¢ :(EGA I 7,2.5°vi) et comme T est
filtrant, il existe io €1 tel que Xi <V et par consééﬁent Xi c:xi cV
si iy io (RGA T 7.2.5). Considérons Silv 2V -6, pour iy io . Com;e v
est affine et G, séparé, ui[V est affine, Comme X oV, la fibre de g est

affine dans G ., Par translation, Ker vy est affine pour i iO et donc ug

est affine, Il en résulfe que uij est affine pour 1 ) io o

Proposition 3,3

soit k un corps, G un keschéma en groupes, On suppose que G :‘&ig Gi
ou (Giguji) est un systéme projectif filtrant de k-schémas en groupes de
type fini, les uji étant affines pour i assez grand,

On suppose de plus que Gi = G/Hi en tant que faisceaux pour la topologie
fpge, Soit H un sous—schéma en groupes fermé de G .

1) si H est défini par un idéal de type fini, le faisceau quotient fpge
G/H est un schéma de type fini sur k .

2) 8i H est limite projective de k-schémas en groupes de type fini
(par exemple si H est affine) et si H est distingué dans ¢ , le faisceau

fpgc quotient G/H est un keschéma en groupes,

Remargue

Nous verrons plus tard que dans 2) la premiére condition signifie seulement

que H est quasi=compact,

Démonstration

00

1) Soit U = spec A un ouvert affine de ¢ contenant 17élément neutre e
de G .

Comme G = lim G/Hi , on a ;;& H, = {e} = spec k.

Soient ﬂﬁ_ et odl les idéaux de type fini de A définissant H,NU et

EAU ., Soit m 1'idéal maximal de A correspondant & e ,

ﬂHi={e} = UOLizm et donc & U()\,i,
i€l i€l i€T
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Comme N, est de type fini et I £iltrant, il existe 1 € I +tel que
06c:mﬁ et donec Hiﬂ UCHNTU . Mais, en vertu de BCGA I 7.2.5, comme
M H, <U il existe 1' € T tel que H.,, €U et donc 1l existe i € I tel
iEI . oL
que Hi cC H °

Considérons alors le faisceau fpqc H/Hi o C'est un sous=faisceau de Gi .

D'autre part, on a H/Hi X G =H et comme Hé ¢ est une immersion fermée et

G.
i

G - Gi un épimorphisme fpgc, H/Hi est représentable et H/Hi¢» Gi est une
immersion fermée, Posons H! = H/Hi . Bn tant que faisceaux fpge, on a

Gi/H£ 2 G/H . Meis, en vertu de SGA 3 Bxp, VI A Th, 3.2 Gi/Hg ést un schéma
de type fini sur k .

2) Considérons le faisceau fpae H/H(\Hi . Bn vertu de lthypothése faite
sur H , et de i), clest un schéma en groupes de type fini sur k , et de plus,
le monomorphisme H/Hf]Hi-% G est une immersion fermée,

soit HI = H/H(\Hi . D'apres SG? 3 Bxp, VI A Th. 3.2 Gi/Hi est un schéma

ij

en groupes, et, si 3 3 i Gj/HS S Gi/ﬁi est affine, En effet, Ker fij

est un quotient de Ker hij , hij s Gj‘» Gi , qui est affine, par un sous—groﬁpe
distingué, donc Ker fij est affine ([DG] IIT 3.5.6). I1 résulte de cela que
1im G,/H! est un k-schéma en groupes,
P e A
D'autre part, comme () H, = {e} , on a, en vertu de 3,1
1l€T '
— 14 —_— 1 9m WY 3 & 3
H _-%ig H/HUHi = lim HY . Onala suite exacte de faisceaux

0 - H! - @G, - G, /H!' - 0
i i i/
on en déduit la suite exacte
0 - H - @ - limg, /g2 ,
e Ti’Ti

Mais en vertu de 3,1, la fleéche ¢ - lim Gi/Hi est fidelement plate et quasi-~
compacte, donc un épimorphisme fpqc et donec G/H & 1im Gi/HE est bien repré-

sentable,
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§1 Définition des groupes rationnels,

So0it k wun corps, X une extension de Xk que nous supposercons géométri-
quement intégre, On note K(g K 1le ccrps des fractions de K ® K . De méne,
K é K é K est le corps des .‘lc’gractions de KKK, ‘
¥ k k k
Définition 1.1

On appelle groupe rationnel sur k la donnée d'une extension K géométri~

quement intégre et de deux homomorphismes de kealgdbres :

K - KQK
k
c: X = K

A

oo

vérifiant les propriétés suivantes s
a) cco =14 K,
b) Associativité

considérons le diagramme suivant

A o~ A®1 o o~
K —— KQK — =2 KQKQ®K.
X 18A k k

Alors (A®1) o A= (1§A) oA,

K- X ®XK les homomorphismes définis par
~ Kk
(1®0c)on,

o0

ient
c) Soien A1,A2

il

A1=(6®1)0Ay[&2

Désignons par 1,1

3 s les homomorphismes cancniques

2 ]

i : X - KQ®K X b x® 1

k
i22K~>K®K
k

x » 1@x

S : K®K - XK®K
k k
x®y » ¥y®x,

On a les égalités suivantes



36

12 = (L °.A1) o A 12 = (11°A) 0 A1
i = (A.lz) o 1, i, = (Azolzr)»O A

Aoc={c®c)osoA

ol 1 .A ¢ KQ@K->KQ®K est défini par
11 k X

(i19A1)(X Ry) = i (x) A1(;V)

t de né ur i, o1 t ol
et de néme pour 11 A, A 5 © A2 i,

Définition 1.2
On dit qu'un kegroupe rationnel (K,A9c> est de type fini sur k si X

est une extension de type fini de k ,

Bxemple fondamental 1.3

Soit G un keschéma en groupes, géométriquement intégre, K le corps
des fonctions rationnelles sur G .

S0it ¢ s G X G ~G la 1ol de composition, ¢ le passage & llinverse,

n  dinduit, A ¢ K- K<§ K (car 5 est surjectif) et ¢ induit ¢ ¢ K- K.
On a bien g0 ¢=1Id K, ?és aubres axiomes résultent de ceux des groupes :

t) résulte de (xy)z = x(yz)

¢)de x(xy) =y ;T () =y )T =x (Fhy=x3 () =y,

Autrement dit, la struchtbure de groupe sur ¢ dInduit sur X une structure de

groupe rationnel,

Remarque 1.4 3

Un certain nombre de gquestions se posent naturellement & propos des groupes
rationnels,

1) Tout groupe rationnel est=il du type ci-dessus,

Nous verrons que clest vrai si K est de type fini, faux sincn,

2) Tout groupe rationnel est=il limite de groupes de type fini, clest

1tobjet du paragrarhe suivant,
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3) Enfin on peut donner une définition plus générale (par exemple en ad-
mettant des éléments nilpotents), Malheureusement on manque pour ltinstant dans
ce cas d'un fthéoreme de passage au quotient du type I 3.4 et 3.5 qui permettrait

de poursuivre 1'étude des groupes rationnels dans ce cas,

§2  Approximaticn des groupes rationnels,

Définition 2,1
Un homomorphisme de ke-groupes rationnels ¢ (K,A,0) = (K',A%,6") con-

siste en la donnée d*un k-homomorphisme ¢ ¢ K- K' +tel que :

il

1) NMog=(pgQo) oa

2) G'OC}):ch(S.
Théoreme 2,2

301t (K,A,c) un kegroupe zrationnel, Alors (K,A,o) est limite induc-
tive filtrante de kegroupes raticonnels de type fini (Ki’Ai’Gi) les Ki
étant des sous-extensions de X et Ai et o, les restrictions 3 Ki de A

et o .

Démonstration ¢

La c¢lé de la démonstraticn est I 3,5,

On a alors plusieurs étapes,

Proposition 2,2,1

Sous les hypothéses de 2,2, si X1,°,,,Xn € X 11 exigste une plus petite
sous—extension X' de X contenant les X et telle que AK* Cc XK' Q@K , De

k
plus, XK' est de type finl sur k,

Démonstration de 2,2.1 @

Posons fi = Axi et soit X" 1la sous—extension fournie par I 3.5 relati-~

vement a f1’°°°’fn . So0it X' 1le sous~corps de X engendré par K" et par



x,‘;.,m,xn . 11 suffit de prouver gque AX" < K %K . Considérons
A K- KéK =L . Bn vertu de I 3.5 2), le plﬁs petit sous-corps 1P de
que Aé??fi) €1t éK est AK" . Or (Aé’i) o A= (1 éA) o A eb done
k
)

K . Par Coﬂséquen't A" C XK' QK ,
k

X

ay

=
~
K2

Proposition 2.2.2

Sous les hypothéses de 2.2, si x 1000s X € K 1l existe une plus petit

1

sous-extension XK' de K telle que
1) Vi:"yqa:anr X €K9
7 i
2) MK CK QK .

k
Dz plus, K' est de Lype find sur k.

Démonstration de 2.2.2 :

soit K" le sous=corps relatif aux Xy fourni par 2.2.1.

Bn vertu de I 3.5 il existe K' < K mivimum tel que Vi = 1,...,r

S

T, = A‘(;i £ K" XK ou les 'é;‘i sont des générateurs de X" . De plus K°
de type fini,

el que K¥ @ L' conbienne Jes 1 Q® A(fﬁ.) est AKX
K i
3

Or 1@AE,) =A@1{F,) € AK* @K , Mais comme les g engendrent K" ,
o~ - - o8 k o~ ~ .

ARY © K" @ X' et donc, 1 ® A(f_}) € K"K ®K' ., Il en résulte que
k B k k

AR! <K' & K* . Mais alors, K“(Eﬂweugr) convient,
k i 1

38,

I tel

e

Sous les hypothéses de 2.2, si x seses X € K, il existe une plus petite

1

sous~extension XK' de- K telle que :

1) Yi=1,...,n x, €K
2) AK' < K QK
k

3) oK' < K .

De plus K' esh de type fini sur k ,
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Démonstration de 2,2,% @

soit K" vérifiant 1) et 2), de type fini et 1a plus petite possible
(K" fournie par 2,2.2).
K" = k(g1,,.o,gn) . Posons XK' = k(gi,c(gi)) . I1 suffit de voir que

Ao o KMCK' ®K' , Mais en vertu de 1,1 on a
k

Aoc:(céc)osoA et donec

Ao o) = (6®c) 0o Ao AK"C 6 K" ® ¢ K
k

dtou Ao olK") c k' @K' .
k

On peut alors prouver 2,2 .

Bcrivons K = k(<xi)i€I) . Pour toute partie finie J de I on construit

X comme en 2,2,%,

J
(KJ ; A[KJ 5 c]KJ) est alors un k-groupe rationnel de type fini, Comme la
famille des parties finies est filtrante pour l'inclusion et comme X = U KJ
Jc1
J finie

on a bien prouvé 2,2 .

§3  Construction d'un groupe aslgébrique & partir d'un groupe rationnel de Zype
fini,

Dans tout ce paragrarhe on utilise le théoréme de Weil sous la forme de

[sca] Exp, XVIII.

Proposition 3,1

Soit (K,A, c) un k—groupe rationnel de type fini,

Il existe un k-groupe algébrique G , lisse et commexe, unique & isomor-
phisme pres, tel que : |

1) K est isomorphe & 1ltanneau des fonctions rationnelles sur ¢ .

2) A et o sont les morphismes induits sur X par la multiplication et le

passage & l¥inverse sur ¢ .
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Démonstration :

a) Unicité,
Si G et G' conviennent, ils sont birationnellement équivalents et donc,

il existe des ouverts Uc @ et U!' < @' et des isomorphismes réciproques

9
T/ U .
¢
Comme les multiplications T et T induisent toutes deux A sur K, ¢ et
¢ commutent a T et Ty sur des ouverts convenables de U x U (resp.

Ut x U“) . Mais alors d'aprées SGA Bxp, XVIII Prop., 2.3 ¢ et ¢ se prolongent

de maniére unique en des homomorphismes de groupes

4
G &= G' .
9
Comme E 0 ElU’ = IdUs et & o} EIU = IdU , en vertu de 1l'unicité du prolongement
de id._ et id a ¢ et @', bn a 6 o} E = Id et @ 0 § = Id

U Ut G' G °

b) Construction de @ .

Posons X = k(X1’°°°’Xn) , A = k[x1,.e°,xn] , X = spec A ., Il existe un

élément s % 0 de A QXA tel que A, A1 5 A2 induisent des homomorphismes
k
Ayh ,b A - (A®4A) .
1 2 k 8

Soit U = spec(A @)A)S . Comme K est géométriquement intégre, X x X est
. k7
intégre et done U est partout dense dans X x X &

Soient g, n1, T, $ U - X les morphismes correspondant & A, A1, A2 R
si 8 est un ke-schéma quelconque, et si (x,y) ¢ U(s) on notera n(x,y) = xv,

ﬂ1<X9Y) = X”1y s ﬂé(xyy> = XYM1 °

Soient piﬁ les projections de X x X x X sur X x X 1i,] € {1,2,3} et

. = = -1
soit V = p12(U) anB(U)n Py

(U) . Considérons ¢ : V- X x X définie par
¢(X,y,Z) = (nyz)

et soit W le sous—schéma fermé de V image réciproque de la diagonale de

X xX par ¢ ., Alors (X,W) est un germe de groupe au sens de SGA Bxp, XVIIT
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Déf. 3.1,

Bn effet, il est clair que X est plat, de présentation finie sur k ,
séparé et sans composantes immergées et que W est de présentation finie, Il
faut ensuite vérifier que Pijlw est une immersion ouverte de W dans X x X .

: . - . . X

Pour ceci, soit Vij = pij(U) et wij le sous—schéma fermé de Vij inage

réciproque de la diagonale par @ij : Vij - X X X avec

(xy,2)

Il

@12(X?y?z)
-1
@13(X9yyz) = (yyX Z)

=1
@ZB(X’yQZ) = (X9Zy )

ce qui a un sens en vertu de la définition de Vij .

Alors, pij est unAisomorphisme de wij sur U de réciproque qij avec

q12(x3y) = (x,7,%y)
q13(x,Z) = (x,x '2,2)
q23(Y9Z) = (ny1,y,z) °

Enfin W est un ouvert de Wij . Pour W12 , c'est clair, Pour W , par

13

‘exemple, il faut prouver que si y =X 1z ona Xy ==z, ctestmt=dire que

x(xﬂ1z) =z , mais ceci résulte de la formule i_ = (i

i, .A1) o (1.1).

1
11 est clair alors, que pijlw est une immersion ouverte de W dans X X X.
D'autre part, la relation (1(§ A) o A= (A(% 1) o A (1.1) entrafine l'asso-

ciativité, b savoir, si x,7,3 € X(s) et si (x,y,2) €V(s) , ona

)z = xlyz) . u

~ Bn vertu de SGA loc, cit, Prop, 3.2 1l existe alors un ouvert dense X' de
X et un ouverf dense W' de W tels que (x*,W*) soit un germe de groupéo
Quitte & se restreindre, on peut donc supposer que (X,W)’ est un germe de groupe,

Mais alors dfaprds SGA loc, cit, Th, 3.7 et Cor, %.13 il existe un groupe

algébrique G lisse et connexe et une immersion ouverte schématiquement dense
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i:X->0 qul commute aux lois de composition (i.e° el (X,y) € U(S) s
i(x)i(y) = i(xy)) . I1 est alors clair que Ty induit A sur X , corps des
fonctions rationnelles de G (ow de X) . Enfin, la formule i2 = (i1.A1) o A

qui s'écrit x(iﬂ1y) =y montre que o est bien Le morphisme correspondant au

passage a l'inverse,

§4 Le théordme d'approximation pour les groupes géométriquement intégres.

Rappelons le résultat suivant qui figure dans 3GA Bxp, XVIII Prop, 2.3,

matatis mutandis,

Proposition 4.1

Soit ¢ un ke-schéma en groupes quasi-compact, U wun ouvert schématique—
ment dense quasi-compact de ¢ et H un keschéma .en groupes,

soit f :U-H un moryhisme, et supposons qutil existe un ouvert schémati-
quement dense V de n;’(U)rﬁ(U in) tel gue le diagramme ci-dessous soit

commutatif

fx
v -—*m—lzé HxH
”Gl T
F
U oo H

Alors, f se prolonge de manidre unique en un homomortphisme de groupes . f : G - H.

Théoréme 4,2
Soit k wun corps, Il ¥y a équivalence entre les données suivantes :
1) Un kegroupe rationnel (K,A,c) .
2) Un systéme projectif filtrant (Gi,uji) de k-groupes aigébriques

lisses et connexes & morphismes de transition fidélement plats,
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De plus, la limite projective du systeme (Gi,uji) dans la catégorie des
espaces annelés est un schéma si et seulement si les uji_ gsont affines & partir
d*un certain rang,

1a limite G est alors un k-schéma ‘en’groupes géométriquement integre de

corps de fonctions rationnelles isomorphe & K .

Démonstration :

I1 est clair que si on a un systéme projectif (Gi,uji) et si Kﬁ est le
corps de fonctions rationnelles sur Gi , On a sur K = 1lim Kﬁ une structure
de groupe rationnel,

Réciproquement, si (X,A,s) est un groupe rationnel, en vertu de (2.2) i1
est limite de groupes rationnels (Ki’Ai’Gi) de type fini,

En vertu de (3.1) ceux—ci définissent des groupes algébriques Gi lisses
et connexes, Les inclusions Kﬁ CZKﬁ pour 1 ¢ j définissent des applications
rationnelles uw., : V. - G. ou V. est un ouvert dense de G ,

1J J 1 J J
u,. commte aux lois de composition car on a A, = A./K.V.
ij i /i
En vertu de (4.1) GE; se prolonge en un homomorphisme Uy 3 Gj -0,

dominant donc fiddlement plat et on a bien un systéme projectif filtrant,

8i les wu.. sont affines & partir d'un certain rang, ¢ = lim G. est un
ij » & i

schéma et G est la limite projective du systéme dans la catégorie des espaces
annelés (EGA IV 8.2.14).
De plus G est un schéma en groupes géométriquement integre et K est bien son

corps de fonctions rationnelles,

Réciproquementf si ¢ = 1lim Gi est un schéma,en vertu de II.3.2, les uij

.

sont affines & partir d'un certain rang,

Contre~exemple 4,3

Le théordme de Weil (3.1) ne se généralise pas sans hypothése de finitude,

Joit en effet (anunm)nem un systeme projectif de variétés abéliennes
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lisses et connexes telles que dim Gn < dim Gn+1 . (On peut prendre, par exemple,
sur € Gn = A XA XeeoX A Ou A est une courbe elliptique).

Dlapres 4,2 on associe & ce systéme un kegroupe rationnel integre
(K,A,c) avec K = l&g Kn ’ Kh désignant le corps des fonctions rationnelles de
Gn . Alors, (K,A,5) ne provient pas d'un schéma en groupes G , intdgre,
Sinon, on aurait des morphisme u ol G- G (4.1). Les u et les L

n

seraient fiddlement plats (II.1.3) et affines (II.%.2) pour n ) no . Mais

comme les u sont propres,-ils seraient finis, ce qui contredit 1lthypothese
dim Gn < dim Gn+1 .
Théordme 4.4

Soit ¢ un k-schéma en groupes géométriquement intégre, Il existe une
famille (Gi)i€I de k-groupes algébvriques lisses et connexes, indexée par un

ensemble I ordonné filtrant et des homomorphismes de groupes

@
i

uij PGy Gy définis pour Jj 3 i
et tels que :

1) Le systeéme (Gi’uij) est un systéme projectif filtrant de ke-schémas
en groupes.

2) Il existe pour tout i € I un homomorthisme u, $G~G et ¢, muni
des us est la limite projective du systéme (Gi’uij) dans la catégorie des
schémas,

3) Les u, et uij sont fidélement plats, de sorte que Gi eét un quo-—
tient de G pour la topologie fpgc,

4) Pour i 3 io , les us et les uij sont affines de sorte que G est

aussi limite du systéme (Gi’uij) dans la catégorie des espaces annelés,

Démonstration

A

soit (K,A,0) le k-groupe rationnel attaché & ¢ (1.3). D'apres (4.2),

on en déduit un systéme projectif (Gi’uij) du type annoncé, L'existence de u,
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résulte alors de (4.1) ; les uy et uij sont fidelement plats en vertu de
(II,1.3). Comme K = lim K. , o K. est le corps des fonctions de. G. , on
—> i i i
peut appliquer (II,3.2) et les Uy et uij sont affines pour -1 assez grand,
Mails alors H = lim Gi est un schéma en groupes et ona u P G—-H,
Dlaprés I1.3.1, u est fidelement plat et quasi~compact, donc un épimor-
phisme de faisceaux fpqgc,
D'autre part, H est integre, soit v son point générique, £ celui de G,

Comme on & 6}1 Z K= linm Ki , 11 en résulte que la fibre générique

=@
s M GyE
U.-1 (T]> se réduit a {g} 2 gspec K.

Considérons alors l'extension k - K et soit 7' un point rationnel

(sur ) de H =H®K au-dessus de 1.
k
la fibre u£1(n') est isomorphe & spec XK , Par translation & 1télément

neutre, il en résulte que le noyau NK de Uy est nul et donc aussi N = Ker u;

u est alors un monomoryphisme, donc un isomorrhisme,
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§1 Construction d'un stabilisateur,

Rappelons que si X est un k-schéma, une fonction rationnelle sur X est
un élément T e P(U,OX) ou U est un ouvert schématiquement dense de X , deux
telles fonctions étant égales si elles cofncident sur un ouvert schématiquement
vdense,

goit k wun corps, ¢ un keschéma en groupes gquasi=compact, X 1l'anneau des
fonchktions rationnelles sur G , £ € K .

Bn vertu de II.2.7 et II,é,9 on peut supposer £ définie sur un ouvert af-

fine U de G ., Soit T € Sch/k et G, =G

T T, Soit g € @¢(T) , g induit par

e@WX

multiplication & gauche un automorphisme de (noté encore g). Soit

U =UxT, fT ltimage réciproque de f , On a fT € F(UT, 0G ).

k T
On a, par g , un homomorphisme

=1 g
P(UT s GGT) - F(g UT ’ GT> °
Oon note ng 1'image de fT par cette fleche et on pose ng(a) = fT(ga) o

De méme, par translation & droite on a fi , avec

fi(a) = f’T(ag) .

Définissons alors un sous—groupe H de ¢ stabilisateur & gauche et 2
droite de f . H est défini comme sous-foncteur de G . Soit T € Sch/k ,
H(?) < ¢(?) est défini par

h h
h € 5(T) == fro= fn=f,

Cecl signifiant que ces fonctions rationnelles coincident sur un ouvert schémati-
quenent dense de GT relativement & T ,
1) HE est un sous=foncteur de G,

Clest clair,

2) H est un sous-faisceau fpqe de G .
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Bn effet, si fi = fT apres extension fpge T!' - T , les deux fonctions sont

égales,

3) H est un sous=faisceau en groupes de & ,

Bn effet, si f, =th sur vV, on a h'fT = h'th sur ' (V) et done
fT = h'th sur Vf)h’m1(V) qui est sch.dense rel, & T .,
4) H est invariant dans ¢ .
8i h € H(T) et g é G(T) on a.
Va,at € (1)  f(aghe 'a') = £(age 'a') = £(aa?)

done ghgf1 € H(T) °

5) H est représentable par un sous—-schéma fermé de G défini par un idéal
de type fini,

Pour ceci, considérons m : G X G X G —» ¢ défini par m(g,g',g") = ggle"
et soit vV = u (U) .

On a deux diagrammes cartésiens

K s

GXOEXGEXE —2 ExXxGxXG

l 45 p2 l P (1) et (2)

G x G —_—
Py
q ?

g,a,b,g" rt> g,a,g

I % 1- D cartésien (1)
, :

a,b fromd a
9

I 1 D cartésien (2)
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-1 — . I
q4(v)9&2—q2(v>,v ‘—v1nv2,h-m(),h

1. = g*(f~
Posons V1 1 q1< )

h
2

gcit R le sous=foncteur de ¢ x G défini par les coilncidences de h1 et

I

q;(f) .

R(T) < (¢ x ¢)(T) et par définition
(aﬁb) £ R‘(T) > h1(g’a9b’g'> = h‘2(g’asb9g'> °

Ce qui signifie encore f(gag?) = £(gbg?) pour tous g,g' € G(T) o
En vertu du théordme de représentabilité (I.2,5) R sera représentable par
un sous—schéma fermé de G x ¢ défini par un idéal de type fini pourvu que 1l'on

prouve le lemme suivant :

Lemme 1.1
Avec les notabions précédentes, V = mﬂ1(U) est schématiquement dense dans
G x G X0 relativement % p : G x G xG-»0¢ , (%,7,2)P7 .

Considérons en effet le p-isomorphisme

U GEXGEGXGE - GXGXG

(x,7,2) = (xy,7,2) ..

11 suffit de voir la propridté pour u(V) .

Soit 7w : G xG-C w(x,¥) = %y .

=1 _ . =1

n  (U) est sch, dense dans G x G (BCA IV 11.10.5), Done = (U) x G est
sch, dense dans G x G x G rel, & @,

o W=n(U) xa={(xy,2) caxexec|x e}

et W) = {(yez) | s e U} =V

Dol le résultat,

Ceci entrafne que H est représentable,

En offet, si m G x G- G est défini par m (a,b) = ab 1, on &

1

R = {;’1(}1) ice. (a,b) ¢ R(T) &= ab ' ¢ u(r) .
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Comme H est un sous~faisceau £pge de G , il en résulbe par descenbe que

H est un sous—schéma fermé de ¢ défini par un idéal de type fini,

On a donc prouvé le

Théordme 1,2

geit k wun corps, G un keschéma en groupes quasi=compact, £ ,...,f des

1 ha
fonctions rationnelles sur G .

I1 existe un scus-schéma en groupes fermé H de ¢ défini par un idéal de
type fini, invariant et qui est le stabilisateur commun des fi , & gauche et &
droite, clest-&-dire, avec les notations précédentes :

si Tesan/k , u(r) caelr)

h €u(T) & VYi=1,,,.,n f. =1 L

Proposition 1.3
Soit k un corps, G un keschéma en groupes, H un sous—schéms en groupes
fermé de ¢ ., 81 H stabilise toutes les fonctions rationnelles sur ¢ , H = {e}

(i.e réduit & 1'élément neutre),

Démonstration ¢

Soit 8 un keschéma affine, S = spec A , et =soit h € H(S) . Soit d'aubre

part U un ouvert affine dense de G {done relativement schématiquement dense

i

par rapport & k), Soit US =T xS, GS G x8. US est un ouvert rel, sch,
k k
dense de GS et il en est de méme de V US(1h%1US . Il en résulte que V - 3

il

est fpgc, Falsons l'extension T - S de la base avec T =V , On a alors une

section de V au—dessus de T (1& diagonale), scit x

b1

I1 en résulte que lion a deux sections x , hTX ¢ T — Uy de la fléche UT‘A T .
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Comme GS est séparé, T =V est affine, T = spec C ,

On a dong x¥* , (th)* : C®A > qui cofncident sur ¢ .
k _
Par hypothese, elles coincident gussi sur A . Donc x = th et donc

en = hT . Comme T -8 est fpgce, il en résulte que h =e ,
1.4 soit ¢ = (f1,,.,,fn) une partie finie de X , H_ le stabilisateur des
f. .
i
goit H= N Ha .
ac K
o £ini

Alors H est un sous-schéma en groupes fermé que ¢ qui stabilise toutes
les fonctions rationnelles, donc, H = {e} .

Soit alors U wun ouvert affine de G contenant e, Ona [ H < U et
a CX
en vertu de BGA T 7.2.5 Ha n,ﬁ,r)H“ C U et comme l'ensemble des Ha est fil-
n
trant, il existe « = (f1°°°fn) tel que Ha .U . Il en résulte que Ha est

affine et que, 8i B D« , Hﬁ est affine,

1.5 Mals alors, le quotient fpgc de’ Ha par HB est un schéma affine de
type fini sur k . Comme H! = N E, = {e}, il en résulte que

B 2 lin Ha/HB .

Remarquons de plus que I—IB est un sous=groupe de Ha , distingué dans G .

§2 construction de HG .
— red

soit k un corps parfait, ¢ un k-schéma en groupes connexe, Gred le

groupe réduit qui est alors géométriquement intégre, On suppose données n fonc-
tions rationnelles f1,.“9fYl sur G de sorte que leur stabilisateur H soit
un sous-schéma en groupes fermé distingué de G , défini par un idéal de type

fini, on suppose de plus H affine,

On va construire le sous—groupe HGred .
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Pour ceci, considérons le produit H x G ..
red
v spec k
Comme H est un sous—groupe distingué de ¢, G opere sur H 3

VS eseh/k . Vg ealsy  u(s) iﬁﬁ» H(S)
h p——>  gxh
avec gxh = ghgg1 et @(S) est un aubomorthisme de groupes,

On a alors sur H X Gre une structure de groupe par produit semi=direct :

d

(h9g>(hn ’gﬂ) = (h(g*h,?)ggg")

et le morphisme w3 H X Gred - G

(h,2) +~ hg
est alors un homomorvhisme de groupes, Soit N son noyau

N(s) = {(n,n”") | n €.HOGred(8)} .

Le falsceau quotient fpge H x Gred/N est alors un sous-faisceau en groupes

de G , on le note HGred‘°

T1 vérifie les propridétés habituelles attachdes & cette écriture, en parti-

culier (tqujours an sens des faisceaux fpqc)

HGred/Hvﬂ Gred/H"Gred °
Nous allons prouver maintenant

1) HGred est un schéma

2) HG, 4 = @ est do présentation finie,

d

11 en résultera (II.1.8) que HGrgd-é G est une immersion fermée définie par

s 9.2 t' oo ) » ". z . .
un idéal de ypg fini, et comme Gred C:HGred , cet idéal sera nilpotent,

Montrons que HG‘re est un schéma,

xd,

I1 nous suffi¥ pour cela de prouver que H X Gr (produit semimdirect) est

ad

limite projective de groupes algébriques sur k (II prop. 3.3). Or, on a vu

. HE =1lin H vee H/H affine de & fini et disti 2 dan .
(1.5) que m /Ha a / o ype e Ha stingué dans @
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Comme Ha est distingué dans ¢ , ¢ (et done Gre opere par automor-

N

phisme intérieur sur H/HOC » De plus (111,404) Gre est limite projective de

d

groupes algébriques lisses et connexes Gj ’ Gj = G/Nj s Nj affine, Scit alors

a quelconque, on a l'opération
: o

w G g X H/Ha - H/HOC

et G.q OPeTe par automorphisme de groupes. G, X H/Ha ”.%iE(Gj X H/Ha) et

comme H/Ha- est de fype fini sur k, w se factorise en

w5 Gy xH/HOC - H/HOC
o 04

qui opére encore par automorghisme de groupes, Il en résulte sur Gj x H/H  une
o
a
structure de groupe algébrique par produit semi-=direct,

Mals alors; on a G xH =Zim G, x H/Ha d'oh la conelusion,

1i
e
En effet, on peut prendre comme ensemble d'indices 1'ensemble des (J,a)

avec J 3 ja car si J » ja , w se factorise a fortiord par Gj X H/Ha -

Avec cette précaution, Kbr(Gred X H)(»-lzman X H/Hoc = (°r1> Nj X H = fel .
JrQ
J >ja

I1 reste & prouver que HGre - ¢ est de présentation finie,

d
Donnons pour cela une définition,
Définition 2.1
Soit k wun corps § F et G deux foncteurs contravariants de Sch/k dans
Eﬂf sy L ¢t >G un moréhisme de foncleurs,
On dit que £ vérifie (i) [resp, (**)] si pour tout sysiteme projectif fil-

trant de G~schémas affines (Si>i€I , de limite 8 , llapplication cancnique

o s LinF(s;) - F(s)

est injective (resp, bijective)o

F(Si) et F(S) étant entendus ici comme HomG(si,F) et HomG(S,F) o
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Proposition 2.2

goit f un épimorphisme de lk=faisceaux fpgc

Posons R = X x X et soit £ le monomorphisme canonique £ :R—-X X X.
Y spec k
Soit p ¢ Y - spec k la fiéche canonique, Alors,

p vérifie (%) &= £ vérifie {(xx) ,

Démonstration :

Montrons 1timplication = .
Comme £ est un menomorphisme, il suffit de prouver la surjectivité de a .
Soit done (Si)"" €1 un systéme projectif de X x X schémas affines, § sa

k
limite, p; 3 3 - Si . On a done une fldche a; = (bi,ci) 3 S‘i ~» X x X avec

k
bigci S Si - X, k=m0.r°ph1,smes? et on pose a = a.0%p; b = biOpi : ¢ =000, ,
a = (b,e) est la fidche canonique de S —» X X X ,
k
Dire qu'on a une X x X fléche de S dans R signifie alors que a se
k

factorise par R 1.8, que foe =fob , Mals alors, comme Y vérifie (*) sur
k , i1 en résulte que pour 1 assez grand f obi =£0 Ss done a; € R(Si) car
R=XxX,

Y

Implieation ===
Les notaticns sont les mBmes,

Supposons qubon aitb (bi) et (@i) € lim Y(Si) telles que

b:bi:@p":@:@ 0P, .

Choisisscns 1 quelconque, Comme f est un épimorphisme fpge, il existe

T, > S affine et fpqe tel que Db, et ¢, se reldvent & X 3

2
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'bv
p:‘lL i

T == Ti -';'g X
i

Pour J » i posons T, =T, x S, , desorteque T=98 x T, =1in T, ,
' J 1 g, q i e J
i i
Posons Db! = b%(}pi , Gt = c%c;pi ,ona fob' =foe* , done, (b“,o“) € R(T) .

Comme T = 1imv‘1‘j et g vérifie (x), il existe j 3 i el que
(bs,c!) € R(Tj) ou encore, tel que f obg = f()eg . Cecl signifie aussi que

b.og, =¢.0¢g, mails, comme . est un épimorphisme, b. = ¢,
;984 I ? € p mh (Y i*

Proposition 2.3

Considérons le diagramme suivant avec r = qgop

X =2 ¥
r \\N' // q
Z
81 r wvérifie (**> et g \(*) alors p vérifie (**) . C'est elair,

Corollsire 2.4

goit k un corps, ¢ , H, I trois k-schémas en groupes avec le diagramme

commutatif

H N .
o i,J, £ sont des monomor—

45 1
i\\‘ ii phismes quasi=compacts,

On suppose

1) i de présentation finie

2) le faisceau quotient fpqe L/H est un schéma en groupes de type fini
sur k.,

Alors, £ est de présentation finie,
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Démonstration @

) R Q) . . e
I1 suffit de vodr que L x G =£2i£z? G x ¢ est de présentation finie, donec

que £ x Id vérifie (*x) (EGA IV 8.14.2). Comme G x G est isomorphe & L xG
» ¢/L
par la fléche (g,g') > (ge® ',g?) , il suffit de voir que @/L vérifie (4) (2.2)

On a la sulte exacte :
w
0 = L/ —=» GH — G/L —> 0
et on considére alors le diagramme

LI —s G/H

N, /S

spec k

T1 suffit de veir que wu vérifie (xx) (2.2), mais, par hypothdése q vérifie

(%%) et p vérifie (x) (2.2) donc u vérifie (wxx) (2.3).
nant = il en résulte qu - xsh S ion finie
Prenant I, HGred 1 en résulfe que HGred G est de présentation finie,

‘ it ir g test 2 , t
I1 suffit de voir que HGred/H ltest, Or, HGred/H Gred/ﬁg\Gred et on conclu

par (II 3.3).

e

[

§3 DPassace au gquobient eb limikes projechi

sy

G
o
®
n

Théoreme 3,1

Soit k un zorps parfait9.e un  keschéma. en groupes connexe, f1’°°°9fn
n fonctions rationnelles sur G , H leur stabilisateur qui est un sous—schéma
en groupes fermé de ¢ , d4éfini par wn idéal de type £ini, distingué dans ¢ ., On

suppose H affine, Alors, le falsceau fpge quobient G/H est un schéma en

groupes de type £ini sur k ,

Démonstraticn g

D

On a le lemme suivant 48 & Grothendieck,
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Lemme 3.

Soit 8 un keschéma, R un k-schéma d'équivalence sur S tel que
pr1 t: R—»>8 soib fpge, Soit sO mn sous~schéﬁa fermé de 38 défini par un idéal
nilpotent de type fini et saturé sous R .

3i Ro est la relation induite par R sur SO et si le faisceau fpqc

quotient So/Ro est un keschéma de type fini, alers le faisceau fpge S/R est

wn  keschéma de type £ini,

la démonstration, muiatis mutandis, est celle de [DG] IIT § 20Tl

Le théoréme en résulite aisdment avec & =G e% So = HG En effet

red °

HG,

red est bien défini par un nilidéal de type fini donec nilpotent, D'autre part,

> . , 1= . : 45.:. > . L
on a un isomorphisme HGred/H Gred/H‘)Gred et ce dernier quotient est un sché

ma en verbtu de II 3.3 et IIT 4.4,

Théoreme 3,2

Seit k un corps, ¢ un keschéma en groupes connexe. Il existe une fa=
mille (Gi)iEI de k-groupes algébrigues indexée par wun ensemble I ordenné
filtrant et une familie uij 8 Gj - Gi- de morphismes de groupesT définis pour
jy i tbels gque 3

1) Le systeme (Giguij) est un systeéme projectif filtrant de k-schémas
en groupes connexes,

2) Les Gi sont des quctients fpge de G et muni des morphismes canoniques
I G - Gi , @ stidentifie & la limite projective du syshéme (Gi) dans Sch/k,

3) Pour 4 iO les Uy et les U, sont affines, de sorte que G est

o

aussi limite du systdme (G.,u,.) dans la catégorie des espaces annelés,

1774

Démonstration @

1) Supposons k parfalt,
Scient (f1°,.fw) comme aw Th, 3,1, H leur stabilisateur, B le stabili—

veensg ) (of IV 1.4). Mlors H_= fe] et en

sateur de q = <f19°°°9fr y £
- o

1
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lemme 3.

Soit 8 un keschéma, R un k-schéma d'équivalence sur S *el que
pr? s R - 98 solt fpge, Soit So un.sous-schéﬁa fermé de 8 défini par un idéal
nilpotent de type fini et saturé sous R .

Si Ro est la relation induite par R sur So et i le faisceau fpgec

quotient SO/RD est un k-schéma de type fini, alors le faisceau fpge S/R est

un  keschéma de type fiei,

la démonstration, mutatis mutandis, est celle d= [DG] III § 2.7.1.

Le théoréme en résnlbe aisément avee 8§ =¢ et 8 = HG En effet

o) red °

HGred est bien défini par un nilidéal de type fini donc nilpotent, D'autre part,
i i sme ~ 2 rni tient es 4
on a un isomorphisme HGred/H Gred/H’]Gred et ce dernier quotien®t est un sché

ma en verbtu de II 3.3 et TIT 4.4,

Théordme 3,2

Soit k wun ecorps, ¢ un ke-schéma en groupes connexe, Il existe une fa=
mille (Gi)iél de kméroupes algébriques indexée par un ensemble I ordonné
filtrant et une famille uij g Gj-—9 Gi' de morphismes de groupesf définis pour
j» i tels que :

1) Le sysiéme (Giguij) est un systéme projectif filtrant de ke-schémas
en groupes cohnexeso

2) Les Gi sont des quctients fpge de G et muni des morphismes canoniques

u, s Q - Gi , G s'identifie & la limite projective du systéme (Gi) dans Sch/k,

]

3) Pour i % iO tes  u, et les us sont affines, de sorte que G est

(%

aussi limite du systéme (G:?uﬁj) dans la catégorie des espaces annelés,
oL s

Démonstration ¢

1) Supposons k  parfait,
Soient (cheof ) comme an Th, 3,1, H leur stabilisateur, H le stabili-
n i o

sateur de o = (f19°°69fr , ,,,,9gp) (ef TV ﬁ,4)° Alors ) Ha = {el et en

o

1
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vertu de 3,1 G/H est représentable,
o

Le théoréme résulbe alors de IT 3.1.1.

2) Cas général,

goit H un stabilisateur, par la méthode précédente, il suffit de montrer
que G/H est un schéma,

Soit k une cl8ture parfaite de k , De la suite exacte
0 - H - ¢ - ¢H - 0,

On déduit la suite exacthe
0 - H -G —-G/H - 0

avec H=H®Kk ,...

Il en rzéulte que G/H 2 G/H , mais, en vertu de 1) et IT.3.3 G/H est un
schéma, |

E?ﬁ est canoniquement mni d'une dennde de descents relative & k - k ,
Comme k —» k est radiciel et fiddlement plat, cette dennde de descente est

effective et 1'objet descendu est bien isomorphe & G/H (SGA %5 EBxp. IV 3.502)o

Corollaire 3,3

Soit k wun corps, G un keschéma en groupes connexe, H un sous-schéma en
groupes fermé de G , Alors, le faisceau fpge quobisnt G/H egt un schémamdans
les deux cas suivanis g

1) H est défini par un iddal de type fini, llespace homogéne G/H étant
alors de type f£ini sur k ,

2) B est distingué dans @ .

Démonstration 3

Cela résulte de 3,2 et I11,%.3,
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Contre~exemple 3.4 .

8i 1'on n'est pas dans le cas 1) ou 2)9vG/H ntest pas nécessairement un
schéma,,

Censidérons le groupe Go = GL(2,C) et 1topération cancnique de Gé sur
E1(C) var homégraphies, Le stabilisateur d?un.point est un sous=groupe de Borel

] z G t gsont affi § e
B, de G, ebona m1(®) Go/Bo . Comme @ et B sont affines, les pro

dulbs dnfinls @ = IO G , B= I B o G =G , B =B =sont des schémas
n n n o} n 0
new new :
en groupes affines avec B < ¢ . Bn tant que faisceau fpqe, G/B = 10 Gn/Bw o

new
Mais alors G/B nlest pas représentable car un produit infini de copies de

P1(C) ntest pas un schéma,
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§1 (Construction de G/G? .

Théoréme 1.1

soit k un corps, ¢ un k-schéma en groupes quasi-compact, Go sa cOompo—
sante neutre, Alors, le faisceau quotient fpgc Y = G/GO est un k-schéma en
groupes, affine,,doﬁt_les anneaux locaux sont des corps,

De plus, Y est compact et totalemeni discontinu,

Démonstration 3

Considérens les deux fléches
q
o 1
G X6 T/ ¢
4
q1(g,X) =x 1,(e,x) = &x .

Soient q? et qg les homomorrphismes induits

(¢}
a*,q% = rle) =3 (e x @)
k

et soit R = KEr(qT,qg) , Y =spec R .
Ltinjeection i : R - r(G) »#induit un morphisme p : G- Y dominant,

Alors (Y,p) est isomorphe & G/GO - (1.101),
Avant d'aborder la démqnstration de (101,1) donnons une description de R .
Soit S €gch/k , 943G =0Gx8->0 q*zP‘(G)%I’(GS)oPosonsv
T k
f = qg*¥(f) .
g = ax(f)
Soit d*autre part g € GO(S) , alors g induit un iscmorphisme de GS sur

GS par multiplication & gauche, d'ol g*% : P(GS) e,F(GS) . Alors, on a

f €R &= VS € scb/k Ve €6°(s) gr(fy) = 1

ce que nous écrirons fs(gx) = fs(x) ¥x ¢ G(S) . Cela résulte immédiatement de
la définition de R .

Venons-en 3 la démonstration de (1,1.1).
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1) Pour prouver (10101) et (1q1) on peut faire une extenzicsn de corps k -» K
o} o
car & & (g )7) .
( X K
2) Diaubtre part, il existe une extension k - K +telle gue toutes les compo-

santes irréductibles de GK contiennent un point rationnel sur X,

Pour cela, prenons d'abord une clfture algébrique k de k , de sorte que

les composantes (X4>£EI de Gg sont géométriquement irvréductibles., I1 suffif
R

alors de cheisir x, € Xi et d
e

®

s b \
prendre une exitension commune K des k(X:j o
Les composantes Xj aurcnt alors toubes des points Kerationnels,
X
3) On peut donc supposer que toutes les composanies de G contlennent des

. . s v . b
points rationnels sur k ., On a une fléche wu ¢ G/G - Y qui rend commiabif le

diagramme
¢ 2 Y
AV
o
G/G
4 "at '."\l-_ = = %
En effet, cela résulte de qu1 poq2

4) Montrons d'abord que u est un monomorphisme,

I1 suffit pour cela de prouver que

Vx,y € a(s) pix)

it

oly) = 3z ¢c’(s) 7= ex

avec S € Sch/k ,

P rg--

?
[ &]

Ceci signifie aussi si T est la relaticn d'équivalence assccide a 17
o

&

tion de GO dans G, on a

Vx,y € 6(s)  plx)=ply) = (xy) ¢1(s).

i

ione ramené au cas ol

€L
9]
ot

Comme T est un scus—schéma fermé de ¢ x G , on
3 est affine et méme lccal,

On a alosrs les lemmes suivants
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Iemme 1,1.2

Scit U une partie de @ , cuverte et fermée et stable par GO . Alors

1'idempotent f défini par U (i.e. £lU=0, £JfU =1) est dans R .
C'est clair,

lemme 1.1.3

si x,v € G sont dans des compcsantes irréductibles distinectes, on a

plx) # p(y)..

En effet, 81 x € X , composante irréductible, et si y € Y, il existe un
ouvert fermé éaturé sous GO tel que XU et Uny=¢ (1T 2.5) et si
f est sa fonction caréctéristique, f(x) =0 , f(y) =1 . comme f €R .
p(x) # o(y) .
Soit alors 8 = spec A, A local et s le peint fermé de s et soient
X,y ¢ 8 ::§G- tels que pPox = POy .
Alcrs en vertu de 1.1.3 x(s) et y(s) sont dans une méme composante X
Seit a £ X wun point keratiocnnel, T, la translation o+ aam1 . T est
un isomorphisme de X  sur Go .
De plus waox el gaoy se factorisent par Go . Bn effet, comme Vg € G?,

6. * %60 e
or ¢ = U, avec U, ouvert et fermé saturé et il suffit donc de veir
‘-‘L - —

(II 2.4) clest ensembliste,

que zaox(g) c:Ui » 0 3 est local et Ui cuvert, donc stable par générisa-
tion, d'ou le résultat,
. R 0 . c 5 -
On a denc gaux . zauy € G (S) . Mals @ (S) est un groupe, donc il existe
o .
g £G (S) tel que (@aoy)g = zaOX -
Mais ceci entraine x =yg donec y =g 'x cqfd,

5) Soit n un point géﬁérique de Y .

Bn vertu de 1,1.3, pm1(n) est contenu dans une composante irréductible X
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de G et comme p est dominant, si ¥ est le point générique de X, on a

p(g) = n .

Moasrons alors gque pour tout x € X, p(x) = n , I1 faut prouver que

Ve eR f(x)=0 == £(¢) =0 (i,e. £ €1).,

On va prouver en fait que l'image fY de £ dans A = Oé < est nulle,
o 9
Posons 8 = spec A et considérons v,w ¢ 8 ::g(} v étant la f£ldche cano-
nique, w 1a fléche composée de § ~ spec k(x)-» G ., Comme v(x = w(x) , 21

résulte de la méthode ntilisde en 4) qu'il existe g € GO(S) tel que gw = v ,

Done, comme £ € R, v¥(f) = £ = w(f) = £(x) = 0 .

o

6) Montrons alors que R 2 k .
N
: o : . -1 . . s s
goit x un point raticnnel de X = p (n) , on a une application surjective

cancnique

R, L5 k(x) =k

t/e » £(x)/elx) .

Supposons donc f(x) =0 , Bo vertu de 5) cn a f(g) =0 et mBme, Vv ¢ X,
f(y) =0 , D'aprds 5) on en déduit Vy €X fy = (0 dans Gé y
9

Or U= {y E_Gvg £ =0} est un ouvert qui contient deme X , Comme

p ‘ . o . . . ’
X =N Ui avec U, ouvert fermé saturé sous G , il existe 1 tel que UDU, .
j- . A . i
Done on peut supposer fV = O sur U ouvert fermé saturé, Soit g 1'idenm—
potent qui vaut { sur U et 0 sur U, g € R et ona fg =0 . Mais comme

g{x) =1, g ﬁ n et done f = (0 dans Rﬂ ce qui prouve que ¢ est injective

dome R 2 k

7

7) Comme k(n) = Fr(R/ﬁ) =k et comme R est uwne k algdbre, 11 résulte
de 6) que tous les idéaux def‘R sont & la fels maximaux et minimau% et que les
anneaux lccaux de R sont des corps.

Ceci assure que p est plat et surjectif donc un épimorphisme fpge et done
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en vertu de 4) p est un isomorphisme.

8) Enfin Y est séparé (donc compact), Soient x,y € Y x#y 3 XY leurs
images réciproques dans @ . Il existe un ouvert fermé saturé U tel que XU,
UNY = ¢ . Alors si f est 1'idempotent associé & U ona x € Yf » v £ Yf et

Yf ouvert et fermé ce qui prouve aussi que Y est totalement discontinu,

Coroliairs 1.2
Sous les hypothéses de 1.1, les points de Y = G/GO sont & exbension rési-

duelle algébrique sur k .

Démonstration

00

Comme Y = spec R est un groupe affine, Y= 1lim Y. , Y. = spec R, , R. de
= 1 i i’ 7
type £ini sur k et Y - Yi est un homomorphisme de groupes, fidelement plat,
Les anneaux locaux de Y, sont donc des corps donc Y, est de dimension

zéro, Mais d'apres le Nullstellensatz, ces corps sont des extensions finies de k

et done, si x €Y, kix) = lim k(xi) est une extension algébrique de k ,

n
De plus, comme Yi est noethérien, Yi est fini et done Yi = |!1 spec ka
— o=
n

avec k - kd firie, 81 k est algébriquement clcs, Yi =‘J4? spec k ,

§2  Constructign d'un quotient,

Théorame 2.1

scit k un corps, ¢ un keschéma en groupes quasi-compact, H un sous—
schéma en groupes fermé de ¢ , affine, distingué, défini par un idéal de type
£ini,

Alors, le faisceau quotient G/H pour la topologie fpge est un k=groupe

algébrique,
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Démonstration

On a la suite exacte de faisceaux fpge :

0 - ¢ - ¢a¢ - ¢k - 0,

De plus G/GP est un schéma en groupes, affine, du type étudié en 1.1 et en
particulier, ses anneaux locaux sont des corps,

Considérons le quobient fpge HY = H/HIWGO ., Comme H est affine, H' est
un schéma en groupes et on a une immersion fermée H' - ¢! = G/GO définie par

un idéal de type firni, On en déduit la sulte exacte de faisceaux 3
0,0
0 - HG /6" - G/H - G'/H' - 0
ou encore
o 0
0 - ¢ MHNG - GH - G'/H* - 0

GO/H!]GO est un schéma en groupes, algébrique sur k en vertu de IV 3,3,
G“/H” est un groupe affine ([DG] TIT 3.5.6) du méme type que @' et de plus, de
type £ini sur k , donc un groupe étale fini,

Te théocrdme résulte alors du lemme @

lemme 2,2
Seit k un corps, S un schéma étale sur k , ¢ un S—-schéma en groupes
de type £ini sur S, X un S-torseur fpgc sous ¢ ., Alors X est un schéma de

type fini sur 8 ,

Démenstration 3

1) on peut suppeser S = spsc K avec K extensicn finie séparable de k.

n
Bn effet, S = JJx,spee ki avec ki finie séparable sur k .,

i=1

2) X > 8 est un épimorphisme fpge et méme fppf puisque X x X 2 ¢ x X et
3 S
que G =S est de type fini,

3) Par conséquent 1l existe T BN S fppf et u € x(7) tels que le
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diagramme suivant commute 3

T = X
ol
3 =£§£> S
Comme 8 est un spectre de corps, on peut supposer T = spec' I, aveec K -1
finie (Nullstelleunsatz),
Mais alors XL = GL et on a donc sur XL une donnée de descente, Comme G
est algébrique sur k , ¢ est quasi=projectif, donec comme X~ 1 est fini, la

donnée de descente est effective et donc, X est un schéma,

(of aussi [DG] IIT §5 1.4).

§3 Théoréme d'approximation et corollaires,

Théoréme 3,1
8o0it k un corps, ¢ un keschéma en groupes quasi~-compact,

I1 existe une famille de kegroupes algébriques (Gi)i indexée par un

€T
ensemble T ordonné filtrant et une famille uij S Gj - Gi de morphismes de

groupes définis pour J » 1 tels que :
1) Le systéme (Gj”uij) est un systéme projectif de keschémas en groupes,

2) Les G, sont des quotients fpge de ¢ , et munis des morphismes cano-
niques vy s G - Gi , G s'identifie & la limite projective du systeme (Gi)
dans 8Sch/k

3) Pour 1 assez grand ug et u.ij sont affineé, de sorte que G est

aussi limite du systéme (¢.) dans la catégorie des espaces annelés,

Démonstration ¢

Reprenant la technique de IV 1.4 on voit qu’il existe n fonctions

,,,,,fn} et si H est leur sta-
a

raticnnelles f19°°°’fr telles que si ¢ = {f1
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bilisateur, Ha soit affine, Si maintenant g = {f f i g

® 0.9 oa’g Oﬁ. leS;
110 ?n e p}

1

g, sont aussi des fonctionsvrationnelles, HB est affine et on & [ I—IB = {e}
- : . oa
(IV,L,B)° De plus, si D a , C—/HB est un groupe algébrique (201).

Le théoréme résulte alors de II 3.1.1 ., Bun effet, si B! D 8 , le morghisme

G./HBg - G/HB est affine pulsque son noyau, HB/HB, 1l'est,

Corollaire 3,2

Soit k un corps, @ un keschéma en groupes quasi=compact, H un sous-
schéma en groupes fermé de @ .,

Alors, le faisceau fpgc quotient G/H est un schéma dans les deux cas
suivants 3

1) H est défini par un iddal de type fini, 1l'espace homogéne G/H étant
alors de type fini sur k ,

2) H est distingué dans G .
Cela résulte de 3,1 et de II 3.3,

Corpllaire 3.3
Soient G et H deux schémas en groupes sur k et £ ¢ Gwé H un homomor=
phisme quasi-compact, Scit N = Ker u ., Alors, le faisceau fpgc quotient G/N

est un schéma et le monomcryhisme canonique G/N - H est une immersion fermée,

Démonstration ¢

g0it @' 1'image schématique de ¢ par f . On a vu (II 105) que @' est

un sous—schéma en groupes fermé de H et que f : G - @' est surjectif, schéma-

o8

tiquement dominant et quasi-compact, de noysu N

°

11 nous suffit de prouver le

Lemme 3.3.1
Soit f ¢ ¢ - H un homomorphisme quasi-compact et schématiquement dominant,

Alors f est fidelement plat,



69,

comme (@) =H contient tous les points génériques quitte & remplacer H
par H0 et G par @ x HO , on peut supposer H = HO , donc quasi=compact
q ‘
(110262) et comme f est quasi-compact, ¢ est alors quasi-compact,
Ecrivons H = 1lim Hi 9 Hi algébrique, et soit Ni = Ker(G-» H~ Hi) °

Ni est défini par un idéal de type fini et donc (3.2) Gi = G/Ni est un schéma,

On a le diagramme

£
G —> H
J
R fi k3
G. —» H

Comme p; est fidelement plat et { sch, dominant, fiaq_i est sch, dominant,

ode

donc fﬁ 1'est aussi, pulsque ay est fidélement plat,
D'autre part fi est un monomorphisme, donc une immersion fermée (1T.1.8)

donc un isomorphisme, Il en résulte que pi<>f est fidélement plat et donc f

aussi (II°391)0

Corollaire 3.4
Un monomorphisme quasi—compact de keschémas en groupes est une immersion

fermée,

Contre-cxemple 3.5

Si k est de caractéristique 0 , -scit ¢ le ke-groupe constant Z
et H 1le ke-groupe Ga . Alors si f est un homomorphisme non nul £ : G -H ,

f est un monomorphisme, mais pas une immersion fermée,

Corollaire 3.6
Ia catégorie des k-schémas en groupes quasi-compacts commutatifs est

abélienne,

Corollaire 3,7
goit k wun ccrps algébriquement clos, f ¢ G;»lH un homomorphisme fidelement

plat de k-schémas en groupes, On suppose G quasi-compact, Alors l'application
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induite f£(k) : ¢(k) - H(k) est surjective,

Démonstration 3

1) On connalt le résultat lorsque f est de type fini (Nullstellensatz) ou
lorsque G et H sont affines (D@ III 3.7.6).

On a une suite exacte 0 - N-G—-H~-0 .

2) Réduction au cas ob N est affine,

goit @' un quotient algébrique de G par un sous—groupe affine distingué
Nt o,

Soit M 1¥image de N' dans H qui est un scus—groupe distingué de H ,
isomorphe & N'/N AN' .

Soit H!' = H/M . On a le diagramme s

— o
——

N -Es W avec g et ' fidélement plats
ll £ iJ G',H' de type fini,

G —> H .

N',M affines,

P a

b .

G_B Y Hfl

0 0]

Soit alors x € H(k) , X' = q(x) qui se reldtve en y' £ G'(k) puisque £

est de type fini, y' se reldve en y € ¢(k) puisque N' est affine, Soit

x1 = f(y) , 0na x= x1j(u) avec u € M(k) ., Or u se reldve puisque N' et
1 sont affines, Donc u = g(v) v € N (k) , Mais alors si v, = yi(v) , on a
f(y1) =X 5

3) Démonstration dans le cas ou N est affine,
soit x ¢ H(k) ,
Soit d@::{(N“,x”) [N’ sous—groupe distingué de ¢ , N' W ,

x' € G/N‘(k) , au—dessus de x} ,
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On ordonne oup var
(n7,x*) ¢ (N",x") &= N" < N' et x" au-dessus de x' ,

Alors ob est inductif : si (Ni,xi) est une famille bien ordonnée de ofb, soit
! .
! —iQINiQ
Comme les N, scnt affires, %ig G/Ni existe et est isomorphe & G/N' .
comme I est bien ordomné, il existe x' € G/N' au-dessus des X
Dlaprés Zorn, db a un élément maximal, (N!,x!) . Si N £ {el , il existe un
sous=groupe K dev ¢ , distingué, défini par un nombre fini d'équations tel que
N' ¢ K . (Prendre un stabilisateur et utiliser IV 103)é
Mais alors, soit N = N'N K, comme K- G est de présentation finie, il
en est de méme de N'NK - N' donc de G/N" - G/ .
11 exisie alors x" € G/N”(k) av—dessus de x' et le couple (§e,xt) !
n'est pas maximal, On a donc prouvé que N! = {el ,bdonc il existe x° é d(k)

au=dessus de x ,

Corollaire 3,8

Soit ¢ un keschéma en groupes quasi-compact, L'ensemble des points a
corps résiduel algébrique sur k est dense dans G ,

3i k est algébriquement clos, l'ensemble des points rationnels est dense

dans G ,

Démonstration

I1 suffit de prouver 1lassertion relative & k algébriquement clos,
Soit U un cuvert gquasi-compact de ¢ , comme @ = lim G, avec G, algé-
&= i i
brique, U provient d'vn U, . D'aprés le Nullstellensatsz, Ui contient un point

rationnel, et donc U aussi, en vertu de 3,7,

Corcliaire 3,9
3i k est de caractéristique 0 , tout schéma en groupes est géométriquement

réduit, Cela résulte de 3.1 et du théoréme de Cartier ([DG] 1T 6,1,1)°
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Corollaire 3,10
Scit f 2 G - H: un homomorphisme de k—-schémas en groupes connexes, Soit
x €0,y =7(x)., on suppose que f* s@}isr—aeé % est injectif° Alors, £ est
? .

)

fidélement plat,

Démonstration

Bn vertu de 3.3 on peut supposer que f est une immersion fermée, donc ¥

bijectif, On a alors le diagramme

G o H

] %

0 .
spec O,  ~%» spec 9ﬁ

9 b4
En vertu de I 1,10 et IT 1.2, J est schématiguement dominant, donc fol aussi

et done f est schématiquement dominant, On conclut alors par 3.3.1 .

§4 Théorémes de structure,

4o1 Combogante neutre,

Théoréme 4,1

Soit ¢ un keschéma en groupes guasi=compact, GO la composante neutre
‘de @ (cf. I1.2.4).
1) nO(G) = G/GO est un k-schéma en groupes pro-étale (i.e. limite projec-

tive de groupes étales finis),

2) 8i G=1im G, , on a
],

. o} (¢} .
el =c 5 (@) = nn(e)

3) si k est algébriquement clos, les composantes irréductibles de @

. \ Q
sont isomorphes a ¢ ,
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Démonstration. 3

2) se démontre comme dans le cas affine (cf [D@] IIT 3.7.7) et 1) résulte de

V 1.1, BEnfin, 3) résulte de 1) de 3,7 et de 11.2.8,
4.2 Ltaffinigé,

Soit € 1la sous-catégorie pleine de 8Seh/k formée des k-schémas. quasi-

compacts et quasi-séparéds, On définit, pour X € B, X . = spec. T'(X) .

af
Soit ¢X t X = Xaf le morthisme canonique,
X o est appelé l'affinisé de X . Comme I(X x ¥) = r(x) ® r(y) ([nc]
k . .

k

I 2Q2°6) le foncteur X+ X commute aux produits finis, Il en résulte que si

af

est un schéma en groupes affine

G est un schéma en groupes quasi=compact, Gaf

et ¢G un homomorphisme de groupes,

Proposition 4,2.1
Soit ¢ un keschéma .en groupes quasi=compact. Pour toubt homomorphisme
f ¢$G-=H avee H groupe affine, il existe un unique homomorphisme g 3 Gaf-» H
tel que T = go@G R
Théoreme 4,2.2
Soit G un keschéma en groupes quasi-compact.
1) ¢G 8 G - Gaf est fidelement plat,
2) 8i N = Ker Gy r(w) =k,
%) N est un ke-schéma en groupes géométriquement intdgre contenu dans le

centre de GO o

Démonstration 3

1) BEn vertu de 4.2.1, G

. ©st isomorphe 4 1'image schématique de G par

¢G . Dong ¢G est fidélement plat (3.3.1).
Berivons. alors G = lim G, ,
L

On a des suites exactes
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i?i l «Ll N 1‘¢i

1
0 —> Mi —— Gaf R 4 Giaf e ()

Comme ¢ , P, 5 &, sont fidelement plats, il en est de méme de a -

D'autre part r, est fidelement plat : soit Ni 1'image schématique de

4 ~

‘o .
N, par ¢, ona N, ©M; » D autre part Gaf/ i

>

G, - Gaf/Ni o Comme Gy .

Comme 1im N, = {e} , il en résulte que lim M, = {e} et donc que
= 1 7 & 1
lim Giaf = Gaf o
TLes asserbions 2 et 3 résultent alors der[DG] ITI 3.8.2 et 3,

4,3 Décomposition de Chevalley,

Théordme 4,3, 1

Soit @ wun k-schéma en groupes connexe, On a une suite exacte 3
6 - H - G - A - O
oh H est un groupe affine et A une variéité abélienme,

cela résulte de 3,1 et du théordme de Chevalley dans le cas algébrique,

est le plus grand quotient affine de Gi ’ Ni = Mi

N. est affine et on a une £léche
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Groupes henséliens

(2tme partie)
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INTRODUCTION

Ia notion de groupe hensélien est intermédiaire enire celle de groupe algé-
brique et celle de groupe formel, Elle differe de celle de groupe formel en ce
que les anneaux henséliens remplacent les anneaux complets, De facon précise, soit

kX wun corps, B, la catégorie dont les objets sont les kealgtbres Ilccales hen=-

k
séliennes & extensions résiduelles triviales, avec comme fldches les
k-homomorrthismes locaux,

Un groupe hensélien est alors un groupe dans la catégorie duale de Hk o I1
revient au méme de se domner un objet A de Hy et deux fléches o : A > A et
A:A—-A é A (oh A éA est un produit tensoriel hensélisé, cof, T 1.1.2) avec

des axiome: anaglogues g ceux des bigebres de;[DG] 1T,

Un exemple de groupe hensélien est obtenu en hensélisant llanneau local i
1torigine CyG,e d®un k~schéma en groupes G , On obtient ainsi un fonchteur de
la catégorie des groupes algébriques dans celle des groupes henséliens,

A la différence de ce qui se passe pour les groupes formels, on prouve, et
clest le résultat essentiel de cet article, que sous desvhypothéses-de finitudes
convenables la catégorie des groupes algébriQues connexes et celle des groupss
hengéliens sont essentiellement équivalentes,

En fait, il faut localiser la catégorie de déparf en rendant inversibles les
isogénies étales (i,e, les morphismes finis étales surjectifs)., En effet, il est
clair que si f : G = G' est une isogénie étale, f indwit un isomorphisme sur
les hensélisés (cf, 1T §1).

Pour établir ce résultat, on démontre d*abord (I §3) un certain nombre de
résultats généraux sur les groupes henséliené (théordmes de finitude, de struc-

ture,..). Puis on prouve, d'abord dans le cas des groupes. "lisses" (cf, I 3.%3.4)

la pleine fidélité (II §2) et l*algébrisation (11 §3). Le cas général est traité
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en IT §4, Lorsque le corps k est parfait de @araotéristique> P % 0, on utilise

une sulte exacte du type

0 - N - G . %x 46 = G = 0
rea . -

d'k 7

Y

o _G est le noyau d'un itéré du morrhisme de Frobenius, N étant alors un
F .
groupe infinitésimal,
Ie cas ou - k n'est pas parfait s'obtient par descente finie radicielle,

Je tiens A& remercier ici Mcnsieur Michel Raynaud gui m'a donné 1!'idée. de ce

travail et dont les encouragements m'ont permis de le mener & bien,
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§1. La catégoric H .

1.1 Soit k wun corps, Un objet de l’-]k est une kealgebre nA 2 k%A .

locale, hensélienne, & extension résiduelle triviale, i.e, si m, est le radical
de A , 1'homomorphisme induit ?]A s k- A/mA est un isomorphisme,

Une flé&che de Hk est un homomorphisme local de ke-algtbres,

Remarque 1.1.1
a) k est un objet & la fois initial et final dans Hk R
b) si A€ H_ et si I estun idéal de A distinct de A, A/I est dans

Hk et la surjection canonigque p : A - A/I est dans Hk .

Proposition 1.1.2

I1 exisbte une somme amalgamée dans I-Ik . On note BQ®C 1la somme de B et
A

¢ au—dessus de- A .

Démonstration g

.o, . u
Considérons le diagramme 3 A —~——>» B

v i li}

ou €5 et €a sont les fleéches canoniques, et ol ;o est défini par

EO.(b ®c) = aB(b) ¢ zc(C) = bc .

Soit n = Ker Eo ; (B

>

C)n est alors un anneau local & extension résiduelle

triviale et il est immédiat de vérifier que son hensélisé (B ® C.)n est. 1'objet
A
cherché,

Remarques 1.1.3

~

a) On a de méme une somme n-uple B, @ ... @B .,
1'A A n

b)Si A=k, on a une somme B®C .
k
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c) Dans le cas B = C , on a un homomoryphisme My ° B®B - B défini par

) A
p,o(b@o) = be qui induit | zB(f,B > k , p, =e,0p o 51 n, estle
noyau de ;o , ces homomorphismes se factorisent par (B ®‘B)n en ll1 et 31
. ~ A B
et par (B®B)” =B®B en p et .,
A B A
Lemme 1.1.4

goit k wun corps, A et B deux k-algdbres Ilocales & extensions rési-

duelles %riviales ; Eo s A®B — k 1'homomorphisme canonique, n = Ker :"o .
k .
Alors 1'homomorphisme 1 : A®B - (A ® B)n est injectif,
k k

Démonstration 3

1) Par passage i la 1imi‘te, cn se raméne au cas ou A et B sont essen-
tiellement de type firi sur k .,
2) On peut supposer k algébriquement clos (si k est une cl8ture algé-

brique de k , A®k et B ® k sont locales),
' k k
3) Soit alors r € Ass{A ® B) , il faut prouver que rcn ,
k
Pour .ﬁ, £ speé A, d( € spee B soit g le morphisme canonique

P9

Ass(k(»ﬁ,) ® k(q)) on a alors (BGA IV 3,3.6)

1'image réciproque par x de

T A®B - k(ﬁ)@k(:]‘) et

- u I, .
k f;EAss A JIEASS: B 'Fﬁq
Comme %k est algébriquement clos, k(@) @ k(d}) est intdgre, donc I = {Ker 75}.,
L 7 g

seit w' : A®B - A/R® B/z)! . 0na XKer ' = Ker ¢ . I1 suffit alors de
k k

volr que Ker p' < Ker p o, ce qui est clair,

Corollaire 1.1.5
Soient A,B € Hk » Lthomomorphisme canonique

J ¢ A®B - A®B est injectif,
k k :
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Propositicn 1.1.6

Soit £ : A - B un épimorphisme de Hk . On suppose A noethérien ; alors,

f est surjectif,

Démonstration s

Notons d'abord que T A/mA =k - B/mAB est encore un épimorphisme de HKQ

De plus, dire que f est un épimorrhisme revient & dire que p ¢ B®B - B
A
est un isomorphisme,

I1 en résulte que poj = By 3 B®B -~ B est plat, et done, en vertu de
A .
[F] 2.1 on est ramené & voir que I est un isomorrhisme, donc on est ramené au
cas A =k , Mais alors (1,1.5), comme j 3 B®B - B®B est injectif,
. k k -

M, = puej 1'est aussi, et donc f:k - B estun épimorghisme d*anneaux, Mais

comme k est un corps, £ est surjectif,

1.2 Conditions de finitude,

Définition 1.2.1
S@i‘t CPgA."éB 3 (Peako

On dit que ¢ est henséliennement de présentatiocn finie (HPF) ou que 3B est

hensélientement de présenitation finie sur A si et seulement si B est 1'hen~

séligé dlune A-algébre de présentation finie A' en un idéal premier 4L (avec

k(fﬁ = k nécessairement) 3 B = Az ,

Proposition 1.2.2
1)»Si ¢ est surjectif et si Ker ¢ est un idéal de A , de type fini, ¢
est (HPF),

2) Soient A2 B‘g C avec ¢, € Hk ) (gpr), alors pogp - est (gPR).,

4

3) Sodent dans H. ,

k

9

v €,

) @

SR
=

A
¢
A
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Si o est.(HPF) » ' est (HP}E“)o

4) Si 9 sA-3B et ¢ s A->C sont (HPF) il en est de méme. de

p®¢ :A-BQC .
A

Démonstration :

1) est clair et 4) résulte de 2) et 3),

~

£

résulte que B est limite inductive de R-algébres étales, Par conséquent

Prouvons 3)0 On sait que B =R7Y o R est de présentation finie sur A ., Il en

A' ®B est limite de A' ® R = algdbres étales et de plus A" ® B est Iui
A A : A

aussi limite de A' @ R - algetbres étales. Si n est 1'idéal maximal de
o A

A' ® B et n' scn image réciproque dans A' ® R , le morphisme

A ~ A
(' ® R)n“ - A' ® B est ind-étale au sens de [R] ch, VIII Déf, 3 et il résulte
A A . "
de loe, cit, Prop. 1 que A ® B = (a® ®R)£, et done A' ® B est (HPF) sur A,
A A A

Venons—en & 2),

Y

£

de présentation finie sur A ., On a donc B = lim B, ol les B, sont locale-
— 4 i

Ona C= R‘é]" oi R est de présentation finie sur B et B =S5 avec S

étales ( R] loc, cit, Déf, 2) sur Sp . Comme R est de présentation finie sur
f, ?

B , R provient d*une Bi==alg‘ebre R, de présentation finie ¢ R = R, ® B,
By
La fléche s?a B, se décompose en S'F’—_) St étale et 3' - S; =B, avec

? ¢~ 13 1] a8 i 1
r € spec 8 , On a Sr = ’llm Sf et par le méme argument, Ri provient dlune
fér
'—alotbr 15 ion fini s = . o
S algebre de présentation finie Rf R, = Rp 5 Bl
f
Si”,; , et donc aussi Rf , €8t de présentation finie sur S.)PI., Or S‘f’: lim 8§ et
g

done Rf provient de Rg , de présentation finie sur Sg , donc sur 8 , done
sur A ¢ R-f’ = Rg R Si‘{ . Mais alors, comme C est limite inductive de

S -

g 1
Rgsalgébres\ étales, si ()T est 1'image réciproque de 07 dans Rg , on a

c = (Rg)d“i en vertu de [R] loc, cit. prop. 1, et donc ¢ est (HFF) sur A .,
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Théoréme 1.2.3
Soit A € Hk et I le noyau de 1'homomorphisme
u:A@A'—)A (Cfo 10103 C)

k
Alors, si I est un idéal de type fini, A est (HPF) sur k ,

Le résultat et la méthode de démenstration s'inspirent des techniques de

Ferrand ([F] 3.6 Do

Démonstration

TLemme 1
Soient f1’°°°’fn les générateurs de I , Il existe B € Hk , (HPF) sur k

et 9 ¢:B—~-A, ¢ €H tels que, si ¢ ® ¢ est 1l'homomorphisme canonique. de

k ?

B®B dans A®A;f13“°,fn soient dans 1l'image de ¢ Q¢ .
k k :

Preuve du lemme 1 3

Berivords A = lim Ai avec Ai local & extension résiduelle triviale, es-
sentiellement de type fini sur k , Comme A est hensélien, on a encore

A= lim A, , avec A, (HPF) sur k , Il en résulte que A Q®A = 1m ®
—_— 1 i K Xk

i
puis que A QA = 1im A. ®A. ., Pour ‘i assez grand, l'image de éX
k 7ot Tk

contient f19°°°”fn et done B = Ai convient,

l

21

Temme 2

Scit @ s B—-A , ¢ € H‘k . Ie diagramme ci-dessous est commutatif :

p@s 222, p@a -2y 404
k k B

i .
5 | i

B —d 2

Démonstration :

En vertu du lemme de Yoneds, il suffit de prouver la commtativité du m&me

aprés application du fonecteur HomH (.,0)



X = Hom(A,C) 3y Y = Hom(B,C) s T = Hom(cp,c) .

On obtient le diagramme suivant

fxf can

e e — e

T X 7T ¢

¢ X X
k f(X1)9f(X2)ﬂm‘I k (x1,X2><~+(X1,X2) Y

£(x,),0(x,)

A a

£x,) i

f
Y % X

1

et comme (X1,X2) EXxX , f(x1) = f(XZ) , dfol le résultat,

Y

Temme 3

Sous les hypothéses du lemme 1, ¢ est un épimorphisme de H

k °

850

Notons que ceci achéve de prouver le théoréme, en vertu de 1,1.6 et 1.,2.2 17,

Ker o étant de type fini car B est noethérien,

Preuve gl‘} lemne 3 3

Soit m : A ® A —~ A la fléche canonique, Il suffit de prouver que m est

B
un isomorphisme, donc injectif,

1e diagramme ci=dessous commute

aN ~
C =can

AQA ————p AQA

”Aj[ /

A

et ¢ est surjective, donc il suffit de voir que c(1) =0

et on sait que f, =g ®cp(gi) .

En vertu du lemme 2, on a donc 3

c(fi) = ch)écp(gi) = i,[ CCPOHB(gi> .

Mais chp_B=qu<p®cp et donc C(fi):i1o”}\.(f'):o°

L

I

<f1 peao Qf:;:])
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1.3 Changement du corps de base,

Soit K une extension de k . Nous allons définir un foncteur A+ AK de

H

\ dans HK s commﬁta.nt aux sommes amalgamées, Soit A € Hk et posons

A1 = A (f K. Soit g' A1 - K 1'homomorphisme défini par 5'(&@}\,) = gla)n ou
g ¢t A -k est l'homomoerphisme canonique, Soit n = Ker g' , A2 = (A1 )n et soit
AK = A2 o

Alors, il est clair que AK € HK et que la correspondance A b AK est
fonctorielle, De plus, l'homomorphisme canonique 1 3 A — AK est plat et local,
dong fiddlement plat et vérifie la propriété universelle sulvante : pour tout

B € HK et tout homomorphisme local f : A - B de k-algebres, il existe un

unique homomorphisme T de HK rendant commutatif le diagramme 3

b
A —>» B
1\/?
A

Proposition ' 10301

Le foncteur A+ AK commuite aux scmmes amalgamées, clest-&~dire qu'on a

(B®C)Kﬁ B, ® ¢
A .

K

pour A,B,C € Hk -

Démonstration 3

I1 suffit de prouver que la fldche cancnique B Q® C - BK X CK vérifie la
A A

oy . . K
propriété universelle ci-dessus,

Mais, si D est une K-algdbre et f : B®C -»D wun k-homomorphisme, on
: A
en déduit des k-homomorphismes B -D , C - D cofncidant sur 4 , donc des

¥=homomorphismes BK - D, CK - D cofncidant sur AK et on conclut gréce a 1a

propriété universelle de la somme amalgamée,



87'

Remarques 1.3%.2

1) 8i k - K est une extension algébrique, A @ K est local et entier sur
k
A , donc hengélien, On & donc AK =AQK.,
k

2) Transitivité, Si on a des extensions k- X -1 , et si A € Hk , On a

Ay = (AK>L :
1.4 Hensélisation et complétion,
1.4.1 Te foncteur F : Schyk-e Hi .

Notons 8c¢h/k la catégorie des k-schémas pointés (i,e, munis d*un point
rationnel x 3 spec k —» X) , les fldches étant les morphismes de schémas respec—

tant les points, soit d'autre part Hz la catégorie opposée & Hk .

0
k L
. 0na 0X9X/mX,X =k , et donc

31 A € Hk , on nobe AO 1'cbjet A considéré comme objet de H

soit (X,x) € Sbh‘/k et posons A_::GX x
b4

o~

1*hensélisé A est dans Hk R
On définit alors P par F(X,x) = Ao P est évidemment un foncteur cova-

riant, de plus on a la proposition suivante 3

Proposition 1.4.2

P commute aux produits fibrés i.e,

P(x x Y, (x,7)) ¢ P(X,x) x P(Y,y) .
S S F(S9S)

Le produit fibré dans Hi étant donné bien sfir par la formule 8° x ¢° :g(BQDC)%
A° A
1.4.3% le foncteur & (oom;‘glétion)0
3cit HNk la socus-catégorie pleine de Hk formée des k—algdbres noethé=
riennes, (HPR) sur k et soit ck la catégorie des k—algébres locales noethé=

riennes complétes, & extensions résiduelles triviales, avec les homomorrphismes

locaux, ck est une sous-catégorie de Hk R

A

De plus, soit CNK la sous-catégorie de € des algebres de la forme A

k

avec A essentiellement de type fini sur k.,
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Alors dans ON_, il existe une somme, notée A ® B (produit tensoriel

complété) obtenue en complétant 1'anneau local (A 8>B)n (notations habituelles)

k
pour la topclogie n-adique, Notons que l'anneau A ® B est noethérien done
aussi AQ®B , On définit alors & an-» CNk par &(A) = A . De plus, il est
k - N
clair alors que &(A ® B) = &(A) ® #(B) . Autrement dit @ commte aux sommes

k k
done & : (HN)® - (eN)® commite aux produits,

§2 Groupes henséliens,

241 Définitions,
On se donne un corps k et on pose H = Hk . Rappelons que H? désigne la
catégorie opposée et si A € H, A% est le méme objet vu dans g . on a alors,

par définition :

Hom (8,3 = Hom (8%,4°) .
o
H .
Définition 2.1.14
On appelle k~groupe . hensélien un groups dans la catégorie HO .

Définition équivalente 2.1.2

Un k-groupe hensélien consiste en la donnée suivante ¢
1) Un objet A €H .
2) Pour tout B € H une structure de groupe sur HomH(A,B) telle que si

B—»C est dans H 1ltapplicabion
HomH(AQB) arHonh(A,C) est un homomorphisme de groupes,
0

A € HO est alors un groupe hensélien,

Définition équivalente 2.1.3

7’ o o o o ré o
Un groupe hensélien A € H consiste en les données suivantes 3

1) Un objet A €H .
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2) Un morphisms AAzA—>A®A,A € H un morphisme o, : A—>A, oo €H,

X A A A
avec les axiomes suivants résumés par les diagrammss 3
a) A —> AQA ~———> AQA®A.
k > kX k
AQBAA
on a §AA®A) o s, =(a®s) o, .
AA - €A®A ~
b) A —=» AQ®A —=—> kQ@AZ4A,
k k

on a (SA®A) 08, =id, .

(e

s A=k est la fléche canonique) et de méme (A@eA) o A =id .,

A A A
AA ~ GAQ9A o My
c) A —23 AQ®A —=—> AQA —> A .
k X
ona p, o (GA®A) ° 4 =m, 08
% R -
e p,A.O (A®GA> OAA nAOeA .

L'équivalence de 2,1.1, 2,1.2, 2,1.3 est claire, Rappelons seulement que
définit sur H'omH(A,B) une opération par fxg = (f’ég) o) AA et que a) b) c)
assurent que cette loci est une loi de groups..
Définition 2,1.4
Soient AO,BO dem groupes henséliens, £ : A-B, f €¢H .
On dit que fo g BO - AO est un homomorphisme de groupes henséliens si

pour tout C € H , l'application

HomH(BsC> - HomH(A,,C)

est un homomorphisme de groupes,

I1 revient au méme de dire que le diagramme ci-dessous est commutatif :

A -=«=£=-==—> B
b ) | %
A@a 225, 3@3
k k
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et on en déduit la commutativité du diagrammes

t
—ap

B
A N

> e

f
e ]
Nous noterons HGk (ou HE si le corps est bien déterminé) la catégorie des

k=groupes henséliens,

Exemple 2.1.5 : Groupes infinitésimaux,

S0it ¢ = spec A un keschéma en groupes algébrique infinitésimal (i,e,
fini et comnexe) A est alors une k-algdbre locale et finie, donc A € Hk .

De plus ‘A ®A qui est fini sur A est local et hensélien, de sorte que
sl A : A 4»A.8>E est la comultiplication et o 1le morphisme de passage a
1tinverse,. c-z%A - A , le groupe affine (A,A,oﬁ est aussi un groupe hensélien,

Réciproquement, si (A,A,0) est un k-groupe hensélien et si A est fini
sur k,ona AQA=AQA et donec (A,,A,cy) est un groupe affine fini infini-

k k
tésimal,

2.2 Noyau d'un homomorphisme de groupes henséliens,

Remarquons que dans HG , kp est un cbjet nul, Ak étant 1'isomorphisme

canonique k3 kQ k.,
k

Secit alors fo s Boxa AO un homemorphisme de groupes henséliens provenant
de £ :A-B,f €H OFSoit K 1ls foncteur de Ho dang BEns , noyau de fo s
i,e. k(d°) = xer[B°(d°) - 4°(2°)]
avec D € H , ou éncore
1(0°) = Ker(son(s,p) 222Ny won(a,n))

K est évidemment un foncteur en groupes et dans la catégorie H@m(HO,Ens) des

foncteurs de HO dans Ens , on a le diagramme cartésien
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P a—
> —

o on identifie un objet AO de [-IO et le foncteur Hom O(,,AO) auquel il
H
donne naissance,

Proposition 2,2.1

I1 existe des noyaux dans la catégorie HG . De fagon précise, avec les
notations précédentes, si K = Ker £° , X est représentable par ¢® er® ou

C=B/mAB,C€H.

Démonstration :

Cela résulte du fait que, dans H , le diagramme

€

A —2» k:A/mA

el |

B = B/WAB
est cocartésien,

Remarque 2.2.,2

Si on a fo : BO »-Ao s fo € HGk et sl £° est un monomorphisme i,e, si

Ker £0 = ¥° , l*homomorphisme £ : A -» B est un épimorphisme de Hk . Bn parti-

culier en vertu de 1,1.6 si A est noethérien f est surjectif (fo est une

"immersion fermée"),

Proposition 2,2.3

Seoit fo : BO ».AO un homomorphisme de groupes, Co son noysau, On a un

isomorphisme

td
oX
los]
[}
o]

o
®
t

"
o
&
@
%

ou sussi
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Démonstraticn 3

. o)
L'isomerphisme u ¢ Bo X BO - B X CO
© (e
A k
est donné par (x,7) k>(x,yx%1)
de réciproque v o3 BO X ¢® - BO X B’
! 0
k A
donnée par (x,2) b (x,2x) .

2,3 Changement de corps,

Soit K une extension de k ., Comme le foncteur A+ AK de Hk dans 'HK

défini en 1,3 commute aux sommes, son opposé, Aole A% de HO

o)
Xk dans HK commute

aux prodults, donec indult un foncteur de HGk dans HGK « De plus, ce foncteur

commuzte aux produits fibrés, done & la formation des noyaux,

2.4 Hensélisation et complétion,
2.4.1 Le foncteur P Sch/k-» HZ défini en t,4.1 commute aux produits, donc
induit un foncteur noté encore P : Grk‘» HGk ol Grk est la catégorie des

k-schémas en groupes, Bn vertu de 1.4.2, F commute & la formation des noyaux,

Remarque 2.4.2
8i ¢ est un Lkeschéma en groupes et GO sa composante neutre ([P] 11
2.,4), i1 est clair que F(q) :zF(GO) . On se limitera donc pour étudier B au

cas des groupes connexes, L'étude de P est 1'objet de la partie IT,
26442 De méme, le foncheur
o
8 : (n)° - (cn)

défini en 1.4,3 commute aux produits, donc transforme groupes en groupes,
On a donc un foncteur

®Q

HGN - FG

oo

ol HGN est la catégorie des groupes henséliens (HPF) et FG¢ la catdgorie des
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groupes formels,

2.5 Groupe reduit,

Scoit k ur corps parfait et (A,A,oﬂ un kegroupe hensélien, Alors Ared

est canoniquement muni d’une structure de groupe hensélien de fagon que

o 0 . ’ . {2
(A ) - A s0it un homomorphisme de groupes henséliens,

red

En effet, comme k est parfait, A R A est réduit (EGA IV 4.6,1 et
0 - Tred k re

A

d

43605) donc aussi Ared

&

On a méme A
re

red ° d red

I1 est clair alors que A induit

et de méme induit 2 - o
> @ %red Ared Ared

le groupe hensélien obtenu <Ar stappelle le groupe réduit

G
ed’ “red’ red)

N

assccié a (AQA,GQ .

§3 Propriétés des groupes henséliens,

301 Cornditicns de finitude,

Théordme 3,1.1
soit (A,A,0) un kegroupe hensélien, Si A est noethérien, A est (HPF)

sur k

Démonstration ¢

n vertu de 1,2.3, il suffit de prouver que Xer p est un idéal de type

fini (p est la fléche canonique A ®A —~A) ce gui va se faire par Ytranslia-
k
tisn", On a un isomorphisme canonique

o]
AO X AO s AO X Ao

(Xsy) ot (Xe79y)
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de réciproque VO : A° X AO - AO X AO

(z,5) b (257 1,5) .

De plus on a le diagramme commitatif

[}
(e,x) A% xa® 2o 2% x2°

I Ie><AO 6 o)

e AO

X .

N 7 e . et o © . . .
ou e désigne la section unité e ¢ k - A et § le morphisme diagonal,

On. en déduit, dans H wun isomorphisme u , avec le diagramme commutatif

A®A — A®A

N

o1 v est obbenu par hensélisation a partir de v, AQA—~A Vo T &y A .
k
Pour voir que Ker p est de type fini, il suffit donc de le veir pour Ker v .

Or, Ker Vo = Wy RA et A est noethérie.n, donc  Ker v, est de type fini,
Mais comme Ker v est engendré dans A ®A par Ker Vo o il en est de

k
méme de Ker v .

%ol Propriétés de platibude,

Propogiticn 3,2,1
Soit (A,Ago-) un  kegrcoupe hensélien, Alors, A ¢ A - A ®A est fidtlement

k
plat,

Démonstration s

c . :
Dans H , on a le diagramme commutatif
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N o o N s 0 Q o

o = est la le¢i de groupe, p1 la. premiere projection et wu~  le morphisme
o o - 7 2

(ng) > (Xypy) o U est un isomorrhisme, de réciproque

=

v s (z,y) = (27 ,y)

Dans H 5 ceci se tradult par le diagramme commibatif

i1 est la fléche induite par i1(a) = a®1 , Comme k est un corps, i1 est
plat, et comme w est un isomorphisme, A = uo i1 est plat, donc fidélement

plat puisque A es?t loecal,

Proposition 3,2.2
seit (A,A, o) un kegroupe hensélien, 12, yn i1déal premier minimal de A ,

?," = o 1(@) , 0 l1talgdbre défizie par le carré cocartésien :

AQ@A —2 A @A,
k fx
gyhs,\ i;ﬁ
(w7

A Q4 s ¢
k

Alsrs go A ¢ A - C est £iddlement plat,

Démonstration ¢

o est plat, done o aussi, et dome oA esh plat (3.2.1).

Soit m = Rer gA , 11 suffit donc de brouver d" € spec ¢ tel que

(won) () = m .
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soit u® 5 A% > 2%xa® aéfini par x e (x,571) . 8i b, et p, sont les
projections de .A.O xAO sur AO , On & p1 ouo = Td o ? p2ouo = 0’0 . Dans
~ A
H,onadone u:AQ®@A—>A avec uc.i,l: IdA . uo":"LZ: o, u=po(1®c) .

k
. o .0 o . ‘s 0
Dlautre part, si =& : A  xA — A est la loi de composition, mou =-e , sec—

tion unité, donc, dans H , uo A = ¢

A k-3
: -1 5
Soit alors =u (&) , € spec A QA .
g =) g :
Comme uoA =g 90na_m=Aa1(t7[).

. =1
Comme uoi, ~IdLA , ona 1 (c)‘l) _f,o

s s =1 = h'
Comme uoi, = o , ona i7 (d]) P'

I1 existe alors Ji' € spec C tel que aﬂ(d]') =(J‘, et donc (aoA)m1 (d]') =n,
Proposition 3,2,.3

Soit (AQA,Q-) un kegroupe hensélien, On suppose A inteégre, soit
K =Fr(a) .

Soit ¢ 1'algdbre définie comme en 3,2,2 par le carré cocartésien

o
AQA —» K®K
k k
5 | s
A®a L ¢
k
De sorte gque o A est fidélement plat, Soit by ? K® K- K 1la multiplication
k
et @-K ¢ X » X 1'homomorphisme induit par o L oOn pose uK = g o (1 ®<yK) o

Soit (’]K = Ker u_ ., On a d’K € spec KQ K . Alors, le lcealisé ¢ est fidé-

K X Tk
lement plat sur A .

Démonstration ¢

Reprenant les notations de 3,2,2, on &° d] = Ker u (car <P, = (O)) « 11

est elair alors que BQ" (Ji) = oc:;1 (d}K) , et done il existe d]' € spec C tel que

o
oc='1 (&)]v) =0, 651(4“) =07K . Mais alors, d]’ € spec C et c!l’ est au~dessus
: K
de m par aO0A, donc C est fideélement plat sur A ,
: KX



Remargus 3.2.4

Notons quten a un résultat analogue pour les groupes algébriques 3 si ¢

est un groups algéhrique sur k , lisse et connexe et ei :8‘G . et
s &
P = Fr(B) on a un homcmorphisme u : FPRPF->F , u = po(1 o) et si
k
d| = Ker u , on a une factorisation A 3 B - (reF)

k

303 Théoremes de struchure,

Théordme 3,3,1
Soit (AQAWP) un  kegroupe hensélien, Alors, spec A est irréductible,

Si A est noethérien, A est de Cohen-Macaulay,

Démenstration s

1) Bn vertu de 2.%, quitte & faire un changement de corps %k — k% , On

peut supposer k parfait, En effet, i : A - A& est fiddlement plat, dong, si

A est irréductible, A 1'est aussi,

2) Er vertu de 2.5, quitte & remplacer A par Are g0 o0 peut supposer
A rédulik,

3) Soit f, un 3ddal premisr minimal de A , 125' = 071(?) » Comme A est
réduit, X = A’R est un corps ek A‘P(E lul est isomcrphe, Soit alcrs (¢ défini
comme en 3,2,2 ef @1 £ spec ¢ , au=dessus de m = Ker €y ° atA s A-»C, est

fiddlement plat, Si on prouve que (€ est ncrmal, C

Y

sera intégrs, done A
aussi,

4) Considérorns le diagramme cocartésien

o

AQA —ap KQK
k
18, I8
k

Comme B est ind-étale, il en est de méme de 8 e% en vertu de (R]

VII §2 Prop, 2, il suffit de voir que KQ® K est ncrmal,
k
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5) Bcrivons = 1lim Ki ol Ki est une sous-—extension de type fini sur
k , comme k est parfait, k — Ki est séparable et donc (BGA IV 6.7.4.1)
Ki ® K est régulier, donc normal, Mais alors, comme Ki ®K—->K®K est plat,
k k k
il résulte de (BGA IV 5.1%.6) que KQ® K = lim K. ® K est normal,
k >tk
6) L'assertion sur Cohen-Macaulay résulte alors de BGA IV 6.3.5 et 6.7.1,

de [R] lcec, cit, et de 3.3.1.

Théordme 3,%,2
soit (A,A,o) un kegroupe hensélien, On suppose A noethérien et

réduit et k vparfaii, Alors A est régulier,

Démenstration ¢

Dlaprds 3,1.1, A est (HPF), donc A ® A aussi (1.2.2 iv) donc noethérien,
k ,
Diaprées 3,%.1, A est intégre, soit K son corps de fractions,

Reprencns les notations de 3,2.,2 et soit d] € spec ¢ au~dessus de mn ,

Comme A - C, est fidélement plat, il suffit de voir que C, est régulier

f %

(RGA TV 6.5.1). Comme A ® A est noethérien, ¢ qui en est un localisé est

k
noethérien, donc Cﬁ] aussi, Soit r = ﬁ=1 (0]) , * € spec KR K . Comme Bo est
‘ k
plat, B est plat, et domc g (K@ K)r - CJ’ est fidélement plat et (K® K)r
k k

est noethérien,
Berivons K = lim K. avec Ki de type fini sur k . Comme k est
"”’% L

parfait, k — K, est séparable et donc K@K, est régulier (HGA IV 6.7.4.1).

k
Si r, est l'image réciprogque de r dans K®K. , (K®K.) est régulier,
1 X 1 k iLr.
. as : = 13 t 1
Comme K% K = lim K% Kj_ , on a aussi (K% K>r }}_g(K% Ki>r'i et il

résulte de EGA IV 5.13.7 que (K ® K)r est régulier, Mais, Bo est ind=étale,

k . -

done B aussi et donc les hensélisés de (X ® K‘)r et de Cdl sont isomorphes,
k

11 en résulte que Gd] est régulier ([R] VIII §4 Th, 3).,
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Llemme 3.3.3
Soit k wun corps, A € Hk . Les conditions sulvantes sont équivalentes :
1) A est géométriquement réduite,

2) si k est une cl8ture parfaite de k , la k-algébre A (1.3)

i

est réduite,
3) I1 existe une extension parfaite K de k telle que AK soit

réduite,

Démonstration :

comme k - k est algébrique, Ai =A®%k (1,3.2) et 1'équivalence de 1)
k

et 2) résulte de EGA IV 4.6.1. le fait que 1) == 3) résulte de [R] Ch, VIII
Th, 3, Enfin, prouvons 3):=¥? 2)0 On a une factorisation : k » k - K et donc
(1.3.2) AK = (A§>K . Il en résulte que Az-e,AK est fidelement plat, donc AE
est réduit,
Définition 3,3%.4

soit (A,A,¢) un kegroupe hensélien. On dit que (A,A,o) est lisse sur

k sl et seulement si A est noethérien et vérifie les conditions équivalentes

de 3.3.3.

Remargues 3.3.5
1) I1 résulte de 3,3,2 et de EGA 0.17.%.3 que si (A,A,0) est lisse, A
est. régulier,

2) 8i @ est un k-groupe algébrique, on a 1'équivalence ([DG] I 5.2.1)
G lisse sur k & F(G) lisse sur k

ce qui justifie la définition 3,3.4.
3) 8i k n'est pas parfait, il se peut que A s0it réduit sans que
(A,0,0) soit lisse (cf, [D3], on prend pour A 1'hensélisé & 1'origine de

K[X,7]/x°-21° avee A€k, A ¢ k).
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Corollaire 3,3.6
Soit (A,A,oﬁ un  kegroupe hensélien lisse, Alors, si »n = dim A , le
degré de transcendance de K = Fr(A) sur k est n et A est isomorphe &

k{T1,,”,Tn} = {5 ¢ k[[T1,m,Tn}] | 5 algébrique sur k(T1,,”Tn)} .

Démonstration s

Ltassertion sur le degré de transcendance résulte de EGA IV 5.2.1 et de
30301'

Soit m = Ker £y o Ona m= <t1’°°°9tn) ol tqgoaoytn est une suite
régulidre (3.3.5 1)), donc on a A 2 k[[t1,oo,,tn]] et %t ,...,t est une
base de transcendance de X sur k , Soit B = k[t1°°°tr](t

R

oo Otxl)

B est normal et Bc A, On a donc les inclusions

i

BcCACB=A,

Comme B est excellent, ses fibres formelles sont géométriquement normales,
decnc B est algébriquement fermé dans B, Or, K est algébrique sur B ,

donc sur B , et donc ACB,

On a donc A = g = k{t socosl } o

1
Propegition 3¢3,7'(Cartier)
Si k est un corps de caractéristique zéro et (A,A,o) un kegroupe

hensélien avec A noethérien alors, (A,A,g) est lisse sur k ,

Démonstration

- 0 . -
On utilise le foncbeur & qui transforme groups hensélien en groupe

formel et la propositicn résulte alors du théoréme de Carbier formel (of, [O])o

Proposition 3,%.8
. o 0 © . . U
Soit £ : B — A  un homomoryrhisme de kegroupes henséliens, On suppose
o

A el B° lisses sur k e% f injectif, Soilent X et I les corps de

fractions de A et B , de sorte que T induib f:Kx-1.0n guppose que
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I, est une extension algébrique séparable de X .

0 . .
Alors, £ est un isomorphisme,

Démonstration @

Bn vertu de 2.2.2, 1l suffit de prouver que c® = Rer £% est réduit
1*41ément neutre. Soit m, 1*idéal maximal de A , ona C = B/mAB . Dlapres

2.2.3, on a un isomorphisme 3

A
Mais B ®B stinjecte dans L@ L =L QL qui est réduit puisque K -1 est
séparable, B ® B est donc réduit et aussi B® B . Mais ( est inclus dans
A A ~ o~
B®C , et comme la fléche canonique B®C - BQ®C =B ®B est injective
k k k A

(1.1.5), il en résulte que C est réduit, donc intégre (3.3.,1) et il suffit
alors de prouver que M = Fr(o) est algébrique sur k.,

Notons que (B ® C)n est normal (EGA IV 6.6.1) de sorte que
X ,

BR®C 2 BQ®B est intdgre, Comme I est algébrique sur X , N = Fr(B ® B)
est algébrique sur I, et, par l'iscmorphisme B ®B = B Q®C , il en résulte

A k
que M est algébrique sur k .
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II - ETUDE DU FONCTEUR DHENSELISATION

o Som Yo Sem Som Sem Sem
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§1 Hensélisation et isogénies étales,

161 Pour étudier le foncteur P : crk e»HGk défini en I 2,4.1 , nous avous
vu qutil était loisidble de se restreindre aux groupes connexes,
De plus, nous nous limiterons au cas des groupes algébrigues sur k .

Nous considérerons donc le foncteur
B Asck - HGk

ol AGGk est la catégerie des groupes algébriques connexes,
Cependant, la proposition qui suit va nous amener & modifier encore la caté-

gorie de départ, mal adaptée & 1'étude de P , en ce sens que deux groupes algé-

briques connexes non isomorphes peuvent avoir le méme hensélisé,

Proposition 1.1.1

golent @,H deux groupes algébriques connexes, £ : ¢ - H un homomorphisme,
g : P(¢) > P(H) 1le morphisme déduit de f 7par hensélisation, Les propriétés
suivantes sont équivalentes 3

1) £ est une isogénie étale (i,e, f est un épimorphisme fppf et Ker f
est un groupe étale sur k) (cf. [Dg] 1II).

2) f est un épimorphisme fppf et est étale,

~

3) £ est un isomorphisme,

Démonstration 3

L'équivalence de 1) et 2) résulte de 1'isomorphisme

GXG20exKerf,
H k

Montrons 2) === 3), Posons A =teH,e s B = Gépe » Comme £ est fppf ,

f* ¢ A > B est injectif, Comme f est étale, f* est locale=étale et donc

£ i A8 estun isomorghisme ([R] VIII Prop, 2 et Th. 1).

3) = 1)° Comme E* 4 X-e 5 est injectif, il en est de méme de f% cA->3B,
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et done T est plat, donc fidélement plat puisque ¢ et H sont connexes,
Dtautre part, on a (2,,4,1) Ker £ = F(Ker f’) . Donc P(Ker ) = ko . I1 en résulte

que si N =EKer f , on a G’N , %k, donc que N est fini étale ([DG] IT 5.1.4).
*

1.2 Localisation dans une catégoerie,

Propositicn 1.2.1

Soit B une catégorie, Y < EZ('G) un ensemble de fléches stable par compo-
sition, Il existe une catégorie 9 et un fonchteur L : B - @ fiddle et essen—
tiellement surjectif tel que V¥V £ € 3 L(f) est inversible dans 9., De plus, le

couple (@,L) est universel pour cette situation,

Démonstraticn 3

on prend 0b(®) = ob(€) et pour fldches, celles engendrées par les fleches
de B et les inverses des éléments de ﬂ s soient A,B € 0b(8) , une flache

f sA->B,7f ¢ Fﬁ(@) sera la dennée dfobjets Ao’°°°’An de € avec Ao =A ,
. . R [

= + t i it at g H - A, . € it
An B et, pour tout i , soit dlune fléche fi Ai A1+1 s fl‘e Fﬁ(g) , soit

d'un élément de I, g; ¢ Ai+1 - A, . Pour que 1'écriture de f soit unique, on
oo
inpcsera de plus

1) que 1l'on ait alternativement des fldches de type fi et de type g? s
2) que les éléments ds | considérés ne soient pas inversibles dans e.
=1

f s'éeorira alors, par exemple, £ = f‘p °8, ! Doaal f‘l et la composition des

fléches est évidente puisque Y est stable par composition,

Enfin, la propriété universelle est claire,

pDéfinition 1.2,.2

sSous les hypothéses de 1.2.1, on dit que @D est la catégorie localisée de

€ par 9.
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Définition 1.2.3

On appelle catégorie des groupes algébriques sur k , connexes, a isogénies
étales pres, la catégorie @, , lccalisée de AGck par 1l'ensemble  des iso-
génies étales {1.2.2)., On désigne encore par F le foncteur obtenu par localisa-

tion 2 {1.2.1 et 1.1.1)
F akeHGk o

Proposition 1.2.4
Sous les hypothdses de 1.2.1 si B et § vérifient la propriété suivante :

(p) Pour tout diagramme dans ¥ du type

A’ B!
u/ '\:c y \B avec u,v €Y
A B c

il existe A" ¢ ob(8) , vy ec®(B) , w e T tels que le diagramme ci-dessous

soit commubtatif

A"

w/ \r
Av Bv
oc\ A
B

Alors toute fléche de D est de la forme gg‘l of avec g € %,

De plus, la catégorie AGck et 1l'ensemble ﬂ des isogéhies étales vérifient (P).

Démonstration

la premidre assertion est immédiate par wrécurrence . Pour prouver la seconde

il suffit de prendre pour A" la compcsante neutre de A* X B! , w étant étale

B

puisque v l1l'est, On en déduit évidemment que les fléches de G.k sont du type

ci=dessus,
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§2  la pleine £idé1ité du foncteur B ,

2.1 Fidélite,

Proposition 2.1.1

Le fonckeur P ¢ mk-» HGk est fidéle,

Démonstration 3

I1 suffit de veir que P : AGGK erHck lfest, Soient @,H € AGCk H

f,g 2 & ““’f H deux homomorphismes tels que f = g , Posons A = OH,e H
B=20 » on a le diagramme commutatif

G,e

[ XN
P S

OQ*
2 Eh 2 [
° m*i % Oq*lj' *
v w—
e

*
Or j est injective donec £

il

0n g alors le diagramme suivant commutatif

£
G '“”“? "
g
AN
f*
spec B S}fi@* spec A .
spec g

Mais, comme G est connexe, £ est schématiquement dominant ([P] I 1,10 et

II 2.1 et 1,2) et dome £ =g {(BGA 11.10.1 4)).

2.2 Pleine £idélité (énoncé rc_lgithéoréme)°

Théordme 2.2.1

Le foncteur P @k - HGk est pleinement fidele,

De fagon plus précise, on a 3
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Proposition 2.2.2
goient @,H deux groupes algébriques sur k , connexes, F(G) et @(H)
leurs hensélisés et 2 P(a) - F(E) w homomorphisme de groupes hensgliens,

TI1 existe alcors un groupe algébrique connexe 1 , une isogénie étale

>

i

u: L ~»G etun homomorphisme de groupes ¢ ¢ L — H , rendant commutatif le

diagramme ;

(1)

JOTING

Fle) -~ F()

ot Flu) est un iscmorphisme A*apres 1.1.1,

Bien sfir, avec la définitiocn de G s 2.2.,2 entraine 2,2.1.

Nous prouverons d'abord 2,2.2 sous les hypothéses supplémentaires suivantes :
k est parfait ; ¢ est lisse sur k ,

La démonstration, sous ces hypotheses, occupe les numéros 2,% et 2.4,

Le cas général sera traité au §4.

Dans 2,3 nous définissons une notion de groups local (analogae auy groupes
raticnnels de [P] 11T Déf, 1) et nous montrons que sous des hypothéses de finie
tude, elle équivaut & la notion de groupe algébrigque connexe, CGlest 1a wun
théocréme dfi & André Weil gul dit essentiellement gu'un groupe est comnu dés gqu'on
connait 1'anneau local en un poin®t, qutil soit générique (groupe rationnel), ou
fermé (groupe local),

On uvtilise dans ce numéro 1lfexposé de SGA 3 N° XVIIT de M. Artin sur ce théorime

de Weil,

Dans 2.4 le théoréme de Weil permet de construire le groupe I & partir de
f et des anneaux locaux,
Cette construction est dans une large mesure indépendante des hypotheéses de

lisgité de ¢ et de perfection de k .
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2.3 Groupes locaux,

24341 goit k wun corps, k

. la catégorie suivante : un objet de I’k est une

k=algebre ul : k - A locale, & extension résiduelle triviale, Une fléche de

est un homomorphisme de k-algebres, local,

L

Les notations sont les m8mes quten I 1.1, ainsi, mA est 1'idéal maximal de
A, g 1*homomorphisme canonique A.—> A/mA 2k,

Dans la catégorie l’k , (a %‘Un est une somme de 1'objet A avec lui-
méme (nA est le noyau de EO (1 1‘?,3) ) et k est objet initial et final,

.On a comme en 1.4 un foncteur 5‘ de Scho/k dans le commutant aux pro=

duits fibrés : F(x,x) = (@, )° .
X,X

Définition 2,3,2

On appelle kegroupe local, un groupe dans la catégorie Lf{ opposée a Lk“
Comme en I 2,1.%3., cette définition équivaut & la sulvante 3

Définition 2,3,3
Un groupe local sur k consisbe en les données suivantes
1) Un objet A € L.
2) Un morphisme AA s A - (2 ®A)n ’ AA € L’k et un morphisme A : A=A,

k A
0:4 € Lk astreints aux axiomes habituels (cf,, I 201.3>

a) (4, ®r) o =®s) 08
b) (€A®A) o AA = ldA (A ® gA) o AA = idA
c) pAO(O‘A®A>oAA=nAOgA

by © (A ® §A> o AA =My ) €y -

Définition 2.%3.4
Un homomorphisme de groupes locaux (A_,AA,G‘A) 3 (B,AB,O'B) , consiste en la

donnée d'un homomorphisme local f : A - B commutant & A , i.e.

f®fOAA=ABOf¢
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On note Lsk la catégorie des k=groupes locaux et le fonctleur 9: induit

un foncteur noté encore gr: Grk‘» Lero

Remargue 2,3.5

Notons d?ailleurs que le foncteur P x@rk e»HGk se factorise par Lsk par

construetion méme :

¥, .
& Gy

k
F\Al“
HGk
et il résulte alors des théoremes vus en I,% des propriétés analogues pour les
groupes locaux, En particulier, si (A,A,cﬁ est un groupe local, A est irré-

ductible (puisque A 1'est : I.3%.3.1) et sans composantes immergées (A est de

Cohen-Macaulay) si A est noethérien (I loc, cit.).

Théordme 2,3,6 (A. Weil)

Ie foncteur F cst une éqﬁivalence de catégories entre la catégorie Acck
des groupes algébriques connexes sur k et la sous—catégorie de Lek des
groupes locaux de Lype fiﬁi (i.e, tels que leur algdbre A soit essentiellement

de type fini sur k),

Démonstration 3

Oon utilise les résultats et les notations de SGA Exp, XVIIT,

1) Pleine £idd1lité de F,

Ta £1dé1ité est claire et résulte par exemple de 2.1.1 . Ila pleine £idélité

résulte aussitét de SGA Exp, XVIII Prop. 2.3 .

2) Surjectivité de F.
soit (A,A,o) un ke-groupe lccal, On peut écrire A = (Ao)m avec A de
type finl sur k , m un idéal premier de Ao . On peut supposer de plus Ab

irréductible et sans composantes immergées (2.3.5). Posons X = spec Ao o
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I1 existe un ouvert affine standard U , U = (X < X) de XxX tel que A
k
induise un homomorphisme A 3 A - (A @A ) d.‘oil T 3 (X x X) - X , on ncte
o} ¢y O's x s
n(xgy) = Xy ., De plus, on peutlt suppcser que ¢ dnduit u ¢ X - X ., On note
u(x) = xm1 . Nous pouvons alors construire un germe de groupe sur X au sens de

%, ¢ U- X définis par g (x,y) = iﬁ1y,

SGA loc, cit, 3,1 . Pour ceci sclent ¢ 5 ¢ )

19
=1
n (%,5) =xy .
2
Scient p., les projections de X xX x X sur X x X ef

iJ
MULEMONENIOP

Considérons ¢ ¢ V- X x X définie par
CP(Xs)y,Z) = (X-ysz)

et socit W 1le sous—schéma fermé de V dimage réciproque par ¢ de la diagonale

de X x X
w(s) = {(x,5,2) € v(s) | xy = 2}

psur S € 8eh/k .

Alors, quitte & restreindre X , (X9W) est un germe de grouype (SGA loc,
cit, 3.2).

En vertu de SGA loc, cif, 3,7 et 3,13, il existe alors un groupe algébrique
G et une Zmmersion cuverte 1 3 X —» ¢ schémabiquement dense qul commute aux
lois de composition {iaeo i(xy) = i(x)i(y) et i(x%1) = i(x)=1> et comme les

leis sur X dnduisent A et ¢ sur A, on a bien QF(G) = AO

2.4 Ia démenstration de 2.2.2 (cas lisse).
On pose A =¢ , B=¢ , on désigne par A,B leurs henséliséds, de
ng G’g)e

o2 24
sorte quleon a un homemorphisme £ ¢ A - B qui commate & A et o .

Onnoke 1 ¢ A—-A , J :B—-B les injections canoniques,
Soit U un cuvert affine de H contenant e , U = spec A avec A de

type £ini sur k engendré par X1’°°°9Xn . 0na A= Am .
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Poscens h = fol | w = h(Xi)°

goit Go la sous=ke-algebre de B engendrée par « soeosl et soit

1

, 0 €L (2.3,1) et on a des homomorphismes locaux A& ;E» ¢,

¢ = (¢ .

)
o} mﬁ ﬂCo

o

Be»C,C ~£5 B . Nous allons définir sur C wune structure de groupe local
(2,3.2) de fagon que les homcmorphismes A - C , B — C soient des homomer—

thismes de groupes, Il faut définir AC 2 0 - (0 ® C)n (notations de 203,1)h

k C
en lui imposant donc de rendre commutatifs les diagrammes s
AB
—> (3®3B)
n .
k 7B
o) Rt ()
¢ —% (c®c)
n
k ¢
AA
A —2> (A®1)
n
k A
rl ih@h (2)
¢ —= (C®0)
n
k C
Considérons le diagramme ci-dessous 3
c®c £L20, 3os
k k
v y
(c®c), ———s (B®3) _ (3)
k [¢ , kK B
2\ /
B®B
k

Comme p est injectif, 11 en est de méme de p @ p . De plus dlapres T 1.1,5,

ceci implique que zoy est injectif, Mals, comme y est une lccalisation, /

o . . . ‘e od
est injectif, Scit alors ¢ € C, ¢ peut stéerire ¢ = y avec [f f L
. o -

i
d,t € CO , donc de la forme E bj g‘ avec des mulfi-indices 1 = (i1°.,in)
a = (a1,°,mn) . Mais, on a par hypothéses les diagrammes commitatifs suivants
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B —Ds (B@B)n
B.
jol ) i 3.8, (4)
B ~3 BB
By
A —= (A Q@A)
"a
.| | s
~ AK ~ o~
A —=> A®A (5)
fl l £ RF L®h=(f®F) o (i®1i)
~ Aﬁ ~ o o
B —> BO®B
On a dona
~ =
he(d) =Z; AB(bi)h®h o 4,(x)
et done, Aﬁ(d) € (C®C)n o

k C
On pose alors AC(d) = Aﬁ(d) , et comme g est injectif, ceci définit bien

A :C‘»(C@C) °
C k -nC

Ta commutativité des diagrammes (1) et (2) résulte alcrs de celle de (4) et (5).
Oon construit de méme £q et S en posant s

aClB =E5 ac(ai) = ?A(Xi)

Q.CIB = G:-B g O’C((xi) = G.A(Xi) °

Ce qui & un sens en vertu de la commutativité de diagrammes du type 3

h
A —= C
P

11 reste & vérifier que (C,A ’Ob) est un groupe local au sens de (2.3.2), mais

c

ceci résulte immédiatement du fait que A et B sont des groupes locaux (ou si

on veut que A et B sont des groupes henséliens),
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Bn vertu de 2,3,6 on a alors un groupe algébrique sur k , soit I, connexe,
tel que 9&16 = (¢ et des homomorphismes de grcupes w ¢ L -G et o ¢t L -H,
b4

induisant jo et h .

Supposcns désormais le ccrps k parfait et @ lisse,

I1 en résulte que B est réduilt, donc intdgre, ce qui entraline que g‘ est
réduit (done intdgre par T 3.3.1). L';nneau ¢ est donc intégre donc, comme Kk
est parfait, I est lisse et connexe, Comme Jc $ B—»C est dnjectif, u : L - G
est plat, et, comme G est comnexe, fidélemeﬁt plat, I1 faut prouver que u est
étale, déno Qet, Pour ceci, il suffit de voir que 1lv'exhension Fr(@%9e) e»Fr(@i,é
est algébrique séparable, Posons K = Fr(@ @) =Fr B, K* = Fr(@ige) =rr(c) ,

K = Fr(g) .oma KCK CX. Or en vertu de [R] ch. VIII Th, 3 Q’K—>§ est
algébrique séparable et donec K — K' aussi,

Il en résulite alors, par unicité des fachorisabions par les hensélisés que

Fla) = £% o P(u) ce qui achéve de prouver 2,2,2 .

Remarques 2.4.1

1) Dans la démenstration ci-dessus, la lissité de ¢ et la perfection de
k ntinterviennent pas dans la cénstruction de L ,ds u ouds o, mais
servent uniquement pour établir que u ¢ L —» ¢ est une Isogéniec étale,

2) Notons que L est le medlleur possible au sens sulvant 3

Si on a un groupe algébrique connexe LY avec deux fléches u' ¢ L' » G
et o 3 L' - H telles que u' soit une iségénie étale et que lton aitb

o . s
Fla?') = o F(u?) alcrs, on a une factorisation
u?
IV =~ G
ol . .
/ v u ol = a0V
H «— L ut = nov
o
et v est un épimcrphisme,

Pour le voir, posons (' =@ on a le diagramme
9 N nges
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ut*
J

v

ar

R @

!_VA
= —

[vs]

On a done Be C?' , et de plus, comme f se factorise par (', les
o = foi(xi) sont dans C* , Il en résulte que C s'injecte dans (' et que
cette injection induit un épimcrpvhisme de groupes v 2 L' -1 .

3) Oon peut remarquer également que I est invariant par extension algé-

brique de corps, i,e, si on a une extension k de k et sion pose G=0Q®k,

v k
H=HQ®Xk yeee alors, le groupe T construit par la méthode de 2,4 ntest
X .
autre que L®k.

-

Bn effet, ¢ sera engendré par B = B® k et PAT @ seces® . s générateurs
k

1

=

de A=AQ®k sur k.,

4) Enfin, dans la situation de 2), soient N = Ker u s N¥ = Ker ut ; v
induit un épimorphisme, noté encore vbz N' - N ., Mais, comme ut est étale,
N?' est étale, donc N‘ aussi et donec u ést une isogénie étale,

Autremené dit, si le théoréme est vrai, le groupe L. que nous avons cons—
truit en 2.4 est cémvenableg i.e, u s L~ G est une isogénie étale, Malheureu—
sement, nous ne savons pas prouver directement ce fait, Notons cependant quien
vertu des remarques 3) et 4), il suffit de prouver le théordme pour un corps
parfailt, Bn effet si k est une cl8ture parfaite de k , il résultera de_4) que

1®k : L ®k>0®%k est étale, donc aussi u par descente,
k k 'k -



115,

§3 Algébrisation des groupes henséliens lisses.

301 Bnoncé du théoréme et indications sur la démonstration,

Théorétme 3.1.1
Soit (A,A,o') un grcoupe hensélien lisse, Il existe un kegroupe algébrique

. 0 . PO
¢ 1isse et counexe tel que A soit 1%hensélisé de G ,

Ia démonstration de ce théordme cccupe tout le §3 et avant dlentrer dans les

détaiis techniques, nous donnons ci—=dessous des indications sur la méthode

ubilisée,

¥
gcit K le corps des frachions de A ., On notera K QK (resp,
k

v ;
K (Xv> K®K) ... le corps des fractions de A QA , (resp, AQARA) .
k k k k k
Pour construlre G , on comsirult un groupe rationnel au sens de [P] 11T,

Ie point essentiel pour construire ce groupe rationnel est de prouver que si

4
L=1{a€K| Aa € K®K}
k

le degré de transcendance de I est le méme que celui de X . (En fait, pour des
raisons techniques, on est mdme obligé de regarder 1'image de a par (1 @A) o A,
. & v : e ' .
i.8, dans K K& K) o Pour prouver lltassertion sur le desgré de 't:fa.:nscendan.ce,

k k

o part de a € A transcendant, Alors, Aa est dans le corps des fractions de

A ®A , donc algébrique sur K é K : on a une équabtion
k k

a (8a)" 400ut a_ =0 (1) a. €caA®a
n @] a4

81 on applique 1QA efF AQ1 & (1,)9 tenant compte de ce que

(1%1\) o Aa) = (Aé?) o Ma) =u ona

if
o
P
n
S

1®6a ) & 4ot 184(a ) ;

i
o
%
W
S

A®1(a ) u" 4o.ut AD1(a ) -
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et on montre alors que ces équabions sont proportionnelles, done ¢

|

198(a;) 2®1(a,) = 1@a(a) 8@1(a;) ()

On applique alors 1 ® 1 ® ¢ & (4). En vertu des axiomes des groupes henséliens,

on trouve
2 —_ 7
A(ai)aj = A(aj)a,i
X, | - .
ou af = 1® a(ai> o
Done (=i a5 £0) cna
a;?,L &, v a;’l
AM=F) === € X®K ie, =5 €L,
at a, at
S R k J
Mais on a aussi en appliquant 1Qe 2a (1)
a? an +ooc+ a? = O -3
n o
al
i s ‘
Done les o ne sont pas tous algébriques et le degré de transcendance de I,

N

J
est au meins égal & 1,
On monitre de maniére tout & fait analcogue que ce degré est le méme que

celuil de K .

Notations 3.1.2

A°  étant un gfoupe lisse, A est de la forme k{T1g°o°9‘Ph} , hensélisé &

ltorigine de k[T19°,,°9Tn} . On note A =k{T{ et on a aussi A®A = ki{X,¥!,

o 0N iy oo o~ k
A®A®A = k{X,Y,2} . On pose 27 A®... ®A et de ménme

kX k : k k

Vi prernoed
~o m
A®m =AQ® .00 A A®m = k{g19°,°5,gm§ . On congidére les f£itches suivanbes
k k :
Mmooy )
n ~

9 tA®A - A définie par

X
p = (1®A) o &= (A®1) o A
?, 223 L ® aerinie par

cp1:i®cp®1
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¢ zAéB - AéS définie par
$ = A é 1 é A

j1 3 Aé3 - A§>5 définie par
3, =1 ® 1d @ 1

3’2 H Aé2 - A(§5 définie par
181616

iy Aéz - A§5 définie par
33 -1®1®1®1d

p s AéS - AéB définie par
P =1 é € é 1 é £ é 1

q A§5 - .A_(§3 définie par

Q=a(§)1(§1é1éso

~

On appslle B la sous-k-algebre de A®5 engendrée par les images de 31 y Jms Joe

2773

En termes de sériss formelles algébriques, B est la sous—-algébre de

PURR I I

mal de A®5 et s n=umNB , on pose (}:}3}{1a
3.2 Lemmes préliminaires,
Iemme 3,2.1

on a les formules suivantes (notations de 301,,2)

1) 9,09 =10o0g
2) pog, =18 g , Dpo¢g =1Id x
1 B3 283
3) 90 =Id g, Q.Otp1=8®(p®£o
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Démonstration ¢

On &tablit ces formules dans H® et méme grice & Yoneda dans la catégorie

des foncteurs de HO dans Bns ., On a alors les fléches ¢

q)OSAOXAOXAO-éAO
(2,5,2)  +» =xyz

Q (&) 0]

o7 s (a°) - (%)

(X,y9z,t9u) > (X,yzt,u)
o0 5 (a%) - (a°%)?
(xgy,zytgu) > (xy,zptu.)

et 1) résulte de 1%6galité x(yzt)u = (xy)z(tu)

: 0 o
p° 5 (a°)° - (a%)°
(x,7,2) > (x,1,7,1,2)
2) résulte alors de (1y1) =y et (x‘l) = X (12): 7
qG g (AO)3 - (Ao)b
()%:Y,Z) id (1 9X9Y9zs1)

3) résulbe de 1x =x , z1 = 2z et de (g@qJ@g)O(x,y,,z) = (1,}(_372,1) R

Lemne 3,2.2

L'ammeau C est noethérien et factoriel (notation de 3,1.2).

Démonstraticon 3

~
LY

I1 suffit de prouver que son hensélisé (¢ est isomorphe & A®5 ([:R:])°

X5

Notons £ 3 Co A 17injection canonique, qui est un homomorphisme local, Nous

allons montrer que £ 3 0% A®5 vérifie la propriété universelle de l'henséli~

sation,
Soit H wun annean local hensélien et v ¢ ¢ —» H wun homomorphisme local,

o

Scit R = m.nA®5 et 8 = (A®5) de sorte que §= A®5

£
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Remarquons que S < C et scit J ¢ 8= C 1l'injection canonique, On a le

diagramme suivant 3

s s ¢ 5 E
. /ﬂ
5\ £ oW
A®5
Comme A®5 =8 , 11 existe w wunique tel que wol =voj , donec

wogej=vo] ., I1 suffit alors de prouver que Vv = wo £ , Monirons qutils

colncident sur j1(A®3)° Pour ceci, soit d] 1tidéal de A®3 , trace sur A®3
de 1'idéal maximal de A®3 et posons R = A%f , de sorte que R = _l\.®3 o
On a le diagramme commubtatif ¢
i1
"R Comep §
i”l 11
R=A G 3 ol i1 = j1 R
k
(1\ /ﬂ
C

o~

Comme Im j1 ¢, on a une factorisation 3"1 = jzck1 . Comme R est lthensé-

1isé de R , 11 existe w' wunique w' 2 R—-H tel que wtoi! = vojoi1 .

Mais, vojci1 :woioi1 =woj1 01! et donec

Dfautre part, k1 0l = joi

, donc vok1oi' =Vojoi1 , donc w?' =vok1 R

1

Autrement dit, wo £ et v coingident sur 1l'image de k1 , donc de j1 .

On montre de méme qu'ils cofncident sur les images de j 5 et j3 , et
comme C est engendré par les images de 31 ’ 3‘2 s j3 , na woygf=v, cgfd,
Lemme 30203

Seit ¢ ¢ A - A' un homomorphisme d'anneaux, fideélement plat, Soit K

(resp, K’) 1'annean total des frachtions de A (J:"espo A') . Comme ¢ est plat,
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il induit ; ¢t K- X' . Alors, si a' ¢ A'n?p(K) , al ¢ cp(A) o

Démonstration 5
1
Comme la suite A —4» A' —2 A' ® A' est exacte, 11 suffit de volr que

12 A
i1 (a') =a'@1 = iz(a’) =1 ®a' , Remarquons que si & est rézulier dans A ,
cp(s) l'est dans A' et :i.1 ocp(s) = izocp(s) l'est dans A' @ A' par platitude,

A
Comme at € }}(K) , on a at =%<(§-§ a,s € A, 8 régulier,

on a donc g¢(s)a! = g(a) et dans A' @ A

A
11 Ocp(s) :i.1 (a*) = i‘! O<p(a>
5.2 Ogo(s) iz(a’) = i2 Ocp(a)

et donec i1 ocp(s) [i‘,(a')'—iz(a’)] = 0 , mals comme :"L1 ocp(s) est régulier,

i, (a?) = 12<a°).

Remargue 3.2.4
Soit f : X —» 8 un morphisme de schémas, x € X , 8 = f(x) » On suppose f
plat en x , Scit a une fonction rationnelle sur 8 , I1 résulte de 3,2,% que

*
si f (a) est définie en x , a est définie en s ,

Lemme 3,2.5

Avec les notations de 3,1.2, on a

4 4
) CKRKRPK .
k ok

Démonstration

I1 suffit de voir que p(B) CK®KQ® K, Soit b € B, on peut écrire
k k

5(%,7,2,1,0) = = b, (1,2,7) b,(X,Y) o (T,0) .
(3/!.2) Or, p est 1'homomorphisme de A®5 dans A®3 quil envole Y et T

sur O , et donc
p(b) = % b1(o,§,o) b,(X,0) bB(o,g)

v
et p(b) CAQARACKD KD K
kK k kK k
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3.3 Conservabion du degré de transcendance,

Proposition 3,3.1

Avec les notations de 3,1.2, soit a €A ,a #0, o« = @(a) € AFDB , et

scit une équation algébrique minimale :

m
8 € +eeot B =0 amyéo (1)

¢ v

de g sur le corps K®KQ® X, avec %€A®A®A°Amm,mwﬁwt
k k k k

1= 04000,m1 , O0 &

a.
1

= € 9(x) .
.m

Démonstration g

soit B = ¢(a) = cp1(oc) (3.2.1).

Appliquons 9, et ¢ & (1), on obtient

P(g)

i

go1(am)6m +ooot cp1(ao)=0 (2)

it

P(g) ¢(am)ﬁm +eaot d)(ao):O (3) .

De plus, par définition de ¢, » ¢ et de ltanneau B (3,2.1) il est clair
que @1(ai) , ¢(ai) €EBc(C, Scit N = Fr(C) . Nous allons prouver que (2) et
(3) sont des équations minimales de B sur N . Pour ceci, supposons qu'il existe

une équation minimale 3

alg) = % 8L +uuot ¢, =0 (4)

avec g <n et o, €C , ° #0 .
comme (C est factoriel (39262), on peut supposer le pged des . égal a 1,

Comme on a P(B) =0 et comme (4) est minimale, on en déduit 3

P(x) = q(x) r(x) avec P, € ¢[x] , r € n[x] .

Comme ( est factoriel, on a R(X) = R'(X) avec R' € C[X] 5 A € C 3

il

e

A
u
Asu  premiers entre eux et contenu (R?) 1
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Alors, dans ¢[X] , cn a3

n P(X)- = a(x) r'(x) .

En vertu du lemme de Gauss, le contenu de QR' est 1, donc p divise )\

5 .
et donc p € C . On a done, en fait, avec un petit changement de notations 3

P(x) = o(x) R(x) , R e€c[x].

~

Appliquons alcrs p s A®5 - A®3 (301,2)0 Comme po(p1 = id A®3 (3.201),

p(P) est un polyndme non nul de p(c)[x] , et on a

o(p(x)) = ame tooet a = p(a(x)) p(r(x))

p(Q) est donec un polyn8me non nul, de degré g < m et, comme Q(B) =0,

p(Q)(oc) =0 , Mais, comme p(C) < KéKé K (3,205), ceci contredit le fait que
k k
v v
(1) est une équation minimale de ¢ sur K®K® K,

k¥ k
De la méme facon, on prouve que (3) est minimale, Il en résulte donc que

(2) et (3) sont deux équations minimales de B sur N , donc sont proportion-

nelles, et on a 3
@1(31) ¢(ai)

Vi:o’eco’m”1 7 = mempeecoue
7 5 T i)

Congidérons alors g 3A®5 - A®3 (3.1.2).

ola,) o, (a,) 5
= L Comme qoq):IdA®3

Posong  =x,

17 ¢(am) - 21(am) ¢ » on 2 alx,)

e

o

I
©].p

=

Dautre part, si b € <p1 (A®3), comme qocp1 =e®op®e , q('b) € cp(A) « cp(K) o

Considérons la fléche canonigue fidélement plate

~

501 (A®3) - A®5

elle induit par localisaticn une flé&che

Q3 ~ Q5
9 (a=7) - A
1 Kerqn(p1(A®3) Ker g
qui est fidélement plate également, On peut donc appliquer 3,2,.3, Il en résulte
o 9, (a.)
que x; € Py (A®3) é)3 . bone Xi = ﬁﬁ% avec quo,!(Bi) # 0.

Kefqﬂcp1A 1771
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a0, (a;)
11 en résulie alors que q(xi) = W € qo(K) pour bout 1 = 0,.00,0=1 .
Proposition 3,3.2

Avec les notations de 3,1.2, scit

L:{aeK[@@)eKéKéK}.
k k

Alors 1) 1 estun sous=corps de K et on g deg,,trok L = dego’crk K=n .,

2) MLCK®EK.
K

Démonstration 3

. m ‘ . -
gcit a € A, 8 0 Fooot ao = 0 une équation minimale de ¢ = cp(a) sur

v v '
KQKX®K. On a (3.3.1)

k k
. &y
yi:O,,,O,m’J ?ECP( )o
_ m _
I1 existe donc doﬁ,“wdmm1 €A G e seeere €A, 0, #0 tels que
a, cp(d,.)
N ——
a ple.) °
m i
e, 9ldy)
Quitte & réduire au méme dénominateur, on a % = Wp dn % 0 .

witte alors & changer d'équation minimale, on peut supposer gque
q 5 P q
o~

’ ‘ vy
Yi=0,000sm ai = q;(dj) et donc ai € A®30(K® K® K) qui n'est autre
i a.
que le localisé (§®32q=:3 {(notation de 3,2,2), On a done Vi = 0,.e,,0 3? €L.
n
Pour établir 3,3,2 , on fait cetde construction avec a = T1’°°° ,Tn .- On cbtient,
pour k = 1,,..,0 avec . = cp(Tk) 3

n

a’nk,k W Fooot .ao,k =0 ,

Avec 8 = ‘P(d‘i,k> ) dnkgkz 40 , dii,k €A, Sionapplique 1Qe®¢e 2
cette équation, comme 1 ®e® e o ¢ = IdA , il vient ¢

. .

dhk,k Tk Fooot do,k =0 k = 190009n °
T1 en résulte que T1’°°°’Tn sont algébriques sur le corps engendré par les

di,k

. . i,k
? pour k = 190909n ; L= O?ooOan ° Mals B - € L et donc’ T19°909Tn

n, .k dnk,k
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sent algébriques sur I , ce qui prouve que deg tr. L =n , Il reste & prouver

k
v . b€ v v
que MCE®K.soit 2e1, 224 @) cxorox.
b b #£0 b
k - - : k k
o ®3 ®2 ez . )
Pcsons 6=1Rc®1 2 A - A et considérons lthomomorphisme canonigue
(AQa®4) ®5 ~ A®3Ker o -
k k -Ker efA
11 est fid2lement plat,

Dtautre part, posons x = CP(Z’)

(a)

o =L => e(x)=%ﬁ;§ .
Q3

Appliquons 3,2.3 & X 3 X € A Ker © et x e Fr(A®@A®A) , done

?
x € (A®@A®A) ®% clest=t~dire x :%, avec
k k Ker 0QA : '
?
a',b' ¢ (A®A®A) ®3 et o(b*) #0 . On a donc 6(x) :%E%% . Mais

k k Ker 6N0A

v v
comme e(A®3)C K® K, il en résulse que 6(x) ¢ K@K , et done
k k
)4
M) =o(x) cx®K.
' k

Lemme 3.3.3

Avec les notationsg de 3,3.,2, L » K est une extension algébrique séparable,

Démonstration 3

. X3 s . v ¥
Soit M = F;@(A ) , M est algébrique séparable sur KO KX XK.,
r k k
Suppcsons que 1'on alt a £ X, avec aP €L (p est la caractéristique

T v vV
de k). Alors, cp(ap ) = cp(a)‘p EKQKRPK et q;(a,) € M , donc

k k
v
ola) eXSKSEK, ot a €L,
¥ k
3ol Construction d'un groupe rabicnnel,

Proposition 3.4,1
goit L défini comme dans 3,3,2 , Alors,

Y
1) MCL®IL

k
2) oLl .
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I1 en résulte que (L,A/L,@'/L) est un kegroupe rationnel au sens de [P] 11T 1.1,

Démenstration s
Soit L' ={ae € K| Aa € ) ki, en vertu de 3.3.2,ona LCL' .
. k
1) Montrons *tout dlabord que AL C L? D1,
: k
goit a €L et £ =4pna, T € KéK . Bn vertu de [P] I 3.5, 11 existe un
k .
’ Y v
plus petit sous—corps K' de K tel que £ € X' ® K . De plus, AK' CKQ®K .
. ~ ok k
BEn effet, considérons A ¢ K- P = Fr(A ® A) . Le plus petit sous—corps P! de
v v ¥ k )
P tel qua A®1(f) e P @K P®K est Ak ([P] oc, cit, 2)). or,
v v k k v A v
AR1(f) =1 @A) =gla) et o¢la) EX®KR®K, donc AK' C K® K, Il en
k k . k
résulte que K' < 1' , donc que £ € L' ® K . Appliquant le méme raisonnement a
k

droite, ocn a f € 1! éL" , et comme ceci vaut pour tout a € 1, , on a
k
ALC L ®L .
k

2) Montrons ensuite que AL < L é L.
. k
Soit a €L, f =M €17 é L' , Il existe un plus petit sous—corps XK' de

k.
L' tel que f € KXK' & 1 ([P] 1oc. cit,) et c'est aussi le plus petit sous-

k
v v
corps de L' tel que f €K' ® X ([P] loc. cit, 3) ). Alors, AK' <K' QK ,
k k
En affet, considérons A s L' - Q =K é X . Le plus petit sous-corps Q' de
k

v .
qQ tel que AQ®1(f) € Q' éK est AK' . Or, on a,

v v Vk Y Y
AR1(f) =1 ®Af) e X KWK , done AK' € XK' ® K,

k k k
v , v
Mais alors, @(K”) ={A®1)oca(r) cx éK@K et done X*C L,
\'4 ' ) kvk )4
nadone £ EL®L , et deméme £ €LQ®L dlot ALCL®L,
k k A k

3) I1 reste & prouver que ollL) S L .

. v v
Soit a € L , il faut monirer que ¢o ola) EKOQK®K. Or on a

o k k
v
Acola) = c® coScala) , o 58 s K@K - Ké K est défini par s(zx®y) = y®x,
k k
v
pone Acala) € el é oL cX® K , I1 en résulte que oL < I' , Mals, comme

v k k Y Y Y v
MY cK®K, 1Q@s0a(a{a)) € sLOK®K et donc goola) e KRKPK .
k k k kK k
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Iles axiomes des groupes rationnels sont alors conségquences des axiocmes des

groupes henséliens,

Remargue Bsdol

C'est dans la démonstration de 3.,4,1 qu'apparailt la nécessité d'avoir prouvé
B 0Bl évec L et non seulement avec 1' (i,e, d*&tre allé jusqu'a Aéaj),
En effed, pour utiliser [P] I 3,5 2) on doit &tre dans K(é K(é K et pas seule~

& k k
ment dans Fr(AA 3>o

3.5 in de la démonstration de 3.1.1

Lemme 3,5.1
Soit k un corps, E et XK deux extensions de k telles que EcC KX, On
suppoese

1) deg tr. E = deg trk KE=n,

k
2) I1 existe T1’°°°’Tn € K tels que X soit une extension algébrique
séparable de k(T1°°.Tr> o

Alors, 11 existe f19,°°9fp € B tels que B soit une extension algébrique sépa-

I’able de k(f1gooo9fp) o

Démonstration s

Scit U1,”_°9Un une base de transcendance de E sur k , Posons
B' = {a ¢ B | a radiciel sur k(U1°..Un)} . Il suffit de prouver que E' est
de type fini sur k.,

Scit 1. le sous=corps de X engendré par les Ti et les Ui . Alors on a
k(T1,°.e,Tn) cLcK et done K est une extension géparable de L, Si .a € B',
apf € k(U1oo,Un) , dene apr €L . Par conséquent, a € I puisque L ~» K est

séparable, On a decnc RY* <L , donc E' est de type fini sur k .

Revenons alors & 3.1.1.
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Bn vertu de 3.4.1, (L,A,c) est un groupe rationnel, D'aprés.[P] IIT 2.2,
T est limite inductive filtrante de grouﬁes rationnels de tjpe fini (Li’Ai’oi)
avec Li<: L, Ai = AIL:,.L s O = G{ii » Comme K = k{T1,,.°,Tn} est une eiteny
sion séparable de k , il en est de méme de I (Bbki Alg V 7 N°3 Prop, 3) et
donc (lemme 3,5,1) il existe f1’°°°’fr € L tels que l'extension
k(f1,eo,ff)j* I soit algébrique sépérable, Choisissons 1 assez grand pour que
f1,°o°,fr soient dans Li et posons P = Li o

Dfaprés [P] ITT 3.1 il existe un groupe algébrique sur k , scit ¢ , lisse
et connexe, dont le corps des fonctions rationnelles est P, AF et o? étant
induites par les opérabtions de G

Soit B = Gége , l'anneau local de G & l'origine, B est local, régulier,
de dimension n et Fr(B) =PF ,

BEr vertu de Bbki Alg V 8 Prop. 5, llextension F - K est algébrique sépa—
rable comme composée de P -1 et L XK,

Dlautre part, soit Wy 3 B %F - P 1%homomorthisme défini par
MO(X®37) =xy e}b u,o= 0 (1 ®QF) y U F®F -F , Posons d’@ =Keruo .

k
on a vu que la loi de compositicn sur G dindult un homomorphisme

ABgB"’(F®F (I 30204)0

k qo
Considérons l'applica®tion canonique ¢ ¢ B - K obtenue en composant les

inclusions 3
BcrclLcX.

Ona A :A->A®A quiinduit A s K- Pr(A @A) et le diagramme ci-
k k
dessous est commutatif par construction

B - P - L =

s ]

(FPOF). -FOF-L®L-rra

ko K X 4

Qe N
>
=
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Si b € B ,"il en résulte qus

AKoMb)€(¢®¢xF®FQ et done,

A_oo(b) € (K®K) ok, suivan® les notaticns de (I 3.2.3) on a I, = Ker u
K x g K
et uK = by ° (1 ®>Gk) . Il en résulte que gKoqﬁb) €C avec les nobations

T

X

de I 3.2.3,

Comme A mé* C

T

est fidelement plat, on peut appliquer 3.,2,3, done

o(b) €4,

On a donc en fait un homomcrphisme d'anneaux ¢ ¢ B - A qui est local car

(@ @>F)ﬁ - C , 1'est, Comme ¢ commtbte & A et ¢, on en déduit ¢ ¢ B— A

et ¢O est un homomcrphisme de groupes henséliens, Comme ¢ est injectif et

B régulier, ¢ est injectif, comme P — K est algébrique séparable, il en est

de mdme de F ~ K ou F = Pr(B) . Mais alors, en vertu de I 3.3.8, SO est un

i

isomoryhisme de groupes henséliens, et on a donc bien A” = Fla) .

§4 Le cas général,

Nous allons, dans ce paragraphe, éliminer les hypothéses de lissité en

caractéristique p > 0 en ubilisant le morphiswe de Frobenius,

4o Le morthisme de Frobsunius,

On se référera aux exposés classiques sur Frobenius, par exemple [DG]

II §7 et ITI §3 N° 6 ou [SGA] Exp. VII, o4,

4'0 1e1 NO‘tationso
Soit ¢ ¢ k- £ un homcmorphisme d'anneaux, A une f-algébre, On désigne
par @A la kealgebre déduite de A par restriction des scalaires st on a,

pour A €k, a €A 3

Aol = @(k)a o
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Réciproquement, si B est une k-algébre on pose B® 4L =B® £ ., Un élément

P k
de B® £ est doncdutype Tbo®AN,b€B, A€L b, s1 pe€k, ona
k
S b @A =3 b®olpr .
4.1.2 péfinitions,

Soit k un corps de caractéristique p > 0 et ¢ ¢ k- k 1'endomorphisme

b

de Probenius cpo(x) =x" , 8 k est parfait, Py est un auvtomcryphisme de k ,

Soit n, 3 k- A une k-algébre e% soit ¢ ¢ A - A 1'homomorthisme d'an-

neaux q)(a) = aP o

On en déduit deux homomoryhismes de kealgdbres ¢ s A —>q> A et
0
p BksA @k~4.
%5 95 ,
soit AP =faca|dbea a=0b"} ., ona a¥=og(a) et si k est par

fait, Ap =¢ B k (A @ k) , donc, si k est parfait, AP est wme sous=k=
% o
algebre de A .

Suppcsons désormais que A € Hk avec k parfait, Alors Ap £ Hk comme

gquotient dtun anneau local hensélien,

si mA est 1'idéal maximal de A et m celui de AP , Ot a
A
m p (mA>p = mAn Ap ., Si de plus A est 1'algdbre d'un groupe hengélien, nous
AF

_allons montrer que A‘p est aussi 1'algdbre d'un groupe hensélien,

Supposons dong que (A,A,o) € E(,‘%k ., Alors, A et ¢ induisent Ap , & sur

A | Powr & , c'est clair, Considérons d'auire part AP @ 4" = q)(A) Q ola) .
k k

C'est aussi q;(A ®A) en vertu de la formule (Z a® b)‘p = ) ap ® vP

k

De plus, si gp : Ap - k est la fléche canonique et np = Ker(gp X ap> 5 0N

a aussi (AP®@aY) = o((a®4) ) .

n n

k e k

Enfin, on a le lemme suivant :
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Lemme 4,1.2.1

Si A est un anneau local de cavachtéristique p > 0, on a, avec les nota—
ticns précédentes

P = ()P,

1

olA) = A/T avee I = {a €A ]ap = 0} et on sait que

oma Af

~

(A/1) =a/1a . 0r AY = A/7 avec T ={§ €A | &

i1l suffit de prouver 1'inclusicn inverse,

Y

Seit & €J . Comme A = 1lim A, avec Ai lccale=étale sur A , on peub

o

supposer a € A, et A, localisée d'une algdbre standard
B = A[X]/P ] C =28 9 Ai = (:C)"@ °

T1 suffit alors ds prouver que si
JC.:;:@E,C (<2 ::O} ’ JGCIC°

Or, dtapres [R] VII Prep, O Cor, on a, si y € B

D= .
P'(x)y = Zoi TrB/A('biy) x
.oh x est 1'image de X dazs B, TrB/A l“opéZi?eur trace et bi un. élémant
de B t%tel que dans B[X] on aik P(X) = (X;X) Zij biXi .
Alors, si yp =0 (biy)p = 0 eb Tr(biy)p = Oljgdonc Tr(biy) €I et y € IC

car P“(x) est inversible dams C ,

I1 résulte de ce lemme que A ®Ap = cp(A ®A) et done, si aP ¢ 2P .
» - k k
A(ap) = A(a)p £ Ap®Ap et 11 est clair slors que (AP9AP,GP) est un  kegroups
k .

hensélien,
r r r
Y b Py

On peut ikérer cetis cpération et construire ainsi (A% ,A° ,o ) rpour

r N .
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Remarques 4.1.3
sSi (A,A909 est un groupe hensélien sur k wparfait, le groupe obtenu .par:

changement de base P, 3 k -k a pour algébre A @ k car ?, est fini, De
o ?,
plus lthomomorphisme ¢ @ k : A & k- A est alors un homomorphisme de groupes
% %
henséliens,

Dtautre part, 1lfinjection canonique 1 : Ap-é A est aussi un homomorphisme

de groupes henséliens et on a une factorisation

¢ ® k

9
A®K ey A

s
u = (@ ] k;\\\‘ d//;L
%o
AP

u est surjectif et io et (¢ & k)o cent méme noyau,
?s
Ceci est l'analogue de la situation suivante sur les groupes algébrigues

(ef [DG] loc. cita)

(p)

0 === (G =3 G =—p G,
G/FG

. ()

o A correspond & G, A ® k & ¢
. 9,

o G/6 B A",

Proposition 4.1.4
r

(Ap s AP s op ) est lisse pour r assez grand si A est noethérien,

Démonstration 3

goit fL le nilradical de A , il existe n €N tel que~ﬁ? = (0) , Soit
r r

4. 0 ,ona a= bp avec

r €N tel que pr > n ., Alors, si a € Ap et sl a
qa _ (P _ Lok . no_
b €A, at= (b ) =0 , donc b est nilpotent, Mais alors b =0 , donc
r r T r

r ¥
¥ —a=o0 o A est dene réduit, done (Ap , ¥ ’ o ) lisse,
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r
On suppose désormais AY  lisse,
r
Congidérons maintenant 1'homomorphisme 1 AP & A ef soit Bor le noyau
Y
de io o
Temme 4,1.5

B = B.r est fini sur k .,

Démonstration @

r
Ona B = A/mp o m est 1'idéal maximal de A , Tl en résulte que

dim B =0 ., Done B est artinien, d'ol le résultat, Il en résulte que BO qui

est un groupe hensélien fini est en fait un groupe algébrique infinitésimal,

On a donc si k est parfait, deux sous-groupes de AO ’ Bo et A;ed .« De

plus, B étant distingué, AO et a fortiori Aored operent sur B° par auto-
morphismes intérieurs, Le produit BO X Aored est alors muni d'une structure de

k .
groupe comme produit semi-direct : si on désigne par w : Aored X BO - BO 17 opé-

. o o] o] 0 . .
ration de A red sur B on a sur B X A red la loi suivante
N -1
(n,g)(n',g ) = (nw(g,n?),zg*) ou wlg,n') =gn'g .,
o

. o :
L'application canonique BO X A red mg-» 4A0 définie par (g,n)ee gn est

. P ) .
alors un homomorphisme de groupes henséliens, 6 provient sur les annesux dlun

homomerphisme 6 obtenu par composition

N
Notons que, comme B est fini sur k , cn a

red

Propesition 4.1.6

L'homomorphisme 6 : A — A ® B est injectif,
red x ‘
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Démonstration ¢

" 0n a le diagramme commutatif

A ~ can
A =—p AQA ~———p Ared®B

k k
i\i%@j leA®1

A can, B

Donc, si e(a) =0, a est nul dans B 2 a € m
On a aussi le diagramme commubtatif

A 2 a0a -2 4 . ®3
red

k k
i;>\\\\x 1 1 @>§A 1 1 @>8B

can
A A'red

T
Donc, si e(a) =0, a est nilpotent, Or a = v? , donc a est nilpotent

r

Y

dans A qui est lisse 3 a =0 .,

Remarque 4.1.7

e o R ° N ° - O
Sur les groupes algébriques, ceci revient a dire que lthomomorphisme 6

e Gred X rG - G
- kP

est un épimorrhisme,

Soit O0 = Ker eo , Cn a pour D € Hk

¢®(0) = {(x"',n) €a° . x3°(D) | n ¢ 3°(D)}

red
CO est done un sous—groupe de Bo et en particulier C qui est.un quotient de

B est fini sur k .

4.2 Aledbrisation d'une opération,

Seit k un corps, G un kegroupe algébrique lisse et connexe, N un

o~ ~

grouve infinitésimal algébrique, Scit ¢ 1'hensélisé de @ , On suppose que G

opere sur N = N par automorphismes de groupes henséliens, Autrement dit dans
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HO

.. on a un homomorphisme
'k

W GEXN =3 N
k

tel que, si D € H, et si on pose, pour g € ¢(n) , n € (D) , wlg,m) = g.n

on ait :
1) (gg').n = g.(g'.n)
2) 1 =n
3) g.(unt) = (g.n)(g.n?) .
gi on note R=6 s ﬁr 1'hensélisé de G , N=spe¢c B , uw ¢ B> B @Dg 1'ho~

G,e X

momorphisme correspondant & w , les axiomes 1) 2) 3) se traduisent par la com=

mitativité des diagrammes a) b) c)

~ _u®1 ~ o
B —» BOR ——> BOROR a)
k 1Q Aﬁ k k :
ol Aﬁ est la loi de groupe hensélien de R
u w @>ﬁ§
B ~—» B®R —~——s B b)
\\k__”/
id,
B
" o 1Qu ~
B —» BOR —=> B®B®R c)

ou AB est la loi de groupe du groupe affine N = spec B ,

Proposition 4.2,.1
Avec les notations précédentes, il existe un groupe algébrique I, lisse et
connexe, une iscgénie étale « : L — ¢ et une opération par automorrhismes de

groupes de I sur N notée B : L XxN—-N tels que F(g) =
k

Démonstration :

BElle est analogue & celle de la pleine £idélité,
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On choisit une base e19,,‘,‘,,,eIl de B sur k avec e1 =1, On a alors

n
u(ei) = g e ® F a5 €R .

goit 8 la sous~R-algebre de R engendrée par les aij o

En vertu de la commutativité de a) on a

n n
e. s . = e. ~\a, °
gu( J)®a13 Z:;: J®AR( lJ)
J= J=1
n
or Z u(ej) ®aij = E ek®ajk® 8, ;
J=1 Jrk
ou, en changeant les noms des indices
n n n
1 e ® Aa, 5) =) ey ®) 3 8y Bayy -
I1 en résulte que A(aij) £33 8)8‘ et par la méthode utilisée en IT 2,2.2 on

. k
construit donc un groupe local sur S qui fournit un groupe algébrique L

lisse et connexe, Ltinjection Re 8 donne llisogénie étale o et on termine
J

comme en II 2,2,2 mubtatis mutbandis,

4¢3 la pleine £idé1ité (k parfait),

On reprend la démonstration de 2,2,2 sans hypotheses de lissité, mais en
supposant k parfait,

On a donc un diagramme

ond O o~
G 3;9 H
G H
Soit Gred le groupe réduit associé a G , Gred est lisse et connexe et
~ ~ ~ ~\0 ~ ~\0
(Gred) = (G)red . Posons H = (A) f ¢ =(B) .

LT
On a construit Bp

qui est un groupe hensélien lisse pour r assez grand,
Soit N le noyau de (B)Ote (Bp ) . On a aussi un homomorphisme de groupes

henséliens (G)red XN -G, 8Scit U son noyau, En vertu de 4,2 llopération de

Gred sur N induif une opération par automorphismes de groupes d'un groupe L

7
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o . e 2 .
sur N avec L —> Gre une isogénie étale, On a dtautre part des hemomorphis-

d

mes de groupes henséliens obbenus par composition :
~ o 0 o
G e—p G —» I
red

N & G = H

~__—

h

qui induisent des homomorphismes de groupes algébriques L°? —>H et W s H

avec L' > Gre iscgénie étale,

d
On peut supposer I, = L' quitte & prendre une isogénie majorant I et L',
De plus, on a sur L xN une structure de produit semi~direct gréce & 1'opé--
ration de L sur N et 1l'homomorphisme ¢ de LxN dans H défini par
o(£,n) = u(L)v(n) est un homomorphisme de groupes,
Eun effet, clest vrai sur les hensélisés et un argument du type de 2,1.1
permet de conclure,
D'autre part, on a aussi une fleche Uw LxN qui est une immersion fermée
et U est un sous-groupe distingué de L xN ., Scit M = L><N/U le groupe

quotient. On a les diagrammes 3

0 = [ e { XN w=p G = 0
red

] 1 t

0 =2 U b L XN == M — 0

et comme I =~ Gre est une isogénie étale, il en est de méme de M~ G .

d
Pour achever la démonstration de 2.2.2, il suffit de prouver que ¢ s'an-

nule sur U . Or $ s'annule sur U et par £idélité ¢ s'annule sur U,

Ceci achéve, en vertu de la remarque 2.4.1 iv la démonstraticn de 2,2,.2

dans le cas général,
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4.4 L'algébrisation (k parfait),

scit (A,A,¢) un kegroupe hensélien,

0
Consildérons eo : BO X A red - AO avec Co = Ker eo .

BO et CQ sont des groupes infinitésimaux notés N et U .

0

De plus (3,,1.,1) il existe G 1lisse et connexe tel que F(G) = A red

Quitte & remplacer G par I avec L - ¢ isogénie étale, on peut supposer
que G opere sur N par automorrvhismes de groupes (402),, On a donc un produit
semi~direct NxG et une immersion fermée 0~ U - NxG , U étant un sous-

groupe distingué de NxG .

Soit alors H = NxG/U . Je dis que A° =P(@) .

Soit D = OH o ? A' =D, (A',A",q') est un groupe hensélien et on a un
?
homomorphisme
A? «ds ®B
: red X

.0
et Ker j =U=0C ,
De plus J est fiddlement plat, car NxG —H 1llest,

On a donc A' = Ker(i1,i2) avec

i
. 1
At eds 4 ®B=E T3 BE®E.
red i
2 Al
De plus A' - B étant fini, B ® E2E @ E et done
~ A’ At

ERE“EQRC=ERC=EQRE, Mais, ona 6.: A—>E et ioe:igoe done
A? k k A f
6 se factorise par A' ,

PRI
u\ /j
Aﬂ

Enfin, comme Ker 6 = Ker j° , u est un isomorphisme, donc A~ = R(H) .
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445 L'algébrisation (cas général),
4,541 Rappels sur le foncteur de restriction de Weil,

Soit S' - S un morphisme de schémas, fini et localement libre, P! un
foncteur contravariant de Sch/s' dans BEns,

On pose pour X € Sch/S

RS,/SF'(X) = (X ; st)

RS”/SF est un foncteur contravariant de gsch/S dans Ens,
Le foncteur covariant RS”/S (ou R) slappelle la restriction de Weil et
possede les propriédtés suivantes :

1) R commute aux produits,

2) R est exact & gauche.

3) 31 X' est un schéma sur S' tel que tout ensemble fini de points
de X' soit contenu dans un ouvert affine, R(X') est un schéma, Si X' est
affine sur 8' , R(X') est affine sur & . 8i X' est de présentation finie
sur 8' , R(X') 1lv'est aussi sur § .

4) si X € sch(s) , on a une fldche canonique X - R (X x ') qui est

S
une immersicn fermée,

Nous appliquercns ceci au cas ot S = spec k , 8' = spec k' , k - k' étant
une extension de corps, finie,

Ie foncteur R =R induit alors un certain nombre de foncteurs,

k' /k
5) Tout dfabord, R° : Sch®/k' — Sch’/k .

Bn effet, si X' est muni d'un point rationnel x' : spec k' - X' , en

vertu de la bijection

H (SPGC k i R(X’)) = HCHISCh/k, (Spec k? ’ X')

sen /k
R(X') est mmi d'un point ratiomnel x .

si on pose R°(x',x') = (R(X'),x) on a
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H ((x,2) ,R°(x",x")) = HOmScho/k,((X@)k’ cer); (x1,xt)) .
: k

“Tsen® /x

6) De la méme fagon R induit un foncteur sur les k'-algdbres ; noté

encore R 3
R s k'=alg - k-alg

par R(spec A') = spec R(AY) .

On a alors

(r(a"),B) = Hom, . (A B®K).

Hom
k-alg K

7) Cecl permet d!obtenir un foncteur

° - ¥ — J
RZ : Lk' Lk ar Rz(A ) =r(a )m

oh m est llunique point k-rationnel de R(A!),

On a alors

gom. (R (A'),B)= Hom, (A',3®Kk') .

Ly 4 K K

Notons que B ® k' est dans Lk’ car k - k' est fini,
k

8) Enfin ona R :H, ~H

o~

s 0Y .
X défini par Rh(A ) = RZ(A ) et on a

Hom ( (A? >93>3§ Ho (A' s B X kg) °
B, My, K

Ces foncteurs commutent aux sommes, De plus, les propriétés universelles
montrent qu'ils commutent asux hensélisations et aux localisations :

si (X',x') € sch®/k' on a, en posant (X,x) = R°(X',x*)

9) R/Z(ex,,x,) =0y , -
De méme si A? € Lk' on a
(N P
] _ 1
10) R (a%) = Rz(A ) .
1y) Remarquons enfin que si A € Hk -on a canoniquement une fiéche
RA®K) - & surjective (4)
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et cette fleche se factorise par Rh (A ® k') en une fldche surjective,

k
4.5:2

T'algébrisation, cas général,

Nous sommes en mesure de prouver le théoréme fondamental,

Théoréme fondamental,

Le foncteur P :cyk-é HGNk est une équivalence de catégories,

Démonstration

°

Vu les résultats de (2.2,2), (3.1.1), (4.%3) et (4.4) il reste & prouver que

si k est un corps (non parfait) et

(A,A,oﬂ u  k—groupe hensélien (HPF),
(A,A,oﬂ est algébrisable,

1) 8oit k wune cléture parfaite.de k et soit (4,A,5) le k-groupe
hensélien obtenu par changement de base, En vertu de (4,4), ce groupe est algé-
brisable ; on a donc : KO =P(G) oW G estun k-groupe algébrique connexe,

Ecrivons alors k = lim ki avec k extension finie radicielle de k .

comme G est algébrique sur k , en vertu de EGA IV.8, il provient pour

i assez grand d'un groupe algébrique connexe sur ki , soit Gi . De plus,

quitte & augmenter i , on peut supposer que l*henséligé F(Gi) est le

kiﬂgroupe hensélien (Ai = A.iiiki , Ai 5 o.) .

2) Posant k' = ki , on a la situation suivante

s sl A' =AQK
k'-groupe hensélien (A',A',q?)

. k
est algébrisable ¢ A'O =r(g') avec @' al-

, le
géhrigque et connexe,

soit H=1R(a') ., H estun k=groupe

algébrique (4.5.1, 1 et 3), De plus,
on a o

r(E) = » (7(e") . (4.5.1, 10)

On a dfautre part une immersion fermée Aoce Rh(A’O) correspondant & la

surjection canonique

R (a') - A, (4.5.1, 11)
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De plus, cette fléche est un homomorphisme de groupes henséliens car dans la
bijection
Hom_ (R, (A'),4) > Hom '(A’,A')
k - k
elle correspond a id, , .

Par extension des scalaires, on a une immersion fermée
0 0
A e r () ®K
k
cltest=a~dire

Fe') & FE) QK =FrHOK) |

k. k
Posons H' = H® k' , Soit 1° 1a composante neutre de H , On a
g° = 1’ Rkt (k- E’ est fini radiciel, donc un homéomorphisme universel),
De plus, §(H') = F(Ep) o
On a donec ir(g) o F(H'O) .

En vertu de la pleine £idélité de P (2.2.2), il existe un k'-groupe
algébrique connexe disons L' et des homomorphismes :
LV ,,,J_,,, H'O
w |
Gv
avec F(j) =i et u une isogénie étale, De plus, soit N' =Ker j . On a
F(N') = Ker i donc N' est un groupe fini étale, Quitte & remplacer L' par
un groupe isogéne (L'/N') on peut supposer que J est une immersion fermée,
On a donc sur k' la situation suivante : L' algébrique connexe,

. o . : . o o ’
3 s L* - H?® immersion fermée et H' =H @ k' , Prouvons alors qufil existe

k
L, algébrique et connexe sur k tel que L ® k! = L' , Pour ceci, posons
k
k" = k' @ k' , soit H"o , l'image réciproque de H sur k" , L¥ et Lg les

k
images réciproques de L' sur k" , I1 faut prouver que L? = LS , Ou aussi

bien, que Lg = L?(?IS . On a alors une immersion fermée L¥t1L§ % L: mais,
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0 . o) . .
comme F(L') = A® provient de A" sur k , on a un isomorrphisme

F(L’1') = F(Lg) = F(L?nL?') . I1 en résulte que « est étale et comme L'1.' est

2 -

connexe, o est un isomorphisme, Il en résulte par descente que L' = L ® k'
k

Enfin, montrons que ®(L) = Ao o

On & deux sous-—groupes henséliens de F(HO) 3 savoir F(L) et Ao qui.
sur k' sont égaux & ar’ = F(1') . Ils sont égaux sur k par fiddle platitude,

cqfd,
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