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INTRODUCTION:

A la suite des travaux de R. H. KRAICHNAN sur la turbulence (cf. par exem-
ple [2]), U. FRISCH et M. LESIEUR introduisent et &tudient en [1] un modéle
de turbulénce dit modélé MRCM (Markovian Random Coupling Model). Le MRCM est
appliqué aux équations de Navier—Stokes déérivgnt lé comportement de nombreux
écoulements et applicable i de nombreux autres problémes d'évolution non liné-
aire de la Physique mathématique.

Par 1'introduction adéquate de coefficients de copplage aléatoires dans
les termes non linéaires, on cherche 3 préservér la plupart des propriétés
stuctureiles des &quations (propriétés d'invariancé, de COnservatién, coe)

' au niveau des moments d'ordre

et 3 rendre le probléme cxactement "soluble'
deux. Ainsi, la fonction de covariance des vitesses est la solution d'une &é-

quation maftresse qui se présente sous la forme d'une &quation d'évolution

d'un type non classique.

Rous nous proposons d'étudier cette &quation maltresse dans le cas unidi-

mensionnel ofi elle est assocife au modéle simplifié de 1'équation de Burgers:

(1) v = L(u)

Les fonctions u = u(t,x) &étant définies par x ¢ R et t » 0, et L étant 1'o-

pérateur aux dérivées partielles non linéaire .

@ L = [u,0 -7

Il convient de notetr qu'alors u(.,0) joue le role de l'énergie et est une des

non lin8arités caractéristiques de cette équation.



Associé aux équations de Navier-Stokes, dans le cas tridimensionnel, 1féqua-
tion maltresse ne se préte pas au méme fofmalisme explicite (cf. [4]).

Des résultats d'existence et de régularité de la solution de (1) (2) sont
obtenus dans un cadre fonctionnel naturel que nous allons préciser et qui ne

semble pas devoir étre le cadre habituel.

Lorsque l'opérateur L est du type
3) L = [fw],

1'étude de 1'équation (1) correspondante reléve de la classique méthode de vis-
cosité: On introduit un terme de viscosité vu et on fait tendre v vers O.

On définit donc des solutions faibles généralisées, ainsi dans E. HOPF [5] s

b ~ - -~ .

0.A., OLEINIK [6] [7], S.N. KRUZKOV [B] «e+ En l'absence de phénoméne de dis-
sipation (ou de viscosité), méme avec une condition initiale tré&s réguliére,

il n'est pas possible de trouver (pour tout t » O) des solutions réguliéres:

le probléme admet en effet des solutions pour lesqﬁelles se développent des

singularités,

Nous nous intéressons ici 4 la recherche des solutions généralisées pour

1'équation (1) (2), vérifiant en outre les conditions aux limites et initiales.

u(.,x) =——* 0 quand x ——> e

(4)

u(0 = u

( ,‘) o)

I1 est intéressant de reécrire 1'équation maltresse avec viscosité sous
la forme

(5) —g-‘ti (t,x) - 3—3 v+ 2(u(t,0) - u(t,x) ) )-g-}% (tyx)} =0



et il apparalt alors que cette équation est parabolique pour v > O tant que

u(t,0) 2> u(t,x) pour tout x e R .

Cette propriété est en fait lie au caractére physique intrinséque de 1'é-
quation: La fonction u represente une covariance, elle est donc pour tout t
une fonction dé type positif et il est bien connu que telles fonctions atteignent
leur maximum 3 1'origine. Nous établirons tout d'abord que le probléme aux li-
mites (5) (4) est un probléme bien posé dans 1é cone des fonctions de type po-
sitif.

C'est 1'objet du chapitre I, ol nous construisons une solution approchée
en utilisant une méthode de Galerkin pour 1l'équation transformée de Fourier de
(5).

Le chapitre iII est consacrd i &tablir des résultats de différentiabilité
de 1a solution de (4) (5) par rapport 4 x. Nous procédons par dérivation réité- .
:éé des &quations et nous en déduisons des résultats de régularité. La justifi-

cation rigoureuse tient 3 unme régularisation parabolique de 1'équation (5):

Nous considérons une &quation maitresse perturbée par l'introduction d'un ter-

2 .
) . . . s
me d'ordre 4, ¢ —~% ( € > 0 arbitrairement petit) et nous étudions le compor-

X
tement de ses solutions de type positif lorsque ¢ tend vers O.

Les points abordds dans les autres chapitres cont l'existence et la ré-
gularité des solutions (4) (5) & viscosité nulle v = O, |
Au chapitre II, 1'étude du comportement des solutions "visqueuses' lors-—
que v tend vers 0, permet de donner un résultat d'existence. Le passage 3 la
limite est fondé sur un théoréme de compacité d& & J.A. DUBINSKII @ﬂ.
I1 est alors naturel de poser la question de 1l'existence de solutions

plus réguliéres. La réponse est négative au chapitre IV, 1'équation maitresse
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ne posséde pas de solutions de classe>Cw ni meéme Ca, plus préci§ément nous &-
tablissons que ses solutions sont nécessairement irréguliéres aprés un temps
fini Ty ¢ c'est la notion d'existence d'un seull de singulafité. Les singula-
rités apparaissent alors ét se développent en x = 0, les solutions ne sont plus

-~

différentiables par rapport i x et uXx(t,.) devient infini., Le tem?s $*. est
détermind a-partir des conditions initiales.

Les solutions sont en fait de élasse ¢ sur 1'intervalle de temps (O,T* Jet
il y a conservation de 1‘énergié —— Conservation de 1'énergie donc pour les
solutions différentiables ——. Ensuite -1'énergie n'est plus conservée: Du point
de vue du modéle de turbulence, c'est la notion de "catastrophe énérgétique"
liée a 1'apparition effective de la turbulence. Nous donnons une équation sui-
vant x = 0 permettant‘de mieux cerner la proprié&té de discontinuité et>appor—
“tant une précision supplementaire relative & la dissipation d'énergie.

Au chapitre V enfin, nous &tudions la régulérité des solutions aprés'la
"cataétrophe" et nous obtenons qu'en dehors de x = 0, élles résteﬁt trds ré-
gulidres en espace.

Nous dénnons d'autre part une réponse partiélle au probléme de 1'unicité:
L'équation maitresse admet une solution unique sous une hy?otﬁése de type con-
servation de 1'énergie et une hypoth&se de régularité relatiﬁe'é uxx(t")'

Ces hypothéses, naturellement, sont satisfaites sur [O,T*[xIR et 11 est pos-—
sible de donner alors un développement asymptotique de la solution (chapitre IV).

Des essais numériques ont permis de rendre compte avec une bonne précision

de ces notions de seuil de singularité et de "catastrophe 8nergétique".



Le plan sera le suivant :

INTRODUCTION

CHAPITRE I. - Résultats d'existence i vigcosité non nulle (v > o fikée) .
.1 - fhéoréme d'existence .
1.2 - Fonctions de type positif et espaces ﬂfﬂp(ﬁ}) .
I.3 - Misé en oeuvre de la méthode de Galerkin .
I.4 - Estimations & priori .
I.5 - Passage 3 la limite .

1.6 — Remarque sur la dépendance en v et principe de maximum .

.CHAPITRE II. - Résultats d'existence & viscosité nulle (v = 0) .
II.1 - Résultats d'existence et estimations 3 priori (v - o) .

II.2 - Passage 3 la limite .

CHAPITRE IIT. - Unicité et régularité & viscosité v > o fixée .

III.1 - Premiers résultats de régularité (v > o). Théoréme d'existence
et unicité .

‘II1.2 - Unicité 3 viscosité v > o fixée .

111.3

Régularité C” & viscositd. v > o fixée .
CHAPITRE IV. = Seuil de singularité et "catastrophe énergétique" & viscosité v=o
' IV.1 - Non existence de solutions c” sur [b,w[ X ﬁ? .
IV.2 - Premiers résultats de régularité 8 v = o .
IV.3 - Discontinuité en x = o. _
IV.4 - Seuil de singularité . "Catastrophe énergétique" .
1V.5 - Démonstration du théoréme IV.4 .

IV.6 - Unicité et développement asymptotique sur (0,T,.) x [} -
CHAPITRE V. - Résultats de régularité globaux 3 viscosité v = o .

V.1 - Nouveaux résultats globaux &8 v = o .

V.2 - Régularité C en x # o .

ANNEXE 1. = Illustration numérique .

ANNEXE 2. - Commentaires .

APPENDICE - Le modéle retenu par U. FRISCH et M. LESIEUR
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CHAPITRE I  Résultats d'existence 3 viscosité non nulle (v>0 fikée)

THEOREME D'EXISTENCE

A viscositd v > O fixée, u = ug = u (t,x) est donc défini sur

{0, [x R par

@) =2 (e, - o [or 20u(5,0) - u(e,x) )] 2 (5,03 =0
8x

(1.2)

at X

el

u (t,x) +0 quand x| .+«
(1.3 u (0,0 = u ()
Théoréme I.1 Pour tout v > O fixd, pour ub donné avec
.6 u e’ (R),
' g A (n
(1.5) u > 0 c'est-a-dire U 20 s
I1 existe u solution du_probiéme (1.1)(1.2)(1.3) telle que :
, o 2 Ju 2
@e)  wel o[ s LURN , 57 eL(o=[x R,
(r.7) u(t,.) >> 0, G(t,.) 2 0 Yt 0.
Si on suppose en outre que :
© 2
(18w e UR)a L(R),
Alors :
(1.9) u € Lw(]o,‘”[x R )
et
(1.10)

- < fu ]
L (Jo,»[x R ) °LT(R)

(1) cf. § 1.2




Certains caractéres fondamentaux de 1'équation considérée étant liés i la
transformée de Fourier de u (en x , & t fix8), il est clair que 1l'équation
transformée de Fourier de (I.1) sera intéressante a considérer. En fait la méthode
que nous employons pour démontrer l'existence est la suivante : construction d'une
solution approchée en utilisant une méthode de Galerkin pour l'équation transformée

de Fourier de (I.1) et passage & la limite par compacité.

Dans ce qui suit nous commengons par quelques remarques sur les espaces
P . . . .
EF'H (R ) , nous explicitons la transformée de Fourier de (I.1) et nous mettons

ensuite en oeuvre la méthode de Galerkin.

1.2 FONCTIONS DE TYPE POSITIF ET ESPACES § H (R ).

On rappelle qu'une fonction o est de type positif, notée o >> 0 , si
la forme quadratique

N —
AJ’-'O"AN——'_—T .z G(Xi - XJ’) Ai Aj
1,3=1

est semi~définie positive pour tout ensemble fini de points Xyeeeey¥y dans R .
‘Conséquences immédiates de la défini;ion, on a les propriétés :
o(x) = o(x)
o(o) est réel positif

Ic(x)l < o(o) pour tout x € R.(N=2, x =0, x =x, A1=l=fA2)

1 2

Ces fonctions sont bien connues en Analyse mathématique et ont fait 1'objet
de nombreuses &tudes (cf. par exemple L.H. LOOMIS El], BOCHNER EZ])(l)
_‘le

Ainsi en particulier, les fonctions fp(x) =@ sont de type positif

pour tout p tel que O < p £ 2 (la propriété n'étant plus vraie pour p > 2).

Plus généralement, lorsque o est une fonction continue si o(0)=0 et
¢ >> 0, alors nécessairement o est identiquement nulle ; si a(o) =,0(xo) et

o >> 0, alors nécessairement ¢ est périodique de période X

D'autre part, en vertu du théor@me de Bochner, une fonction o >> O peut etre
caractérisée par le fait que sa transformée de Fourier, notée & , est positive

ou nulle.

PRESEUEENERSE .

(1) cf. aussi L. SCHWARTZ [13] pour des distributions de type positif.



- En vue de l'étude du probléme (I.1) (I.2) (I.3), nous introduisons donc
1'espace HI(EQ) et son image, F Hl(ﬁ{) , par transformation de Fourier, qui
sera 1'espace naturel de travail (& t fixé). Nous utiliserons aussi parfois
les espaces Hp(}{), p entier 2 o, et leurs images de Fourier N HP(HQ). On
rappelle que Hp(ﬁ?) désigne l'espace de Hiibert des fonctions d¢ R —— R ,
de carré sommable, ainsi que leurs dérivées d'ordre < p. On notera u = u(x) ,

-~

'v(x) des fonctions appartenant par exemple & LZCE{x) et ¢ = ¢(&) ou

I

v

12

Ainsi 1'espace F HP(R) désigne l'espace des fonctionms complexes @ ,

(&) des fonctions appartenant & 1l'espace des transformées de Fourier Lz(Eig).

@i 1y e AR TED = v [ G P | pofas <+ o) .
R

Il est de Hilbert pour la norme
{ I a+eH? | pw|? a2,
R ;

L'espace & HP(ﬁQ) contient d'aprés_(I.ll) toutes les fonctidns'étagées
& support compact vérifiant $(-£) = $(£) . Nous verrons que ces fonctions
forment un sous—~espace dense de 37 HP(B{) (cf. Lemme I.1), et nousvmettrons en
oceuvre la méthode de Galerkin, dans des sous~e$péces de j? Hl(ﬂz) , formés de

telles fonctions (cf. § I.3).

De maniére plus précise nous introduisons les espaces -¢h suivants :

Soit N un entier > 0 , h = 2“N et soit ¢ﬁ( le sous—espace de g Hl(ﬁ?)
formé des fonctions &tagées, constantes sur des intervalles de longueur h

centrés aux points jh , ¥jI < M(h) = i§'= 22N (1) , et nulles en dehors de ces
intervalles. h

. . s s . 1
Désignant par ¥ la fonction caractéristique de l'intervalle (- %-, + E& s

on définit @ comme 1'espace des fonctions telles que
h P

(1.12) ¢ = ®

£ . .
¢, x G =3) s ¢.=¢(Gh) e C

(L.13)  ¢C8) = ¢(8) V& clest-a-dire by = 05 -

Nous avons :

pr——

PR

(1) On peut remplacer M(h) par n'importe quel autre entier tel que h M(h) + «
lorque h - 0.
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Lemme I.1 Pour tout entier p > o fixé ,

(L.14) (h) ¢h est dense &ans § P (R)

(1.15) y_](g (Dh) est dense dans HP(R) .

Démonstration

I1 suffit de démontrer (I.14).

Pour tout ¢ € ?HPCR), et pour tout h donn&, on considére la fonction

\bh € ¢h définie par :

(+3)h
(I.16) ¥y, (3B) ___% J 1 ¥(e) dg il < M(n) .
(j"_ -Z')h

On vérifie que wh(-jh) = ‘Ph(jh) . Ainsi 1'_app1‘i.cét':'ion ¢'+-1ph est linéaire

de . T HP(IR) dans §_ et on vérifie par un calcul &lémentaire que :

h

(.17 el < ¢k |l

FHP(R) F P (R)

Le résultat sera établi si nous montrons que pour tout V¢ € 7 HP(R) s

(1.18) ~—+ § dans § HP(R) , lorsque h ~+ o .

Yy

D'aprés (I.17) , il suffit de démontrer (I.18) pour tous les Y d'un

sous—espace dense de J HP(R) » donc pour ¢ a support compact en vertu

du lemme I.2 ci-aprés. Et pour de telles fonctions, on vérifie trés aisément que:

f U+£%p{%@)4ﬂaﬁd€~*0 (h ~ 0).
R

Lemme 1.2

D (']Rg) est dense dans BP(R) .

Démonstration

Puisque D (IRX) est dense dans HP(R), par transformation de Fourier,

. o % P N . . .
les fonctions C  sont denses dans J H*(R). On se raméne ensuite aux fonctions
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i support compact par troncature :
Soit 6 e D (Hzg) » 05851, telle que :

6 =1 pour IEI 1 et ©8=0 pour |g|] 32 ;

/A

On vérifie que pour tout ¢ € fF HP(EQ) et pour tout ¢ > 0 ,
6(e)p(*) ¢ ¥ BP(R) et lorsque e+ 0,

(I.19)  0(e*)y(+) —> ¢ dans F BP(R) .

I. 3 MISE EN OEUVRE DE LA METHODE DE GALERKIN

Soit u = u(t,x) une solution de (I.1) et soit. ¢ = ¢(t,&) 1la

transformée de Fourier en x de u.
L'équation (I.1) s'écrit sous la forme :

2 32 32 2
(1'20) at(t’u) - (\) + zu(t,o)) l21 (C,X) + 2[(u(t,x)) ] = 0
9x X

A
. - . . -1
et devient aprés transformation de Fourier (on notera u = gf ¢ = ¢)

@2 Be,n) vt o+ 2 $6,00006,8) = 41 £ ¢ % 9(,0)

Pour ¢ et ¢y donnés, on définit, lorsque ces intégrales ont un sens,

. .
(¢,9) = $(&) y(g) dg
4]R .
2 2 —
(1.22) a(,¥) = a7 P(g) y(&) dg
. R
[ 2 2 e
B(¢,V) = br” g7 ¢ % ¢ (8) Y(E) dE
‘R
Dans les espaces ¢h précédents, nous allons chercher une approximation
de u(t,.) = ¢(t,&) sous la forme :
+M(h) £
¢, (£,8) = Z ¢ (£) x(E = 3)
b j=-M(n) OB h

Les fonctions (o,Th) — ¢h seront solutions de :

o *

Top(t), ¥ + 0+ 2§ (6,0)) alen(0), ) = B (), ¥) Yo, e 8,
(1.23)
¢h(o) e'¢h donné
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Avant d'étudier ce systéme différentiel, précisons le choix fait en (I.23)

relativement aux conditions initiales. Par hypothése u, € LZ(EQ) et donc

”~

2 - - . PR
u e L (EQE). D'aprés la démonstration du lemme I.l, nous pouvons définir pour
tout h , un &lément ﬁoh; dans ¢h.’ a8 valeurs réelles, tel que :

luohl s_]uol et Uy, T Uy dans L (ﬂag) lorsque h -+ o .

En outre, d'aprds (I.11) et (I.5) , th >0 .

Nous choisissons donc en (1.23)

A
(1.24) ¢h(o) = uoh.> 0.
Lemme I.3 Le systéme différentiel (I.23) ‘est équivalent au systéme

différentiel :

S 0n(® + 4 GE P o + 28 (606 (0

_, 2 _+M(h)
(1.25) - ‘”‘k,i:_M(h) Oikg Prg () 9gp ()
b (@) = Gy 2 0
ol
(j+1/2)h : )
(1.26) G.kz = I X #*X (E-+ k + &) £7 d&
) (i=1/2)n

Il posséde une solution maximale définie sur un intervalle (o,Th[ s

O<Th$+°°),

En outre :

(1.27) ¢, (t,8) 2 0 ¥eeR , Yecr .

Démonstration

Pour obtenir le systéme‘différentiei (I.25) & partir de sa forme

variationnelle (1.23), nous prenons wh défini par :
=1 (& _
‘bh(E) =% X('ljl‘ - 3)

Un calcul élémentaire montre que :
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40, b = Ly o [N
w0, ) = g £ ax
h h h jh (i-1/2)h

w? v G g 64 (0

z:-i*M(h) 2 (j+1/2)n

4

B(¢, (£)5 ¥, )
B B e=mmy R fkn(®) 4 (® J

2
Xp1. ¥ Xov (E)ET dE
G-1/2)h kh* *gh

B (B) = xE = K

Mais

i

Xy, ¥ Xgpy (B) JR xGEL - 10 x@ - 2) dn

h[ X =k = £ = n) x(n) dn
R
h x % X (%—- k- 2)

et le résultat suit.

Pour démontrer 1'existence d'une solution de (I.25), il suffit de montrer

que 1'application lindaire :
8 -1
b ¥ = (F v (0
est continue de ¢h. dans € , et cela est tout a fait élémentaire.

Pour montrer que (I.25) admet une solution réelle positive, on applique

le raisonnement qui précéde au systéme

(1.25 bis) oo (0) + or 07 5T+ O+ 2E (0 ]) 0y (0
= 2 +M(h) R :
o a1 )

avec la méme condition initiale.

Or toute solution de (I.25 Bis) est réelle positive. Il est facile de voir
qu'elle est nécessairement réelle. Pour vérifier qu'elle est positive, nous remar-

quons que les ijl sont positifs et que :
4. (0) + o, (£) 6., (t) 30
at *jh h jhit Z

2

o (£) = w252 + I -+ 2[§, (e,00]) 3 0

ceci implique

t
¢jh(t) 2 ¢jhﬁ0) expf- Jo ph(o) do}

donc 2 O,
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Ayant observé qu'une solution de (I.25 bis) est réelle positive, nous
affirmons que c'est aussi une solution de (I.25). En effet, les seconds membres
. . X . a, N,
sont identiques et dans le membre de gauche on a bien l¢h(t,o)l = ¢h(t,o)

gh(t,.) est de type positif

et Eh(t") e P(R) , Vp>0 , en particulier s'annule & 1'infini en
sorte que :

3 h‘(t’°) = Sup %h(t,.) > 0.

I. 4 ESTIMATIONS A PRIORL

Nous allons établir 3@ présent les estimations & priori qui nous permettront
de montrer que Th = + © et qui permettront ensuite le passage i la limite
h——>0 (§ I.5).

Au préalable, nous donnons une autre forme de 1'équation du systéme (I.23) :

Lemme I.4 Avec les notations :
a, @ -1
uh(t,'> = ¢h(t:') = ‘j‘ q)h(t:')
n,
v () = § )
et
auh(t) dv
h
(1.28) a(uh(t), vh) I ryralOi dx
R
Nous avons @
o
(1.29) sz(uh(t), vp) v+ 2y (t,0)) a(uh(t), vy)
auh dv
h
= 2 J uh(t,x) E (t,x) In (x) dx
R
Démonstration
Dans (I.23), il suffit de transformer l'équation & 1'aide du théoréme de
Parseval.

En effet, nous avons successivement ,

& 6 (0, v) J AL ENGRE
R

it

[ %E-uh(t,x) vh(x) dx
R



’

u(¢h(t), wh>

inle? ¢, (£,8) T (O ds

ro. . dvh
= I v (t,x) T (x) dx

r

g e e by (60 T a

B, (), B,)

»

Jg @ing epe o, (6,8) (ZnE ¥ (8) ) df

r

= R£ {( uh(t,X))Z} ;f; vh(X) dx

= 9 dv,
- [@ u, (t,%) % (t,%) E;E (x) dx

Nous établissons maintenant les majorations & priori.

Lemme I.5 On a

et lorsque h > O
(ii) Les fonctions ¢h demeurent dans des ensembles bornés de
1°Jo,=[ 5 PRy er t2o,=[ 5 T (R) ).
(iii) Les fonctions u = %h demeurént dans des ensembles bornés de.

°Jo,al 5 P@®) ) et 12 Jo,e[ 5 H(R) .

Démonstration

I1 convient de mnoter que (i) résulte immédiatement de (iii).
Soit d'abord t fixé, 0 < t < Th’ nous prenons v, = uh(t) dans (1.29),

ce qui correspond i %h = ¢h(t) dans (I.23) :

9
7 3 1O v vam®, g ®) 2 J{R (u, (€,0) - uh(t,x))(—g;} (t,2))%ax = 0
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Utilisant le fait que uh(t,.) > > 0, nous avons

Uh(tyo) z Uh(t:x) VX e
et nous obtenons alors en particulier

lo, % < |y @]

Ce qui montre nécessairement Th = +w , Intégrons maintenant de
03as (s>0 quelconque) :
s
2 2
[u, ()7 + 2v [ a (u (6), u(t) ) dt < [y (0]
o

Le lemme I.1, (I.24) et le théoréme de Parseval justifiant 1‘'inéga-

lité [uh(O)l2 = [ﬁohlz < lﬁofz, nous obtenons finalement
(1.30) Iu.h(s)[ < |u0|2 Vs> o0
® 9
(1.31) J l —5;}—‘ @)% < 5 lul?
' o

Le lemme est établi.

I1 nous manque maintenant une estimation & priori sur la dérivée

par rapport & t de W ce qui est 1'objet du lemme:

Lemme I.6 Lorsque h » O,

auh'
< 4/3 L
¢~ demeure dans un borné de L, - Jo,=[ 38 "(R) )
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Démonstration

Soit T > 0 quelconque,

(T du, 4/3
Nous considérons L = I [ EE_(t) Iln_l(ﬁz) dt
o

Via la transformation de Fourier et parce que

+M(h) £
., (t,8) = 4 (t,.) == é..(t) ¥ ( +-3) , nous avons
her T PRIVRRNRS | h

(T .. 3¢ : v 2/3
I = {J (5t (6,9 )0 =) ar
g

J 1+
o
rT +M(h) dé. (j+l/2)h 253
= {z (P 07 ¢ J ) a
‘o j=-M(h) (j-1/2)h 1 + &
T +M(h) dé. 2/3
s[ {z v, ()% de
0 3="M(h)
" h
ot v.(h) = .
J 1+ (§ - 1/2)%0%
d¢.h
La recherche d'une équation "explicite" donnant ~E%~(t) en (1.25)

(la démonstration du lemme I.3) fut menée 3 bien par choix de

ey ol L E_ .
¢jh(5) =5 x(g-3)
dans
@32 g a0 = (v 2 4 (5,00) o (), bi) + B (D), by

Les formes ¢ et B sont données en (I.22) et calculées dans la démons—
tration du lemme I.3. Procé&dant ici un peu différemment, nous avons d'aprés

1'inégalité de Schwarz,
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B f(j+1/2)h

2 2 .2 2.2 2
a(¢, (£), ¥.. )" s 4r'h (G + =) . 4n”e" (4, (£,8)]
et Vg, 1277 JG-1/2)m h

PRI
2 f an’e? (3, 0, (£,0)] 7 d

| 8, (©), v..0]% < 4r?h (5% + <D,
R 27 Jg-/am

Poursuivant le travail de majoration de Ih’ nous regroupons les iné-
galités précédentes d'aprés (I.32), alors

(une constante sera notée indifféremment C)

+M(h)

z v;(h) (g

| 2
ey dt jh(t) )

< ca+ el . J an’e? (o, (£,6))% az
®
*C Jm i’ g % 6 (6,5)]7

£ ¢+ ueol® . LR <-EE (£ ) 2

+C%(3§¢ﬁ&m)ﬂd

I1 faut ensuite utiliser la majoration classique

.33 v oz VM2 Ly 12 Vv e BENR)
e @) * P@)

et le fait que uh(t,.) > > 0, c'est-d~dire uh(t 0) > uh(t x) VYV x.
f trn v (Lo 3
o< R IR AR

T IV 3 L 2/3
$ j tolst @l +c (oM. [ 20 [V22 2%
(o]

T 3 T 3
<C I | h (t)la/3 dt + C J l.uh(t)lz/3 . lg-;th-(t)lz dt
[8) ! o
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3
T h T D
sCI | —— @ [*Pa + ¢ fo lu (0] %3 -l-—£‘—~ % at
o _
9x

Nous terminons avec le lemme TI.5 (iii):

Ih‘< C = C (T) indépendante de h.

1.5 PASSAGE A LA LIMITE

Il existe une suite H' +~0 ,
I1 existe u € Lm'(] °°[ L (R) ) avec -g-:—: el (]0 W[XR)

tels que:

Y, :—-—-+u dans L” (]o,w[ : L2 @R) ) faible étoile

(1.34)
oL ¢ '
. 3u 2 .
= ........+-5-£ dans. L (]o,w[le) faible

En raison du 1emﬁ1e 1.6 et d'un théoréme de compacité d'Aubin , nous
avons des propriétés de convergence forte de W, Vvers u

‘Nous savons que 1° 1n_]ect10n de H ([ -M, +M ]) dans H ([—M +M])
est compacte pour tout M > O, pour tout s, 0 < s < 1; alors nous avons par

exemple

iy

(1.35) u.h,‘——-> u dans L2 ([o,T] ([—M, +M])) fort Y > 0, Yus> o .

or H° (R) s'injecte continfment dans CAR) sis>1/2 ,

Donc

(1.36) W —— u dans L2 ([O,T) ;C“([—M, +M]) )} fort VTA > 0, VM >0.

En particulier 5

(1.37) uh,(.,O) —> u(.,0) dans L [O 00[ ) fort .



Comme d‘'habitude, partant des éciuations approchées (1.29), les
convergences faibles données en (I.34) suffisent pour justifier le passage
3 1a limite dans les termes linéaires, et les convergences fortes (I.36)
(I.37)lnous permettent de passer 3 la limite dans les termes non linéaires.
Plﬁs précisement, soit v c%(R) et ¢ = V. Nous savons trouver pour
tout h' des éléments wh' € ¢h' tels que 'd)hf' —r ¢ dans ?HI (R) lorsque
h'* > 0 . '
- = ghi :

——> v dans H1 ®)

On.pose v, —‘g"lp

et par conséquent X

Avec ce choix de v+ Dous déduisons de (I.34),

(o, (t), v, ) =~ (u(t), v)
(1.38) " h™ |

a( uh'(t) s V ' ) """"" a (u(t), v)

Alors, grice 3 (1.37),
(1.39) w500 & (4,(), v,) — ul.,0) a (u(.), V)

dans L ( ]o w[) faible

et donc en particulier au sens des distributions sur ]0, w[ .

-~

I1 reste 3 justifier le passage 3 la iimite dans les termes non li-

néaires du second membre de (I.29) ¢

Lemme 1.7 | - Lorsque h' + 0 »
o dv e ,
(1.40) J W (esx) v (e x) = () dx —— I u(-,X) (-, ) (X) dx
'R ' ' R

au sens des distributions sur ]o,w[ .
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Démonstration

' Le choix des fOnC.thIlS Vit n'en fait pas nécessairement des fonctions

& support compact, toutefois supp(v) C [—M, +M] » (M > 0 pour fixer les id&es).

Nous avons

uh, 'dw?h,
‘{!x{ >M uh,(t,x) 3% (t,x) dx

dvh

omoumemmiwn 4 L1 cmmee————

~ luh' () ILm(ﬁ)l 9x Lz(@) ! dx f Lz( -M, +M)

La fonction c(t) est localement bornée en t (cf.(iii) Lemme I.5)

étant donnd que Yyt TV dans H1 (), nous avons

dvh 4

R —~— 0 , lorsque b'»> 0

dx  LE(-M, +M)
Dfautre part,
auh' - dv >v | ‘
w. (€, x) == (t,x) (x) dx ——-«——»I u(t, x) (t x) (x; dx
Ix] <

I x| «

(au sens des distributions) . Cela résulte immédiatement. des résultats de con~

vergence (I.34) (I.36).

Fin de la démonstration du Théoréme d'existence I.1

A la limite, u vérifie donc
@s)  wer” Jo, o3 2@ N1 Joo[ s H@ )
(1L42) 2= (), v + (vt 2u (£,0) ) a (u(t), V)

=2*Iu(t,x) ct; )%(x)’dx=0
R



‘V ¥ € @(R) et par cox}tinuité, VYve Hl R . ( V’t > 0)
ou encore l'équation-(I.1) . .
La fonction u(t,‘.) ést du tfpé‘positif, puisqu'il en est ainsi des
fonétions uh.(t, D ¥Yt> 0 d'ol (I.7).
Nous avons également
(L83)  w, (0, .) — u(0, .) = u(.) dans K "(R) faible.
Cela résulte aisément du lemme I.6 et du choix de §h en (I.23) (I.24)

et cela termine la démonstration de 1'existence d'une solution lorsque ue L%ﬂ{) .

.X.6 REMARQUE SUR LA DEPENDANCE EN v et PRINCIPE DU MAXIMUM .

I1 est intéressant pour la suite (cf. $ I1.1) de remarquer que les
fonctions u, et donc la fonction u, vérifient des estimations indépendantes de ¥ .

En effet au cours de la démonstration du lemme I.5, nous avions,

‘ qu.. . : ]
RIZE- o, (1% + v}-é-lih; (1% + z] (u, (£,0) = u (£,%) ) <~a—xu—“-<t,x) ) dx =0
R

d'ol

(e 0 <lul?

3 , 2
.6 4 v -.;J—h; \ < 2]
L°( Jo,=[xR)

2 ’{( (t,0) - u (t ))(?-ul‘—(t'))zd dtg 1/2| 12
2], ] 80 = o (2 Yax gk 172l

Des inégalités analogues pour u sont obtenues par un passage i la li-

mite utilisant la semi~continuité inférieure:
. 2 2
(oo} < [u]

(1.65)  { vE-»-g-E- & 172]u |?

L2 Jo,=[xR)

\ E JR (u(t,0) = u (£,) (2 (£,%) )7 dx at g 1/4]u |
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Principe du maximum .

Si on suppose en outre que u e L”R) n LZ(R), la démonstration de
{(1.9) (I.ié)‘repose‘sur le principe. du maximum,

On posé
(1.46) ‘ a, {u) (ﬁ,x) =v+ 2 (u (£,0) —ult,x) ) 3v>0

Sachant que u € L”(]O,w[ : Lz(R) ) et -gvxl-l- € Lz(jo,w[xIR)
il vient (cf. (1.33) ) ,
T 4 T 2. 49 2
[0 fu(e) ‘C’(R) de s»{i‘j lu(t)lLZCR) ]-5}% (t){L2®dt <+w Yr>50.
0 |
Ainsi,
@ e eti(fo,r] ;C®H, Vrso.

Considérons 1'équation (I.1) qui s'écrit simplement
P

du 3 du oL . e .
At W ((:v T ) =0 , comme une &quation linéaire en u.‘Elle

poss@de une solution unique u qui vérifie les conditions (I.2) (I.3) et

(1.48) t du 2
. o | @, (6% (52 (5,x) )7 dx de < 4o
R

Cette solution est limite des fonctions u solutions de

I)u}3 3 du

o " m Cpam0 =0
(1.49)

u (0) =

un()”uOn

' : (s
oi a etu sont des approximations C de o et'u
“n on v o

respectivement lorsque  =———> 0 ¢
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{(1.50) an > Vv et an—--+civ dans Ll’([O,T]-; R) ) ¥YT>0

(1.51) et u. ~—*ru dans Lz(\f’\)

luonlcf(@ y S Iuole(g) oh

Comme il est clair que le principe du maximum classique est appli-

cable a un, nous observons que un converge bien vers u lorsque n > O et que

4 .
I, ”L°°([0,TJ xR) S legnlimegy < I%li=g)

" A la limite nous obtenons (I.9) (I.10) .

Remarque 1.1

On peut aussi obtenir le principe du maximum pour u en utilisant

d'autres régularisations de - 1'équation (cf. chapitre III).
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CHAPITRE II Résultats d'existence i viscosité nulle (v = 0).

II.1 RESULTATS D'EXISTENCE ET ESTIMATIONS A PRIORI (v - 0).

Pour v > O, nous désignons désormais par u  une solution du théoré-
me I.1. Le comportement de us lorsque v + 0, est précisé par le théoréme II.1
qui permet aussi de donner un résultat d'existence relatif au probléme (I.1)

(X.2) (I.3) & viscosité nulle.

Théoreme II.1 Les hypothéses faites sont

(1I1.1) u e L (R) N LZ(lR)

(11.2) u >3> 0

Soit [uv[v>0 la famille des solutions données par le théoréme I.1,

il existe une suite v' + O et une fonction u telles que

(1I1.3) U, ——u ‘dans Lw(]O,w[ ;LZ(GK) ) et Lw(]o,w[ x® ) faibles-étoile,

(11.4) u e r°Jo,»[ 2 R) yN1 0, xR)

(11.5) u(t,.) > > 0, V t30

ar.e) (0 - 242 [(u(t,O) - u(t,0 ) 32 (e,0] =0
L7 w0 - u ()

(11.8)

” u [le(]O’oo[ xR) < Iuole({R)

b _ Ju 2 1 2
(11.9) jo LR (u(t,0) = u(t,x) ) (o (6,x) )7 dx dt ¢ Z-[ub[
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Le choix de 1'hypothése (II.1) est essentiel., La démonstration du
théoréme II.1 résulte d'une part des remarques du § I.6 reprises dans le lemme
II.1 ( en particulier (I1.9) et (I.10) nous donnent une majoration de u, pour

la ' norme uniforme) ; elle résulte d'autre part du lemme II.2 suivant qui donme

3y
une estimation de 5T également indépendante de v.
Lemme II.1 Lorsque v + 0, les u, démeurent dans des ensembles bornés de

A v _du
Lw(]O,m[; Lz(R) ) et de L (lo,m[xﬁi); J;‘—EEX demeure dans un ensem—

ble borné de LZ(IO,w[xﬁ\); et enfin

(I1.10) . ou 9
J“ f (uv(t,O) - u (t,x)) ( —E—E(t,x) Y7dx dt £ C .
olR v X _

Lemme II.2 Lorsque v > O,
auv ] 2 -1
> demeure dans un ensemble borné de L (lo,w[ s H ® D).

Démonstration

Dans 1'équation (I.1l) nous &écrivons
3uv azu du

v 9 Vv
=V 2 s : - u
T % 2 =7 1, (£50) = u)) —==13

ou ce membre de droite demeure borné dans Lz(lo,w{; H*IGR) Y.

En effet nous avons:

azuv 2 -1
v 5 borné dans L (|O3é[ s H @R )
°x"
qu 9 :
et (uvw(t,O) - uv) pw borné dans L-(IO,w[ gﬁi).

I1I.2 PASSAGE A LA LIMITE

Nous déduisons aisément du lemme II.1 qu'il existe une suite

' Y .
v! >0 et we fonction u, avec
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ue1”(J0,°[; L2Z® ) n 17(]0,=[ xR)

I ull, € Ty,
et

uv,<—+ u dans Lm(lo,w[; LZGR) ) et Lm(!O,w{xE{) faibles- atoile

Nous avons aussi,

Lemme II.3 La suite v' + O peut @tre choisie en sorte que
(11.11) u,e > u dans 20,1 ; X [, +M])) fort , ¥T1>0, Vir>0 .
Démonstration

Nous utilisons le th&oréme de compacité de J.A. Dubinskii @é] ﬁS]
sous la forme donnée. dans J.L.Lions [9] (chap.1 §12).

Des notations analogues impliquent ici, pour M, T fixés :

B = C°([—M, +M])
B, = H ' ([-,41)
pO 3’ pl = 2’

M) = ¢ J v ax 12 i [ lv0) = vl & n? axy?/3
x| <M xl< -

S ={v [v e Bo yI(v) < ; o}

I1 s'agit de démontrer que l'ensemble

(ar12) B ={v|ves ,Mw <1}

est relativement compact dans B = C([-M, +Mﬂ),
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Alors nous serons en mesure de conclure grice au résultat de compacité mentionné:
la sulte extraite des uv,(t,.) restreints i [—M', +M] sera relativement compac-—
te dans LZ(O,T ; C°(-M, +M)), d'oli (II.11).

Nous allons montrer qu'une suite {vm} .telle que m(vm) < 1 contient

une sous-suite fortement convergente dans C°([—M, +MJ).

m ) = 1 [ (v, () ) axy'?

|x] <M

) [__9_ (v (0) = v_(x) W]v_(0) - vm(x)l))de}l/B

3x

. ’ ' 2 . . .
- La sulte.{vm} est donc dans L°(=M, +M) et il existe une suite m' » =,

telle que

Vo ~— v dans L2 (-M, +M) faible.

. ] - -
La sulte pw {(Vm(O) - vm)\(]vm(o) -V I} est également born€e dans

Lz(-M, +M); L'inégalité de Poincaré aidant, la suite (vm(O) - vn?‘“vm(O) - vml :

est bornée dans Hl(-M, +M) et par conséquent relativement compacte dans
3/4

B>V (M, +M) et dans C°([-M, +M]) .
Alors il existe une suite m' ——> =, telle que
Vo —> v dans Lz(-M, +M) faible
(11.13)

(o (= v NTv (@) = v, [— ¥ dans c° ([}, #]) Fort .



Nous savons que pour a, b e R ,
lalal ™2 - 5] 3| g ¢ |a - b]2/3

oli C = cste indépendante de a et b .

On en déduit que si ?m = ¢le ¢m I converge uniformément vers Y,
- alors ¢ = Wm[?ml—l/B converge uniformément vers ¢ = W[WFI/B

et donc

'vm,(O)' = v, vy /3 ans c([=, +M]) fort
(I1.14) ,

Vﬁ,(O) ———k = v(0)
Ce dernier résultat découle de ce que la suite'{Vﬁ(O)} est bornée,
sans quoi v, = (Vﬁ - Vﬁ(o) ) + Vﬁ(o) ne serait pas bornée dans‘Lz(-M, +M) .

F1/3 _

Dé (I1.13) et (II.14) on déduit que WIW A -

avee (A - v)(0) =0 d'od A = v(0) .
Finalement,

/3

(11.15) vy = -y |¥| 173 4 w0y = v dans C([-M, +M]) fort

Nous avons &tabli que‘j3 en (IT1.12) est relativement compact dans

c([-, +M]) .

Appliquons le lemme I1.3,

(I1.16) uv,(., 0) — “u(., O)‘dané LZ(O,T) fort, Y T>0
(I1.17) uv,(., 0) = u(., 0) = u dans LZ(O,T 3 C([-M, +Mﬂ) fort

- Yr>0, YM>0
(I1.10) donne 3 la limite lorsque v =+ 0
(II.18) [; IR (u(t,0) - u(t,x)) (—§§ (t,x))? dx dt € C

I1-n'y a plus aucune difficulté dans 1'équwetion (I-1) lorsque

v * 0, A la limite, on trouve:
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Ju 3 ‘du
5t 2 5% {u(t,0) u) 5 = 0

On voit facilement que:

-1
uv,(O, ) o= u ——* u(0, .) = u dans HE "(R)

et par conséquent le théoréme II,1 est complétement démontré .
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CHAPITRE IIT Unicité et régularité & viscosité v > 0 fixée.

111.1 PREMIERS RESULTATS DE REGULARITE (v > O). THEOREME D'EXISTENCE ET

D'UNICITE.

Nous allons faire apparaftre dans le théoréme III.1 les premiers ré-
_sultats de régularité sur u solution du probléme (I.1) (I.2) (I.3). Ils nous
permettent en particulier de précisér le théorémé d'existénce du chapitre I
dans Ze cas ol la donnéé initialé u est de type positif et appartient 3 Hl(GQ).

Poursuivant le raisonnement avec une donnée initiale trés régulié-

(D
re, u >> 0 et 2 ( . . - . .
) et v € i)L (R) , nous obtiendrons une suite d'équations véri-

fiées par les dérivées spatiales sucessives de u .

Théoréme III.1 Soit v > 0 fixé et u donné avec

(IIL.1)  u e H]‘(Rf

u > > 0
o

Alors le probléme (I.,1) (I.2) (I.3) posséde une solution u unique,

qui vérifie en outre:

woe (0, s (R) )
du, 2 1
(I11.3) | 5— € L ([o,=[ sH"@®) )

(1I1.4) u(t,.) >> 0, Ve3> 0

ou

(IIL.5) ¢ (u) = 2u (-,0) = u) = € 1?(fo,=[ s B'@®) )

. auv : 2
(111.6)  5— € 1°([0,=[ xR).

1 . e ges s . o
&) Espace des fonctions indé&finiment dérivables, dont toutes les dérivées

appartiennent a Lz(ﬁ?).
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Démonstration

La méthode de démonstration est fondée sur une régularisation para-
bolique de 1'&quation (I.1). Pour ¢ > O donnd arbitrairement petit, nous nous.

intéressons au probléme approché:

; 2 4
Ju 3 u 3 u 3 su  _
WL g Vo2 Y e T @ @) =0
X 9x

ol a(u) (t,x) =2 (u(t,0) - u(f,i) )

u(t,x) ——+"0 quand ]x{' &> o

.(III.S)

u(0,x) = uo(x5

Dans un premier temps,sous les hypothéses (I.4) (I.5) du théore~

me I.1, nous avons l'existence de u = U solution de(III1.7) (III.8) telle que

u (£ ) > o, Vtszo,

e 1°(o,o[; L2®) )

u
ve
(111.9) Ju

== e (fo,»[; K'® )

En effet, la démonstration du théoréme I.1 s'adapte aisément 3 ce

cas:
L'équation transformée de Fourier de (III.7) s'écrit (notant ¢=’Gve) H

2L (6,8) + 4aE” (v +ebaPE + 2 (e, 0)0(E,E)

= 470 pxe  (£,8)
~ Pour ‘4> et ¥ donnés, on pose comme précédemment
6,9 = JRé(s;). O a
alo V) = [Ra % 4(8) T dt

) =] w2 gy (E) TTE) de
R .
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" et en outre
o, (6,9) = £%15W4E4 $(8) V(&) dt

Nous construisons une solution approchée positive - par la méthode

de Galerkin (cf. chapitee I)
= (& 2
by (6:8) =26 () x (£ )

En particulier, cf. (I.23) et le lemme I.3, lorsque nous prenons

_ l_ E _ . e e
Wh =% X( h j) , i1 - vient

(5+1/2)h
@ (0 5wy =422 D’ b () £ ag
" (3+1/2)h
= (4r ?)2 ih ¢ ( )E:k " gk 2k( ; )5 2k

d'oll le systéme différentiel approché

?1% ¢jh(t) + {(v + 2'$’h(t,0) Pz(h) +e p4(h')} ¢jh(t)
(111.10) :

2 .

= b %,:iejkl bn (€) 63, (6

et la condition initiale ¢jh(0) = U, (jh)> O

.22 .2 1
avec  B,(h) = 4rh” (5% + o3

4 4 .4 1 .2
lég h (j + —5 ]

It

1
P3(h) * 356 )

ejkl donné en (I.26)

Ce systéme approché est &crit sous la forme:

i
Tt ¢jh(t) + ph(t) ¢J.h(t) >0

avec ¢jh(0) >0 et ph(t) 2 0 , on a donc exactement comme au

chapitre I, 1'existence d'une solut1on ¢ h(t) 0 définie sur un intervalle

[0, T [ 1

(1) 11 €tait important de s'assurer aussi que le probléme perturbé& restait bien

posé dans le cOne des fopctions de type positif,



Comme au I.4, le thZoréme de Parseval raméne le travail de recherche

d'estimations & priori sur 1'équation.

5 (u (0, v,) + va(u (8, ) + ea,(u (£), vp)

‘ ' Buh dvh
+ 2 u (£,0) a(y (£), v) - 2[ u (£) =2 (8) —dx = 0
R y

ol ( ) u —‘? 1 = $h

3 dv.
L :
2
: 8 dv,
a,(u (6), v,) —[ :“ (£) —= dx
9x dx

I1 est facile de voir que nous avons 1l'équivalent des lemmes I.5
et 1.6, de plus les fonctions w demeurent, lorsque h -+ O, dans un ensemble
‘borné de Lioc (]O,w[; HZ(R) ). Alors le passage d la limite lorsque h =+ 0 se
fait comme au §I.5. Le point est acquis.

, I1 s'agit dans ce second tempsde préciser, 3 l'aide de (1II.1)

la différentabilité de u en la variable d'espace ( on a seulement utilisé jusqu'a

présent u € LZ(R) et u > > 0)

.y . %,
ous POSOHS u = ere—
ve + 9xX

et nous savons que

eh)

VE

e L2Jo,[; B ® )

4 (1) : 2 .
Nous observons que cz(uve ) L est dans L ([O,T}cR ),VT > 03

pour cela nous utilisons le lemme

Lemme III.1 Pour tout v dans Hz(R), on a la majoration
N7 3/4 a%y 1/4
“'lc (R) l"l 2| 2
(R) dx”' L"(R)

(1) En fait une notation fidéle ferait trop chargéé d'indices uv%h(t,x)
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Démonst:ation
2 . .
| & = f 2|5y | Pax = I lo) | E2]%¢8) | dx
"lll@ R R
< (f ls®)|? ag )2 ¢ [ e | a ) V2
R R
d'ol .
2
(111.11) dvy 2 . “d%v
l x2S AURTES l dle 2
L™(R) LR

Or, d'aprés (I.33)

1/2
1/2 dv

o < V2 |v e

!VIC ®R) l ILZCR) ‘ dx LZ(R)
Donc .
: 2 1/4
v 3/4 d

Ioleegy < VT | lj;%%

Nous appliquons ce. lemme :

laqu, ) (e,0) ol €2 € 4 1 ®leo gy 1D ©)],2 oy

< 4 N7 X_ ()

avec .
by @

u
Ve

X

1/4
(t)

x () = Ju (&) ¥/

[ ue” @l

De (III.1) et (III.11), on déduit immédiatement que

(L) 4 12
w. e L(fo,.[ 5 L°® ).
D'autre part, de (IIL.9) nous déduisons,.

Iuve(')le(R) € Lw([o,w[)
2,

9 L 3
6x2

1/4 g e
2R € L (fo,=D
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Donc
.8/3 1,11 3
X (el ([0,  (s+gry o=F)
et o
aCu) u\()? e 1%[o,7] xR), ¥r>0.
tI11.12)

afu ) uf,? e 183([o,o[; L2(R) >

Par suite utilisant les résultats sur la régularité des solutions
des 8quations paraboliques lindaires (cf. par exemple J.L. Lions, E. Magenes

[18 chap. 4), nous trouvons :

3 uve 2 uvs ? uve 3 "auve 2, =1
(III.7 bis) = Y e e = e (uve) e L (R))
ax 9x
(I11.13) U € Lz([Q,T] ; H3(R) y, ¥> 0.

En opérant la dérivation -5-)8—(- dans 1'é&quation (III.7 bis), nous obte~

nons que u(1) € Lz([O,T] 3 Hz(IR) ), VT > 0 et vérifie

ve
i) D otD 2 W
(I1L.14) -2 -v—% +e—% = 1o (a(uve) u ']
) ; 9x 9x X (1)
: ou
I1 est facile de voir que - atve € LZ([O,T] s H _Z(JR) ) et qu'alors
du |
(1) _ o 2
(IIL15) u ’(0,.) = —= e LY(R), |
et on a évidemment u\gi) € Lm([O,T] H Lz(R))nLZ([O,T] s HZ(R)),\{T'> 0.
Nous multiplions maintenant (‘JEII.? bis) par u\’e(t,x) et (IIT.14) par‘
1,
u(l)(t,x) ; nous intégrons en espace et intégrons par parties:( )

Ve

(1) - I1 résulte aisément de (III.9) et du lemme III.1, que u\()::) € 'L?([O,T]XR),

¥T > 0, et par ailleurs cette fonction &tant impaire (puisque u‘Ei) (ty.) > > 0),

ta_ .=
1'intégrale f (u(

vi)(t,x))3dx est nullé. I.a régularité supplémentaire de u

ve

par rapport i u est essentielle et nous permet de justifier 1‘'élimination de

cette intégrale.



8D
Ju
L 2], @+ ‘“(t)l o st o] - | ‘t’l}
.‘ézu 2 Bzu(l) lZ
] P L e
(111.16) ’ X 29X
\ a2 . pull) 2
+ 2 I (uvs('.’o) - uve)\ ( —%}-g—-e)dx + 2[ (uvs(‘,()) - u )( 3x £y dx =0

R

Nous avons alors des estimations & priori indépendantes de e

N v, demeure dans un borné de Lw([o,w[; Hl(lR) )
o iauSi)
® (u detd (u ) =20u (.,0) —u ) demeurent dans .
(111317) 0" ve 1 ve ve vE 9x
des bornés de Lz([(),m[x R) ,
. 32u 2
demeure dans un -borné de L ([O,W[X]R )
X 2
: 172 % %e
(en fait v — cf. la remarque III;3)
ox
5
. .du .
31/2 .........;.’.E demeure dans un borné de Lz([O,oo[ <K »
\ ox
11 résulte de (III.17) que,v > O &tant fixd et € tendant vers o,
(u\ssl:))2 reste dans un borné de Lz([o,m[xR) et par voie de conséquence Qo(uve)_

. reste dans un borné (1) de Lz([O,w[ : Hl(lR) )

en effet

52' Qo(uve) = (u ) -2 (U(l))z du

ot

Enfin, 1l est clair d'aprés (I1I.7bis) que edemeure, lorsque
& -~ 0O, dans un borné deLz([O,T} 3 H-l(R) Y \IT > 0,
L'existence dans le théoréme III.1 se déduit de ce qui précdde par

un passage & 1a limite facile lorsque ¢ -+ O,

1 b - )
€) On a aussi ‘I’o(uve) demeure dans un borné de L8/3([O,w[ : LZGK) ) et donc

2 la limite, lorsque € > O, tbo(uv) € L8/3([0,a$[; LE(R) ).
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A la limite on note que

Ju 32u
v o v 3 2 ol
3 Y N Yo %ly) €L ([o,=[ xR)

L'unicité dans le théoréme III.1 fait 1'objet du §III.2.

Remarque III.1 A e > 0 fixé, la solution de (III.7) (III.8) est natu- .

rellement plus régulidre:

2 4
Qu 3u du 2
YR 7 ‘¢ G - ax o( ve) e L ([0’w[ xR
> ox
2 auve 2
Si u €H, alors u,_e loc ([0 [ H (R) ) et - e L ([03”[X¥2)

Remarque III.2.| Pour justifier 1'écriture du “probléme dériva" (III.14)

(111.15), le point important est (II1.12). I1 était nécessaire d'avoir Te-
cours au lemme IIY.1, puisque nous avions alors U dans L ([O [ H (R

[} : . -
seulement, et non dans L ([O,w[xHQ); ce dernier résultat est contenu dans

les estimations (III.17).

Remarque III.3 ~I1 est inté@ressant pour la suite (cf., §IV.1) de remarquer

que les fonctiomns U, s et donc 3 la limite les fonctions U, vérifient
en raison de (III.17) des estifmations indépendantes de v:

u demeure dans un borné de Lw([O,w[ ;Hl(ﬁi) )
3 u '

~—§- demeure dans un borné de L ([0 N[xﬁ?)
ox _

vI/Z

. | ) )
¢°(uv) et él(uv) demeurent dans des bornés de L ([G,m[ xR)

..du o
5?2' demeure dans wn borné de L ([0 m[ B R ).

Remarque III.4 | La démonstration du théoréme‘III.lﬂfait apparaitre un rai-

sonnement qu'on peut réitérer sous des initiales plus régulidres. Nous ob-
tiendrons toutes les &quations gouvernant les dérivées successives de u
et nous montrerons aussi que U respectivement U lorsque & -+ 0, sont

indéfiniment.différentiables, Il conviendra de noter le rdle privildgié

8m+1
joué par les formes ¢m(u) = 2(u(.,0) = u) L,

axm+1




...3 g~

Avant de développer ce point, nous montrons le résultat d'unicité

dans 1la classe des solutions du théoréme III.1.

I11I1.2 " UNICITE A VISCOSITE v -0 FIXEE .

Comme én (1.46) notons a, (u} (t,x) = v + 2(u(t,0) - u(t,x) ) avec

Soient u et u, deux solutions du théoréme III.1 et notons u leur

différence u; ~ u,, nous avons
‘ ..8u
9x

nis) 2 - e ) By - L 20,0 - w

ot }= 0

Effectuons le produit de (III.18) par u(t,x) et intégrons en R ,

% :;?; [uct)] +vl (t){ IZ(ul(t,O) - ul(t,x))(-g—% (t,x) )2dx
R .
3u
f 2 (u(t,0) - u(t,x) ) (t, x) (t,x) dx =

R

I1 nous suffit de majorer convenablement le module de cette dernié-
re intégrale, noté . I(t)

I(t) 2fu(e)] l

du
o (t)\

(t)l
<2 Zluo | V2| <)11’21 2 2 (]| 32 )

£ (par 1'inégalité de Young)
- 3
du. 2 2 4 2
v 5] + ¢l 1" fued|®
I1 vient

du, ' ~
a3 o2 luml? ¢ ol 52 @14 uo )
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ou o ]
Sachant notamment que —— est dans L ([O,w[ 3 LZGR) ) , nous ar-
9x
rivons a
d 2 2
—z [v®" < ¢ uw]

Nous appliquons le lemme de Gronwall pour en déduire 1l'unicité dans

le théoréme III.1 et plus généralement:

Théoréme III.2 Pour tout v > 0 fixé, soit u donné avec u > > 0 et

u e L2(R), le probléme (I.1) (I.2) (I.3) admet au plus une solution dans

o 1
L ([o,[ ; H R) ).

Remarque III.5

Si donc u e HIOR)‘et u > > 0, i1 y a existence et unicité de u
solution dev(I.l) (1.2) (I.3) dans Lw([O, w[ : Hl(Rj ) (Théorémé iT1.1).
I1 est intéressant d'observér alors qu'il n'éxistekd'autre solution qui véri-
fie (1.9) (I.10) : il suffit de reprendre le raisonmement ci-desses, u, u,

étant les solutions vérifiant (I.9) (I.10) d'une part, et (III.3) d'autre part.

I11.3 REGULARITE C A VISCOSITE v > O FIXEE.

Noué nous proposons ici d'obtenif des résultats de régularité pour
les dérivées de tous ordresde U, (jusqu'ad la régularité ¢ ). Nous procédons
comme annoncé & la remarque III.4 par dérivations réitérées des équations.

Nous voulons au préalable systématiser les notations

L@ 20

(>}
=

|

B

ox

& (uv) =2 (u(.,0) - u)

@, (uv) = v+ (v

T
@m(u) = au) T
()

_ Ju
Qm,v (w) = av(u) ox
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(Ev), resp. (E), désignera 1'équation (I.1) avec v > 0, resp. avec

(m) (m)

(Em;v)’ resp. (Em},désignera 1%équation régissant u, 's Tesp. u ",

c'est-3~dire 1'équation (Ev)’ resp. (E), derivée m fois. cf. Lemme III.2.

(E ) désignera cette méme équation (E_ ) ol l'on a introduit
m,V,e L m,v
un terme d'ordre 4, ¢ ) c'est-a-dire 1'équation (III.7) derivée m fois.
ax ‘

Nous commengons par un lemme &lémentaire qui décrit formellement les

). Ensuite nous &tabli-

- L3 s - » - - -~ m
équatrons successivement vérifiées par les derivées ug

rons les estimations 3 priori et les propriétés de différentiabilité permettant

de donner un sens i toutes ces quantitésintroduites. ( cf. théoréme III.3).

- Lemme III.2 u=u gtant la solution de 1'équation (Ev)’ ses dérivées
- A
(m)_ jiii satisfont formellement aux équations:
ax
(m)
Ju 3 .
S e, - —— + -
(Em,v) at 3IX ? m,V () fm °
avec ,
- —m P (P)  (m-p+2)
fm = 2 z Cm+1 ut ,m 21
- p=l
Démonstration
L'équation (IIIJ44) avec € = 0 correspond trés exactement 3 (Ei v):

2

Bul . .3 - (1, (2)
v 5 Qo,v (u)‘ = e él’v(u) 4 utu ",

ox

I1 suffit donc de calculer les dérivations de (gv) i 1taide-de 1la
formule de Leibniz.
au(™ 5 (m)

ot Y™ Qo,v ()

(111.20)
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N 1]
Q(zzv (v = 2 o {[v + a(u)]u(l)}
x
= [+ 200,00 < g W@ 4 g7 P W) @R
{II1.21) =e, - ng c? u (»). ,(m+1-p).

Il reste i preciser im:

. (m+1) = __3_ -
¢ 0,V (w) 9x ém,v (u) fm
_ - (1) (m+1) _
= ¢m+1,v (W) -2 u o u fm
- - mtl  p (p) _ (m+2-p)
- ¢m+1,v (u}_ 2 p§1 Cm+1 u u

d'aprés [III.21) & 1'ordrerm +1

dlod

- m .p (p) , (m+2-p)
(111.22) fm 2 p£1 Cm+1 u’t’,u

Portant cela dans (III.20), nous trouvons bien (Em v)'
3

D'aprés (III.21) ééalement, nous avons

P B B OGS

s = 2 B @ )
(I1I.22 bis) n = 5= fm—l + 2 P {u . u’}

Tous les résultats de régularité et différentiabilité sont maintenant

contenus dans le théoréme qui suit:

Théoréme I1I.3 Pour tout v > O fixé, m entier 2 1 et u > > 0 donné avec

(II1.23) u e H'®)
Alors la solution u du probléme associé a (Ev) donnée par le

théoréme III;1 vérifie




(1I1.24) u\(,m) € Lz([o,m[ ; chR) ) n -Ii'”([o,m[ s LZ_(R) )

(I11.25) @m’v (u) € Lz([o,w[xR)

(iu.26) 3_1_1_@ e Lz([o,m[x}R).
3t

Démonstration

Pour m = 1, le résultat est celui du théoréme III.1 ,

Soit n entier > 2 donné, ét supposons le résultat acquis pour
mgn- 1. Nous montrons qué lé théorémé vaut encore POUr M = N »
Nous observons que fﬁ—l € Lz([O,m[ xR, fnrl étant donné par le lem—
me IIL.2. |

En effet, tous les termes de fn-l sont de la forme-

u(p) ) u(n-pﬂ)

N v avec l1lgpgn-~1

(1)

et par conséquent, d'aprds 1'hypoth&se de récurrence' ’, se trouvent toujours

dans Lm(fo,w[xR) pour 3 < p < n -2, et dans Lz([o,w[xjg ) pour p =1, 2, n -1

WD (@ O e

v Y] v

- n . v 4 7 - .
Nous supposons u donné dans H (R) et nous considérpns 1'équation

(Enrl,v,s):
(1) gl (n=1) 3 .
vt~ - 2 (g =-f
9t 3x4 9x n-l,v ~1
ou encore, A
(n~1) 2 (n-1) 4 (n-1) (n-1)
(rrn.27) e oy 2Ty 2e B e g
st Ix 3x X Ix o
avec
' ~1 u
-1 ar v
o™ Do, 1y = —2 ¢ H'®)
dx

(en fait u = u » v> 0 fixd,e > 0 arbitraire, est donné par (IIL.7)).
Nous allons dériver 1'8quation (III.27) et montrer par récurrence
(n)
-
que lorsque e =+ O, u
demeure dans un borné de Lz([o,m[ xR).

demeure dans un borné de Lz([o,ﬁ[ 3 HlaR) ) et @n(uve)

(1) trés exactement (III.24)pour m g n-1 .
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Indispensable pour le travail avec n = 1, 1'équation perturbée en &

1'est encore pour m » 2: En effet 1'opérateur d'ordre 2 de 1'équation (En—l’§
ne nous permettrait pas d'obtenir suffisamment de régularité sur U, plus pré-
cisement sur uén—l); (puisqu'il apparait dans 1'équation (En~1,v) le terme
3% 8, (u)e L2 ([o,=[; _H“1 ® )
La suite de la démonstration est i rapprocher du point [::) dé ta
démonstration du théoréme III.1. Toutefois nous n'avons plus dans la récurrence
de difficultd analogue & celle rencontrée alors pour justifier la premiére
différentiabilité. (1)

Nous savons de fagon récurrente que

(n)

n e 2
(I1I1.28) use) est dans un espace borné de L ([O,w[ xR) et que Yo €

Lz([b, m[; HZ(R) ) puisque l'on a un résultat de régularité sur usz—l)
dans LZ(IO, [; PR ).

En opérant 2 sur 1'équation (IIX.27), et d'aprés le lemme III.2,

ax
il est clair que u(n vérifie 1'équation (E_ )
vE . n,V,;¢E
Alors en particulier
3“52) 2 -2
e L(o,[; H R )
3t
de sorte que
onou
d 2
e, =-4—2  mw.
ve n
dx -
u(n) solution du probléme associé i (E )} est done dans
' Ve ) NyV,E
- 2 2 2 ‘
L([o,=[; L°®R) ) o 17([o,=[; B (R) ).
Nohs multiplions maintenant (E ) par u(n) (t,x), et:intégrant
n,v,e vE
en espace, nous avons
(n) 2 (n)
. Ju 3 u
1 d n) 2 ve 12 VE 2
7 @ e OF vl ©F + e ©]

3 X

1 .
() cf. 1a remarque IIT.2, relative i @o(pve) € Lz([o,m[ xR .
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(n) : (n) :
: Cdu; g 1 . du
v VE (2), (n),2
+ ] a(uve) (._:T_E ) dx = ) [ fn~1' ——;;m— dx + 2 j Uoe (uve ) Tdx
R * R R
d'oli, 3 cause de (III.28) et des hypothésés de récurrence,
~ (n) 2 (n)
- su 3 u
1 d m), 12 ;1 = ve 12 vE 2
(111.29) = = |[u"™@)f vz v [—=|"+ e | —=— ®]
2 ‘dt ve 2 ax ax2
Cw )
du 2
'+.]o<(u y (—2%)2axgc = ¢, O
ve 9% v

Ces estimations sont indépendantes de € ,
. ) _
usz) dans des bornés de Lw([o,w[ 5 LZGR) ) et de L ({ng{;&‘(ﬁ))

2 (n)
SIL,ZZ.._B,uV8

2

dans un borné de Lz([O,w[ xRY.
= '

@n(uve) dans un borné de Lz([(},w[ xR).

o3 ' P .
et par retour & 1'équation CEn,v,e)
buge) 2 -1
dans un borné de L ([O,w[ s HOMR) ).
ot ‘ -
Elles justifient parfaitement le passage 3 la limite dans (E )

lorsque € =+ 0 ; nous avons donc

¥

{201, 30) ué?) e L7([o,~[ ; ® ) o~ 12o,=] s E®)

() cf. (IIT.22 bis) , £ = — £ +23 [u(l) u(n)}
n n-1
9x 9x

(2) Insistons sur le fait que la viscosité v > 0 est fixBe, dans toute cette

partie .



(111.32) &, (u) € L2([0,e[ xR) et ¢ _; (u)e L2(fo,=[ sal@®) )

(111.33)

dans le théoréme III.4 qui est un corollaire du théoréme 1II.3 précédent.

Notation:

toutes les dérivées appartiennent 3 Lp, I1gpgs+te ., ()

I1 faut revenir 3 1léquation (En_l

) a21%(1'1) |
-V m— - ¢ (u) + £ = 0
ot Bx x =~ V.0
d"u
et u(n) {(0,.) = 2

au(“’l) 9 ‘
2 e L ([O,w[ xR .

3t

1.

) pour obtenir
,\’
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4 L e
Nous allons conclure ce paragraphe en montraht la regularité C ,

ﬁ 1P désigne 1'espace des fonctions indéfiniment dérivables, dont :

Théoréme IIT.4 Pour tout- v. > O fixé, si u, > > 0 est donné dans 2)

L?'GR)

alors la solution u, du prol.)lé“zme (1.1) (T.2) (1.3) ést dansZ)L'Z ([O,TJXIR),

| YT > 0 et dans SDL«’([O,W[ xR).

Démonstration 1

b 9

I1 apparait dans les théorémes IIT.1 et IIIL.3 que

u e 12 (fo,o[ s E®),

v loc
et pour tout m > 1 ,

(m)

v
3 u(m‘fl)

—_—. e LZ([O’OO[ xR)

ot

est dense dans Z)Lp (p < +») et ®Lq DZ)LP »42P .

w1700 5 12® ) n ([o,e] 5 B R )




d'oli, pour tout p * O, pour toutm > 1,

(1I11.34)

(II1.35)

- (III.36)

(111.37)

(II1.38)

(I11.39)

(I11.40)

u, € L§o§ ([O, m[; HPGR)') et usm) € LZ([O,w[ s Hp(ﬁ) )
au(m"l) .

—2 ¢ 1Xo,e] ; BP®)

at
Donc, en particulier
u\(’m) € CO([O,T] 3 Cm(IR)") Yr>0, Ym0 .

D'autre part, d'aprés le lemme III.2,

3“£m) P
= — 9 (u) - £
ot x m,v -V n
- _ @+2) , _ @+2) _, (1) (w+l) _
= Z(uv (.,0) u ) u + YUV 2uv u fm
d'ol
au @
Y € Co([O,Tj 3 CwGR) ) VT > o, Vn 2 0 ( en convenant que
ot ' - ,‘:‘0 = 0)

et par consequent, v
u_\(’m) e ci(o,1] ; C"® ) ¥Yr>0, Ymzo0.
I1 faut revenir eny(iII.B?) pour voir que

o e (fo,1] ; C®) Yr>o¥uzo,

et itérant ce procédé, on a alors

u, € Cw([O,’I‘] xR) \7,'1‘ >.9.

On termine aisément la démonstration en notant que

o

e L"([0,=[xR) Ymzo .
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CHAPITRE IV  Seuil de singularité et “catastrophe &nergétique" & viscosi-
g P g

té v =0,

INTRODUCTION.

Dans le §IV.1 nous démontrons par une méthode remarquablement simple,
que 1'&quation maltresse (E§ ne posséde pas de solution ¢ , ni méme Ca,sur
[0, w[x R .

Aprés ce résultat négatif, on &tablira des résultats de régularité:
régularité des solutions de (E) sur un intervalle [b,T*[ les solutions sont

. alors aussi réguliéres que les données.

C'est 1'objet de ce chapitre qui &tablit doné 1'existence d'un seuil

de  singularitd pour (E) , T parfaitement déterminé dans le texte.

*

L'étude de la régularité au-delda de T, , ou ce qui revieni}:‘au_méme
pour t € tO, w[, fait 1'objet du chapitre V.

' I1 nous semble utile d'insister sur cette particularité importante
de 1'équation (E) qui, bien que essentiellement parabolique dans le cone des
fonctions de type positif, "généré" obligatoirémént au bout d'un temps fini, des
solutions irréguliérés. L'apparition d'une discontiﬁuité est liée du point de
vue du modéle de turbulence i la "éatastrophe énergétique", et & 1'apparition

effective -de 1la turbulence.

IV.1 Non existence de solution €  sur 0, xR.

On a le théoréme

Théoréme IV,.1 L'équation (E) ne posséde pas de solution de type positif

dans Cé([(),m[ xR).

Démonstration

Supposons que (E) possé&de une solution u e'Cl’([O,w[x R). On peut

alors dériver deux fois en x 1'équation (E);



on trouve

3 4 3 a2
R e R SRR R S e D R
dtdx ’ X 9x ax

=

On fait alors x = 0 et on pose

32u
‘_'2- (tio)

X

D(t) =

*

Comme u(t,.) > > 0,D(t) > 0 et comme les dérivées impaires

s'annulent, Il reste

d(t) 4 epZ(e) = 0

dt
d'oli en intégrant

D
0

1+ 6tD
o

D(t) =

D(t) tend vers + » qugnd t tend vers - ;l-(D
6D
o

234-1.u

—————.

s (60
x

o < 0). Il y a donc contradiction -

avec 1'hypothé&se que u est réguliére pour tout t.

Remarque IV,1

Notons pour la suite le temps T* = -";f;z} . (c£. §IV.3).
' “d‘ﬁ;
6 ——3— (0)
dx
IV.2 - PREMIERS RESULTATS DE REGULARITE A v = O,

Dorénavant u est la solution du probléme associé a 1'8quation :paitresse

(Ev) v > 0 avec une condition initiale donnée

u > > 0, dans Hl(ﬁ{). Et u

désigne une solution du probléme associé 3 1'équation (E)v=0 donnée par le

théoréme II.1.
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Sous 1'hypothése faite que u € HI(F(), nous pouvons améliorer le

théoreéme IIL.1 :

Théoréme IV.2 Soit u > > 0 donné avec

(1) uw eE® ,
Alors 1l existe une solution u du problémé (I1.6) (II.7) telle que

| u(t,.) >>0, Yex0
(.2) wer (o, ; B ® )
&o(u) ét Ql(us € Lz([p,w[ xR)

Si on suppose en outre que
du

(17.3) —2 ¢ "M
: dx -
Alors
(1V.4) e °(fo,°[ xR)

a.s) e (@ e X, B'® ) a1 o] xR)

(1V.6) v € L°([o,»[ xR)

Démonstration

Nous reprenons certains points &tablis dans la démonstration du thé-

oréme III.1. Plus précisément, dlaprés la remarque III.3, nous avons

Lemme IV.1 Lorsque v + O ,

u, demeure dans un borné de Lw([o,m[ HICR) )

v}lz uéz) dgmeure dans un borné de Lz([o,w[ xR)



51 -

(u ) et @ (u ) demeurent dans des bornés de L ([O w[ xR)

C: O

%- - demeure dans un borné de L ([O [ H GR) ).

-

- La premiére partie du théorme IV.2 ré&sulte alors du passage 2 la

limite dans 1'équation (Ev) lorsque v + 0 .

A présent, lorsque la condition initiale est telle que

‘duo 9 -
- € LR)a L ®R ,
dx /

. nous obtenons

(1)
o <
Hey ™l 2=l xRy | ¢ dx iL (R)
par un raisonnemént de principé du maximum (comparable a celui du$§I.6)

sur 1'équation

au5'1) o .azuS;) (1) (1) Bufl),= o
E ) — - v— - —-{aCu) R
’ ot 9% ox ax Bx
.\ : @)
d'ol (IV.4) et par suite (IV.5) (IV.6) .
Cela ach&ve la démonstration du théorémé.
Remarque IV.2 Le théoréme IV.2 améliore de fagon sensible le théoreme d'exis-

tence du chapitre II:
On peut trouver une suite v' ;> 0 et une fonction u solution du pro-
bléme associé i 1'équation maltresse (E) telles que

U ~— u dans L”([o, o LZCR) ) et Lm([O,w[ xR) faibles-étoile

Qu , .
; . 9
— — = dans 1" (o, «»[ 2@ ) et 170, xR) faibles-
ox ’

et011e

( ) Noter que sous la seule hypothése. (IV 1) u € HiOR), at Lé(o,w ;LIGR»'f

+ 120, = ; 12W) .
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IV.3 DISCONTINUITE EN X =0 .

Nous précisons la situation en X = 0, notamment la non-~différentiabi-
1ité par rapport 3 x, en x = 0, des solutions obtenues et son interprétation

“ - - 1 2'
en terme d'énérgie. (7) ()

La dissipation d'énergie s'exprime par

'a-agi[u(t,o)] puisque u(t,Oj joué le rdle de 1'énergie (cf. Introduction)

Nous avons le théoréme:

Théoréme IV.3 Les hypoth&ses sont celles du théoréme IV.2 : (IV.1) et (IV.3),
Soit u une Solution de 1'8quation maitresse (E) (domnée par la remarque IV.2).

Alors, pour presque tout t 3 O,

(Iv.7) -g-;—: (t,.) est une fonction continue sur R - {0}

La discontinuité en X = O &tant 1liée 3 1'énergie par 1‘'équation

(Iv.sj 2 [ue,0] +2 [ 0] -0

et tant que u(t,.) est différentiable en X = 0, on a

(1v.9) % (t,0) =0 et %’E (t,0) = 0 (conservation de 1'énergie)
D‘émonatrétion

Nous avons donc (cf. théoréme IV.2) : _

8@ = o e fo,e[; H® ).

.(1) cf. les paragraphes suivants et la remarqué V.3.

: (2) -~ 1949 : L. Onsager conjecture que les équétions d'Euler pour un fluide
parfait incompressible peuvent admettre des éolutions "turbulentes"
non réguliéres pour lesquelles 1'énergie n'est pas conse.rvée.v

cf. M. Lesieur et U.Frisch [3] [4]-.,
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Tenant compte du type positif de u et u(t,.) € Hl(R), on a ('), a(u)(.,x) # 0

V x # 0 ; on en déduit en particulier que, pour presque tout t > O, %E (tye)

est une fonction continue sur R- {0} , soit -g—}% € Lz (0, 3 C°(R~- {O}).

Nous démontrons maintenant (IV.8) .

§ - > O &tant donné, arbitrairement petit, nous posoms.

-

L
L (t) = -2—5[_6 u (t,x) d#

1 (¥
s (t) B — J u (t,x) dx
28 -§

‘De 1'@quation maltresse (Ev) que nous réécrivons sous la forme

2

du - R | 4 du
v 3 v 3 vy
T [v + Zuv(.,c)] ———--axz + 2 = (uv e Yy = O

nous déduisons

' 3 1 ' auv auv
(I.10) 3= m (1) -5 [v+ 2u (t,0)] G (£a8) = 57 (£,-8) )

1 .auv _au'\.);“_
v { . - - —— - =
+ 5 (u\’ \tss) 3% (t,ﬁ) u.\) (t’ ) % (t: 6)) 0 ‘

Ou encore, vu que u, {t,.) est une fonction paire (1) ,

du u {t,8) - u (t,0) du
. 3 v v s v ? vo? v _
(IV.10 bis) T mﬁ\)(t) 3 (t,8) + 2 5 * 7= (t,8) =0

Rappelons des estimations 3 priori obtenues lorsque v + O (cf. re-
marque III.3) : _
u reste borné dans L ([O,m{ s H®) )
3.’y |

v 38X

1"(2‘ reste borné dars Lz([O,w[ 3 HIG?\) )

T 1,
Qo ‘(uv) reste bornéd dans L ([O,w[ s HER )

('1) Si ¢ >>0 et ¢$(0) = ¢$(E), alors ¢ est périodique de période £ , ce

qui est impossible si 4 est en outre dans HI(R) .
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o 3 ‘ ~
Nous en déduisons que Tsy (t) , 5€'m6v(t) et @o(uv) (t,8) =
' auv. ' 2
Z(UU(t,O) - u, (£,9) ) . e (t,8) demeurent dans des bornés de L ([p,w[)

(& > 0 fixé).

A la limite, lorsque v+ 0 ,

1
(o]

WaD 5 w0 + 3 (u(e,8) - w (6,0 ) 8 (5,8

(IV.8) et le théoréme en résultent en faisant 3 pré%ent tendre §

’ 9 N . ' P
vers 0 ; on a (IV.7), 32 (t,.) est continue sur R~ {0} et évidemment
- X

mﬁ(t) —— u(t,0) pp. dans {t > O} .

Remarque IV.3

Le résultat du théor&me IV.3 vaut i viscosit@ nulle seulement.

Remarque IV.4

Quand on prend x = O dans 1'équation maitresse avec viscosité (Ev)’

on a

auv o Bzuv
9x

d'oll le phénoméne de dissipation . énergétique bien connu .( Vusz)(t,O) < 0)

Et lorsque v + O, on a

Ju
v

1
(Iv.12) TS (t,0) ———%-%% (t,0) pour 1a topologie vague de'nl(lo,m!)( ).
En effet

T auv _
-IQ-é—t—- (t¢,0) dt = uo(O) - uv (Tr,0) , V T>0

et par suite
32uv '
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IV.4 SEUIL DE SINGUIMITE . "CATASTROPHE ENERGETIQUE."

Nous allons voir que les discontinuités en Xx = 0 (cf. (IV.9) et le
théoréme 1IV.3) apparaissent au bout d'un temps fini T* et que les solutions
de (E) sont trés réguliéres sur [0,2*[XIR .

Les résultats sont les suivants:

Théoréme IV.4 Soit wu une solution de 1'équation maitresse (E) donnée par

la remarque IV.2. On suppose la donnée initiale u > > 0 telle que

(IV.13)  u e H(R)
Z3\

d"u 1 :
(1V;14) = € L(R)
dx 2

Alors il existe ty > O tel que

(IV.15)  u ¢ L”([o,t*[ s B2 (R) ).

Théoréme IV.5 Les hypoth&ses {IV.13) (IV.14) étant satisfaites, on suppose

en outre que

(1IV.16) | u e HA(D?)

Alors il existe t, > 0 tel que

.17  w e (o, £, H*R) ) .

Théoréme IV.6 Si la donnée initiale est dans C:(}{), alors il existe.
T =~ ; tel que
* d u,
6 0)
dx?

(w18 uw e c (fo,1, [xR).
Plus précisément si u EC/D'LZ(R), alors

(Iv.19) u eD‘L-els ([O,T* xR).
. ocC
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Nous renvoyons au §IV.5 pour la démonstration du théoréme IV.4.
L'ensemble des notations a été fixé au début du §III.3.

Nous donnons la démonstration des théorémes IV.5 et IV.6. Pour ce fai-

re nous étudions,lorsque v -+ O, le comportement de usz) en x = 0, qu décrivent
les quatre . lemmes ci-aprés.
LLemme Iv.2 A viscosité v > 0 fixée et sous les hypoth&ses de régularité

du théoréme IV.6 ( en fait les hypoth&ses du théoréme IV.5 suffisent),.

W@

.,Q) satisfait a

d (2 (2) 2_ (4) =
(19.20) 5o u7(.,0) + 6 [uv (.,0)] v u (.0 =0
2
(Iv.21) w7 (0,0) = ——> (0) <O
v 2
dx
Si C est une constante réelle donnée avec 0 < C < = —i—l———', alors
du
0
(0)
dx2
(Iv.22) dJ t = t_(u,C) tel que 0 > u(z)(t 0) > - 1 pour 0 £t g t,
* * "o’ v ’ c R
Démonstration.

Compte tenu des résultats de régularité du chapitre III, tous les

termes de 1'équation (EZ v) sont parfaitement définis en x = O. Nous avons
H

done (IV.20) et (IV.21).

I1 suffit de remarquer que si uv(t,.), resp. u_, est du type positif,
) %y o e o)
alors -y, (t,.) , resp. = ———30 , est du type positif; de meéme u (t,.) est du
dx

type positif, ete¢ ...s..3 et on a

a.23) D' @0 - e rzo Vx, Yero, Vi

av.2s) Dl u\()Zi)(t,O) >0 Ytso .



57~

Alors

(IV.25) | u\(’z_)(t,O) <0 et u\()[')(t,o)» 0

et nous déduisons facilement de (IV,.20)

- (1IV.26) -a—%'{—-—(—i-j—l———.}+ 6>0
u' 7 (t,0)
v
d'ol
(1V.27) —-(-i-)—l———-— 5 - —a— - 6t
u. 7 (t,0) . d7u..
v 0
52 (0)
dx
Soit C» O donné tel que C < - 5 L ,
d'u
57— (0)
dx
Soit t tel que - -—2-}——-—- -6t>C s
.dAuo
(0)
dx2
On déduit de (IV,.27) la majoration (IV.22) du lemme pur
Lt {——2 - c}
6 2
d u
(0)
de
Lemme IV.3 | (Estimation 3 priori (I) )
Lorsque v + 0, sous les hypothéses de régularité du théoréme IV.6
( en fait u € H(R) suffit), te = bty (uo,C) étant donné par le lemme IV.2,
on a

u‘(’z) demeure dans un borné de Lm([O,t*] ;LZ(R) )
. (3) . © 2
u;’ demeure dans un borné de L ([O,t*] sL°(R) )

@Z(Uv), @B(u\)) demeurént dans des bornés de LZ([O,t*] xR)
A au(z)

It

demeure dans un borné de LZ([O;t*] xR) .



Démonstration
‘ (2) (2)
du dsu
3 R 3 - (1) (2)
2,v " 0% v v - 9% v v

Effectuons le produit de - (E:2 v) par u\(,z) puis intégrons sur R,
b4
3a®
1 d 2 2 - 2 2 3
av2) = =2 WP +I o, (u) (5> )7 dx+ 3] (ul ) (e,%))3dx = 0

R R

Puisque u

(vz)(t,.) est du type négatif (cf.(IV.23)) ,

, u\(’Z) (t,x) > u\()z)(t,O) Vx >0, Ve 2> O. Supprimant en outre

la seconde intégrale dans (IV.28), nous déduisons

4

(1v.29) T

[ ]2 + 6 P (e,0 [P ®)]* < o

et il résulte du lemme de Gronwall que

d"u t
(1V.30) [u\(’z)(t)lzs | —2 % = exp. {- 6[ (0,00 a0} .
dx™ o

Nous déduisons de (iV.30) et de (IV.22):

' (2) 2 d2uo ¥2 . bty .
(I.31)  [ul (@) |%g | === 1" ~ exp.{ } , Vet <t .
v 2 *
dx Cc
Nous avons aussi 1'inégalité (cf. (IV.28))
t d2u 6t
* ; 2 *
[ I o<v(t\,)(u\(,3)) dx dt i%‘ |—> 1% a +~g— exp{ =} )
o 'R T odx
, ) )
Donc Qz’v(uv) reste borné dans L ([O,t*] xR).
Nous intégrons maintenant sur R le produit de (E3 “) par u\ES)
4
3 3)
du du 3)
SR R I A (2) (3 (1) du
(E3,") ot ox { av(uv) X }+ 20 YWY + 8 Y — =0

ox
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L'estimation sur || uéB)IILf(L2) est obtenue en utilisant 3 nouveau
le lem@e de Gronwdll: il suffit au préalable de majorer 1l'expression
v Bu(B)
F (t) = 40 u(z)(t,x) (u(3) (t,x))zdx + 16 u(l) (t,x) -2 (t,x) u(B)(t,x)dx
3,v v v v dx v
R : R
- 32{ W0 (o e,x? ax
R
gy o (3) (]2
]F3’v ()] ¢ - 32 u,”’ (£,0) Iuv (g)l
Alors comme en CIV2295, il vient
d 1. (3,12 (2) 1.03) 412
3;- Iuv ()] + 32 u (t,0) Iuv ()]s o
et _ 3
d"u - rt
(3) ;v 2 0 12 ¢ (2)
(IV.32) ‘luv ] ¢ ldx3 [ “exp{- 32 o U (0,0) do }
d'ou : 3
d7u 32t '
3) 2 o 12 % .
(1v.33) {uv O {;—-—5—-{ exp{ =} , Vegt, .
, x -
- Nous avons également
.3
&% . (4)\2 1, 9% 2,0 32 3265)
= 4 22tk
‘I° @ (u) (u'")%dx dt ¢ 3 | 3 [“@ + & expl=g }
R dx
auﬁz)
La derniére estimation du lemme IV.3 ; Yy dans un borné de
Lz([b,t* JxR) est immédiate en retournant i 1'équation E, v) .
s
Lemme IV.4 ( Estimations & priori (II))
Lorsque v =+ 0, sous les hypoth&ses de régularitéd du théoréme'IV.G,
on a:
uéé) et-ués).demeurent dans des bornés de Lw([O,t*];LZ(EQ) ),
b, =ty (ub,C) étant donné par le lemme IV.2 .
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Démonstration

Ecrivons les équations (E4’v) et (ES’V?

..__au(é) ‘ (2) (4 (3372 W2
3 . : ) ) , u
(Ed,v) at? - % [¢4,v (UV)] + 30.uv uv + 20[ uv J + 10 u, 5;_ % 0
(5)
Ju (5)
G50 2t - 2 Loy, )] + 42 W@ w70 @ o 1 (D

o9x

- Nous continuons le travail de recherche d'estimations 3 priori, et

pour cela nous intégrons sur R 1le produit resp. par uSA), ués) des équations
(El;’\)?) ] (ES ’v)’

I1 suffit d'estimer les expressions

Fp () =25 L u\(,z)[ u\()4)]2 dx + 20!}2[1;\(,3)]2_\ u\(f*) dx

25 J uéz)[ “54)]2 dx , (puisque I 3%'{[u§3)]3} dx = 0)
R R

FS,v(t) v v v

36[ WP [? ax + 770[ ROMORKE I
- \Y
R
Nous avons
(.3 a) |5, (©)] < - 25 W (1,001l (0|2

X (R)

~ag o) (3)rg o (5) .12
(IV.34 b) lFs’v(t)I < ( 36 u ™ (t,0) + 35 [uv ®)], (R))Iuv (t)le(R)
et alors

(1v.35 a) 3 _-é% ‘lu\E[’)(t)lz g IFa’v(t)I.

.

sy 7 o o s |7 ,(®)]

o
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Les estimations 3 priori (II) résultent de (IV.22) et du lemme de

Gronwall, appliqué en (IV.35 a et b).

Remarque IV.5 ! En fait nous avons &galement des estimations relatives &
b (®)
) (u) , (u) et -——2 , comme 3 la fin de la démonstration du lemme IV.3.
d,v v 5 v ot
Remarque IV.6 | On pourrait s'attendre 3 rechercher des informations sur

les équations - dérivées <E21 v) prises en x = 0, pour poursuivre le travail
. -

de majoration 3 priori. Le lemme IV.4 prouve qu'il n'en est rien, et que les

propriétés essentielles sont: usz)(t,.) du type négatif Yt 2 0 et (IV.22).

I1 est donc possible de donner le lemme:

Lemme IV.5 (Estimations 3 priori (III) )

Lorsque v + O, sous les hypoth&ses du théoréme IV.6, ty =ty (uo,c)

étant donné par le lemme IV.2, on a pour tout m entier > 4:

uém) demeure dans un borné de L ([O t ] L R))
(m)

) . 2
Qm(uv) et 52?- demeurent dans des bornés de L ([O,t*] xR) .

Démonstration

‘Rappelons le lemme III.2

Buﬁn) 5
G 3 T & [mv(“\,)} my - °
ol |
(1. 36) fﬁl,v - szlm ¢ o) D)

Nous avons de fagon standard,

.3 2 2™ o)? . J ay(u) [P ax e v, (0 -
R



Nous procédons par récurrénce surm : le lemme est supposé acquis jus-
qu'ad 1'ordre m - 1.,
D'aprés les lemmes d'estimations i priori (I) et (II), sl suffit
' s ¥ =
d'estimer m,v(t) [é

dans Fm v(t) sont du type (i) ou (ii) suivant :
»

fm v(t,x) uém)(t,x) dx., Or tous les termes intervénant
b 3

. 2 2
(i) [ ui ) [uim)} dx ,
R .

et alors puisque uiz)(t,.) est du type négatif (cf. IV.23), et en raison de

(IV.ZZ)':

| [ u(\>2)‘ [u\()m):lz dx ¢ - ugz)(t,O)-‘u\()m) ®1?

< % [ﬁ\gm)(t)lz pour t € t_ .

(ii) I}R u\()k)_ u§m+2-k) u\(’m) dx avec ¥ ¢ k < %] + 1

et alors
2- T - 2 2,

| IR- 02 o a3 P OISO+ WP olh

Au type () c&rrespondent,‘cf.(IV.36), les valeurs de p &gales 1, 2, m,
soit exéctement 2 {C;+l + C2+1 - %- C;+1} = (m + 1)2 termes.

-Au type (ii) correspondent les valeurs de p, 3 < p £ m - 1, soit pour

~ b

chaque k, 3 £ k ¢ Eg + 1, exactement

k m+k-2 _ i
2 {Gm+1 * Ca } = 2 (k,m) termes .

Nous déduisons en particulier de (IV.37) :

(IV.38 a) %f-%t Iu\(ﬁl)(t)l‘z NN O]

/A

.38 3-3 w7 ¢ -2 @+ 2 o2 e,0) [u (0]

+ z[%ﬂ*l

1..(k) (m) 2
Ly Haem 1o @ F o]
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Z+1 ), . (@+2-K) , <12
' Xin]s Haemy o @l Tug ®]

Nous utilisons [IV,.22), O < - usz)(t,o) <%— pour t & t* , et

les estimations supposées &tablies dans la récurrence pour t < ty s

| ﬁ(\?k)(t) lo <Cet [ugm+2-k) (t)!z < C, C designant des constantes dependant

de exp {% let de u_. Nous obtenons

.38 ¢) 2 [W™]? ¢ 4a

de 'Y l“\(:m)(t)lz + a

1 2

- t L4 .
ol di = di( exp {-—é} , m, uo) i=1,2 .

A partir de (IV.38 c), le lemme de Gronwall fournira donec un résul-

tat de la forme

m 2 '
Iu\(’ )(t)l < C=C<uo, m, t*) pour t t*.,

d'ol

u(m)

_ ) - 2
» demeure dans un borné de L ([O,t_;,} s L°(R) ) .

-~

Revenant a (IV.37) nous avons

. :
* (m+1)q2
IO I e, (u,) [uv dx dt ¢ C
R
‘et par suite @m(uv) demeure dans un borné de Lz([O,t*] xR).
' (m-1)

En retournant 3 1'équation (Em_1 v) on déduit que ——g-—‘-;—“ reste
’

borné dans Lz([o,t*]x R).

AN

Remarque IV.7 , I1 ne semble pas que 1l'on puisse s'affranchir du parametre

C, 0<C<-~- 5 1 dans t_x =ty (u ,C) et dans les estimations (I)(II)(III}),
_ a%u o

(9]
52 (0)

dx

cela est 1ié 3 la convergence de 1'intégrale (cf. (IV.30)(IV.32) etc...)
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Te
I W 0,00 40  on T, = —5=1 '

Fin de la démonstration 'des théorémes IV.5 et IV.6

Nous avons ainsi établi toutes estimations nécessaires pour justi-

fier les passages I la limite, lorsque v -+ O dans la suite d'équations'{(Em v)}m'
3

I1 existe une suite v' + O telle que

(1Iv.39) (1) (1) dans la situation du théoréme IV.2 et de la re-
’ U, —_—

marque IV.2.

av.s0) o' — ™ ans 170,64 ] sL2(R) ) faible, Ym > 2.

vl
w® L @ )
(IV.41) 7 s dans  L°([0,ty] xR) faible,Ym3> 1 ,

Un procédé iteratif analogue & celui utilisé 3 la fin du §III.3

dans le théoréme IIT.4, permet de conclure:

v.42) o™ e 70,6, JxR) Vmy 2
(1IV.43) u € Cm([O,t* ]xﬁ?) oll ty = tg (uo,C) est donné par le lemme IV.2,

Nonc, comme ty < T, est arbitrairement voisin de T % » on a aussi

(.46)  uw e € ([0,T¢ [xR).

IV.5 DEMONSTRATION DU THEOREME IV.4.

Les solutions u de (E) sont donc obtenues comme limite d'une suite
{uv} extraite de la fanille des solutions des équations (Ev)' A la suite des

.§IV.3 et IV.4 , nous savons également que u vérifie

9
(1v.45) EYs [u(t,O)J =0 et u(t,0)= uo(o) pour 0 g t < Ty,

(-]

(1IV.46) u e L. (fo,my [ ;H?‘(IR) )



Ctest ée' dernier point q§'i1 nous faut préciser en doﬁnant 1la dé-~
monstration du théorémé Iv.4,

Tout le travail éssentiél au paragraphe précédent, lorsque la d’onnée
initiale u est du typé positif ét dans Hl}([R), est contenu dans les lemmes
IV.2 et IV.3, et dans le lénmeVI.ly dont il faudrait exhiber 1'estimation i pri-
ori |

1
J2 & @
AY

demeure dans un borné de L2®,t§-] ;Co(@) 7).

Supposons maintenant que u donné de type positif dans Hz((R) avec
/u(% € LI(R ) .
o

n > 0 étant un paramétre 3 prec1ser, st uon est du type positif dans

i ({R) ou H (YR) ’ (()2) (0) a un sens et d'aprés le lemme IV. 2, nous avons

<C < -
On
¥ ;v Sl 1 g
3 t, Ly (uon, c) 3 { u(z)(o) C tel que
(IV.47) on
(2) 1 n
o>uvn(t,0)>"g pour 0 § t & £y
et d'aprés le lemme IV,3,
(2) (2)12 ' .6t o
(1V.48) [uy (t)] Iuon |© exp {wE—} s 0 tE e

Précisément, nous choisissons "uon tel que, lorsque n -~ 0 ,

u - u dans Hz(SR)

(IV.49) S

1
o dans L (n; E)

par exemple,’

1 - '
Iu 050 u = ’ *— u avece (b ‘ X Y e~ :?'
( ) on ¢n o n( ) n

I1 est facile de voir qu'alors 2

- &
P8 = (ne) ol ¢(5) =e 2

(1) cf., également la note (1) accompagnant la proposition IV.2 ci-aprés.
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et par conséquent (théoréme de Lebesgue) lorsque n + O :

4w +00 +0
PN \
[ Po«-[to Dy a — e e .

-0

¢ _ @y o 4»[
| Nous notons que Un > > o, u > 0 et O< uon}O) Iuon Ll_

Alors nous avons, lorsque n + O,

(1IV.51) %,'(uon, C) m— ty = .é. { 7(%_ S ey
' ]uo {1
: Aet

(1V.52) ]u\(’z)(t)[z < Cste. exp{ —6%*}, Ostst, .,

En faisant maintenant v + 0, on finit la démonstration du théoréme.

Le résultat (IV.15) est trés exactement

1

&)

u € L ([0,T, -C|; H(R) ) avec Tx =
(o, - o] 5,

IV.6 UNICITE ET DEVELOPPEMENT "ASYMPTOTIQUE SUR [0,Tw[ xR .

Proposition IV,1 Soit u donné avec

-
uo.eH((R) et u > > 0.

Le probléme associé i 1'8quation maitresse (E) admet au plus une so-

lution sur [O,T ]x{R telle que
. 2
(1v.53) u(t,0) = uO(O) et -a—-‘z—’ (tyo) e L(R) ,0gtgT.
ox ‘

Supposons que u soit tel que
u e (R et u/ibs Ll(Rg) ,

Alors les théoremes IV.2 et IV.4 entrainent 1'existence et 1'unicité

' . co 2 A
de u solution de (E) dans Lloe ([O,T; [;H (ﬁ?’) ).

1 ao 3 -~
(") Dés que u € F'(R), c'est le mdme T, que dans le théoréme IV.5,
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Démonstration
Soient v et u, deux solutions de (E)
du. &2
2+ A w0 -u =0 i=1,2
at 54

d'oli, en posant u = U Ty,

| .
3u 3 . - . - - ) =
(IV.54) e + 2 {(u(.;0) = u) ( u:_(.,O) u + u,(.,0) uz)}‘ o

‘Sous les conditioms (IV.53), il revient au meéme de faire apparaitre
1tunicité de u(.,0) - u. Nous reécrivons donc 1'équation (IV.54) et la multi-

plions par u(.,0) - u, puis nous intdégrons sur R :

'IV.55) —3% (u(.,0) - v) - -5% {(u(,0) = u; + u4,(.,0) - u2>,-5§ (u(.,0) - v)}

3 3 .
*os {(u(,0) = v) o= (u + u))} =0
o d ' 2 S 12
(1v.56) = u(t,0) - u(t, )| + [ ay, + u2)[:§; (u(t,0) - u(t,x))] Tdx
R ‘ ‘ :

§

}-—-?15 (a, + ) (ul.,0) ulex) ax

R3x

(0OgtgT)

I1 vient en particulier

d . V2, 8t : ' 2
3 060 - ue, ) s | =5 (e (0], L Jule,0 - e, )]
9x , L (R)
d'oll le résultat d'unicité en appliquant le lemme de Gronwall.
La deuxiéme partie de la proposition est immédiate.

-1
(IV.53) est vérifié pour 0 g t <q:;%,l§3§7!L1



Proposition IV.2 (Résultat local sur [C,I*[ Y.

8i 1a donnée initiale u est dans CZ(}{), alors

(i) u solution de (Ej est dans C:([O,T* [XBQ)
u(Z)(

(ii) la dérivée seconde en x = 0, D(.) = «30), est la solution d'une

8quation différentielle de Ricatti (0 g t < T* )

d . 2 _
e D(t) + 6D (t) = O
(1V.57)
= = (2) »
p(0) Do u ()]
(iii) On a le développement (0 € t < E, ) :

2

(IV.58)  u(t,x) = u(t,0) + 2x° D(t) + =eo® O(x2P)

Démonstration

L'assertion (ii) confirme ce que nous avions au cours de la démons-
tration du théoréme négatif de §IV.1. L'équation (IV.57) s'obtient en effet
aisément en passant 3 la limite lorsque v =+ O dans 1'équation (IV.20) et en u-

. | N )
tilisant la notation D(.).

Dlautre part u est dans Cm([O,T* [xﬁ?)-(Théoréme IV.6). Alors nous

pouvons &crire un développement en série de Mac-Laurin (0 s t < Ty ):

x2k u(zk)(t,O)

u(t,x) = u(t,0) + 2x2 D(t) + eee *+ L Yy
. k<
$P
X o _py2ptl
+I G D g
o (2p+1)!

le type positif et la pantd de u(t,.) faisant que u(2k+1)(t,0) =0, t < T*.

(1) L3 encore dans le passage 3 la limite, il suffirait de supposer u0~dans
Hé(lz) pour justifier que
u(z) —— u(2) dans Lm([O,ﬁ*} H Hz(ﬁ?) )

v
Vuéa)(.,O) w3 () comme J;‘ dans L2(O,t* ).
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Il n'y a aucune difficulté i observer que

X
[ (x - &)
(o]

On notéra enfin que le développement (I.58) vaut avec p = 2, si

2p+l u(2p+2)(t,§) e = O(x2p+2) .

supposé u € H§(ﬁ?).

on



CHAPITRE V - Résultats de‘régularité globaux 3 viscosité v =0 .

V.1l. NOUVEAUX RESULTATS GLOBAUX A v =0 .

Dans le théoréme IV,2, précisé par la remarque IV.2, nous avons obtenu pour
1'équation maitresse (E) , l'existence de solutions u dans la classe des fonetions

de type positif appartenant 2 Lm(]o,é[;HlﬂR)) et telles que

du

ﬁg-e.Lm(]O,w[iiR){ﬂ LZ(]O,M[;COGR\{O})) : en fait il existe une suite

v' - 0 et une fonction u dans la classe précédente, telles>que‘ U, —u
dans Lm(]O,w[éﬁlﬁR)) faible-&toile.

Recherchant des résultats de régularité globaux (relativement au temps)}, nous
allons établir le théoréme :

Théoréme V.1l. On suppose la donnée initiale u, > > 0 telle que uo‘e.HZGR) ,

alors u vérifie : (cf. théoréme IV.2 et remarques IV.2)

ve r°do,«[;at®)

v.1) e |
{ 2 e 1”do,=[x®) N L2(o,=[;c @ io})

8, e Jo,~[;u @)
w2 ! )
au) ¢,(uw) e L°(Jo,=[x )

@.3  Rer"Jo,-[Li®) .

La démonstration est fondée sur la nature des solutions qui sont domc limites

de suites {uv} et sera décomposée dans les lemmes qui suivent.

Tout d'abord, nous nous reportons au théoréme de régularité du chapitre III et
' @ sa démonstration ; alors sous 1'hypothése faite ici, U, dans’ HZ(R) , TIous avons

le premier lemme d'estimations :
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e

(2)

Lemme V.l. | On a uv

& Lz(]O,w{;H]'(ER)) et eLz(]O,co[x?lR) et lorsque

v
ot

\?"""’0:

- o 1
u, borné dans L (]O,w[;H ®)
v}‘/z u$,2> borné dans Lz(]O,“’[x R).

vuf’z) borné dans Lm(]o,‘”[;Lz(lR))

v3/2 u(3)

v borné dans LZ(]O,w[x R) .

" De mémé, on note que
ct(uv)ljz us)z) borné dans Lz(]O,w[x R)
v a(u\)- \’15’3)‘ borné dans Lz(]o,w[x R) .

Démonstration.

Une partie de ces estimations est connue et n'est qu'un rappel de la remarque

ITI.3 (cf. reﬁarquelIII'.B).

Les autres estimations se déduisent de (III.29) oll nous prenons n = 2 : ayant

alors justifié& 1'écriture de 1l'équation (E y) » nous avons intégré sur R le

produit de (E2 v) par u( ) s de fagon precxse,
(2) (2)
u 3u 2
PRSP @1 ol @1 ¢ [ e e
(2)
J (1)(t,x) D, x) Y (e, dx
1 :
3u
p 6[u§1>ct>1m.|u§2)<t>|.[~5§- (©)]
(D ney (2)
¢ 2P w2 s @) + 3 15—

d'oli, en multipliant en outre par vz ’

aum

, |
R SR b A C LR M S e Jmmv)cuf}”)z ax

< 36D ©]20[eP (0]

1/2 (2)

» - - 2 -
Puisque V- u reste borné dans L (10,«:[»( R) , nous obtenons successivement
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@.5) b uP@]cc, Voo
(v.6) '[m!v3/2 u§3)(t)12 dtg C
o
wv.n Iw J Ve )(u(3))2 dx dt ¢ C .
o /R- Voo

I1 semble qu'il faille procéder différemment si l'on veut améliorer ces

(2)

estimations. Nous nous fixons comme objectif une estimation de ¢1(u ) = a(u ) dv

dans L” qu[I,@n

Lemme V.2, ¢1 = ¢1(uv) vérifie 1'équation suivante
- (2) (2) _
(v.8) Bt ¢1 [av \J ax 1] 2y u\) (+,0) u\) = l{ll
ol
| o @, rn2 () _
(V.g) . \pl - 4 uv .{Pl 4[\1\’ } qu i fz

avec fz =»6([u62)]2+u§1) u§3)) (cf. lemme III.2).

Démonstration.

Sous 1'hypothése u € HZGR) s, la solution u, de 1'8quation maltresse (Ev}

est"assez" régulidre (cf. §.1I1.3) :

@ uPe 20t @) 0 170,017 ®)

Gi) Nous disposons des deux premi&res &quations '(E1 v) et (E v) .
2 X )

(iii) Nous savons donner un sens 3 l'équation (E ) priseen x =0,

Tout cela permet notamment de justifier le fait qu'on pourra différencier 1'équation

vérifiée par % v(uv) (v+u(u ))u( ) , cf. (V.10).

En tenant compte des équations (Ev)’ (El’v) et (Ev) .prise en x =0 , il

-~ vient
(1)
Bu
_2 = Yy _ (1)
3t %o,v av(uv) st * 2G 2 (.,0) - 5T )- N
2
= av(u§) ~2§'¢o,v + (2)("0) u(l) 2 3i qb0 v 51)

ox



(V.10)

Q’lQJ

ow = [, e, T e uP 0wl

v/ 38x To

En différentiant par rapport & X , nous avons

: - (112
5—x-¢o,v - ¢1,\) - 2[“\, ]
gx - [a ) ¢1 w — u§2)(.’0) uéz) =2 gz_[(usl))zl

2
2 [o, e [ P17
3x :

(vV.1l1) 5E'¢1,v - %;-[qv(uv) %§'¢1,v - 2v usz)(},o) uéz)
ay D (D) (@) 3 1, (1).3
S SRS TGRSR N R 3 Sl

. Isolons maintenant ¢1 = ¢ vy "V usz) , en ajoutant 3 (V.11l) le produit par v
?

de 1'équation (Ez'v) et en introduisant (E1 v) au second membre 3 le calcul nous
3 b ]
~donne (Vv.8), (V.9).

Remarque V.1. Nous avions déjd noté le rdole privilégié que joue la forme

¢o(uv) au sein du présent travail. En (V.10), elle est donc

solution d'une équation qui présente une certaine parenté avec 1'éguation maltresse

(Ev) .

Remarque V.2. En poursuivant la démonstration du théoréme V.1, nous allons

faire apparaitre un nouveau raisonnement pouvant €tre ré-itéré

qui privilégie cette fois la forme a(uv) ¢2(uv) .

Lemme V.3. Lorsque v -+ O et indépendamment de v , on a
v.12) ¢, (u ) = q(u ) u(z) borné &ans Lm(]O m[’LZOR))
ot 1Yy v v e
' = 12 . (3) - 2
(V.13) G(uv) ¢2(uv) = Ex(uv)] u borné dans L (]O,w[x R) .
Démonstration.

I1 s'agit donc d'un travail d'estimation a priori sur 1'équation (V.8).
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Multiplions (V.8) par ¢1 = a(u ) u(z)
(2) (t )

et intégrons en espace. Au membre de gauche,

utilisant le type négatif de u, c'est-i-dire - u\fz) (t,0) > 0 Y0

cf. (IV.23), il apparait en partlcuher

J!R -V u\fz)(.,o) a(uv).[u\fz)]z dx > 0 .

Alors

N

d 2 [ . 912
(V.14) i |¢1(t)l | o, )G dx < ¥ .0, dx avec (V.9) .
R R ,

Regardons successivement chaque terme du membre de droite de (V.14) :

3, (1) ,(2)
- LRV <v u ).¢1 dx

ox

(i) -J’vf.ti) dx
R 2°71

- GLR W22 (@ () D, g

< _18lu\fl)(t)[£.]v1/2 u\fz)(t)l2 + ‘5’1 -§—£¢1<t)|2
(ii) - J [1151)]2.a(uv).[u§2>]2 dx = = (30)
(iii) - er Frl \51) [¢1]2 dx = SJIR u(l) TR gx 6, dx

s 32D @2 [0 %P1 0|2 + —J. ate )G 42 ax

Les termes % l-g—x- ¢1(t)|2 et %—J a(u )( 1) dx rentrent dans le membre de gauche

Nous appliquons le lemme V.1 sur les termes restant en (i) et (iii), alors

(V.15) g-gltbl(t)]z + JIR (v+a(u ))(—— ¢>1) dx < indépendant de v
(V.16) ¢, borné dans Lw(]o,oo[;Lz((R))
wv.17) _ 1/2 gx ¢, borné dans Lz(lo,oo[x R)

1/2 3

- (V.18) a(u ) ¢1 et a(u) ax 2 bornés dans L (]0 °°[x R) .
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On déduit aisément de (V.18)

1t

[g(u 12 u(z)
[@(u )]2 (3)

a(uvj ¢1(u } borné dans Lz(]O,w[}HI(R))
v.19) v

a(uQ) ¢5(u ) borné dans Lz(]o,w[xIR) .

Le théoréme V.l tire les consdquences du lemme précédent & la limite lorsque

VvV > 0

4,0 e 1°Jo,= L1 ®)
(v.20) a(w) ¢, e 2o, ®)
| a@) ¢,(0) e 12Jo,=[*Rr)

Et par conséquent, tenant compte du type positif de u , a(u)(.,x) #0, ¥x # o0
nous déduisons de (V.19) et (V.20) que pour presque tout t30 ,

(V.Zl) ¢i(u) et u(z)(t,.) sont continﬁs sur R~{0} .
Enfin, remarquons que nous avons‘(cf. théoréme IV.2)
¢, e L’ Jo,=LE' @) n L °Jo,=[xm) ,
de plus,
oX

v.22) o2 =g -2k 1ol @) .

Cela achéve la démonstration du théoréme V.1.

Remarque V.3. Esquissons un bilan :

Le théoréme V.1 précise la classe des solutions de (E) obtenues
d partir de la suite {u } sous 1'hypoth&se d'une condition initiale U ‘donnée de
type positif dans H (R) . Ces solutlons sont nécessairement 1rregu11eres au bout
d'un temps fini : si en outre ué (S} I,(R ) , les résultats des théorémes IV.3 et

IV.4 déterminent ce temps et mettent en evzdence la "catastrophe &nergétique".

Les notations sont

1
c @y D

T = gt u(.,0) pour la d1551pat10n énergétique et
. Nous avons donc

(1) D(.) correspond & la notion de l'enstrophie, notion habituelle .pour les

chercheurs travaillant en Géophysique et en Astrophysique (cf.[ ])



(i)

(ii)

(1ii)

V.2. REGULARITE ¢~

Avant le "temps" de la "catastrophe" T“1?:*T-l;_“——
'uo l 1
L
. T(.) =0, 1l'énergie est conservée.
Do 2
. D(t) = Tmgp T &vec D, = Iuo |
o 1
© 1 0 2 L
. ue L (O’“;H ®))NL (OaT*;H (R))

Au "temps"

Aprés le "temps" de la

La solution u est unique et plus réguliére (cf.
IV.1 et IV.2).

de la "catastrophe",
D(t) — -~ , lorsque t — T

- ) -~ . . L d - 3
d t =T, apparalt une discontinuité de 3%(t,.)

"catastrophe",

ox
qu'en x =0 .

.I‘_]_I\lx#O'.

Nous' avons obtenu précédemment, (cf., remarque V.1)

(vV.10)

ot ¢o,v

9 3 .
- -5;[_0‘\:(“\)) E3 “So,\;I -2

uiz)(.,O) usl) =0

..7 6-

les propositions

en x=0 .

7(.) = - 2E§%(.,0+)]2 s 1'énergie se dissipe.
D(o) = -®
. © 1
ue L (0,%H (R))
ou 32u
rl iy € L (0, C (RN{0})) , les singularités ne se développent

d'oli, sous une donnée initiale trés réguliére, la suite d'équations-dérivées,

(v.23)

avec

(V.24)

3 ¢(m)

=l 5 ¢ v gy - 29 P00 v
3 (p) , (m-p+1)
B 255y Ca b bon
p=1

=9 Z P 4 (p) (m-p+1)

p=1

(m+1)

=0
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(V.23) (V.24) sont & rapprocher du lemme III.2, et résultent d'un calcul aﬁeé la

formule de lLeibniz .

Nous pourrions en déduire une mouvelle suite d'équations, régissant cette fois
(m+1)

les formes ¢m(uv) = (u ) ug ,
39-_t-:“"bm(u\;) - “—'{a (u ) ‘—'¢ (u )} - 2v usz)(_,o) (m+1) _ =y,

Nous n'expliciterons pas y, car nous n'utilisons pas ici la formulation de ces
équations. Le travail qui suit n'en est pas moins technique pour autant et reproduit
le raisonnement du §.V.l. En fait, il nous conduit 3 des informations sur la
régularité de a(uv)x(m) u(m) (A(m) 3 préciser) (cf. lemmes V.4, V.5 et V.6). Ces

v
résultats de régularité permettent d'énoncer le théoréme :

Théoréme V.2, On suppose la donnée initiale u, > > 0 telle que

(v.25) u € C:(!R) .

Alors u solution de 1'@quation maltresse (E), donnée par la remarque IV.3

(cf. aussi le théoréme V.l), vérifie
@ 1
(V.26) ue L (0,o[;H (R))

w.2n) R er’Joe[;®oD) N (0,5 R)

(v.28) Ber"Joe[17@) .

Plus précisément si u € D 2(IR) , alors
L

(v.29) 3“ —el (]o o[ 1) » B{01)) .

e )1/2 (2)

_ u, demeure dans un borné de
L (]O w[x R) , nous chérchions une estimation de ¢ (u ) = a(u ) u( )
‘L (]O w[ L (R)) , nous avons obtenu SLmultanement (V 17), (v. 18), (V 19) et
notamment d(uv)B/Z u53) dans un borné dg L (]O,w[xtR) . [11 y a 13 la meilleure
information obtenue en (V.18), (V.19X].

2 (3

Nous écrivons maintenant que a(uv) uy vérifie

Au paragraphe précédent, sachant que
dans -



...78...

Bu (3)

2t u) = 2 ate) wP (2. 0) - o2 + ae)? S

' - . . -
et d'aprés les équations (El,\))’ (E3,\:) et (Ev) prise en x =0,

e ta@)? Py = 20 o (0) au) o+ a)? 2 (o)) oy

730 -2a() 8P Lty - a)? £)
avec f (u Y =2 Z c? u (5 -P) (cf. iemme 111.2).
Lemme V.4, Lorsque v —» 0 est indépendamment de v ,
(v.31) a(u )2 (3) reste borné dang Lm(]O,w[;LZ(IR)) ’
(v.32) ct(uv)s/2 u§4) reste borné dans Lz(:[O,oo[x R) .
Démonstration.
Multiplions (V.30) par _oz(u\)),2 u\()B) et intégrons en espace.

Utilisant le type positif de uv(t,.) et le type négatif de u\(’z)(t,.) s 11 apparait

en particulier :
J‘R - v ul® (0 atu)?[uP]? ax 5 0
Alors
@.33) 3% fat)? o2 JR(\)‘*.OL(IIV))[a(t‘v)]4[u(4)]2 dx
<l3jm(v*.'a(uv)) [ate ] u{P u§3) w4

+ ZJR(\,+a(uv)) ﬁ\()l) —g;(— {[a (uv)]3[u‘()3)]2} dx

-j [a(uvﬂ4 u\()3) f3(uv) dx .
) T3
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w0 FE et O st o O ¢ a0
< 4’{ (u )4 (1) (3) u(l&) dx +‘12P (u )3 (1) 3) u(a) dx
IR \1 V. IR \) v

. 2 (1)72r.(3)72 :
- 12.R\)q(uv) [uv J i_uv ] dx

1 3 (1)727 (3)2
- 12 = a(u\’) [u\f )] [u\f ):[ dx

o

-20] (u) u(z)[u(B):[ dx
R

aX

.,'u,j oM e ) o w2 (zod
R v

+ I%f D Y2y (B 12 alu, 32 o (4)
RV v

(ce dernier terme, nous 1'écrivons J‘ u\gl). 2 {[c:(uv):} 4[!1\53)] 2} dx )
. : R

v
- 12 Elsl)]z.[vllza(uv) u§3)]2.dx
R . »
- 172 [usl)]z.[ﬁ(uv)g'/z usa)]'z.dx
R
Tenant compte de ce que, (pour v —> 0)

1 ) .
. uv( ) est borné dans Lm(]o,oo[x R) ,

3/2 (3) 5 2
a(uv) u est borné dans L (]0,«»[3: R) , '
1/2 3 . - 2 ‘
. V / a(uv) u\(, ) est borné dans L (]O,m[x R) ,
et faisant rentrer au membre de gauche

. / u(u )2 (4)

a(u\,)slz usz‘) ’
il vient :
@.35) & latey? P2 4 ]1/2 a? ul)? « a2 )2 < o (0

-
_avec j Mv(t) dt < Cte indépendante de v .
o

(V.31) et (V.32) se déduisent facilement de (V.35) ; nous avons en cutre

(V.36) V172 alu, ) u(a) demeure dans un borné de 'L (]O,w[x R). .
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Lemme V.5. Lorsque v — 0 et indépendamment de v ,
(Vv.37) : u(uv)7/2 usa) reste borné dans L“(]O,w[;LZGR)) ’
(v.38) E a(u )4 (5) reste borné dans L2<]O,m[}[R) .

Démonstration.

Elle est identique 3 celle du lemme V.4 :

@.39) T ta@)? {1 - 70 o0 aw)? W@

= a(u, )7/2 5—-{(v+a(u ) u(s)}

(u )5/2 (4) a 7/2

\)

7 (omE e - e £ )

avec £ (u) ZZJCP (p) (6-p)

Nous multiplions (V.39) par o;(u\’)”2 us4)

et nous intégrons en espace.
- A K4 - ' 7 (4) Py
Le traitement de 1l'intégrale a(uv) u f4(uv) dx est un peu plus délicat que
' R
celui du terme correspondant en (V.33), (V.34) : de 13 vient que nous n'avons pas

en (V.37) un résultat-amorce-de-récurrence du type afu ) (4) borné dans L (L )

(cf. (V.12) et (V.31)).

Obsérvons d'abord qu'avec (V.31l), l'estimation suivante est immédiate :
(v.40) a(u\’)z u‘()z) reste borné dans L~ (]O,=[xR) .

(V.40) nous permet ci-dessous de traiter 1l'intégrand a(uv)7 uSZ)[uSA)]Z .

I1 est également facile de voir qu'avec (V.32),
(V}di) a(“v)5/2'u$3) reste borné dans Lz(]o,w[}LmﬂR)) .

(V.41) et V.31) nous permettent de traiter 1'intégrand a(uv)7[h53)]2 usa) .

De fagon précise, l'inéquation de majoration est
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7/2 u§4)|2 + lv1/2 c{(‘1\’)7/2 u§5)|2 (5)12

4
+ la(uv) ug

< cJ a)’ ull) o o) o CJ vata)® u® o ) 4
R R

u(l)JZEu(4)}2 dx

v

+ CJ_ a(u ) u(z) [u((“)]2 dx
R

+ CJ a(uv)7[u£3)]2 u54) dx
R :

(C désignant diverses constantes numériques)

=’C£R u\()]').c:t(uv)]'/z.oz(u\))sl2 u§4).a(uv)4 uSS) dx
V2 12 4o )2 0 G2 g 3772 (5) dx

. CLR'uS;).a(uv)
+ CvIR P12, o )2 o972 ax

3 CLR alu,) [u\()l)]z;[a(uv)s/z w912 4

. CLR [acu)? D] [a)®/? u$4)]2 d

+ CLR [ )? w7 e )2 o] [aee )%/ 9] ax

I1 vient :

~

(5)|2

7/2 u\()l;)]z + lVl/z a(uv)7/2 u\()S)lZ + la(u\))[& u\’

(V.43) L atey)
< C[}1+Iuvlm).lu51)lzi{la(uv)S/z usa)lz + lvl/Z:u(qv)Z u§4)|2}

(Z)I°° |a(uv)5/2 u§4)12

+ au,)? u



+ Ia(uv)slz u\fB)!m.!a (uv)2 uv(g'_)‘ .lm(u\’)sl2 uv(a)ﬂ .
De (V.43) nous déduisons (V.37), (V.38) et
(V.44) vl‘lz e:(uv)”2 u\gs) reste borné dans Lz(jo,w[x R) ,

ainsi que les estimations a posteriori :

{V.45) 'cz(uv)?/2 u\§3) reste borné dans Lm(] O,eo[x Rr) ,
{V.46) o u(u )4 (4) reste borné dans L?'(]O,m[;f ®R)) .
Lemme V.6. Lorsque v —+ 0 et indépendamment de v ,
V.47) c:(t.x,”)A (m) u\fﬁl) reste borné dans LZ(J O;w[x R) ,
(v.48) ( )A (m)+1 '\Sm) | reste borné dans Lm(—_lo,w[;Lz(R)) B

avec pour tout mx5 ,

(V.49) ‘ x(m)e3m2" .

. Démonstration.

Dans 1e passage récurrent de m & m+l , nous cherchons & estimer
3m-2
oa(u ) (mﬂ) dans L GO w[L GR)) et nous obtenons
3m-1

simultanément « (uv)

% (u )A(m+1)+1 (m+1)

o+
\Em 2) dans un borné de LZ(]O,w]:x R) .
Utilisant le lemme III.2 et 1'équation maitresse (Ev) prise en x = 0 , nous
écrivons : ’ '

3m~2 . 3m-—4

- Ju
tate) 2 wOD) e Guo) s 2 oD (2 (10) - o2 )

3m-2 4 (m+1)

+ atu) y 2 e



3m-2 3m-2
@50 Ztew) Z Py oa@) P L () o™
3m-4
- (3m-2)v uiz)(.,o) X a(uv) u\sm+1)
3m-4 -~ 3m-2
= Gu) a) 2 A tera)) uPy u@D L@y P e
- mtl
o (mP+3)
avec £ +1(u) 22 2 \) u .
3m-2
Nous multiplions (V.50) par a(u ) \(’m+1) et nous intégrons sur R

De méme que dans les lemmes V.4 et V 5, utilisant lé type positif de U (t,.)

et le type négatif de u(z) (ty.) , il apparalt en particulier

(3m~2) v j{& - u\(’z)(.,o} . oz(uv)SI‘n.3 [u\()mﬂ)]?‘ dx > 0 ,

Et par conséquent, il vient
" 3m-2
2 u(m+l)|2 j(+°‘(u ) u (m+2) 3 _ {q (u )3m—2 u(m+1)} d

N

d- .
ac o) v

(v.51)

v

¢ (u-2) jm<v+a<uv>> R O R ) S

+JR a)?™? g @) o™ ax |

| m+1
Soit £ T8y = () - 2(m2) u\(’1) u\(’m+2) =9 Z cP u}(p) u‘(m—p+3)

3m

(V.SZ) a(u ) (u ) reste borné dans L (]O w[x R) .

m+1
En effet, d'aprés 1'hypothése de récurrence, nous savons que

A (m+1) u(m+1)
v

(v.53) a(uv) reste borné dans L2(]0,°°[x R)

et pour  p<m ,



‘ a(uv)up) u\(’p) reste borné dans Lz(] O,w[x R)
(v.54) ‘ '
‘ oz(uv)up)"‘1 u\(,p) reste borné dans Lm(]O,w[;Lz({R)) .

Nous savons aussi que

a(u )2 ( ) reste borné dans Lm(]O,m[x R)
(V;SS) ct(u\))sl2 u§3> reste bérné d‘ans Lz(]o,w[;Lm(R))

a(u ) u(4) reste borné dans L (]O m[ L (R))

et pour S5<psm-1 ,

- ({V.56) a(uv)k(p.n) uép) reste borné dans LZ(]O,«J[;LQ([R)) .
En omettant volontairement les constantes numériques, &crivons gm&»l sous la
‘forme d'une somme de quatre termes
” @ G D, O N T WD
(v.57) m+1(u ) # u, tu. :>:

p=5

Alors 1'assertion (V.52) résulte des estlmatlons (V.53) & (V.56) et de 1" arithmétique

su1vante corrélée aux quatre termes de (V.57) ( )
302 2+ (@)
5
.3223.‘ = 5 + D<m>‘§'1]
3m =4+ [A(m-1)+1]
5 ;
3m = A(p+l) + [A(m-p+3)+1]
2

(1) A titre d'exemple précisons le cas p=6 dans le quatriéme terme de (V.57)

Alp+l) = A(7) = 7 et a(u )7 (6) reste dans un borné de L2(]O,mBL°°(R))
3m
. ' . T -7
A(m=p+3) + 1 =2A(m-3) + 1= %E -7 et u(u ) 2 \(’m g) reste dans un borné
de Lw(jo,m[;Lz(!R)) s i1 s'ensuit que le produit cc(u ) \()6) \(}m—-S) reste

dans un borné de LZ(]O,w[x R) .
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De (V.51) nous déduisons maintenant

| 3m-—2 ” 3m-2 3m-—1
R N R AL
» 3!]3‘"4 3m__5
€ C“u\,lc'o (1)‘2 {la( ) (mi*l)IZ l.vl/Z (!(u 3 2 (m+1)l }
3m | ' 3n-4

rlet) T el ey 2 o]

Par suite nous avons les estimations a priori :

3m-2 -
(m+1) _ A(m+1)+1  (m+l) ~ o 2
{V.59) u(uv) u, ) - a(uv) : u reste borné dans L GO,«{,L ®R)
3m-1 ,
{V.60) &(u\)) 2 u§m+2) = ct(u\})X (m+2) u\gm+2) reste borné dans deo,w[x-m)
3m-2
{v.s61) V}./Z a(u ) §m+2) 1/2 Ot(u\))>L (m+1)+1 u\fm+1) reste borné dans
2
L (]O,w[x R)

et les estimations a posteriori :

A (m+>1).+1

(v.62) | u(uv) u\gm) reste dans un borné de Lm(]o‘,‘”[x R) .

» 1
A la Iimite lorsque v —» 0 ( ), (v.18), (v.32), (V.38) et (V.47) donnent

I 2 2

a(u)( ) dx dtg¢ C,
Jo IR ax
poo o 33 2

'a(u) ( ) dx dt c,
Jo iR 3
g p 4 2

c(u) ( ) dx dt ¢ C ,
Jo /R ax
o r 2
‘ a(u )2x(m) (3 u) dx dt C avec A(m) =§—I£-;7- Ymes .
Jo 'R ax"

(1) Utilisant la semi-continuité inférieure comme au §.1.6 et au chapitre IV,
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Alors, n é&tant un entier positif, nous avons obtenu :

(V.63) a )@ if}‘;; e 12(0,038" ®))  (nom)
X
ol
.66)  A(m) =A@ w5 X4 =F3XG) =3; X2 =F=TD) .
Donc em particulier, 7
B e 12(0,=3;¢" 2 @®NOD) .

Cela achéve la démonstration du théoréme V.2.

(1) Utilisant le type positif de wu(t,.) Y t20 , comme au §.IV.3 et au §.V.1.



ANNEXE 1. Illustration numérique (v = 0)

Les essais numériques ont &té effectués par R, Sadourny au Laboratoire de

Météorologie Dynamique (ENS - Physique). Des résultats numériques figurent dé&ja
dans [3] [4] .

Rappelons 1'équation maltresse :

: : Ju 32 2 ,
(E) 5t (Eox) + —5 {u(,0) - u(e,x)}" = 0.
o Ix
2
On se donne les conditions initiales avec u(0,x) = uo(x) =e

Avant de procéder aux discrétisations en temps et en espace, on "dilate" 1%'échelle

. 1
de la variable d'espace x (')4par un changement de variable en y ol

y = % Log(1+8x)  (x>0) ,
6 @&tant choisi de sorte que 1'on puisse "raffiner" suffisamment au voisinage
de x=0.

On a donc :

W, 8Y B_ 1Y 3 (8¢ 0y (tmy)}2] =

On utilise un schéma aux différences finies, avec comme pas de temps et

4 4

d'espace, respectivement At = 0.5 x 10 & et Ay de l'ordre de 7 x 10 .

On observe 1'apparition du point singulier 3 1'origine au "temps" de la

1 (cf. Fig.1I, III et IV).

“"catastrophe" , T, = 1

(1) Ceci revient en fait & utiliser un schéma de discrétisation spatiale & pas
variable, -
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ANNEXE 2. Commentaires

Continuité de u .

3/ZGR\{O})) pour tout T>0 ,

V2@yy . 11

serait par conséquent intéressant de déterminer « , la plus grande valeur

I1 résulte du Théoréme V.1 que u e:CO([O,f]; H

D'autre part, nous savons que (cf. Théoréme IV.1) u e,CO([C,T]; H

possible pour @ telle que u e.Co([b,Tﬂg HGCR)) . I1 y a tout lieu de penser

et qu'un résultat du type suivant serait alors optimel :'"Les

1w

que "'\<°LC$
solutions u de 1'@quation maitresse (E) , satisfaisant 3 une condition initiale

meéme trés régulidre, ne peuvent avoir plus de ZCQ dérivées bornées sur
[Tioe] xR ",

Cadre fonctionnel.

La Remarque V.1 qui souligne la parenté de 1'@quation vérifiée par @o(u)
avec 1'équation maTtresse sugglre qu'une étude affinde de la régularité de Qo(u) R
peut-€tre &troitement liée 3 celle de u , pourrait confirmer et préciser le

cadre fonctionnel.

Energie u(.,0) et ‘Ycatastrophe énergétique".
rnergie et T g

La décroissance de U s condition initiale, quand x>0 , entraine la
décroissance de u(t,.) solution de 1'équation maitresse (E) quand x20
pour tout - t>0 . Alors certainement %%(t,.) x=o Passe par un raximum et tend
vers zéro lorsque t -— +» . Pourrait-on ensuite déterminer la situation limite

E = lim u(t,0) ? D'autre part il est difficile de savoir s'il existe ou non
toro
des "paliers" d'énergie aprés T, , c'est-a-dire des intervalles de temps inclus

dans [T*,+m[ pendant lesquels 1'énergie serait 3 nouveau conservée, et 3
1'extrémité droite desquels il ne manquerait pas de se produire une nouvelle

“carastrophe™ ?

On peut ajouter enfin qu'il serait intéressant de faire une &tude locale
apprefondie des solutions de 1'équation maitresse, essentiellement dans le demaine
JT%fC, T,+c[~x:]—8,+6[ , pour préciser le développement des singularités : cf.
remarque V.3 (ii). (Cette étude est actuellement éclairée par'les estimations du

p
1.)

Chapitre V, le Théoréme IV.3 et les résultats numériques de 1'Annexe



Probléme de l'unicité.

Comme 1'indique 1'introduction, la réponse donnée est partielle.

Dans quelle mesure peut-on adopter le point de vue suivant, selon lequel une
étude locale de la "catastrophe'" permettrait d'exhiber des solutions particuliéres
aprés la "catastrophe", et par conséquent une non-unicité des solutions d'une part,
des hypothéses supplémentaires assurant (dans une classe incluant ces hypotheses)

1'unicité de la solution d'autre part ?
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Additif a 1'Annexe 2

(Décembre 1974 - Janvier 1975)

Correspondant aux principaux commentaires de 1'Annexe 2 et les prolongeant,
des résultats nouveaux nous permettent de surmonter les difficultés rencontrées :

Ils seront 1'objet de publications ultérieures ; nous pouvons mentionner

-~ C. FOIAS et P, PENEL
Dissipation totale de 1'énergie dans l'Equation de Frisch-Kraichnan-Lesieur.

C.R.A.S. Paris, 3 paraltre.

- U. FRISCH et P. PENEL, en collaboration avec C. BARDOS, C.M. BRAUNER et
P.L. SULEM

rticles & paraltre.
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APPENDICE Le modéle retenu par

U. FRISCH et M. LESIEUR

On trouvera le probléme-source dans les récents travaux de l'équipe de
recherche sur la turbulence et les phénoménes al8atoires (GRETPA, Observatoire
de Nice, cf. en particulier [lt[ [2] [3])

Aux fins d'apporter une nouvelle explication sur la nature de la turbulence,
cette équipe s'est notemment intéressée i la turbulence pleinement développée (¥)
qui constitue une bonne approximation pour &tudier certains écoulements géo—
physiques et astrophysiques. Devant 1'impossibilité, ol 1'on est actuellement,
de résoudre directement le probléme~5.partir des 8quations de Navier-Stokes,
on est conduit i introduire des modéles stochastiques. I1 s'agit de donner une
description statlsthue du probléme de Navier-Stokes avec des condxtlons initiales
aléatoires, en s'intéressant tout partlcullerement 3 des quantltes moyennes

telles que les moments du champ de vitesse.

Utilisation des modéles stochastiques

Le postulat de départ peut-€tre formulé de la fagon suivante : les

-~

propriétés quantitatives de la turbulence ne seraient 11ees qu'aux propriétis
structurelles des équations de Navier-Stokes et non pas 3" la forme explicite
des mémes Equations. Alors 1'étude de la turbulence homogene et isotrope passe
par . 1' criture et par 1'étude d'autres équations possédant le plus grand nombre
posszble de propriétés structurelles en commun avec les &quations de . Navier-

- Stokes (mfme dimension, méme type de non lindarité quadratique, mémes propriétés

d'invariance, translation d'espace ou de temps, transformation de Galilee, ...).

On suppose donc les conditions initiales aléatoires et caractérisées par
- une certaine distribution de probabilité, puis on fait les hypoth&ses d'homogé-
néité et d'isotropie (invariance par translations et rotations dfespacé). Suivant
les travaux de R.H. KRAICHNAN sur la théorie de la turbulence sous la forme re-~
prise par U. FRISCH et M. LESIEUR, on lntrodult des couplages pour N reallsatlor

différentes d'un champ de vitesse régi par une &quation de Navier-Stokes

A———————

(*) aux trés grands nombres de Reynolds
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(€crite sous forme symbolique

@A) L =Lwv) + L)

oi L est un opérateur bilin€aire représentant ici les termes non lingaires

quadratiques (v.V)v et Vp) , autrement dit ,

. _
v __1 B Y o -
(A2) bl S §Y=1 ‘bag-{ L(v", v)) + L (v) @ =1,...,N.
]

Les couplages ¢GBY modifiant les termes non linéaires, sont alédatoires
et choisis précisément de fagon i préserver la plupart des propriétés structu-
relles des équations de Navier-Stokes. Différents choix produiront différents
modéles stochastiques : dans la limite N > « , ces &quations conduisent i des
équations de fermeture, dites équations maltresses, pour le temseur des corré-
lations spatiales. Le MRCM - markovian Random CouplingModel for turbulence - ,
modéle stochastique introduit par U. FRISCH et M. LESIEUR (1973) est une

version markovianisée des modéles proposés par R.H. KRAICHNAN (1961).

Ainsi en une dimension d'espace, partant de 1'équation de Burgers

2
: v 3 v v
(A3) 3t v 8x2 vV ax ?

et ayant choisi pour les couplages des fonctions aléatoires gaussiennes
(symétriques réelles) de valeur moyenne nulle, de variance unité et de
i < t (t') > = §(t-t' d it-blanc
‘covarlance ¢a8Y (v) , ¢aBY(t ) (t-t') (du type bru ne) ,
on introduit -
+e
(A4) u(t,x) = I

-

v(t,y) v(t, x+y) dy

qui est la covariance spatiale du champ de vitesse et qui vérifie 1'équation

et [1] [4])

2 2
@) e = v S (60 - X5 {0 - uEo?
‘ 9x 9x

avec par exemple u(o,x) = e—x2 .

L'équation maitresse (AS) est &tablie par U. FRISCH et M. LESIEUR en
collabofation avec A. BRISSAUD et J.C. ANDRE : Dans la limite N infini, ils
observent que les v® restent finis, statistiquement indépendants et identi-
quement distribués,‘que les fonctions de Gfeeni(&) solutions des &quations (A2)

linéarisées associBes tendent vers des limites déterministes. En outre, le choix

() A solution de 1'équation (sous forme symbolique) ¢ + L(¢,9) = £
q ym
on associe la fonction de Green g vérifiant 1'équation linéarisée
g + 2L(¢;g) = i (Identitd).En effet la stabilité s'étudie sur 1l'équation
linéarisée.
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des ¢GBY aidant , ces limites déterministes s'expriment simplement avec la
fonction de Green moyenne G. Ils démontrent ainsi que u = lim Za VOV

d'une part et G d'autre part vérifient deux équations wa
maitresses qui se présentent comme le systdme fermé escompté (cf. [1]) s la

premiére équation étant trd&s exactement (A5).

Remargue

Dans [4] » M. LESIEUR présente simultanément les résultats relatifs
au probléme unidimensionnel du MRCM appliqué 3 l'équation de Burgers, soit (A5),
et tridimensionnel (MRCM appliqué aux &quations de Navier-Stokes), parce qu'ils
sont de mdme nature. En outre, raisonnant sur les propriétés d'invariance,
duantité de mouvement et énergie, il explique comment les équations de Navier-
Stokes ont plus d'analogie structurelle avec 1'équation maitresse (AS), qu'avec
l'éqﬁation de Burgers elle-méme {A3). Paradoxalement, le modéle (A5) est ainsi

plus proche de la turbulence tridimensionnelle isotrope que l'équation de Burgers.

Conjectures

Le probléme de la turbulence pose essentidllement le probléme de la limite
de viscosité nulle : si 1'on considére un fluide incompressible régi par les
équations de Navier Stokes dans tout 1l'espace, il est bien connu que 1'écoule-

ment devient irrégulier lorsque la viscosité v diminue.

Considérant maintenant l'équation d'Euler (cas inviscide v =o0) , ily
a tout lieu de penser que la solution ne reste pas :égulfére.pendant des temps
arbitrairement longs et qu'alors l'énergie ne sera pas nécessairement conservée.
En un certain sens il y a "compétition'" entre le phénoméne de transfert d'énergie
vers les grands nombres d'onde (influence des termes non linéaires de 1'équation)

et la dissipation visqueuse.

Les conjectures portent alors sur deux points :

. Relativement au taux de diséipation de l'énergie T = - %E-I u2 s
(A6) linm T, =T # 0
Vv*0

alors que T = 0 pour des solutions régulidres des équations d'Euler.

. Toujours lorsque v + o , les singularité@s apparaissent aprés un certain

temps (fini) (temps de catastrophe).
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En 1949, L. ONSAGER conjecturait pour les équations d'Euler pour un
‘fluide parfait incompressible peuvent admettre des solutions "turbulents"
non réguliéres pouf lesquelles 1'énergie n'est pas conservée. U. FRISCH et
M. LESIEUR ont reformulées les conjectures de L." ONSAGER pour y introduire
la notion de catastrophe &nergétique, caractérisée par le temps aprés lequel

1'écoulement devient "turbulent".

Autre méthode de fermeture

On reprend le probléme des moments du champ de vitesse pour un écoulement
décrit par 1'équation (Al). La traduction de la hiérarchie infinie des équations
aux moments fait apparaitre que, sous }‘influence des termes non linéairess, les
moments d'ordre m n'interviennent pas indépendamment des méments d'ordre m+l.
Dans l'approximation quasi-normale (introduite par M. MILLIONSHCHIKOV (1941),
mais physiquement difficile & retenir au vu de spectres d'énergie négatifs,
comme l'observe Y. OGURA (1962-63)), les moments d'ordre 4 sont exprimés en
fonction des moments d'ordre 2 et alors les produits de moments d'ordre 2
apparaissent comme des termes source de, corrélations triples, sans qu'il y ait
aucun mécanisme de relaxation : la hiérarchie d'équations aux moments est fermée

sur 3 &quations

(A6) %%- = v.v (Navier-Stokes sous forme symbolique avec v = o)
(A?) m =< vvvVy >

. at M
(A8) li"_aYE.Xi = Z <y v> <y v

On peut établir que les moments d'ordre 4 s'éxpriment comme la somme de
produits de moments d'ordre 2 et d'un terme, dit cumulant (qui est négligé dams

1'approximation quasi-normale).

(A9) <vvvv = 2 <V V> <V V> o+ ? )
d'oi
(A10) ‘ -g—t vvv> = 22 v v v 4 ‘5 (v)

Suivant la présentation de U, FRISCH aux "tables rondes sur la turbulence"
de Villard-de-Lans (1974) et Boulder (Colorado 1974), on fait 1'hypoth&se que le

cumulant, agissant sur les moments d'ordre 3, est linéaire :

(AlY) , %;—<v vv = 2. €v>v> <v v ¥ 5% <v v v> .



ol :R. est un opérateur lin@aire (relaxation). (%)

Aprés avoir introduit quelques modifications (markovianisation, ...)
pour assurer la "réalisabilité" des équations pour les moments d'ordre 2
(R.H. KRAICHNAN et U. FRISCH) , il en déduit ces équations "maitresses”

sous la forme

(A12) - wo) v(e)> = e(t) T <v(t) v(e)> <v(t) v(r)> .
Il est intéressant de noter 1l'analogie des &quations d'é&volution
obtenues pour le spectre d'énergie avec celles des modiles stochéstiques.

Pour des spectres inertiels, elles conduisent & des résultats identiques.

(%) Il est possible de justifier ce type linéaire en considérant que la

turbulence n'est pas trés &loignée d'une turbulence 3 caractére gaussien.
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