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Premiére partie

Chapitre 1

§ 1. - Rappels d'algdbre lindaire
§ 2. - Transformations différentiables et transformations conformes

§ 3. - Transformations différentiables du plan.

§ 1.- 1. Conventions
-Jé(m y n) désigne l'ensemble des matrices & m lignes et n colonnes

Un élément de d%(m s n) sera souvent désigné par l'expression : une matrice

(m ’ n)
1 > i2
- m, désigne le coefficient de la i me ligne de la j M€ colonne de la matrice
M i
. . . ik ik
— On adoptera la convention d'Einstein z:: a. b, =a, b,
T 41 j i
- Soit A  une matrice, de coefficient a;, on désignera par E; le coafficient
de tA.

2. Théordme.~ Toute matrice Dieclb(m y n), réelle, peut—&tre mise sous la forme 3

2.1 =
(2.1) M=0 DO,

ot 0, désigne une matrice orthogonale (m , m), O

1

5 désigne une matrice orthogonale

(nY n) et D une matrice diagonale (m , n) c'est b dire dont les éléments d;

sont nuls si i £ je

Preuve.—

Rappel : Toute matrice réelle symétrique est diagonalisable. Posons G = tMM

alors G est une matrice (n , n), symétrique, et positive semi~définie.
1
x

En effet, soit x e En, X 1la matrice associéde x2 .
L

n
X

Soit T 1la transformation linédaire 1t En ——a-Em associde & M,



s

1
y
Posons y = T(x), Y &tant la matrice ( . ) on a
’m
y

tXGX = gl; xk < .
Dire que G définit une forme quadratique semi-définie positive, c'est dire que
k k _J
g;i Xy X3 » 0.
Quel que soit x € E' onat
tx 6 x = ' i x = Yomx) m:tII:Z (¥1% » 0.
i

I1 existe une matrice orthogonale (n , n) 03 telle que 1"0 G 0, soit diagonale.

3 3

Posons alors A =M 030» Alors A€ c/{{»(m ,n) et B :v'tAA on a

4 4
B = (M03)M03= 03@}03

donc B est une matrice diagonale.

Mais on a
i ~i ok -k k. i k
bj'—aka,a-z; a,la,J ou ak—-a.l
donc
a,lfal.{-—() si i#j
w t I

ce qui signifie que les vecteurs colonnes de A sont deux & deux orthogonaux. Si

- . i3 g
{ei} i1 n désigne la base canonique de En, les vecteurs colonnes de A
L=1 geeey

sont, les matrices {n 4 1) dont les coefficients sont donnés par les composantes

. -2
dans la base canonique des vecteurs A(e,).

3

On peut toujours permuter par ¢ les vecteurs gj de telle sorte que pour

T . — _ . —> _
i =1y eeeg? on ait A(eo_(i)) #0 et pour 1= 9+1, «sey n on aitb A(ec(i)) =0

les vecteurs
-y
- A(ei)

==
IA(ei)‘

pour i =1, seey¥ sont alors des vecteurs orthonormés.



—
Complétons ce systéme de vecteurs de fagon & avoir une base {fi} i1 0

"‘, ..0,
orthonormée de E .

Dans cette nouvelle base A se lit comme une matrice diagonale D. Les matyrices

des changements de base effectués étant toutes orthogonales, on a

A= D0 =MO =>M=J°o4n(o4to

4 4 3 ) ciq.f.ds

3

Remarque.— Si M est une matrice carrée régulidre la démonstration se simplifie.
d 0

‘ 1
2.1. Corollaire.~ La matrice D peut s'éorire : < ‘. ) et alors
] 0 ‘a
n
]—[n 2
dé'bG‘—" d -
. i
i=1

Preuve.~ On a

% % b, 2 2 4
det & = det(10) = aet["(0, D 0,)(0, D 0.)] = aet["0, D 0,] = det D° aet "0, det 0, =
}t1
~aet 02 =T 1 df Cogaf.d.
i=1

2.2, Corollaire.~ Soit T 1 E —sE" une application linéaire de matrice M. Alors
tout volume n dimensionnel est multiplié par Vdet G sous la transformation T.

T, T. assocides

2’ 73

17 D et 02 dans la formule(2.1.) Les transformations T1 et

Preuve.— T est la composition des trois transformations T1,

respectivement & O

T. %tant orthogonales conservent la distance donc le volume.

3

Quant & la transformation T2 clest une suite d'affinités donc chacune multiplie
la longueur dans une direction donnée par Idil et conserve la longueur des directions

orthogonales. Si bien que lieffet total multiplie le volume par

n .
TT Idil =Vaet G .
1

Remarque .~ Les quantités di sont les valeurs propres de la matrice G = tMMo



4.,

3. Théordme .~ Soit T 3 E ---->Em, linéaire, b matrice M.

Les conditiong suivantes sont équivalentes :

(a) 11 existe une constante A telle que, par T +toute distahce est multiplide
ar. A . 7

(b) <IX, , X, = 2 <x, ' X,> j <X, T> désignent le produit scalaire de
X et de Y

(¢) Les vecteurs colonnes de M sont deux & deux orthogonaux, et ont la méme
longuetr A .

(@) 6 = b = 1.

(e) Dans la représentation du théordme précédent on & d; = + A8§ .
8i MAN£0 ona de plus

(£) Tout angle est conservé par T.

y}nfs‘ .

(g) L'image inverse de la sphdre |Yi =1 .est la sphire IX| =

Preuve. (a) e (b)e X2 = <X, X> = ot a(X,T) =|X - Tl

Supposons {a)s 34X telle que d(TX , TY) = Ad(X, ’I). Donc, en particulier,
a(TX , T.0) = A a(X , 0) ce qui s'écrit encore [TX| = ch.

Done |TX - TYi W(x 1‘)§ sx rl

ou encore X - TY , ™X - TT> = 2 <x-1 s X-X> o

Développons, <TK,TXD + <TT,TT> - 2 <TX,TT> = X( <X,X> +<T,I> - 2<X,1))

gimplifions, on obbiend - KIX, TI> = 2 <X, I>donc (a) == (b).

Supposons (b) <TX , TY> = A%¢x y I
=3 ITX| = AIX|

w#%T(XgY)? =AlX-Y] = soit (a).

(c) &= ().

Posons M= (mi)

4
G=(gj)
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alors . = m, = m, m,

& Ty ; 1]

ona M satisfait (C)MZ ml; ml.{ = 12 53@%@%
k

Prouvons que (e) ===>'(d).,
D'apreés le théoreme 2 on a M = (')‘9 )] 02,A qu'on va plutdt écrire M= AD B, on a

4 0o |
¢ = o = ¥ p? B or D° = ?}\2( % . } dlaprds (e} done G = 2 tBB": Y1,

0 1

Prouvons que (d) == (a).

ma G="=21 ot Pxi®=Comix=trex=a® b= Bix® ce quiest
(a)n

Prouvons gue {a) == (d).
Ona ITX-TY{=A1X~T!

—s 1= Mxl =i i? = Exi?
done %(MX)MX = 12 %xx done

Yot=x Ri1x=e=X1.
Prouvons que {a) == (e).

a(TX 4 TY) = Ad(X , ¥), M=0,D0, .

8i }l est la transformation associde & D, 0’6 et 02 congervant les distances on a

d(AX , AT) = A d(X, Y)
A joue le r8le de T, A :satisfait & (a) donc & (d) et on a tA‘A = )\21 ce qui
n'est autre que {(e).

On a démontré (a) &= (b) &= (c) &> (d) &= (e).

Supposons maintenant A# O

: <X, Y>
2 s 2 ] N . ) 3
Définissons ltangle de deux vecteurs par ’cgs(x,x) =\ ITIR

L

Montrons que (b) == (£)

I1 faut montrer gie cos{TX , TT) = cos(X ; ¥).
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we XKL, D XXy oy (b) <TX,TY>=‘,\2<x,'I>_<X,Y>
ou AU TERTTTRT COTXT 4Ty OFe Garr TIRT T ~ 32 15 gy VX3 1o

Montrons que (f) = (b)
Supposons que {b) ne soit pas vrai, cest & dire que (e) ne soit pas vrai i alors
il existe i et j, 4 £ j, tels que a, ;édj.

On a alors

D(ei + ej) diei + djej

D(ei- ):—-die -d.e,

% i 7373

et D(ei + ej) non orthogonal & D(ei - ej) par conséquents Or e, + e et p, - e

i
sont orthogonaux.

Donc non (b) =3 non (£).

Montrons que (g) &= (d).

Posons Y =M on a |’I§=1¢=¢|MXI=1¢=}t(1‘ﬁ()MX=14=)tXGX=1.

L'image inverse de [Y| =1 est done %X GX=1 dome G = 7\2 I, clest & dire que

H

1'image inverse de Y] =1 est la sphdre [X{ =

®

DIf =

3.1. Corollaire.— 8i m=mn, (a) est équivalent & (h) s+ M = 7\03 ol 03 est orthogo-

nale.

Preuve : (h) = (d), en effet,

+ 2% 2
= X = .
MM 03 03 X I
(d) => (h),. car la transformation '-J; conserve toute distance done est orthogona—

le et on & }—q:O

X 3. Caq.fod.o

§ 2.- Transformations differentiables et transformations conformes.

1. Définitions
Soit A wun domaine CEn, Fi1A—E
Soit x € Erl’ X = (Xj, x2, se8y x.n)

Posons y = F(x), y = (ij }’29 ""1 ym)



Te

F est de classe r, sur A ce qu'on note F € C (A)

Si Yk =1, 2, ceyn g 3oy oey x°) €C7(A).

Tolo- P est dite différentiable sur A si F € C (A) avec r 1.

1+42:~ Une courbe [ dans E" est une application différentiable d'un intervalle

ICR dans Em.

[ est définie par y(t) pour + €I,

1.3.~ Le vecteur tangent d la courbe y(t) ot point Y, -—:,y(to) est le vegteur

m Ty
y' () ={ - (t R d{ (8)e1y woer Tt )1}

{Dn convient de noter y'(t) 1le vecteur y'(t).1 de Em, quand é,ucune confu-
gion ntest possible:j

Soit alors F une application différentiable de L'ouvert A de E' dans E.

Soit =x{(t) pour + € I wune courbe dans A.

Soit to €1, x = x(to) et ¥, = F(xo)°

Par la transformation ¥, la courbe x(¥) & une image dans F(A) c . Et
y(t) = F [x(‘b)] est une application différentiable de I dans E" donc une courbe

de E" et y(to) =Y, Le vecteur tangent en Yo est alors, par définition

) m
vt (%, {3{ (535 voey (% )}

Or
e ) = ;
() = F(x) 6 x' (4 )
i n i b1
dy _ AW dx
et D i AL Y

Sous cette forme on voit que le vecteur tangent en. Y, dépend du vecteur tangent
en x_ mais pas de la courbe x(t)s La transformation - x'(“ﬁ;o) ——d (to) est une

transformation induite par ¥. Elle envoie les vecteurs tangents en x_  sur les
) o
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vecteurs tangents en Y,

C'est une transformation lindaire de E. dans E, soit Moo= (mx i :j)
. i o o
sa matrice, avec m * =g—(xo)g

*o d 'bx‘1

fede— La matrice M est appelée matrice jacobienne de F et la transformatior

lindaire induite, différentielle de F en X 9 et notée d Fx N

(o]
On a donc
aF e LE s E) et 4 Foo(x'(8)e1) =y (¢ )1
[4] o]
Remarque.

On peut introduire la différentielle de F en X, d*une autre manidre.
Soit F une application d'un ouvert A de E° dans E.
Soit x e A,

0

Supposons qu'il existe Lx € Eg(En 3 Em) telle que

[e]
F(x) - F(x ) - L (x)
lim ° Xo =0,
Ix - x|
x—rxo (o]

On démontre qu'alors Lx est unique et on dit que ¥ est différentiable en X
o
si Pec, aF =1L .
x x
o o

'1.?’.— Soit A un ouvert de En, Fi: A —>Em, Fe C1f(A) supposons que

myn. F est appelée immersion de A dans E siod Fx est injective en tout
point x de A« Autrement dit, si Mx ost de rang maximum, en tout point x de A.
Notation.—

i i ~ 1 k
Si on note G = MxMx—-(ng)& On a R

e
Sy e e ey W X
k=1 X i x J k=1 ax ax

ce qui peut encore sféerire; si on désigne par @—‘Y{(x) le iéme vecteur—colonne de Hx

ox
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gxlj. = all'(}() og—:(X) °
0x ax?

2. Longueur de la courbe y(t) dans ¥F(A).

On note M et G les matrices Mx et Gx assocides & F.
Soit x(t) pour + e {a,a une courbe dans A. Et FeC1(A);

FA—E. A ouvert de E. On gy en notant L 1la longueur de la courbe

B p
L = j jy* (t)1dt =j | Mox' (+)] db
1 8

2 q 7 » m
ce qui peut encore g'écrire ¢

B ;)
L = j Vi () uamad(s) at = j Vixr (4).6ox! (4) at
Q

B =
k dx axt
L =j \/ge T (+) . e (t) dt.

i

ou, en développant

3. Volume n-dimensiomnel de F(4 ).

Soit F appartenant & ¢1(A). En notant par V(F(A)) ce volume on a

V(F(A)) =j Tot G dx' eeo ax"

A
d*aprds le corollaire § 1. 2.2.

(Cette intégrale a un sens car G dépend continuement de x.)
'

4, Transformation conforme

4.1.~ Une transformation conforme est une transformation différentiable qui con-—

serve les angles. Alors il est clair que ¢+ F conforme dJ?x est une similitude.

4.2, Théoréme.~ Soit F e 01(A) Pt A— E' A étant un ouvert.

Alors 3+ F conforme & Gx = Xz(x) g

Preuve.—~ Clest le théordéme 3 § 1.
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Interprétation géométrique.

F conforme ¢=>«a—¥-=-(x) L §-g’-’:-z-(x) si i £
i i
% Ix

e‘t §§—¥—,l=x i=192goo.9no
3x

4.3.- Exemple de transformation conforme ¢ la projection stéréographique.

‘ dan
Notons par Sn la sphére unité\?l’s!m"B o
On sait ce qu'est la projection stéréographique. Notons

FN s B — Sn - {pﬁle nord} 1la dite projection.

Explicitons FN Ona 0Q = ON 4 NQ

avec N) = NP

%
=

B donc 0 = ON + p NP

o~ - don mnonww e

N-‘-‘- (0, Oy sesy 1)

““““ P= (x19 sony xn, O)
L] n o+l
P 9=y, ers Ty )

- -
aiats ettt T LR

donc Yy o= (0, 0, sasy 0; ‘5) + }L(x1§ XX Y} Xny "‘1)‘ Clest & dire

Yy = (H.X13 p,xz, sesy ;an, 1—*}5)0 Or ye Sn ==Hyl =1 donec p,[p(lxlz + 1)"' 2]30

s
or w#0 car §#Ne Done g =—-§3—~ si bien que la formule
I{x{ +1
oy x %P 2" 1x1%<1
y = 2 $ 3 gresy 5 b ) )
HxiT+ 1 x4+ 1 1x{” +1 x| +1

définit FN(x);.

» ‘ 2
s " = = 8 = 2
i on calcule gi;j’ on -ﬁsrou#e gij ] Sij su W 5 +IX|2’ gi;j N [H-lx! 2]2

Ce qui prouve que FN(X) est une tranaformation conforme.
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Calcul de la transformetion inverse

2
+ -
de yn’ -—--h“2 ! on tire $x§2+? = iﬂ
ix{" +1 1-y

.2 y2 yn

[ I -

d*ou x = n+l ! n+f Tt n+1)°
1y 1=y 1-y

P est donc une bijection et méme un homéomorphisme de E' sur Sn - {0, Opeeey 1}.

Caicul de la projection stéréographique de pble Sud @ FS

Si on note par 8 1la symétrie par rapport & E ona ES =8 OFN dfolt

2 2x" 1 ~Ixf?
y = (*——5--‘-- gaeey P $ 3 )a
IxP +1 ixt“+1 x| +1
FS est un homéomorphisme de E  sur Sn - {0‘,‘ 0y sse9 O -1}a
Inversion dans la sphdre |x| =1
P J=F. oF
osons = Fy N
F;? est définie sur §_ - {o, Opovns -‘s} = J est définie sur E- -.{o, Opeeey %
Le domaine des valéurs de FN est Sn - {0, Op ooy ?§ =5 celui de J est
E - {0, ey 0}. Posons 4 = E - {0, O; sesy 0}: Alors J applique A sur 4.
On calcule aisément J et J»_v.
'
1 n x? X
J(X 9 seep X ) =('--—§9 2088 —"'--'-2-7 s
ixi Ixi
n
-1, 1 —~1
J (y p cesyp y’n} = (*:X“fz-g sesy '-Z-*é) done J = dJ.
iri i

Cette transformation J est appelée inversion dans la sphére unité.

Dtaprés le théordme de Liouville chaque transformation conforme dfun domaine
Ac E' dans E (avec mn » 2). est la composition de translations, similitudes, et

inversions.
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§ 3.~ Transformations différentiables du plan

A.~ Transformations lindaires du plan

Notations

A toute transformation linéaire T du plan on associe la matrice M = (: 2 o
Si onpose T(x yy)=(u,v) ona u=ax+by et v=cx+ dy.

. + e f
Si on pose @ = MM..(f g)ona:

93&24'(32
f = ab + cd
g=b2+d2¢

1 e~ Théoréme
Soit Teé'@(le s mz) X;Te IR2. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) 3N  telle que Ad(X , I) = a(T(X) , T(Y)).
(b) <TX , TE> = <X, Y>

@) ]G e ou abroa=0, et I = 1O

i
"

7\, ou a,2+c2=b2+d2 f
(d)G=7\21 ou e:g:)\z et £=0.

Ast .

(e) Dans la représentation M=0, DO, on a dl = ]

1 2 3

I+

Si A£O on _a de plus

(£) Tout angle est conservé par T, c'est & dire T est une similitude.

(g) L'image inverse du cercle (Y| =1 est le cercle {X| = %.

(h) M = 7\03 avec 03 orthogonal

(i) (a =dy b=-c) ou (a =-dy b =c)a

Preuve.~ Les huit premidres conditions ne sont que la transcription du théordme 3§

dans ce cas particulier et (h) &= (1) car les transformaﬁions orthogonales du plan

sont de deux formes t
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cos U sin U

ou det 0,> O --—-)03 = | ) et T est une rotation

3

-gin U cos U

. cos U 8in U
ou det 03< 0 =303 = (sin U —cos U) et T est une symétrie
done (h) = (i)«

Inversement, si a=d et b=-c ona

-b

A a .
2.2 2.2 cos U sin U
M="az+b24 Va,+b Va,-l-b =A( )

b ~g8in U cos U

a
\/a.2+b2 Va.z-!—b.z

calcul analogue si a=+d et b=cs Donc (i) => (n).

Remarques.
f1ele— On sait que G est semblable & une matrice diagonale &(G étant semi-défi—

2
nie positive, ses valeurs propres sont % 0 dene @ = Jt'0 C1 o2 "«0 (supposons

2
A
0 2
7\1 > 7(2 ¥» 0))y avec 0 orthogonale.
On sait que 11?=Ma.x+'XGX ot que Rgml\'ﬁn%XGX .
IXi=t IX =t
Dfautre part, il est clair que
trG:e+g__=l;2+kg=a2+b2+c2+d2
det @ = og - 27 = A3 A = (ad - be)? = (det M)2,
1e2o— Signification géométrique
jcos t) % .
Posons X(t) =(Sin o et () = X(t) @ X(+).
. 2 . . 2
Alors @(t) = ¢ cos“t + 2 f cos £ sint + g sin t.

¥ 2f

pour ot e [0 ’ K[ on constate quiil y a deux valeurs *ﬁo et t1 telles que

tg 2t = __2_1:’., ces deux valeurs sont d'ailleurs lides par la relation 2t° + K = 2t,
e-g
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et on a Xit\)’ N 5((’61 ,: = 0s Ces deux directions perpendiculaires correspondent aux
valeurs de t pour lesquelles qv(t) atteint ses extremuns.

L!'équation Cp(t) = tX(t) G X(t) =1 représente une ellipse. En choisissant

s R
comme nouveaux axes les directions X(to) et X(tﬂ) 1'équation de lfellipse
2 2 2 2 1 1
sera de la forme A,i X + 7\2 y =1s Done W et o représentent la longueun dos
‘ b 2

demi-axes,

L'ell.pse tX GX=1 est 1'image inverse de (Y| =1; elle ne dépend que de @.

Notations complexes

Ona T(x, y)=(u,v

posons z =X + iy et w=u + iv
zZ+7zZ Z -z
- v Yy=Ex

3i on calcule w en fouction de z et de =z on trouve que w est de la forme 1t

on a alors X =

- ] - & + i{c+
w= 0z + Az avec a=a+d:i(cb) et ﬁ:a dzl(Cb)

1e3e~ PB=0¢ra=d4 et ¢ =-b<¢>T est une similitude avec det M > O

W= &z avee o = a + ic =a - ib.

1eder A=0¢da=~d et b=c&>T, T est le produit d'une similitude par
une symétrie. Det M O &> w = B Ze
Formules.

z ,] 2
(1.1) |o:|2=%[a,‘+b2+02+d2+2(ad--bc)] =%[e+g+2 eg - f ]=

A A
( 1 2)2

2
~A
(1.2) _Iﬁ|2=%[a?+b2+cz+&2~2(e,d—bc)] =%e+g—2qeg-f2]= 11_2_3)2

2
(1.3) det M =ad - be = lxI® = |p]

on remarque que det M > 0¢& !ot[z > 3{5!2:=> o« # Os On supposera désormais que

det ¥ > 0.
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2.~ Théordme.- Soient w= &z + Bz et Wy =%z ﬂ{zﬂ deux transformetions

linéaires & déterminant positif. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

(a) il existe ¥ tel que LD O

A
SEEN
1

Preuve.— Supposons la propriété (a) vérifide, alors

i

(ax)z-i-(p[)'z' 01'2+61z pour tout =z et z ==yax=5 *q et ﬂx=p1 .

I
Inversement, si -— = —~ comme
G.i (14
A (z + ?(_1 z)
R 1
v « (z + g z)
i %y
on & — = = =V, = f Ve cegafad.
Posons =2 alors le théoréme précédent se 1it 1 si w et V4 sont deux
transformations linéaires & déterminant positif, c'est & dire telles que Ipt et

i|,L1I soient inférieurs & 1, alors p = iy h)w1 =y Ws

Notations
X‘i
Posons Q = = ‘alors 0 »1 et 1'on a ¢ A
2
. —_ -1
(2.1) npt=.'£l_l‘"k?-_7‘2 _9-1
) Txl Ky #X, A, R
7\-4—1
2
On a encore :
e - g+ 2if _ i _2f _
(2.2) po=2Z8F 2 e avec teg ==, ¢ = 2t

é+g+2 Ve g—f2

La connaissance de W équivaut donc & la connaissance du rapport des deux axes de
1'ellipse définie dans 1.2 et de l'angle des axes de l'ellipse avec les axes de coor-

donndes.

3.~ Théortme fondamental.~ Soit ex2 + 2fxy + gy2 une forme quadratique définie

positive. Posons z = x + iy, %z = x ~ iy, alors toutes les transformations linéaires

v=oaz+ pz & déterminant positif telle que le2 = P(ex2 + 2fxy + gyz) sont obte-
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nues en choisissant arbitrairement o« £#0 et f=pa avec

W= e — g+ 2if .

e+g+2 eg—i’2

Preuve.~ Soient &« et A ainsi choisis. Calculons ]wlz. On trouve 3

2

2 4lax

(w2 = 4l af
e+g+2Veg-—f2

Inversement, soient Yy et Wy deux transformations lindaires & déterminant positif

de la forme iwil2 = ')i(ex2 + 2 fxy + gyz)o Alorsy; pour tout 2z, on auras

v P ,
l..ll = V.E = constantes,
Y2 P2

La transformation Wy = W, multiplie les distances par une constante, il s'ensuit

que w, =y W, donec By= Py = b et [31 = payy i=1, 2 ceq*feds

(ex2 + 2 Pxy + gyz)o

3.14- Corollaire.—~ Soit alors une forme quadratique définie positive

: 2
+ g + =
exz + 2 fxy + gyz. Choisissons & tel que |a|2 =28 i eg-f et posons

ﬁ = P& avec

e -g+ 2 if
b = 5
e +g+ 2 Veg - f
alors, la transformation linéaire & det > 0 w=oaz+ pz sera telle que §

|w|2 = ex2 + 2 fxy + gyz.

Dans ce cas particulier les expressions définies dans 1 et 2 domment

2 2
7\2 = Max ex + 2 fxy + gy
Vo2 x2 + y2
x“4540 y
et
2 2
}‘i = Min ex + : fxy2+ gy
x2+y2¥0 x +y
ou- encore

;\1= m;aéxo“-;-“ et A_. = min l—!
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ol = = Isl =

>

__l lcl+18] I 1
%, Tai-1p| _T-Ipl”

Si on pose
2 .2
A 4+ A
P = ;X AZ alors P~M‘_§(Q+-)>,
172 {cq ..Ipl
P -
et i = 5
2 M Li2 Mg 1
A —--(A A )--Q det M et Al =—(A_ A} == det M
1A, 2 , 17200

Interpréta,tion géométrique de la quantitéd @ .

Soit la transformation lindaire w = &z + fz & det >O.
Soit A(z) 1'aire d'un domaine dans le plan des z et A(w) 1'aire de son image
par Wwe

. Alw)
Il est clair que x%—a-y = dét My, on a donc

/é?—'r-; max i—iz/ﬂ(w)

et

w2 Alw)
.zl /K

Ll B

z
3.2+~ Remarque.

V e, f, g ona Veg-—fz\(@

Done Veg - fz < g ; £ ot 1tégalité a lieu si et seulement si @

= A .

e=g et £=0¢=a3P=1&=0=11= 0@;& 2°

Ty

3.4.— Calcul de 1'inverse de la transformation W = az + BZ.

Ona w= gz +pz donc w=gz+ pz d'ol 1'on tire
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3 A -
%= e W e ¥
xd - BB ok~ Bp

z est donc de la forme z = oa¥*w + f*w. Calculons p¥* :

\ .
P*c—’?:-& done  |p*| = jpl.

Be— Transformations différentiables du plan

Introduction«- On considére les applications F d'un domaine A du plan
dans le plan, de classe 01
2 1
FtA —R Fec (4).

Posons F(x , y) = (u , v)e A la différentielle dF e Eg(le ¢ IRQ), on associe sa

u;c u! ( )
matrice 'M = (V;c vz) { on note det M = %&% .

fe— Etude de dF au voisinage d'un point (xo y yo)

On suppose dJ?'(xo ’ yo) # 0.

Au , v) . s g . .y
fer case.— m(xo 3 jo) = 0y clest & dire que dF est singulidre au
point (xQ y yo), alors 1l%image par dP(xo ' yO) des vecteurs tangents en (x0 y yo)

est de dimension 1. Tous les vecteurs tangents en (xo ? yo) sont done envoyés sur

une méme tangente en F(xo ’ yo).

Mu 5 v) _ ; L .
2me cas.— 51;{-—;—:_);;(1:o s yo) # 0, donc &F(xo ' ‘yo) est bijective, de plus,

il existe un voisinage de (xg s yO) dans lequel F est un difféomorphisme. On

s'intéressera désormais & ce 2me cas.

Remarque.- Pour que F conserve les angles, il faut et il suffit que

u =V
ux - __2: } conditions de Cauchy-Riemann,
y x

ou que ux=-vy et uyav%o (Ad(£), (1)) ‘
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Etude sous foxjne complexe de la transformation

On a Fef:C‘i(A). P(x ' y) = (u, v)s Posons z =x +iy et w=u+ iv,
Soit =z(t) wunq courbe dans A, et w(t) la transformée. Nous avons vu qufun vec—
teur tangent en (xo ' yo) =M s'éerit z"(f;o) = x'(to) + iy'(to) et que
w! (to) = u'(to)l-i- ivt (to) on a dF(Mo) 8 z'(%o) —-9w’(to). On a vu que w'(t.o')
pouvait s*écrire sous la forme & wf (to) = (xoz’(‘bo) + pn ;'-(1_;;7 ou o et po dé-~
pendent des coefficients de la matrice

u;{ g uf
( y) au point M .
1 ' o

vi 4 v

x y
w(z) - wiz ) ‘ ’
Considérons ltexpression e————— et faisons tendre z vers Z s si

w(z) = w(z ) RS
1lim —_— existey posons
g, ° w(z) ~w(z )
1im . =w'(z e
Z - Z o
Z > Zo Q

Soit une courbe z(t) dans A, telle que z(to) =z s Supposons que
w(t) - w(to)

1lim —— — existe; elle est alors égale & ¢
t — to z(t) - z(to)
- - 4 ¥ (4 ¥
Lo w(t) W(to) ; z(t) - z( 0) —‘W' (E;o) . ’ z to
- — - - U ¢
b —s 1 t to + to 2' (% ) ) oz' (%
o 0
W
Il est clair que 1im zo existe entraine By = 0, et qu'on a alors
Z sz 0 '
o
w’(z ) = X
) o

Inversement, puisque la différentielle dF satisfait toujours & 3

w(z) - v(zO) - dF(z)
lim | | =0
Z - 2
zZ —»3z )

et puisque dF(z) = a(z ~ zo) + B(z - zo), on voit que

w(z) - W(ZO)
B =0=» lim
Z - %

- oal =0 =>w’(zo) existes
z —p 0 o

Notationg.- On appelle dérivée formelle par rapport & z et on note v, la quan-

, i A P
tité v, = o = 3 (wrx - iwy). De méme on note Ve = A= -é(wx + iwy). I1 en résulte

les formules suivantes



aw dz dz
(B1) E=Wza-£+‘w§a%.

w'(z) existe ﬁwz =0 et alors v, = v’(z)o
La fonction w(z) est analytique (complexe) si w.'(z) existe partout dans le
domaine de définition de w(z)e Done w(z) est analytique si et seulement si w_ = O,
Z
Définition.~ Un opérateur D sur une classe de}fonctions est appelé dérivation

si il est linéaire et vérifie D(fg) = (Df)g + f(Dg').

Conséquences.— Une dérivation D vérifie

D(1)=0; D@ =0, pl)y-82£-FfDe .
. g 2
_ g
Remarque.— Les opérateurs -?; et _8: sont des dérivations,
' dz oz
24— Propriétés des expressions v, et v .
z
.On & les relations
2 2
(2.1) A -gw_z_g = dét M
s 2 u’2 +u‘2+v;(2+v'2
(2.3) v =(w)_ .
= Z
z
Soit & —3 z(5) alors on a 3
Ve =V, 7 +wEE§ Vg =W, Ig +w_z_E§
(2.4) W), = () =dem 4w )=t 2.
z'% 7% 4 xx yy 4
2.1~ Lemme.~ w harmonique <=$wz analytique.
Preuves~ Aw=0 = (wz)_. = 0.
: Z
2e2.~ Lemme o~
(2.5) Z(% ) analybtique =3 Acw =4, wlz'(z:)gz

on note par Agw = 4 w o

tg
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Preuve.~ Z(%) analytiqueé¢spZ_ =0 or Z_ =2Z_ donc Z(&) analytique

5 g 5
1=?'Z'.§ =0 onag:
W, =V, 2_ +W-Z_ =W, 2 t W=V W 7 _+ -
g Vg Py VB =Vl ot W =Wy Begt il Vg L)ty
Mais Z . =0 car 2 =(2.) =0 et Z =0 don
5% 5§ = gl £ one
W - =VW_%_%2 mais Z_ =(Z_) donc
88 7z & % 2 t
2 1 1
WV o =W t i - = e i 2d]e
€ ZZ'-ZQI ce qui s*écrit encore yi AGW 4AZW|Z§| ce qui est (2 5):
Si on suppose det M >0 on a iwzgz > iW | >0 =>W £ 0.
Z B A ~ 4
On peut alors poser . g = — a;.p. y de méme que les grandeurs P; Q, A‘i’ X-g
z b

définies précédemment est une fonction de Z.

2.3.~ Lemme.~ Soient W(Z) et Wx(Z) e 01( A) & jacobien > 0. Alors dans un
voisinage de chaque point Z0 € A on aura w*(w) analytique si et seulement si
pEE e

Preuve.~- W¥ = p e wrt(d) = x’w’(t)

dw* dw aw _ .
Tt w:;dt*'wfdt )E‘%“""‘g“o et wo= Y.

Et w¥ =0 &>w*(w) analytiquea
w

Probldme.—- Soit p(z) e c®(A), telle que |u(z)| < 1.
'

Existe~t—il une fonction w(z) & C‘g au voisinage de chaque point Zo de A satis-

faisant 3 w_= pw_ (équation de Beltrami)?
z

Définitions- Soit &> 0 on dit que w(z) satisfait & une condition de H¥lder

dtexposant o dans un domaine A &= JK > 0 +tel que @

Vz1 y Zy € A ‘u(z1) - u(zz)l £ Klz1 - zzla R

3.- Théordme.~ Si p(z) satisfait & la condition de Holder d'exposant &« au

voisinage de z =0, si lu,(z)l <1, 1l'équation w_= u,wz(3o1) a une solution
z
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w(z) au voisinage de 0 telle que
- w (0) £0
~ les dérivées de w(z) satisfont la condition de H¥lder dtexposant & .
Référence 3 Courant-Hilbert M.M.P. II, pp. 350-352 (1962), ed. anglaise.
Rémargue.- Si w(z) est solution de (3.1), si f£(z) est une fonction analytique,

et si f[w(z)_]‘ est définie, cest une solution de (3.1).
'3¢1e~ Corollaire.~ Soient e, £, g & 01(A ); tel que M= (; z) soit partout
définie pogitive.

Alors, au voisinage de tout point z, & A, Jw(z) e 01(6) tel que

lgl =p @ v2 gz +eG] oo p=pl).
Preuve .-
Soit p(z) = —2(z) = g(z) + 2ie(z)

e(z) + g(z) + 2 Ve(z)g(z) - f(z)2

alors MEC1(A) (car e +g+ 2 Veg—f2},4 eg-—f2> 0= W
satisfait la condition de H8lder, avec &« = 1 au voisinage de tout point %, e Ay

et h&(z)i <1 car det M> O on applique alors le théordme 3. Jw(z) a.ﬁ voisina~

gede z € A telle que w_= puw . Donc
) > z

wi(t) = z°(¢) + pZ'(t)

et le résultat suit du théordme fondemental (§ 1.3).

C.- Transformations quasi-conformes.

1+e~ Définitions.
1e1.— Soient des Ponctions w(z) e 01(&) vérifiant @

-z —»w(z) est biunivoque

- g(: ) ;) >0 (w(z) stécrivant w(z) =u(x , y) + iv(x , y)) on dit
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que ces fonctions sont quasi-conformes si en outre elles vérifient ¢+ 3Jk < 1 telle

que v,
Ilpl=|=] sk dans 4.
zZ

I1 est équivalent de dire que ces fonctions vérifient P ou ¢ uniformément

bornés sur A.

142.~ 81 Q, qui est égal ¥ %—%, est majoré par K, (ce qui signifie que

|l "™'approche pas" 1) on dit que w(z) est K—quasi—conforme.

2+~ Propriétés des transformations quasi~conformes.

2.1~ Une transformation {—quasi-conforme est conforme.

Preuves~- Ona Q 1, or on sait que Q » 1 donec Q=1 mais lp,l:Q-1

donc |p| =0 |v_ 1 = O,
z

2.2.~ Si une transformation w(z) est K-quasi—conforme 1'inverse z(w) est
aussi K-quasi-conformes.

Preuve.— Soit p relatif & w(z) et wu* relatif & =z(w) on sait que
Ll =1p*l (§34 3.4). |

2.3.- 8i w(z) est K‘!—quasi-conforme et z(%) Kz-qua,si-conforme la fonction
w(%), partout ol elle est définie, est K~quasi~conforme avec K < K‘I K2.

Preuve.~- Soient @, et ., relatifs respectivement & w(z) et z(§) et Q
— 1 2

relatif & w(g%), ona

lw’(t)a w’ (t)|2 ' max lz'(t).lZ
£ (4)40 21 (6)40 B0 &' (t)4o 'S (P

donc Q < Q1 Q2\< K1 Kzo

2.4.- 8i w(z) est K-quasi-conforme, on a 1

w’(t)lz <K u 4, v)
Izl € E sty -
Preuve
Q<K or Q= max ‘ w(t)2 3(u 4 v)

7' (£)£0 2 z' () ox , y)
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3.— Théopbme de Teichmiiller.~ Il n'existe pas de transformations quasi-confawmes

du plan dans le cercle unité.

Preuve.- Supposons que w(z) soit une transformation K—quasi-conforme du plan
.z sur le disque wi < 1. Soit r,V et p, ¢ des coordonnées polaires dans les
plens z et w. Soit I 1'image du cercle |zl =1, et soit L(r) sa longueur.

On peut supposer que w(0) = 0. Alors I‘r ne passe pas par l'origine, et 1'on a

2N
L(r) = jo |gl;|d?=£ V( ) +P(d‘9) av.

L'image du domaine |z} <1 étant un ouvert contenant l'origine w = 0, il existe
'rl> 0 tel que |z| 31 =3 | w(z)l ),7(6 Du fait que le cercle |z| =r sépare
l'origine de 1'infini, il s¥ensuit que la courbe Pr sépare l'origine w =20

de la frontidre |w| = 1. Donc chaque rayon arg w = ? rencontre Pra Alors,

pour r>» 1 ona

2r
L(r)),J |dv «(j i |d\7 Y2y

de 1l'autre c6té, nous avons

dw dw
an | 2r  p2n|sy
av 2 2 Shravh2
(L(r)) —(r 'd?) (j I rdv)“gr j va dz) av
(o] aﬁi (o] 0 la;

25
a(u $ V)
\( 2ETZKJO mdv

en employant la propriété (C 2.4).

Done
2 2R
ZRﬂ a(u , v) d
- £ K . -(——Hx = r dv

pour tout r ) 1

s 21 2 o 2x 3u , v)

1 ’ = K A(;

51 - dr \< K j1 Jo mr dr dv A(ro)

olt A(ro) = 1'aire de 1l'image de l'anneau 1 ¢ |z| ¢ r . Mais A(ro) &’y done
27(210g r S K

ce qui contredit l'hypothése que w(z) &tait définie dans tout le plan z.
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Chapitre II

§ 1.~ Généralités sur la théorie des surfaces

fa- Définitions relatives aux surfaces

1+1. Une surface est un espace topologique séparé tel que chaque point possdde

un voisinage homéomorphe & un domaine du plan

1.2+ Une carte dfune surface 8 est un homdomorphisme P d*un domaine Ru’ du

plen sur un domaine Oy de 8.

1.3. Un atlas de S est un ensemble de carbes 9y ‘telles que 8 cO -

{44+ Une carte normalisée & P, est telle que (9(0) =P,

Ra contient le domeine (zi &R o R > 1

m - o] m .. . =1 . o
1.5. Un atlas C  est un atlas tel que @6 o(pae ¢ 1a ol t?ﬁ o @y est

défini
meN m=o nm

]

@ analytique réel

m

i

A analytique complexea

{464 Une surface de Riemann est une surface munie d'un atlas CA

1s7. Une surface est orientable si elle posséde un atlas tel que @;1 0 @y
conserve toujours llorientation du plan. Dans ce cas ltatlas est dit orienté. "Choisir
une or iemtation” signifie choisir un atlas orienté.

1484 E;cemple de surface de Riemé.nm
S sphére unité dans R3
Les projections stéréographiques de pSles nord et sud forment 2 cartes

Posons & =W

e ct.

1.9 Lemmes~ Toute surface de Riemann est orientable. En effet, toute application

analytique complexe f£(z) = u + iv ‘est & jacobien J = ui +u 2, » 0, donc conserve

[ ]

w =

Mfes N =

c:

l'orientation du plan,
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2.- Variétds riemanniennes

2414~ Définitions.~ Une variété riemannienne & deux dimensions est une surface " 9

my» 1, mnie d'un ensemble de matrices Mm

~ symétriques

définies positives

~ dont les {léments sont des fonctions ¢" dans Ra

satisfaisant My = J%Mp_d' dans R, 0 RE ot J est matrice jacobienne de
-1
(Pﬂ o (’Pa
2.2.~ Lemme .~ Toute variété riemannienne & 2 dimensions, orientable, posséde une
structure naturelle de surface de Riemann.

Démonstration.— Soit {g,} un atles orientés Soit ¢, une carte en p de 8,

homéomorphisme de R o SUr 04
-
2y = Pu (po)'

8i x, et yg sont coordonnées dans R

zu' =X, %iyon

“ iy g

o A :
I1 existe un difféomorphisme F « dfun voisinage de z  sur un domaine Ror. du plan com~

plexe ttel que pour toute courbe z(t) de classe i'.!1 dans Fj[ﬁm] on ait

2 2 2.
lwo‘t ()" = ch(xtx ¢ ya) [eaxa + Ay Yo *+ gy& ]

w¢~.~.~ F d(z)
Vo = K(B )Wy,  avec |z )] <1
Zg * |
F « est & jacobiem > 0 (I, B. 3.1).
A 1 A A A ) v %" 1 A Iy " A
Posons @ = Py © F Oar- FG(R“ + Montrons que les ¢, constituent un atlas ©
pour S.

A A

A -
Soit $ﬂ une autre carte cpb = ‘Pﬁ ] F; homéomorphisme de ng su;' 0‘3 .
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Le changement de carte est $-1 0op =F o ?_1o'f o F—«r Posons = ¢ oY
p 2P =Fp0 ¥p o Fa 8ap= 98 © Yo
gm{3 est un homéomorphisme de Ua sur Uﬁ de matrice jacobienne J & détermirant

>0
A
R

_1 -~ __1 A
U={F Rong,,[Fy (B)]-

Soit za(t) une courbe de classe C1 dans Ug

z, (t) 1'image de Z, (t) par g
2 2
iw;& (t)l = Pﬁ(xﬂ’ yﬂ)[e'3 ::ﬁ + ZfB xpyh + gy;.‘

8
i ]

B
xi xA
8 a
Mais Ma=JtMpJ,[ ]:J[ ];

Y Yo
: X4
’wp'(t)lz - fF[x& yc"] M[ ]
Yot
= ?’P— |wa ()} 2.
2 .
vy (40 Pa

-'-;r—(—:b—)—'z = "F; « Il en résulte que w“= F“ (Z “)
* w,=F og_.(z_)
8 8 ap T«

sont différentiables & jacobien » 0 et définissent sur le point z une fonction

o (wa) qui est analytiquel
~1
wﬁ (wa) =I",5 °©8yn oFa
- " -1 A
= 'Pﬂ (o] (Paa

N.B.~ a) Si les angles sont invariants par .(p;' © ¢, onaune structure conforme.

Se donner un atlas CA équivaut & se donner une structure conforme orientde.
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b) On peut définir la notion d'angle sur une surface de Riemann sur une varidid

riemannienne. Le fait que !w& (t)!z L soit invariant par changement de carte

Pa

va permettre de définir une distance sur la variétéa.

3.~ Courbes, chemins sur une surface.

3.1.~ Une courbe sur une surface 8 est une application continue dfun intervalle

de R dans 4S.

3.2.~ Une_ courbe différentiable sur une surface Cm, ‘m 3 1 est une courbe p(t)

telle que ‘
"'1 1 < s 2
Py [p(t)] € ¢ (1a ol elle est définie).

NeBs~ Cl'est indépendant de la carte.

3.3.— Longueur L|p(t) d'une courbe différentiable p(t), te [a ’ b}.

&

b
Lfp(+)] = j h(4)dt
ol V'bOE[a s b] on choisit une carte Py o0 to telle que. p(t) e U
h(t) = [e, x? (t) + 22 x! y! + y‘z]%
a*a e« *aVx T BaVax
h{t) est bien indépendant de la carte choisie ; dans une variété riemannienne on dit

que les M définissent une métrique riemannienne.

3;49—- Un chemin sur une surface 8 est une application continune de [0 y 1[ dans

S.

3.5.~ Un _chemin sur S tend vers la fronbidre si pour toute partie compacte K C
3t e fo,1] ¢+ %> t =>p(t) ¢ K.
N.B.— Une surface compacte n'a pas de fronbidre.

3.6.~ Une courbe p(t) sur une surface c" est dite différentiable. par morceaux

i

P
si il existe une décompcsition de [a. $ 'b] = |J [a,n bn] olt 9.‘1
1

-1

It
o

n
b
P

Telle que p(t)] a b ] S0it une courbe différentiable pn(t);.
n n ' ‘
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3.7.~ La longueur d'une courbe différentiable par morceaux = : L[pn(t)] {suriune

variétd riemannienne).

4.~ Définition d'une distance sur une variété riemannienne connexe.

Soient Py et P, deux points d'une variété riemannienne. Posons

&@1 'pz) = inf L [p(t)] « & ensemble des courbes différentiables par morceaux
p(t)e b
joignant Py 3 Pye

421 o~ Lemme o &(p1 pa) définit sur 8 une structure d'espace métrique. |
Démontrons que d(p1 pz) définit une distance
i(p; p,) =0 & p =p;
- d(p, py) ¢ dlpy »,) +dlp, p,).
Soient Lij les longueurs des courbes joignant 'pi 3 Py
inf L13 & inf L,, + inf Lz

i2 3

- d(p, »,)>0 pour p, ;épz.

En effet, h(“i;)2 = ex'z +2f x'y? + g.y.vz

2.2 2
A H ' t
1 Xy AL

it

y M2+ 13y
ot A, = la plus petite valeur propre de M.

¥ A3 (1)

2

n(¢)» Alzll  done  inf L [p(t]] > o.
Chaque variété riemammienne de dimension 2 est done munie d'une métrique naturelle done

d'une topologie naturelle Em induite par cette métrique.
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4,2.— Lemme.-~ La topologie Gm est identique & 1la topologie originale & .

Preuve.~ Nous avons vu que

2,2, .2 ,21%
h(t) = [lrx' +7\2y' ] o
Supposons que '7\1 b )\2 >0
T .2 21% 2 2.4
% t 1 t
MIxtE + ¥t )% ¢ nlt) ¢ A [x! + 1]

t ]
Ralz,cs < hit) g A lzf

done b b | b
¥ ] ’ ] .
j ?‘zlztld‘st h(t)dtgj WENLD
a a a
b b ‘ b

inf j NEHLIR infj h(4)dt g inf j RUEILURS
‘ a a8 - da

Soit p € 8, peS. (p“(z) une carte & p normalisée 1§ ! R“"'ﬁoo;

p — P, pour B o &2z — 0 puisque ¢, est un homéomorphisme.
b

or d(p1 po) < infj R”iéldﬁ‘ v

&

b

< (59P A ) infj z}at
&

dans Oat

& (sup 7\1) {z] «

8i onse restreint & un voisinage Occ de P relativement compact 3 7\1 est continue

sur ‘6u
sup )\1 < +o

dans Da
d(P‘l po) & (sup 7\1)lzi ‘--———>kéi. 'z —> 0 alors d(pipo) —3 0,
Réciproquement, montrons que si d(p1 po) —s 0 alors |z] —> 0 clv(p’1 po) —5 0
on peut donc prendre p € 0& sinon 3
si p¢g On

il n'existe pas de z @R, tel que (pa(z) =p done d(p,‘ Po) > (inf ;\2)|z?g
; ; «
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ou Z, est le point de la frontidre de Ra le plus proche de O.
7\2 est continue sur 'O-G qui est compact. 32 > 0 car la matrice Ma. est définie
 positive . Donc inf )\2 » 0. Done d(p1 po) —> 0 donc pe€ 0,

et d(p, p )Y (inf A )|z
1 o 2

sur Og
d(p1 po) —> 0 =plz]| — 0.

5+— Complétion

Soit 8, SeC, my1.

5.1+~ Un _chemin est différentiable par morceaux si Vb € [0’,1[ pb(t) = pl[o b}
¥
est une courbe différentiable par morceaux.

5.2.~ La longueur d'un chemin différentiable par morceaux est ¢

Lp(¢)] = Lim Lfp (+)] < +oo.
, . b1
5:.3.~ Ln distance d'un point P, 3 1o frontidre de 8 égale  inf L[p(t)] pour

tous les chemins différentiables p&r‘ morceaux qui tendent vers la frontidre et tels que
p(0) =p_.
5,4.,~ Soit une variété riemannienme S. Si la distance ¥ la frontidre est finie pour

un point P, elle 1'est pour tout point de 8.

Démonstration.~ Elle résulte de 1'inégalité triangulaire

Ll (4] « L[ppo(t)} + L[PP'POM]

d'oll 1'inégalité & démontrer en passant aux bornes inférieures.

5.5.= Définition.— Une variété riemannienne est compléte si la dista.nce & la frontid-
re est infinie.

5.6.~ Lemme.~ Si on enléve un ensemble E fermé d'une variété riemannienne connexe,

ce qui reste n'est pas complet.

Démonstration.— P, € S-E

pyekE

S étant connexe, il existe une courbe p(t) - joignant P, Dy } elle rencontre
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la frontidre en au moins un point ; .soit q le premier point & partir de P,
d(pO y @) est finie et la partie de la courbe de P, % q représente un chamin sur S E
qui tend vers la frontidre.

5.7+~ Théoréme de Hopf-Rinow.— Une variété riemannienne est compléte <> l'espace

métrique est complet (au sens usuel)
&= toute géodésique peut &tre prolongée indéfiniment dans n'importe quelle direction,
ou forme une courbe fermée

&= tout ensemble borné est relativement compact.

§ 2.~ Btalement. Revétement.

1.~ Définitions
Y414~ Deux courbes p(t) et q(t) définies sur [0,1] sont homotopes si

il existe une application continue F de [0 ’ 1]2 dans S telle que ¢

P(%) F(o , u)

F(t , 0) = =P, v
3 Y
F(t , 1) = g(t) F(1 , u) = p,
N.B.- == p(0) =q(0)
p(1) =q(1).

1'.2.- Une surface de Riemann 8 est simplement connexe si pour tout couple dfz courbes
ayant mémes extrémités ces deux courbes sont homotopes.

1e3.— Définition d'un étalement. Soient S et 8, deux surfaces

A
f continue : S —s 8.

A A
Si V¥p eS il existe V voisinage de p sur S tel que f| soit un homéomor—

phisme sur un ouvert ¥ de S. On dit que S est étalée sur S,

{e4e— Définition d'un reldvement.
Si S est étalée sur 8 & projection £
Si p(t) t e [a,b] est une courbe dans S

i p, et [p(a)



33.
on dit qu'il y a réldvement de p(t) dans § a partir dg }:0 (ou que é peut é&tre
continuée & partir de 3;0) i i1 existe une courbe ;;(t), te.[:a,b], rda,ns § telle que

f[p(t)] pét)

p(a) = p .

A

2o~ Lomme.~ 81 S est étalde sur 8 et si il existe un reldvement d'une counbe

A

p(t) & partir de P, le reldvement est unique.

A

A ~ .
Démonstration.— Soit p(t) et p(t) deux reldvements de p(t) & partir de P,

Soit E z{"b ; te[a,n) p(t) = S(’t)}
-~
E est fermé car p et ; sont continues

E est ouvert

Soit t € E (’o )= p(’o ) = p,
P . .
Py € 8 =il existe un voisinage V de p1 tel que fl . s0it un homéomorphisme
- v
de V sur V

39> 0 (t-—t)(S ==;p(t)€V
Pt) e ’9’
e A ~ *
f [p(’&)} = f[p(t)} =3 p(t) = p(t) pour (t - i‘.o) <5
done E est ouves ..
"E#4¢ car a €L,
B estk une partie comnexe non vide de {a, B b} donc E = [a s b].
¥finition {_S, f} est un revétement de S si ¢ '§ est etalee sur, S ‘et si chaque point de
S oposséde un voisinage V tel que f 1(V) = UVo, ol V@, .sont des ouverts
3.~ Lemme. . disjoints %ol que f/Va_ soit un homéomor-—
phisme sur V.,
Si {S s f} est un revétement de S, alors pour toute courbe p(t) t e [a ’ b]
de 8 et tout point Po de S tel que p =f [p(a)] i1l existe un reldvement de
A
p(t) & partir de P,e

Démonstration.

Soit E = {“bo 1 b e [a , b] il existe un reldvement jusqu'd b, de p(t)}
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12) E#6 car a €E
22) E est un intervalle.

Soit ‘61 la borne supérieure de E. Montrons que %, = b.

1
Soit V, un voisinage de p(t,) tel que 1’-1(V y=U v .
1 1 1 a 4
p est continue en t1, done il existe b (- 'b1) <d —=r(t) e Vﬁ‘. Soit tz < t1

- e
Lty - 1yl <8 alors  £(t,) eV, et t,€E

A A w>y A
‘p(t) est relevée & partir de ?, jusqu'a p(tz) soit V;1 c g (V1) et p(tz) € Vl .
Soit g 1la réciproque de f!vz s alors g o p(3) cofncide avec p(t) pour +< 'h1 et

A o . R
prolonge p(t) pour + 3 t, et It~’b1i < si ’Q‘f1 #b ceci contredit le fait que %

1

est la borne supérieure de E

T

donc t, =b et E= [a, D]

§ 3 .~ Théordme de monodromie. ire forme.

A

Soit g une surface étalde sur S par la projection £ et § peut &tre continude
le long de toute courbe p(t) de S & partir de chaque point ;’oe f-T(pO).
8i p(t) et q(t) sont deux courbes homotopes dans S, ;(t) et c;(t) les
reldvement de p(t) et q(t) & partir de ;O.e § {p(0) = q(0) = f{;o}) “alors t
A A
Y‘) p(1) = q(1)
“

2) p(t) et q(t) sont homotopes sur S.

Démonstration.— p(t) et q(t) sont homotopes ¢ soit F(t , u) une application

continue de [0,1] X [0,1] dans 8 telle que

F(t 4 0) = p(+) F(0 , u) = p(0) = q(0)
Pt , 1) = q(t) P(s y u) =p(1) =q(1).
Pour u fixé, F(t , u) est une courbe joignant p(0) et p(1). On peut effectuer le

. . A # A A
reldvement de F(t , u) & partir de P, i soit F(t , u) avec F(O , u) = P,
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1) Montrons que F(t , u) est une fonction continue de [0,1] X [0,1] dans S,

Pour uo fixé on définit E @

E ={t0|to € [0,1] 3 F(t,u) est continue en (t , uo)
0<t<to

a) E est un intervalle E ;5{0}.

N A A~
En effet, soit VO un voisinage de P, tel que i’|Vo est un homéomorphisme

A

de V. sur #(V)=V,
o o )

F(t , u) est continue au point (0 , uo) :

36> 0, tel que 1t1<) F(t , u) ev.

lu=u < &
PS A -1 »
ooit G(t , u) =g o F(t , u) avec g = (fIVO) « G est continue en tout point
A A
(t , uo) pour |t] < 0. £(G(t,u)) =P(t , u) done G(% y u) est le reldvement unique

A

de P(t , u) i partir de P,

ED-{t|0$t<8}.

b) Soit t la borne supérieure de E.

1
S est étalée sur 8 t il existe un voisinage V1 de Il?‘('b1 ’ uo) tel que la
restriction de £ & V1 soit un homéomorphisme de "vl'1 sur f(V1) = V1.

A
Bt , uo) est continue au point ('b1 ’ uo)
F(t , u) est continue au point ('b,! ’ uo)'

il exisbe donc 31>o tel que t+ It -t.1< §
lu-ul<d,

entraine F(t , uo) ev

1
A A
Soit tz < 'b1 avec Itz - 1?1| < 81, done ’(‘.2 €E, et 1“('&.2 ’ uo) € V'1. I1 en résulte

A
que 1l'application u —)F(tz,u) est continue au point (tz ' uo) !

A A
37( tel que . |u_uo|<'r( ==§F(t2,u)€v1 .

Soit a(*b s u) =g o Flt,u) (g= (fl';;"' )-1)
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Pour at'—'t1| < 81, fu - uoi < inf(51 ’ ’f(), G(t , u) ‘est une application continue
’ A
de (t , u) en tout point (% , uo) £(G(t,u)) = P(t , u), c'est donc le reldvement

~ A
unique de F(t , u) dans V'1 d partir de ]?'('l;2 g W

Conséquence. 1) Jb1 € F

2) si 2 #1 alors il existe t1 < 'bs <1 et t3 -t,< 51 done

t3e E, ce qui contredit l'hypothese ‘t1 = sup E.

En conclusion ¢, =1, t, € E, c'est b dire E= [0,1].
2) Montrons que F(1 ,u) = F(1 ,0).

Y ‘A
Ltapplication u — F(1 ,u) est localement constante. Soit Vo un voisinage de

A A A A
F(1 , uo) tel que f|V0 soit un homéomorphisme de V = sur f(Vo).

A
L'application u — F(1 4 u) est continue en u

: Y A
Ja > 0, tel que ﬂu-—uol < o ==»F(1 ,u)evo.
~ A A A
or £(F(1,u)) = £(F 1,uo) =p(1), £ étant bijective. On a F(t,u) = F(1,u0).

Toute application localement constante sur un ensemble connexe [0,1] est constante.,

N
1+.1.~ Corollaire.~ Soit 8 une surface connexe étalde sur S par la projection £

et pouvant &tre continuée le long de toute courbe p(t) de S & partir de P, € £ (p(0))

A
Si 8 est simplement connexe £ est un homéomorphisme de S sur S.
1

Démonstration.~ £ est un homéomorphisme local. Montrons que f est bijective.

Soit P, et p, deux points de S +tels que f(p1) = f(pz) =D, S est connexe.
A A A A
I1 existe une courbe p(t) joignant P, et py. Soit p(t) = £(p(t)), q(t) = P,
S est simplement connexe, donc p(t) et q(t) sont homotopes. Leurs reldvements &
A A /\ A A ‘

partir de P, sont homotopes, donc p, = p(1) =q(1) = Pye Liapplication £ est injec—
tive. Elle est surjgctive par hypotheése donc f est bijectives

Remarques.

1eiela—- Si S‘I et 82 sont homéomorphes et si S1 est simplement connexe alors

82 est simplement connexes
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1.1.2, Un domaine D du plan convexe est simplement comnexe : si p(t) et q(t)
sont deux courbes de D +telles que p(0) = q(0) 3 p(1) = q(1) elles sont homotopes.

En effet, F(t,u) = (1-u)p(t) + u q(t) est une application continue de [0,1] x [0,1]

sur D avec F(O,u) = p(0)
F(1,u) = p(1)
F('t,O) = P(t)
F(tﬂ) =q(t).

1424~ Corollaires.~ Tout point d'une surface posséde un voisinage simplement comnexe.
Tout ouvert R(1 du plan homéomorphe & un ouvert 0y de 8 contient un disque con~

vexe donc simplement connexe et l'image par 1'homéomorphisme est simplement connexe.

2.~ Lemme.~ Si 8 est étalée sur S par la projection f et si § peut &tre con-~

tinuée le long de chaque courbe p(t) de S alors pour tout voisinage V simplement
connexe dans S, la restriction de £ & chague composante connexe de l'image réciprogue
f—1(V) est un homéomorphisme sur V.

~
Démonstration. Soit V un voisinage simplement connexe de S8 et V une composante

A

connexe de f-1(V)a ¥V est étalde sur V et V peut &tre continude le long de chaque

A A

courbe p(t) de V : le reldvement de chaque courbe p(t) de S & partir de 1%)8 v

A
est contenu dans la composante connexe V.

Lds conditions.du corollaireﬁé%ht donc satisfaites. £ est un homéomorphisme de G
sur V.

2.1.~ Corollaire.~ Les conditions suivantes sont équivalentes

(p) <{§ y f} est un revétement de S

(p') S étalée sur S par la projection £ peut &tre continuée le long de chaque

courbe p(t) de 8 & partir de P, € f_1(p(0))o

§ 4.— Germes d'applications locales. Deuxidme forme du théoréme de Monodromie.

{4~ Définition.— Soient S1 et So deux surfaces de classe Cm, £ tne application
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d'un ouvert V de S,i dans So.

f est de classe Cp (p.g m) si pour chaque carte Qg de S1

Py de So, KP;’ ofo @, est de classe CP,

Etant données deux surfaces S1 et So de classe Cm, on considére la classe B

des applications d'un ouvert Vk dans So ayant la propriété suivante s si f1 et f2

coincident sur une suite de points tendant vers P, dans Vk elles coincident dans un

voisinage de P,e (Par exemple les fonctions CA appartiennent & cette classe).

Dans la classe ‘6, on définit une relation d'équivalence ¢t so0it p e S1 3 on dit que
, ' f1 % V1 i So
f1 ~ f2 s'il existe un voisinage V3 de p ol £ =F ( ).

1 2 f22 V2——-->So

2.~ Définition.~ La classe d'équivalence d'une fonction f est un germe d'applica~

tions locales de S, dans S « On le note X (£).
1 o P

3.~ Btude de 1l'ensemble [' des germes d'appliéations locales.

3.1~ Voisinage d'un point de T

Soit x’p(f) e[’ . On définit ‘D’(X'p(f)) = {)ﬁq(f), g €V, V estun voisinage de p
ou £ est déi’inie}. {U’([P(f))} forme une base de voisinages pour une topologie sur ['.
On vérifie immédiatement que les axiomes des bases de voisinages sont vérifides pour les

ensembles ainsi définis.

3.2¢~ Lemme.—~ ' est un espace topologique séparé.

Démonstration.— Soient Xp(f) et Xq(g) deux points distincets de ['.

1) P #q. Soient V_' et V_, deux voisinages disjoints de p et g, alors

2
W g, (00 0Py ) =5

2) p =q. 2(p) =L g(q). Soient V. et V; deux voisinages disjoints de f£(p)

i
et glq) dans S . Alors il existe V voisinage de p +tel que f(V)CV;)
g(vV) ¢ Vg

done Vp1 ev, f(P,') # g(P1) == U’}P(f) = {ij(f) } Py € V} et



vz(xq(g)) = {[p1(g) v, € V} disjoints.

2'Y £(p) = g(q) mais ‘{X(f) # Jq(g), alors il existe un voisinage V de p = q,
tel que pour fout p1de V distinct de p, f(p1) # g(pT). En effet ; sinon il existerait
une suite {pn} convergeant vers p telle que f(pn) = g(Pn)’ clest & dire £ gg
dans un voisinage de p done fwnvg et Kp(f) = X‘q(g) ce gqui contredit l'hypothése.

Done 3 Vp_' eV f(p.') # g(P.') {P (2) # va(g) .
1 1

3.3.— Définition.— [ munie de cette topologie est le faisceau des germes d'applica~

tions locales de S‘i dans Soa

3.4.- Lemme.~ L'application P ¢ [ —» S‘g définie par {P —>p faitde T wune

surface étalde sur S?o

F est un homéomorphisme local de [——sur 81.
Soit WU wun ouvert de § ‘1, & un ouvert de oy alors F"?('U.,) et F(®) sont
respectivement des ouverts de [' et de S‘i 3 ceci résulte de la topologie de [' définie

4 partir de celle de S!‘
F est localement bijective ¢
F est surjective : évident °

F estilocalemen‘t injective. Soit }Pp(f) un point de ' et 'U’(Xp(f)) un voisinage de

Xp(f) défini & partir d'un voisinage V de p. F est un homéomorphisme de ¥ sur V.

3.5.— Remarque.—~ Si on considdre les germes de fonctions analytiques. [’ a une
structure naturelle de surface de Riemann .

Exemples ¢+ 1 Si S‘! et SO sont le plan complexe, les germes X‘p de fonctions
analytiques peuvent &tre identifiés aux &éveioppements de Taylor, clest & dire aux séries
entidres convergentes.

2- Si S,} est la sphdre de Riemann, [  est le faisceau des germes de

fonctions méromorphes sur S, .

1
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3.6.— Définition.— Soit Jb un point de [', 1la composante connexe de xp dans [*

stappelle le pmlongement complet de x;.
peut &tre prolongé le long d'une courbe p(t) stil existe un reldvement de p(t)
Yo
dans ' & partir de .
l P X§

(" est étalée sur 81 $ si donc le reldvement existe, il est unique).

4.~ Théoréme de Monodromie (deuxidme forme).

Soient S1 et So deux surfaces de classe Cm, xb un germe d'applications locales

de S1 dans SO. Si KP peut 8tre prolongé le long de chaque courbe p(t) dans S1 et

si S1 est simplement connexe, il existe une transformation g de S1 dans So ‘défi-

nie sur 81 telle que chaque germe x& obtenu en prolongeant x% scit de la forme

Xé(g)-

Démonstration.~ Soit 8 1a composante connexe de Vﬁ dans [

A

S est étalée sur 81 par la projection F

S peut &tre continuée le long de chaque courbe p(t) de S1 a4 partir de Yi

A

d'aprés le lemme (2 § 3) P est un homéomorphisme de S sur S

®

1

Pour g e 8

1 il existe fq = F-1(q) unique dans S. On prend g(q) égale & la

valeur en q du germe [qo
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Chapitre I11

§ 1.~ Fonctions harmoniques et sous—harmoniques sur une surface de Riemann

A.- Fonctions harmoniques sur une surface de Riemann S

1.~ Définition.~ Une fonction & valeur réelle p —» h(p) est harmonique au voisina-

ge du point P, si pour toute carte o de 8 en Pt la fonction h o (pa(z) est
-1,
h . o - .
armonique su voisinage de z = ¢ (po)
P ps . ; 1

Justification : si ‘PB est une autre carte en P, de 8, Bap = ‘9« ° @p
est analytique et h o 93 = b o 9 ° 8xp

Eap est analytique 1
' ==ph o (?& est harmonique au voisinage de z = c?; (po).
hoq, est harmonique . :
Une fonction harmonique sur D est une fonction harmonique dans le vbisinage de chaque

point de D.

2.~ Propriété des fonctions harmoniques

Principe du maximum t si h(p) est harmonique non constante sur un domaine D elle.

n'a ni maximum, ni minimum sur D.
Corollaire.— Si h{p) est continmue sur un compact K, harmonique & 1'intérieur de

K , elle atteint son maximum sur la frontitre.

3.— Problime de Dirichlet.— Etant donné un domaine 9 s de frontiere 0L £¢ sur

une surface de Riemamn 8 et une fonction £ continue, définie sur 39, existe-t-il
une fonction harmonique dans D, continue & la frontidre et égale & £ sur @D ?
R_a_,p_ge_l_.- Ce problime est résolu simplement si D est le disque de rayon R.
Soit f£(Z) wune fonction continue sur |Zi =R ; il existe une fonction h(Z} harmo-

nique dans |Z| < R, continue sur le disque 1Z| ¢ R et égale & £(z2) sur la frontidre.

Ly
1zl <R h(z) = ‘r K(g, 2) £(g) ae
o]
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2 2

1 - |2

K(G , 2) = e _______'c"g 'lz‘
-2

La résolution du probldme de Dirichlet nous conduit & faire une étude ,préalable des fonc—

8

ot &=Re’ (noyau de Poisson).

tions sous-harmoniques.

B.~ Fonctions sous-harmoniques

1.~ Définition.— Une fonction réelle p —» u(p) définie sur une surface de Riemann
S est sous harmonique dans S si elle vérifie les propriétés (p) et (p').

(p) Pour tout compact K contenu dans 8 et toute fonction h(p) continue sur K,
harmonique dans X (intérieur de X) 1'indgalité u(q) € h(q) pour q € JK entraine
u(p) € h(p) pour p € K.

(p') £ est semi continue supérieurement. On ne considdre que les fonctions sous

harmoniques continues dans S.

2.~ Propriétés

Lemme 1.~ Si Uyy eeey Wy sont n fonctions sous harmoniques, continues dans S

la fonction u = Ma.x(ui) est sous-harmonique continue.
i=1 goe [y}
Démonstration 3
1) u = Max (ui) est continue dans §

i=1,ooon
[¢]

2) soit KC S et h(p) harmonique dans K 4 continue sui‘ K telle que u(q)\< h(q)

pour qe€ 3K, alors Vi, ui(q) € h(q) pour qe 3K
donc Vi, ui(p) & h(p) pour p e K = u(p) ¢ h(p) pour peK.
non
Lemme 2.~ Soit u ~une suiteVeroissante de fonctions sous harmoniques continues

dans S, convergeant vers une fonction continue wu. Alors u est sous harmonique.

0
Démonstration. Soit K un compact, K I1'intérieur de K, @K 1la frontidre de K

0
et h(p) harmonique dans K, continue sur K +telle que

u{q) € h(q) pour qe OK.
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Montrons que pour p appartenant & K t u(p) <& h(p).
1) un(p) converge uniformément vers u(p) t Soit p, €8

limu (p ) =u(p ) = inf u (p)e
n —p © n

Ve > 0, Bno tel que

&

u(pQ) Su (po) sulp) + 3

o

Les fonctions w (p) et u(p)_ sont continue en P,
0

Yey 0, 3 v (voisinage de po) tel que 1

VpeV =slu(p) ~ulp )l < §

= lu, ) -y, ()I<5.

Il s'ensuit que pour p dans Vo on a t

ju(p) - uno(P)|\< fulp) - u(po)‘ + |ulp) - uno(po)l + |uno(p0) - uno(p)l

d'ol u {p) < & +ulp),
0

et pour n ) n
eV u (p) ¢ v (p) < u(p) + &.
- p o o

K est un compact : soit {’V’o} P un recouvrement de K, on peut en extraire un

€K
0

recouvrement fini t soit Vo, 'V'1, PO Vi, Vr les voisinages de Pyt Pyy eee Piy P

Pour chaque point p, il existe un entier n, tel que pour n ) n, P € Vi,
u (p )< uni(p) S ulp) + €,
Soit N = Max{ n, )i

0 i

VpesSt Ji tel que pe'vi ‘et pour '111),11’0

u_(p) € ulp) + &



2) La suite converge uniformément, donc pour n ) No et pour g e 3K
u{a)gulg) +€ ¢ hiq) +&.
~La fonction u  est sous harmonique on a 1

pour p €K

oy N u (p) ¢ h(p) + €.
o

Soi’t en passant & 1a limite ulp) ¢ h(p) +8& , pour peX, eft pour g ) 0.
Liinéga}.i%é §tant vraie pour tout g positif, on a ¢ pour p e X  ulp)g hip), |
ce qu:z démontre le lemme.

Lemme 3.~ Soit u(p), contimue, sous harmonique dans S. Soit P, e 8 eb ‘ﬂx‘ une
carte normalisée en Py aioré la fonetion U(z)}r—-xu o ¢,(2z) définie sur le disque
lzl ¢ ¢ satisPaib |

(1} ‘ u(0) @&J

0

T
Ulre  )dé

Démonstration. U(z) = u o (pa(z) est continue sur le disque izig¢ r, il en résulte

. ig
k(g , 3}‘7(;)&3 {(E=re

que la fonction H(z) = j‘ KAG ,z)noyan de Poisson)

o , :
- est harmonique & 1l'intérieur du disque, contimue sur le disque fermé et égale d U(z)

sur la frontitre.

Dlaprds la propriété de la valeur moyenne dfune fonction harmonique on a ¢

21

H(0) =..§.‘R.J u(L)e  L=res
do ~

Cor U(z) = H(z) pour izl =r ==U(z)¢€ H(z) pour yzjg r, en particulier

~ 1 (3% e
U(0) § H(0) = 5= X u(re'®)a0 .
o

Lemme 4.~ Soit w(p) une fonction continue, satisfaisant b 1'inégalité (1) du lemme
3, pour toute carte normalisée en tout pbinﬁ d'un domaine 0. Soit h(p) wune fonchion
harmonique dens D telle que w(p) ¢ b(p) dans D. S'il existe un point 1 de D ol

w(pn) = h(-Po) alors pour tout point p de D ona w(p) = h{p).
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Remarque .~ Les fonctions sous harmoniques continues dans D satisfaisant &
1'inégalité (1) vérifient la propriété du lemme 4,
Démonstration.- Soit E ={p/p € E i w(p) = h(p)}.
1) E# p, €E
2) E est formé car w - h est continue et E = (v = h)™ {o}.
3) E est ouvert : Soit P, € E et V(po) = h(.p(')}. Soit ¢, une carte normalisée

en p , on considére les fonctions

W(z) =wo Pa (z)

H(z) =h o P (z).
On a W(0) - H(0) = 0.
1 (3% e
Par hypothese Ww(0) g 2—KJ W(Pe Jae
1 g)t " pour p T
1
H(0) = T3 L H(Pe Yde

2n .
0 = W(0) - H(0) ¢ 2_1"-J (w(fele) - H(Pele))de

or W et H sont continues et W(rele) RY H(rele) par hypothdse, donc

ie i@
W(?e ) = H(Pe ) pour p g ==p W(z) = H(z) pour |z} ¢ r =>¥(p) = h(p)
pour pecpa{z $ lzl\<r}°

E' est ouvert et fermé dans D donc E = D.

3.- Théordme fondamental. Les propriétés (p)et (p') sont équivalentes :

(p) u(p) est continue sous-harmonique dans S
(p') u(p) est continue et pour toute carte @x nRormalisée en p, € S la fonction

U(z) =u o (pa(z) satisfait & 1'inégalité (1)

1 2" i0
u(0) WJ U (re'0)ae.
o]

Démonstration.

I. (p) == (p') s+ lemme 3

II. (p') ==>(p) ¢+ u(p) est continue. Soit K un compact de S, h(p) harmonique



0
dans K, continue sur K et telle que u(q)g h(q) pour q € 2K.

u et h sont continues t soit m = max (u - h)(p).
rek

Soit E = {p e I%, u(p) - h(p) = m}.
Deux cas ¢t 1) E = ¢, donc m est atteint sur la frontiére =—pPm < O ==>u(p) - h(p) §m
€ 0 =u(p) < h(p) pek.

2) E#£ @, il existe P, € % tel que u(po) - h(Po)\ =m, or h(p) +m est harmo-

0
nique dans K, u(p) ¢ h(p) +m et u(p) = h(p) + m dans la composante connexe K1 de

K contenant P, (lemme 4).

u(p) = h(p) + m sur 31(1 € 3K done mg< O

donc u(p) € h(p) pour p €K,
=3 u(p) est sous-harmonique.

3.1.- Corollaire.~ La propriété (p') caractérisant les fonctions sous-harmoniques
met en évidence le caractére local de la sous-harmonicité d'une fonction.

3.2.- Corollaire.- Si Ugy ooe W sont sous harmoniques, continues dans 8,

Si A,y e+s A_  sont des scalaires positifs
alors 1 n

u = E )\iui est sous harmonique continue.
1

Démonstration.- 1) u est continue

2) Montrons que u vérifie (p').

Soit ¢, une carte normalisée en P, € S.

U(0) =u o lpa(O) = Z: hi u o (pa(O)

n .. an
vy Y ;‘1—,‘ j ui(reie)de
1 0
2K ,
u(0) ¢ 5%(— j 'U,(relg)do
°

Lemme 5.- Principe du maximum.

Soit u(p) une fonction continmue, sous harmonique dans un domaine D relativement
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compact (D compaet). Si I1im u(p) € M pour tout point q € 3D alors

P —q
u(p) £ M pour p & D.

Démonstration.— Soit m = Pszépn u(p). I1 existe une suite {Pk}keN telle que
lim u(pk) =m. Or {pk} ¢ D compact, on peut extraire une sous suite convergente {Pk }.
k - o0 n

1) {pkn} converge vers Po € D.

u est continue == 1lim u(pk ) = u(po) =m. La fonction h(p) =m est harmonique
n
dans D et satisfait & u(p) & m d'aprés le lemme 4, u(p) =m dans D, il en réaulte

m#TiTnu(p){M.
P—>q

2) {Pk} converge vers q e 2D
i

m=1imu(pk)\< -i_iT'nu(po)(M.
n—»o00 n P—>q

Lemme 6.~ Critére de sous—-harmonicité.

Soit u(p) une fonction de classe 02 dans S, les conditions suivantes sont
équivalentes :
a) u(p) est sous—harmonique

b) pour toute carte . normalisée en p ¢ W=u o satisfait & AW 3 0.
‘P(I 0 ‘PG'.

Démonstration.— a =3b s si WU =u o ‘Pcc’ u de ciasse 02 =3 WU de classe 02.

z =X + iy
1 2

W(z) = (o) + xu,x(O) + y‘lLy(o) +[§ X ‘[sz(o)+zxyuxy(o) + 3 uyz(O)]+ Rix , 5
avec lim -"&-(32(—-'3-5{-)- = 0.

x —> 0 (x +y )

y—0
s = roi®

= Tre 2% )
j_ 'u,(rele)dg = 21t W(o) + %[nrz'u, 2(0) +n rz'U.. 2(0)] + R1
(6] X y

1 (%" 0
(2) AU) = 1&2(0) + U 2(o) =4  lim %[——j (Ulre™) = u(o))de]
x y ‘ o

I
r—0r 2



R 2K i@
1 1 R(re )
car ....2._ R “_—)09 _.-é __.X ..._.._..2_.—_ de __._’0.
r 0 T

I
an 10

D'aprés le lemme 3 ¢ W(re™ ) » WU(0) done A W(0) » O.
o -

b‘————:)a.
2

‘ Iy . :
-85 AW?> 0 alors la formule (2) montre que TU(0) - u(rele)de ; ce qui
0 A\ 21

o

d'aprés le théordme fondamental est caractéristique des fonctions sous harmoniques.
-8 AW » 0, on considére V(z) = WU(z) + elzlz.
AVv= AU+4€ donc AV> 0 donc V est sous harmonique. Ceci est vrai pour

tout &> 0, donc W est sous harmonique d'aprés le lemme 2.

4.~ Fonction harmonique associde & une fonction sous harmonique

Soit wu(p) contimue, dans S, Poe S et ¢, une carte normalisée en P,
Soit @ = (f“{z s 1z < R} G est un ouvert de Oy »

4.1.~ Définition.— On définit la fonction v(p) = PP u(p) de la fagon suivante

si pg G v(p) = ulp)
an

sipet vp)=v[¢'o)] o V(a) = j’ K(G , 2)U(Z )de
o]
: i ,,H;lz-szgz 3
avec & =Re K(§, z) ==“v'6‘“°"“”"‘T'" U(5) = ulg, (5)).
: -

4,2,~ Propriété de PGu

1) PG(u) est continue. En effet, v(p) est continue dans G et (j(é),
Sur la frontidre on a (q € frontidre de G) ¢ Lim u(p) = lim v(p) = ulq).
P—4q P —>q
reb pet
2) Bo(u) » u
PEG PGu'(p) = u(p)

pe G PG(u) = v(p) y ulp) [v(p) fonction harmonique associde & u(p)} .

Lemme 7.— Si u est sous harmonique dans 8, PGu est harmonique dans &, sous

harmonique dans S.
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Démonstration.— PGu est harmonique dans G (évident d'aprds sa construction)

0
PGu est sous harmonique dans CG car égale & u(p).

Placons nous en un point P, de la frontigére de G. P € 939G soit (‘3;1 (p1) =z,

et VUl(z) = PGu 0 Lpa(z).
ze G () =vV(z)

2 g Wz) =Wz).

2
'0(z1) = ‘u,(zi)s L j

K .
’U,(z1 + Pel‘?)dcg .

27
Or u(z)« W(z) (propriété 2), donc

2K
v(zﬁ) RY % jo U’(z1 + Peiq’)dcg.

V satisfait & (p'). PGu est sous harmonique dans S.

5.—- Famille de Perron de fonctions

5.1.~ Définition.— Une famille & de fonctions sous harmoniques dans un domaine D
est une famille de Perron si elle satisfait aux propriétés suivantes @
a) si Uy u, cF ~_=;»Ma,x(u1 ' u2) eF

) Vued, v=_PGu€3;o

5.2.,~ Théoréme fondamental .- S’i F  est une famille de Perron et si h(p) = Sup v(p)
ve F

alors
ou bien h(p) = + oo

ou bien h(p) est harmonique dans B

Démonstration.- Soit p_€ D, h(p ) = e v(p_ ). Il existe une suite {vn}!
vn(po) — h(po). Soit @, une carte normalisée en po et @ = tpa{lzl < R}.
On définit par récurrence 1

u1 = PG(V1) $ nssey un+1 = PG(Max{un, Vn+1})o
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- {un} e F et forment une suite non décroissante de fonctions harmoniques dans @.

- Vn(Po) =3 un(po) RY h(po) == cette suite converge vers h(po).

Soit un(z) = un o q?q(z)a

Soit p < R. Posons K =min K(§ 4 z) K, = Max K(§ , 2z)
i1 =R Igl=R
lzi < p thl«p
K >0 K, < .

Vmn, € N on a
2n

m>n 0g U (z) - U (2) = J R(5, (U (5) - U (&))ae

o)

2K _ 2x
g, | U0) U @ ¢ U ) U () < K, IRURO RN

2xk (U (0) =W (0)) s W (2) - U (2) & 2K, (U _(0) - U (0)),
donc pour p € G et l‘?;ﬂ(pﬂ-.—.g) P<R, ona:

2wk (w (p)) -uw (p)) € w () —u (p) g 20K, (u (p)-u/(p)).

1) si h(pO) =+ 00. Quand m — +00, um(po) —3 +0 ;, donc
lim un(p) = 400 ==>h(p) = + o0 pour p ecp“{lzl =P}.

Donc, h(po) = o =3 h(p) = oo dans 1'ouvert tpa_{lzl < R}.

2) Si h(Po) { 400, alors um(p) converge uniformément dans 1'ouvert
tpailzl < P}, p < R. La limite uniforme de fonctions harmoniques est harmonique.

Soit H(z) = 1lim u,m(z) H(z) est harmonique dans jz] < R et H(0) =_h(p0).
m —y 00
. N R
Soit Py = t?a(z1) P, € G et 0z1i < 35

~
Soit G = (pa{lz-z'|}<R17 R, =g.

i v i ' v ré * .
Soit {‘vng une suite vn(p1) tendant vers h(p1). On définit
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~ ~ ~
)’ set un—!-‘i B Pﬁ(Ma.x{un, vn+‘i' ULn+1})'

4

Soit u,n(z) = {;n 0 t?a(z). '

~
1) Supposons h(p1) = o alors 'U.fm(z) —p 400 dans |z - z1‘ < R, en particulier

[V ~
(Uam(O) —3 00 or 'U.n(o) XY h(po) < +®» dfold la contradiction.

2) h(p1) < 400 alors ﬁm(z) tend uniformément vers Hm(z) dans le disque
Nz - z1| <R, et g(z) est harmonique. En P, g(O) S H(o) = h(po). Mais
S“n>’ u pour tout n = .'E(z)), H(z). D'aprés le lemme 4 g(z) = H(z).
Done h(p1).= E(z1) = H(Z1)o Alors h(p) = H( tP:B (p)) dans un voisinage de P,
I1 s'ensuit que {p 8 h(p) < est ouvert, et que h(p) est harmonique dans ?et

ensemble. Puisque {p ¢t h(p) = 00} est aussi ouvert, un de ces ensembles est vide.

§ 2.— Résolution du probléme de Dirichlet

2.1+~ Principe de Perron

Soit D = domaine d'une surface de Riemann

Sa frontidre 3D # .

£(q) une fonction réelle définie sur 3D,

Soit F ={v ; sous harmonique dans D telles que VYqe 3D lim +v(p) g f(q)}o

P—q
Alors J est une famille de Perron ctest & dire

si v, et v, € F sup(v1 vz)efﬁ .

si ve&F PG(V)G?{ Y aco

Si F ¢ h(p) = sup v(p) est une fonction harmonique ou infinie dans D.

vedJ

h(p) est la Ponction de Perron correspondant aux valeurs aux bords f(q).

Remarque 1.— Notons que Tim v(p) < £(q) et que h(p) = sup v(p).
P —>q
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Mais que nous n'avons pas + 1im h{p) ¢ £(q).
P—q
Exemple t Soit D:-{Z § 0 <121 <1}

ap={lzi=1 z=0]
f(Z) = lZi.
g = {v : sous harmonique telle que

Iim +v(p) ¢ 1 sur {2} =1

P—q
Iim v(p) € 0 sur QZ‘=0.}
p—0

Posons ve(Z) = + & log |21 £€>0

ve (2)eF Ve—=—y
YZ h(Z) > &loglz| +1 donc h(z) > 1

donc Tim h(z) ) 1=£(0)v(z) €F ==v(Z) g 1 donc h(Z) ¢ 1 d'ol h(Z) =1
Z—0

P—q
Remarque Z.-

g = {v : sous harmonique dans D, telle que 1im v(p) ¢ £(q) et
P—>q

ivip)l <M }

9 est encore une famille de Perron
Ih(p)l € M donc h(p) ne peut &tre infinie

et h(p) est harmonique dans D.

2.2.— Point répgulier de la frontiére d'un domaine

2:2.7 o Définition
a) Soit D un domaine de S. q € 3D sa frontidre. Une fonction § (p) sous harmo-—

nique dans D, est une barritre & q si il existe un voisinage de q tel que

8 (p) =1 p¢gV
B(p) <O ped

lim p(p) =0
P—4a
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b) q € 3D est régulier & YV voisinage de q, il existe une fonction barriere

B(p).

2.2.14— Condition suffisante pour qu'un point soit répulier.

Définition.— Une courbe p(t) de S, ‘be[a, ’ b] est analytique &= pour tout to,
cpa étant une carte & p('to), la fonction
o= | , .
72(t) = (Po: [p(t):] a une représentation
Z(t) = Z an(t - to) pour |t - toﬁ <& avec a4 # 0.
Condition.- Soit q, € 9D, pour que q, soit régulier, il suffit qu'il existe une

courbe analytique p(t) c complémentaire de D, t € [a,) b] ot pla) = Qe

Démonstration.-
2 n
z(t) = Z: an(’c - a) posons E =4+ 1
% n
26 =3 e, -0 lE-elce.
z( &) est une fonction holomorphe donc injective pour |&§ - a}< 8 s car. a, £0

et on peut définir la fonction inverse
&= &(z) s ;TJ————->|?;-al<S.
Posons w©=1|§- al%, choisissons la détermination de arg(&§ - a)e [0 9 ZK[
argwe[o ,TC[ 0 g {3@—_&](3 t—a;éréel>'.0} —
{le < 8% Im > 0}. est définie dans ¥ n (P: (D)s Il existe une transformation

holomorphe @

cw +d :
@ - VW= o T T telle que
W(0) =0
el %) =~ 1, 0<o <
n
ImW<JO 5_4 9 ¢V
Posons p(z) =

~
lIm W(Z) pour Z €V N D

B (Z) est une fonction barridre pour p(a).
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2.3.~ Théoréme.

Soit D un domaine de 8
q, point ;égulier de 0D
£(q) une fonction réelle définie sur 3D |£(a)} < M.

Soit h(p) 1a fonction de Perron associde 3 la famille

i ={v ; sous harmonique |v(p)i < M'Vq €dD Iim +v(p) < £(qa)
P—q

alors lim f£(g)€ lim h(p) < Hmw  h(p) ¢ Tim £Q@).

e —>q, P—>q P—4q, q—->q
Démonstration.
a) Soit A= lim  f(a) -M < A.

4 —>q

Soit € > 0, il existe un voisinage V de q, tel que
q eV N3AD = A-€ < £(q)

q, régulier == il existe une barridre p(p) telle que p(p) == 1 hors de V.

Soit v(p) = (A+M)p(p) +A-¢
A+M»0 == v(p) sous harmonique.

Si p¢ vV vip) =M~-€¢ ¢ inf £(q)

ge 0D
Si peV vip) ¢ A~€ (£ inf £(q)
qe 9DNY
done Tim v(p) § £(a)
p —» qe dD
et ve J
donc h(p) ) v(p)
et lim h(p) » 1lim +v(p) =4 - €

P—a, P—>q

€ étant arbitraire ¢ lim h(p) P
P - qo
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b) Soit 1im f(q) =B M.
a—q,

Soit ¥ un voisinage de q, tel que
age?V ndD == f(q)< B+E
{V' compacts
Soit ¢ (p) barridre & q, telle que B(p) =~1 p %V‘, soit v(p)e F .

Posons ulp) = v(p) + (M = B)ﬁ(p);B - Considérons le domaine A =VAD

A est compacts
-si pev p{p) < 0 donc ulp) ¢ v(p) -B.

donc Tim u{p)¢ e pPeldA s, qe€V N 3D,
P—q '

- 81 pedldLNnDdD u(p) = v(p) - M <0,

 8i nous appliquons le principe du maximum & A

u(p) € € dans A
done vip) KB+ (B-Mp(p) +¢ Vved Ype A
h(p) § B+ (B-M)p(p) +¢ Ypea

Iim hip)¢B+ €& Ve
P—q

done —
1im h(p) & B.
P—rq

Remarque .~ La propriété d*&tre régulier pour un point frontidre est une propriété

locale.

Soient ']3

5 tel g e 3Dnad

~
Si il existe v voisinage de 4, Dhv=3nv. 49, régulier pour Il*i@q}13 régulier
o~
poun D.

244.~ Corollaire .-
D domaine sur S,
Le probléme de Diriéhlet_peu‘t #tre résolu pour toute fonction f continue, bornée

&= bout point de 3D est régulier.
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Démonstration.

a) Tout q € @D est régulier. £ est bornée. Nous pouvons appliquer le théordme
2.3.

f continue en q, &= lim f(q) = Iim f£(q).
q —*qo q —r q’o

Les inégalités du théortme 23deviennent des égalités 3 1la fonction de Perron h(p)
est solution.
b) Réciproquement si le probldme est soluble. Soit q e ¥D, Soit f(q) continue et

bornée sur 9D +telle que f(qo) =0
£(q) < 0 pour ¢ #qo.

Soit h(p) 1a solution du problime avec ces valeurs aux bords. Soit v un voisinage de
qo. Construisons une barriére 3

Soit -7 = sup h(p)
peDdNdv

AU R
? ~{sup[§%’—),—{| s8i pev

p(p) est une barridre ¥ 9, done q, est régulier.
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Chapitre IV

Définition. Une surface de Riemann est

- hyperbolique ¢=» il existe une fonction v(p) sous harmonique négative, non cons—

tante sur S
~ parsbolique &=» il niexiste pas de telle fonetion
—- elliptique &=» 8 est compacte.

N.B.~ On dit parfois "ouverte™ pour non compacte

"fermée’ pour compacte.

§ *3.-4 Surfaces hyperboliques connexes

Ae— Définitions.

Adl - Mesure harmohigue dun domaine. Définition.~ Soit D un domaine de S +tel que

§ - D soit compacte Soit u(p) harmonique de D telle que

(&) 1lim u(p) =1
p — 9D

(b) 0 < ulp) <1 pour tout pe D
(c) si g(p) satisfait (a) et (b) alors ulp) ¢ %(p).
Clest & dire u(p) est le plus petite des fonctions vérifiant (a) et (b).

u(p) s'appelle la mesure harmonique de D

N.B. (c) entraine que si wu{p) existe, u(p) est unique.

A,2.~ fonction de Green. Définition.

Seit Pc sur une surface de Riemann sur‘ 8, Soit glp. ;po) une fonction de p
harmonique si p # p, belle que

(a) glp p)>0

(v) glp po) + log z est harmonique au voisinage de P, ot p = ¢4(2)

Py = CP“ (zo).



(c¢) si glp po) est une autre fonction vérifiant (a) et (b) g(p po) » glp p)
clest & dire glp Po) est la plus petite des fonctions vérifiant (a) et (b).

Alors g(jp‘s pO) est la fonction de Green avec pole en Py

N.B. (b) est une propriété indépendante du choix de Po

(c) =»si g(p1 po) existe, elle est unique.

As3.~ Principe du maximum

Soit D wun domaine d'une surface S dont la frontidre 3D est non vide.
Nous dirons que le principe du maximum est valable pour D si

'Y v(p) | sous harmonique dans D
v(p) <M dans D

Tim vip) ¢ m = v(p) ¢ m dans D.
p —> 0D :

N.B.~ Nous avons démontré que le principe du maximum est valable pour tous les domaines

D relativement compacts.

B.~ Caractérisation des surfaces hyperboliques connexes et simplement connexes.

Les conditions suivantes sont équivalentes
(a) 8 est hyperbolique connexe
(b) il existe un domaine D de 8 & frontidére 9D £ @ tel que le principe du
maximum soit non valables.
(¢} V¥p; €8, glp p) existe
(a) il existe un point poe 8 pour lequel glp po) existe
(e) pour tout domaine D tel que
8 -~ D est compact
9D = réunion de courbes analytiques
la mesure harmonique de D existe

(£) il existe un domaine D ayant la propriété énoncée dans (e).
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Démonstration,

B.1. (a) = (p)
S est hyperbolique, cYest & dire Jv(p)non constante
v sous harmonique

sur Sa
v <0

Soit P, €S, D=8« {po}a
8i le principe du maximum est valable pour D

1im v{p) =v(po) = v(p) \<V(Po) dans D.
p —» 0D {

La fonction constante = V(Po) est harmonique sur S ; elle majore v(p) qui 1'attend
en p . Done v(p) = v(p;) ce qui est impossible puisque v(p) est non constante.
Donc le principe du maximum est non valable pour D.

Bo2, (b) = (a).

Soit D un domaine pour lequel le principe du maximum est non valable.

Soit v(p) sous harmonique dans D +telle que

v(p) < M

Iim v(p)¢m
p — 3D

il existe p € D tel que v‘(po) > me

- m-M dans S -D
Soit v(p) = _
Sup {v(p) ,m} - M dans D
~

v(p) est sous harmonique négative sur 8

N
v(po) >m-M donc v est non constante.sur S. S est hyperbolique.

B.3, (f) = (a')O

Soit u(p) mesure harmonique de Ds Posons v(p) = | -u(p) pe€D

-1 pesS-~-D
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v(p) - est non consggg.nte, négative, sous harmonique. Done § est hyperbolique.

B.4. (a.) == (‘e)

Soit &F ={v ; v sous harmonique dans D, v(p) 1}

Iim +v(p) O
p —9D

F  est une famille de Perron # ¢ car v=0€ 37;

hi(p) = sup v(p)
ved

— h(p) est harmonique dans D (car non infinie)

- 0 h(p) €1 car v'g()éy et vip) & 1 Vved

~ Démontrons que h(p) # 0.

Nous allons démontrer que F contient une fonction strictement positive en au
moins un poinf.

Soit ;:(p) une fonction négative sous harmonique non constante sur 8.

Soit -1 = max ¥(p)
pe 0D

8 -~ D étant compact, le principe du maximum appliqué & S - D ==
~
‘V(P)\{-—""{ pour PES ~D
donc il existe Py € D ‘el que :;(p1) > - ‘Tl car :(p) ne peut avoir un maxinum local
sans &tre constente, Pour la méme raison ’f(’) 0.
o~
Soit v(p) = v(p) + 1

1

v(p) est sous harmonique

v(p) < 1

Iim vip)g ©
p— D

donc v(p)e §F

or v(p,*) >0 ==;h(p1)> 0 done h(pr) £ 0,
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— Démontrons quye 1im -h(D) = 0.
p— oD

8D = U arcs analytiques, donc tous les points de @D sont réguliers. Le probldme
de Dirichlet correspondant sux valeurs au bord = O est résolu par h(p), la fonction de

Perron de la famille & = 1lim h(p) =0 .
p —> 0D

Soit w(p) = 1 = h(p)

u(p) est la mesure harmonique de D car ¢
- u(p) est harmonique
- O¢ulp) «1

- lim u(p) =1
p —»3D

- si 3 vérifie ces conditions 1«-3&5 done 10 ¢h done U 3 u.

Hypothese : il existe p e 8 tel que g(p,po) existe. g est harmonique >Q pour
p # p,+ Soit v(p) = max[-—g ’ —M} ot M= g(p1 )\ P, # P,

- v(p) est sous harmonique Vp # P,

- pour p —» g —» +o0 donc au voisinage de P, v =-M

—~ g non constante ==p ~g n'as pas de maximum local, don¢ v est non constante.

B.6. (e) ::-—:}(c).‘ Soit P, € s tp(z) une carte normalisée & P,
Soit F = {v(p} ¢ v sous harmonique dans § —{p0}§ telles ’quek

a) v>»0

b) v =0 hors d'un compact Kes

e) v {q)(zﬂ + loglzl est sous harmonique dans }z| k<‘ R.

F  est une famille de Perron.

Soit #(P) =;{"' logizi + log B pour

iz} R
0 1zl > R

e & done Fid.
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Soit h{p) 1la Ponction de Perron correspondante. Montrons que c'est la fonction de

fireen avec pole P

f. h(p) est harmonigue dans S - P,

Démontrons que h{p) £ . Posons D=8 - @{!z% < R‘i < R)

aD = Q{izi = 31},
d'aprés (e) il existe wu(p) mesure harmonique de D.
u(p) =1 sur @D
0 < ulp) < t.

4 Soit vip)e & m, = max v{(p)
1
pedd

m, = max v{p)
iz} =R

 v(p) ~mulp) € 0 sur 2(KN D)

‘v(p) - m,!u(p} €0 hors de K.

v(p) sous harmonique == v(p) g mau(p) dens D.
em = max vip)gm, max u(p) = m

ot n = sup ulp) < 1
izt =R

done mz ‘<-m1"1

+ v(p) + logiz} est sous harmonique dans iz} R done

m, + log R1 £ m,

R
m‘g §m11( + log ﬁ}

+ log R

: 1 - R .
m(...........Log.—.‘c
1'.\1»71 R1

Cette borne est in&épenda.nte’de v donc h(p) § cette borne sur jzi = R1 donc h(p) £ .

2.,

est harmorique et non constante h(p) » 0 == h(p) > 0.
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3. Soii'; g(p,pé) une fonction harmonique dans § - {poj telle que g(p,po.) -?- log 1 21
gsoit harmonique en B, |
Vved v(p) - g(p,po) est sous harmonique sur 8 j négative hors de K.
. Donce v(p) < ékP,Po)
h(p) ¢ g(p,po)

La fonction de Green cherchée est donc h(p).

C.~ Théoréme d'uniformisation

Enoncé du théordme.— Soit S une surface de Riemann simplement connexe. S est

hyperbolique si et seulement s%il existe une {;ra,nsformation conforme de la surface sur le
disque unité.
C-1+ Lemme.~ S'il existe une transformation conforme W = f(p) “dtune surface de
Riemann § sur le disqﬁe unité, alors S est hyperbolique.
Démonstration. Ily suffit de mettre en évi&ence la fonction de G'reeﬁ en un point P,
‘de S. Soit P, = f-1 (0), posons g(p,po) = - logif(p)l.
@ g(p,ps) est harmonique pour p # P, et g(p,po) >0
@ o) = g (W) est une carte en P, = & (0) .
- loglf @(W)| + logiWl = 0 c'est donc une fonction harmonique au voisinage de 0.
@ Ssoit §(p,po) une fonction satisfaisant & @ et Q)
- logif(p)] - §(p,p0) est harmonique dans le disque Wl <1
lim - loglf(p)l - g(p,pc)) £ 0, d'aprds le principe du maximum on a t -

Wl 1 . N
- logl#(p)l < glp,p ) a'olt glpyp ) s 8(pyp )e

C-2. Théordme.~ Si S est hyperbolique et simplement connexe, il existe une transfor~
mation conforme de S sur le disque unité IWI < 1.

Démonstration.

® Existence d'une application analytique de S dans le disque.

Soit P un point de § et g(p,pe) la fonction de Green en P,
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Soit p = (p(m une carte normalisée en P,
la fonction u(Z) = g(p,po) + loglZl est hafmonique pour |Z} <R 1 soit wu(Z) wune
fonction conjuguée de u(Z). On définit £(Z) = zeu(Z)—iv(Z)
£(Z) est analytique pour {Z! <R
£(0) =0
log|f(Z)l = 1loglZ} - u(Z) = -8(P9P0).
Dans un voisinage Vo de p_ £(Z) définit une fonction f£(p), analytique, s'annu—

lant au point p s et satisfaisant & loglf(p)l = —g(p,po) donc & |f(p)] < 1.

Soit P, distinct de P, dansunvoisina,ge' .V1 de Pys soit h(p) conjugude de

glpyp) et 2(p) = o~8(PsPo)~ih(p)

g(p) esf snalytique dans V_i

Logl£(p)| = -g(p,p,)-

Pour chaque point Py de S, il existe un voisinage V1 de P, dans lequel on sait
définir une fonction analytique ? satisfaisant & loglg(p)l = -g(p,po).

Remarque. Si p € V. N V,, ona défini f(p) et ?(p) telles que
logle(p)| = logig(p)i = —g(p,po), il en résulte que pour p € Vo N V1
g(p) = eia £(p). Par conséquent ¢

Au voisinage de chague point de 8 on a une fonction analytique, définie & un facteur
multiplicatif prés de la forme eia s satisfaisant & Log|f(p)] = —g(p,po).

Considérons l'espace [' des germes des fonctions anslytiques f sur S. Montrons

que I' peut &tre continué le long de chaque—courbe p(t) de S & partir de so =Y (£).
Y

)
Soit p(t) une courbe de 8 +telle que p(0) =P La courbe p(t) peut 8tre

recouverte par un nombre fini de voisinages Vo, V1, RS V’n dans chacun desquels on peut
définir f, f1, oo fn-

Vo n V1 £ @ on choisit f1 telle qu'elle coincide avec £ sur Vo N V1. On construit
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de ‘proche en prochevfzy coe fna

On a ainsi défini une fonction f£(p) continue sur la courbe.

A

A A
Soit p(t) = {p(t)(f) alors p(t) est le reldvement de p(t) & partir de P,

D'aprés le théordme de monodromie, il existe une fonction analytique Fp (p), définie
o
sur S telle que Logle (p)l=-—g(p,po)o

0
IFP (p)I <1 done Fp (p) est une application analytique de S dans le disqpe unité.
0 0
On 1 = . J T o
a de plus Fpo(po) 0 et Fpo ne s'annule qu'en P,

2 FP (p) est bijective.

O .
C-2-1. Lemme.- Si Gp (p) est analytique dans S, 2 valeur dans le disque unité et
o ' '
si G =0 ona: Vp eS G $F .
Po(P°) P ! Po(p)l S pO(p)

Démonstration. Soit (V(Z) une carte normalisée en po

] n
Gp (po) =0 =>GI'> ((P(Z)) = Zk £(Z) ot £(Z) est analybtique au voisinage de 0 et
o o

2(0) £ 0

LY
logle ((pZ)i =k loglZ{ + loglf(2)!.

° logle_ ()l
P

Soit g_ (p) = -
po , k

_ logi£(Z)]

ona 0 gp(Q(Z))+log|Zi= i

o]

~ . s s
donc gp est harmonique au voisinage de O
0

@ 0< Epo(p) car \Gpo(p)l <1.

On a donc 3 g(p,po) £ Ep (P)
o

(définition de la fonction de Green en un point)

Soit - loglP (p)l ¢ - logld (p)l =G (ol <l ().
Po Po Po Po
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C-2-2.~ Conséqyences du lemme.

a) F_ (p) est injective
Ps
F (p) -F (p,)
Pour 1 74_1)0 soit 6 (p) = 2o Po 1
P4 t+F () F_(p)
Po Po

V-V
(On considére la transformation conforme du disque unité W —s TTW;T")‘ Alars
1

¢ (p) est analytique sur 8, 16 (p)i< 1 et G (p,) =0 donc |G_(p) < |F_ ()
(Fpi(p) est définie par LoglFP1(p)| = -g(p,p,)). Mais GP1(p0) = - F%O(p1)

v _ . | .

done IFPO(P.‘ )l |GP11 (Po)l XY |FP1 (Po)i d'ou Vpo, Vp1 €8 |F'P0(p1 )| £ lFP1 (Po)l
soit ‘FP1 (po)l = |Fp0(p1 e

%<m

1 r oy
lW‘ & 1 avec égalité en P,e
1

D'apres le principe du maximum s G_ (p) = e x FP
1 1
- - Yy , < as
P, tels que Fpo(p1) Fpo(pz) alors GP1 (pz) 0 donc F'p1 (pz) 0 c'est a dire

(p). Supposons qu'il existe P, et

pl = P2°

b) F (p) est surjective
Py

Soit W un point frontidre de l'image de 8 par Fpo(p)a

Fp (p) - WO #0 pour p de S. Il existe en chaque point de S un germe de la
fonctioz Log(F_ (p) - WO). Par un raisomnement analogue & celui effectué dans la premidre
partie de la démsnstration on peut appliquer le théortme de monodromie et affirmer 1'existen-

ce d'une fonction H(p) définie sur S telle que &= H(p) = Log(]:"‘P (p) - Wo)
o
Re § = Log|Fp (p) - Wo| ==Re § < 2., Ltapplication p —» H(p) a donc pour image un do-
0
maine situé dans Re§ < Log 2.

atb+p
Y&+8

Soit la transformation homographique ¢ —p 7 = “transformant le demi plan
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Re§ < log 2 en le cercle unité 1Z] <1 et telle que Z( l;o) =0 (Co = H(po))°

La fonction Z(p) = (ZH)(p) est analytique sur 8§
Z(p,) =0 et |z(p)l <1
d'aprés le lemme C-2-1, |Z(p)§ < IFP (o)l .
[¢]

Soit {pn} une suite de points de S tels que lim F (pn) = Wo
n --% 00 o

lim Re H(Pn) = = 00 donc lim IZ(pn)l =1

n —» 00 n - 00
donc le (Pn)| —» 1 et Wo = limlF']p (pn)| =1,
0 n—»00 0

I1 en résulte que chaque point IW1| < 1 est dans.1'image de S (dans le cas contraire il

y aurait un point frontidre Wo tel que i'Wol £ iwli <1).

C-3.~ Lemme.~ Soit D un domaine simplement connexe de la sphdre de Riemann.  Alors D
est hyperbolique si et seulement si 8 - D contient au moins deux points.

Démonstrations @ 8§ -D = ip1} alors D n'est pas hyperbolique. Par 1'absurde,

supposons D hyperbolique, il existe une fonction F analytique qui transforme D sur le
disque unité. F est bornée au voisinage de Pys donc F est prolongeable en P, et F
est analytique sur S, Alors |F| définie sur un compact etteint son maximum donc F =
constante. Dfolt 1a contradiction.

@ S -« D contient au moins deux points.

Par homographie on suppose que (0 , (0)) € 8 - D. D'aprés le théoréme de monodromie,
. . . . 2
il existe sur D wune fonction #£(z) analytique telle que [_f(z)] =z

siozy o, (20)) 4 (202,02 =>2(z) £ 4 (s

2
f +transforme bijectivement D sur un domaine A, W1 € A entraine —W1 g A & en effet
2 Y
i ' = ] = = fe == = "ol
si 1'on a Wy = f(z1) L2 f(zz) alors f(z1) fézz) =>z, =2, diol la
contradiction.

Soit v, el , d€e) 0 tel que Iw-w0|< E ==v ¢ A
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alors si iW+Woi<5==>|-W-WOI»<5==>“W el et wg’A alors pour z €D

1 l 1 1 1
= et Re{ . } ~ =~ o5t harmonique, négative, non constante done
li’(zf +w° [} £(z) -o-w0 [

D est hyperbolique.
C~3-1. Corollaire (théortme de Riemann).- Il existe une transformation conforme de tout

domaine propre D au plan simplement connexe sur le disque unité.

§ 2.~ Surfaces paraboliques connexes et simplement connexes.

S'il existe une transformation conforme g(p) d'une surface S sur le plan, si
q= g-"i (o), a,lors‘ la fonction fq(p) = Tg'(!ﬂ 8 les deux propriétés @

— pole simple en q

— bornée dans le complément de tout voisinage de q.

Nous voulons démontrer que sur une surface parabolique simplement connexe S il existe
toujours une telle fonction fq(p) et qutelle transforme S bijectivement en un domaine
de ls sphére.

2-1.~ Définition

Soit q € S« S8 surface de Riemann

fq(p) fonction méromorphe sur 8 est une fonction distinguée au point gq si

- fq(p) a un pole simple en q

- fq(p) est Bornde dans le complément de tout voisinage de g«

2-2.— Lemme

Soit S surface parafbélique ou elliptique connexe si ) Vq €8 il existe une Tonction
distingude fq(p) alors fq(p). est injective. |

Démonstration

Soit 9, ¢ S. ¢ (p) est injective dans un voisinage V de q, du fait du pole
)

s'annule une fois pour p = q, est analytique au voisinage de q, $

.simple § en effet 1

A y-)

done injective et son inverse aussis
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Soit M +tel que fq(p) &M pour peS-V

soit V,, C V +tel que lfq(P)‘ >M pour p e’V’,t

1

soit q €V, posons F(p) =
- q
0 0

e injective dans V == le dénominateur ne s'annule que pour p= q, dans V et 4 est
| ﬁ,n pole simple pour F(p), donc dans V F(p) est bornée hors de tout voisinage de q.
F(p) est bornée dans CV car

§f (p} £ ¥ dans ﬁv

9

ichﬁ'qj Nowu |
=3 F(p) est méromorphe sur S, a un pole simple en qqs est bornée ho’ré de tout voisina~
ge de qqe
Soit p = @(z) wune carte normalisée & q,

3 une fonction distinguée en q = fq (p)
1

? [@(Zn =§+ ao‘0¢y .A;éO
944 z

? [p(z] =§%~ veesses  BAO

qu‘ - AF est analybtique dans 8, bornée sur S donc constante.
1 ‘
fq = T fq oi T est une fonetion homographique. Ceci pour tout q1 € V.
1 0
Soit g, € 8, il existe une courbe p(t) liant q, Y a9, (8 connexe)s La courbe étant

compacte, on passera de i’q S fq par le produit d'un nombre fini d'homographie c'est
: o 2
3 dire une homographie.

Soit q, arbitraire, il existe une homogi'aphie T +telle que f.q (p) =T :fq (p).
‘ ; o 1 :
8i nous avons fq (q’l);z fq (qz)
o 0
alors TP ) = TP
4 (q, 4y (q,) <=

£ = { ‘
q, (q) = fq‘!(q.g). done q = q,,
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car fq (p) infinie &=>p = q done fq (p) est injective.
1 0

2-3. Lemme.

Soit D un domaine de S & frontidre oD £ f

Soit f£(p) analytique bornée dans D = [£(q)l < M telle que Tim |f(q)} ¢ m.
p —» 0D

Alors |[f(p)l ¢ m dans D.

Démonstration

Soit v(p) = max {logif(p)l y log m}

v(p) est sous-harmonique dans D

v(p) € logM dans D

(1a surface étant parabolique, le principe du maximum est valable pour tout domaine

=) lim v(p) & log m ==>v(p) logm dans D
p — 0D

dfor |[£(p)] ¢ m dans D

2-4. Lemme.
St'il existe une fonction distinguée pour d, € 8, il existe une fonction distinguée en
tout point de S.

Démonstration

Soit E={q8 q €S, 3fq(P)}
E£@ car qer

a) E est ouvert - voir lemme 1 ~ On sait construire i’q (p) q voigin de p
1
1
e =
q(P) t (p) -2 (q,)
1 4, q, 1

b) E est fermé

Soit qn suitede.E

q_n -——->qo sur S.

-1
D = (P(z) une carte normalisée & §, Pour n assez grand z =9 (q_n)



Soit F (z) = fqn f9(2)] 1zl SR

pour n suffisamment grand |zn| £ r o< R

et Fn(z) est analytique dans T, £ 1zl £ B et non constante.
Soit An et Bn deux constantes telles que
¢ (z) = AnFn(z) +B

max (G (z)l =2
roslzlSR

min - 16 {z)] = 1.
zoslzi(R

On a une suite de fonctions analytiques uniformément bornées dans l'anneau A ¢ la suite
Gn(z) est donc equicontinue.
On peut en extraire une suite qui converge uniformément vers une fonction Go(z).

Soit fqn(p) la suite correspondante

,(8) = A, (2) +3, -

Alors an(z) - Gm(z)ﬁ - pour  jz| =7~
= ﬂgn(p) - gm(p)ﬂ £ &€ dans D=8 ;‘,'(PDzn < ro] dtaprds le lemme 2.3.
Done gn(p) converge uniformément sur D et la limite g(p) est une fonction analytique.
Considérons maintenant le domaine jz} <R
Yn Gn(z) a un pole simple = z = q)-1 (qn)
soit Hn(z) = (z - zn)Gn(z)
Hn(z) est analytique dans |z| & R
‘Hn(z) — Ho(z) uniformément dans r, §z &Ry c'est b dire que
myn >N = iHn(z) - H (z)I<e sur T § iz} <R
Hn(z) - H_(z) est analytique dans jzi € R
donc iH (z) - H (z)I<& dans |z]gR

donc Hn(z) N Ho(z) uniformément dans |z} < R,

donc Ho(z) analytique dans |zl = R.
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dans 0 <|z| <R

donc Go(z) = & un pole en O simple au plus.
Si Go n'aveit pas de pole en 0O, on aurait g(p) analytique et bornée sur tout §

donc constante. Or nous avons imposé par la normalisation ma,leo(z)l =2
}sur T lzZlRo

minIGo(z)l =1
Conclusion. f(p) est fonction distingude b q  limite de € B, E est donc fermé
, 0 W &%

S connexe =»>8 = E

i

2-5. Lemme.

Hypothé¢ses. Soit S connexe, simplement connexe. Soit q &8, p= @ (x) ést une
carte normalisée & q, S'il' existe h(p) harmonique sur § - {qo} telle que

a) h(p) soit 'bornée dans le complémenf, .de tout voisinage de q,

b) il existe une constante ¢ # 0 +telle que h [('{)(z)] - Re{%& est harmonique dans
iz} £ R.

Conclusion. Il existe une fonction distingude fq (p).

0
Démonstration.

Tout p € S & un voisinage dans lequel il existe une fonction méromorphe définie & une
constante additive pres telle que h(p) -_-'Re{f(p)}

S simplement connexe == 3 une seule fonction £(p) définie sur S (monodromie)

f(p) a un pole simple en p = q,

£ [lp(z)]w---% est une fonction analytique dans j{z| < R.

Soit V un voisinage de a, dans lequel #£(p) est injective on a 3
'Re{f(p)}léM pour pES -V

3(11 € V +tel que ‘Re{f(q.' )}' > M
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soit fq (p) = H—;—-JT(q—)- est bornée dans le complément de tout voisinage de q

q) —
admet un1pole simple en ;_1, ctest une fonction distingude & 4y
Dlapres le lemme 2-4 il existe une fonction distinguée & q,°

2.6. Lemme. Soit q, € S surface de Riemanm, K un entier positif,

¢(z) une carte normalisée & q

Alors il existe une fonction harmonique dans S - {qos telle que

a) h(p) est bornée dans le complément de tout voisinage de 9,

b) il existe ¢ £ 0
h [q)(z)] - Re{-—%—(} est harmonique dans |z| § R«

z

N.B. On ne fait pas 1'hypothése de simple connexité sur S.

Démonstration.

Ventier n » 1, soit D
1
Dn =5 -(p[lzl < ﬁ]
A, B, C +rois constantes donndes 3 Az + B2 # 0, il existe une fonction harmonique
bornée un(p) dans Dn telle que sur aDn, on ait
1 ie L
un[q)(ﬁe )] = A cos kO + B sin k0 + C
i®
Donc u_ [(p(e )} est non constante
car sinon dans le complémentde l'image de |z} € 1 1le principe du maximum et du minimum
entrainerait que u soit constant & 1'extérieur.

On prend 4, B, C +tels que
ie)

it
b

max U (e
n

min U (eig) -
n

ol Un(z) =u [q)(z)} pour % £z <R.

Un(z) est une fonction harmonique dans 1l'anneau.



On cherche & borner uniformément les Un(z) dans chaque anneau r izl &

Un(z) se développe
+ ® m n
Un(z) = Zo:o (amr cos md + b r sin md) + a log r

développement qui converge sur tout cercle

RZ“T-'-"I' %(r\<Ro

Nous allons majorer les coefficients du développement

2K

U (relg)ﬂe= 2R(a + & logv )

Jo ™ o

(21 ie -
U (re” Jcos p@ d8 = it (a rP 4 a- pr Py

n p

Jo

2 i0 P -p
U (re” J)sin d@=Rb » +b r

[ o, 2 e

2K
1 ie
si r=1 & = 37 _Jo Un(e ) de

i@
U (e €1 = Ja |1
n )
2n
i ie
si r=R a,°+a,logR=2—x— Jo Un(Re )de

lUn(Relg)l £1 =>|alogR+ a,0| <1

2
g‘\
doulaiglogn
si r=1 a +a =oc¢ ic | ¢2
P =p P pl‘
. P ~Pp
=R a R + R =d dig?2
T P "p P 4,1 <
d -R_Pc
o =2 P
P pP _pP
-P
d ~R ‘¢
_R'-P[P P]
= 2
1i-R
M 4R
a | & — ot M=_——

de la méme fagon , on trouve

T4
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cp-—dpﬂp

B 5 eeee——

RS

ia-_Pi £ M,
Nous utiliserons ces inégalités pour p = k.
Pour les autres valeurs de n ¢
1
I e ol
a
pour p#£k L24+a o =0
nP ~p
-8
jo M
8 = oy ja | £ —
P2 AN
M
aa, l & S ——
R
de méme  |b | g L
p' e rP
M
@‘b g §
~p' ¥ 2PpP
d'ou
00 o
io rym 2M . 2M {log r|
kUn(re )!SZ.‘: 2M(§ +Z?3;fp-r—l—~——-2pRP+;E +1+2-—i-0—é—§—c

Soit 0O < r <1 pour n ) ;‘?—- les fonctions sont toutes définies dans 1'anneau r0\< rg1

(o]

2 o0
lv_(xe™®)] <oy ©" + 2llogrl L4, 2
o log R ro

2 rym 2 Am R
RN @ e
On a une famille de fonctions harmoniques uniformément bornédes dans 1'anneau r & ITT 1
donc on peut en extraire une suite partielle qui converge uniformément dans 1l'anneau j le
principe du maximum entraine que ces Un correspondants convergent uniformément dans
izl T et la limite est une fonction U(z) harmonique dans Dr =8-9 [lzi S ro]
o

les coefficients du développement de U(z) sont ies limites des coefficients de Un(z)

si p#£k quand n ——> 00 a_P—-—a—-;O

b — 0
-p
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. LY
ad ~ I ~ o m N g—k b-k
U(z) = Z: [amr cos ‘mG +br sin mG] +a log r + — cos k@ + — sin ko
m=1 r r
W ~
- gi U(z) est construit avee B =0 b, = 0
~
~ & ~
U(z) = & log v + --;—; cos k& + V(z) ol g’(z) est harmonique
‘ r
S8i U(z) est construjit avec A =0
U(z) =a log r - —--E sin k@ + V(z) od V(z) est harmonique.
" .

”n .
Démontrons que a " # 0. Sinon on considire les deux cas ¢
~

~si a=0 U(z} harmonique bornée sur S donc constante max =

= +1 est
min = -1
v (:] . i@
~si 840 soit >0 alors r g & ==>U(rei Y» 2 or min Un(e1 Y o=

-
donc min U(elg); = 1

i@
le principe du maximum ===3 jU(Re )} $M <1

Al ‘ ey )
done U aurait un minimum dans & ¢r <R done U serait constante

N
donc 8y ;é 0 .

de méme pour b—k # 0

Y

. ~ .
si a=8=0 le raisomement est tres

A NA
si non hP =au(p) -a u(p)

i) 1 . k6 s
cos = = Re{-—};] sin — = Re "
r 2 r

on a déterminé h{p) en vérifiant (a) et (b).

247 o~ Théoréme.

Soit S ume surface simplement connexe, parabolique, alors il existe une trahsformation

gonforme de 8 sur le plane

Démonstration. I1 existe une fonction distingude qui est méroxhorphe sur S et injecti-

ve. Donc 1'image de 8 est un domaine de S8 simplement connexe sur la sphére.
S étant parabolique, le complément de ce domaine contient au plus un point.
La sphére étant compacte; 1¥image de S est différente de lasphdre tout entidre

©tv son complément contient exactement un vpoint.



2.8.— Théortme.~ Soit S wune surface de Riemann simplement comnexe, elliptique.
I1 existe une transformation conforme de S sur la sphdre.

Démonstration. Il existe une fonction distinguée f qui’ envoie S sur un domaipe de

la sphére
f continue, S compact ==>f£(S) compact donc fermé

f méromorphe == £(8) ouvert donc £(8) = sphdre.

2.9.— Clagsification des surfaces connexes et simplement connexes.

Ctest le théordme d*uniformisation.

toute surface hyperbolique est conforme au disque unité

parabolique —0 au plan

elliptique & la sphdre.

2.10.— Corollaire.— Toute surface de Riemann connexe et simplement connexe, est homéo-

morphe & un domaine de la sphéres

dans ce corollaire
N.B. On .peut remplacer 1'hypothese simplement comnexeVpar i toute courbe de Jordan divise

chaque domaine sur
8 en 2 parties. Exemple 3V1a sphdre. Contre-exemple & le tores

A.
§ 3.~ Théorie des revétements

Ael.- Position du probléme. Soient 81, 82 deux surfaces de Riemann, g une applica—

. A A A 2 Y A .
tion continue de S1 dans Sz, {Sff1}, {Sz,fz} des revétements de S1, 82, existe-t—il

A A

une application g de S, dans 82 telle que l'on ait ¢

1

A
(1) gof1=fzoga

Localement g est bien définie g

A F 9 3 A
— Soit p, wn point de S, et V, wun voisinage de p1 tel que f1|‘ soit un homéo—

1 1 V1
morphisme de Vi sur f1(Vi) = Vi.
. o > ""1 S *
- Soit P, = g(p1), Vé un voisinage de P, et Vé cf (Vé) tel que lev soit un

2
homéomorphisme de Gé sur Vé.
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N _ A Ay A =1 —
Alors g = f2 ogo f1 est définie sur un voisinage de P, 4 savoir V,‘ = V1 n f11(V1ng 15)

Adiaste Définition

A rY A A A

Soit Vi un ouvert de Sﬂ, une application g @ V& ——4-82 est un reldvement local
de g si la relation (1) est vérifide.

A.1.2. Proposition

A N -~
Chaque point Py de S1 posséde un voisinage V} dans lequel on peut définir un

relévement local de g.

A.1.3, Etude des reldvements locaux de g

PN oAy A IS N
Soient VH et V§ deux voisinages de Pys 8y et g% les relévements locaux corres—

A A
pondants. S'il existe une suite de points {pn} convergeant vers P, tels que

A A A A A A A A

g1(pn) = g;(pn) alors g, et g% coincident sur un voisinage Vg de p, ceci résulte
A 3 A

de la construction de g4 et g% et de leur continuité en Py - Il en résulte donc une

relation d'équivalence dans ltensemble des relévements locaux de g au voisinage des

A A A

A &_
points de S1 g4 n)g%¢==$ HV? voisinage de P, ou les fonctions coincident,

A.1.4. Définition. Une classe d'équivalente est un germe de reldvement de g.

A.1.5. On a vu (chap. II, § 4) que 1'ensemble des germes de reldvement peut 8tre muni

d'une structure d'espace topologique séparé feisant de cet ensemble une surface S é&talée

A ~ A A~

suy 31 par le projection £ ¢t S —~—p 81 qui envoie un germe en p, sur P1o
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est un revétement de S

! & une application

A.2, Théoréme. Si {Sk ’ fk}k=1,2

continue de S1 dans 82 et si 81 est simplement connexe, il existe une application

~ a ~

g 81 —_— S2 satisfaisant & (1) (g o fJ = f2 0 g)e

Y
Démonstration. Si K(p1) est un germe de 8, il peut &tre prolongé le long de

A A ’
chaque courbe p(t) de S1 (démonstration déja vue). On peut donc appliquer le théoréme

A
de monodromie & S, simplement connexee

1
A.2.1. Corollaire. Si {Sk’gk}k=1,2 sont deux revétements de la méme surface S et
A P A A .
si S1 est simplement connexe, il existe une application g de S1 dans 82 telle que

£

A A r
{81 y g} soit un revétement de S, et fz og= ij

2
Démonstration. Prenons 81 = 82 =8

g = 1'identité dans 8.

A A

D'aprds le théortme (A.2) il existe une application g & §

1 — S2 vérifiant

A A A
~ A
go f1 = fﬁ = f2 o g Il en résulte que { S1 9 g} esﬁ un revétement de 820

»

A.3. Définition. Deux revétements Sk s L d'une surface S sont isomorphes
—_— k k=1,2
A

Y

A
s?il existe un homéomorphisme g de S1 sur 82 tels que f2 og= f1.

A A
A.3.1. Lemme. Si {Sk ¢ fk}krﬂ 5 sont deux revétements de S et si S1 et S
=1y

A

2

. A A
sont simplement connexes et connexes alors {81 9 f1} et {Sz 9 fz} sont isomorphes.

.y

Démonstration. S, est simplement connexe, d'aprés le corollaire (A.2.1), il existe

1
~ - » o & A A
g Sﬂ ----,-S2 telle que {81 v g}. 80it un revétement de S2 or Sz est simplement
A ~ ~
connexe d'aprds le corollaire (141 § 3 chaps II) g est un homéomorphisme de S1 sur Szo

Il en résulte que chaque surface posséde au plus un revétement simplement connexe & un
isomorphisme preés.
A
A.3.2. Définition. Si {S v f} est un revétement de S ol S est simpkment connexe,

on l'appelle le revétement universel.
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B.~ Revétement universel

B.1.- Théoréme. Toute surface S connexe posséde un revétement universel.

Démonstration. Soit P, un point de S8; p un point de- S, ’01 et 02 deux cofirbes

de S joignant P, & p. On définit dans 1'ensemble des couples (Pyc)p e C courbe

s?

joignant P, % p, une relation d'équivalence

(P’C‘i) ] {p,@z) si et seulement si 01 et CZ sont homotopes (01 %Y 02).

A A Y
Soit 8 = {p = EP,C]} p est la classe d*équivalence d'un couple (p,C).

a) Construction d'une topologie sur S

- Soit V wun voisinage simplement comnnexe de p (il en existe) par définition

v §={§}={Eq,01ﬁ qev, C‘@""C*Ci}

C! est une courbe joignant p & ¢ dans V. On définit bien ainsi

1
C A
, un élément de S 3 en effet si 02 =0 4 Cé olt Cé est une courbe
joignant p & g dans V alors Cé N C% done C +sz 7~y C 4~C1f.
A .

A

-~
Un ouvert'de S est réunion quelconque de tels voisinages V.

A FY
b) Soit £ 3 S —» S telle que f£(p) = p. Alors chaque point de S possdde un

A

F3
voisinage V tel que f_1 (v) = U Va ot f est un homéomorphisme de Vu sur V.,
G

Démonstration. Soit V un voisinage simplement connexe de p. f~1 (p) = U [(p,(}a)]
’ [+ 4

ol C, est une courbe joignant P, & p. Pour @« fixé, posons

r.s _ e _ "7 ‘n - 2 . t ) . e
‘V’a = {qm.. {q,Ca} /COL = Cyt 01 ol ('J‘a est une courbe joignant p ¥ g dans V}.
i) £ (V) D U V évident
: &
_1 &~ £ “1 A
ii) £ (V) ¢ U V, ¢ soit g ef (V) alors g = [gq,C)] ot q appartient & V
o
et € est une courbe joignant P, a q.

Soit C% une courbe dan§ V Joignant p & q et soit CO‘.:C: C;. Dans ces conditions

Cq+Cl A C-Cl+Cf MAC (voir note) done [(a,0)] = [(a,c + c;)} ot q e Vg

iii) 8i a#p alors Vg, N V= d.
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N

. A A A -
Supposons qu'il existe q € V 0 Vﬁ alors q = Eq,ClB = [(q,G;)] done C;ai 01

A

clest a dire Cm-i-Ci R Cﬁ-l-Cé avee C! asC! (p et ¢q sont dans V simplement

1 2
connexe). Il en résulte que Cy ™ Cﬁ(voir note).

NOTE.~ Ces propriétés sur les courbes homotopes résultent du fait que pour toutq courbe
C dforigine Py d'extrémité Pys la courbe fermée C — C est homotope & la courbe {Po}
réduite au point P,*

Démonstration. Ctte [0,1] —s f(t) € C

€t tef0,] —»r(1=t) e -C

c
/ ' g(t) = £(2¢) Dt

p ¢ -0t g(t)efo,]
g(t) = 2(2 - 2t) ¥ ¢t <1

, £(2tu) ogtgd
pour Ogug¢i posons F(t,u) =
| £(2u-2bu) "RLRL!
or F(t,u) est une application continue de [b,‘l] X [0,1] dans 8.

F(+ ,0) =
’ {2o} F(0, u) = £(0) = p

F(t,1) courbe (C - C) °

F(1 ’ u)‘= £(0) = PO

 F(4,u) traduit la propriété d'homotopie.

c) g est connexe
Soit - ;;:‘[(p,c)] od € est définie par 1'application i
t e [0,1] — p(t) p(0) = p, p(1) =p.
Pour 0 € % ¢1 soit Cp= {p(t) 30 <4 St}.
;(’t) = [t} , C‘t)] | ;(t) a6finit une courbe sur § joignant
;o = [(Po’co = p(O))] ) ;., On a d‘autre part f;('t) = p(T) done ;(?:) est le reldvement
de p(t) & partir de P,

s

A ,
On peut continuer 8 1le long de toute courbe p{t) & partir de P,



A
d) S est un espace topologique séparé.
] .3 A F Y
Soit P, et P, deux pouﬂ;s de S = Bp1 P C1)]
[(Pz H Cgﬂ

A
il existe des voisinages disjoints de P, et Py» donc de P, et P,

k)
ey
f

i

Py

S

so

si p, £,
i = m i ¥ »

si p =p,=p P, # Py entraine gue C? n'est pas homotope & Cz.

S

ry A
Soit V wun voisinage simplement conmnexe de 1p, ‘V’1 et V2 les voisinages de Py e% Pye

Y

Montrons que V, N V2 = @.

1
A A A #
¢ : = ) = P
Par 1'absurde 3 soit g e,Vi N Vé t g ﬁqﬂ, C."8 + Cgﬂ qu, 02 + Czﬂ
' - § ¥ ¥ ot : : :
done 4y = dy 01 + 01 N 02 + 02 or 01 Y C2 done %N 02, ce qui est contraire

& l'hypothdse.

C.~ Groupe fondamental dfune surface s

. _ a ‘
Cefo— Définition. Un automorphisme d'un revétement {8,fl! d'une surface 8 est un
Meiinition ’

A Fy ) . FN
isomorphisme g de S sur S telque f o g =2, (Les automorphismes de S forment un

groupe) .

A -~
Ce2.— Lemme. Si g est un automorphisme d'un revétement {S,f} ot ‘8 est commexe.,

A P LY
et si P, est un point de 8 alors g est débterminé par son action sur P, -

A A

A & A
Démongtration. Soit py un point de S et € wune courbe joignant P, & Pye Soit

C 1a projection de 6 sur S et 8* le reldvement de C & partir de g(go) alors
1'extrémité de 8* est g(;1).

€.2.1.~ Corollaire. Si un automorphisme posséde un point fixe, c'est 1l'identité.

Ce3.~ Lemme. Le groupe d'automorphisme g} - du revétement universel dfune surface 8§
connexe est en correspondance biunivoque avec les classes d'homotopie des courbes d'origine
et d'extrémité P, point de 8

Démonstration. Soient p, un point de S, g un automorphisme du revétement universel

A
{S ¢ f} de S.
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4 =
Soit P, € £ (po)-
E. .3 ~ N
p, et g(po) déterminent g car S est connexe (lemme C.2)., Soit C une courbe
-~ &
joignant P, a g(po) t sa projection C sur 8§ est une courbe fermée d'origine et
A k.3 A A~ A
diextrémité P,- Soit C1 une autre courbe joignant P, % g(po) H C,‘ et C sont
£
homotopes (8 est simplement connexe) done '(.31 et C sont homotopes ¢

» 4 un é1ément g de 9, on peut donc faire correspondre la classe d'homotopie d'une courbe

A A ~
C, projection d'une courbe C joignant p Y g(po).

ge% —g—sy [(C)} .
L'application est injective, en effet
\ ~ g P Y N - )
si g#g alors g(po) # g(po) done C n'est pas homotope & ¢ (sinon par
monodromie € et C seraient homotopes sans avoir méme extrémité).
L'application est surjective
A . .Y
Soient C une courbe fermée en P, et py un point de 8.
Définissons g(pl) g

- g(p, ) - A A
0 Soit 01 une courbe joignant P, & Pyy de projection C1 sur S

A .
-g(p,l) est l'extrémité du reldvement de la courbe C + 01 & partir
s '
de Pye

?O. : P (C)

~ A _
Justification s g‘(p‘l) ainsi défini est indépendant de G1. Soit 02 une autre courbe

joignant P, & Pye

A ~
8 est simplement connexe donc sz 0’1 done C + 01 ~y C + 02‘ Par monodromie il en est
de méme des reldvements & partir de Py

N A A S
En particulier le reldvement de € est une courbe € joignant pé 4 g(po)‘

A toute courbe C on fait correspondre un a,utomdrphisme ge
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C.3.1.~ Corollpire. Les classes d'homotopie des courbes fermées en deux pointsy dtune
surface connexe sont en correspondance biunivogue.
En effet, si P, et Py sont deux points de S on a't
RCO)] e g e% S BC_'}.
C.3.2.~ Corollaire. S8 est simplement connexe si et seulement si g se réduit &
1'identité. 8 simplement connexe &= il existe une classe d'homotopie &P il existg un

seul automorphisme qui est l*'identité
C.4.— Définitions

C.4.1.— Le groupe % dtautomorphismes du rev8tement universel de S s'appelle le

groupe fondamental de S.

Cedo2,~ Soit % un groupe d*homéomorphismes dtun espace topologique X. Pour tout
point p de X op définit B, L1'orbite de p sous (2,
E= )}
{g(p teg |
C.4.3.- Le grc;upe g, est discret si tout élément g de % distinct de 1'identité

n'a pas de point fixe et si chaque orbite est un ensemble discret dans X.

Co5o~ Lemme. Si {é ‘, f} est un revltement de S, 1le groupe (%( des automorphismes
de {é s f} est discret.
1. Tout élément g distinct de ltidentité n'a pas de point fixe (sinon g est
1tidentité)
2. Soit ;eg ef E 1torbite de ;. P = f(;) donc E cf ' (p) {é , f} est un
revétement de S, il existe un voisinage V de p tel que f-1 ) = l&) Goc et
A

A
fl{; est un homéomorphisme de V, sur V donc Vm ne contient sucun sutre point de

f-1(p), donc de E. E est discret.
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Remarques.

A

A
Ce5ele= Si S est simplement connexe alors E = f—1 (p). 8i p, € £ 1(P)9 il existe
- » A ~ r .
g e(% tel que g(p) =p, ten effet, soit C wune courbe joignant p & P, et ¢ 1la
A .
projection de C, & la classe d*homotopie de C on fait correspondre ge %/ tel que
A ”~
g(p) = p,.
est A
C.5.2.—~ Si SVune surface de Riemann, {S 9 f} un revétement de § avec la structu-
Y ~
re conforme induite sur S alors les automorphismes de S sont des transformations confor-

mes s en effet, localement £ et f-.qe sont inverses, l'une de 1'autre, analytiqueg donc

g est analytique donc conforme. (fog = f£)

C.6.— Lemme. Soit % un groupe discret de transformations conformes du plan complexe
dans lui-méme, alors % est'l'un des trois groupes suivants @

1)%:@%

2) (%={glg(Z)=Z+nb n =0, H, ... 'beC}

3) %= {gig(Z) =Z+nb+nc mn=0,+, +2... b#£O ¢/b non réelj

Démonstration. Ces trois groupes sont discretbs (évident).

Soit g(Z) une transformation conforme du plan dans lui-méme sans point fixe, alors

g(Z) est une transformation analytique, bijective, done g(Z) = aZ + b.

a =1
g(Z) =Z =pZ =0aZ +b =—=—p (sinon g(Z) aurait un point fixe)
| b £ 0
donc g(Z) = Z + b,
Soit ® 1l'orbite de l%'origine sous E=1{b
& % {}geg,
E est discret, il n'y a donc qu'un nombre fini de points de E dans chaque domaine
borné du plan 3 si E= {0}, sinon i1l existe w1 # 0, w1 appartenant & E

tel que g(Z) =Z + b e%%lbl),[w”.
Supposons que % ne soit ni de la forme (1), ni de la forme (2), alors il existe

ge% (donc b e @) et ’b;émw1 (m entier).
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Soit w, € E, tel que |w,| ¢ Ibl v b;émwjﬂ; z+beg,

*2 # Aw,g avec A réel t en effet, si v, = M\r,a il y gurait un élément entrg O

et vy goit (wz - mow_l) pour m convenable qui appartiendrait & E, d'ol la contradic—

tion.
W, :
w, # Aw, donc —= nfest pas réel et mw, + nw, € E pour m,n enbiers.
2 1 v, 1 2
= . t -
Montrons que E {mw1 - nwz}m’n eN Bn effet, ll'ensemble {mw1 + nwz} F

forme un réseau de parallélogrammes. Soit b € E et bo le sommet du paxia.llélograme le

plus proche de b, alors si b ;é bo il existe w3 G,E tel que §w3{ < iwz\ ce qui

contredit la définition de wza

‘§ 4.~ Classification générale

A

1. Théoréme. Soit S une surface de Riemann connexe, {S,f} le revétement universel

de S.

vy

1) 8i est elliptique alors S est la sphdre

2) si § est parabolique, alors S est ou bién a) le plan
b) le plan moins ltorigine
¢) le tore plat.

1.1.— Corollaire. Pour toute surface S, disbtinctes des quatre citées dans le théoré-

. . &
me 1, le revétement universel est hyperbolique (S est le disque unité).

Démonstrations Soit g, le groupe fondamental de 8.

@ g ellipti@ue. § egt simplement connexe et elliptique. g est la gphére de
Riemann. Les transformations conformes de é sont de la forme 2 —s g(Z) = %;%
g(Z) = 2 donne 1 ou 2 points fixes sauf si g(Z) = Z, donc (3 = {id}.

Pour tout point P, de 8, :E‘m1 (Po) " ne contient qu'un point et S8 est 1'image

»
conforme de S.

S est la sphdre.
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A

C) S parabolique et simplement connexe est conforme au plan complexe.

D'aprds le lemme C.6 § 3, il y a trois possibilités pour le groupe fondamental qa,
de 8.

a) %}' = {id} alors 8 est le plan

b) % = {Z — g(Z) =2 + nb} alors S8 est conforme au domaine 0 < |lw} < o
(le plan moins l'origine). En effet, un point p de 8 s'identifie d l'ogbite E= f-1(p)

218

Z= {g(f.—-‘i (P))}g e (%/ = {z + nb}n eN ° La transformation 2 —e—» W = e b du plan
sur le plan moins un point réalise la projection de g gsur S. 8 est conforme au plan
poins un point.

c) q% = {Z — g(2) = Z + mb + nc}
g est le plan complexe et tout point p de 8 s'identifiant & l'orbite E = f—1(p) on
8 S= §|g}, (du point de vue conforme) or l'ensemble quotient §lg} est le tore plat
(ensemble des points d'un parallélogramme construit sur b et ¢ dans lequel on identifie
les c8tés paralldles).

S est le tore plat.

1.101.-‘Remarque. Pour tout autre surface de Riemann 8 on a toujours la représenta—
tion 8 = gl@%r oh. g est le disque unité |2} <1 et é} un groupe discret de trans—

formations de S de la forme

N A 7
i
g(z) = e 2

EZOE <1,
1-2 Z

o
1.2.— Corollaire (théordme de Picard)
Une fonction méromorphe dans tout le plan et non constante prend toute valeur complexe

avec au plus deux exceptions.

Démonstration. Soit g(Z) wune application analytique du plan dans la sphére. Supposons

qufil existe trois points exceptionnels (trois valeurs complexes qui ne sont pas prises par
la fonction).

Soit D=S = {3 points} g est une transformation analytique du plan sur D.
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Soit {S,f} le revétement universel de D.
D n'est équivalent (m8me topologiquement et & fortiori conformément)d aucune des 4
&
surfaces du théordme 1, donc 8 est hyperbolique, c'est & dire conforme au disque unité.
. L (§3.4.2)
Soit g wun reldvement de g dans S w = g(Z) est une application du plan sur le

disque et g(Z) = f o §(Z), g analytique, et bornée dans le plan est constante, donc g

est aussi constante.
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Deuxitme partie

Chapitre 1.-

1.~ Définition du plan hyperboligue

(ou modele de Poincaré de la géométrie non euclidienne) c'est le disque

|z < 1 muni de 1la métrique riemannienne définie par

Lot giﬁ[}'__zl'z‘ﬁf Ti3

1.2 soit Z(t) une courbe differentiable 'te{ﬁ,, b]. Sa longueur hyperbolique

est J 3 |dZ ldt
1-|z|

2 .~ Lemme

., %L - 17
2,1 les transformations de la forme w = o 0_ sont desisométries du plan
1 -2 2
o
hyperbolique.
démonstration
~ (1) est une bijection sur |w| =< 1
— montrons que |w‘<< 1
(z-2) (Z-2) 1zl - 2% -2z +|z]
|w|2 - 0 0 _ ) o 0
(1-2%) (1 -Z2) 1-% z2-2 Z+]z2]2z?
o 0 0 o o
2 2 2] 12
, - lad? =z |2 el 2]
1 -1wl® = — o_ 2 5T T3
1-% z-2 %+ |z %]z
0 o )
2, 2
, -1z a-lz19
2,2 1 - |wl® = >0

1 -z% %
o]
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done Iwl=<1

- w(Z) est une bijection 3

io
w+ e Zo ‘
Z = T — Vjv lwl <1
e - W ZO id,
car — >1
Z
id °
da ¥ + e Zo .
Z=ce = qui est de la forme 2.%

1-we Z
o

b) la longueur de toute courbe est conservée par 1l'application Z —> w

dw dw dz 1 (z - zo) Eo
|- 15 & =

| &
— +

2
1 -z |

R e
dt

1-272Z (1—22)2
[+] e}

2
1 - Z
(1 -2 2)

en rapprochant de 2.2 il vient

b b
2 jdw ’ J 2 !dZ l
—_— ] 3t = e —1 dt
Ja 1 - ‘w'z dt a 1 —~ |Z|2 dt

3.~ Lemme de Schwarz-Pick

3.1 soit w = f(Z) wune application analytique de [zl <1 dans vl <1,
La longueur hyperbolique de chaque courbe est réduite sauf dans le cas ol
£(Z) est de la forme 2,1

démonstration

I1 suffit de démontrer que si #£(z) # 2.1

Vzo |z0]<<1 v, = f(zo)
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, 1 dw 1
302 —es alezz < —

1 - lwl 1~z
o ) )
soit Z(z) et W(w) des transformations de la forme 2.1 telle que

Z(zo) =0 W(wo) =0

£(z)

Z
Z(z) et W(w) étant bijectives

W = F(Z)F = Wofoz_1

F(0) =0
appliquons le lemme de Schwarz
-~ ou F(Z) = elb Z donc f est de la forme 2.1

- ou |IF(0) <1

W et Z étant desisométries

1 dw aw ,
. 2.13d% =] at '(wo = 0)
1 - lWl

[+

1 dz. az
—_— ]| = (z =0)
1 - |Z:O|2 at dt 0
av | ey _law , az

'az-o—l““ lw /al <
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1 | dw

donc —3 lEE_

1 - lw I zZ =z
o o o

3.3 Corollaire

toute transformation conforme de |zl <<1 sur |wl<<1 est de la forme 2.1
sinon la trangformation et son inverse n'étant pas de la forme 2.1 rétrecissgnt
la longueur hyperbolique.
4+- Lemme

les géodésiques du plan hyperbolique sont les cercles orthogonaux % |z] =1

démonstration

soient z et z, deux points du plan hyperbolique, cherchons une géodésique

passant par z, z,

ie 2 7 % _

soit w=e telle que z —3y w=20
1 -2z 2 °
° z, — w(z) réel >0

= c

NB = w(z) conserve les longueurs, donc on peut chercher & minimiser la longueur
de la courbe w(t) joignant 0 & ¢ w(t) =w(a) =0
w(b) = ¢
, 2 2 .
w=u+ iv [wl® =1ul u(t) est une courbe joignant O & c.
1 5 > 1 5
1 - |wl 1 = |ul

‘dwzlgz‘gg_
at dt
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b b
2 du 2 du
j 2 l i dt } ———g -é-%*-l it > “'f““"é' E% dt
Ya 1 - ful a I-uw
\C
2 1 Tewuy;
= , = |log :
= doq - u2 T+ u lO
égalité si lwl = lul donec v=0
du l__ du
at 1

at

w(t) est le segment de l'axe réel LO; e|l donc z(t) est iiargfcercle orthp-—

gonal & Izl =1 passant par z, et =z

1 o

5em Leme

5.1 le plan hyperbolique est une surface compléte.

démonstration

Soit z(%) 0=+t =<1 une courbe qui tend vers la frontidre

i
Soit 2z = re ¥

==

®
i t dt > J 2 5 dr > + @ guand B—3 1 c'est-a~dire quand
17 |Z| 01 -1

T o——y 1

5.2 rappel : la courbure de Gauss K d'une méirique riemanniene de la forme
g.. =l2 §.. est K:h_élg;g.l.
ij ij 12

6.~ Lemme

la courbure de Gauss du plan hyperbolique K = -1

2

- log A = log 2.log (1 - 2 Z)
1-2 2 k ‘

A log A= 4(1og7\)z 5
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(1og))z = .-.-g.._:
1 - 22
; -
(log A)Z 5 = - + ZZ — = ! —
1 -2 1% (1 -2 2) (1 -2 2)
Ko -4 1 — X (1 ~4Z Z) - - 1
(1 -212)

7.~ Théordme

7.1 sur toute surface de Riemann S, il existe une métrique riemannienne telle
que la structure conforme induite par la métrique coincide avec la structure
originale ; on peut choisir la métrique telle que la courbure de Gauss soit
constante.

démonstration

Soit {S, f} le revétement universel de S
1¢ S = sphére on prend sur S la métrique canonique classique, c'est-a—
. . . 3 s . .
dire celle induite par son plongement dans R, Par projection stéréographique

on trouve la forme de la métrique correspondente dans le plan ; nous avons vu

(chap'I)
2
by = () £y W A=—E. P
LA P J 1+ 1z1° 1+2%2
Kz""é']%g”} AIng=T—'—‘i“"":—"2‘f d'ou X =1
A (1 + 2 B)
2¢ 8 = plan muni:- de la métrique euclidienne K = O
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A "

A
Soit V un voisinage sur 8§ £ =V ey V
Soient p et q€V pet §eV tels que

p = £(9) q = £(4).

On pose d(p. q) = d(p. §) car §1 et q1 sont tels que fk§1) =P
£(4,) = 4q
ﬁ1 et Q1 appartenant un méme voisinage de S, on passe de P & ﬁ1
par un
R
automorphisme du plan, qui conserve la distance euclidienne.
donc d(ﬁ1, Q1) = d(p, §).
3¢ 8 = disque unité muni de la métrique hyperbolique K = - 1
» id.z—zo :
On fait le méme raisonnement avec les automorphismes de S ¢ 2 =e  ———— qui
1 -2z12
0

conservent la distance hyperbolique. .

8.~ Théordme de Picard (démonstration de H. Huber)

8.1 soit f(z) méromorphe dans 0 <<lz! <<§ supposons qu'il existe trois valeurs
qui ne sont pas prises par £(z) ; alors f(z) peut 8tre définie & l'origine
telle que f(z) soit méromorphe dans |zl <CT§

démonstration

f est une transformation analytique & valeurs dans la sphire ; montrons qu'on

8

peut la prolonger & liorigines,
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f est un hgméomorphisme local du plan (Z) sur S, donc pour chague paint

A

) : . -1
P, de S, il existe z, de S et un voisinage V de D, tel que £ (V)

A

soit un voisinage ¥ ae Z e En prenant V pour coodonnées locales dans V

on définit la métrique riemannienne gij = Jij' C'est indépendant du choix de

A A

~1 —1
z € f (po), en effet, deux voisinages V et V1 dans f (V) sont transfor-
més 1l'un dans l'autre par un automorphisme de § ¢'est—a—~dire par une tranala-

tion du plan qui conserve la métrique euclidienne. On a défini une métrique sur

S, 1localement euclidienne donc¢ K = 0.
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A

Soit D = domaine ¢ la sphdre moins les trois points. D revétement un%g?r-
sel de D,
De—s vl <t
a) si P(z) — P, quand 2z —3 0,
Soit - <p¢ une carte normalisde i pc. %L-’i {:f(z}] & une singularité qg?on
peut enlever & llorigine ; f£(z) est méromorphe en 0.
b) £(z) 4>»p quend -z —>0.
I1 existe Vi i=1,2,3 voisinages des trois points de § - D tels que les
’ '\-Ti soient disjoints, et tels que
Ve >0 33z 0 <lzl <& tel que‘Af(z)GS-—UVi
en effet, si cela n'était pas 3
V{Vi} d€  tel que s kf-{0<[z‘<€} — QVi
or {O<lz‘< (—:} étant connexe 33 tel que ¢ {0 << |z} <“\'E} C X}
done f(z) — pje Vj quand z —> 0 ce qui est contraire & 1'hypothdse, donc
da + z =0
f(zn) ¢ vy,
or 8 - UVi‘ est compact 3 done 1 une suite pdrﬁielle zp telle que f(zp) ‘

converge vers un point P, Po?{ UVi

Soit p = @ [W] wune carte normalisée & P+
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Qo = {izi <R} —w> V  voisinage de Py
I1 faut démontrer que Je =0 tel que
£ s {0<izi<e-—> v}
. e -1
On peut alors enlever la singularité de @, [f(z)]
Le revétement universel de A= 0 <c|z| «—§ est le disque, On a sur A la .
métrique hyperbolique induite par la projec‘tion du revétement’ universel |wl <1
sur Z\. Soit d(pi ;pz) la distance de P, et p, pour cette métrique. Soit
P tel que {p, d(p, p0)< ?} cvV
3 et - <!
N tel que n =N ==3 4 f(zn), P 3
Soit Cn le cercle lzl = ‘zn‘. Nous voulons calculer

Pn’ son périmétre pour la métrique hyperbolique. La disque unité est conforme

au demi plan supérieur

_!:"lg

ot L= B+ i-Q',.

2 az 1
1 - I.le d'; 7
zZ = elgg définit le % plan n=0 comme rev&tement universel du domaine
=< IZi <.§ .

zl = e_’q’f dtodt M = - log -‘-?_—l-.
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la longueur ‘en =

]
(@]
«:‘___
g.
____*‘"_‘
-8
o+
H
s
N
—-—
Y
Y
¥

0 log
_ o 2lT
z

quand z -—30 £ —o0
n n

donc B_No tel que n>No == eﬁ<

(ST

Soit w = %(Z) le reldvement de £(z) aux revétementsuniversels.
D'apres le lemme de Schwarz—Pick, toute longueur hyperbolique est diminuée.

-‘-,-2 pour n/>,.N0

Donc 1'image de Cn a une longueur <g
Ly

et d|f(z) f(z)|<= VzE€cercle C .

n 2 n

Donc n=>=>N

— aft=), p ] <y

n>N
o
En composant avec Qa— nous obtenons une courbe contenue dans IW l <ZR.
Le principe du maximum entraine que l'image de 1'anneau ' +1‘ l [z |

par (Pd'—’ [f(z)] est contenu dans | W<<R. pour tout n =N, N(-’.

Donc (POL-1 £(z) & une singularité qu'on peut enlever,



Chapitre 2.~

. . n
Théorie des surfaces daens un espace euclidien E

§ 1 Généralités
1+~ Définition
1.1 Une surface S est une transformation différentiable X(u) : D —>E~ ol
. . 2
u = (ut, uz), X = (Xﬁ,..., Xh) et D est un domaine de E
1.2 S est régulidre si l'application ~daX est injective. Soit M = (mij) la
matrice d'élément mij = e  i=1,ees, n =1, 2.

- On & les équivalences suivantes :

régulidre{==) M de rang 2

1.3 8
, = 3X 98X ey,
1.4 S régulidre{==) Les vecteurs —, —— sont indépendants.
—— au_‘ 3u2
1.5 S régulidrel{=) il existe deux indices i, j ; i< j tels que
9(X,5X)
1 J ;é 0
Qiu1 u25
1.6 S régulidre (=== EE; A QE-
- 3u Ju
1 2
1. S régulidrele==) det G>0 o G = MtMo
AX, ,X )\ 2 12
i775 X X
En effet det G = Z ( ) = | — A S
i=3 3, yu,) du, 8y,

2.~ Changement de coordonnées

| . o
Si u(¥) est un difféomorphisme d'un domaine D de E sur D, la surface

" ,
S dérfinie par X [u(ﬁi} H appartenant & D est obtenue par changement de
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coordonnées.

QXi 3Xi auj
et so==7] 5 55
k J J k

P U= (u. ) ! M = M.U
osons = uij ui,j =57 = M.

v
2.1 S régulidre{==> S régulidre

En effet : u(U) est un difféomorphisme donc det U £ O

o
- - twuu=tveu

det G = det G. (det U)2
2

)

2.2 det G = det G.

~ ~
a(u1,u2

3.~ Aire d'une surface

3.1 on définit l'aire de S par l'expression j‘r Vdet G du, A du,
D
3.2 1l'aire d'une surface est invariante par changement de coordonnées de jacobien

strictement positif.

¥ v oW 9(u1’u2) ~ ~
aire de S = J‘J Vaet & ad, a¥, = Sj Vdet G ———=- du, du. si on
suppose que u —>» % est un difféomorphisme conservant lforientation du plan,
a(u su ) a(u ,u ) .
on a @ ——;L—ji-:>0 et Jj Vdet G ———l——g— au, du. = cfj Ndet G du, du_.
Y ~Noow 1 2 1 2
ok, ,8,) B (8, ,T,) D

4 .~ Courbe sur une surface

4.1 une courbe X(t) ast<b est sur une surface S§ si pour chaque to, il

existe ‘uo, de D tel que X(to) = X(uo).
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I1 peut exister plusieurs u tel que X(to) = X(uo), mais 1l'application
u —> X(u) est localement injective donec localement 1'application to —>u est
injective.

A chaque courbe differentiable XQE) correspond une courbe differentiable
u(t) dans D telle que X(t) =X [u(t)].

b
4.2 on définit la longueur de le courbe : L = J X1 (+)] dat
Y

X{(t)
ol X'(t):(; )
Xﬂ(t)

soit E:.(E1> o E =ul(t). i=1,2
‘Ez

2 t

alors X'(t) = ME lxi' = fGg. G= (gij)

b
ona ! L= j "% Gg at

a

b
t U
U = P u, ¢ M= i
E GE Z;} glJ ?; ué d'odr L ja glJ ui ué as

4.3 Changement de coordonnées

n
du,
1

~N
On a : Ei = a%-

i=1,2,

~

dui Qui duj ~
C-w Lo m & E-UE
J=1y J

t 4, .~ ~ t~v t ~ ty 0w
EGE= "(UE) GUE= "E " Uc UE="EGE

La longueur d'une courbe est invariante par changement de coordonnédes &
jacobien positif,

tE(;E est la premidre forme fondamentale
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5.— Plan tangent en un point d'une surface

5.1 le plan tangent T 1 en un point de S est le plan engendré par les vecteurs

9X X
—_— —
au1 au2

2:2 le plan tangent contient le vecteur tangente & toute courbe X(4) sur la

surface

’. s L] .L 3
5.3 on définit TT 1'espace supplémentaire orthogonal au plan tangent TT &
S. Il est de dimension n.2

On l'appelle espace normal & S. Un vecteur N de | | est un vecteur

normal a S,
. 2 : . 4 ,
5.4 8i X(u) est de classe C° on introduit pour N~ de T les quantités

2 .
b, (W) = 2% i=1,2 j=1,2

ij auieuj

6.~ Courbure des courbes tracdes sur S

Soit X(+) une courbe differentiable de S a <t <b.

\/
s (%) -_-J |x @) a%.

a

X'(t) £ 0 donc s'(t)>0
s(t) est une fonction monotone croissante s(a) =0 s(b) = L. s est le para-
mdtre de longueur : s'(t) = |X'(t)]
: dt '
X'(s) = X' (%) = X'(s) et X'(t) ont méme sens

|x* (s)] = 1
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Ona:6d ) g uls) u;'i(S) =1

, & i
1,J=1,2 3 . 2
6.2 le vecteur de courbure de la courbe X(t) -est é‘ﬁ
ds

Soit p un point fixe du S : on considdre toutes les courbes de S passant

par p et leurs vecteurs de courbure au point p on e @

N S
ds . du, ds
i=1,2 i
a®x o ¥ y Ay . ox  adwy
d52 T3 Gui,auj ds. ds ¢ aui ‘ dsz
pour tout NSTT“L
a’x N - a%x , duy Ay
T2 T T L \Pu,,ou, s ds
ds iy i’
dui duJ
=710 ™ 5 5
1,]
= Y7 b, (W) Yy (&2
[+ P35 at ab ‘as
1s)

2 205y &
as® g;; g g, Ej

g(i i) ne dépend que du point p, bij ne dépend que du point p et de N,
]

.2
donce g~§, N ne dépend que du.point p, de N et du vecteur tangent en p.

ds

Z b, .(N) E. &. est la deuxidme forme fondamentale
=2 M Y T

Soit E = u'(t) un vecteur tangent domné, X{(t) 1la courbe correspondante.

‘Pour un vecteur N de 1_TJ“ donné on définit
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6.3 k (N) = Max LX. N
LEE S 3
E ds
2

6.4 k() = Min dX y

g dsz‘

k1(N) et k2(N) sont les racines de 1l'équation

6.5 det(bij(N)— rgy,) =0

2 |
0 = (dot g, )% —Qgﬂ by, (N) + gy, by (M) - 2¢, b12_(N))7\+ det b, (M)

si 1'on pose H(N)

k1 (N) + kz(N)

K(N) = k1 (N) -k2(N)

on & les formules suivantes

8y pp(N) '+ gy, By g (N) = 2 g, b, (W)

6.6 H(N) T T,

6.7 K(¥) —» 2ot by 0

6.7 = '&;‘{—'g';]f'—

bij(N) est linéaire par rapport & N, H(N) est une fonction linédaire de N

donc il existe un vecteur H de T"r'l'tel que H(N) = H.N.

6.8 H est le vecteur de courbure moyenne

L
Si (e,, LPPRER en.z) copstitue une base de | |
n~2 n~-2 n-2
N=7 3 wye; HIN) =771 n He) =N Q  H(e). e,)
i=1 i=1 1
n-2
donc H = Z;; H(ei) e,
- n-2
6.9 on définit la courbure de Gauss K = §;$ K(ei)
dans Hie1)_ k1(e1)+k2(e1)

Remarque : 6.10V1le cas od- n = 3 on définit la courbure moyenne 5 = 5
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X ,
ot e, est choisi de telle sorte que 2—-, 32{_, e, aient la méme orientation
1 9u1 au2 1
que E3.
X X
PRESENS  S-
ar exemple e, = ou du
P P 17 X, aX
8u1 auz
det bij(e1)
o1 e .
6.11 ona: K 35T g k1(e1) kz(e1)
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§ 2 Equations fondamentales de la théorie des surfaces

1.1 lemme
Si X(u), de classe 0" est une surface régulidre dans En, il existe au
voisinage de chaque point u,y un sysieéme de vecteurs ek(u) k=3, 4,0s n ,
m—1 ) 4
de classe C qui forment une base orthonormée de TT (w).
Ce sera une conséquence des théordmes démontrés ultérieurement.

1.2 notations

25—, 25—, €_j3ese © + de classe Cm_'1 forment une base de En.
9\11 3“2 3 n
On pose :
2 2 n
k k
(1-1) au, Qu Z;: ij uk . %;; aij ®x
Pe, 2 n
k oKX k
(1-2) = =7 le,. =—+7 'd.. e.
ous @ Wy i3 WOk

Ce sont les équations de (Gauss —~ Weingarten

2.~ Détermination des coefficients de la premidre équation (1-1)

On a de Pacon évidente

2
k 27X
21 8y = Ju;ou, kT bij(ek)
2 2
X X z::
2.2 eu,au. 5__ -
i ] m=1
2
si on utilise les symboles de Christofel fq.. = ;2—5;— . ok il vient
1J,k auiquj auk

2
m
2.3 rij,k=grij &k



En posant G = (gi;j) et G-"1 = '(,glJ)
2
m k@
z:rlg,kg -E[_‘ijgmkg
avec ke _ S
gmk g - m’e
2
N e
24 7o @ = Iy
k=1
_%X X
ij =~ su, oau

Par permutation circulaire on obtient les trois équations suivantes 3

(1) -—(g =1 .+_["jk,i

ou_ ij ik,
-2 =
-~ =
(3) . (g, ;) ["kj,i +* Dk
—_ 1
r [—.ij,k i,k d'ol
— ij,k 2 " 3u 2u 2u

2
. " k
'[i:iyk puis F‘ij=E'1'*.. g

m___1 1«] Qm

3.~ Détermination des coefficients de la seconde équation

2e. axX 2

i K i
2.1 5-11_‘]."5-{1;=ﬁ: ¢35 Sum

on & les relations suivantes 1

ijisky, = 1,2

107,
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g%— + 5 =0 Par dérivation on obtient 3
oe, 2
25;-'——i 9 X e, = 0 soit
su_ du, 2u_3du i
m J
oe
X .
3.2 2 4 22— p ()
== 3u auj mj 1
d'ol cl;.v= - bm (e.)
=1 J J
2
¢ Pm
3.3 °ij“‘z g bmj(e)
m=1
4 ,— Relations entre g, et b,
ij — ij
On a @
m
4 2 (azx )‘Z—:z oo 5%x +Z:2 L5 ox .S (abl;j(em)y‘e“{) ( )aem)
= ow \pupu./ - TiJ dweu e AU oy \ Yy 1y m oy
219 < > ( n n
ij m ar r X ijk
=2: +Z:F‘ ! +{ Y b, .(e) ———+Z:A e
1
r=1| % m=1 o Z;; eom Py =3 T i
r ar’zk Bfij é m. _r m I_,r
4.2 posons R, , = ——— = —% + (f\ r, -p.r )
i ikj Quj ?uk o, ik 7 jm ij * km
r la permutation de J t k ne change pas an donc
0 P o e e change p aukauieuj )

X N\ ok \
Uk

aX ‘
- 8 ses composantes nulles sur — r = 1,2 d'ol
eﬁi@uiauj‘v au}@uia du

2

n
r v r '
4,3 Rikj = é_3[bij(em) S bik(em) émi] et en tenant compte de 3.3
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n 2
. T s .
4.4 Ry = :(E g {bik(em) beilem) - bij(em) bsk(em)J

m=3 \ 8=
2 r
: R, .. = R
posons ikje Z;; ikj grE

on obtient l'expression du tenseur de courbure de Riemann

n
4.5 Rikje = é;; [bik(em) bej e - bij(em) bek(emi]
gij et bij ne sont pas indépendants mais sont 1iés par un systéme differentiel

du deuxidme ordre.

Exemple 3 calcul de R1212

n
Bi2i2 = mz:-:; (b12(em) by (eg) = byyley) bzz(em))
n 5
= :L;; (bm(em) - bn(em) bza(em» = = K det (gij))
dfou . . R1212
det ZgijF

l'équation de Gauss
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Chapitre 3.~ Surfaces Minima

§ 1.— Généralités

1.-1 Position du probléme

Soit X(u) wune fonction vectorielle définissant une surface de classe c”
lorsque u déerit un domaine D. Soit /\ un domaine dont 1la fermeture E est
contenue dans D. Supposons que l’aiﬁ;’de la surface X(u), pour u appartenant
4 /), soit minimum parmi toutes les surfaces qui ont la méme frontidre que
X{u) ;3 comment peut-on caractériser X(u) ?

Soit N(u), de classe Cm—1, un vecteur normal en chagque point de § et
soit ?(u) une fonetion numérique de classe ¢™  gans D.

Posons }“{(u) = X{(u) + R?(u) N{u) A = constante

&
X(u) définit une surface et l'on a t

_9;55_ X, %%(u 3N(u)

o = o ey N(u) + A ?(U) —--—-—-8‘1.
1 1 1 1
” o N X A oX oN 2
8ij = 8y * (M’(“) ou, bu, ¢ ‘PET;T'B'E> + A ey,
i 3 i
B..=g,. -2kgb, () + 2%
ij =~ Cij ij ij

~ .
1.2 det g ;- det g4~ 2 @[gn b, (M) +g,, b (N) ~2¢g, bn(N)]

+ a7\2 + blj + 034'
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det 513 = det 8y - 2APH(N) det g5 + arl 4 b'k3 + et

‘donc si A est assez pebit ¢ dét g > 0 == det §i >0

3 b

' e.r
Soit X(u) régulidre == X(u) régulidre
X .k
Vaet §.. = ] BN avec Bo =Vdét g,
ij s k ij
By =-QH(N) Vdet gij

On a

L4 ~
1.~3 ‘aire A =j A Vaet gij du1 Aduz

~ . f
aire A = aire A +‘A‘U‘A - ‘PH(N) Vdet gij du1/\ du2 Foan

X

3 =0 = O

X(u) réalise un extremun pour l'aire si (
Soit
T.AJJ‘A“PH(N) Vaet g ; du, A du, = 0 pour toute fonction P(u) s'annu- ‘

lant sur la frontidre de Q.

a) Dans R3 ¢ =1 on obtient des surfaces paralldles.

(-5?—%)1:0 =JjAH(N). do

b) 5i ¢ # 1 et 9=0 sur la frontidre, la condition 1.-4 est équivalente

4 H(N) = 0. En effet si H(N) est différent de zéro en un point u, de D

) b X
et pour un vecteur Ngo de TT (ugy), soit «yem une base de TT

,93 ’

sont de classe Gm_?

n
Onais N tg“‘k ‘ék(uo,‘)
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n .
et il existe N(u) = z:: nk(u)gk(u) dans un voisinage V du point u tel que
k=3 ‘

H(N) soit différent de zéro. Soit @(u) de classe ¢ telle que

¢(u) =0 pour uev
¢(u )>0
)
(p(u) = 0 pour uévv
~ .

alors A'(0) #0.

2.~ Définition

Une surface S est minima si H = 0, clest-a-dire que H(N) = O pour tout

vecteur N de l'egpace normal,

§ 2,~ Etude des surfaces minima sous forme non paramétrigue

Localement toute surface régulidre (Xj... Xn) peut se mettre sous une forme
non paramétrique (c'est—h—~dire que les n coordonndes sont fonctions de deux
P q

d'entre elles).

| (XX,
En effet : S régulidre(=—> Ji, j tel que ;—=—2 # O
o, u,)

I1 existe donc un difféomprphisme local (u1, u2)¢:=§ (Xi, Xj) qui permet

d'exprimer Xk en fonction de (Xi, Xj).

On suppose que XB,.. Xh sont fonction de X,, X, on a ¢

1 2

X, = u
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oX of, of
—a-;:!‘-' —-‘(‘, 0, ;‘;;“"00 ST

1 1 =1
oX 3f3 afn)
...SE.. :(0, 1, 5&—-,'-.. 30

2 2 2

n (afk 2 n af of n afk 2
11 o @ 1 12 3 au1 3u2 22 3 au2

Si (NB’ N4,,.. Nn) sont n-2 nombres choisis arbitrairement, on peut

déterminer N1, et N

2 de telle sorte que le vecteur N = (NT’ N2""‘Nn) soit

dans "rTl. En effet, il suffit de prendre

n Bfk ‘
13"‘1 ‘N, =- . L
1 = k Bu1
n af
N, = k
27 -7 N st
= k auz
N .
On a N-J*~§? et N‘l'ig'
au? au2
. n Bsz
= 3 :

N peut &tre choisi de n.2 fagdns arbitraires 1 Si (N%,... Ni)‘= N9
J=1, 2yies ne2 sont N.2 vecteurs lindairement indépendants, Ngﬁﬂet 'Ngiﬁ
2 x ” . J‘ . “ 'l' ;i » R
étant déterminés par 1.-~1 § les NY forment une base de T1 et N'(u) est de
-1

classe €%  si X{u) est de classe <"

Ona i
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2 ;
= 2. % fy asz 2 asz
T (1+1pl ) =2pq g+ (14lg} ) —5
, k=3 au2 ; 12 du,
1.-2 H(N) =
det gij
. ('Bf3 3fn)
ou P = "'—'—"on.i am——
au1 au1
(afB afn)
q = — % # @ e
ou, au,

'S est minima<=> VNETI H(N) = 0. Cette condition se traduit par un Sys-—

téme d'équations linéaires homogénes par rapport aux coefficients des NY i

2 Bzf asz 5 azf
1.3 pour k= 3,.esn ona: {1+ Ipl") 5 =~ 2Pq so= (v + gl ™)
aueu 2
au2 2 ‘au‘

On peut remplacer ce systdme de N.2 équations scalaires par une équation vecw—

torielle, En posant f = (fB,f4,..o fn)
On & 3 ’
2 2 2 2
- ) o 2 a2f | e
1.-4 0= <3 * ‘3%£i2) g - 2(§£“'3£" au ai + (1 M l ) -—g
2 2u] i T Ml R LRI

remarque’dans le cas ot n =3 on & une équation scalaire.

§ 3.~ Paramdtres isothermes.

“1,~1 Définition

Soit S une surface ‘X(u), les paramdires u, U, sont isothermes si

gii = 125;3 ot A=Mu). Dans ce cas G = 121 et 1a transformation du domaine

plan (ui, u2) dans S conserve les angles.

1.~2 Lemme

Si S est une surface X(u) de classe C', il existe un voisinage de
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chaque point u possédant la propriété suivante 3
I1 existe une surface & définie par X(u()), et obtenue par un change-
»
ment de parametre tels que ﬁ%, %2 soient des coodonnées isothermes sur S,

Donc pour toute propriété locale des surfaces on peut se ramener 3 des coor—

données locales isothermes.

Démonstration ¢ c'est l'application du corollaire (3.1. § 3 chapitre I premidre

partie) du théordme relatif aux équations de Beltrami.

as 5 2 dui duj

. ~ ~ .

Soit ® = u, + 1u2 ‘a% =P iZ;;1 gij 3t Tat
y j=

si g5 sont de classe, 01 alors z:: g Ci §j =

—u' -
N
L 14
- N
+
2 ¢
[\C 2]
—
i
e
.
[}
¥ 2 7 4
=)
r..aﬂ?‘

avec §.. = — 3
%ij T p2 Ty

En coordonnées isothermes on a les expressions suivantes @
2 ij
1.- = S,—-—- =—"S
3 gij A i == g .
f.-4 la courbure de Gauss K = -

b
1.-5 longueur euclidienne dfune courbe 3 J A’%%ldt
a

avec = u, + iu
C 1 2

expression de la courbure moyenne 3

2. (MV+b_ (M) ti. b, (N) | 2
H(N) = 2({)" . 22 ) = ] <bi,(N) = a{.f )
N A j su, uj




)
1.-6 d'ol Ax-_--’f.i»f-_’.;:nzn
3u1 au2

Conséquences

1.7 ZS(X)E_rfL si (u1, u2) sont isothermes

1.~8 les fonctions coordonnées Xk sont des fonctions harmoniques des
coordonnées isothermes si et seulement si X(u) est une surface minima.

1.9 X(u) surface minima{==) AX = O¢==) les coordonnées Xk sont des

fonctions de (u1, u2) a4 laplacien nul donc harmoniques.

2.-1 Pour X(u) surface paramétrique, introduisons les fonctions complexes

? o
?k(c)-:.s-l;;“l;ﬁ- ou c=u1+1u2

2
n o, n “IX 2 n 99X 2 . n an an
on a 13 é;; ?kKC) = é;;(sa:) - Z;:(;E;) - 2i Z:: ST 5o

By " Epp T 1By

Conséquences 3

2.-2 (u,, uz) sont des paramdtres isothermes si et seulement si

En effet 3

Si (u1, qz) sont des paramdtres isothermes ; alors 849 = 85y 815 = 0

donc ] | @i(C) =0
k=1

n
N 2
et réciproquement Z pk(C) =0 => 844 = 855 g.. =12
k=1

812 =
calculons i‘?k(?;)lz = ;n:(;%) i + Z:l:(;?f)z

2
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n 2
2,-3 (u1, uz) sont isothermes alors z;:}@kﬁg)} = 222 D
n 2
une surface est done régulidre si et seulement si ) lp, (O #0
k=1

2.-4 on a les équivalences suivantes ¢
'S est un surface minims (=) les coordonnées sont des fonctions harmoniques -
des paramdtres isothermes{==) ?kfg) sont analybiques.
2,~5 Théordme (probldme inverse)
analytiques
Soient (?1,... Qn) n fonctionsVd'une variable complexe { satisfaisant
aux propriétés (1) (2).

[,%3
11 existe tocalement une surface minima X{(u) (§= u, + iuz) telle que

1
(&) = ¢,@®)

Démonstration (§) est analytique. Dans tout domaine simplement connexe,
k Y

il existe une fonction @k(C) telle que
B =@
Soit §k(C) gh @k(C) on a
K (©) k(@) X (D)
-i
du

3 e, )

]

§,(©) =2

= §.(0) = ¢, ()

‘ L4
D'apres 2.,-2 (“1’ uz) sont des coordonnées isothermes de 8
~
D'apres 2.-3 'S est régulidre
‘ ~
D'apreés 2.,~4 S est minima.

~ .
Remarque 13 Xk =(ReJ ‘Pk({:) d% done Py définissent une surface & une

translation preés.
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Le problime des surfaces minime se ramdne & la recherche de fonctions

n
, ‘ 2
‘Pk(g) analytiques, telles que Z} CPk (§) = 0 avec les qu(C) non tous nuls,

3.~ Expression de la courbure de Gauss

. _ Alogh 2 2
Ona: K=- 2 or lezl'{pk| = h

log h =2log A+ log 2

2

A(log h) = 4 3 ;élog h) =
h

he = 7 8, ®) ¢, (0

bs = 7 9,) 9,(®)

heg= 71 7,(0) $,&) = 221,01

il 01817 - 128, 901 7
(e,

Alogh _ 4(23%1 A (Tl - 1% 57

2

A (Zley 2y
d'aprés 1'identité (E{zk] 2) (Z lwkl' 2)-—}2:: ik W'klz = 1ZAWi2 =
E |z w - z W ‘ 2

1¢j

1 2
- A =-A A =
4Alog b 3 log

30‘_1 K T -

On a

3.2 K = !?(t;)wu;n
p)1°

3.-3 Corollaire
Sur une surface minima on a 1 KO0

K = 0 aux points isolés ou bien K = 0,
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H(N) = 0 == b, (N) = b,,(N)

2 2 2
Biibay = Pyp = ~(byy + by,) <O
det bi'
Donc K= ——— 3 KX=0 (une démonstration alternative, sans recours & la
det gy formule 3.-2)

) H ¥
K=0 ¢(5) A P{) = 0= PP - 9% =0 i<i T m
or les fonctions spnt analytiques j les zéro sont isolés ou bien K =0

§ 4.~ Application de Gauss (application sphérique ou normale)

3 . .
Remarque dans E~ : en chaque point il n'y a qu'un seul vecteur normal

e 6TT!
3
C 3 99X . .
On choisit une base de E § =, =——, e ayant l1'orientation de l'espace
Ou1 au2 3
X, X
u su

1 2 3, s . ,
par exemple ey _‘sir———ég: + Dans E7. {}es plans tangeubs} N ,{normales 93}
au1 du

2

A u— X(u) — e3(u)

1.-1 Définition dans En

On appelle grassmannien G(2,n) 1'ensemble de plans orientés dans E .

1.-2 Structure de variété sur cet ensemble

3
Remarque dans E j; le grassmannien est isomorphe & la sphere

Dans E. soit V2 un plan orienté.

Soit v = (v1,... vn) et w= (wi) deux vecteurs engendrant V2 tels que

Ivl = Iwl £ o.
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et tels que v et w soient orthogonaux & v.w = 0

A Va défini par (v, w) on Pait correspondre le point z6¢"

Z = (Z,ﬁ, 22,.'", ﬂn) avec Zk = + iwk»

Remarque : Cette application se fait en réalité sur l'espace projectif
Pn_"e ©).

En effet : Soit ¥, v un autre systdme définissant "‘»"2 on a 2

) )
v=av 4+ bw, w=-cv+dw

L I S B M R CaP S L
& oW ’ 2
vow = (ac + bd) §wl
Donc 3.2 + b2 = c2 + dz(% 9 =I5l
ac + bd = 0 = ¥ H=0
ad — be >0 = (¥s%) conserve l'orientation.

On & 3 (a 2)“3( cos @ sing
¢ & "\~sine cos e
g a .
Zk = v, + iv, = (a + ic) vk-Ov (b + i&)wk

= OLZk aved 0&.=?\ei@

~
d'or Z =Z

I1 en résulte qufau plan Vz on fait correspondre le point (Zﬂ,.u Zn)

de 1'espace projectif P (€)»

Toutes les coordonnées Zk ne sont pas nulles car
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Z:lzkI2 =7 Vf; + Ew§;= 12 4 (v2>0
donc ZeCn - {O}
R, .2 2 2
on & 3 Z%: z, = Z:: Vk - Z:: wk + 21 Z:: kak
= Iv]® - Mz +2i VW = 0,

Posons 1.-3

0
]

n
2
2 {ze Pn_‘ﬂ(ﬂ) tels que ? Zk = 0}

Qn—2 est un sous ensemble de Pn 1(0) en correspondance biunivique avec {Vz}

or Qn_2 est une variété analytique complexe 8 n - 2 dimensions compleges

ou 2(n - 2) dimensions réelles.

Q..o est le grassmannien G(é;.n')

2.~ Cas particulier n = 3

Q‘ﬂ est une variété analytique & une dimension donc une surface de Riemann,

2 .2 .2
Q1={Z5Zﬂ+z +Z =o}

2" "
(Z, + 1%.) (B, - i2.) =22
1 2’ 9 2 3
8i Z, -~iz2;éo on pose W = >
17%%
2
-2
(1) 7 8i wW£0
3
Ly = 1%, = <
7
3 1
2o=—5 (G-W
iz
%, = e (L+ W)
2= 73
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2,~1
Onas VYwil Zn = Zﬂ;izz(ﬂ-— w2)
, = Z“;iz"(n + vl = 2 = (1;}2, iitgf, w)
| 2y = (zﬂ - izz) W z, - iZ, £0

On établit une bijection Z¢— w si 2, - iZ, £0

I1 y a donc une correspondance bijective entre {w} — 9, - {Z/Z“ - iza = 0}

{Z/Zﬂ— i22 = 0} c {ZB = 0} cet ensemble se réduit & un point Z0 = (i, 1, 0).

2.-2 Qn est en correspondance biunivoque avec la sphere de Riemann

2.-3 Remarque ¢ Soit N wun vecteur normal & V‘2 W= (N“, Nz, NB)

N orthogonal & V2<=> E Nka =0
EN‘W—- <=>ENkzk=o
kk
le systéme Zﬂ + 1_22 + ZBW =0
(1) nous donne @
wZﬂ - 1w22 - Z3 = 0

(2 Rew) Zl+21me +23 (|w|2-1)=0

2
donc N = <é Rew, 2 Im w, ﬂw!z - 1)

1912 = allZ & (W12 - )3 = (1 + IwD?

o _(2 Rew 2 Im w Hw'z—‘i)
= ’ ? 5
3 1+‘w‘2 1+9w32 Hwﬂzﬂ
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on & les correspondances bijectives suivantes
3 7
2,4 {Vz} C E 6(2,3) L Qv ¢35 sphére w ¢y {%}
3e- Définition de l'spplication de Gauss
. n
Soit S une surface X(u) de E

X(u) 8S —» plan tangent en X(u) ——> Zeg .

Soient (“119 uz} les paremdtres isothermes (& = uy + iua)
o ) X
&y 2
on & les équivalences suivantes 3
X oX
Joml (u,,; u,.) iso‘&hermes<x)i——i = g-—-—- et ?E- -?-X'— =0
2 : 8u1] 3\12 du, 8u2

3o~2 X(u) réguliére(:—)g-g-i—g £0
‘ 1

9X oX —
donc v=-§—‘;; w=-éfu—é Zk-—@k(m'

3.-3 Corollaire {Chern)

Une surface est une surface minima si et seulement si 1'application de Gauss

est antiholomorphe,

(Z

,, ©5t une fonction analytique de C=u, +iu)

1 2

(en chaque point ot K £ 0 c’est une transformation conforme qui change 1'orien—

tation) .

3.=4 Soit X(u) une surface minima de Eju Posons £ () = ?, ®) - i%’(t)
© LN
¢ - 1 [ﬁj-i%(ﬁi
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£(f) est analytique
g(t) est méromorphe

(si #£(f) = 0, alors @B(C) = 0, puisque 0?3(1;)2 = (?1) - i?z) (?1) + ip?).
Alors ¢, + ip, # O, puisque (%, Pys ?3) £ (0, 0, 0), donc si £(§) e un zéro
d'ordre m et (PB(;) un zéro d'ordre ¥ on & m=29. Donc g(l;:) a un pole
dfordre W)

3.-5 Théoreme

Soit 2(€), g () deux fonctions respectivement analytique et méomorphe.
f posséde un zéro d'ordre 2V 1 ol g & un pole d'ordre Vo

f

Soit ?.ﬁ = 5(11 - gé) H @2 = %(1 + gQ) $ ?3 = fg alors {(Pk déterminent

une surface minima avec Xkéjpk(g)dl;e

On & 1 Epk(C)2= 0 et Ewkﬁ2¢ 0

on obtient ainsi la représentation de Weirstrass.

S minima de E3 e {(f, g) £ analytique; g méromorphe m = 20}
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Chapitre 4.~ Géométrie différentielle globale

1.1 Une surface S dans E = eosb constitude par une surface So et une
s . : b1
immersion de So dans E

L'application pGS@ -3 x(p)é€ E° ost une immersion si elle est différen-—
tiable et régulidre.

1.~2 Les propriétés to‘pologiqﬁnes de S dans _En sont celles de So 8

S simplement connexe =) S@ est simplement connexe
S8 orientée (== S@ ofien“&;éeo

L'immersion induit une métrique riemannienne sur S@ § & partir de la sbyuc-—
ture riemannienne sur S

Soit @, une carte en 18 de So 3¢ ¢ By —> Og @y est un homéomor~
phisme d'un domeine plan Ry, sur un ouvert Oy de Soa On définit l'application
de Ry dans E 3

u€Ry —> X{u) =X o %_(u)
en chaque point de R, on peut définir la matrice M, = (g.,.) g,, = QJE- é-}-(—-

o & ij ij au, mnj

S est sinsi muni d'une structure de variété riemannienne b deux dimensions.

S compléte dans cette métriquel==) SO compldte dans la métrigque induite.

8i Sd est orientée la structure riemannienne induit une structure conforme,

Jes *paramétres sont alors les paramdires isothermes sur § et gij --:7\25“5
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si S0 n'est pas orientée, il existe un revétement g; 4 deux feuillets
gui est orienté ce qui permet de n'envisager que les surfaces orientées..

2.~ Lemme

Soit S une surface de En, les propositions sont équivalentes 3

8 est dans un plan{==) L'image par l'application de Gauss se réduit & un
point.

Démonstration

S8 est dans un plan(==) il existe deux vecteurs fixes v, v tels que X'(%)
soit une combinaison lindaire de v et w pour toute courbe X(t) dans S(===>
l'image de S par l'application de Gauss est constante.

3.~ Théordme

Il n’existe pas de surface minima compacte dans E .

Démonstration

Si 8 est une immersion de S@ dans E* et 81 S est minima alors-les
coordonndes Xk sont des fonctions harmoniques sur Soq 5i S@ est coﬁp&cte,
ces coordonnées aﬁ%eignent‘leur maximum sur S@ et se réduisent & des constantes.

4 .~ Lemme
Soit S umne surface minima simplement connexe é% parabolique daus E',

$7il existe un hyperplan z::<1k Zk =0 dans Pn_ﬁ(C) tel que

|75 %2 :

(1) ——=2E—-=E>0 soit vérifide pour tout point de 1'image S par

iz
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Xaapﬁica%ion de Gauss alors § est dans un plan.

Démonstration

I1 existe une transformation conforme de S sur le plan complexe (w)

2 ? ;
(8 est parabolique). Les fonctions tpk = Szk -3 323 sont des fonctions entidres
.| 2

de w car analytiques dans le plan w = u + iu2

dtapres (1) : Yw Yiw) = E&k@k(w) £0

et < 2752, 0* = £ oo ®

' 2
lo, (0] ] ' ¢4 (0
done 'F;Z‘ﬂ“ﬁ Q;é' d'aprés le théordme de Liouville +& =C, dfolr
W

9= (p) =¥ (¢)

Liimage par 1l'application de Gauss est un point et d'aprés le lemme 2 8 est
dans un plan,

5 .= Lemme

Soit £(2) analybigue dans le disque JZl<1 et £(Z) # 0. Alors il existe

. . dz
un chemin C qui tend vers la frontidre et tel que j e (2l l{ﬁ;‘l dt < oo
C
A= |e(2) définit une métrique riemannienne non .compldte,

Démonstration

7

Soit P(Z) =j £(¥)dt 1'application % —3 w = F(Z) définit une application

o
du disque dans le plan w.

En chaque point F'(Z) = £(2) £ 0 donc F esb un difféomorphisme local. Il

existe une fonction inverse % = G{w) définie dans un disque |w] <R (au
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voisinage du point w = 0 = F(0).
Soit R = {sup R[/6 aétinie dans |wl <R}
D'apreés le théoréme de Liouville RO < +

et il existe w , ‘el que ﬂw | =R ot G
o o )

n'est pas définie dans un voisinage de v

wl<R
[o]

12} <1 ia
Soit (L) 1la courbe w(t) =1t e avec w = Roe

iw
Soit (C) 1a courbe 2Z = G(w(t)) ot <ﬂRoo
Ona : L(C) = J le(z)| l at = j ! =] at = X
(¥
Or C est un chemin qui tend vers la frontidre : raisonnons par l'absurde : si
C ne tend pas vers la frontidre, il existe un nombre P<1 et une suite {tk}
tels que +, tendent vers Ro et BGw(tk)iss P . BSoit une sous suite partielle

k
G(wtk) convergeant vers Zu avec ﬂZﬁ sp<te Alors F(Z“) = et
F'(Zﬂ) # 0 donc G(w) est définie au voisinage de v, ce qui est contraire &
la définition de W
6.~ Lemme
Soit S wune surface minime simplement connexe, hyperbolique. Si la relation

(1) du lemme 4 est vérifiée alors 8 n'est pas compldte.

Démonstration

SO, hyperbolique simplement connexe est conforme au disque unité ﬂwi<:1.

z 2 9 [ & -3 2
La métrique riemannienne est définie par gij = 2\251:5 Y A2 - % Z:l?ki
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Soit ¥Y(w) = E & (w) .

x Px
~¥(w) est analytique et différente de zéro. D'aprés le lemme 5 il existg un

‘chemin € tendant vers la frontidre du disque |wl <1 tel que J ()l bg%ﬁ, <400
c t

mais la longueur de €. sur § est j l&w‘d*& eb L'on:a 3

j Aglet < v_ jcV ld‘%g—m jww) |35 as

La longueur de € est finie.
6.~1 Définition

Soit 2° un point de ‘L'espace projectif Pﬁa 1(%% La distance de AR é

iZ:ak Zk!
VEMTQ Viiz1°

1'hyperplan E’d

7.,~ Théoréme de Chern

Soit 8 wune surface minima compldte de E'. Si S n'est pas un plan alors
l'image de S par l'application de Gauszs s'approche arbitrairement de chaque
hyperplan de P 1}(‘Q'}} o

Démonstration

Supposons. gu'il existe’un hyperplan Eak Zk =0 et €>0 tels que la
relation (1) soit vérifiée en tout point de 1l'image de §.
A
8 étant donnée par L'immersion de 80 § soitb {SO f} le revétement uni-

versel de So' Alors X(£(p) définit une surface minima simplement connexe dans

E® et l'image de L'application de Gauss est identique & celle de 8.
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&
SO surface minima compldte === S@ surface minima compléte .

&
Quelles sont les possibilités pour So 7

A

a) So n'est pas compacte
b) S0 n'est pas hyperbolique car l'image de So par l'application de Gauss
vérifie la relation (1) et d'aprds le lemme 6 So ne peut &tre compldtes

A A

c) 8, est donc¢ parabolique mais alors d'aprés le lemme 4 §, est dans un
plan. éo étant complidte, c'est le plan toub entier,

7.~V Corollaire

Soit 8 wune surface minima compléte dans EB,, Si 8 n'est pas le plan,

les vecteurs normaux sont partout denses.

Démonstration

Supposbns qufil existe un vectewr v de E3 et un nombre o positif tel
que 1°angle de tout vecteur normal aveec v soit supérieur ou égal & . On peut

supposer que v est la direction ox3= é3

1 - |wl?

2
L+ vl

avec 21 - izz, £0

3 : 22
gmkiz = lz, - izaﬁz ¢ +2M-)

Par projection stéréographique, le domaine {03, v} ~ « se transforme en.

un domaine borné du plan hﬁ L<RkER<w
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|z

2
-t .

T = T = 3 >€>0
7l 12 2
k(1 + [l (1 + R%)

un hyperplan (Zﬁ - i22 = 0) n'est donc pas approché par l'image de S, domc S

est un plan,

8.~ Ceci est une généralisation du théordme de Bernstein (1915)

.

Soit #£(x, y) une solution de 1'équation (2) dans tout le plan

(2) [1 + (-?-f)zj Fe ,0r a2 dr + [‘a + -32)2] e
- Y. ‘3x2 ox 3y 8xdy X ‘by2 v

alors f£(x, y) = ax + by + ¢

Démonstration

Si f satisfait & 1'équation (2), alors § = {x, v, 2 = £(x, y)} est une
surface minima. £ étant définie pour toub couple (x, y), 8§ est compléte, Or

les vecteurs normaux de S sont dans une hémisphdre donc S est un plan.
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