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AVANT-PROPOS

Ce texte est une introduction 3 la théorie de la plasti-
cité et de la rupture. L'accent est mis sur la présentation
des problémes aux limites ou des problémes d'évolution posés
dans ce cadre. Pour cette raison, les aspects physiques de la
déformation ne seront pas abordés. De méme, dans un souci de
simplification maximale, des problémes plus difficiles concer-
nant la transformation finie, 1'écriture des lolis de comporte-
ment en transformation finie, les problémes dynamiques, ...

-

sont laissés de cOté.

I1 représente un cours d'option du D.E.A. d'Analyse Numé-
rique et Applications (Orsay, 1980-1981), mais 1l ne s'agit
pas d'un cours de Mathématiques. Il a &té ré&digé afin d'assurer

aux Etudiants une connaissance globale des problémes classiques

ou actuels de la Mécanique des Solides.

Nous pensons qu'il pourrait intéresser aussi un public
plus étendu, comprenant en particulier les chercheurs, les in-

génieurs en Mécanique comme en Mathématiques Appliquées.

La nzalisation matinielle de ce texte est due auw dévouement
de Mme L. Quénu.
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CHAPITRE 1

DEFORMATION ET CONTRAINTE

On rappelle dans ce chapitre les notions é&lémentaires
de déformation et de contrainte dans un milieu continu
quelconque, solide ou fluide. Le principe fondamental de
la Mécanique est rappelé. L'hypothése de petite transfor-
mation est congsidérée, en vue des problémes pratiques en
Mécanique des Solides.



L'objet de la Mé&canique est l'étude du mouvement des sys-
témes de points matériels. Dans un mouvement, les points maté-
riels d'un systéme se déplacent par rapport d un repére de ré-
férence fixe. Si leurs distances relatives restent constantes,
il s'agit d'un mouvement de corps rigide. Souvent, pour les
milieux continus, les distances varient avec le temps : on dit
que le systéme se déforme. La description de la déformation

est la base de la Mécanique des Milieux Continus.

1.~ TRANSFORMATION DE MILIEU CONTINU. TENSEUR DEFORMATION

1.1- Tenseur déformation :

R W v WG G G - W e o

Soit un systéme de milieu continu en mouvement dans l'espace, défini
par sa position St a4 1l'instant t. Pour étudier sa déformation, il est nécesg~
saire de choisir une configuration de référence S0 qgui est par exemple sa
position & l'instant to. Un point matériel occupant la position a & 1l'ins-
tant to vient en X & 1l'instant t. La correspondance £ : a + x définit la
transformation du milieu de l'instant t par rapport a l'instant to. La
connaissance des fonctions X = x(a,t) décrit 1'évolution du systdme. Les

fonctions u(a,t) = x(a,t) - a sont des déplacements.

% £ Se

Thans formation de milieu
continu,

Si on suppose que la transformation respecte la continuité de la
matiére, c'est-d-dire qu'il n'y a ni interpdnétration , ni formation de trous,

les fonctions x{a,t) sont dérivables, la matrice des dérivées :



‘ axi (notation)
(1) Fij (a,t) = ;; (a,t) = Xi,j(a’t) = ui,j(a,t) + Sij '
J

appelée gradient de la transformation, vérifie nécessairement :

(2) det | F|>o0 .

La déformation est caractérisée par 1l'évolution de la distance Iaa'l
entre deux points matériels quelconques. Si a' est trés proche de a, en

notant da = aa', dx = xx'

(3) dx., = x, . da, .

On appelle fenseur déformation au point a la forme bilinéaire symétri-

que associée 3 la forme quadratique e€(da, da) définie par :

- 2 _ 2 -
(4) 2 €(da,da) = |dx|? - |da| [Xi,j Xk 6jk] daj day .

Il en résulte que g€{(u, V) = eij ui VS avec :

(5)  2e5=% 3 X 5= 85 =By By = %5=2¢y .

En fonction des composantes ui(a,t) du vecteur déplacement ufa,t),

on obtient :
6 2e,,.=1U .+u, .+ . \ .
) 7%, 7 %0 T i %)

Le tenseur déformation £ est susceptible de représenter une bonne mesu-
re de la déformation du systéme. Dans un mouvement de corps rigide, on a |
[dxf = fda[ V a donc € = O en tout point a. Réciproquement, pour un systéme
tridimensionnel, la nullité du tenseur déformation en tout point implique que
le systéme ne se déforme pas. En effet, il suffit de démontrer alors que
|aa'| = |xx"| pour deux points a, a' quelconques du systéme. La démonstration,

trésg simple, est laissée au lecteur 3 titre d'exercice.



1.2- Exemples

—— - ——

- Extension simple
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Xi = {1 + xi) ai
ui = Ai ai
Xz "
p.) ‘a.: 5
v} ’5

- Glissement simple :
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2.~ TENSEUR CONTRAINTE - LOI FONDAMENTALE DE LA MECANIQUE

2.1- Tenseur contrainte :

- o —— -

Soit X un point quelcongue du volume actuel St' Un élément de surfa-
ce dS de normale n au point X permet de séparer par la pensée le milieu
continu en deux milieux (1) et (2). Au point
b X ; les particules du milieu (1) exercent sur
R les particules du milieu (2) une dengité sur-
facique de force R [nl, appelée Lo vecteur
contrainte dans la direction n. Le postulat des

forces consiste & admettre que l'application n + R{[n] est une application

linéaire, i.e. il existe un tenseur du second ordre Gij(X,t)'tel gue :

(7) Ri[n]ﬂo. nj

15 ou R[n]=o.n (notation intrinséque) p

o est le fLenseurn contrainte.

2.2~ Loi fondamentale de la Mécanique :

D e N e e R -

La loi fondamentale de la Mécanique traduit 1'égquilibre dynamigue

d'un systéme quelconque de particules.

Pour un milieu continu, si V dégigne un volume quelcongue p(X, t) la
masse volumique, Y(X, t) l'accélération de la particule au peoint X, & 1l'ins-.

tant t, la loi fondamentale s'énonce de la maniére suivante :

VY t ,VV,les torseurs des efforts extérieurs % F e et le torseur
(8)

des quantités d'accélération { J;} oY dv } sont &quivalents.
Les efforts extérieurs se composent des efforts de contact sur la
frontiére oV et éventuellement des efforts & distance £(X, £) par unité

de masse. Le torsgeur des efforts extérieurs est alors le torseur :

fpfdv+f og.n ds .
v



L'équivalence des deux torseurs implique d'une part l'équilibre

des deux forces résultantes :

(9 Lpfc’i\ﬂ»[ c.nds=£]p‘\{dv .
)Y

dtautre part, l'équilibre des moments résultants :

s———

ey ey iy — pe—
(10) Ox Ap £ Aav+ Ox AC.nds = Ox ApY Qv .
v v

La relation (9) donne, VYW, par la formule de Stokes

*»

[:cijgj%-;}(fi—'}’i)] =0

v
soit
(1t) Divea+p (f=-Y) =0 YyX . vt .
Compte-tenu de (11) , la transformation de (10} par la formule de
Stokes conduit aux relations de symétrie :

{12) Gij = Gji ¥

le tenseur contrainte est donc symétrique.

2.3~ Equation des puissances virtuelles :

Soit Su({X) un champ de vecteurs quelconques, défini sur St et suf-
Fisamment régulier. Si on multiplie scalairement (11) par &u, l'intégra~

tion par parties dans un volume V quelcongue donne l'équation :

AV -oY.Su dv+ | pf.du av+ | R.6u ds = o

=l 935 $ €5
(13) % v
V V, Vt H v 6u ¥

dans laguelle :

{14) Se,. == {Suij + Sua. L} .



Le champ Su est appelé une vitesse de déplacement virtuel, 6¢ la
vitesse de déformation virtuelle associée., L'équation (13) est 1l'équa-
tion des puissances virtuelles, SWi =-10 3 Seij dV est la puissance
virtuelle des efforts intérieurs,

6Wj = I - 0 Y.8u @V est la puissance virtuelle des efforts d'inertie,
v

et cSWe = j p £.8u av + J' R.8u ds est la puissance virtuelle des efforts

v v
extérieurs.

Egercice :

Montrer que (13) & (11) + {7), l1'éguation des puissances virtuelles

traduit sous forme "énergétigue” la loi fondamentale de la Mécanigue :

8W1+6Wj+é§wem® vt ,VvV ,Vdu .

2.4- Exemples :

s T Un parallélépipéde est en équilibre sous les

> >’ tractions uniformes P appliquées aux deux ex~

Pa :*f/)'_c_______ A : r trémités, les surfaces latérales sont libres.
,}/’ & : Xz_ Ecrire les équations que doivent vérifier les
*®, 8 b > contraintes Gij (X,, X,, X;). Que peut-on dire

de U si sa répartition est supposée uniforme ?

ILes dquations d'égquilibre (11} s'écrivent dans le volume £ :
) e

+ + =
1,0 T %02, 795,570
O21,1 ¥ 02,0 ¥ 925,5=0°
Og1,0 ¥ 035,20 7045 3 =0 .

Les équations (13) donnent les conditions aux limites suivantes :



=p  sur ABCD et A'B'C'D'

Oy, 0, =0

I

g 0,5, = 0,5 = 0,, =0 sur BB'C'C et AA'D'D

? 0, =0,, =0,, =0 sur ABB'A et DCC'D!

Si la répartition de contrainte est supposée uniforme, leg équations
(11) sont identiquement vérifiées, les conditions aux limites montrent que

VX, ona O,, =P » les autres composantes sont nulles.

2.5~ Bilan de 1'énergie mécanique

W e e e e W e G R e e W N A e e e s e

Si la vitesse des particules v{x,t) est suffisamment régulidre, on
peut prendre en particulier §u = v. En introduisant le tenseur vitesse de
déformation d définie & partir du champ de vitesse par

1
=5 (v, oL b
dlj 2 (Vl

on obtient pour tout volume matériel V :

(15) - 0..d,.dv-J pY.vdV+J pfvdv—l-f R.vds=0 ..
o4 \ v v
Cette équation traduit le bilan d'énergie mécanique

dWi + dW. + dWé = (0, la puissance fournie par l'extérieur compenge la va-

riation de 1'énergie cinétique et la puissance de déformation.



3.~

EQUATIONS DU MOUVEMENT

NECESSITE DE. RELATIONS SUPPLEMENTAIRES TRADUISANT LA LOI
DE COMPORTEMENT DU MATERIAU

3.1- Equation de continuité :

e g e M e G W M G e N R W M A e W S e

Au cours du mouvement, la masse des particules se conserve., Si on

=

considére les particules occupant & l'ingtant t un volume V guelcongue,

la masse totale est : M = p.dV . La conservation de la masse, s'écrit
gquel gue soit V : A%
0==§M== & = p . dv + ¢ v.n ds ’
dat notation 't
v Vv

d'oll 1'équation de continuité :

(16) Pet div (ov) ouencore o+ pdivv=0 ’
r

- o _-—— -

(dérivée par rapport au temps en suivant la particule dans son mouvement).

3.2- Equations du mouvement :

B el e ]

Le mouvement du systéme S est déterminé par la connaissance des dé-

placements ufa,t).

D'une maniére plus générale, l'évolution du systéme est caractérisée
par sa position (les déplacements u) et son &tat mécanique (masse volumique
o, déformation €, contrainte ¢) soit au total seize fonctions inconnues, en

tenant compte de la symétrie des tenseurs déformation et contrainte.

On digpose de six équations (6) donnant les composantes du tenseur dé-
formation en fonction du déplacement, trois équations d'équilibre dynamique
(11) et l'égquation de continuité (16), au total dix équations. Il mangque six

égquations reliant les tenseurs contrainte et déformation.
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Ces relations traduisent les propriétés physiques du matériau. Elles
dépendent du milieu considéré : le bois ou l'acier par exemple présentent
deux comportements de solide différent. Elles ne peuvent &tre précisées
gu'ad partir des étudeé expérimentales sur les matériaux, par contraste avec

des égquations (I11) et (16) qui sont universelles.

On les écrit schématiquement sous la forme :

O’=F{....} ’

dite loi de comportement du matériau. Ce sont souvent des relations com~-

plexes faisant intervenir toute 1l'histoire de la déformation.

Dans le cas général, les équations & résoudre pour déterminer 1'évo~-

lution du systéme S sont trés difficiles pour différentes raisons :

-~ L'équation d'équilibre (11) est écrite sur la configuration actuelle St R
qui est l'inconnue du probléme. On peut la transporter sur la configura-

tion SO , mais elle devient plus complexe.

- La présence des termes quadratiques dans (6) est une source de difficultés,

méme avec des lois de comportement les plus simples.
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4 .- HYPOTHESE DES PETITES TRANSFORMATIONS

La plupart des solidesg, dans les conditions usuelles d'utilisation,

ne subisgent que des petites transformations.

Le déplacement u(a,t) reste petit par rapport & une longueur de réfé-
rence L, les gradients du déplacement ui j(a,t) sont aussi petits, ne dépas-
’
sant pas quelques centiémes. Les approximations suivantes sont donc bien
justifiées :
- Le volume S, est assimilé & So , ¥V t .

t

-~ Dans (6), les termes quadratiques sont négligés :
(17) 2€,.=1u, .+ u. . .

L'évolution du systéme est alors décrite par des fonctions u(X,t),
e(X,t) , oX,t) définies sur un volume donné SO. La masse volumique, d'aprés

(16) , est considérée comme une constante p(X) .

- Exercice : Conditions de compatibilité de déformation :

Les relations (17) montrent que les six fonctions Eij ne sont pas

indépendantes. Montrer gqu’elles doivent vérifier les conditions suivantes :

(18) €i9,k1 T %k1,i5 T fik,q1 T %41,ik

dites conditions de compatibilité. Ces six éguations (18) se réduisent

dfailleurs & trois relations indépendantes.



CHAPITRE II

LOI DE COMPORTEMENT

On développe l'écriture des lois de comportement des
solides en petites transformations. La déformation s'ef-
fectue toujours avec des échanges thermiques, une descrip-
tion satisfaisante des lois de comportement doit nécessai-
rement se faire en liaison avec la Thermodynamique. On
montre que généralement une loi de comportement s'obtient
4 partir de la donnée de deux potentiels : le potentiel
thermodynamique (é&nergie libre) et le potentiel de dissi-
pation. Les modéles de solide linéairement élastique et

de solide Elastique parfaitement plastique sont décrits.
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L'expérience montre que la déformation est toujours ac-
compagnée d'é&changes thermiques ou de variations de tempé-
rature. Méme si l'effet thermique est souvent négligeable
dans le cas des solides, les matériaux usuels subissent une
transformation irréversible dé&s qu'on impose une petite dé-
formation. Il en résulte gu'une description satisfaisante
des lois de comportement s'effectue nécessairement dans le
contexte de la thermodynamigque macroscopigque. On constate
aussi que ce cadre permet de décrire des lois de comporte-—

ment de la manid&re la plus compléte.

1.~ THERMODYNAMIQUE DES MILIEUX CONTINUS

1.1- Premier et Second principes

- w v e e e T WS W M M e WM M MR MR WM R MM W Em e T e e e A

La déformation d'un milieu continu est une transformation thermo-
dynamigque particuligre. Elle est en accord avec les deux principes de la
thermodynamique gul, comme la loi fondamentale de la Mécanigue, ont une

validité universelle.

Pour un systéme quelconque V, on rappelle gue le premier principe

egt un bilan de l'énergie.

Si U désigne 1l'énergie interne du systéme, C l'énergie cinétique,
Pe la puissance des efforts extérieurs et Pcal la puissance calorifique

regue, on a :

(1) g+C= Pe + Pcal .

Pour un milieu continu, on a par définition lorsgue l'évolution est régu-

liére :
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P =L pf.vdv+f R.v ds
oV

=[ - g.n ds
A .

C=J%—pv2dv U=f peav
v v

ot f désigne les efforts massiques, R le vecteur contrainte, g le vecteur
flux de chaleur, v la vitesse de déplacement et & la densité massique

d'énergie interne.

La densité d'énergie interne @ est forction des variables d'état du
matériau : température T, variables internes X. Ce sont des variables ca-

ractérisant son état physique interne (de déformation, ...).

La notion d‘entropie massique S(X, T) permet d'énoncer le second
principe sous la forme de 1l'inégalité de Clausius-Duhem :

(2) 4+ Taso
ov

ot 8 est l'entropie du systéme 8 = L p s av.

Si le premier principe peut &tre interprété comme une possibilité de
la transformation de la chaleur en travail mécanique et vice-versa, le se-
cond principe introduit une distinction entre une transformation réversi-

ble (&galité (2)) et une transformation irréversible (inégalité (2)).

On peut exprimer localement en chagque point les deux principes en
transformant les relations (1) et (2) par la formule de Stokes. Lorsgue
la vitesse est suffisamment régulié&re dans V, en prenant du = v , 1l'égua-

tion I(13) donne le bilan de 1‘'énergie mécanique

(3) P,=C+ L Gij Vi,j av ,

"

de sorte gu'on obtient

-

pe=cij Vi,j - div g
(4) .
st+divq—%gradT>0 .



I I e I T T T R T e T T A S —y

La quantité D = p T 8 + div g est par définition la dissipation in-
trinséque, D' = - %‘. grad T est la dissipation thermique, on admet sou~
vent une forme plus restrictive du second principe en admettant que les

digsipaticons D et D' sont séparément positives :

D

1
©
+3
n
+
g
Q
V
o)

(5)
D'=

i
i
bQ
Q
QO
[on}
=
Vv
fo]

soit la positivité de la puissance intrinséque dissipée D et la condition
intuitive de propagation de la chaleur d'un point chaud 3 un point froid.
8i D=0 , la dissipation est purement thermique, en particulier si la
transformation est aussi isotherme (T = To), 1l'évolution mécanique est

entiérement réversible.

I1 est commode d'introduire l'énergie libre W(X, T) définie & partir
de l'énergie interne par la relation W=e -~ T S. L'égquation (4) donne alors :

.o W+ST .

D=o0,. V -p(e-T8) =o.. V.
o(‘ ) i3 Vi,4

i3 1,3
On admet toujours, avec Helmholtz, que l'on peut imposer des varia-
tions arbitraires de température pour un systéme en éguilibre mécanigue

D=0, v=0, ¥ =0). Il en résulte que :

W Je
(6) S="‘5*T*(X, T) ' T=°§—S“(X‘; S) .

La puissance intrinséque dissipée D s'écrit alors d'une facon simple &

partir des forces associées aux variables d'état X :

(7) X=0g ,
sous la forme :

8 = 0, . ' -"Xi‘} .
(8) D 05 vl'j Xzo0

Sous forme globale, on introduit la puissance intrinséque dissipée globale

Dp dans un volume quelconqgue V :
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| vav

pour énoncer la positivité de la puissance intrinséque sous la forme :

(9) VvV Dp=Pe-a§Ejp(w+%v2) dv~—J pS'i‘dV>o .
Vv V

En particulier, si la transformation est isotherme

3

-p G 1.2
VV,Dp—-Pe dth(W(X,TO)-%zv)dV;o
v

5i la transformation est isentropigque :

f

=p -4 1.2
VV,DP-Pe dtjp(e(x,so)+2v)dv>o .

v

D'une fagon évidente, la séparation de la dissipation n'a de sens
gue si les fonctions Té et - %-grad T sont bien définies. Dans les pro-~
blémes de propogation d'onde de choc par exemple, les fonctions T et S
gsont discontinues a la traversée de l'onde, on doit revenir 3 l'expres-

sion générale (2) du second principe.

1.3- Equation thermique :

. —— M - W e

L'équation thermique découle de la définition de la puissance intrin-

séque. On obtient :
(10) divg+pTs -D=o0 VX ,vVt .

Si la loi de conduction de Fourier est admise g = -k . gradT, on a

alors l'équation thermique habituelle :
(11) -kAT+pTS-D=o0 ,

dans laquelle D et pTs apparaissent respectivement comme des sources chau-
*

de et froide réparties dans le volume V. Comme S et D dépendent de 1'évolu-

tion mécanique, la présence de ces termes traduit le couplage thermomécani-~

que au niveau de l'éguation thermique.
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2.- MODELES USUELS
POTENTIEL THERMODYNAMIQUE ET POTENTIEL DE DISSIPATION

Le maténiau a un comportement mécanique réversible s34 La dissipa-
tlon intriinseque est Lidentiquement nulle, {ndvensible dans Le cas con-
thaire.

Le choix des variables d'état X provient des observations, des des-
cuiptions et des verifications expénimentales. De cette manilre, on ob-
tient des modeles destinis a caractérnisern d'une facon plus ou moins con-
venable Les maténiaux usuels.

2.1- Modéles usuels de fluide :

- —— o MW e W M e S W W W TR W e e

Une particule de fluide a souvent un mouvement trés complexe, il est
pratiquement sans intérét de connaitre son origine. On se limite donc dans

1'étude des fluides & la détermination 'des champs de vitesse v(X, t).

Pour un fluide compressiblé, 1'énergie libre W ne dépend que de la
masse volumigue p et de la température T soit W= W(p, T). L'équation de
continuité I(16) qui s'écrit encore 6/p + div v = 0 conduit & l'expression

suivante de la puissance intrinséque dissipée :

= 2 W
D=0 vy s+ 5oV >0 .

le, quelle que soit la distribution de vitesse v. Il en résulte que :

- . = 52 W
i3 ou Oij P 5:‘13’ avec p=p 50

2 W

(12) ,Gij:_p 5‘55

La quantité p est la pression moyenne du fluide, l1'équation (12) est
1'équation d'état.

Par exemple, l'équation d'état d'un gaz idéal, parfait est p = 0 R T.
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PpuKpINy- upgmpy

la contrainte sous la forme

_ R IR R _ _
(13) O=¢ +0 avec Gij = psij ’
on obtient
IR IR 1
D=g,.V, ., =0,. d,. d,. == (V. . +V. .).
ij Vl,:} ij 1j avec ij 2 (V:L,:J vj'l)

Le tenseur dij est appelée la vitesse de déformation,

La loi de comportement d'un fluide visqueux est complétement définie
dés qu'on connait une relation entre les tenseurs dij et Gi?. Par exemple,

pour un fluide Newtonien, cette relation s'écrit :
IR
4 L. = st -
(14) o3 = T (G 855+ 2n &y '

g et n désignent deux coefficients de viscosité. Si D(dij) désigne la fonc-

tion D = %—C(dii)2 +nd.. d , la relation (14) s'écrit aussi :

i3 Tij
J i3

La loi de comportement d'un fluide visqueux, Newtonien est donc complé-
tement précisée dés que les deux fonctions W(p, T) et D(d) sont connues. On
les appelle respectivement potentiel thermodynamique et potentiel de dissipa-

tion.

2.2- Modéles usuels de solide

. S e W R S e M R WS RS e e e e W M e M W W

pforpPfhucaih el et iPiUg ket hegingug gl * St ingihegoghefygund

libre W dépend au moins de la déformation £. D'autres variables physico-
chimiques pourraient aussi intervenir dans le processus de déformation, elles
sont qualifiées de variables cach€eso. L'introduction des variables cachées
est naturelle, car elles ont souvent une signification physique précise :
concentrations dans un mélange, indice du vide dans un sol, ... Ces variables
varient au cours d'une transformation irréversible et doivent &tre prises en

compte dans l'expression de la dissipation.
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Les modéles les plus utilisés de solide sont :

¢ Solide élastique :
Un solide est élastique si l'énergie libre ne dépend que de la défor-

mation € (en dehors de la température) et si le matériau est réversible.

D'aprés la définition W(g, T) doit vérifier D = cij Vi 57 o) %g'é = 0
1

*
V € . Il en résulte que :

(16) ' g =p gg €, T )

L'énergie étant toujours réguliére, il existe alors une relation
bi-univoque entre les tenseurs contrainte et déformation pour les matériaux

élastiques.

Un développement de l'énergie au second ordre par rapport & € et
T =T - To autour d'un état de référence (0O, To) sans contrainte, conduit
au modéle de thermo-&lasticité linéaire. Par exemple, si le matériau est

isotrope :

1,
p Wi{e, 1) 0 WS -0 SO T +-§ (A €45 ejj +2u gij eij)
(17) ' c s
"'3K06T€kk""2-,f;1' ’

#

dans lequel 3 K = 3 X + 2U est le module de compression, o le coefficient
de dilatation thermique, A et U les coefficients élastiques, ¢ la chaleur

volumigque & déformation constante.

® Solide visco-élastique :

Un comportement visqueux correspond & une dissipation intrinséque

fonction de la vitesse des variables d'état.

D'une maniére générale, on admet que W = W(g, o, T). Si 1l'on note les
forces associées par :

(18) R =W __ . R, IR
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la digsipation intrinséque D s'écrit :

* L]
a2 o« .. A L 0O .
3 13

(13) D=9
La loi de comportement d'un golide vigco-€lastique est complétement
- L]
dfterminée dé&s qu'on connait une relation entre les vitesses £, ¢ et les

. IR .
foreces 00, A. Souvent, on admet aussi un potentiel de digsipation

L »
D{e, o) différentiable,pour &crire cette relation sous la forme :

IR oD
O, , = =
1] 3€ij
(20) , .
_ oD
A=w

Le modéle rhéologigque suivant, formé de regsort et d'amortisseurs

donne une image du comportement visco-élastique :

% 1
e R == - )2
- W 2E(e o) N z
S— 1 . 1 . Lguie
% D=§I’]1€2+—2-n20l?"
Y £

Un développement au second ordre des deux potentiels W et D conduit

aux modéles de visco-élasticité linéaire.

Par exemple, le modéle de Maxwell correspond 3 0 = GR, GIR = o,

formation vi v el Sy (e me?
o est la déformation visco-élagtique € , W= 5 Eijkl(eij e:ij)(skl gkl)
_1 v v
et D=7 ikl 43 k1 -
1

Le modéle de Kelvin-Voigt correspond &4 W = §“Eijkl eij =

-

OR = F £ O'IR'=T] é etDr——l-n £
i3 T Figkl B 7 %13 T ikl Sk 5 Mkl Fig Sk



® Solide élasto-plastique :

La modélisation des métaux dans les conditions normales de température

conduit au modéle élasto-plastique.

On admet que GIR =0, W=W(, o, T), ce qui donne D = A o« . Dans
1l'espace des forces A, les forces réelles ne sont pas illimitées, mais

restreintas & 1l'intérieur d'un domaine convexe C appelé domaine d'8LasticiiZ

contenant l'origine O. La dissipation D s'exprime en fonction de la vitesse

o sous la forme :

(21) D) = Sup  A*a > o .
A*EC

La dissipation D est donc fonction positivement homogéne de degré 1

de la vitesse &, i.e. D(A &) = A D(&) si A>o0.

La définition (21) de la dissipation est aussi équivalente & 1l'inéga-
liteé

(22) (A-2*% a>0 VA*EC )

C'est le principe du travail maximal de Hill. La définition (21) ou

l'inégalité (22) traduit la propriété de normalité suivante : la vitesse a
est un vecteur du cone des normales extérieures en A au domaine d'élasticité
C. Si A est un point intérieur o = o, la
ok réponse est alors purement réversible,
C A - c'est-a-dire purement élastique puisque
G=0p A € (ce qui justifie la dénomi-
nation du domaine C). Les paramétres O
o A, ne peuvent évoluer que si 1l'état de force
A atteint un seuil qui correspond a la

frontiére du domaine C.

Il est utile de remarquer que la fonction D) = D(Q) est différentia-
ble pour & # 0 et qu'on obtient tout simplement A = %g-. Le potentiel de dis-
sipation associé au modéle élastoplastique est une fonction convexe, positi-
vement homogéne de degré 1. On peut, si l'on veut, introduire la notion de

sous-gradient d'une fonction convexe :
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p(a) = {Afn(&*)>o(&)+A(&*—&) v&*} ,

pour &écrire une relation analogue & (20) méme pour G = O :

(23) A€ 3p(a) .

guil étend la notion du potentiel aux fonctions convexes, non différentiables.
Les modéles rhéologiques suivants illustrent la loi de comportement

élasto~plastique. La contrainte ne peut dépasser le seuil de glissement dans

le premier modéle qui correspond au schéma élastique parfaitement plastique.

Le deuxiéme modéle permet de tenir compte de l'écrouissage cinématique.

Figure 3 :
Mod&les Rhé&ologiques

Elastique parfaitement plastique Ecrouissage cinématique

P e 1
€ eP g
G A o4 EfA
E+&
k ~L- kT
| =4
E €
Paramétre interne : Paramétre interne :
Deformation plastique &P Déformation plastique P
=%E(e-—ep)2 W=-§—E(€-~ep)‘°'+-%-hsp2
D(P) = k]|eP] D(EP) =k |&P|
A=E(e—ep)=0 A=—h8p+E(e—-ep)=c7-hap

2] <k Al <x



La réponse d'un milieu élastique plastique est indépendante de 1'échel-
le de temps : dans les modéles précédents, un trajet de déformation effectué
d'une fagon plus ou moins rapide donne toujours le méme trajet de contrainte.
D'autre part, méme si les vitesses sont trés faibles, on ne peut linéariser

un tel comportement.

Le tableau ci-aprés permet de résumer les principaux modéles étudiés :

Mat-driome Potentiel Potentiel
thermodynamique de dissipation

Fluide parfait W {p, T) 0
Solide élastique W, T 0
Fluide visqueux W (o, T D(e) diff.
Solide viscoélastique W, a, T D(é, &) diff.
Solide élastoplasti- W (e, a, T) D(&) convexe
que homog. 4°1.

2.3~ Remarques :

Lorsque les variations de température sont négligées, on obtient un ca-
dre purement mécanigue, souvent rencontré dans les applications pratiques. Ce
cadre correspond & la transformation isotherme en prenant T = TQ. Mais, en
toute généralité, l'évolution d'un milieu continu est plutdt thermomécanique.
On doit ajouter une inconnue supplémentaire T et 1'équation thermique (11)

aux éguations du mouvement.

Dans la suite du cours, on se limitera & 1'Stude en petites transforma-
tions isothermes de quelques modéles : solide linéairement élastique, solide
élastique~parfaitement plastique ou écrouissable, & écrouissage positif. La
température étant constante T = To , on notera déscrmais W{X) & la place de

W, T).
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3.- SOLIDE LINEAIREMENT ELASTIQUE

Par sa simplicité, c'est Le modele Le plus connu, Le plus développe
‘en Mécanique des Solides.

Les relations (16) définissent la correspondance £ © 0 d'une maniére
bi-univoque. La fonction F(g) = p W(g) représente 1'énergie élastique em-

magasinée par unité de volume.

0 A
O e r——— Energie élastique et
¥ | . ) .
| Energie complémentaire.
F | ’
1 Figure 4.
' >
of E E

Pour exprimer les eij en fonction des Gij’ il est commode d'introduire

la transformée de Legendre de la fonction F(g) :

(24) F*(g) = Gij Sij - F(e) ’

F* est la densité volumique d'énergie complémentaire. On obtient alors :

_ OF*
€,. =

ij Scij

En particulier, si F(g) est fonction convexe, F¥(0) est aussi convexe et

vérifie 1'inégalité :
(25) F(e) + F¥(s) > e,. s.. Ve, Vs .

Le développement de l'énergie au second ordre donne le schéma linéaire~
g ‘

ment élastique :

1 _
(26) Fle) =555 iy &1 v %5 T Bigg & -
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Les coefficients élastiques Eijkl doivent vérifier les conditions clas-

siques de symétrie et de positivité :
Biskl = B1i5 = Byixa

Bigkl ®x1 1> ™ €34 %5 ¢+ ™70 -

(27)

En particulier, on obtient lorsque le matériau est aussi isotrope :

+ U €,

1 2
PW =754 (Ey) ij i3

(28)

og.. =X (e

i3 kk) 6ij+2uei. .

J

La positivité de l'énergie implique les conditions suivantes sur les coef-

ficents de Lamé A et U :

3A+2u >0 ’ u>o0 .

On peut aussi exprimer les déformations gij en fonction des contraintes

Uij H
(29) €34 = -% (O 835+ 1 ; Al O35
en posant :
E= 3A}\++u2 EoLu ' V=3 (A)\+ )
E>o0 ' -1Tgv< 0.5 ’

E désigne le module d'Young, Vv le coefficient de Poisson.
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.- SOLIDE ELASTIQUE PARFAITEMENT PLASTIQUE

4.1~ Critére de plasticité - Loi de normalité :

- A e e T e e A S e G e A e M WU e e M S M G e e W e G M e

La figure 5 présente la courbe de traction-compression d'une tige

en acier doux : a
N

Figue 5 : T

Courbe de traction expérimentale.

¢ >
o EP £ s g %

Elle montre que le comportement est linéairement élastique lorsque la
charge est faible. A partir d'un seuil Qy, des déformations résiduelles,
dites déformations plastiques, apparaissent & la décharge, le comportement
du métal est élastique-plastique. La partie réversible de la déformation

e p

g = € -~ ¢& est la déformation &lastique.

Du point de vue physique, un solide métallique est un agrégat de grains
cristallins. La déformation élastique provient des variations de la distance
entre les plans du réseau cristallin, ces variations sont réversibles sous
les efforts appliqués. La déformation plastique par contre est due aux glis-
sements des plans du réseau cristallin les uns par rapport aux autres. Pour

cette raison, elle s'effectue sans variation de volume.

Des expériences ont permis de définir pour les matériaux usuels le seuil
de plasticité 0 _ et son évolution avec la déformation plastique. En particu-
lier, si le seuil reste pratiquement invariable, on obtient le solide é&las-

tique parfaitement plastique.

Il s'agit d'une généralisation du premier modéle rhéologique de la fi-

gure 3. L'énergie W est l'énergie élastique emmagasinée :
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1

Py _ 4 e e
(30) p W(e,e") =35 B, 5pq (85457 13)(€kl k1

)‘“ Ei5k1 €158k -

Le contrainte O et le paramétre de force A associé & la déformation plasti-

que s'écrivant :

= _ P ——p W _
(31) %35 = Bisk1Ep1 ~ Sk1) ¢ Byy TP P i1 C
ij

Le domaine d'élasticité C est défini dans l'espace des contraintes Gij’
Lorsque sa frontiére est réguliére (cas du potentiel plastigue simple), on

1'exprime sous la forme d'une inégalité :

(32) c={0'f(o)<o} ’

ol la fonction convexe £(0), appelée crnitere de plasticité, permet de préci-

ser le seuil de plasticité par 1'égalité £(0) = 0. Par exemple, le critére

de Misés :

o!. o!. - k%, 6l. =0.. -+0. 8.. ,

(33) £{0) = 054 045 i3 7 %5 T 3 %k 83y

1

est bien vérifié pour la plupart des métaux usuels (cuivre, aluminium...). Le
critére de Misés est indépendant de la contrainte moyenne, le domaine d'élas-
ticité associé est une gphére dans l'espace des déviateurs Oij ou un cylindre
dans l'espace des contraintes Gij'

La loi de normalité (22) s'énonce sous la forme :

(34) =2, A0 si flo) =0 , A=o0 sif(@) <o .
En résumé, les équations du modéle s'écrivent :
e =e° + eP
(35) 6=E.c¢c"
P=2% | y<o si flo)=0 , A=o0 sif(d) <o .

o0
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Exercice :

Montrer que si le trajet de déformation €(t) est connu sur un
intervalle de temps [0, T], les équations (33) permettent de
définir un trajet de contrainte unigue associé, & partir d'un

état initial de contrainte o(0) = GO donné.

Les équations (35) définissent bien une loi de comportement, mais
la correspondance Histoire de déformation -+ Histoire de contrainte

est plus compliquée que celle de 1'élasticité.

4.2- Relations incrémentales :

- a e o — a— — ] —— — — —

D'une facon plus précise, les relations (35) sont de type incrémental.
Si 1'état de contrainte actuel ¢(t) est connu, & une vitesse é on peut as-
socier une vitesse de contrainte 5 unique, de sorte que de proche en proche,
en intégrant suivant le temps, on peut déterminer le trajet de contrainte
associé & un trajet de déformation. En effet, on obtient explicitement les

* * L]
relations entre les vitesses 0 = (0, €) de la mani&re suivante :

La relation (22) ép(o - 0¥) >0 V o* € C donne, en prenant

o*% = g(t + At) puis 0¥ = o(t - At), aprds passage & la limite At » o :

(36) s eP=o .

On peut donc préciser les relations (34) , en écrivant que :

T-Agg, A>0 si F(0) =o etsi £(o)
(37)

A=o0 si f(o) <o ousi f(0)<o .

Pour un &lément matériel, en charge plastique (f =0, £ = 0), on

a alors d'aprés (35) :

Jof of of .
—E, g vm—+t+ 5+ . E sy s =0 ,
Soij ijkl aokl aoij ijkl k1 ’

£=-2



29

goit l'expression suivante du multiplicateur plastique :

- 1 of .
(38) "“g; . 3§<35'E‘8> ,
30 ° Y
puis :
. . <-§§-.E.é> oF
(39) O‘=E8'—§£ . E:f_ E"@E
E 30

ou <a> est la partie positive de a : <a> =0 si a< o0, <a> =asia > 0.

*
Ia vitesse U s'exprime aussi sous la forme :

a
(40) §=2 ¢ ,
Je
en posant :
g, _la o-}‘—_—l—_—- §—f‘ ) - 2
(41) ‘Y(e)-—ze.E.e 5 5 afgac’E'E> .
= . B . =
o) o]

La figure 6 illuste d'une fagon schématique la loi en vitesses

obtenue.

On prend E= 1 (1) .
o est alors la projection de £
sur le cone tangent en ¢ au

domaine d'élasticité.

Figure 6



30

CHAPITRE III

PROBLEMES ELASTIQUES

On donne la formulation des problémes aux limites en
élasticité. Les équations locales ainsi que les principes
du minimum de 1l'énergie potentielle totale et de 1l'énergie
complémentaire sont établis pour une structure tridimension-

nelle en transformation petite, quasi statique et isotherme.
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Dans ce chapitre, on étudie la réponse d'une structure
8lastique en petite transformation isotherme. Les problémes
considérés sont relatifs a l'évolution quasi-statique, c'est-
a-dire lorsque les mouvements du solide sont suffisamment

lents pour que l'effet d'inertie soit négligeable.

1.- EQUATIONS DU MOUVEMENT

1.1- Equations locales :

- e B e W e W R S e

Soit une structure occupant dans l'espace un volume V. A partir d'un
état initial connu, elle est soumise & un trajet de charge défini par des
conditions de charge et de liaison imposées par l'extérieur. D'une facgon

plus précise, on suppose que les efforts
SR imposés correspondent d'une part & des
efforts de volume 0 £(X, t), d'autre part
3 des efforts de surface donnés Rd(x,t )
sur une partie SR de la frontiére. Sur la

partie complémentaire Su on impose des dé-

d
Rd' placements donnés U (X, t). Les portions
g‘u’ » de surface SR et Su sont énvarlables et

a les fonctions u (%, t), R7(x, t), £(x, t)
AL
sont des fonctions réguliéres de l'espace

et du temps. Ce sont des données classiques de type mixte, simple.

L'évolution de la structure est décrite par les équationg suivantes

lorsque le matériau est élastique :
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® Equations indéfinies dans V :

2€,.=u, . +u. . six equations gdométrigques
e & s 5, s (six eq g ques)
_ _OF L , ~
Gij = 3 (g) (six éguations de comportement)
ij
R - 5= . . ,
Uij,j {Jfl p ul o (trois égquations dynamigques)

® Conditions aux limites :

(1) a
Gij nj = Ri sur SR (force imposée}
u, = u.(.f1 sur S (déplacement imposé)
i i u }
® Conditions initiales :
ulx, o) = u° ) (déplacement initial)
ﬁ(x, 0) =V°(xR) (vitesse initiale)

On peut, si l'on veut, ne retenir que l'inconnue en déplacement
u{x, t). Si le matériau est linéairement €élastique, isotrope et homogéne,
les équations Gij = A (ekk) sij‘+211€ij conduisent aux équations :

(2) Agraddivu+puM+p (f=-1) =o0

de 1l'élasticité lindaire.

I1 s'agit d'un probléme aux dérivées partielles d'ordre 2, linéaire
si 1'élasticité est linéaire. Dans ce dernier cas, un nombre considérable
de solutions analytiques, exactes ont été mises en évidence pour des pro-
blémes & donnéeg et & géométrie simples. Mais souvent la solution n'est

accessible que par le calcul numérique.



1.2~ Probléme statique :

Si l'évolution est trés lente, les efforts d'inertie - p Ui sont négli-
gés, on obtient alors les équations de la transformation quasi-statique. Les
Squations (1) sont particuliérement simple dans ces conditions puisque la
solution (u, €, 0) & chagque instant ne dépend plus que des données (f, ud, R@)
& cet instant. L'évolution de la structure s'obtient par la résolution d'une

succession de problémes aux limites :

® Eguations indéfinies :

2 e =y, .+ 1
ij i, j,1
_OF
ij = Baij
(3) 94,4 VP E =0

® Conditions aux Llimites :

d
u, = u, sur S
i i u
_d
Gij nj = Ri sur SR

traduisant £'8quilibre statique sous les données (f, ud, Rd).

En élasticité linéaire, par exemple, les équations du probléme stati-

que donnent :

Agraddivu+p Au+p £f=0 .
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2.- THEOREMES DU MINIMUM ASSOCIES AU PROBLEME STATIQUE

On va etablin que Le probléme statique (3) conduilt & des principes
du mindimum assocdiés. La solution en déplaa'ement u (resp. en contrainte o)
minimise £'enenglie potentielle totale (nesp. L'énengle complémentaire to-
fale) du systeme, Lonsque La densité volumique d'énengle Fle) est supposée
convexe.

2.1- Définitions préliminaires

W - ) W S om W RN S e W A R W W W i W W e e

l'ensemble des champs de vecteur vérifiant les liaisons imposées :

(4) U={£|£=ud sur Su}

Prliuih@ngiugs Diughiiag APt iughaging

semble des champs des contraintes symétriques vérifiant les conditions de

forces imposées :

(5) S:{G*{Divc*-f-pf::o,a*.n:Rd sur SR} .

Pour tout & € U et tout v € S, l'équation des puissances virtuelles

I(13) donne, avec du = & :

(6) LT.S(E)deLQf.EﬁV-FJ ud.r.nds+JRd.gds .
» s

u R
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2.2- Théoréme du minimum de 1'énergie potentielle totale

- W e e W e M W R M e W G R I B e W G A e e mm W N M e A e O R e W A e e e -

On va établir la proposition suivante :

La solution en déplacement u minimise L'énergie potentielle totale :

I(E)-‘-‘JF(e(E))dV-J pf-id"~JRd-€dS '

(7) v \% Sk
parmi les champs de déplacement cinématiquement admissibles i.e.

I(w) = min I(E) .
Eeu

En effet, un extremum quelconque u de I(f) vérifie nécessairement

< I'"(u) , 6& > =0 ou, d'une facon plus explicite

e

J F e dv-J pfsgdv—J .stds=0

v \Y
avec 8§ = £ -u. Cette équation représente 1l'équation des puissances virtuel-
les I(13) et montre que la contrainte associée =~ 0 = gg-(a(u)} est stati- .
‘quement admissible. Un extremum quelcongue U de I(f) est donc une solution
du probléme en déplacement. Si F(€) est fonction convexe I{f) est une fonc-
tion convexe de & il s'agit d'un minimum. La solution en déplacement est

aussi unique 3 un déplacement de corps rigide prés si F(£) est strictement

convexe.

2.3- Théoréme du minimum de 1'énergie complémentaire totale :

T T e T T T e O SV wa—

La solution en contrainte ¢ vérifie la propriété suivante :

La solution en contrainte ¢ minimise l'énergie complémentaire
totale :

J(T) = J F* (1) AV = J ud . T .nds '
(8) v Su
parmi les champs de contraintes statiquement admissibles i.e.

J{o) = min J*¥(1) .
€S
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En effet, les relations II(24), II(25) et (6) montrent que :

I(u) +J{1) >0
I(u) +J(0) =0 .

Il en résulte que V TE€ S , J{1) = J¥{0) =~ I(0) .

2.4- Remarques :

® Du probléme aux dérivées partielles (3), on a été amené & résoudre deux

problémes de minimisation.

Dans (7) , on a choisi comme inconnue principale le déplacement,

dans (8) la contrainte.
® A partir de la fonctionnelle de Reisner & deux champs :

LE,t) = j (t.c(§) ~F*(1) AV - [ o f. £ dv ~ J (’é"id) T.nds

v v Su
- Rd . g dS r
SR
on €tablit sans peine que :
I(u) =Inf Sup LE, ) , —-J(0) =8Sup Inf LE, 1) ’

g T T &

I{£) et — J{t) sont deux fonctionnelles en dualits.
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3. - EXEMPLES : ENVELOPPE SPHERIQUE SOUS PRESSION

(voir cours de Mécanique ENPC, Y. Bamberger).

On consdiderne une enveloppe spherique Epaisse (rayon intérieurn a,
rayon extinieur b) constituée d'un matiniau LinZairement elastique, homoge-
ne et Lsotrope (coefficients d'élasticité E, v ou X, u). ELLe est soumise
a une pression intérieure p, a L'exténieur La pression atmosphénique est
negligeable.

On e propose de deéteruniner La solution a L'équilibre statique de La
spherne sous Les effonts considenss, en wtilisant successivement Les Equa-
Lions Locales (3), puls La formulation variationnelle en déplacement (7),
puis La formulation variationnelle en contrainte (8).

, En raison de La symétrie du probleme, Le déplacement est uniquement
rnadial, Le tenseur de contrainte diagonal et Leuns composantes ne dépendent
que de r (coondonnées spheniques) :

Grr(r‘) 0 0
u = £(n) gr , 0 =| 0 Tgg (1) 0
0 0 %0 (1)

Les Anconnues sont E(x), cxrr(r), Ta9 (r) = UﬁP‘P (ry .




3.1- Résolution 3 partir des équations locales

-
Le tenseur de déformation associé a u = §(x) er_est :

0 0 £/r

La loi de comportement II(28), II(29) donne alors :

Opp = (A + 2u) &' + 2)\ E/x ,Uee=0‘p‘p=2(>\+u) E/r +)0 8" .

En coordonnées sphériques, les équations d'équilibre I(11) s'écri-

vent :

1 1
r sinf cnp,so +

1 -
- (2o -0 +crecotge)+pfr—o

rr ~ %0 oy

1 1

%0,r Y T%o0,0 t Tomd %o, T

1 -
+T:(096_0W) cotg6+30re) +pfy=o0

1 1
+ = _
%r,r r %e,e r sind GW,‘P
1 _
+E 3 er + 206¢ cotg B8) + p f¢ =0

et donnent dans le cas de la sphére :

2. _
Or,r t T (Gr.r "ee) =0 .

En fonction de & (r), on obtient alors l'équation différentielle :

[—E;(rza)lr] =o :
T
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on en déduit que

B 5 B

rr 7 ¢ Y%e "~ o 2r3

it
o
+

E{r) =o.r +

H,Jm
o]
I
5
[

avec 3

A=og 3A+2y) , B=2uB .

~

Les constantes d'intégration A et B sont calculées & partir des con-

ditions aux limites :

- sur la face interne r = a, n=-e, Ré =4+ p e, d'oi o_f(a) =-p

rr
- sur la face externe r =b, n = e Rd =0 d'ol Urr(b) =0 .
Ces deux conditions donnent :
3 3 1.3
a’ a’ b
A=p ‘ B=p .
b3_a3 b3_a3

3.2- Résolution 3 partir de la formulation variationnelle en
‘ o déplacement

- —— T - - NS M N W W WS e mur W WS M e e A e e e WA RAR S W W M S R e e W A VR R e e

La densité d'énergie élastique F(g) s'écrit dans le cas considéré :

2F =2e2 +2 L losmerear B om & ]
=AEgy uaijeij'zl: He = W& :

En remarquant que fd = 0, que la surface SR se compose des faces interne
et externe de l'enveloppe, on aboutit & 1l'expression suivante de l'énergie

potentielle totale :

il m

b 2% E 27 '2‘
F(e) r? cos ¢ dr 0 G - pé(a a®> cosy d¢ A6 .

T T

a ‘O 5 o] '"i

Aprés les intégrations en O et ¢, au facteur 47 prés, le probléme initial

s'énonce sous la forme :
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Déterminer la fonction &(Yr) minimisant la fonctionnelle :

b
£—>I(£)==J~ Frldr-pé&fa) a® .
a

Sa résolution nécessite un calcul des variations. On obtient :

- 1'équation d'Buler du probléme des variations :

. 1
LT - .e. o 2 = .
g (&) o i.e [rz(r E),r] o ;
X
,r
- les conditions aux limites naturellesg :
-p pour r=a

OG+2u) g'+28x= .
r o pour r=b

On retrouve l'égquation d'éguilibre et les conditions aux limites en contrain-
te (en effet Orr = (A+ 27U &'+ 2 A %-) obtenues lors de la résolution &

partir des équations locales.

3.3- Résolution & partir de la formulation variationnelle
en contrainte :

- e T o S W e A e S e e e G e e e e M e M e W e R e e S

Les champs de contrainte statiquement admissibles et respectant les
symétries du probléme sont caractérisés par les seules composantes non nul-

les Orr(r) et Ogg = ¢¢(r) vérifiant :

2 _
prr T T (Op. = Ogg) =0 ’

Grr(a)-—'-—p P Gn,(b)*—--o .

On pose pour simplifier les notations, d(x) = crr(r). Comme Ogq
s'exprime en fonction de d et de d' d'aprés la premiére condition, on ob-
tient l'expression suivante de 1l'énergie complémentaire en fonction de d:

1 +v

— vV 2
* - +
2 Fx = EG}] B [ .

=-§-E-[d2+2 a-v) (d+—§~d‘)2—-4\)d (d+§-d')] )
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~

Le probléme & résgoudre s'énonce donc sous la forme :

Déterminer la fonction A(Y) qui minimise la fonctionnelle :

b (27 (1 b
J(@ = 2 pxr’cospardede =4 | Frria
il
a ‘o "7 a
parmi les fonctions vérifiant d(a) = -p , d(b) =0 .

On doit résoudre un probléme de calcul des variations. L'égquation
d'Euler associée s'écrit :
LR - : - = A e
4 4 rd o soit d O A 3 '

A et B sont tels que d(a) =-p , d(b) =0 .

On retrouve bien les résultats précédents.

4.- EXERCICE :

On se place dans le contexte de 1'élasticité linéaire. Si 1'état
initial n'est pas sans contrainte, la loi de comportement s'écrit d'une
maniére générale :

o
€

9] = o, kl) r

s .. + E,. € -

ij ij ijkl (kl
[+4 -3

ol 0 désigne la contrainte initiale, € la déformation initiale. Comme

o° joue le méme rdle que - E €°, on va prendre o’ =0 pour é&tudier la ré-

ponse d'une structure élastique soumise 3 une déformation initiale imposée

o
€ .

1- Ecrire les équations que doivent vérifier les champs de contrainte et

de déplacements.

2= On introduit les ensembles :
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UO={u€H1(V) lulS =o}, EO={e€L2le=Es(u) ' uEUO}
u

SO={0€L2(V) |Divo=0o dans V,o0.n=o sur SR}

(SO s'appelle l'ensemble des champs de contrainte auto-~équilibrés), puis
la norme de l'énergie dans l'espace des contraintes, définie & partir du

produit scalaire de l'énergie :

<o,o*>=Jo.E'1.c*dv .
v

Montrer gue les espaces vectoriels EO, So sont orthogonaux et qu'on

obtient a partir des théorémes de 1'énergie :

o = - Proj (e°, So) , e = Proj (e°, Eo) '
en supposant que €® = E . €° € L?(V).

Si 1'on note Z 1'opérateur Proj ( . , SO), Z est une application
linéaire de noyau Eo. Ceci signifie qu'une déformation initiale compatible

n'induit pas de contrainte résiduelle.

0
>
‘ .
|
[
I

b SSR .

O
!
q

n
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CHAPITRE IV

PROBLEMES ELASTOPLASTIQUES

On donne les équations décrivant en petite transformation
1'évolution d'une structure &lastique-parfaitement plastique.
La formulation du probléme en vitesses de contrainte, de dépla-
cement permet de comprendre la réponse quasi-statique 3 chaque
instant. Les propriétés principales de la solution, tels que
l'existence, l'unicité, la régularité, la nature des disconti-

nuités et le comportement asymptotique, sont examinées.
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Lors de 1l'étude des lois de comportement, on a souligné
la différence fondamentale entre les matériaux élastiques et
les matériaux élastoplastiques. En &lasticité, la relation
entre contrainte et déformation est bi-univoque ; la réponse
quasi-statique d'une structure é&lastique s'obtient directe-
ment & partir des conditions de liaisons et de charges a cha-
que instant. En plasticité&, la loi de comportement est incré-
mentale. Pour obtenir la réponse quasi-statique d'une struc-
ture &lastoplastique, il est nécessaire de suivre 1l'évolution
du matériau de proche en proche, 3 partir d'un état initial
donné. Nous examinons dans ce chapitre les différentes équa-
tions caractérisant 1'évolution d'une structure élastique
parfaitement plastique soumise a un trajet de charge quelcon-

que.

- EQUATIONS LOCALES

Soit une structure é&lastique plastigue occupant dans 1'espace un volu-
me £ . A partir d'un état initial connu, elle est soumise en petite trans-
formation quasi-statique & des conditions de charge et de liaison de type
mixte classique : charge volumique pf%x, t), efforts de surface Ré(x, t)

sur SR' liaison ué(x, t) sur Su.

Le matériau est supposé élastique, parfaitement plastigque. Le probléme
d'évolution quasi-statigue de la structure consiste & déterminer la réponse
en déplacement u(x, t), en contrainte 0(x, t) & partir d'un état initial

u (x, o) = uo xy, 0 ¥, 0) = GO (X} supposé donné,
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Ces fonctions doivent vérifier les équations suivantes :

- Le déplacement doit &tre cinématiquement admissible :

(1) u €U (t) = {u*vi u¥* (x) = ud (x,t) sur Su } .

On a utilisé ici la notation ut qui représente le champ de déplacement

a4 l'instant t, sa valeur locale au point X est u(x, t).

- La contrainte doit &tre statiquement admissible :

* * _
o Gij,j +p f:}. {x, £) =0 dans Q
(2) oy € 8({t) = .
* _d
cij nj =R, x, t) sur SR

~ La loi de comportement est partout vérifide :

La contrainte ¢ vérifie partout dans (i le critére de plasticité ¢ € C.
Si 1l'on introudit l'ensemble des champs de contrainte plastiquement admis-
sibles . TTmmmmmmmmmmmETEE

(3) P={0* ]c*(x)ec VXEQ} .
on a donc Gt EP.

ILa loi de comportement élastoplastique s'dcrit sous la forme :

= S . P
935 = Bigin (Bpq = gy
(4)
°D . *
€11 (O’kl cskl) >0 vV o¥€C ’

ce qui donne, lorsque le domaine d'élasticité C est défini par une inégalité

£(0) € 0 (potentiel plastique simple) :
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0]
5=
e
3F . 2
e 1. . B0, - B %
avec  ¥(e) =3 €5 By & T 3 " "
(5) R 2
90 ijkl Bokl

si £f (o) <o

i
D =
Me

O' - -
et Y (e) = 15 Eijkl gkl

- Enfin, les conditions initiales sont vérifiées :

(6) u (x,0) = uo(X) r 0%, 0) = GO(X) .
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2.- EXEMPLE : Enveloppe sphérique épaisse soumise & une pression
‘intérieure
(J. Mandel, Cours de Mécanique des Milieux continus)

Comme dans le cas élastique, les seules composantes non-nulles du dé-
placement et de la contrainte sont : déplacement radial E(r), contraintes

Grr(r) ’ cee(r) = wa(r)’

La solution élastique correspond & :

- _@—. —4 — —Bu-m — — .__?__, !
£(r) or + ~ ¢ Opp A - r Oy o@w A+ -
avec A =Dp _;;._3;..__. , B=a.b%/a® , a=a/Gx20) , B=B2u .
b°/a” - 1

~ Si l'on admet que le matériau est élastique, parfaitement plastique
et obéit au critére de Tresca, la condition de plasticité qui s'écrit en

fonction des contraintes principales sous la forme :

i3
. e . 2k
montre que lorsque la pression intérieure p atteint la valeur 2;-(1-a3/b3),
le contour intérieur entre dans le domaine plastique. $i l'on continue &
augmenter P, on distingue dans l'enveloppe deux régions : une région plasti-
que a<r<c et une région encore élastique ¢<r<b. Dans la région élasti-

que, la solution élastique correspond & :

3 3 3 3
Grr::g;—{-g__(l_.}_)__ ’ Geezg@gD:%}Eg‘(l -;-...b.....)
b* rd ~ b? 2r®

3
kS| LtV -2y X
r? b

puisque pour r = ¢, on a Ogg ~ Grr'z 2k.
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Dans la région plastique, l'équation d'équilibre :

2 _
r,e T T (Opy = Ogg) =0 !

jointe & la condition de plasticité 686 - Grr = 2k, donne :

Grr=2kLogr+C .

La constante C s'obtient & partir de la continuité du vecteur contrainte

sur le contour ¥ = C
C+2kLogc=--%3-}5 1-c%m%) .
En résumé, on obtient en fonction de C :

r 1 c?
Grr 2k [IOgE--g(l"b_a)]

oee=orrr+2k 0w

i
Q

La pression maximale admissible correspond & ¢ = b soit

P = 2k Log § . Le déplacement radial & est obtenu en remarquant que la
dilatation volumique & r + 2‘%»est purement élastique, en effet la loi de
r
normalité et le critére de Tresca impliquent que €§i = 0. Il en résulte que
E_1-2v I
g’r+2r-———--—-E (crrr+cee), soit :
- 3
p =2l 2V ogE-L(1-5) +L1 .
E C 3 b3 rz

La constante D étant définie par la continuité de &£ pour ¥ = ¢. On

obtient :
£=-}5‘2(1-2\))r mg—r—-i(l—gg- +(1-v)—c—i
E? C 3 b3 rz *

Dans cet exemple simple, le champ de contrainte dans la zone plastique a pl
8tre déterminé & partir des équations d'équilibre et des conditions de plas-
ticité, on dit gue le probléme est statiquement déterminé. Il s'agit d'un cas
trés particulier, souvent l'évolution élastoplastique est complexe et dans la

littérature on ne connait que quelques exemples de solution explicite.
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3.- PROBLEME EN VITESSES

Les relationg (4) ou (5) sont des relations incrémentales. Elles
relient les vitesses lorsque les grandeurs actuelles sont supposées connues.

A chaque instant, si l'on suppose connus les champs de déplacement et de
* * -
contrainte, en fonction des vitesses de données ud, Rt' ft' on peut formel-

lement décrire les vitesses de contrainte 6t et de déplacement ut par des

=~

"équations différentielles" & préciser :

(u, o, ﬁdt lidr %) — 1.1 Fl (u, o, l.ldl 'd’
F, (u, o, adl .dt

he

)
) .

1l

(7)

e
]
he

- [ 4

La détermination des vitesses u, O & partir de 1'état actuel (u, O)
.d .d * .
et des vitesses de données (U , R, ) permet de comprendre les fonctionnel-
les F;, F,. Elles correspondent & la résolution d'un probléme aux limites

appelé problime en vitesses.

3.1- Formulation locale du probléme en vitesses :

- —— T W M M W W e M TV e M MM M T WA M A M W e W I W W G R M e e B e e M T e

L 4
Les conditions que doivent vérifier les vitesses u, & s'obtiennent &
partir de (1), (2) et des relations de comportement. Elles s'écrivent :
3 - @ =
i u=u sur Su
» L]
ii ~-®Divo+pf=0 dans &
* .
(8) c.n=Rﬁ sur SR

iii- ® Relations de comportement (4) ou (5) .

Il s'agit d'un probléme aux dérivées partielles avec des conditions
aux limites mixtes. La vitesse de déformation plastique ou, ce qui revient
au méme, la vitesse de contrainte 6 s'exprime comme fonction non linéaire
de €. Cette non linéarité provient de la distinctich entre la charge et la

décharge dans la zdne plastigque actuelle, suivant le signe de la quantité

_Of
Bles

linéaire.

-
. E. € d'aprés la relation (5). Le probléme en vitesses ¢st donc non
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3.2- Formulations variationnelles du probléme en vitesses

- - S WSt e A e W mm e mm me e W e e e e e e e WA AR G mm e e e S e e N e T e

Les relations (5) peuvent &tre comparées aux relations de 1'élasticité
I1(14). On a vu que l'existence d'un potentiel é&lastique F(g), 0 = g%-conduit
aux principes du minimum de 1l'énergie potentielle totale et de l'énergie com-
plémentaire lorsque F est convexe. Comme la fonction ?G(é) est aussi convexe
en é, on montre de la méme fagon que le probléme en vitesses élastoplasticues

est associé aux deux principes du minimum :

3.2.1- Principe du minimum de Greenberg (1949) :

-
La vitesse U minimise la fonctionnelle :

(9) a@) = [ YO @- | ptiwm-| Ria
SR
parmi les vitesses ux compatibles avec les conditions cinématiques, i.e.
* .d
uk| =u.
Su

3.2.2- Principe du minimum de Hodge-Prager (1948} :

Il est nécessaire d'abord de définir 1'image de Wg(é) par la transfor-

mée de Legendre

93(5) =sup 5 &* - 0.
c¥*

On obtient l'expression suivante de Wg :

. Lorsque £(0) <o : ¥3(5) =—§- SELS .
. Lorsque £(0) = ©
\Pi(c's)= %éE‘lé si -g-g—.c'f<o
o si éﬁ.. 5 > 0 .
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=

L]
Si 1l'on se restreint & des vitesses de contrainte 0* compatibles avec

la condition de plasticité

{10) —g—g . 0¥ <o si f(o) =0

on peut alors énoncer le principe du minimum en vitesse de contrainte sous

la forme suivante :

-
La vitesse de contrainte 0 minimise la fonctionnelle :

(11) BEG*) = | 5+l dran-| od.

Q2 Su

o* . nds ’

o

»
parmi les vitesses 0% compatibles avec les conditions de plasticité (9) et

les conditions statiques (8ii) .

Il s'agit d'une minimisation de fonctionnelle quadratique sous

"contraintes" é&galité (8ii) et inégalité (9) .

3.2.3~ Exercice :

On peut simplifier les expressions de A et B en introduisant la réponse

e = . E E . . ~ < .
purement élastique (U, 0 ) qui représente les déplacements et les contraintes
obtenus dans les mémes conditions de charge et de liaison pour une structure

fictive, identique, supposée purement &lastique, de module E :

® Dans le cas général, le domaine d'élasticité correspond au convexe C, on

introduit la norme de l'énergie dans 1'espace des contraintes :

1

<o,o*>=Ic.E' Loxav , lol? =<0, 0>

£

le cdne normal en ¢ : N6=={ n [ <n, 0-0*¥> > o V o*€P }
puis le cdne tangent : TO== t | <t, n> < o Vn €'NG }

* . L *
- Montrer que si l'on pose e = E g, P =r¢ pour raisonner dans 1'espace

* L ] -
des contraintes, les vitesses U, ep assocides & une vitesse € donnde s'é-

crivent :

5 = Proj (&, T) &P = & - proj (&, N)) )
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® pMontrer gue les fonctionnelles A et B s'dcrivent, & une constante preés,

sous la forme équivalente suivante :

A Q)

HIETECY R

e@) - 51

-] .

7|

B(0) =-]2=

® si la fonctionnelle B est strictement convexe, A ne l'est pas dans le
*

-
cas général. Etudier 1‘'unicité des vitesses u, 0.

3.2.4~ Remarques :

L 3 L ]
La détermination des vitesses U, O pour un état de contrainte O donné

a une importance capitale pour différentes raisons :

- Le calcul effectif, théorique ou numérique, des problémes posés dans la
pratique de l'ingénieur doit nécessaiiement s'effectuer de proche en pro-
che, compte-tenu du caractére incrémental des lois de comportement. On a
1'habitude de donner une description "naturelle" en termes d'incréments

de contrainte et de déplacement.

- La deuxiéme raison est plus profonde car elle concerne les effets de
1'écrouissage, que jusqud maintenant nous avons négligé en nous limitant
au schéma de plasticité parfaite. L'écrouissage réel est un phénoméne com-
pliqué, tout ce qu'on peut dire avec certitude, c¢'est que le domaine
d'élasticité évolue avec la déformation plastique. 8i l'on n'adopte pas
une schématigation précise de 1'écrouissage, la formulation du probléme
d'évolution globale est impossible. Dans les traités classiques de plas-—
ticité, on s'est donc limité 3 décrire le comportement purement mécanique

en vitesses.

Mais, il est clair gue la résclution du probléme en vitesses ne permet

pas d'établir les résultats globaux sur 1l'évolution.



53

4.- ETUDE DE L'EVOLUTION OUASI-STATIQUE

Nous passons en revue dans ce paraghaphe quelques résultats généraux
de £'évolution quasi-~statique.

Les premiens concerment La question de L'existence. D'une gagon géne-
rale, on constate que Les modeLisations moins physiques posent souvent plus
de difficultes mathdmatiques. Pami tous Les modefes de matériaux considé-
nes au chapitne 11, Le schima 2lastique parfaitement plasitique est Le plus
difgicile & etudien Lonsque L'on souhaite etablLin des nésultats globaux sun
L'evolution. Pour cette rnaison, ce schima a donn Lieu a de nombreuses dis-
cussions. Le modele visco-elastique est par contre Le plus simple. 1L permet
de retrouver centains aspects du schéma plostique Lorsque L'on falit tendre
Le coefficient de viscoside verns o, c'est La méthode de négaﬂaniéaiion VLS~
coplastique ou viscollastique. L'introduction d'un Echoulssage strnictement
positif négularnise aussi Le probleme plasiique.

L'unicite de La néponse en contrainte est assurle des que Les données
en fonce sont compatibles avee Le seuil de plasticité. La determination des
deplacements pose par contre des problemes de négulornite, La {ou Les) solu-
tion(s) présente(nt) souvent des sunfaces de discontinuité bien conmnues dans
Les 2tudes classdiques de plasticite.

4.1- Existence et régularité des solutions en plasticité parfaite

- n e W WK M TN W W W e et W W e e A M e e BN G G e W W T A e e WS T RS WA W W S T W R M ARt G W R M T M W e s G e e

Les résultats les plus complets concernant l'existence, sont dis &
Moreau, Johnson et Suquet. Pour simplifier, on ne présente ici que les ré-

sultats de Suguet (1978).

On fait les hypothéses suivantes :
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~ Régularité des données :

e w™ o, T, Hl/z(Su))

(12) de w1, 12 (8g))

£e W', T 12 @) )

- Données en force compatibles avec le seutl de plasticité :

On suppose qu'il exite une contrainte X € W ©, T, L” (),
vérifiant :

(13) . XtES(t) vyteloT]

. Xt est strictement contenu dans P au sens suivant :

La boule de rayon § > o, centré au point X(x, t) est strictement
contenue dans le damaine d'é€lasticité C au point x.

‘La condition (13) est une condition de sécurité. Elle traduit le fait
gque les donnédeg en force ne dépassent pas la limite supportable pour la

structure (on reviendra sur cette guestion au chapitre VII).
Alors, on obtient la conclusion suivante :

Il existe un couple (o, V), o € Io(0, T, L2(Q)), 0 € I~ (0, T, L2 (Q)),
VE€L® (O, T, DB (Q)) vérifiant p.p. t une formulation
"faible" :

(14) (. 0 € P N S{t)

3 f SEL (0% - o) asz-f 38 (o* - o) nds - fvmivo*--mv o) do
Q Su Q
Vo*€EP —JV(G*-G)nds}O,

Sr

ainsi que les conditions initiales.
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D B () désigne 1l'espace des fonctions V € L? () telles'que dijCV)

sont des mesures bornées sur  :

_ 2 21 1
(15) DB(Q)-—{V‘VJ._EL @ , 4 =32 +vj’i)eM,(sz)} i

17 i,J

Le lecteur peut se référer aux travaux de Suquet, Moreau, Temam et
Strang ... pour les compléments mathématiques sur l'espace fonctionnel DB({l).
Physiquement, D B(}) permet de traduire les discontinuités observées (surface
de glissement, rotule ou charniére plastique) dans les problémes particuliers.
I1 est intéressant de remarquer que la solution en vitesse de déplacement Vv
ne vérifie pas nécessairement les conditions de liaison imposées V= ﬁd sur Sﬁ
au sens classique. Une fonction VEDB({)) posséde sur une surface une trace
interne V_et une trace externe V;, seule V; vérifie les conditions de liai-
son. Les équations (14) sont "naturelles", car elles traduisent simplement
d'une fagon globale le principe du travail maximal ép(G - 0% > 0. 8i 1l'on
adopte la méthode de régularisation visco-plastique, les principales &tapes

de la démonstration sont :

- On remplace le matériau plastique considéré par un matériau visco-élastique
& potentiel de dissipation régulier associé, défini par :
v _ 1 .
=7{ (o = Proj (o, c)) .
On démontre alors que l'évolution quasi-statique pour ce matériau admet
une solution (0, Vh) telle que Gn €L” (0, T, L? (Q), 6“ €1I® (0, T,L (),

n
v, € I® (0, T, H () .

- On fait des estimations a priori sur (Vh, Gn) :

o, € bornédde I® (0, T, L® (),

&n € borméde L2 (0, T, L% (),

vn € borméde L2 (O, T, DB ().

Par passage & la limite, n <> o , on construit un couple (0, V) et on jus-

tifie que ce couple vérifie les équations (14).
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4.2~ Evolution de la contrainte :

- - ——— - U My S M M e R W B e A W

On a vu lors de l1l'étude du probléme en vitesse que 1l'introduction de

- . E E . s s - .
la réponse purement élastique U , 0 permet de simplifier les équations.

~ . ; . , . s r
Dans le méme esprit, on va introduire les contraintes résiduelles ¢ et les

- P ¥
déplacements résiduels U

E
0=0 +c5r
(16) E r
u=u +u ’

ca < E . . o
les quantités (0, UE), (Gr, ur) sont respectivement solutions des problémes

d'élasticité suivants :

] uE €U(L)
(17) L OE € S{k)
E E E 1 E E
[ = = e
o} E.c avec eij 5 (ui,j +‘uj,i) '

OurEUo={ulu=o sur S }

(18) Ooreso={c!Divc=o dans -, o.n=osurSR}

e =k (er - P avec eli'ﬁj:—é— (u;':'j + j_) '
14

S0 est l'ensemble des champs de contrainte auto-équilibrés. On sait, d'aprés

le chapitre III, que : Ur==-proj (ep, SO) = - 7.eP,

On va maintenant montrer que la contrainte G est solution d'un probléme
variationnel simple,
. [ 4 Ld
En effet , V o* € S(t) , Gt-c* € So. Comme u, - oug € UO, on a :
* . [ _
(c-0*%) (e-¢)dv=0 ’
£

soit :

J 6-0% (2+P+Bav=0 .
Q
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p

Si en plus o* €P, J (0 - 0% € > 0 d'aprés les relations (4), il en ré-

Q

sulte que :

Vt, Vo*¥ePnNSs(t)

o

(19) .
<g=-0 ,0¥-0>20 .

Dans l'espace des contraintes muni du produit scalaire de 1'énergie

<,> on peut donc écrire 1l'égquation différentielle que vérifie la contrain-

te O :
. _ oE
c + NPﬂS(t) (o) =0
(20)
glo) = oo .

L'équation (20) a été étudiée par Moreau depuis 1970 pour des convexes
mobiles quelconques, qui ne sont pas nécessairement de la forme PNS(t), i.e.
intersection d'un convexe fixe et d'un espace affine mobile par translation.
Des problémes d'origine diverse se posent sous la méme forme dans des contex-

tes différents de la Mécanigue (Econométrie, ...).
L'unicité de la xéponse en contrainte est évidente d'aprés (19). En
effet, s'il existe deux solutions éventuelles 0;, 0, on obtient :

. o7 . 6E
Vt <0,-0,0,-0,>>0,<0,-0,0,=0,>>0,

soit <o, -0

1 o0 0, = 0, >< 0, ce qui donne par intégration :

1

(21) | o,(t) =0,0) I*> <] 0,(0) = 0,(0) |? V t>o .

Cette inégalité montre que la distance entre deux solutions éventuel-
les ne peut que décroitre. L'unicité résulte alors des conditions initiales

0, (0) =0,(0) =0, .
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4.3- Evolution de la déformation plastique :

. on A e WO W W e e W S M M W G e W b W e e e e e S A e e e e

On a vu que la vitesse de déformation n'est pas nécessairement une
fonction réguliére (mesures bornées sur {l). Comme la contrainte est régu-
liére, cette irrégularité provient de la vitesse de déformation plastique.
Par intégration,‘la déformation plastique n'est pas nécessairement régu-

liére,

Dans les problémes particuliers, lorsque le trajet de charge est pro-
portionnel & un paramétre de chargement pris comme le temps, i.e.
ud(t) =t ug ’ Rd(t) =t Rg , £(E) = ¢ fo , & partir de l'état naturel GO=0,
souvent on constate, comme dans l'exemple de l'enveloppe sphérique, que la
réponse est d'ébord élastique, ensuite la zone plastique s'étend au sein du
volume. Au début, la déformation plastique peut &tre réguliére, elle se con-
centre ensuite sur des zones faibleg et donne naissance 4 des surfaces de

discontinuité, c'est le phénoméne de déformation Localisle, bien connu en

Mécanique.

Tant que la déformation plastique reste régulidre (P € L.2(Q) pour
fixer les idées), on peut formuler son évolution & partir de l'expression
oF = -7 eP. 1a loi de normalité eF (o - 0%) > 0 s'écrit sous la forme glo-
bale :

P

(22) < e ,GE-Zep—o*>>o VY o*¥ €P ’

de sorte gue formellement, on obtient 1l'éguation différentielle :
(23) =, -2 .

L'équation (23) est trés utile dans les études de stabilité.
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5.- COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE : ADAPTATION

On vient d'étudien £'evolution d'une structure Elastique, parfaite-
ment plastique, soumise & un trhafet de charge & partin d'une donnde ini-
thale. Dans centains cas, on ne dispose que de peu de remseignements sur
£'etat initial du matinioauw, une Etude précise de L'évolution n'a alors
qu'un inténit méeanique reldtivement Limite. IL est bien plus intdressant
de connattrne £'influence de cette donnée initiale sur Le comportement ul-
Lenlewn du systeme.

La théornie de £'adaptation donne une #éponse satisfaisante dans cetfe
dirnection et concerne Le comporntement asymptotique de La solution du proble-
me d'Zvolution. En particuliern, elle est d La base du caleul de nésdstance
des structures aux phénomenes de rupture par déformation plastique cumulée
ou alternde, une des préoceupations principales de 2'Ingénieun. Depuis Les
thavaux de Melan (1936}, elle a fait L'obfet de nombreuses etudes dont Les
plus intéressantes sont dues d Koitern. Des travaux plus réeents ont contrni-
bug a une gormmulation mathmatique plus cohirente des nésultats obtenus par
ces deux aufteurs.

12 s'agit d'etudien Le comporntement asympiotique des solutions u(t),
o(t) Lorsque t + + «, Le trhajet de charnge etant décnit par La réponse pure-
ment 2lastique (uE(t), o (t)) donnde.
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5.1- Définition de 1'Adaptation :

—— -, T — - e Ot W e G e e e e o

La structure s'adapte pour les charges considérées, si pour t + +
la réponse du systéme tend & devenir purement élastique. Cette rcondition

signifie que :

u’ (t) > U (1)
(24) cr(t)-+ Gﬁ (ii)
eP(t) » €2 (iii)

" . . v r X R
c'est-d-dire l'existence des limites u, Or Eg quelles que soient les don-

nées initialesg. Ces limites dépendent évidemment des données initiales, mai

l'essentiel est que ces Limifes exisfent, car alors G ~ (.IE, a~ ﬁE, P~ o

Il est nécessaire cependant de préciser la nature de la convergence
dans (24) . L'énergie élastique W =%— o. £l 0 est bien définie pour une
solution, la convergence Or(t) > G:; est au gens de la norme de 1l'énergie.
Par contre, on a vu gue les déformations plastiques sont, dans le cas géné-
ral, des mesures bornées. Pour simplifier, on adopte une définition plus

simple de l'adaptation en exigeant uniguement la condition (24)ii.

5.2- Théoréme de Melan-Koiter :

On obtient alors le théoréme de Melan-Koiter :

S'il existe un champ de contrainte résicuelle cﬁ constant et un
coefficient de s€curité m > 1 tels que le champ de contrainte
(25) m (ci + o (t)) satisfasse aux conditions de plasticité VvVt > o :

m (0£+ GE(t)) eEp ,

alors il y a adaptation quelles que soient les données initiales.
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La démonstration du théoréme s'effectue en deux étapes :

® On montre que sous les hypothéses adoptées le travail plastique
dissipé est nécessairement borné. La puissance dissipée Dp s'écrit,

d'aprés 11(9)

D=Jv.o.nds——q—J loE—10d§2=Joépdu.
S ) 9]

P dt 2

On vérifie que Dp > O d'apré@s les relations (14) en prenant 0* = O. La

- . r
loi de normalité ¢X(c - 6%) > 0 V o* € C donne en prenant 0¥ = 0 + O

it

. r E
puis 0¥ =m (0 + 0)

(o-o],,':-oE) épdu>o

‘Q
[ .
(U-mor —moE) spdu>o '
= *
soit
[
_r _E, p m-=-1
‘_Q(o O — 0 ) € du> = Dp .

’ T . oK .
Comme O -~ O, - OE € SO et u~-u € Uo, on a aussi :

J_(o-oﬁ-oE)épdu+<o-o£—0E,c'5—8E>=o ’

2

de sorte que :

—<o-k-F,5-E-F>x0"1Lp ,

soit : &

m-=1
m

(26) —;— "0(0) - o],,': - cE(o)“2 P DP(T) dr .

o
Il en résulte que quelle que soit la donnée initiale O0{(o), le travail

plastique dissipé

t
Wp(t) =J Dp('l’) dt
o

reste borné.
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® Dans la deuxiéme é&tape, on montre que la contrainte résiduelle

Or(t) posséde une limite Oi :

. r r r r . .
soit £, <, , O (tl) =0, , O (tz) = 0, , on cherche & estimer

r r . " =
I o7 = 0, | suivant une méthode due & Nayroles :

t2
%’ﬁo{—cil{ = <&, -0l >at
1t2
= - eP (of - of) au at .
1 Q

- P (csr-cf)=—ép»(6-0E-c§+(01-0?-0};))

. E r . . B
=—ep(0-0-c*)+ep.cl-ep(cl+0£) .
Au second membre, le premier terme est négatif ou nul, le deuxiéme
.
terme est majoré par ¢ € car 0; € C. Si le domaine d'élasticité C est sy-
métrique par rapport a l'origine (cas des critéres de Misés, Tresca),

- (U? + Gi) € C , on a une estimation simple :
2 t
2
%Ho‘f~c§“<2 D,( ar

€

qui montre que la suite Gr(ti), ti -+ ® est de Cauchy, donc convergente,

compte~tenu du fait que le travail plastique reste borné.

8i le domaine d'élasticité n'est pas symétrique par rapport & l'ori-
gihe mais borné, la méthode reste valable moyennant quelques modifications

mineures.

-

Le théoréme de Melan-Koiter correspond a une approche statique du
probléme de l'adaptation. L'approche cinématique, par dualité, a été aussi

donnée par Koiter (1961).
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6.- REMARQUES SUR LES DISCONTINUITES

Si une discontinuité de vitesse apparait sur une surface ¥ du volume
r— L
de la structure {}, la vitesse de déformation Eij est une distribution
définie sur X :

° 1
(27) €.,. =% V] n. +[V] n,
) Ey=3 C [Vl ny + V] ny)
ot {V] est 1la discontinuité de la vitesse ‘4 la traversée de Z dans le sens.

de la normale n.

*
Comme la vitesse de contrainte est régulidre (0 € L®(Q)), la décompo-
* . -
sition € = se + €% montre que la vitesse de déformation plastique s'écrit

sur ¥ :

) op - . =;];
(28) €53 =€ 5 { [V]i nj + [V]j ni) .

ij
La loi de comportement € P (c ~o*) >0 V o*¥ € C entraine alors des
restrictions sur la discontinuité [V] car ¢P doit atre une normale extérieure
au domaine d'élasticité. Pour le critére de Misés, par exemple , le domaine
c o', -k?g 1=
d'élasticité étant dAéfini par ¢!, 0! k® € 0 avec 013 013 3 Okk 613, les

ij "ij
restrictions sont les suivantes (Halphen [10]) :

. Une discontinuité de vitesse est purement tangentielle [V].n=o0.

. 81 0, # 0y 2 0; désignent les contraintes principales, on doit avcnr
g
1+ 0
nécessairement en un point de discontinuité de vitesse §; = -——-—-—---.

: 2
. La discontinuité [ V] est dirigée suivant une bissectrice de l1l'angle

> >
G,, G3).

v
. 8i OL et E desn.gnent les bissectrices de (0'1, 0‘3) = -2— avec (01 ,0& ) = %,
>

(OL, §) = 2 la discontinuité de vitesse est positive ([V] L0 =0 ou

(Vl. 8> o0).

Si nous admettons que la vitesse est réguliére en dehors des surfaces

de discontinuité, la puissance plastique dissipée globale D.p est :
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(29) cePau=| oPa@w+| [VI.o.nds ,
Q 9] p>

ou la sommation J s'étend & toutes legs surfaces de discontinuité, elle
z
représente la puissance plastique dissipée concentrée sur des surfaces. La

-

formule (29) s'obtient & partir de (28), ou tout simplement & partir de

l'expression générale de la puissance dissipée II(9) :

D = o.n.vds—a% Wdane = 0.nvVds - cefan .
af Q o2 Q
En effet, si la vitesse est discontinue sur des surfaces Z, on peut complé-

ter ¥ pour faire une partition de Q en morceaux dans lesquels la vitesse est

réguliére. La formule d'intégration par parties, valable dans chaque morceau,

donne alors :

Dp= (c{:—cée)dQ-!— [V] .0 .nds .
Q T
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CHAPITRE V

EXEMPLES

On étudie quelques exemples d'évolution de structure
en plasticité parfaite. Ce sont des problemes de flexion

circulaire et de torsion de barres cylindriques.
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On a vu que la résolution d'un probléme d'évolution élasto-
plastique est un probléme relativement complexe : il faut dis-
tinguer la zone plastigque de la zone élastique. Dans la zone
plastique, la loi de comportement entre les vitesses s'écrit
différemment selon gue le matériau est en charge ou en décharge.

Ces difficultés expliquent que dans la littérature on ne
connait que tré&s peu de solutions exactes.

1.~ FLEXION D'UNE BARRE CYLINDRIQUE

(Solution de J. Mandel)

Un cylindre homogéne est soumis sur ses deux bases & des couples de
flexion égaux et opposés. Le matériau constitutif est élastique parfaite-
ment plastique, obéissant au critére de Tresca. On cherche & construire

des solutions explicites possédant les propriétés suivantes :

~ les sections planes restent planes et normales & la fibre moyenne aprés

la déformation,
- la contrainte est unidimensionnelle.
Ce sont des hypothéses classiques de la théorie des poutres &lastiques.

Les conditions aux limites sur les sections extrémes doivent &tre compatibles

avec les propriétés requises. On impose :

E=cxy
(1) — -
ka = 0gg T © !

c(t) est une fonction donnée telle que ¢ > o.
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o D

v

()
V

-~

La seule composante non nulle de contrainte est GXX gue l'on notera
0 pour simplifier les formules. On a toujours : € = g =€ =0
b 1% 3 Xy vz 7X ’
SXX' Eyy, EZZ sont indépendants de X, Exx = + cy. Les conditions de compati-

~

bilité de déformation se réduisent & une seule équation :

{2) fo) .

€., ., tE =
VY122 2Z,YY

La courbure ¢ croit en fonction du temps, le matériau reste en charge

dans les zones plastiques. Les équations en vitesse :

€ o = % + A+ A2 (les mltiplicateurs plastiques
. Ve s Al et \* ont le signe de 0)
(3) €yy = - E*G - XA
C =25 o
€2z E° A 4

s'intégrent et donnent :

=Y kS
W_E+<]CYi E>T§_}_

(4) E_ === 0=-G (G, H ont le signe de vy)

e =i

G -H G+H=<lcylv-—§>;-§r .

. . sz k . .
Dans la zone €lagtique caractérisée par }cy] - E'< 0, les équations (2)
sont toujours vérifiées. Dans la zone plastique caractérisée par
lcy[ —'g > 0, les fonctions H(y, z), G(y, 2z) doivent vérifier 1l'équation (2)

qui s'écrit :
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En posant :

]

Liy, 2) +v < |ey] - §> -2

H{y, 2z) ]

{

r

Gly, 2) =Ly, 2) + (1 = V) < |oy| -%>TYLI

il vient :

5 L - L =0 .
(5) ,22Z 7Y

La fonction L s'écrit donc sous la forme générale :

L=o'(y-2z) +B' (y+ 2).

Pour construire le déplacement dans une section, on peut considérer

la demi~section supérieure. Dans la zone plastique y > —— , on obtient :

cE
o=%
eyy=-3%+oc'(y—z)+8'(y+z)~(1—-\)) (cy-]—E<-)
kR iy -y o oar - -k
€0 = T a'ly - z) - B8' (y+2) -v (¢cy E) ’

ce qui donne :
£ =cxy
=_C 2 2 _ .2y | o _ 1 _k2 -
(6) n = 5 [x +v{y“ -z )] {1-2v) ..2.(cy .}E)«Hx(y z) + B(y+2)

i
I

- veyz +oaly - z) - By + 2) .

. N . k e s Ak
La continuité du déplacement & la frontiére y = o conduit a distin-

guer dans la section différentes régions (fig.)

] _ : k k
D a=0 si y-z<z+1z (F
B=o0 si 'y+z<§E-+ z (%{E-)

=0

o |
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On constate que la solution en déplacement n'est pas unique. Dans la région

DEC, les fonctions O et B sont arbitraires, la seule restriction est que

G‘> O, H 2 O soit :

(7) “viy-H <oy +ByrD < -V oy - D
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2.- TORSION D'UNE BARRE CYLINDRIQUE

(voir cours de J. Zarka [261])

On considére un cylindre de section {1, de génératrice paralléle &
l'axe Oz. Les efforts volumiques sont supposés nuls, ainsi que les efforts
de contact sur la surface latérale. Sur chacurede ses bases, on exerce un

couple C d'axe paralléle a Oz.

¢ %'A

L) ¢ [Ia) , .
(el

Le matériau constituant est supposé homogéne, isotrope.

2.1- BEtude de la solution en élasticité linéaire :

- B g e o WA Gt G GmS e M M WA e W e G G W G e M WA M MR G G M G e M e e S R G W WD M e e e M W

2.1.1~ Calcul direct du déplacement :

En prenant le systéme d'axe Oxyz dans lequel l'axe Oz passe par le

centre d'inertie des sections, on cherche, a priori, un déplacement de la

forme :
E=-azy
(8) n=oazx
=0 ¢(x, V) .

On voit que 0 représente géométrigquement 1'angle de rotation relative
entre deux sections du cylindre distantes de 1l'unité de longueur, o ¢ repré-
sente le gauchissement des sections, indépendant de la cote 2, la fonction

¢ (X, y) est a déterminer.



71

La déformation et la contrainte associées par la loi de 1'élasticité

linéaire s'écrivent ; compte-tenu de l'isotropie, d'aprés (8) :

EK“SW"“ ZZ=8Xy=O
(9) :
2e =00 =Y Zeyz'=oc (d>,y+X) '
G}G{_Oyy= ZZ=GXY=O
(10) O,, =0 ud -1y o, =0 U +x
Xz /X " yz 'y )
Les équations d'équilibre div 0 = 0 se réduisent d une seule équa-
tion :
(11) Ad=o0 ’

$ est donc une fonction harmonique.

Sur la surface latérale du cylindre, le vecteur contrainte est nul.

Soit n une normale extérieure & 9{ de composantes nx, ny , on doit avoir :

+0.__n_ =
%z ™% T %z Ty

O '
goit d'aprés (10) :
(12) . - X h.
La détermination de ¢ se raméne donc & la résolution d'un probldme
de Newmann.
Le couple C s'obtient par intégration sur Q :
’ — > > ->
- : i + 3 = T
C L}Omﬁ(o’le Gyzj)dﬂ o Fk ‘
avec :

Jd= JQ (x (¢’y + x) - y(cb’X -y)) dx dy P

J est l'inertie de la torsion. C'est une caractéristique de la section, car

elle ne dépend que de la géométrie de (.
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L ——

Congidérons le cas d'un eylindre circulaire de rayon R. L'origine 0
étant le centre du cercle, n,.y- ny.x = 0 en tout point de 3. Il en

résulte que ¢ = O est une solution de (11), (12), ce qui donne :

= - _ _ mR"

2.1.2~ Calcul direct de la contrainte :

On cherche a priori une ré&partition de contrainte dont les seules

composantes non nulles sont O

sz’ Gyz' Les équations d'équilibre ze = Q,

2

= = i i i ' .
Gyz,z Oy QXZ,X + Gyzly O sont satisfaites si 1'on pose :
ze = ?’y
(13)
Oz =~ ¥ x

Y ne dépend pag de z, ¥ = V¥ (x, y). Le probléme se raméne & la recherche de

la fonction de contrainte ¥Y(X, v).

Les déformations associées sont compatibles si les éguations de compa-

ibilj s so T EL 4t ELL érifiées. 'écri
tibilité Slj,kl + Ekl,l] Elk,jl ejl,Lk sont vérifiées. Elles s'écrivent
ici AOXZ =0 , Adyz = 0. Il en résulte que V(AY) = 0 ou :
AY = - 28 (8 : constante).

La signification de la constante B8 est claire si l'on compare les

expressions des contraintes :

‘i"y = U oa(qS'X -y) P

¥ = &(¢:y + %) .

i

X

On obtient par élimination de ¢ , AY = -200 u  soit B =ua.
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Les conditions aux limites QXZ n, + Oyz ny = 0 sur 9f} donnent

= . _ av _
Ll"y. - W,xny—o soit VY. 1t=0 ou ds-o R

S désigne l'abscisse curviligne sur le contour 90f. Si { est un domaine
simplement connexe, on peut prendre ¥ = O sur 9f) car la fonction Y n'est

définie qu'a une constante prés.

La fonction de contrainte s'obtient par la résolution du probléme de

Dirichlet :

A =- 20
(14) %

‘P{m=o .
Le couple de torsion C est :

> > ‘ >
C=kJQ(X0yz*ycxz)dQ=—kJQ(x‘l"x+y‘1’ )dﬂ=2kj9‘l’dﬂ .

Exemples :

. Section circulaire de rayon R :
=41 2 o (g2 2
¥ = 5 U a [R x= +vy )] .

. Section de forme triangle équilatéral de hauteur h = 3a -

== (x - a)(x - yV3 + 2a) (x + yV3 + 2a)
6a - 2N

¢-_-_6Xa.(3x2-y2) !

!
c=2v3 a* Ll BN
=% a u.a . T
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2.2- Etude de la solution en plasticité parfaite :

D R e e e I A e e e

On admet gue le matériau obéit au critére de Misés., Le temps réel
n'intervenant pas, on peut prendre comme paramétre l'angle de torsion G

que l'on augmente d'une fagon monotone.

Par analogie avec la solution élastique, le probléme se raméne & la

détermination des deux fonctions $(X, y, o), ¥(x, ¥, o).

Le critére de Misés s'écrit simplement

3

2
15 v =Y? 4+ y2 =xk? .
(13) 1\?[ 2:9 Y k

Les relations de comportement entre vitesses s'écrivent :

e

+ A V¥

¢’X Ty Y 'Y

E=1)

+
T

b=l [ oo

,X—xw,x '

(16)

i

avec A>o0 si |V =k etsi |W|=o0

A=o0 si |VW| <k ousi |W| =k etsi |[W|<o.

It

2.2.1- Calcul de la contrainte :

On démontre (nous ne le ferons pas ici), lorsque l'angle de torsion o
augmente, que le premier point plastique apparait toujours sur le contour
92 ; la région plastique s'étend vers l'intérieur, un point plastique res-

te plastique, il n'y a jamais de décharge élastique.

zone Les zones plastiques sont défi-

nies par 1l'éguation (15). Dans les

zones élastiques, }VW[ <k , mais la
fonction Y doit vérifier 1'équation
AY = — 2u 0. La fonction ¥ s'obtient

de la maniére suivante :
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On introduit l'ensemble des fonctions admissibles :
(17) K = { Y eH Q| V¥ <k p.p. }
et on établit la proposition :

Ia solution ¥ minimise dans K la fonctionnelle :

(18) 1 ,
5J vy | dﬂ—IZuoﬂPdQ .
9] Q

En effet, on vérifie sans peine que la solution du probléme (18) pos-

séde toutes les propriétés requises.

Pour obtenir ¥, en résumé, on doit résoudre un probléme de program-
mation convexe. Il est utile de remarquer que si d(m) désigne la distance

d'un point m(X, y) & la frontiére 93}, on obtient :
(19) ¥ (x, v) =k dm (x, v) '

lorsque m appartient & une zone plastique.

2.2.2= Calcul du déplacement :

On admet que la fonction ¥ a été déterminée par la résolution du
probléme (18). La formule (19} montre d'ailleurs gque lorsqu'un point devient
plastique, la fonction Y reste constante, indépendante de l'angle de torsion

Qe

En un point de la frontiére 38, situé dans la zone plastique (fig.),
soient n la normale extérieure, 8 l'angle (0OxX, n). La tangente (D) a pour
équation x cos 6 + y sin 6 -~ £ (8) = o , la normale (N) a pour éguation
-xsin®+ycos 6~ £'(0) =o.

En un point de la normale (N), situé dans la zone plastique, on a

donc ¥ (X, y) =xcos O +y sin 6 - £(0). Les relations (16) donnent :
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A sin 0

.e.
!

k<
it

- A cos B

<
+
»
i

de sorte que V¢. n=y cos 8 —x sin 6 = £'(0). Si g est l'intersection

de (N) avec la frontiére é&lastoplastique actuelle T , on a alors :

¢m = ¢(@ +gm . £'(6) .

Les relations (16) permettent de relier ¢(Q) a ¢(mb) ol m_ est un
point quelconque de la zone plastique, par intégration le long d'une courbe

par exemple. On construit ainsi la fonction ¢ dans (.

2.2.3~ Exercices :

® gSection circulaire de rayon R :

Déterminer 1'angle de rotation ap qui provogue les premiéres plastifi-
cations.
Calculer la fonction ¥, la fonction ¢ et le couple de torsion C en

fonction de o .

® Déterminer ¥, C pour les sections suivantes :

Carré de cBté 2a Triangle équilatéral de
hauteur 3a.
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CHAPITRE VI

ANALYSE LIMITE

~

Ce chapitre est une introduction 3 l'analyse limite.
On y étudie la notion de charge limite et la ruine des struc-
tures parfaitement plastiques par déformations plastiques non

contenues.
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Dans les exemples d'évolution de structure élastique,
parfaitement plastique, considérés aux chapitres précédents,
on peut constater que la réponse élasto-plastique passe sou-

vent par trois étapes.

La premiére étape est élastique, le matériau est partout
élastique. Cette Eétape dure Jjusgu'd@ ce gue les premiéres plas-
tifications apparaissent. Mais, le fait que le critére de plas-
ticité f(o) = o soit atteint, ne signifie pas nécessairement la
ruine de la structure. Si la vitesse de déformation ¢ reste
"contrblée”, la vitesse de déformation plastique e nrest pas
illimitée, car elle s'exprime en fonction de £ par les formu-
les IT¢32), I1I(36). Dans l'exemple de l'enveloppe sphérique
sous pression, la vitesse de déformation est contrdlée par la
couronne E&lastique extérieure qui empéche toute possibilité de

déformation plastique non limité&e. On dit que la déformation

plastique reste contenue.

- -~

La deuxiéme é&étape correspond a l'apparition et & l'exten-
sion d'une ou plusieurs régions appelées zdne plastique, dans
laquelle, en chaque point, le critére de plasticité est atteint.
Pendant cette étape, on peut encore augmenter la charge appli-
guée jusgu'au moment ol les régions élastiques ne permettent

plus de contrdler la vitesse de déformation.

C'est la derniére étape qui indique le début de la ruine

par déformation plastique non contenue de la structure.
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1.- NOTION DE CHARGE LIMITE

Poun mieux comprendre La trhodisieme etape, on va considérern Le cas
du chargement progressdid d un paramétre § d'une structure quelconque.

La structure, de volume Q, est soumlse sun une partie Sy de sa gron-
tiene  a des effornts de surnface S.R° , sur La parntie complimentaire
Le deplacement nul est Amposé (ud = o). On suppose, pour simplifiern, qu'Lil
n'y a pas d'effort de volume. En augmentant progressivement § 4 partin de
0, on déginit un trajet de charge & un seul parwamitre §.

1€ est intultif qu'une stwucture héelle ne #1ésiste pas Andéginiment.
S& ke materniau est elastique pargaitement plastique et s4 Les changements
de geoméinie sont négligeables, une &tude complite de £'Evolution quasi-
statique devralit mettne en evddence Les dif4érentes Btapes de La réponse
lasto-plastique. En particulien, La dernidre etape fowwndit La charge maxi-
male admissible Sm. La connaissance de §m est evdidemment, pour L'Ingénieur,
un rensedignement capital dans Le dimensionnement des structures rnéelles.

1.1- Une estimation

Une estimation &vidente de Sm provient de 1l'étude du probléme d'évolu-
tion. En effet, on rappelle que la solution en contrainte 0(§) vérifie 1'é-

quation différentielle IV(20)

- -OE
o+ N? A S(6) (o) = ¢

(1)
c{o) = Oy ’

dans laquelle P désigne l'ensemble des champs de contrainte plastiquement
admissibles, S(8) l'ensemble des champs de contrainte statiquement admis-—

sibles :
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P = { cELZQ) | c€EC VxERQ }

li

(2) { S (8) = { cEL*Q) | Divo=o dans © }

il

[ed
c.n=¢ ., R surSR .

Au moment de la ruine, § = §m et 0 EPN S(Gm). 8i l'on introduit

la quantité

<SL = Sup § = Sup )
PNS(S) #8 (o, §)
(3) cEP
o € S(8) ’

on a nécessairement 6m.< 6L. Le coefficient 6L' d'aprés sa définition (3)
est tel que P N S(§) soit l'ensemble vide pour tout § > SL’ C'est une majo-

rante de la charge maximale admissible %n'

1.2~ Caractérisation de la charge limite :

- b — " —— . o Y A W N W e e W e e S A e A e e

Il est cependant nécessaire de préciser la notion de charge maximale

admissible Sm que l'on appelera charge Limife associée au chargement consi-

déré. Au moment de la ruine, les déformations plastiques ne sont plus con-

trdlées, 1'état de contrainte & cet instant est un &8fat d'quilibre Limite

au sens de la définition suivante :

N = i | =
gEP S(cSm) et 3V€VO {Vltesse V+ 0 sur Su}

tel que E(V) =

|

1
= {V, .+ V.
7 i,3 J
N. (o)

(4) ,i) # 0 vérifie

Il

£ (V) 2

Autrement dit, on peut associer au champ de contrainte sfatdquement et plas-
tiquement admissible o un champ de vitesse de déformation plastique compa-
tible €(V) suivant la régle de normalité.




81

1.3- Modéle rigide - plastique :

- —— . — - ———— - - -y -

La loi de comportement introduite dans (4), & savoir :
c(V) =N & (€. (0, — 0%.) > *

(5) e (V) c(cr) ( i3 (clj 013) >oVo*¥€EQ ,
définit un matériau particulier, appelé modele rigide-plastique assocdé au
modéle élasto-plastique congidéré. Il s'agit d'un matériau identique en ce
qui concerne les caractéristiques plastiques (méme critére de plasticité,
méme régle d'évolution de la déformation plastique), mais la vitesse de dé-
formation est purement plastique. La figure ci-~aprés dohne une interpréta-~

tion unidimensionnelle du modéle.

(r’ O’A
E E—> o0
> >
ol £ o S

Matériau élasto-plastique. Matériau rigide-plastique.

fowebr e

> o

I
!
I
!
E
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1.4~ Exemple :

- —— - -

Revenons & l'exemple de 1l'enveloppe sphérique sous pression. Si l'on
admet que la répartition de contrainte respecte toujours la symétrie sphé-

rique, d'aprés (3), (SL est le maximum des coefficients § qui satisfont aux

&guations :
O =0
60
o} + 2 ..._r.:.l.f......._... -
Xr,r xr

lo = Ogel < 2k

crrﬂﬂ =0

Oy (@) =6 .

Il en résulte que (SL = 2k Log g—. La pression intérieure 2k Log-g

est un maximum qu'on ne peut pas dépasser.
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2.- CALCUL DE LA CHARGE LIMITE

2.1- Généralités

=~

La charge limite Gm s'obtient & partir de la détermination des états
d'équilibre limite. D'aprés (4), un tel état est représenté par le triplet

(o, V, §m) vérifiant les équations locales :

.0€C dans @
“ 934,3 =0 dans
(6) Oij'nj = 6m R; sur Sp
. VE.— o sur Su sy V#o0
. €(V) = N, (0) .

La vitesse V peut &tre éventuellement discontinue sur des surfaces,
mais la discontinuité [V] n'est pas arbitraire. Elle doit &tre compatible

avec la loi de normalité, comme il a été expliqué au chapitre IV.

Le systéme des équations (6) représente un probléme aux valeurs pro-
pres généralisées. Si l'on suppose que la "valeur propre" dm a pu étre dé-
terminée, le "vecteur propre" V s'obtient par la résolution d'un pro-
bléme aux limites non-linéaire. En particulier, le champ de vitesse V est

un mode de awine.

Le probléme aux limites associé correspond aux égquations locales :

.0€C dans ¢
e« O,.. . =0 dans Q
13,]
(7) Oij'nj = Ri sur SR
.V ==Vq sur S
i i u
. £(V) = N_ (0) .
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On rappelle que la puissance plastique dissipée D(é) a été définie

au chapitre II :

(8) D(€) =ce= Sup oFe .

o* €C
Elle représente aussi le potentiel de dissipation car d'aprés la

définition (8), on obtient :

(9) o=2 .
o€
D(e) est une densité volumique ou une distribution de surface, selon la

nature de la vitesse de déformation é.

- Exemple :
Pour le critére de Misés, C est défini par l'inégalité Gij GJ!_j--k2 <0
D(E) = Sup ol.i=k (€55 éi.)l/z =k |e .
|0 <k J 1]

Si € est une distribution de surface, =~%— ([V]inj+[vlj ni) avec

€.
1]
[V] . n =0, car la discontinuité est alors purement tangentielle 1'expres-

sion précédente se réduit & :

DE) = £ [v] | .
V2

Il est important de remarquer que la relation (9) conduit, comme en
élasticité, au principe du minimum pour les vitesses de déformation

(Markov) :

La solution en vitesse V du probléme (7) minimise la fonctionnel-

le :
X)) = o (T - *
(10) X (V*) J_D(e(V )) du JS R . V¥ ds ,
Q R
parmi les champs de vitesse V* cinématiquement admissibles

A%

;‘ = V(Ji_ sur S, et campatibles avec la loi de nommalité ;
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et par dualité, au principe du minimum pour les contraintes (Hill)

La solution en contrainte ¢ du probléme aux limites (7) minimise
la fonctionnelle :
Y(o*)=-J vl .ot n, ds ,

s ij 3

(11) u

parmi les champs de contrainte statiquement admissibles
(Divo*= o0 dans @ , 0¥ . n =R sur SR) et plastiquement admis-
sibles ( c* €C dans Q).

2.2- Méthode statique et méthode cinématique

Revenons maintenant au probléme de charge limite (6). On va établir
les propriétés importantes que vérifie nécessairement une solution éventuel-

le (0, V, Gm)-
On considére d'abord la proposition suivante :

Soit § un niveau de charge quelconque. Si P N S(§) # @, c'est-a-
(12) dire s'il existe au moins un champ de contrainte o* € P N S(§)
alors § vérifie 1'inégalité :

§ <6
m

En effet, on a :

J o* & (V) d}.l=J § R® . Vds
Q S

et : R

J o e(V) du=J S R°.Vds
m
Q Sg

car 0 € S(8 ) , 0¥ € S(8). Or, la loi de normalité éCV) (c = o*¥) > 0 donne :

J G e du J o* & du
J R°.V ds J R° V ds
Sr Sr
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La proposition (12) montre clairement que l'estimation GL est exacte~-

ment la charge limite.
La charge limite §m est définie par le quotient de Rayleigh :
J D(£(V)) du J D(€(V¥)) du
Y Y

(13) 6mA= = Inf '
3
J R® . Vds v J R° V*ds
S S

ol les champs de vitesses V* € Vb sont choisis de telle maniére que le quotient
soit positif .. En effet, pour R = %n R° , le champ de vitesse V vérifie

le principe du minimum (10) , qui s'écrit :

O=JD(€(V))du—j6mR°.Vds<J D (€ (V¥)) du-J S R°V*ds ,
Q S Q0 s ™

ce qui conduit & (13).
On peut aussi exprimer (13) sous une autre forme :

Soit § un niveau de charge quelconque. S'il existe un champ de
vitesse V¥ cinématiquement admissible et campatible avec la loi

de normalité tel que :
(14)

J_D(é(V*)) du < JS § R° V* ds ,
Q2 R

alors nécessairement § > Gm .

On peut approcher 6m par des valeurs inférieures, en appliquant la

proposition (12), c'est la méthode sfatique de calcul de la charge limite.

La proposition (14) permet d'approcher §m par des valeurs supérieures, c'est

la méthode cinématique du calcul de la charge limite. Souvent, on se conten-

te d'un encadrement par excés et par défaut de Gm , car la résolution exacte

des problémes (3), (6) ou (13) est un probléme difficile.
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2.3- Exemple : Charge limite d'une fondation
(J. Mandel [15]1)

W e e e M MW B R M M e S W G e e W4 S VM S el e A O S G e W e e e W

On considére une fondation de largeur &, de longueur infinie sur un
sol plastique, homogéne, obéissant au critére de Tresca. On admet que la
fondation exerce sur le sol une pression uniforme § et on souhaite calculer

la pression maximale admissible %n'

/\E}

Ll

A 0 B . Critere de Tresca :
Sol Max |op - o5l <2k .
I,Jd

Il s'agit d'un probléme de déformation plane. On démontre dans ce cas

gque l'on a dans la zone plastique nécessairement Gz

Z

=1
=3 (cvxx-t- oyy), .

est donc la contrainte principale intermédiaire.

. Méthode statique :

Un champ de contrainte o* € P N S (4k) s'obtient en prenant :

. &a . a
si x| >3 si [x| <5
* = - * = -
QXX 2k QXX 2k A B
g =0 0¥ = - 4k
¥y | an| amn

o* =o0 0¥ =o

Xy Xy

Ce champ n'est pas continu aux limites des régions I, II, III, mais

il est bien statiquement admissible pour la pression 4K car lorsque ‘X{ =‘%

le vecteur contrainte 0.n est continu. Ce champ donne Gm;> 4k.
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. Méthode cindmatigque :

On imagine une répartition de vitesse particulidre V¥ dans laguelle
la fondation et une partie du sol tournent en bloc en glissant le long

d'un arc de cercle de centre C, de rayon R, d'angle 2¢.

Cette répartition est cinématiquement admissible et compatible avec
la loi de normalité car la discontinuité de vitesse [V¥] est purement tan-

gentielle sur l'arc AD.

Si w¥ est la vitesse de rotation, la vitesse de glissement est R w¥,
o
[V*] =R w* T et la puissance plastique dissipée est uniquement définie
suxr l'arc AD, © £ (V¥) = k R w* d'aprés 1'expression donnée du critére de

Tresca.

On a :

J D(£(V¥)) & =J k R w* ds = 2k R? q w*
9) 2D

L R® . V* ds=J (R sin oc—%—x) w¥ dez= (R sin oc—g-)a w* .
Q AB

Donc : 2kR20L
5 < - .
m aRsina—-g—

Le minimum du second membre s'obtient pour a = R sin o, tg o = 2q soit

o = 67° et donne < 5,53 k.

(Sm

Ce procédé est trés connu en Mécanique des Sols (Cercles de Fellenius).



89

. Solution exacte :

La valeur exacte est §m = (m + 2)k. Les &tats d'équilibre limite

associés ne sont pas définis d'une maniére unique. En voici une solution :

. Répartition des contraintes

L

Dans AIB :
o == (m+2k ,0_=-17k, 0 =0 contrainte éne.
vy Yk, o, ' Oy hamog
Dans BJK :
g =0 g _==2%k,0 =0 contrainte h Sne
v v Oy r Oxy Mo

Dans IBJ : Répartition de contrainte en &ventail de Prandtl.

En un point quelconque m de 1'éventail, les axes € ee représentent
les directions de cisaillement maximal, la pression moyenne (Gxx + ny)/Z

est constante gsur le rayon Bm et varie linéairement suivant 1l'angle 6.

On compléte cette répartitionen la prolongeant dans le reste de la
structure par un champ purement é&lastique. Ce prolongement, relativement

difficile, ne sera pas développé ici.

. Répartition des vitesses :
Dans AIB : Enfoncement uniforme Vey=0, Vy =YV , le triangle ATB se dépla-
7777777 ce en bloc avec la vitesse - V suivant Oy.

Dans BJK : Le triangle BJK se déplace en bloc, parall&lement a JK avec la
________ vitesse VA/Z.

]
5
0
-
&
<
!
o
<
[
!

En fait, on peut construire une infinité de solutions dépendant d'une
fonction arbitraire ! On a donné ici une solution & titre indicatif, sans

expliciter les raisonnements qui ont permis de 1'obtenir.
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CHAPITRE VII

NOTION DE L'ECROUISSAGE

Ce chapitre est consacré a la description de 1l'écrouis-
sage dans le contexte des milieux standards généralisés. Les
modéles usuels sont introduits. En particulier, on établit la
régularité de la réponse en déplacement lorsque 1l'écrouissage

est strictement positif.
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Lorsqu'un élément de matiére subit des déformations plas-
tiques macroscopigques, 1l'é&tat interne du matériau est modifié.
Pour un métal, par exemple, les divers cristaux constitutifs ne
sont pas déformés de la méme facon, ils subissent des rotations
et des glissements relatifs. De méme ', des glissements micros-
copiques se produisent dans les mailles cristallines. L'état des
contraintes résiduelles intergranulaires évolue ... Ces phéno-
ménes divers peuvent &tre étudiés d'une fagon plus ou moins pré-

cise par l'intermédiaire d'un certain nombre de paramétres Ain-

tennes qui, & chaque instant, caractérisent 1l'état interne du

matériau.

L'étude de l'évolution des paramétres internes, c'est-3i-
dire de la modification de 1'état interne avec la déformation,
est un probléme physique difficile. On connait de nombreuses
analyses microscopiques basées sur les résultats de la Physique
des Solides. Ces analyses permettent de comprendre les mécanis-
mes &lémentaires de la déformation plastique 3 l'échelle des
mailles cristallines, mais elles ne donnent pas toujours des re-
lations globales, utilisables d'une facgon slire et simple dans
les applications pratiques. Pour les applications, on doit sou-
vent adopter une approche différente basée sur des modélisations
macroscopiques obtenues a partir des observations a 1l'échelle
humaine. Ce point de vue macroscopique, phénoménologique a été
adopté au chapitre II. C'est d'ailleurs la base de toute la
Physique macroscopique, i.e. de la Thermo-dynamique, de l1l'Elec-

tromagnétisme et de la Mé&canique des Milieux Continus, etc...

On a développé, au chapitre II, une description basée sur
le potentiel thermodynamique et le potentiel de dissipation. On
va préciser ici les propriétés des matériaux élastoplastiques

définis dans ce cadre. Ces matériaux, dits Matéaiaux Standards

‘Genéralisés constituent une extension simple du modé&le de plas-

ticité parfaite.
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1.- MATERIAUX STANDARDS GENERALISES

- ———— T —— - W W W S e e M R e e e e e e e W W e T

On rappelle qu'un milieu é&lastoplastique écrouissable est défini par

une densité d'énergie libre W fonction des variables d'état (g, o) vérifiant :
(1) o=9p e .

En notant A la force thermodynamique associée aux paramétres internes O

(2) A=—p'§'§' 7

la puissance intringéque dissipée est :

(3) D=Aa>0 .

»
Les variables internes 0 évoluent suivant la régle de normalité

(4) o =N,@®) '

ol le domaine d'élasticité C est un domaine convexe, contenant 1l'origine 0

dang l'espace des forces A.

La signification des paramétres internes dépend des modéles adoptés.
Le modéle de plasticité parfaite par exemple correspond & l'expression sui-
vante de 1l'énergie :

W=%—(€—€P)E(a—€p) )

P

La déformation plastigue € est alors le seul paramétre interne.

En général, l'énergie libre ne s'identifie pas & l'énergie é&lastique

emmagasinée. L'expérience montre d'ailleurs que 0 ne dépend que de la défor-
p

=

- : e ‘s N
mation élastique € = £ = €°. Ces conditions nous aménent a admettre que

1l'énergie libre s'écrit sous la forme séparée :
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(5) W=We(€—€p)+wa(oc)=We(€e)+Wu(oc) ’

dans laquelle We est 1l'énergie élastique emmagasinée, Wa est 1l'énergie
résersible stockée par modification de 1'état interne, d'origine physique

diverse.

Les exemples suivants permettent de mieux comprendre la nature de

1l'écrouissage.

1.2~ Exemples :

1.2.1- Ecrouissage cinématique (Prager, ...) :

Le modéle d'écrouissage cinématique de Prager est une généralisation
du modéle rhéologique ressort-patin-ressort présenté au chapitre II. Comme
en plasticité parfaite, ep est le seul paramétre interne, mais l'énergie 1li-

bre s'écrit :

W= We + W avec Wﬁ = %-(e - sp) E (e - ep)
(6)
W°‘=%ep.H.ep )

On obtient A=0 - H . ap. Le domaine d'élasticité C est défini dans l'espa-
ce des forces Aij par l'inégalité :
- 2 _
£ (@) = |a'] -k<0 , AT —AJ!_inj .

-~ [} - AxT S ié& 3 ' = . - + s e
ol A' désigne le tenseur déviateur associé & A, Aij Aij 3 Akk 613
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1.2.2- Ecrouissage isotrope :

On admet que les paramétres internes sont (Ep, B), B désigne un sca-

laire & préciser et que l'énergie s'écrit sous la forme :

W= WJe + W o avec We = %-(e - sp) E (e - ep),
(7)
W = k(B) '
ce qui donne A = (0, B) en notant B == k' (R).

8i le domaine d'élasticité est défini par l'inégalité

£=]o'| +B-k <0 (e]o'| -k -k'(B) <0

on obtient alors d'aprés la régle de normalité :

of é = A iﬁ soit é =

D -
€ A 3B

ij agij !

eP|

t

Cette équation montre que B = Bo + J fepl dt, B mesure le chemin décrit par
O

le vecteur €F, c'est fa défonmation plastique Squivalente. Les fonctions W©

-

et Wu s'obtiennent alors & partir de la courbe de traction unidimensionnelle

P
N
K W est l'aire
° hachurée.
we We

! > > P

€ 3 © g €
Courbe de traction unidi- Courbe contrainte-
mensionnelle. déformation plastique.
Fig. : Identification des énergies W et Wa a partir de la courbe de

traction unidimensionnelle.

La puissance dissipée est D = ¢ P+ BB = ko lep . L'énergie dis-

sipée W_ = D dT ne s'identifie pas au travail de la déformation plastique

t L]
J o ep drt.
o)
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1.2.3- Modeles rhéologigques :

On considére deux modéles rhéologiques simples avant de faire une

discussion générale.

® Patins et Ressorts en série (Prager, Mroz, ...)
Les paramétres internes ¢ sont la déformation plastique P {glis-
sement du premier patin) et les élongations des ressorts By, ... Bn. L'é~

nergie libre est l'énergie emmagasinée dans tous les ressorts :

=31 - P - P 1 2 1 2

Les paramétres de force associée gont :
= = - - - P
A= (0; Byy «vs Bn) avec Bi Ei Si y 0O=E (g - &%) ’

les Bi sont donc les tensions dans les ressorts. Si ki désigne le seuil de
glissement du patin i, le domaine d'élasticité est alors défini par les

inégalités :

| o+B,|] -k <0

| B, -B,| -k, <0
{Bn—Bn_lt—kngi) .

C'est un domaine convexe dans l'espace 0 X By X .. X Bn' Les équations

d'évolution s'écrivent d'aprés la loi de normalité :

e® = A, sign (o + B,)

él = A, sign (o + B,) ~ A, sign (B, - B,)

Bn = An sign (Bn - Bn-—l) .

1
Br By :
e W
VA 7 772777 §
H
H

eP

m_.,._--a
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® Patins et ressorts en paralléie

4 &
7
Y] -“WMAN
g
/
J
y — A WV
2——+—°"~ > o
y,
1T WEx
1o g I
Ly
Y,
? 3
L'état du systéme est défini par la déformation € et les glissements
Y p g

p

des patins ai. La déformation plastique €% g'obtient par décharge élastique,
elle est définie & partir de 1'état actuel du systéme par une décharge ima-

ginaire, tous les patins étant bloqués.

L'énergie libre du systéme est l'énergie emmagasinée dans tous les
ressorts :

=g (e-a,)2 g (¢ -a)2
W=5E, (e =—a)° + ... + 5 E (e an) .

La contrainte est :
= - + s e + - = 2 - N 0 .
o =E; (- o0y) E (e an) ( " ? ) € E, a;

Si l'on pose E =E; + ... + E_, la définition 0 = E (¢ - ep) conduit a :

n
p_1
€ B [El O + .o En qé] ;

- R e - .
La séparation de 1l'énergie W=W + Wa découle des expressions de W et

de ep.

Les forces associées sont les tensions des ressorts :

A=A , ... A) avec A, =E, (e~ 0y) .

Si ki est le seuil de glissement du i®M€ ressort, le domaine d'élasticité C

est défini par les inégalités :

-k.<0 , i=1,n

La loi d'évolution oy = ki sign Ai R Ai > 0 si le patin est actif, traduit

bien la régle de normalité.
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® Ceg deux exemples suggérent la proposition suivante, d'intérét pra-~

tique important :

Tout modele rhéologique 3 Elasticité instantanée,
(8) constitué par un assemblage quelconque de patins,
ressorts, est de type standard généralisé.

On peut démontrer cette proposition de plusieurs maniéres différentes.
La plus simple consiste & isoler tous les patins. Soit ai le glissement du

iéme patin.

Le reste du modéle est une structure élastique avec liaison interne
parfaite. Par rapport a un état initial sans contrainte, la structure est
soumise 4 des déplacements imposés (€, d) et emmagasine une énergie W(g, Q)

dans les ressorts. Le principe des travaux virtuels donne :

o= et -A, ==,

Ai désigne la force exercée sur le patint.Si les ressorts sont linéaires,

W est fonction quadratique des déplacements imposés :

=1 - L
W—ZeEe eGioci+20LiHijoaj ’
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et donne :

G:EE-Gi&i 7 "Ai=H..Q’.- 7

la déformation plastique ep est alors la quantité = G, a..

i~i

eal o

Le domaine d'élasticité C et la loi de normalité s'écrivent :

| 4, -k <0 rog =2 signa,

ce qui montre gue le modéle est standard généralisé,

On a supposé que les variables (€, o) sont indépendantes, c¢'est-3-dire
q P
qu'on peut déformer (d‘'une maniére élastique) le systéme & paramétres inter-~

neg blogqués, d'ol la restriction de la proposition & des modéles & élastici-

té instantanée.
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1.3- Etude de la loi de comportement élastoplastique
écrouissable :

N e e e W e T W T WA M e G M e e A W W R R e e e T e M e W TS e e W D L M W S TS W N W e e s e e e e

1.3.1- Relations entre vitesses :

® T1 est utile de distinguer parmi les paramétres internes la défor-
mation plastique ep des autres variables, notées B comme dans le modéle de

patins~ressorts en gérie. Dans ces conditions, l'énergie libre s'écrit :

W (e - eP) + W (P, B) ,
Ep«%wa 8 - oW~

:._-, B e L d

aeP 38

]

(9) L

et : A= {0+ BP, BB) avec

Le domaine d'élasticité est un domaine convexe dans l'espace des forces

{0 + Bp) X B8 et la loi de normalité devient :

(10) (P, ) = Ny (0 + 5P, 8% .

En particulier, si C sfexprime par une inégalité
p P P

flo + Bp, BB) < 0 , on obtient :

P _ 4 3f i f =
e G ’ Az>o0 i f£=o0
(11) . 3 A=0 si f£<o
B =A—x
38P .

Comme au chapitre II, la loi de normalité implique la condition II(34)

qui s'écrit pour les matériaux écrouissables sous la forme :

(12) SPLP P L= .

On va introduire les notations suivantes :

e L N
(13) E:..é_é..yi_e_ ' H = P
9e~ 9e NT M
2 O 2 2
avegs @ L:._u—_.— N—.@.—.—_Vﬁ_ ’ M:a an -

w
Q>
fos]

, =
Bsp 9P 2P aB 3
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Les matrices E et H sont positives si 1'on admet aussi la convexi{té de
L'enengle totale :

(14) W fonction convexe e E , H définis positifs.

Dans ces conditions, l'égalité (12) s'écrit aussi :

(15) P = gHA>0 .

La convexité de l'énergie implique alors la condition (de Drucker)
0 € > 0 qui traduit le fait que la courbe contrainte-déformation plastique
est non décroissante. On dit, par définition, que £'Bcrouissage est alors

positis ou nuk.

® Comme en plasticité parfaite la vitesse de contrainte O s'exprime
en fonction de la vitesse de déformation € lorsque l'état actuel est supposé
connu. Le calcul est trés simple lorsque C s'exprime sous la forme d'une

seule inégalité £ (0 + Bp, BB) < 0.

En effet A >0 gi £ =0 et £ = 0, la premiére condition g'écrit :

%g—(c.f+f3p) +—%1§6=0 ,
9B
ou :
of
f . of of 0 of of _
SE.E.S—(—,——B' H 3E +%.E'§6 A=0 .
90 9B 3
3B
5E NE <g—§.E.é>
En notant N = ( — , ——E-) , on .obtient alors A = , ce qui
30 9B 9f _ of
donne : NHN+ o0 E 30
of .
<—.E.¢g>
P _ o0 of _ 1 9f « _ 3f :
(16) e = 35 _9F %0 NEN 3 °° 30 si NHN >0
NHN+ =—E =—
90 — 90
of .
<—.E.¢> o
(17) o=E¢ - Cle 5E afE.gg-=§:P,—(€) '
NHN+=— . E . — o€

90
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avec :

W@y =Le¢ge-41 1 < g, 25t
? 2NHN+3§E§£
. 90 3o

La quantité h = N H N s'appelle le module d'écrowissage.

(18) Module d'écrouissage h=NHN .

1.3.2~ Stabilité au sens d'Ilyushin :

On va montrer que les matériaux standards généralisés satisfont au

"postulat” d'Ilyushin :

Pour tout cycle de déformation e(t), t €[0,1]1 , (o) = €(1),

le travail de déformation est positif ou nul :
(19) 1

I GE(t) d&> 0 .
0

En effet, la relation II(8) donne :

t t
J Ao dt zJ o €dt = We,, a,) +Wigy, ap)
o o

en notant : €, = €(0) = €(1),0y = a(0), 0, = a(l). Il en résulte que :

+
J o€ dt =W, o,) - W, 0y) +f Aadr

o " o
> -gg (0, = 0p) + J Aq dr d'aprés la convexité de W
0 . /0]
t L]
> J (a - AO) adt >0 d'aprés la loi de normalité.
o)

cqfd
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1.4~ Ecrouissage positif

- - —— . — -

On rappelle que le domaine d'élasticité C est convexe dans 1'espace
deg forces (0 + Bp) X BB. On note C_ le cdne asymptotique du convexe, C
le cbne normal aC_, L'ensemble des normales extérieures en des points fron-
tiéres de C est évidemment Ci. Par exemple, si C est borné, C est vide et

Ci est tout l'espace (0 + Bp) X BB.

»

L'écrouissage positif est une propriété dépendant & la fois de l'éner-

gie W et du domaine d'élagticité C. Elle g'énonce de la maniére suivante :

3h0>otelque

VNECT
(20) Fcrouissage strictement positif w0

Inf NHN> hb3> o

Inl =1 .

On demande donc que le module d'écrouissage soit toujours positif. Si
1'écrouissage est strictement positif, la relation (16) montre gque la vites-
se de déformation plastique é s'exprime en fonction de la vitesse de con-
trainte &, la relation entre vitesse 5(5) est donc biunivogque (alors que ce

n'est pas le cas en plasticité parfaite 1!).

1.5- Déformation et contrainte généralisées :

Si l'on introduit les notations suivantes :

P (ep ’ e-p, B) la déformation plasticque généralisée

1

E€ = (¢%, - &P, -B) 1la déformation élastique généralisée

(21)

2= (o, Bp, BB) la contrainte généralisée
Y] .
E= (s, 0, O) la déformation généralisée '

on obtient de nouveau les éguations de la plasticité parfaite, car :
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N
E=e%+€P
P _
EP = N, ()
(22)
E O 0
. .o Matrice des coef-
F =8.E avec € =|o0o 1 N ficients élastiques
généralisés.
o N M

La matrice & représente les dérivées secondes de l'énergie par rap-

port aux paramétres internes (€e, —ep, - B).
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2.- EVOLUTION QUASI-STATIQUE DES STRUCTURES ECROUISSABLES

On consddere, comme au chapitre 1V, £'évolution d'une structunre
elasto-plastique, Ecroulssable, soumise & un trafef de charge de Lype
classique. Les Cquations (17), (21), (22) montrhent que tous Les rZsul-
fats etablis pour La plasticit? parnfaite sont encore valables pour Les
matiriaux standards géndralises.

2.1- Exercice : Etude du probléme en vitesses

s e S R e S U Mo T M W e e W W e e G e e

L'état actuel étant supposé connu, on s'intéresse & la détermination

L]
des vitesses U, ¢, G...

® Montrer que la vitesse U minimise la fonctionnelle de Greenberyg :

(23) A(ﬁ)—-«J ¥ (&) dQ—J pfifldQ-J R uds ,
f 91 SR
parmi les vitesses u* compatibles avec les conditions cinématigues, i.e.
od
* = -,
u¥lg =u

® Montrer que la vitesse U est unique lorsque 1’écrouissage est
strictement positif. On peut, par exemple, établir d’abord que la fonction
Ta(é) est alors strictement convexe car elle vérifie :
(24) AW 2 ysh G -ME € -9
aéiﬁ ij ij" 7 7o -

ot .
1]

® Montrer que la vitesse O minimise la fonctionnelle de Hodge-Prager :

(25) B(0%) = J

. -~ . s 2 . .
%«0 gL o do + J £ < §£,0 > do - J ud . 0¥ . nds ,
Q S

Q2h o0
P

LJ
parmi les champs de vitesse de contrainte 0% statiquement admissibles.
Qp représente le volume plastigue actuel, c'est-d-dire 1l'ensemble des points

oty le critére de plasticité £(o + Bp, BB) = O est vérifiéd.

L
La vitesse de contrainte O est-elle unigue ?
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2.2- Etude du probléme d'évolution

Si l'on admet en plus, comme au chapitre IV, que £'@nerngie £ibre est
guagggéégu , tous les résultats se transposent immédiatement. Il suffit de

. . s P ~” p b4
remplacer dans les équations les quantités €, &, o, E par E, E- , 2, 5.

La condition de sécurité II(13) est toujours vérifiée lorsque 1'é-
crouissage est positif. Cette propriété est basée sur le fait que quel que
soit 0 on peut toujours trouver Bp, BB pour que la contrainte généralisée
Z = (0+ Bp, BB) € C. La démonstration est assez technique dans le cas gé-
néral, mais elle est trés simple lorsque l'écrouissage est isotrope ou ci-

nématigque. Nous 1'admettons ici sans démonstration.

Il en résule que sous les hypothéses de régularité des données II1(12),

il existe un couple unique (, V) , T €L® (o, T, L?), £ € L® (o, T, L?),

V € L (o, T, H'), solution du probléme d'évolution quasi-statique. La régu-
larité de la vitesse V provient de la régularité de la contrainte 2 et de

la formule (16) qui caractérise l'écrouissage positif.

Clest la rdgularnisation par Scrouissage positif. L'introduction d'un

écrouissage positif régularise la solution en déplacement du probléme d'évo-

P

lution. La déformation plastique €% est une fonction réguliére (Lz), les

surfaces de discontinuité ne sont plus envisageables en écrouissage positif.

On rappelle que la contrainte obéit & l'équation différentielle :

2+ N

_3E
P N S(t) () =2

(26)
E(O) = 20 ’

dans laquelle EE= (OE, O) désigne la réponse purement élastique. La déforma-

tion plastique généralisée Ep vérifie 1l'équation différentielle :

(27) EP = N, o - @+ 2) P ,

)

Z O
0O O
au sens de l'énerglie sur l'ensemble des champs auto-contraints SO.

dans laquelle Z = ot Z = Proj (., So) est l'opérateur de projection
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Les théorémes d'adaptation sont évidemment valables pour les maté-
riaux écrouissables. En particulier, la condition de Melan assure l'adap-
tation suivant la définition la plus compéte IV(24) On constate que la
prise en compte de l'écrouissage permet d'éliminer toutes les difficultés

mathématiques inhérentes au modéle de plasticité parfaite.
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CHAPITRE VIII

PRINCIPE DE LA RESOLUTION NUMERIQUE
DES PROBLEMES DE PLASTICITE

On étudie les méthodes de résolution numérique des pro-
blemes d'évolution quasi-statique de structures élasto-
plastiques en petite transformation. La résolution numéri-
que s'effectue pas a pas, apreés une discrétisation spatia-
le et temporelle des équations. Des exemples de calcul par

la méthode des éléments finis sont présentés.



109

En plasticité, 1l'évolution quasi-statique est un probléme
complexe. Mé&me dans les situations les plus simples, telles
que l'enveloppe sphérique sous pression ... ol grdce a des sim-
plifications dues & la géométrie, on peut ramener la résolution
d un calcul unidimensionnel, l'analyse de la réponse gquasi-
statique devient trés compliquée dés que les efforts appliqués

correspondent d des charges et des décharges successives.

Pour cette raison, le recours au calcul numérique est la
seule démarche possible dans les applications pratiques. L'ana-
lyse numérique des problémes d'élastoplasticité a fait 1l'objet
de nombreuses études depuis 1945. A partir de 1965, le calcul
élasto-plastique devient courant dans les études de structure,
grdce au développement des moyens de calcul (ordinateur) et de
l'emploi de plus en plus répandu de la méthode des é&léments fi-

nis.

On donne ici le principe des méthodes de résolution numé-
rique des problémes d'élastoplasticité. Compte-tenu du carac-
tére incrémental des équations, la résolution numérique s'ef-

fectue nécessairement pas a pas aprés une discrétisation

spatio-temporelle des équations.
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1.- PRINCIPE DE LA RESOLUTION NUMERIQUE

1.1~ Rappels sur 1l'intégration numérique des
équations différentielles

On rappelle d'abord gquelques notions élémentaires du calcul numérique.
Soit 1'équation différentielle y' = Ay, t) ou y(t) appartient & un espace
vectoriel V avec la donnée initiale y(0o) =y

(o]
git de définir une approximation numérique de la solution y(t) sur 1l'inter-

. Connaissant A et yb, il s'a-

valle [o,T].

On introduit un pas d'intégration par rapport au temps At. Si yh dé-
signe l'approximation de y(th)’ ;n = n At, le schéma d'Euler exgﬂicite
consiste & écrire :

(1) Vil = Yp + At A(yh, tn) & Ay = yﬂ At .

~

Le schéma d'Buler impficife consiste & écrire :

(2) Y1 T ¥n + At A(Yn+A’ n+1) * bdy= Y;H-I - At !

yo étant connu, les formules (1) ou (2) définissent de proche en proche

Yir Yy <o Le schéma implicite est un peu plus compliqué car la détermina-
tion de yh+1 exige la résolution d'une éguation. Lorsque A est non linéaire,
le calcul de Y4 Par le schéma implicite s'effectue nécessairement par ité-

rations.

On appelle erreur de calcul la quantité e, =¥, " y(tn). On peut amé-
liorer l'erreur en introduisant des schémas plus perfectionnés que (1) ou
(2). Les schémas perfectionnés nécessitent cependant des calculs intermé-
diaires, des mémoireg de machines supplémentaires. A-priori, dans les ap-
plications, on ne peut affirmer que les schémas perfectionnés donnent les
meilleurs rapports qualité/colit ! L'estimation de l'erreur est un probléme
difficile. Dans la plupart des problémes de la Physique, V est un espace de
dimension infinie, on doit approcher V par Vh'de dimension finie et repré-
senter yh par yﬁ par une discrétisation dans l'espace, de paramétre h. Les
discrétisations dans l'espace et dans le temps conduisent alors & une er-
reur eg = yg - y(tn). Elle dépend des paramétres At, h et de la nature de

1l'opérateur A.
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1.2- Méthodes de discrétisation

Soit une structure élastoplastique {, en évolution quasi-statique
sous charge (£, ud, Rd) définie sur 1l'intervalle [0, T]. Soit
o< t; <t ... tn = T une subdivision de 1l'intervalle [0, T]. Pour t=o0,
on a ufo) = U E(o) = Eo, Ep(o) = Eg ' E(oﬁ=zo. Le probléme est de nature

incrémentale, il est naturel de supposer par récurrence :

(3) s En ’ En connus ’

et on cherche & déterminer les accroissements Au = u.n+1 - uh,
AE = E -E , AZ=2Z - 2 a partir des accroissements de données
n+l qn n+ n

Af, Aud, ARV,

1

1.2.1- Schéma Explicite - Schéma Implicite :

Le schéma explicite s'obtient en discrétisant les lois de comportement

VII(22) sous la forme :
AE = AES + AEP

P _
(4) AEF = NC (En)

AS = €. AEC

On doit résoudre alors le probléme aux limites suivant pour obtenir

les accroissement Au, AE, AX :

. Mu = ud sur Su (condition cinématique a l'instant tn+1)
‘s . . 1a
(5) . En + AX € Sn+1 (condition statique a l'instant tn+1)

. Relation de comportement discrétisée (3).
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Le schéma implicite s'obtient en discrétisant les lois de comporte-

ment VII(22) sous la forme :

AE = AES + AEP

S
(6) AEF = NC (En+l)

= =€ . Ae®

On peut observer que le schéma implicite est beaucoup plus satisfai-
sant, car on respecte en plus la condition de plasticite a L'instant ton

En+1 €c.

1.2.2- Convergence du schéma implicite :

La convergence du schéma implicite a &té discutée par de nombreux

auteurs (Moreau, Johnson, ...). Le résultat essentiel est le suivant :

Il existe une constante Y indépendant de h et At tel que
7) Max | 2 - 30l < (S0 + VD) y ,
n

ot §(h) caractérise la finesse de la discrétisation spatiale lim § (h)=o.
hro
L'estimation (7) de l'erreur sur les contraintes montre que les d{scritisa-

Hons par rapport au temps et par rapport 4 L'espace sont Lotalement décou-

Qﬁéeé. En particulier, le schéma implicite est inconditionnellement stable.

REMARQUE : Un schéma de discrétisation est stable si la solution approchée
est continue par rapport aux données initiales. Si l'on considére par exemple

o
1'8quation de la chaleur : s~ -+ = £ , le schéma approché

n'est stable que si —f—l-tz:'-< %— .



113

En dynamique des structureg, on a la méme constatation. Lorsque la
discrétisation spatiale s'effectue par la méthode des éléments finis, le
paramétre h est 1ié 3 la plus haute fréquence de la structure discrétisée
et la condition de stabilité impose une certaine relation entre At et cette

fréquence.

Par rapport & ces problémes, l'évolution quasi-statique des structu-

res élasto-plastiques pose donc moing de difficultés numérigues.

1.3- Résolution numérique du probléme en accroissements :

- W W S S e i i M M M R mar M W A A dee GA W M TR W MR BB MR e W e e A e e me e W A S A e e e

1.3.1~- Probléme en accroissements :

Le calcul des accroissements Au, AE, AY d&&finis par le schéma implici-

[13

te consiste & résoudre le probléme aux limites suivant

. hu = Aud sur Su {(condition cin@ématique & l'instant t n+1)
‘s . S qya ;
(8) . En + AT € Sn+l (condition statique a 1l'instant tn—i-l)

. Relation de camportement discrétisée (6).

Il s'agit d'un probléme aux limites non-linéaire, comparable au pro-

bléme en vitesses.

1.3.2« Exercice :

On introduit la réponse purement élastique ZE = (GE, 0) comme au cha-

pitre IV.

- Montrer que le probléme en accroissements conduit aux principes du

minimum :

® I.'accroissement du déplacement AU minimise la fonctionnelle :

(9) A(Au*) = 32- 1€ aex - asF 1 - %- 1 € 2P (au®) | ,
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parmi les champs Mu* vérifiant les conditions cindmatiques :

*
(10) un + Au* € Un+1

® I.'accroissement de contrainte AX minimise la fonctionnelle :
(11) B (az%) = | az* - a3" |2

parmi les champs AZ¥* vérifiant les conditions statiques et les conditions

de plasticité :

N
(12) En+AEn € Sn+1 P .

- Justifier le dessin suivant :

E
mnt+4
z’l\.
P
AZE
Z"H—‘ S‘nH
N

1.3.3- Méthodes itératives :

Le probléme en accroissements étant non-~linéaire, on ne peut obte-

nir la solution que par itérations successives.

On va étudier une méthode ({térative basée sur 1l'opérateur de 1'Elas-

ticité, dont le principe est le suivant :

La solution Au est approchée par des solutions élastiques succes-
sives, avec déformation initiale calculée a partir du résultat précédent.

D'une fagon précise, on prend :



115

. Au® = AuF

k - k+1

. Au™ étant supposé connu, Au + est la solution en déplacement

du probléme élastique.

k+1
Aa € En+l

+1
>
n + Azk € sn+1

s 1u e
n

(13)
* Relation de comportement &lastique avec déformation initiale
A=, (X - AP ("))

kvt , Auk - A .

En effet, la convergence de cette méthode itérative s'obtient sans

difficulté., On démontre gue :
- la suite Auk est une suite minimisante de la fonctionnelle E:,

. k : < ,
- la suite AZ” converge vers A au sens de l'énergie.

Si 1l'écrouissage est positif, la convergence du déplacement est donc
assurée. Il est important de remarguer que En + AEk vérifie les conditions
statiques, mais ne vérifie les conditions de plasticité qu'aprés la conver-
gence. Une évaluation de distance de Zn + AEk‘au domaine d'élasticité C en

chaque point de la structure peut fournir un bon cniténe d'aunét des itéra-

tions.

La méthode considérée est trés classique en plasticité (Ilyushin,

1947). Elle s'identifie & la méthode du gradient pour la recherche du mini-
mum de la fonctionnellejg. Lfintroduction d'un coefficient de relaxation

est possible, mais n'améliore pas la vitesse de convergence.

Au cours des itérations, la déformation plastique intervient comme
une déformation initiale, ou si l'on veut comme une contrainte initiale,
afin de réaliser la condition de plasticité. Le calcul s'effectue & ﬁéﬁi—

dite constante et peut &tre schématisé de la manidre suivante :




116

a A
Pl . - "
WP
A iz |
/
o /
/ i
/ |
/ I .
/T -
O}, ¢ E+AE €
/
fq.x

Si cette figure donne une idée de la méthode, elle est assez ambigud
car elle ne précise pas comment AEp,est calculée & partir de Aﬁk. On peut
adopter une prégentation plus explicite & deux dimensions dans l'espace des

contraintes sur la figure suivante,

Ces dessins, trés schématiques, montrent clairement que la vitesse
de convergence dépend de la position relatives des ensembles P et Sn+1'
Si ces deux ensembles se coupent tangentiellement, cela veut dire que la
charge limite de la structure est presque atteinte & 1'instant th+l et la

convergence sera lente.

Pour accélérer la convergence, on peut introduire des méthodes itéra-

tives & nigidite variable. Par exemple, Mercier a proposé la méthode itéra-

tive suivante :

k

A%, aeK stant conmus , ATl , agktl

vérifient :

kt1 X
e R+t (& - BaN +z es )

c oz =proj 3+l (Bag4l ) | o .

k+1 . , .
Les relations (14) montrent que AU s'obtient par la résolution
d'un probléme élastique de rigidité T fois augmentée, avec contrainte ini-

tiale.
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Modéle itérative d rigidité constante.

N4y

N+

N 2
z—»\+ k£.aE

z+ € .AE
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2.- MISE EN OEUVRE PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

On préeise maintenant Les Zquations matrnicielles a nésoudnre apris
une discrnétisation par rapport au temps par Le schima implicite ef une
disenetisation dans L'espace par La méthode des eliments §inis.

Le déplacement U est exprimé en fonction des paramétres de déplace-

ment J et § :

(15) u = Ng + Ng '

ot pour des raisons de commodité, on suppose que les paramétres a tradui-
sent les conditions imposées sur Su , N et N sont des fonctions de base

convenablement choisies.

On rappelle que pour une structure élastique, soumise & des données
c . . = : o sas I ~
aux limites mixtes et & une contrainte initiale 0, la solution du probléme

discrétisé vérifie l'équation matricielle :

K K q R B
(16) - - . oF an ,
® K aq R B
Q

dans lagquelle les matrices B, g, D, K, -ﬁ, K sont définies, selon les nota-

tions usuelles en Eléments Finis, par :

€= Bg + Bg
(17) c=D¢e¢
K=f BY D B 4 ’ ‘K=J B’ D E an P "_1€=I BDBAY ,
Q Q Q

R provient des efforts donnés (de volume, de surface SR) et R représente

les réactions sur Su.
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En particulier, les paramétres & déterminer ¢ vérifient le systéme
linéaire :

(18) Kg=R - Kg - BT o' ap .

Q

A chaque étape th' le calcul de l'incrément Ag du probléme élagto-

plastique discrétisé est donné par l'organigramme :

Calcul de AR , Aq

Initiation k =1

aePt =0

Résoudre
K. Aqk+l=A§-E_AE+fQBTDAep’de

a

Caleul de AEPrFHL | a5kt
v
—=< convergence >
non ouL

Y 4in du caleul
n=N
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3.- QUELQUES EXEMPLES DE CALCUL

Les exemples suivants (LLustrent quelques aspects du caleul.

3.1- Fondation sur un sol plastique :

- ——— M WA TS S e W W e M A e e e T e W e T e

On reprend l'exemple d'une fondation sur un sol plastique traité
au chapitre IV . On impose cependant cette fois le déplacement vertical
de la fondation et on enregistre la réaction du sol. On vérifie que cette
réaction ne peut dépasser une valeur limite qui est la portance de la fon-
dation. La valeur numérique dépasse d'ailleurs la valeur théorique

{m+ 2) ka . On a utilisé des éléments rectangulaires formés de quatre

triangles.
AL
ka
-S040 -& B e o o = S o
I S
5
L
a v
100 :
~IIITTTTTTT77IIIT IITT7 TP T 77T = ==
’ ! o x
! Maillzz2 rosulier |
2 ‘ :
Liye !
i i
I
1 L_.__.._...n [
0 0 20 30 20 50 60 30 30 2 Ev
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3.2- Calcul d'une plaque fissurée

- S M R T e v -

La plaque est élastique, parfaitement plastique, obéissant au critére
de Misés. | ' | - k< 0,de caractéristiques élastiques E = 500 k, v = 0.3.
La pression totale est appliquée en un seul pas de calcul. Avec le méme cri-

tére d'arrét, la vitesse de convergence devient plus lente lorsqu'on ap-

proche la charge limite.

RRERNNNY

Pression% 1 1.1 1.2 1.3 1.4
Nombre d'itérations 7 9 12 32 40
P
tttertttt
o A B
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CHAPITRE IX

MECANIQUE DE LA RUPTURE

Aprés un bref apercu du développement historique et
de l'objectif de la Mécanique de la Rupture, on étudie la

notion de singularité en fond de fissure dans un milieu

linéairement élastique homogéne et isotrope en vue des

problémes de rupture fragile.
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-~

Méme a 1l'échelle macroscopique, les hypothéses de continui-
té du matériau ne sont pas parfaitement vérifiées. Dans un acier
courant, par exemple, il existe toujours des défauts métallurgi-
ques ou des défauts de fabrication entrainant une certaine déco-
hésion de la matiére par décollement, création de micro-vides ..
lors des sollicitations mécaniques. Ces défauts peuvent éventuel-
lement grossir et donner naissance 3 une surface de discontinuité
au sein de la matiére, c'est la formation d'une fissure. La pré-
sence d'une fissure dans une structure réelle pose évidemment des
problémes de sécurité, sa croissance conduit a la ruine par rup-

ture !

Si les phénoménes de rupture sont connus depuis fort long-

[

temps, leurs études systématiques n'ont débuté qu'ad partir des
années 1900. La construction des machines industrielles, le dé-
veloppement de 1l'aéronautique, l'introduction des matériaux nou-
veaux, les problémes de sécurité dans la construction des plates-
formes en mer, dans la construction des centrales nucléaires ...
sont des multiples facteurs qui ont contribué& au développement
actuel de la Mé&canique de la Rupture, surtout depuis une ving-

taine d'années.
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1.- GENERALITES SUR LA MECANIQUE DE LA RUPTURE

e .

L'objet de la Mécanique de la Rupture est d'apporter une réponse sa-
tisfaisante au calcul de la résistance des structures vis & vis du phéno-

~

méne de rupture. Dans ce but, on est amené & étudier :

- Les conditions d'amorgage de fissure : ce sont des analyses souvent mi-
croscopiques et métallurgiques en vue d'expliquer les mécanismes physi-~
ques conduisant & la formation d'une fissure visible & l'échelle macros-

copique (fissure de dimension Imm pour fixer les idées !).

- Les conditions de propagation de fissure macroscopique : la dimension de
la fissure macroscopique étant grande par rapport aux grains constituant
le matériau, on peut utiliser la Mécanique des Milieux Continus pour dé-
crire la répartition des contraintes et des déplacements autour du fond
de fissure. On espére ainsi arriver a formuler les lois de propagation
par l'intermédiaire des critéres de tupture et & définir les conditions

assurant la résistance & la rupture.

La propagation peut s'effectuer sous charge monotone ou cyclique, les
problémes physiques rencontrés dans ces deux cas sont trés différents. On
distingue donc la fatigue qui correspond a la croissance des fissures sous
charge cyclique, de la rupture proprement dite, qui se produit d'une fagon

plus ou meins brutale sous charge monotone.

Dans ce cours, nous nous limitons & l'étude de la propagation sous
charge monotone. A titre indicatif, voici quelgues dates historiques il-
lustrant le développement de la théorie :

. Analyse de Griffith en 1920, qui a introduit la notion d'énergie surfaci-
que de rupture.

. Analyse d'Irwin vers 1950, qui propose l'utilisation systématique de la
solution élastigque pour caractériser la répartition des contraintes et
des déplacements autour de la fissure par des facteurs d'intensité de

contrainte.
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1.2- Modes de Rupture :

La rupture est caractérisée par la séparation irréversible du milieu
continu en deux parties de part et d'autre d'une surface géométrique, appe-
lée surface fissurée ou fissure. Sur la fissure, le déplacement des points
matériels situés sur les faces S+ ou S subit une discontinuité et les vec-
teurs contraintes sont nuls, la pression atmosphérique étant négligée :

(1) [u]=u+-u_ + R,=0,.,n=0 , R =0_.n=0 .
La discontinuité [u] peut &tre normale ou tangentielle. Ces considéra-

tions nous aménent & distinguer les différents modes de rupture :

. MODE I : discontinuité purement normale. Les lévres de la fissure se
déplacent perpendiculairement au plan de fissuration et au

front de fissure .

. MODE Il : discontinuité purement tangentielle, perpendiculaire au front

de fissure.

. MODE III ! discontinuité purement tangentielle, paralléle au front de

fissure .

Il est clair que dans le cas général, la discontinuité [u] est une

combinaison des trois modes I, II, III.

MODE I

r MODE II

[

H

H

1 21
P AR SN

Structure avec une
fissure.

MODE III
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1.3- Rupture fragile - Rupture ductile :

——— - A G T RS e W AN G e G AN e A Ba W e W s R

La rupture est fragile lorsqu'elle se produit sans déformation plas-
tique appréciable, ductile dans le cas contraire. Pour les métaux, la rup-
ture fragile correspond & la séparation des facettes cristallographiques
par clivage alors que la rupture ductile s'effectue sous grandes déforma-
tions plastiques avec des mécanismes différentes. La fragilité d'un maté-
riau dépend de nombreux facteurs : température, vitesse de chargement, mi-

lieu d'ambiance, etc...

Pour &étudier la rupture fragile, on peut, d'une fagon raisonnable,

admettre le modéle de 1l'élasticité linéaire.
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127

On se propose de déterminer L'état de contrainte et de déformation
au voisinage du gond de fissure Lorsque Le matérniou est LinZainement élas-

tique, homogéne et isotrnope.

2.1- Exemple en mode III pur (probléme anti-plan) :

- — s a e G T W W W W A MBS N S S G G e B g SeS e M W  e e e e - o o

On déchire une plaque mince 2 de contour 9Q en imposant des déplace-

8 v

‘o)

Fissure rectiligne.

ments'Wd sur le contour 907 - BAB'

suivant la verticale 0z, BAB' représente
la fissure supposée rectiligne. On sou-
haite déterminer la réponse en contrain-
te et en déplacement, en admettant, dans
une analyse simpliste (!), que le dépla-

cement est purement vertical :
> >
u{x,y,2 =w (x, ) k

en tout point de coordonnées (X, V¥, Z).
Dans ces conditions les seules composan-
tes non nulles de la déformation et de

la contrainte sont :

=1 -1
813 - 2 W’X I €23 2 W'y
O, =UW O, = U W
13 SH Wy v O23 Yy

et les équations d'équilibre I(1) se ré-
duisent & O,4,, + 03, = O, soit 1'é-

quation Aw = oO.

Sur la surface fissurée BAB', la condition R = g.n = 0 s'écrit

W
on

tions suivantes :

= 0. Il en résulte que le déplacement vertical W est donné par les équa-
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MW= o
W=Wd sur 9 - BAB'

-g%=o sur BAB'

qui admettent une solution unique W € H' () lorsque Wd est régulier. Mais,
la présence de la fissure entraine gue A est un point singulier. Pour é&tu-
Y | dier la solution en c¢e point, nous ad-

| mettons la validité de la proposition

I Y suivante en nous plagant dans le repére
B I
A P -—e—- -—— AXY, avec les coordonnées polaires
B3 | X
| {(r, 8) :

Au voisinage du point A , la solution posséde un développement
C('- 2
asymptotique en r + (Log r) B g; (6) c'est-a-dire :

2

(2) w(r, 8) =C, rOL1 (Log r)Bl g,(8) +¢C, roc (Log J:)Bz g,(6) + ....

dans l'ordre de régularité,

o B1
ce qui signifie que w=C, r ! (Log r) g, (8) + "termes plus réguliers"

en fond de fissure.

Le calcul des coefficients (0(,I ' Bl) et de la répartition angulaire
g, () est trés simple, . (Log ) ! g, () est la plus singuliére des fonc-
tions r” (Log :l:‘)B g(8) de H'(Q), satisfaisant aux équations :

]

A tog )P g@)) =0 Vr,ves#tam

o} pour6=i7r' .

it

3 0 B
A (£ (Log ¥)” g(0))

Il en résulte que 81 =0 et que :
of 9, + gy =0

g, @ m =0

. 1 . .
Ce qui donne g; = sin o, 6 , o) = 7 . En résumé, on a :
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1/2 5
Wi, 6) =Cr sin-§+...
(3) 0,5 (x, 9) =—%Cr-l/2 sin
0,, (r, 8) = %C 2 s

On pose, par convention, KIII =u \/-'rzrt C

la forme :

o

13 (T, 0)

= Kor

023 (I', 6) - K

IIT

2w

(27

(termes plus réguliers)
(temes plus réguliers)
(termes plus réguliers) .

pour écrire les contraintes sous

r) “1/2 gin

-1/2

r)

9
5t ..
COS%-*- .o

Kipp est le facteurn d'intensife des contraintes en mode III.

2.2- Exemple en mode mixte I et II

- —— i — ——— — W W A e e e -

(contrainte plane ou déformation plane)

La méme plaque est soumise maintenant

tes dans son plan :

Rg, i=1,2 sur SR avec SR‘U Su
Bl
K, 1/2
u1=-2-E (--—) cos = 2 (k - cos 8) + —=—
@k 12
u, =—“- (27T) sm (k = cos 0) -

déplacement donné ug, i
= 2% — BAB'.

i (21T)

des données aux limites mix-

Qur

1,2 sur Su' force donnée

La fissure est la surface BAR',

I1 s'agit d'un probléme en contrain-

te plane car 0,3 0,4 . Les
relations de l'élasticité linéaire 11(28),
les équations d'équilibre I(11) et le
développement asymptotique (2) conduisent
aux expressions suivantes :

1/2
o (=) sin 9-(k + 2 + cos 0)
2u ‘2w 2
K1 v

2(k—2+cos€)) ’
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-1/2 -1/2
_ 8 a8 s 38, 9 9 36
o 1"KI (21r) o8 3 (1 -sin 5 sin 729 KII {211) 31n {2+ cos 5 COS ??)
-1/2 -1/2
_ 8 (1+sin? gin 32 in & cos & cos 38
(5) 022-KI (2nr) cos 5 (L+sin 5 sin 2)-+KII {2mr) sin 5 COS 5 COSs >
-1/2 -1/2
_ 6 s B 30 : 0 s 8oL 36
(o] 2—-KI (21r) cos 5 sin 5 cos qu'KII (2mr) cos 5 (1 -sin 5 sin 7?0 '

avec k = %—£~%. Les coefficients KI et KII sont des facteurs d'intensité des

contraintes en mode I et II.

Si au lieu d'une plaque plane, on considére un cylindre de longueur
infinie, de section £, soumise & des efforts par unité de longueur sur SR
dans la section, on doit résoudre un probléme de déformation plane, car
€13 T €33 T €53 F O, La méme analyse conduit aux mémes expressions asympto-

tiques avec k=3 ~- 4 v,

2.3- Fissure plane de contour quelconque :

D'une maniére plus générale, on considére une structure tridimension-

nelle de volume §}, ayant & l'intérieur une fissure plane de contour T’ de

type ct.
0 » Soit T le vecteur tangent, n le
z vecteur normal tel que (1, T) constitue
T le plan de la fissure. On démontre que
352 n dans le repére M n T Z, le développement

asymptotique des déplacements et des
contraintes est le mé&me qu'en déforma-
tion plane lorsque la fissure est entid-
rement enveloppée, i.e., lorsque I ne

coupe pas la frontidre 3f). Pour le mode I, par exemple, on obtient :

1/2
¢
u, = Zp ( cos‘g (3—-4v=-=cos8) + ....
(6) u, = K; 2rw) X 0 o
% 1/2 [
u, = 5 ( sin = 5 3-4v=~cosB) + .... ’
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-1/2
5 8 (1 - sin & sin 39
oml—KI(mm) cos 3 (1 sn12su12) + e
~-1/2 9
Ott=KI (2mr) 2\)0055 +  ceee
-1/2
— 8 .0 _. 30
0,, = KI {(2mr) cos 3 (1 + sin 5 sin 2) ' oees
(7) -1/2 5 ) 36
Opp = = KI (2wr) cos 5 sin 5 cos 5~ S
-1/2
Ozt=KI . (21Tr) XO + s 000
~1/2
Opt = KI . (27x) X0 A

2.4- Remarques :

1/2

® T.a contrainte est infinie en fond de fissure comme I . D'une

fagon plus précise, elle s'écrit sous la forme :

~-1/2
(Kp Op + Kpp Opp + Kpgp Oppp) +0;

(8) o=r

dans laquelle les fonctions 0., GII' GIII sont connues et O, est finie en
fond de fissure. Les conditions de géométrnie de La strweture, Les données
aux Limites n'interviennent dans La partie singuliene que par L'intermédiai-
ne des facteurns d'intensité Krr Kopo Kpppe

» .

» -
® Tes vitesses U, O, € ne sont pas des fonctions régulidres sur Q

lorsque la fissure se propage car alors :

-3/2

¥ ~1/2 G~E~r .

(9) u~x

Dans le repére fixe, on a par exemple pour un probléme bidimensionnel
de fissure rectiligne (contrainte plane, Aéformation plane, probléme anti-

plan) :
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(10) olx, y, £) =K (£).05 (x = £(t), v, t) + 0, (X, ¥, ) ,
. S i . : 2 2,~1/2
ol 0, est singulier au point A(L(t), 0) comme ((x - £(t))* + y°) .

J
Si la fissure se propage, le domaine de définition de la structure est va-

riable { = Qﬂ(t)' Le champ de vitesses O, défini sur Qﬁ(t) :

GG, y, ©) =Rp() 0F (x=L(8), v, ©) +Kp(t) of | (x = L, v, ©)

(11) , < .

est singulier comme o> . r"3/2 donc 0 £ LZ(Q ) lorsque V4 # 0.
J,1 £(t)

: . ~-3/2
Méme remarque pour la vitesse de déformation € ~ ¥ / .

Le bilan de L£'@nergle I(15) qui 4'Berit en quasi-statique :

[oe‘:dﬂ=[ R U ds ’
Q an

n'est pas valable Lonsqu'il y a propagation, car L'intégrale du premien

membre n'a pas de sens (0 & ~ r 2.

L'analyse énergétique du probléme de fissure mobile nécessite donc

elgues précautions. Nous 1'examinerons d'une maniére approfondie au
quelq

chapitre suivant.
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3.- CRITERES DE PROPAGATION EN RUPTURE FRAGILE

Le terme singulier KJ.Gg donne la répartition de contrainte au voi-

sinage du fond de fissure.

En mode I pur par exemple, le facteur d'intensité K_ est une grandeur

I
caractéristique de 1l'état local en fond de fissure. On est donc tenté de
formuler la loi de propagation des fissures rectilignes en mode I par une

relation reliant la vitesse de propagation £ & KI :

(12) 2= 2k )

-

Le critére K consiste & écrire :
max-
*
L =0 si KI < KIC
»
£>0 si KI = KIC

KIC est un coefficient caractéristique du matériau, pour les matériaux

usuels comme le plexiglass ou l'acier, KIC est de l'ordre 107 Pa x m1/2.

(13)

D'une manidre générale, la rupture se produit lorsque l'Stat local atteint
un état critique défini par un critére de rupture. Un bon critére doit per-
mettre de distinguer les états critiques et donner la direction dans lagquel-

le la fissure risque de se propager.

De nombreux critéres ont &té proposés. La plupart s'expriment en

. s e .
fonction des facteurs d'intensité de contrainte KI’ RiI' KIII'
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CHAPITRE X

MECANIQUE DE LA RUPTURE

(suite)

Ce chapitre est consacré 3 l'analyse énergétique dans
le processus de fissuration. Pour un milieu dissipatif quel-
conque (élastique, plastique, ...), on établit la notion de
force due aux singularités en fond de fissure et sa caracté-

risation comme un taux de restitution de 1l'énergie.
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On effectue dans ce chapitre une analyse é&nergétigque
du probléme de fissure mobile. Pour simplifier, on adopte
un cadre purement mécanique (transformation isotherme). Il
n'est pas nécessaire de se limiter au milieu &lastique car
l'analyse énergétique suivant les méthodes du chapitre II

s'applique pour un milieu continu quelconque.

D'une maniére générale, la rupture est un phénoméne
consommateur d'énergie. Méme si le matériau est purement élas-
tique, le solide avec fissure mobile est un systéme en évoclu-
tion irréversible. L'énergie consommée est due essentiellement
4 la plastification locale confinée en té&te de fissure, aux
frottements entre grains le long des joints, aux mouvements de
dislocations, aux mouvements de micro-fissures, etc... clest-

d-dire essentiellement & des mécanismes dissipatifs. L'analyse
énergétique du phénoméne s'effectue de la maniére suivante :

Dans un premier temps, on présente une analyse globale de
la dissipation pour un milieu dissipatif quelconque en petite
transformation dynamigque.

Cette analyse introduit d'une fagon naturelle la notion
de force due aux singularités en fond de fissure. C'est une
grandeur énergétique intéressante dans la formulation des cri-
téres de propagation. La caractérisation de cette grandeur est
discutée ensuite, selon la méthode des extensions virtuelles.
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1.~ PROBLEME DE FISSURE MOBILE

On considére en petite transformation isotherme un probléme bidimen-
sionnel de fissure rectiligne en propagation (contrainte plane ou déforma-
tion plane). Une structure {! avec fissure est soumise sur [0,T] & des
forces et des liaisons données de type classique : déplacement U (t) et
force Rd(t) sur les parties fixes Su’
Sous ces sollicitations, la fissure se propage, sa longueur £(t) augmente

SR de la frontiére 982 du solide.

avec le temps.

Pour comprendre la distribution des grandeurs physiques pendant cette
propagation, on étudie un probléme purement mécanique plus simple, en sup-
posant que £(t) est une fonction donnée régulidre, obtenue par exemple &
partir des cbservations expérimentales, et on analyse la réponse mécanique
au voisinage du fond de fissure. Cette analyse devrait mettre en évidence

les grandeurs physiques intéressantes.

La figure suivante présente schématiquement la structure. Sur la sur-
face fissurée Z, le contact unilatéral des bords libres de la fissure est

supposé sans frottement.

RoL

X W

IL'évolution du systéme étudié est régie par les lois de comportement
et les équations dynamiques traduisant le principe fondamental de la méca-

nique.
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1.1- Loi de comportement :

On adopte le modéle de solide le plus général développé au chapitre
ITI. Il est caractérisé par un potentiel thermodynamique représentant la

densité d'énergie libre par unité de masse W(g, o) :

0O =0, +O0O

R IR
_
(1) R T P 3¢
oW
A=—pm

et un potentiel de dissipation D(é, &) vérifiant :

)
GIR._ 98
(2)
a2 .
0,

On a établi au chapitre II qgue dans une transformation réguliére la
puissance de déformation par unité de volume est O . é, la partie non-
compensée D = O . £ - o} W est la puissance intrinséque dissipée (en trans-
formation isotherme). On obtient, d'aprés la définition (1) des forces
O,, A associées aux variables d'état €, 0 , l'expression :

(3) D= OIR . €+ A0 .

Le modéle congidéré englobe tous les matériaux usuels : élastiques,

visco~-élastiques, élasto-plastiques.

1.2- Equations dynamiques :

On rappelle que les équations dynamiques s'écrivent sous forme loca-

le, en absence des efforts de volume :

(4) Divo-pii=0 .

Elles s'écrivent aussi globalement comme équation des puissances virtuelles

-
.
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pﬁéudv=[ n.o. éuds '

(5) J U.SE:dV-&-J
A" oV

\

pour un volume quelconque V. En particulier, si la vitesse U est assez
réguliére, on peut prendre Su = U, l'@quation (5) conduit au bilan de
1'énergie mécanique :
(6) Jcédv-sf pﬁﬁdV=J n.o.uds '

v \Y ov
la puissance des efforts extérieurs compense la puissance de déformation

et la variation de l'énexrgie cinétique.

1.3~ Propriété de la solution :

- - ——

La fissure entraine par sa propagation une modification du domaine
de définition du solide, § = Q(£) . Au point de vue mathématique, le pro-
bléme de fissure mobile s'apparente donc & des problémes de variations de

domaine.

Les propriétés suivantes de la solution seront admises sans demons-

tration :

(P1) Le fond de fissure A est un point singulier, les différentes gran-
deurs y sont éventuellement singuliéres avec un développement asymp—
totique o (Log T)B £ (8, ?.

(P2) Si les fonctions T;\T, u i ne sont pas nécessairement intégrables sur
Q(L), pour des raisons physiques, les fonctions p W, p 1'12, A 5&,

O+ € sont nécessairement intégrables.

IR
Les intégrales dans Q(£) de p W, pu%/2 , Ad , O1R ¢ correspondent
respectivement 3 l'énergie libre globale, l'énergie cinétique, la
puissance dissipée globale par les différents mécanismes physiques
dans le volume Q(Z).

(P3) Le champ de vitesse v = u, défini sur Q(£) n'est pas nécessairement
régulier. Soit a le champ de vitesse de déplacement dans le repére
A X Y mobile avec la fissure :
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(7) 4=U_ X Y, )..—-—u(x+£(t),y,t)={1+kul .
r I

On établit que le champ ﬁ est plus régulier que U car les termes
singuliers en fond de flssure de u et de fu 1 se compensent. En

[
particulier, les fonctions o e, v V sont intégrables dans Q(£).

Par exemple, si le matériau est &lastique, les résultats du chapitre
IX permettent d'illustrer les propriétés P1, P2, P3. On a vu que
. -2 * -
ce~r " & Ll(Q) alors que 0 € ~ L
Une conséquence importante de la propriété P3 est qu'on peut appli~

*
quer 1l'équation des puissances virtuelles (5) avec Su = u et V = Q(£).
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2.- ANALYSE DE LA DISSIPATION

Etudions Le bilan de L'Energie mécanique.

Dtaprés II(9), la puissance dissipée intrinséque glcbale du systéme

Dp est :
| -p -4 12
(8) Dp—Pe 3t {pW+2v}d§2 .

Y

La puissance des efforts extérieurs Pe du systéme de solide avec

fissure est :

Pe=J R.vds-i-IR.[vIds .
3Q z

La condition de contact sans frottement sur 2 implique gue le second terme
est identiquement nul, les réactions sur £ ne travaillent pas. En effet,

localement, on a sur %

(XY

R.[ul]=0 , R,=0siful,>0,R, <0 , R =0 ,

soit R ., [v] +{[u] . R=R. [v] = 0 par continuité de [u] avec le temps.

Pour simplifier les notations, on note ¢{t) = J pW d2 1'énergie
QUE(EY
réversible emmagasinée, C(t) = J %— p v? dQ 1'énergie cinétique.
Qe(t)

Le calcul de d—(?t_ ( C(t) + $(t)) n'est pas simple car le domaine { est
* -
variable avec le temps. D'ailleurs les fonctions p Wet p u i qui sont les
dérivées sous le signe J' ne sont pas nécessairement intégrables. Il est

nécegsaire d'isoler les singularités en fond de fissure.

On introduit donc une courbe fermée réguliére ' entourant le fond de
fissure, en mouvement de translation avec A. On désigne par VT le volume

géométrique limité par T, puis les fonctions :

owan CI,(t)=J ovi/2da .

(9) ¢1-u (t) = J
Q—Vl-.

Q-—Vl-,
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Le volume géométrique - VT est variable avec le temps car V, est

r

en mouvement de translation, de vitesse k.

En remarquant d'aprés P3 que :

d

ag[ D(W+£V2)dﬂ={ p(ﬁ+v$)dﬂ ,
A%

3
T Vr

et que :

1im oM+v¥) ad=0 ,
I-o v

r

on obtient :

(10) 'c%? (C(E) + ¢()) = %;ug-(%:- (cr(t) + ¢I,(t)) .

Si n désigne la normale extérieure & I, on obtient donc :

(11) p_=| R.vds-lim J oW+v v)de -2 p(w+-§-v2) n, ds .
I+o

af Q—VI,

Or, le bilan de l'énergie pour le systéme des points matériels oc-

cupant le volume - V_ & 1l'instant t s’écrit :

[ Rvds—[ n.o.v ds={ o(W+v v) a0 + DAY .
N T -V, -V,

Il en résulte l'expression suivante de la puissance dissipée intrinséque :

DP=1im J Ddﬂ-i—{{pf.(w-t--l?:vz)nl%-n.c.v}ds ’
>0 -V, r

ou :

(12) Dp:I Dd§2+1:im{ {pfﬁ (W+-%v2) nl-l-n.o‘.v}ds '
Q 2o Jp
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ou encore si l'on remarque que V a la méme singularité que -~ £ u 1
¥

i

2 —
5 V) ooy n.c.ull}ds .

D =| DA+l . lim {p(W+

P
Q %o Jp

Cette expression de la puissance dissipée globale suggére 1l'introduc-

tion de la gquantité suivante :

(14) G = lim {p(W+%v2)nl—n.0.ul} ds '
’

I‘—>01,

dont la définition est indépendante de la forme des contours I' & faire

tendre vers zéro. On l'appelle force due aux sdingularités en fond de fis-

sure d'aprés son expression.

La puissance dissipée globale Dp s'écrit donc sous la forme :

(15) D=JDd§2+G.é )
P g

Dans un volume matériel V quelcongue enveloppant A, la puissance dissipée

DPCV) s'écrit de la méme facon :

D(V)=JDdS2+Gz VYV ,AEV .
P v

La thermodynamique implique Dp;> oVVsoitD>0 ,G>0. S1G#oO
on voit que G{ représente une dissipation concentrée en fond de fissure,

liée & la propagation.

Selon la loi de comportement adoptée, trois situations se présentent

suivant la nature des singularités :

7

\\
\

= A 2 A >3 A =
=
G#o,D=o0 G#o,D#o0 G=0,D#o0
Matériau élastique. Cas intermédiaire. Matériau "fortement dis—

sipatif”.
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On voit d'aprés les relations (8) et (15) que la puissance fournie
par l'extérieur est d'une part stockée par le systéme sous forme 4'énergie
libre et d‘'énergie cinétique, d'autre part dissipée dans le volume {I par
des mécanismes de volume lorsque D# O, dissipée en fond de fissure A par des

processus de rupture lorsque G # O.

. Exercice :

On suppose que le matériau est élastique, homogéne, isotrope.

. Montrer, & partir des résultats du chapitre IX, que la formule
(14) conduit en quasi~statique et en déformation plane a 1'ex-

pression suivante de la force due aux singularités G :

1_2

E K§+K22[I) ‘

G
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3.- CALCUL DE G PAR LA METHODE DES EXTENSIONS VIRTUELLES
TAUX DE RESTITUTION DE L'ENERGIE

La grandeur G est une fonrce thermodynamique définie surn L'état actuel.
On peut L'estimen aussi en La faisant travailler dans une thansformation
vintuelle suivant La méthode habituelle de La Mécanique des Milieux Conti-
nus .

Pour simplifier, on se place en transgoumation quasi-statique en sup-
posant que Les effonts d'inentie ainsi que L'énengle cinétique sont negli-
geables. On obtient dans ces conditions L'expression suivante de G :

(16) G=limj (anl-n.c.ul)ds .
o /p !

On va montren que cette valeur de G 4'obtient aussd par La méthode
des extensions vintuelles, & partin des deéplacements elastiques virtuels
notés u L1, déginis a partin de La congiguration actuelle de La manidre
sulvante :

. Toutes les donnéeg en force et en liaison, les répartitions de
contraintes irréversibles an,les paramétres internes O sont blogués &
leurs valeurs actuelles (l'instant t considéré), on considére une exten-
sion virtuelle de la fissure, en faisant augmenter £ d'une fagon fictive
4 partir de sa valeur actuelle. On note u[£] la réponse en déplacement

d'un s0fide fLctif, purement 2lastique de volume [L] de comportement élas-

tique

(17) e+ 0(e) =0 (D) +p 38 (e, al®))

soumis & des efforts et des liaisons Ré(t), UQ(t).
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Comme il s'agit de réponses purement élastiques, on peut introduire
(voir chapitre III) la valeur de 1l'énergie potentielle associée i la solu-

tion ulf] :

(18) PlLl= {p W(el[l]l , a(t) + orp(t) - e{fl} al -
Qle]

- Rd(t) . ufll ds .
SR

Montrons que la force G s'écrit aussi :

(19) G = - g—ré l (Théoréme de Rice généralisé) .

£ = £(t)

Pour établir la relation (18), il suffit de reprendre le calcul du
paragraphe 2 pour les matériaux élastiques fictifs considérés. Ces maté-

riaux correspondent & l'expression suivante de l'énergie libre volumigue :
PW (e, alt)) +opp(t) . e,

et donnent pour £ = £(t) :

=13'an{(pW-&-cIR.e)nl-n.o.ull} ds '
I’—>ol..

avec % vérifiant d'aprés la relation (8), 9,= - g—% .

Il en résulte que :

dap - 14 _
'B'Z| = lim {(pW+crIR.e)n1 n.o.u

}ds .
L=k U

'l

.
D'autre part, l'intégrabilité de la dissipation © . £ assure que

IR

lim.J OIR . £ds =0, d'clt 1a relation (18).
I»o T
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REMARQUES :

1- L'énergie potentielle P définie d'aprés (17) est fonction de la

géométrie, de 1l'état actuel et des données :
(20) P=P(ud,Rd’G ,OL,»@) .
IR
, . d .d

En effet, si tous les paramétres u , R, GIR' o , £ sont connus, on
obtiendra la valeur associée de P par la résolution d'un probléme purement
élastique, de loi de comportement élastique (17) avec contact unilatéral
sans frottement sur Z. La formule (19) montre que G est donné par la dérivée

partielle g% :

Pour cette raison, G est appelé taux de restitution de l'énergie.

2-  On peut, dans la pratique, accéder & la grandeur G & partir des
expressions (16) ou (21). Il s'agit de deux méthodes complémentaires, l'une

purement locale, l'autre plus énergétique.

3- Ppour un matériau élastique, homogéne W= W (e(x, t)), en trans-

formation gquasi-statique, la relation (16) se simplifie :
G=J (pWn, -n.o.u,)ds ;
I! ’

car on vérifie sang difficulté que dans ce cas particulier, 1l'intégrale

considérée est indépendante du contour T.

b On peut aussi, par changement de variables, effectuer les calculs

é%—(c(t) + ¢({t)) en envoyant le domaine (£) sur un domaine fixe QO.

de
Cette technique est frégquemment utilisée en mathématique et en mécanique

lorsqu'il y a des variations de domaines.



147

On envoie le domaine Q{f) sur Qo par le changement de variables :

x=x (y, £) x € QW) , YEQO
- AX.
(22) det —-—3'- >0 .
8yj

On désigne par 0(y, £) le champ des vecteurs :

_ox
(23) 0y, &) =57 @0, D) .

Vu la géométrie du probléme, on peut se limiter & des correspondances
x + y(x, £) dont la restriction & 3 est une simple translation et qui

maintiennent la normale 3 Z. Par exemple, on adopte la correspondance sui-

vante :
yix, 2) =x si |x-A|>rT,
(24) yi, &) =x- (€-2)1 st |x-a]<1,
.?IX_AI-TI
yix, £) =x- (£ =-L) 1 si 1< |x-af<T
T, - T

Dans (24), le disque de centre A de rayon 'to est ramené par translation sur
le disque de centre Ao' de rayon To' alors que la correspondance est 1l'ap~
plication identique pour les points extérieurs au disque de centre A, de

rayon T;.

Les grandeurs physiques u{x, t), o(X, t) deviennent Uy, t), Z{(y, t)
avec Uy, t) = ulx(y, £(t)), t) , Z(y, t) = o(x(y, £(t)), t). On va noter
* 93U

%
U =—3—E ; ++. La vitesse U g'écrit

* . [
U—u+£u,ie:.L .

* ;
La vitesse 6 est identique & u dans le disque (A, TO) , c'est donc un

champ régulier de T o

On obtient alors :

8%

= 1 o
C(t) + ¢(t) = Q(W+—2-V) det ! 5y

Q
o

@,



148

Pour simplifier, on va se placer en transformation quasi-statique pour

retrouver la formule (16). Si l'on prend Qo = Q(L(t)) en remarquant que

deté-}—{ =1,E€E§§ =«édive, on a :

9| p=p (£) | p=p (t)

(25) -a%¢(t)=J (pwédive+px’§1)dsz .

.
.
c¥  Q

O.. U, . = 0O.. .
1] 1,] 13 1,]

*
Comme C,. u, . d = n.o.uds =P_, on obtient donc :
JQ i) 1,) Ja e’

_d ’ - _ R

Pe_dt d{ty+1{ D 4AQ +£[{gij(ui,k ek)’j pri Gi o Wdiv © } an .
Q Q

L'introduction du domaine QI‘ est les intégrations par parties conduisent

alors a l'expression (16) de G.

. Exercice :

Si le matériau est 2fastfique, homogéne en transformation quasi-

statique, montrer gque 1'on obtient en particulier :

G=[ (Gij ui’kek’j-deJ.v g) do .
Q2
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4 .- CRITERE ENERGETIQUE DE PROPAGATION

La dissipation en fond de fissure est le produit d'une force G par

une vitesse £. La méthode du potentiel de dissipation nous conduit comme

-
.

en plasticité, & postuler l'existence d'un potentiel ¢ (G) tel que
(26) £ = 3¢ (G)

Une telle loi de propagation est une loi standard. L'exemple le
plus simple correspond au critére de Griffith

.
*

osiGch

p(G) =

+<>031‘G>GC
ce qui donne :
£>0 si G=G}c

(27) } =

o si G<x Gc

G-c représente l'énergie dissipée critique par unité de surface.
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QUELQUES REMARQUES GENERALES SUR LE CONTENU DU COURS

-1~ Depuis une vingtaine d'années, les besoins de 1l'industrie,
les progrés réalisés dans les méthodes expérimentales et numériques ont
beaucoup contribué au développement des études sur le comportement réel
des matériaux. Le lecteur peut, par exemple, se rapporter & des références
[2], [23] pour 1'aspect physique des modéles en liaison avec la théorie
des dislocations, & des références [2], [15], [20] pour 1l'aspect phénomé-
nologique. Dans notre exposé, nous nous sommes limités essentiellement &
la caractérisation des matériaux & partir de deux potentiels. Il s'agit
d'une théorie & la fois simple et opérationnelle, elle permet non seule-
ment de décrire la plupart des modéles usuels, mais, lorsqu'elle est ap-
pligquée & des contextes différents, conduit d'une manidre systématique &
la formulation de nouvelles lois énergétiques. Un exposé détaillé de
cette théorie a été donné dans le cours de Mécanique des Milieux Continus

de M. P. GERMAIN [8].

-2- Nous avons laissé de coté tous les problémes relatifs aux
effets visqueux. Pour leg solides, la modélisation de la viscosité conduit
&4 des modéles viscoélastiques ou viscoplastiques. D'une maniére générale,
ces modéles posent beaucoup moins de difficultés mathématigques que les mo-

déles plastiques.
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-3- Pour décrire l'endommagement des matériaux, la méthode du
chapitre II est encore valable. Certains modéles de 1'endommagement [14]

correspondent & l'existence d'une énergie libre non convexe et non sépa-

rée.

s I1 est intéressant de se demander dans quelles conditions
(les moins restrictives !) les résultats sur le comportement asymptotique
établis au chapitre IV peuvent encore &tre valables. On constate en effet
gue si l'élasticité est non-linéaire, la propriété de contraction IV(21)
n'étant plus vérifiée, la démonstration n'est pas facilement généralisa-
ble. C'est un probléme ouvert d'intérét pratique important lorsque l'on

travaille avec des métaux & haute température, par exemple.

~5- La condition d'adaptation qu'exige le théoréme de Melan

n'est pas toujours satisfaite dans les structures industrielles.

D'autre part, méme si 1l'adaptation est réalisée, on se de-
mande comment 1'état asymptotique a été atteint. Pour les chargements cy-
cliques, par exemple, il est important que le praticien puisse estimer le
nombre de cycles nécessaireg pour atteindre d'une fagon raisonnable la

limite.
Ces deux problémes correspondent & deux directions d'études
intéressantes :

- Comportements cycliques et réponses plastigues ou viscoplastiques pério-

diques.

-~ Estimations de la vitesse de convergence vers les états asymptotiques.

Des études telles que [9], [18] , [27] apportent beaucoup de ré-

sultats sur le sujet.

-6- On peut donner une justification rigoureuse du dévelop~
pement asymptotique IX(2). Il faut encore établir sa validité pour des

comportements plus complexes.
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