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ALGEBRES DE HEISENBERG ET GEOMETRIE SYMPLECTIQUE DES ALGEBRES DE LIE
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I1I. Algébres de Heisenberg et 2-nilpotentes
ITI. Sous-algébres 2-nilpotentes caractéristiques

IV. Conjecture de Gelfand Kirillov

V. Cas général

0. INTRODUCTION.

Soit (5 une algébre de Lie sur un corps k de caractéristique zéro.
En lTocalisant par des éléments semi-centraux, on peut trouver dans le corps enve-

Toppant 3{(33 de EF une algébre de Lie du type suivant :

C'est le produit direct d'une algébre de Heisenberg par une algébre de Lie
semi-simpie sur un corps K et ces trois objets sont caractéristiques. La structure
de :HX %J est entiérement déterminée par ces trois objets et son action dans K.
De plus, ces structures sont canoniquement transposables dans le corps (R(g) des
fractions rationnelles sur le dual de %}.

En particulier, si 9? est résoluble et algébrique sur un corps k algébri-
quement clos de caractéristique zéro, on obtient une réponse & la conjecture de
Gelfand Kirillov dans le corps enveloppant en correspondance canonique avec une

réponse d celle dans G{(gJ (qui posséde une interprétation géométrique).



Soient % une algébre de Lie sur un corps k de caractéristique zéro et
(5:7‘0/5 une décomposition de Lévi de % en son radical résoluble » et une sous-
algébre de L&vi (semi-simple) A . Les dimensions de ﬁ , et 4 sont dans 1'ordre

Yys p et o,
La représentation adjointe d'une algébre est notée ad, une dualité naturelle

par les crochets < , > et le dual au moyen de symbole

On note ’U,(g.) (resp.{}C(g), 3(§ )s Gl(cz'{)) 1'algébre enyeloppante (resp. le
corps enveloppant, 1'algébre symétrique, le corps symétrique c'est-a-dire de corps

des fractions de 1'algébre symétrique) de g, On munit u((j) et &f(g) de leur
filtration : U .3 et $G)= - .
wration + W(§) =T Uy(g) et9G 54 (4)

On note 1'injection canonique de (} dans 9(3’) exponentiellement au moyen

de la lettre r.
Le produit symétrisé est noté au moyen du symbole +, ainsi AvB =:2l (AB+BA).

Le centre d'une algébre est notée avec le symbole



I. LE CROCHET DE POISSON.

AVERTISSEMENT.

Dans tout ce chapitre, le corps de base k est le corps T des nombres
complexes ou R des nombres réels, car nous voulons insister sur les caractéristiques
géométriques et différentielles. Le probléme géométrique est purement local et péut
se traiter au voisinage d'un point de g* ou d'une sous-variété grinvariante de

g* » d'ol une généralisation évidente qui sera laissée au lecteur.

Tout ce chapitre repose sur 1'existence de la différentielle des fonctions
sur ‘3* et nous prendrons des fonctions k-indéfiniment différentiables pour
simplifier. Dans un autre contexte, le corps k ne sera plus R ou [ et 1a dif-
férentielle est alors définie algébriquement sur 9(%’) ou G{(q) et 13 encore,

le soin est laissé au lecteur pour faire la transposition évidente.

I.1. NOTATIONS. Soit ‘Gm( (5*) 1'ensemble des fonctions k-indéfiniment différen-
tiables sur g*. |

Dans la suite, on utilise les éléments génériques suivants :

X;YEGs ge g*» Fr0:he®7( %)

On prend aussi les notations habituelles et les identifications classiques :
y_ prrs * © * *
T(g") = fibré tangent de g* ~%"(g") ¢ §
T¥(g¥) = fibre cotangent de g* . € (¢*) q §
s ok *
T¢(‘3*) = espace tangent en ¢ & §'= §
T:((é*) = espace cotangent en ¢ a ‘j*= (5

Df

différentielle de f (€ T*((é*))

D f
¢

On munit naturellement T¥ ( (3*) d'un crochet de Lie en prenant le crochet en

différentielle de f en ¢ (€ T4 ( g*) =g ).

chaque point 4 dans T; ((3*) - (} Ce crochet s'exprime sur T¥*( %‘*) z((;"((a'*) o 4

par le crochet de Lie obtenu a partir de celui de <§ par extension des scalaires



de k a ‘@“( %*) ; ce crochet est noté comme celui de % Tui-méme.
On identifie % avec g**ccgm( g*) d'ol les injections canoniques
9o 9(g)6 6(g*)
™ (g") = €(g") og= & (g )g—~¥ (¢").

I.2. DEFINITION.

On définit le crochet de Poisson { , } sur g*par la formule

{f,g} = [Df,Dg]

Torsque f,9¢% ( %*) on considére [Df,Dg] dans @ ( (3*)
Torsque f,ge 8’((&) (resp ®R(g)), on considére [Df,Dg] comme un &lément
de 3(%) (resp. de R(G)).

Remarque : Cette définition s'étend aussi au cas ol f,g sont des éléments de

-~

@ (V) ol V est une sous varigté de Cé*, {f,g} appartient alors & ‘ep'l(\l).

Explicitons cette définition sur une base (X;,....X ) de G . On note (X;,..,X:)

la base duale de g* et (xps...5x ) les coordonnées de

Y *
¢ = X.X.
b 17

X *
vE vk

IR P ¥\ _ *
un élément générique de T¢(§ ) = g .

Soit

Toute fonction sur %* est une fonction de ¢ = (xl,...,xp) et ona:

{f,9}3(¢) =< [%f,%g] ,6 >

<D‘F:,p>=Y B.f... y ieDf=Y E_f_x
o' Vi 1o Df =2 o e X

1= i i
of
Df = >~ e X,
et
- of 29 T
{f,g} = X 5 {Xi :Xj]

1=l i J



En introduisant les constantes de structures C, i ¢ [Xi’xj] =3 C
]

on a explicitement

Y »f

k
. (X ,...,X ) gg“" (X ...,X )C‘ 2 X
k1 X4 2 17T Tk

{f,g}(xl,...,xy) = Y axj

et cette formule ne dépend évidemment pas des bases !

I.3. LA DUALITE DE KOSTANT,

On note 05¢ la forme bilinéaire alternée sur T¢((3*) =@ définie par
6¢(X3Y) =< ¢y {X,Y} >

Cette dualité définit une application linéaire de % dans g*=T¢( g*) qui n'est

autre que T'action co-adjointe de G (notée ad” ). En effet
ad® X.o =<4,[2,%] > € §”
n'est autre que le vecteur tangent & 1'orbite de ¢ dans g* définie par 1'action

co-adjointe de X. Plus généralement, comme D feT; (%*) = % , on ala

¢

DEFINITION. On pose

- *
d¢f-<¢,[?,D¢f]> € T¢(g )
et on appelle df Tle champs de vecteurs tangents & g;* dont la valeur en

chaque point ¢ est égale a d¢f.

Reprenant les notations de 1.2, on explicite sur la base (Xl,...,X

Y Y
<d f,X,> =<9, A rx. X1 = of ~ Kk
¢ 7 <¢ %;5; axj [X1’XJ] g %;;;1 aX; Ci,i Xk

y :



On a aussi 1a relation évidente

(1) {f,g} = <Df,dg > = adDf.g

(1)

1.4. FORMULES.
On remarquera d'abord que si Xeg, DXT =X, d'oll 1a formule
(2) XY= [x,Y]° (X.Ye§ et ©:Ga¥(g) canonique)

Ainsi, la structure de % est entiérement déterminée par 3’(%’) muni du crochet
de Poisson et § s'identifie & une sous-algdbre de 3(%)

On a aussi :

(3) {(X*,g}=adX.g , {1,93=0 (cas particuliers de (1)).
(4) {f,gh} = {f,gth +g{f,h}
(5) {{f,g},h} + {{g,h},f} +{{h,f},q} =0 (Jacobi)

Le crochet de Poisson est &videmment bilinéaire ; Ta formule (4) résulte de

D(fg) = f(Dg) + (Df)g.

La formule (5) provient des relations de Jacobi sur g et n'exprime rien d'autre
que 1'action co-adjointe est une représentation de % .

Ainsi, nous avons obtenu une structure presque symplectique sur g*, en ce
sens que Ta forme bilingaire @  sur T; ( 3’*) est en général dégnénérée.
Lorsque 1'on se restreint & une "orbite" de fi dans g* , on a une véritable
géométrie symplectique définie par le crochet de Poisson et c'est la structure

définie par Kostant [1,2,3]

Le crochet de Poisson existe intrinséquement sur g* . Elle est déja définie
de maniére un peu plus détournée par M. Vergne dans 9’((5 } et &(@) a partir du

crochet dans ‘U(%) et par passage au quotient [4] .

(1) L'action adjointe de ¢ dans g se prolonge & @”( g*) et aussi par 8°( g*}
lingarité, elle se définit aussi sur Dfe @ ( g*) % (3‘, .



I.5. ALGEBRES 2-NILPOTENTES.

DEFINITION. | On appelle algébre 2-nilpotente une algébre de Lie nﬂpoténte h
telle que : [hs[h>b =0

On considére 1'action définie par le crochet de Poisson et on la note encore ad.
Ainsi

(6) adf.g ={f,g}

Cette formule est abusive compte tenue de (1), toutefois comme DI %T est-1'inverse
de 1, ona adX' =adDX' =adX et elle ne préte pas a confusion.

On se restreint 3 U(h), X(h), $(h),R( k). Par exemple, on note

L(F(h)) T1'ensemble des applications linéaires de S(h) dans Y(h) et un
élément de S(h) désigne aussi suivant le contexte 1'application 1inéaire que

définit 1a multiplication par cet élément.
Ainsi, si xeJ(h), x+ad’§e LS (k).

Par convention, on utilise les petites lettres pour désigner des &léments de

ECS’(F}), ie Xt =x

LEMME 1.

Soit B une algébre 2-nilpotente.
L'application canonique de h dans &(¥(h)) définie par
XT

X s XT+ad§

est ‘un isomorphisme d‘algébre de Lie et se prolonge en un isomorphisme
d'algébre de U(h) sur 1a sous-algébre de L(F(h)) engendrée par

1'image de h (et telle 1'image de 1'unité est T'unite).

[(x+ad’§( ),(y+ad%)} =ad)é(.y+ xad%-y ad’é-ad%.x-& [ad% ,ad%]

={X,¥} +§§ ad{ x,y}.




Lorsque X,Yeh , [X,Y] est central dans b, donc adix,y} =ad[X,Y]'=0
d'od

[x+ad)§( , y+ady] = [X,Y]T+% ad[X,Y]" cqfd.

On note ¥ 1la sous-algébre de $(Y(h)) engendrée par les &léments
X +ad % pour Xxe€ Flcg( Fz} et W 1a sous-algébre de & (U F;)_) engendrée par

les éléments X ~adé pour Xef . I1 n'est pas difficle de voir que W oest
commutative (si B ‘est 2-ni Ipotente) et que la correspondance
X =-ad X/2 - X

se prolonge en un isomorphisme de W osur F(h).
De plus, considérons 1'application de W dans U (h) définie par 1'évaluation

A —> A1 de tout élement A€W en 1eU(h). Elle s'identifie alors & la symé-

trisation Bg: ‘3’(5) —U(h) alors que son inverse 5"1 est donnée par 1'éva-
Tuation de tout &lément Ac ¥ en 1e%(h).
En effet,le diagramme suivant :

W (h) - ¥ est commutatif

BX 3-1 comme on peut le vérifier sur les éléments de la

n
forme X :
WL

. B - 8
X' s (x+ad3)" = (xrad HN1=x" D> (x-2dd)" = (Xx-adf)N1=x"

LEMME 2. ( hest 2-nilpotente).

La symétrisation g est un isomorphisme d'algébre de Lie lorsque 1'on
la restreint a 92( h) muni du crochet de Poisson et & ‘uz(ﬁ).
Plus généralement, si ae 3"2(5) et be $(h), ona

[Ba;Sb] =B{a:b}
et si X,Yeh, x=X%, y=YTe 9(5)

m-lyn-l

[x™,y"] =m.nx “{x,y}




—-Zp
Xm Yn - : minl2 2p+1 m-zp..l n*2p~1
L ’ ] ° 0$2p<;nfém,n) (m=2p-1) (n-2p~-1) I {Zp+I) Xy} X y

En effet :
e 1™ Y"] = [(x +ad 3", (y+ad¥)".1

m n
= M=EP g X\P N _ n-g.n-q,. ., ¥+9 M
- X Cn(adz) .y q}zo,‘y o (adz) X

- KRG G,y - 1y x1Y)
0g22<Inf(m,n)

I.6. ALGEBRES DE LIE BILATERES.

Ces structures sont déja définies dans [5,6].
Une telle algébre est une algébre de Lie g construit sur un corps commutatif K,
les éléments de %" ne commutant pas & K, mais "agissent dans K" par une repré-
sentation & de § dans 1'ensemble des dérivations de K. On a les formules

XA = AX=6(X). A2, (Z, est 1'"unite" de Ej et K=ZK)

0
XA, Y] = Y]+ Y(8(X)ou)a = X(8(Y)A)m

et un exemple type d'une telle structure est donnée par une sous-algébre c’j de

fk(%) de la forme (}K ol K est un sous-corps de 3{(%) stable sous 1'action

adjointe de § et contenant 1'unité de 3{(%) notée Z .

Une telle algébre de Lie (notée (§ ,Zo,s)) admet aussi un corps enveloppant
(noté ‘}(%) et une algébre enveloppante (notée ‘&(%)) dans lesquels Zo est
identifié & 1'unité et on les appelle algébre et corps enveloppants réduits. Comme
pour le cas classique, on a un équivalent (évident) du théoréme de Poincaré Birkhoff

Witt avec cette identification et 1'algébre enveloppante réduite est encore filtrée

par
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I.7. ASSOCIATIVITE DU PRODUIT SYMETRISE DE A,B,C APPARTENANT A UNE ALGEBRE.

(AvB) vC

%{C(AB+BA) + (AB+BA)C }

= LeA(BC+CB) + (BC+CB)A + B(AC - CA) - (AC - CA)B}

Av(BvC) + }-1 [8,[A.C]]

Comme le produit symétrisé est commutatif, 1'associativité a lieu lorsque
[C.[A.B]] (ou une permutation) s'annule. Tel est le cas lorsque deux &léments
appartiennent 3 une sous-algébre commutative stable sous 1'action adjointe du

troisiéme.
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II. ALGEBRES DE HEISENBERG

I1.1. Dans tout ce chapitre, h est une algébre 2-nilpotente sur un corps k. Son
centre n'est pas réduit & zéro. Si ce centre est de dimension 1, h est une
algébre de Heisenberg. Le centre 6 de H(h) est égal a H( ﬁa). L'algébre hG
est une algébre de Lie bilatére sur 6 et en fait une algébre de Heisenberg sur
' puisque B est Te centre de h® et commute 3 h 6. Son algébre enveloppante
réduite est une algébre de Weyl [7] sur @ et elle s'identifie a3 U(h)%G.

II.2. DEFINITION.

Soient Kk un corps‘commutatif, K un surcorps de K et h une
algébre 2-nilpotente sur K. On appelle k-dérivation de h une applica-
tion k-linéaire & de k dans lui-méme qui vérifient les relations sui-
vantes, od X,Y sont des &léments queconques de h , 2 un &lément quelconque

8 une k-déri-vation(l) de K :

de K et A — 2
s([Xs¥1]) = [8(X),Y] + [X.8(Y)]

§(Xa) = s(X)r+x28

Le centre de h_z est invariant pour toute k-dérivation de b .

I1.3. DEFINITION.

On appelle base symplectique de h une base (Z .Zy,....Z 3P1s. %P3

Ql,...,Qs) de h dont les seuls commutateurs &ventuellement non nuls sont

) [Pi’Qj] = 84,5% (1s3=1500nps) (2)

Remarquer que la condition de commutation est trop restrictive et une base

symplectique n'existe pas toujours.

s

(2) 6i~ j est le symbole de Kronecker qui vaut 1 si i‘-—-j’ et 0 -sinon.
k]

(1) de. tel que &lk=0. I1 nous arrive de ne pas préciser le corps k 3 i1 suffit
de prendre alors k = Q.
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I1.5. LEMME.

Soient h une algébre 2-nilpotente sur K, h= hJ( k)%, B h*
Alors h admet une base symplectique (Zo”Pl""’ps;Qi"”’Qs) ol Zoml,

Pl,...,Pre ﬁ‘bl(g.) et on peut méme supposer M
21~1 -1

pieﬁ% . Qeh ‘1(%

En effet ﬁ~ est une algébre de Heisenberg dont le centre est }{(ﬁ’)ﬂ'
On obtient 1a base symplectique par diagonalisation successive de la forme bili-
niaire alternée sur B que définit le crochet.

Comme on diagonalise successivement, et détermine F{i et Qi orthogona ux

a pl"‘"’Pi-l’Ql’“"Qi»P les cofacteurs de la matrice partielle sont multiples

de la racine carré de son déterminant, d'ol une simplification possible.

I1.6. LEMME.

Soient h une algébre 2-nilpotente sur k, K=X(hJ® » b= hK et
(Zo;Pl"“’Ps;Ql"“’Qs) une base symplectique de- h considérée comme
algébre de Lie bilatére sur K avec Zo=l.‘

Alors :

%2( hw) est une algdbre de Lie sur K et contient K,

LR =G (hT =

Le radical de ‘82(5~) est %1(E~)

L'ensemble des polyndmes homogénes de degré 2 en Pl"“’Ps’Qi’“"Qs et
symétrisés par rapport a ces variables est une sous=-algébre de Lévi de

%2( Ff) et toute sous-algébre de Lévi est obtenue ainsi pour un choix conve-

nable de la base symplectique et est isomorphe & sp(s,K).

(1) On note ' 1'ensemble des polyndmes homogénes de degré i en z.
% %
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On écrit tout élément Xe %Z(F:.) comme la somme de trois polynOmes homogénes

symétrisés :
(8) X= R2(X) +R1(X) +E(X)
ol

1 S

(9) Rp0) == T2 2Pyv QiR 50X 040385 () ~PiP Dy 5(X)
S

(10) Rl(X) = ; PiFi(X) »QiCT(X)

(11) Ag,1(X)5B; 5(X)sDy L (X),F4(X),C5(X).E(X)€ K

Les coefficients BJ. i(X) et DJ. 1.(X) sont uniquement déterminés car on
» 2
impose de plus les relations

On vérifie immédiatement les relations ( h = C51(5“'))
[€,(h), G,(h)] =&,k
[6,(R), B, (k)] =€ (R
~ ~ - ~ ~ 1t
[€1(R)s & R)] =€ (k) =K= ,(h)
et par ailleurs, le commutateur de deux polyndmes homogénes symétrisés de degré 2
en est encore un et 1'ensemble de ces polyndmes est isomorphe (trivialement) & une
algébre de Lie symplectique de dimension 2s sur K.
Enfin, le Théoréme de Lévi-Malcev permet de conclure en &tudiant les automor-
phismes spéciaux de ‘82(1’{“) qui proviennent de ‘tl(ff).
Un tel automorphisme est de 1a forme
QG — O +F-i(X) =Q%
car avec X donné par (8), on a
(13) [X,P_ilv’
J=
S
A= + X
(14) D01 = 20 P303,500 = Qyhg, 500 +F4(0)

+(X) +0Q,B;

Pt 385,10+ G

J1,J

et dans notre cas, A; ;.B; Dy i =0 puisque Xe ‘81 (k)



I1.7.
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LEMME,

Soient h une algébre de Lie 2-nilpotente sur k, § une k-dériva-
tion de h, K =3€’(Fz.)ﬂ ,F)‘..= hk et (ZO;Pl,...,PS;Ql,...,Qs) une base
symplectique de h ou Z,=1.

La dérivation & se prolonge en une k-dérivation de h et i1 existe
un élément R (s)e cfiz( FL~), uniquement déterminé modulo K tel que

5(P;) = [R(8).P) = 6(Q;) -[R(8),0] =0 (i=l,....5).

On peut écrire en décomposant sur la base donnée :

(15)

(16)

5(P;) —2_'_; PiAs 5(8) 40385 ;(8)+C;(9)

s(Q;) 'Z; PiD; (&) +QsE; ;(8) +F;(¢)

Par les relations de Jacobi, on a

0 = §([P;sQ1) = A; ;(8) +E; 5(9)
0= 5([P1’Pj]) ='Bj’-;(5)+3-;’j(6)
0 = 8([0;501) = Dy ;(8) =Dy 4(8).

I1 suffit de comparer (15) & (13), (16) & (14) en tenant compte de (12) pour

obtenir &(s)=X donné par (8), (9), (10).

L'unicité modulo K résulte de ce que le commutant de F: dans %Z(K) est égal

a K.

I1.8.

(17)

(18)

On vérifie que 1'on a 1a

DEFINITION.
On pose
s
R() = - PiS(Qi) -Qiﬁ(pi)
) 2—',—3_- PiPs[8(23),040 +2P;v Q5fs(P4)s0;) - 0,05 Le(Py).P5]
et
o(s) = & - &(s).
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et R(s) est un polyndme symétrique sans terme constant vérifiant II.7.

I1.9. LEMME.

Soient h une algébre 2-nilpotente sur k et (Zl“"’zr) une
base de h".
Soit 1 un homomorphisme d'algébre de Lie de h dans une k-algébre
W tel que n(ZI),..o,n(Zr) sont algébriquement indépendants et engendrent
un sous-corps de U . Alors
I se prolonge en un isomorphisme de U(h) sur son image

(et méme de H(h) Torsque U est un corps).

résulte ‘
Ce lemme/du fait que U(h) s'injecte dans 1'algébre enveloppante réduite

%( M{( B)ﬁ ) qui est une algébre de Weyl sur K =X(h )II et tout homomorphisme

d'une algdbre de Weyl est injectif (on suppose que 1'homomorphisme transforme 1
en 1)[3’7} .
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ITI. SOUS-ALGEBRES 2-NILPOTENTES CARACTERISTIQUES.

ITI.1, DEFINITION.

1. Soient U une algébre, Qun sous-ensemble de U et Al,...,Ane‘u .

On dit que Al""An sont algébriquement indépendants sur Q; lorsque

zéro n'est jamais la valeur d'un polyndme ordonné en Al""An a coeffi-

cients non tous nuls appartenant 3 & .

2. Soient Tr une a"igébre de Lie, W un 7r-module, TeW et VcCHW.

On dit que T est un 't_':-vecteur propre modulo V de poids A(T) Torsqu'il

existe A(T)e r* tel que pour tout XerT, on ait
X.Te<A(T),X>T+V
On pose alors

X.T= <A(T),X>T+ <n(T),X>

3. L'algébre de Lie r é&tant fixée, on qualifie de caractéristique tout

objet construit & partir de r qui est invariant (globalement) par tout

automorphisme de .

I11.2. Tout ce chapitre est consacré & la démonstration du Théoréme III.3 pour le
cas ol k est algébriquement clos et sa transposition en le Théoréme III.4 pour le
cas général,

Ces théorémes sont immédiatement suivis par un additif ol on explicite certaines
définitions passées sous silence ainsi que des conséquences immédiates des affirma-
tions données précédemment.

Enfin, on remarquera qﬁe les propriétés des objets définis trés rapidement

occupent la majeure partie des énoncés.
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IT1.3 THEOREME A.

Soit * une algébre de Lie résoluble de dimension p sur un corps k de

caractéristique zéro et algébriquement clos.

Dans 3{(7’), i1 existe une suite canonique (et unique) de k-~sous-espaces

vectoriels strictement croissants :

k = ﬁoc FIIC ﬁzc Bn
déterminée par la condition % suivante.
On prend pour p un entier égal & 1,2,...,n, Zo:le: 3{(1"),
%p Ta sous-algébre et ‘?p e sous-corps de J(r) engendré par Ep,
. ={T (l),
on note {Kp le centre de e;F;3 et on pose ‘r"p+1 ( +%p)ﬂ(p

(‘6): Pour tout p, F),p est le n(p_1~sous~espace vectoriel de 3{('!") engendré par

les éléments T de Vp tels que

(20) 1. froTlckTak @

(21) 2. [T,hp_l]c: Ko-1

(22) 3. [TK 4] =0

et le commutant de l<n dans L est gnﬂ(n.

Les propriétés suivantes sont vraies :

(@) hpc: U(r )Kp-l est une algébre de Lie sur ﬂ<p_1 de dimension finie et
n
(6’2) Les ensembles Fxp et Kp sont caractéristiques (3) et invariants par
1'antiautomorphisme principal de X(7) (4).

#* .
(@3) Le centre 5p de Flp contient 20 et pour toute base (Zo’zp,l’”"zp,r)

x N
de ﬁp s Zp,l""’zp,rp sont algébriquement indépendants sur Kp-l(S)‘
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P
et compatible avec la graduation de gr CU,(T') (6). Elle est déterminée

(@4) (i) I1 existe sur K_ et B.p une graduation canonique, caractéristique

par la donnée d'une base symplectique de ﬁn :

23 B = (2,2 15e..nl 5 PraeeasPl 3 Qpsenns
(23) n ( 0°"n,l n,t, 1 Sh 1 an)
et des bases symplectiques de sz ayant la forme

- : : (7)
&p (Zc,zp’lgocq’zp,r‘ E) Pl’...,PSp > Q}-,.."Qsp)

p
1 0= o (8)
od O Sq<Spess €S <5
et tous les &léments de base sont homogénes avec degF{i +ctegQi =1,

De plus, pour toute base de ¥ , i1 existe un réordonnement (Yl""’Yp) pour

Tequel ce qui suit est vrai.

-1 (9

(ii) Tout élément T de ﬁp appartient a epul(rkp_l)(_i)n'll(?')Ep_l ,

est un
vecteur propre de 1'antiautomorphisme principal de (v ), vérifie (20), (21), (22)

et admet une expression unique

tp-1 a ty-1 | (7)(10)
(24) T=ZE:_A.VY.+ ) 7_‘0: Ae oV,
1=0 1 1 p 1 =0 1 1
ol
v, = 1e X(r)
(25) p:to;;tpulzpnrl"a-.“'Y‘p_‘l""ZSpn:L) tp:pmrlw.....y\p-zsp;g

A€ kp-l est homogéne de degré = deg T -1+51.’0

(ii1) Yl""’yt sont algébriquement indépendants sur (J—"'p (11) et
p

(ZO,BP(YI),...,e (Yt }) est une base sur Kp de ep(‘rIKp).

P

Tout élément Ye v s'écrit de maniére unique

Y

t
(7)
(26) Y Z};i Ay ep(Y].) +3Rp(v)

avec les A.eK_ homogénes de degré . et
LN Y 1,0

F;,pkp n ep(rﬁ(p) =ﬂ<p
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(iv) Avec ‘r‘; = ﬁpkp+ep(rﬂ<p), (Y“g,zo,ad) est une algébre de Lie bilatére
sur Kp dont 1'algébre enveloppante réduite %(1"'5) s'identifie & U(r )le et
le corps enveloppant réduit ‘33(1"’;) a H(r).

(v) Il existe un isomorphisme canonique T (notée exponentiellement) de
82( ﬁnKn) + en(’rﬂ(n) sur une sous-algébre de Lie caractéristique de ®R(r) muni

du crochet de Poisson, i1 commute & 1'antiantomorphisme principal, conserve la

graduation, s'identifie sur v avec 1'injection canonique et sur %2( ﬁnﬂ(n) avec

1'inverse de la symétrisation (12).

On a

(27) ()T (B ek Xer)

et Y'{,...,Yz sont algébriquement indépendants sur le corps des fractions ration-

p
nelles engendré par ﬁ; dans R(7).

((PS) On pose R

p=r1+...+r'p et (Zl”"’ZRh}:(zl,l"”’Zl,rl’zz,l"""z r).

N, n

Alors la matrice
R
1= TR ; = se e
*tpid p

est de rang tp si et seulement si p=n.

I11.3.2. ADDITIF.
Al. Ces notations sont prises aussi pour p=0 .

A,. T est donc un r-vecteur propre modulo le_1 mais aussi un rkp_l-vecteur

*

propre modulo K -1 de poids appartenant & ('r'le__l) .

P

A3. L'ensemble Kp est un sous-corps de X(r) qui est caractéristique et

engendré sur K _; par ﬁg . Comme &p est 2-nilpotente, Fxpﬂ(p est une algébre

P

de Heisenberg caractéristique de centre Kp=20ﬁ(p (cf. II.5).

Age Cet antiautomorphisme est le prolongement canonique & X(r ) de 1'antiauto-

morphisme principal de U(r) [3] .
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A5. Ainsi ﬂ( le 1( b, 1,0.., Py ) est une extension pure de IKp .1 et

(hp,Zo,ad) est une algébre de Lie bilatére sur le-l dont 1'algébre enveloppante
réduite %( Fxp) s'identifie & ?’p et dont le corps enveloppant réduit ’f( ﬁp)

s'identifie & ?’p d'aprés (I1.9). Observer aussi la définition implicite de r'p.

A6. C'est-a-dire qu'elle coincide avec celle du gradué gr U(r) associé a

-~

U(r) aprés passage i ce gradué.

seessP_ 3Qi5...,Q. ) est une K -base symplectique de 1'algébre de
1 sp 1 sp p
Heisenberg &pl(pc

On note Rp (et aussi epzld- filp) 1'application ® (et aussi o=1Id -&)
défini en (II.8) pour cette situation.

On pose aussi eo=Id, 5{0=0.
Clairement, ‘(R’p est Kp_l-ﬁnéaire a droite et & gauche et compte tenu de son
expression donnée en 11.8, elle conserve aussi le degré dans la formule (24) puisque

deg P, +deg Q; =1 et deg[X,P].] =deg P, deg[X,Qi] =deg Q; (car la graduation

est caractéristique, donc v -invariante).

A8' Ainsi, S'p 1Kp1 admet comme supplémentaire dans fzp 1'espace

—de
Y @'U—s
o

Z K eap P, 1 ® QK )
p,ifp-1 & & 1+1(i 198 %Ky
p-

qui est de dimension t -tp d‘aprés (25).

p-1

Ag. On note E 1'ensemble des é&léments de K -1 qui sont en méme temps des

p-1 P
semi-invariants [3] de UWT™). L'ensemble E des semi-invariants de U(7) est
une algébre commutative et tout &lément de 'U,('l")E"1 engendre un espace vectoriel
de dimension finie sous 1'action adjointe de v . Si ueE, et Xer, ona un
nombre cek tel que

Xn=pX +cp

1

pIX= (xee)n et wlx-c) =xu
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1

et cette relation montre que W(" )u =p'11k(r') est un U(r )- bimodule.

Tout vecteur de la base (Bp et plus généralement tout polynBme en ces

vecteurs de base appartient & 11(?)E'} et engendre sous 1'action adjointe de r

p-1
un espace vectoriel de dimension finie sur k.

AlO' S

Y p
aussi des 'er_l-vecteurs propres modulo Kp-l’ i1 existe A(T) et n(T)e(rK

Comme Pl,...,P ’Ql""’Qs sont des wr=-vecteurs propres modulo Kp-l’ donc

¥*
p-1/
tels que pour tout Ye 1~Kp_1
[Y,T] = <A(T),Y>T +<u(T),Y>
et i1 vient
>p
QP(T) =§=_—I P-iV Q'i ‘A(Qi)’T> + P.i<.11(Q.[)sT> -Q'i <u(vP.i),T>

Par récurrence, on voit que le(Ql,...,QS ) est un corps simple au sens de [8]
p

car g{p(T) est de degré <1 en Pi‘

A En particulier, les sommes suivantes sont des sommes directes :

i

t
P YK o
691':1 v 7p

t
P
@1:1 VK@ ‘éz( b k)

A12' Car hnkn (ou ﬁpr) est une algébre 2-nilpotente et sur“%z( ﬁnKn) la
symétrisation définit un isomorphisme d'aprés (I1.5) lTemme 2.
A13. L'application t est naturellement déterminée sur Kp qui est commutatif,

sur Pl"“’Ps 5Q1s...5Q  par (24) et (27) puisqu'elle est déja définie par

P p
: : 6
récurrence sur ﬂp_l(r 'Kp-l)’ Elle se prolongera naturellement & 2( Fllep)

d'aprés A12.
Remarquer aussi que par récurrence que t conservera la graduation et sera

compatible avec la graduation de gr U (w).
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111.3.3. Démonstration.

Dans la suite X est un élément générique de ™ .

Construction de F"l .

On a R=on= c& ¢¥ et T, =rekc¥(r),

L'ensemble des Y -vecteurs propres dans 4 contient Z0 =1 et est non réduit a k

d'aprés le Théoréme de Lie appliqué a 1'action de * dans v . On peut méme démon-

trer que ‘r”l est la somme directe de ses sous-espaces de poids distincts. I

existe donc une base (Z_ sZ; 15eeesl ) de h, formée de r-vecteurs propres
0°71,1 1,1"1 1

appartenant & v excepté Zo’ Par sa définition méme, ﬁl est caractéristique ;

elle est aussi commutative car forméed partir de semi-invariants. On vérifie immé-

diatement @1, @2 et @3. Pour @4,
on définit deg Z1 1.=,1 et deg Zo=0, d'ol (i) .
s

On a Sl =0, ao =al = O, 80 = = Id, Kl = (yl = k(z‘l’lSt'o;Zlﬁrl)

°1
et (ii) est immédiat et (ii1) est conséquence du théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt.

(iv) Ona T’i’ =’f‘ﬁ<1 ; le résultat annoncé est trivial et est un cas particulier

de [6] IIL.3.2.

De méme (v) est évident par A13 ; la démonstration de @6 sera faite dans la

récurrence.
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Construction de ﬁp a partir de hp-l' On pose q=p-1.

Supposons Bq déterminé et les propriétés énoncées valables en ce qui

o as .
concerne 1'indice q. Soit (Zo’zq,l""’zq,r . Pl"°"Ps . Ql""’Qs ) 1a base

a q q
symplectique de Bq donnée par G%(i). On a

= L 2seves
‘Kq Kq'l( q,.1 Zq,rq)

ﬁqkq est une algébre de Heisenberg caractéristique de centre Kq et

(Z ;Pl,...,P

o 5 Ql""’Qs) en est une base symplectique.

S
On identifie canoniquement

kg = Gl Beky)

qﬂ(q =% F’qKq) (et on pose %q,e = %e(» ﬁq{l(q), 8%” = c&( ququ))

Fq = Flhy) =FChK).

Les algébres de Lie 7',4*Kq,1'Kq + %q 5 agissent dans (ﬁq 1 Par 1'action adjointe

et PiseeesP. 504000450 en sont des vecteurs propres modulo K_.
1 sq 1 sq q
que o (K, +%q’2)cm K, + 8q,2 et 8,(%, 2)c K, car o Ry = 0.

On remarquera

II1.3.4. LEMME 1.

Ep est Te Kq-sous-espace vectoriel engendré par ﬁq et les éléments

eq(T) oll Te'r'qu est un r=-vecteur propre modulo %q 5 et commute & K.

Par définition Eq est engendré par les éléments T‘eT'Kq + %q qui sont

200

des fr-vecteurs propres modulo Kq et qui vérifient

21)" ,
(21) [T Eq)c K,
L = [P
(22) [T:K1 =0, (d'oa [T, hK]lc K).
Comme hq est 2-nilpotente, tout é&lément de ﬁqKq fera 1faffa1re et E&ch Bp‘

i 9 elé d -
Par ailleurs, tous les éléments de v'kq + 2g,2 transporte quq ans ﬁqKq
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ce que ne fait jamais un &lément de Eq <\ ‘ﬁq 25 et il suffit de se restreindre:a
s £

Te’rqu + %q,Z'

Comme T commute & Kq, T —3{q(T) commute a quKq ; come [T, F;qH(q}c. qu
nécessairement [ﬂq(T), ﬁquq]c Kq et &Q(T)e qukq. Cherchant 3 engendrer un
supplémentaire dans F"p de &qKq’ on peut donc remplacer T par eq(T) =T -ﬁq(T).

Ecrivons T=T1+T2 oll Tle’rﬂ(q et Tze, ‘gq,z. Alors eq(T_Z)eﬂ(q et

eq(T)e eq(Tl') +K§ et on peut remplacer eq(T) par eq(Tl). Par ailleurs, si T
est un 7r-vecteur propre modulo %q 2 Ti 1'est aussi. Notons Ké le commutant
de l(q dans rqu. Le Temme 1 résulte alors du

LEMME 2.

Soit Teﬁ(& un v=vecteur propre modulo %q 0" Alors eq(T) est un
-]

r-vecteur propre modulo K

q

de poids A(T) et i1 commute & quq.

ona [TK,]=0, donc [o,(T), B K] =0. Soient A(T)em* et w(Med(r, %q,z)
tels que

[XsT] = <A(T),X>T+ <u(T),X>
IT vient

[x,eq(‘r)] = [X,T -qu} = <A(T),X> (T -aq("r))w

C= <M(T):X>F(T) + <u(T)X> - X, R (M]e G ,

Comme [X, F),qKq}c F‘qKq et eq(T) commute a quﬂ(q, le premier terme commute &

quKq, donc le dernier aussi, d'ol Cek, cafd.
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LEMME 3.

(i) (» qu +‘3q 2,Zo,ad) est une algébre de Lie bilatére sur qu et
qu(q, ‘&q’z en sont des idéaux.

(ii) Le commutant K& de Kq dans Kq +‘62(quﬁ<q) est un idéal de cette

algébre de Lie bilatére.

(ii1) Les idéaux K_c h K c:% sont caractéristiques.
q a9 q,2

Ceci ne présente aucune difficulté.
Vérifions les propriétés @

(@l) . eq(r Kq) est de dimension finie sur K_, donc sz aussi.

q
Soient Tl,Tze 8((‘1 des t-vecteurs propres modulo %q o On a

[Tl - ﬁq(Tl):Tz - @tq(Tg)l € {Tl’rz] + %q,Z

puisque %q ? est un idéal de 'MKq +Cﬁq o+ En notant avec les mémes lettres A(Tl)
s 3

et A(Tz) les prolongements ﬂ<q-h’néaires des poids de T, et Ty, On a
[TI,TZ] = <MT,)sTy > Tyt <u(T,)sTy > == <a(T)T, > Ty - <n(Ty),T,>
(01 u(Ty)u(Ty)e Llrkys € 5)).

Le seul cas ol éventuellement {eq(Tl),eq(Tz)} #0 est celui od Ty#T, mod %q,Z‘
On a alors nécessairement <A(T2),Tl> = <a(Ty)5T,> =0 et [TI,TZ] =0 mod %q’z,
d'od

[0q(T1):04(To) e Gy, 2
et comme de plus
[[og(T1)584(T,)] qua(q] =0
on a [eq(Tl),eq(Tz)} € Kq cgfd.
(6’2). Par récurrence, qu,ﬁ(q sont invariants par 1'antiautomorphisme principal,
et 11 en est de méme de ‘r’p car c'est un !Kq-espace vectoriel & gauche et & droite.

La définition de Ep est donc aussi invariante et par suite sz est elle méme
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invariante. Cette définition est aussi intrinséque, donc sz est invariante par

tout automorphisme de » .

(05.0,,0,).
On sait que Ep est engendré par qu et des éléments de la forme
eq(T) ol Teﬁ(q, commute a qu et est un r-vecteur propre modulo %q o
. ®

Soient Vy,...,Y donnés par @4(1'1'1'}. Tout Te'r'qu s'écrit donc

t

q
: =
T ﬁz:% rev 8. (V) +8 ¢ Asvo (Y:)).
iEL L N
d'ol
tq
eq(T)=2;_5 Aiveq(vi) (car eq&q=0 et eqeq=eq)

-

On peut donc se restreindre & prendre

tq
1=

Comme K_ =k(Z,,...,Z5 ), T commute & K_ si et seulement si
q 1 Rq q

t
Z; 9 NP
(29) . 1‘: A,i [Yi ’Zj} =0 (J"l,.o-,Rq)

Les é&léments Zl,...,ZRcels IKq
degré =deg Z:i d'aprés @4(1‘).

sont homogénes, donc [Yi’zj] est aussi homogéne de

(@5) Lorsque ce systéme est de rang <tq, il existe une solution non nulle
sous la forme (28) avec xielkq aik(Zl,...,ZRq).
Soient v Tle dénominateur commun des 7‘1’ et vy =A1.v. On a

i

t
q
\)T=\)VT=Z (V\{)\.i)vT.i=§ \),iVT.i
1= 1

IT existe un semi-invariant u tel que v E'u(r)uhl pour tout 1, donc

T e.‘ll('r')p'l aussi et vT engendre un k-espace vectoriel V de dimension

finie sous 1'action adjointe de » , donc de U (7).
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Appliguant le Théoréme de Lie & V/Vn %q p» ON trouve un &lément TjerK \ %q )
qui est r-vecteur propre modulo %q 2 et sz est strictement plus grand que

&q[Kq cqfd.

(@,) (i et ii)
On décompose vy = % Vi 4 ©n ses composantes homogénes Vi d de
é H] 3
degré d et chaque v, est un polyndme en Z,y...5Z5 .
i,d 1 R

q
La démonstration précédente s'applique aussi bien & la composante de degré d+1

de T :
t

q
Mgy =2 vi,a Y
et nous fournit un &lément A, € U(™) tel que

adA g, 105T) 441

est un T ~-vecteur propre modulo %q 2

Comme VT = (va)d, on a

121
donc chaqué composante homogéne de vT est encore solution de (29) et elle

commutera a IKq .

I1 est facile de voir que si T est un 7 -vecteur propre mod %q 03 Tqu+ 4,2
3 3

est stable sous 1'action de » . Cette action conserve aussi 1'homogénéité et le

degré compte tenu des formules (26) (i1 suffit de faire un calcul modulo ‘éq o3
]

ce qui est évident).

Ainsi Ad AD+1("T)D+1 est encore homogéne de degré D+1 et commute a qu 3 de

plus, c'est un T -vecteur propre modulo %‘q 5¢

Si Ad AD+1(vT)D¢‘6q os ON peut refaire la démonstration de @5, d'oll 1'existence
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de AD tel que
adADadADﬂ(vT)D

soit un T-vecteur propre modulo cﬁq o+ Dans le cas contraire on passe & D-1.
3
Réitérant ce procédé tant qu'on n'a pas tout transformé en vecteur propre, on voit

apparattre un &lément A e W(™) tel que

ad A.Ty =z_a__‘ adA(Tv) 4 ¢<qu2

et chacun des a‘dA(Tv)d est soit un v -vecteur propre modulo %q’z , Soit un élément
de %q,Z' Cette relation montre d'abord que adA.Tv=T) mod ‘Zi.q’Z ol Ae Kq\ {0}
et ensuite que T peut s'obtenir comme Kq-combinaison linéaire modc{%q,2 de
r-vecteurs propres modulo ‘f,q’z qui sont homogénes.

Un vecteur propre de la forme précédente est en plus dans U (r )Eal.

En éffet, il est de la forme

tq

ol A€ B([Zl,..a,ZR le U(?')E;l‘ IT vient alors, puisque sous T'action de X,
q

U (r )E;1 est invariant et les éléments Yie v se transforment en des &léments
de v,
Ts= ° Y U,(T')E'l (les o ’bl(r)E“l)
"2 vivlie q i€ q

On a encore d'aprés I1I1.8 (17) :
S

s
— - b
&40 g P [X,0,] =0 [X.P.] + 32 J=1P,-Pj[[x,o1-3 Q41
et Torsque tous les Pi ,Q_i appartiennent a3 U(r )Eal, il en est de méme de th(X).

*

Donc i1 en est aussi de méme de

L P

D'aprés AG’ eq(T) est homogéne et de degré =deg o +1.

Comme sq est nul sur tout polyndme de %q 2 qui est symétrique et sans terme.
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p
constant, on peut réexprimer Z:J__ o v Yi‘- sur la base (Zo’Yl"“’Yt } modulo
1= q

ce sous-espace vectoriel et on trouve de cette maniére m=tq —tp €léments

ot

(30) T, = Y.v2

ayant les propriétés ci-dessus et tels que
hy = Bkgo0(TK ... 00(T,)K,

En diagonalisant, on compléte (Zo;i>1,...,PS ;Ql,...,QS ) en une base symplectique
q

qui posséde toutes les propriétés annoncées:

Supposons déja construiteune base symplectique (ZO,Zp’l,...,Zp,u; Pl,...,PB;
Ql,oec’QB)c

Le !Kq-espace vectoriel V gqu'elle engendre est évidemment w-stable.

Soit V, le K, -espace vectoriel engendré par (Psq+1,...,PB,QSq+1,...,;8),

alors Vo‘ekq est T -stable. Il existe un unique élément a'(eq(Ti)e‘Vo tel que
5”1‘) = eq('Ti) - .‘R,‘(eq(Ti) commute & V (on remarquera que g(Ti) commute déja
i &q). On a alors

DB = <A(Ty).X>8(T,) +C
oll CevoeK .

q

Le premier membre commute & V, donc C aussi et Ce Kq

¥ -yecteur propre modulo th de poids A(Ti). On vérifie aussi facilement que

; ainsi §(Ti) est un

8(T;) est encore homogéne de méme degré que T, et appartient encore & U(r )E;l.
Si e(TT.) est central, on pose Zp,a+1 »=e(T1.).
Sinon, soit Jj un indice tel que

13(Ti),§(T3) =veKq\{0} (et veu('r)E;lanq ~sv=aul od reU(r), pek

=>A=vpeﬂ(an)

q

On a
[Xsv]=[[X.8(T;)] ,'é(Tj)] + [§(Ti),[x,§(Tj)]I = <MT3) #MTy) X >
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donc v est un semi-invariant de poids -~ ()\(T_].) +x(_TJ.)) et on peut alors poser

PB+1.=5(TT), Quy1 =§(ij'l) (et 5(ij-1) est encore un ‘r-vecteur propre modulo
Kq, est homogéne et appartient & U(r )Eal).

L'expression explicite des é’(T_i), compte tenu de 1'homogéngité, entraine que c'est
un vecteur propre de 1'antiautomorphisme principal pruisque les coefficients
appartiennent a Kq (dans ‘Tequel tout &lément homogéne de degré d est vecteur
propre avec la valeur propre (~1)d).

Ceci termine 1a preuve de @4(1') et (ii).

@ﬁ(iii).
On a les formules
t
1 E AR
Comme Tles

ot
Kol

Q(Ti) = Z:: Bq(Y‘_}) v )"i',j

J=0

forment une base d'un supplémentaire de h quq dans Ep’ la matrice

(A.«‘ 4)
B3%4=1,....m 3 Jelaeensty

est donc de rang m=tq —tp.

Changeant éventuellement 1'ordre des vecteurs de 1a base donnée, on peut supposer
que le mineur
(ki’j)i:.l,...,m 3 J=t +1,...,t
P q
est de rang m. Dans ce cas
(2420 (Y1) 5w 2580 (Y 1500 (T1)see0280(Ty))

est une base de eq(’ﬂ(q)

Comme ep ° eq = ep et ep ° eq(Tl.) eiKp (irl,....m)

(Zo’ep(yl-}"“’sp(ytp)) engendre 6p(*rll<p), et on a les relations de dépendance (26).
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L'unicité de ces expressions résulte de 1'indépendance algébrique de Yy,...,Y,

p
que nous démontrerons maintenant.
i N % 0&’t‘.p
(31) Soit A =Za: Yy ...Ytp Ay

une expression polyndminale ordonnée 3 coefficients nontous nuls 2 eq" "3”( 6

Soit pe‘@( ﬁp) tel que Aaue%( Ep) pour tout o.

Or F"p admet pour base (e(Tl),...,e(Tm),ZO,Pl,...,Psq,Ql,...,QSp) et tout élément

admet une expression

By By
(32) kau = ZB: U}. uaoUm }ia,B
od va p€ SR et

t
(33) u-er)—:x Y-8 Zf e )
J:
et ‘{ng‘gq,Z

Reportant (33) dans (32) et (32) dans (31), ’on réexprime Au comme un
pd]ynﬁme ordonné en Yl,...,Yt a coefficients & droite appartenant a % quKq)
On se sert des relations de commutations de » , de r avec quKq et des relations
(26) pour 1'indice q ; en ce faisant, chaque commutation fait pérdre au moins un
degré en Yl""’Yt’ on voit facilement qu'unterme de plus haut degré de Ay a
pour coefficient le coefficient du terme correspondant du polyndme commutatif

*1 katp K By *q *m
Za: }; YV (;L’i A,iY5) e (;é’_; Mo,iY5)  Ha,g

Compte tenu de nos hypothéses, ceux-ci ne sont pas tous nuls, par conséquent An
est non nul.

Ceci termine la preuve de @4(1'11) car la derniére assertion est & peu prés évidente.

@4(1'\1).
Comme ep(r&(p) commute & (Pl""’Psp’Ql"“’Qsp)’
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K
[op(r Kp)s hKlc Bk,
Par ailleurs, on a facilement
[ap(X),ep(Y)] = [X,Y] mod 8%2
et ceci commute a Pl""’Psp’Ql""’Qsp donc

[ep(X),ep(Y)] = ep(IX,Y}) mod Kp

et par Kp—linéarité, on montre facilement que v~

0 est une algébre de Lie bilatére

sur le dont une base est

(sp(Yl)poo-gep(Ytp),Zogplgo ) ’Ps ’Ql’.."QSp)

P

Grace a 1'indépendance algébrique de Zp 1,‘..,2 sur Kq, K (zZ

q p,la...,.ngr )

p’r’ p

P

s'identifie au sous corps de J(7) engendré par K et Z_ s...,Z et
q p,1 P

’f(ﬁpﬂ(p) au sous-corps ‘fp de X(v) (cf. I1.9).

L'indépendance algébrique de Yl’“"yt sur ?"p entraine aussi celle de
p

e(Yl_),...,e(Ytp),Pl,...,PSp,Ql,,..,Qsp sur K, ce qui permet d'identifier %4 )

avec une sous-algébre de ‘u('r')Kp d'ol les injections
o6 &(ra Ulrk,
Or les relations (26) permettent aussi les injections -
reér) g Ulr K,
et par la propriété universelle

Wr)a bir)a Wrk

Comme (8( 'r";) est aussi un Kp—- espace vectoriel, on a bien
)= W
& (re) = U(rK,
@4(v). Les résultats annoncés sont les transposées des résultats précédents en

algébre commutative et n'offrent pas de difficultés.

Le seule point inhabituel concerne le crochet de Poisson.
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On a ch %2( qul(q) +eq(1"l<q)

On définit t sur l(p corme 1'unique isomorphisme d'algébre de

T T T T
u(q(zp,l""’zp,rp) sur Kq(zpal”"’zp,pp) tel que Zp,i‘ — an...

Les relations {f,gh} ={f,gth+g{f,h} permettent de vérifier que 1'on peut étendre
les scalaires de Kq a -Kp et que T est un isomorphisme d'algébre de Lie bilatére
de v'l(p+ ﬁpr sur son image.
Par exemple, si X,Yer+5,p et A,ueﬁ(p, on a
[AX+X2,nY + Yu| = [Xon]aY +u[X,Y]2 + uX[2,Y]
+A[Xou]Y +an[X,¥] + [2,Y]uX
+ [ Y]au + XA Y] + Y [Xou]A
+A DX Y] m+ (ALY Xu + YA [X,u]
=4[X,Y] v xu+4[X,u]av Y = 4]Y,Aln v X
et on retrouve les relations habituelles du crochet. On obtient ainsi
v Xou o Y] = XTAT, Y )
Comme hgkp est une algébre de Heisenberg sur Kp, v se prolonge en un isomorphisme
de ‘62( ﬁpth) sur son image par (I.5) lemme 2.et on doit seulement vérifier les
relations de commutations entre T'Kp et 352( ﬁpkp). Comme %%( 5JKP) commute a
Kp on peut se restreindre aux relations de la forme.
C=4|X,A v Py Q] = [X,A(PQ+QP) + (PQ+QP)7|
ol Are IKp et BQ sont des éléments de la base symplectique de ﬁp.

On utilise les relations

[X;P] = <A(P),X>P +<u(P),X> o0 <A(P);X>€ k et <}1(P),X>€-ﬂ(q

C=[X,A] v (PQ+QP) + v [X,QP + PQ]
[X,QP +PQ] = <A(P) +2(Q) X > (QP+PQ) + <(Q),X> P+ <u(P),X> Q

et ceci permet alors de conclure.
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On note le le centre de ‘35

34,

THEOREME B.

Soit v une algébre de Lie résoluble de dimension p sur un corps k de

caractéristique zéro.

Dans 3‘[(7“), i1 existe une suite canonique (et unique) de k-sous espaces

vectoriels strictement croissants :

k= ﬁocﬁlcﬁzc e by

déterminéepar la condition @ suivante.

On prend pour p un entier égal & 1,2,...,n, Zo=1efK(T')

a sous-algébre et ‘3"p le sous corps de ¥ (7 ) engendrés par Ep

b et on pose Tp+l ( +%p)Kp

(%) : Pour tout p, Ep est le plus grand Kp_l-sous espace vectoriel de *rp
tel que :
(40) 1. la représentation adjointe de T'Kp-l dans F"p/Kp-l est semi-simple (2)
41 2. s
(42) 3. fhp,Kp_l] =0
et le conmutant de K dans w ., est B K,
Les propriétés suivantes sont vraies.
(@) szc W )le 1 est une algébre de Lie sur K§~1 de dimension finie et
%

(@2) Les ensembles sz et th sont caractéristiques (3) et invariants par

1'antiautomorphisme principal de H(r )4.

& .

(@,) Le centre ﬁp de ﬁp contient Z, et pour toute base (ZysZy gsee.sZ

* . - (5)
de ﬁp s Zp,l"”’zp,rp sont algébriquement indépendants sur Kp—l

P,T‘p)
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(6)4) (i). I1 existe sur iKp et &p une graduation canonique, caractéristique et
compatible avec la graduation de grU(r) (6). Elle est déterminée par la

donnée d'une base symplectique de an

® =(z,z

n 0’ n,l""’zn,rn H Plsonapsn 3 Ql:»--aqsn)

et des bases symplectiques de Fz ayant la forme

P

- . . (7)
&p (Zoszp’lsnoszp’r\p s Pl"“’PSp s Ql”“’QSp)

ol 0=5, <5, v <s, <0/, (8)

et tous les éléments de la base sont homogénes avec deg P.i + deg Q'E =1,

De plus, pour toute base de v , i1 existe un réordonnement (Yl"“’Yp) pour

lequel ce qui suit est vrai.

(i1). Tout élément T de 63p appartient & epul(rn(p) (7)m ‘1.1,(’(“)&25'1_1 (9),
est un vecteur propre de 1'antiautomorphisme principal, vérifie (41) et (42) et
admet une expression unique

t

= oot (7)(10)
(44) T= - k.iv Yi+$'p'l( _ 4}\~§in)
1=0 1=
ol Y,=1e¥(r)
(45) p =t03tp-1 =P =rq... “r'p_l *Zsp._l >tp=p “rpeee T y‘p—'ZSp;G
A€ Kp-l est homogéne de degré=deg T —l«wsi’0

11)

(iii). YI,...,Y sont algébriquement indépendants sur ff-p ( et

%

Yi)"”’ep(ytp)} est une base sur K

Tout élément Y e s'écrit de maniére unique

(Zys8 de ep(rxp).

P( P

t
(46) Y

v (v.) +8 vy (7)
T ety +8,0
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avec les e iKp homogénes de degré 8 o et
hpkpnep(rl(p) =Kp
iv). Avec = h K +o (7,2  Lie bilate
(iv). Avec b pr p(rﬂ(p) (Tp o,aci) est une algébre de Lie bilatére
sur Kp dont 1'algébre enveloppante réduite ¢( 'wg) s'identifie & ‘U('r‘)lKp et
le corps enveloppant réduit "}f( 'r;) a H(w).

(v). I1 existe un isomorphisme canonique t (not@e exponentiellement) de
%2( En{Kn) +'en(rn<n) sur une sous-algdbre de Lie caractéristique de ®(r) muni
du crochet de Poisson ; i1 commute & 1'antiautomorphisme principal, conserve la

graduation, s'identifie sur r avec 1'injection canonique et sur %2( EntKn) avec

1'inverse de la symétrisation (12).
On a
(47) (rex)T=a%x" (13) (rek, 5 Xer)

et Y'lfi,..._,Y;‘ sont algébriquement indépendants sur le corps des fractions ration-
p

nelles engendré par »&; dans &(r).

{vi) Les bases Qp sont réduisantes pour 1'action de (14) .

(@) On pose Rp=r1+..+rp et (21*""Zn)”(21,1""’21,»«17-2““’Zn,vn)
Alors la matrice
(Y;Z,) '
L i=l,..5ty 3 3=l,. 00k
est de rang tp si et seulement si p=n.

ADDITIF AU THEOREME B.

Les numéros omis dans la suite ci-dessous sont exactement les mémes que pour
Te Théoréme A ; on se reportera aux Ai correspondants.

B, : d'aprés (42), Ep/n(p_l est un er_I—moduTe.
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814 : Ce qui signifie qu'en groupant les &léments de la base de maniére symétriqué
(ie.P, avec Q) et par paquets en respectant 1'ordre, on engendre les sous-
i i par p

espaces irréductibles pour 1'action adjointe de v*Kp_l.

Démonstration.

On passe & la cloture algébrique de k pour démontrer le Théoréme A et & une
sous-extension finie k' de k pour laquelle les bases symplectiques formées de
T-vecteurs propres peuvent étre construites.

On considére ensuite les objets invariants par le groupe de Galois de k'/k, ce
qui redonnera les résultats annoncés. Sous 1'action de ce groupe, les &léments de
base se transforment en des é&léments homogénes de méme degré, ce qui permet de les

diagonaliser en conservant 1'homogénéité.
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IV. CONJECTURE DE GELFAND ET KIRILLOV. (Notations de III).

IV.1. SYSTEME DE COORDONNEES CANONIQUES SUR r*,

Considérons sur w* la structure quasi-symplectique défini par Te
crochet de Poisson. On appellie systéme de coordonnées canoniques (locales) une
dOnnée (Zl,...,Za ;‘pliaﬁtspg ; q1!"'3q8)

ol les z; sont centraux et {pi,qj}:s1 (1:3=150..58)

sJ
et définissant un changement de coordonnées locales sur 1%,
On dira que ce systéme est algébrique lorsque ce changement de coordonnées locales

est birationnel.

Partant de la base Gbn dont 1'existence est donnée dans le Théoréme A, on
construit facilement un systéme de coordonnées canoniques. La matrice

{o, (Y.),25}
n ] J izlgca,tn;jgl)ot’Rn

est de rang tn’ et on obtient des é&léments 9 =Z§ (i=1,..,tn) tel que le mineur
i

Mo = o, (Y;) %453
1=13;ogtngj=lg.. ’tn

soit de rang o

I1 existe aussi R -t fonctions analytiques z; de Z;,...,ZE qui

n
commutent & 6, (Y;)" (i=1,..,t ) et qui définissent un changement de coordonnées

Tocales de 1a forme (Z7se.esZp ) = (ZqseeesZp _p 5 Grseeesly o
1 Rn 1 Rn tn 1 tn
On diagonalise le mineur Mo , d'ol 1'existence d'é&léments pi,.,.,pé appar-
n
tenant au K; espace vectoriel V de base (Sn(Yl)""’Bn(Yt )} et vérifiant
; n
{pi’qj}zsi,j (iaj=ls°-~stn)

IT est clair que tout &lément de V qui commute & ql,...,qt est nul
n

puisque ™ est de rang t . On obtient facilement que les Ay 5 ={pi,pj}

appartiennent & Ve Kk
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et commutent a Gpseevsly s donc sont des &léments de K;.
n

En résolvant les équations différentielles (complétement intégrables) on

t

montre qu'il existe des fonctions analytiques 2, de z,,...,z s QpaessQ
i 1 Rn'tn 1 n

tels que les
=n! . iz
Py pi'f13 (i 1,...,tn)
commutent ensemble, ce qui achéve de déterminer le systéme de coordonnées canoniques.

On a ainsi la

IV.1. PROPOSITION. (1t résoluble sur R ou ), notations du Théoréme A (ou B).

IT existe sur ** un systéme de coordonnées canoniques de la forme
T T T T
(Z ’.ao,z - ; p ,oto,p 5 P ,oto,P ; q ,o.o,q 3 Q ’oot;Q )
1 Rn tn 1 tn 1 Sh 1 t, 1 Sy
ol tous les Zs sont des fonctions analytiques r=-invariantes de

T T . < T
Zl""’ZRn’ tous les q; appartiennent a {z§""’an} et tous les Py

appartiennent & en(‘r*ﬁ(n)T modulo une fonction analytique de Z{,...,ZE .
n

) - T . . .
Remarque : Les coordonnées Q; et Qi sont des fractions rationnelles qui

appartiennent 3 ﬁgo

On se pose maintenant la question de déterminer une condition suffisante (et
simple) pour qu'il existe un systéme algébrique de coordonnées canonique, c'est-a-

dire plus exactement pour que nos intégrations successives soient algébriques.
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IV.2. CAS D'UNE ALGEBRE DE LIE RESOLUBLE SCINDEE.

On suppose que Y = G+M ol G est un idéal abélien dont 1'action sur 1'idéal
nilpotent (que 1'on peut supposer maximal) m est semi-simple.

Soient O =’noc 'nlc nz...cnn=n la suite centrale ascendante de m et pour chaque

p=1,2,...,n, une base (N ) d'un supplémentaire dans np de n

p’l’l'c’Np,_\) p_l

P
formée de G -vecteurs propres. On posera q=p-1.

Suivant 1a méme méthode que dans le théoréme A, on construit des sous-algébres
de Heisenberg B,lc ﬁzc ...cﬁn, en complétant successivement & chaque &tape une
base symplectique de 1'algébre précédente. En ce faisant, on ne localisera que par
des éléments de B =5[(n)#' et tous les éléments de base que 1'on choisira seront
des G-vecteurs propres :

1°, ‘&1:'!2l ek avec une base (Zo’zl,l"“’zl,rl) =(B1

2°. bz =N, est une algébre 2-nilpotente ; pour compléter la base précédente,
en une base symplectique, on doit @ventuellement localiser par des éléments de
[""2’”2]‘:"11’ On construit comme pour le théoréme A une base symplectique "supplé-

mentaire & "'1" : (22,]""’22,r2 : Pl,...,P52 H Ql""’Qsz)'

Nous allons traiter le cas de F"S pour avoir une idée du cas général.

3°. Tous les éléments N, .,...,N sont déja des Y -vecteurs propres
3,1 3,\)3

kS .
modulo ‘82( 52) ; on peut remarquer que le calcul du commutant de Fzz fait
intervenir des coefficients dans |n3,n2|c m,» donc on ne localisera que par des

+
éléments de 6. Le commutant de F’*Z dans ’n3ﬂ<1 nous fournit les éléments

(Z3,15+-n2 ; P p

3ymrg * Tsytlrtilsg Q52+1""’Qs3)'

3

#
Mais certains des N3 ne commutent pas avec ﬁz » c'est-da-dire si sé est la

’1-
v

# P,
codimension du commutant de Flz dans Z N3 1.[Kl, il existe sé éléments de
1= ? '
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o v o21s ¥
de n3> que 1'on peut supposer étre N3,1""’N3 ! et S3 éléments de 52 » que

*73
1'on peut supposer étre Z, 1s...5Z, ., tels que det([ Z 1) #0.
2,1 2953 2"] i\,j=1,...,sé
On pose alors (Qi’°"’Q;é) =(Z3,1’°"’23,sé)

et en diagonalisant la matrice précédente, on peut trouver des combinaisons Tinéaires

Py de 93(N3,1)"'°’63(N3,sé) (1'application e, est définie & partir de

. s ) n Nty =
(Pl,...,P53 ; Ql,o..,st) suivant II1.8) qui vérifient [Pi’Qj] =84,5°

#
— n 11 -~

On a Cij"[Pi’Pj]e 52 Kl et on peut trouver des polynlmes A; en

Qi,...,Q'. tels que les P! =P¥+)., commutent ensemble.
$3 i i
IT suffit d'appliquer le lemme de Poincaré :
b e 4
On détermine des éléments de &2 qui commutent & Pl’ Pg. par soustraction

"3

du développement de Taylor (qui est un polyndme car 1'action de P",...,Pg. est
3

nilpotente : si Ze(Zz’l,...,Z2 P ), on notera

T2
3) 3 L3
23 27 - le P17l - g 2 eIyl -

(dans le cas présent, le polyndme de Taylor est du premier degré et

3) (3 3
283 -2(3) - ... =Z§,gé,,= 0).

On exprime tout é&lément de ﬁ comme fonction de Q3.. ..,Q'. > 23 s-easl
2 1 53 2, S3+l 2,r

et on obtient
]
1 53
A, = J tC; .(tQ3,...,tQ’,)Q} dt
i o %;; i, 1 $3°7J

Dans notre cas, A.

; est un polynéme de degré<2 en Qi,...,Q;:l3 sans terme constant.

Ainsi on yient d'obtenir des nouveaux éléments P!,....P', .Q1,...,Q', ol les Qi
1 $3 1 S3 1
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sont des Z, . ainsi que des éléments de base du “nouyeau” centyre de ﬁ a partir
291 3 p
des 7, ; par 1'application Z —> Z (3).
L]
La base de ﬁ3 sera notée abusivement

3 ;
B = (e aTy 5 PlaeeisP 2Pl P!

. t t
3 3 53 s Ql’---aQSSSQIs-t-sQSé)

Z VA »L z

1,1° z,rzs-o-s 3,Y3)

ol (Zlgo-eng3)=Z 2,15o.o

1,2*""21,»«1’

(en sous entendant que les &léments de la base qui sont nuls sont omis ; cette

convention sera maintenue aussi dans la suite).

4° Le cas général .

~

Supposons qu'a chaque étape ¢, on ait déterminé ainsi des nouveaux &léments

q,r ,P +l,oc;,Ps P‘ +1""$ Sl ’Q +13 Q;') et

q °g-1 qql q °q-1 q
soustrait aux vecteurs de base du centre le développement de Taylor correspondant,

de base (Z z

q’l,oo-,

d'oll les applications

_7(1) (?+1) (q)
21,575, 4, SRS B

On pose Rq =rl-+r2-+...-+rq et

(ZéQ),qu),...,Zéz)) =(ZO’Z(q) z(Q) Z(q) Z(Q) (Q) )

sesesl .
* 1 Y'l 29r2 q9‘/‘q

On appelle ﬁq le k-espace vectoriel engendré par la "base" symplectique

YR 02 UM/ CURY SO STV JUNY PR S EJ 1
q 0 q 1 q 1 sq 1 sq sq

Ainsi Eq est une algébre 2-nilpotente sur k. On note
~k[7(9) (a) ) (9)
5(}-k[z1 seoesZp ] Ky =k(Z1Vsen0uZp ")
q q
(@q=(6r\‘u(‘nq)

On a les propriétés suivantes :

(i) Tout &lément de la base qu est dans QA(’nq)Ygafl

. e i1z . -1
(ii) Sous 1'action de Ne®M , tout &lément de @q arrive dans %q—lrgq-l

‘o -1
(111) mC ﬁq %_l‘gq_l.
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1200y

Construction de hp ‘A partir de (Np,l"""Np,vp) 5 (NyseassN p)

Les éléments N;,...,N  sont des t-vecteurs propres modulo %2( ﬁ,qKq) et ne
p

It
commutent pas tous a Eq . On pose pour k=1,...,9:

o = rang ( [Ni ’Zj]).

) - rang ({Ni ,Zj])‘
1=1,...,vp ;3=1,...,Rk

131’0 . 3\’p ;5219i“9Rk-}_

et Ak““}"‘"‘ wk.

A une permutation des Ni prés, on peut trouver une partie & o éléments

Q" +1,...,ng} c {Z, “}'1""’2Rk} telle que la matrice

-1

k-1

soit de rang Ak
i,jzlgqva,Ak

Soit z&k’:det%k . Si Nem,
N Tehk, et INQYlek, ; si defA_j+1,. 0080, donc

([n,INg-Q41D)

est une Kk_l-comb'inaison linéaire des colonnes

1=13n~ ] ,N\}

p
([Ni,Qg])‘ pour 2=1,...,A ; (puisque les &léments Q"’“”Q‘g‘b

1= scees

1

v

: *
"réalisent déja toute 1'action de Ny,...,N ~ dans ﬁk_l“). Ceci étant valable
P
pour tout indice k, on en déduit que AE €. (On "dérive" A colonne par colonne).

On &crit la matrice %q par blocs ay xa, et on peut Ta trigonaliser en

utilisant des coefficients € ‘8 :

Zi\“- AT -z

Y 4 Soit i=1,...,v_. I1 existe des

0',}- {1 : p
coefficients 2 ,3“(;(4 tels que
Ak-1 0 A

AN- -Z_; As N, = Y.
oy { o o k1 (e i,dk i

+

0 0 0 commute & B‘k .

°q {_\"q o] o oo Ces coefficients ; ; sont
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uniques et déterminés par les commutateurs [N;,0i]€ %k“lqgk =1

#
Si Nem, {N’Yi] commute encore & bk et
A

INLY.T = . . ~

N, Y;] ..g [N 518 mod F),qqu
ce qui implique [N’Ai j] =0, Ceci permet donc de trigonaliser 7mh par blocs comme
sur la Figure 1.
De méme, on peut diagonaliser dans chaque bloc o Xy avec des coefficients centraux.
En effet, si igie{Ak_l-%l,...,Ak}
[Yi,ng est encore un élément central puisque si N e
[N,Yi}eﬁqi{q et [N,Qg]e Kip> d'on [N, [V, Qlle y,qn<q,q**1+ [¥; K, 1] =(0k
Enfin, on diagonalise 1a matrice TRh par combinaisons linaires de ses lignes, et

on obtient des é€léments

A
q
(50)  PY=V, +j;;_1 r.iY (ol ki,jequgq&)

Détermination du nouveau centre : On soustrait successivement 3 Z(Q) les déve-

loppements de Taylor correspondant & P} s--.sPh puis @ Py , .,....Pp ..etc.
Aq~14'1 Aq Aq«? +1 I\le

Par exemple, aprés la premiére soustraction, on obtient un &lément appartenant a

U(n )ghl qui commute & Y s+0.3¥, » par conséquent 1'action de
9’ ¥q Aq_l~+1 Aq

Pr seeesPy sur cet élément est nilpotente compte tenu de (50}. Le nouveau
développement de Taylor est donc un polyndme. Ainsi, on peut trouver un polyndme de

Taylor et définir 1'application
7(a) sy 7(P)
qui consiste & retrancher & Z(Q) ce polyndme de Taylor,
(On remarquera que les images des Q¥ sont nulles, et que ceci définit une
transforamtion "triangulaire" inversible :

<Z§q>,...,z§:)) = (zgp),...,zgy,Q’l',...,czgq),
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ﬁ
On détermine une base symplectique de commutant de ﬁq

par les procédés du Théoréme A. Les coefficients utilisés sont centraux et

appartiennent & ﬂﬁ(wzq) ; l1a base "supplémentaire" est notée

(Z seos sl s P seeasP 3 Q seess( )
p,l p,rb Sq"*i Sp sp‘+1 S

On détermine les P; :

On considére 1'application 95 définie suivant II.8 pour la base

(Plggpogp ,Plgqnogp.t;Q QOO'QQ‘W QQ'S'*'!Q‘I):.&I
sp 1 sq 1 S 1 Sq p

On a encore
i )3 1 1] - . .
[o5(P1)05] =5,

(Comme ?§ transforme tout élément de la base {35 en un élément central, sg

=

consiste a retrancher une combinaison linéaire des &léments de cette base).
Enfin, on retranche de chague eé(Pg) un scalaire A5 {qui est un polyndme en

QE,...,QE donné par le lemme de Poincaré) pour les rendre commutantsentre eux ;
4 .

ceci détermine

3 - u
Ps*+i"Pi’*A%
q
On peut encore choisir A, vecteur propre pour & ; comme on a construit Pg a
partir des &léments qui sont des G -vecteurs propres et des scalaires qui sont des
polyndmes universels en des commutateurs clairement P¥ est aussi un d-vecteur

propre et un choix convenable des Ay fera des P& des a-vecteurs propres aussi.

Ainsi, nous avons construit la base supplémentaire

( igcitgz

r ;PS +1”“’PS s P! 9*'*$P;! ;QS ‘}‘3.*”'3(}3 , Q' sH'QQ;t)

PsTn " 3q P osgtl p g P sytl P

z
Ps

Ces nouveaux &léments de base sont des combinaisons Yg;%5q~lfnéaires de

(I’Nl""’Nv ) et on vérifie facilement que les propriétds annoncées précédemment
P

sont encore vraies. On peut donc continuer.
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Ceci termine la construction de la base symplectique

- (n) (n); ' oot 1 1
@n—(zo ““,ZRH ,Pl,...,psn,Plgw--aPSé:Ql:-'-:QSn:leucaQS;})

5° On fait intervenir ¢ .

Un élément A de ¢ admet tout &lément de la base comme vecteur propre.
Ltapplication o définie pour la base 65n est de Ta forme

*n

S!
n
0 (A) =A + an [AP1v 0 + Z;F [A,03] v P

et sn( G) est encore commutatif.

Un élément Gn(A) commute a @n si et seulement si ses valeurs propres sur

z§“),...,z}g“) sont nulles. Ceci détermine donc un k ~sous-espace vectoriel de
n

eﬂ(ci) dont les éléments d'une base : (ZR seeeslp +r) sont des éléments centraux
n

n+l

dans J(v).

Un choix convenable d'une base d'un supplémentaire dans Gn(&) et d'éléments

Z§?) permet d'obtenir de nouveaux &léments de base symplectique
J

¥ Pt QC Q!
S!‘f w;‘ » l+ * l+ R RS ] t+ L
n 1, ’ Sptr’ Tsy 1 Sy r

Par contre, pour la détermination du nouveau centre, et pour obtenir assez
d'éléments de base du centre, on doit supposer que 1'action de G dans N est

algébrique.

Dans ce cas, on peut trouver une base de ¢ , soit (Al,...,Aa) telle que si ¢ est

un poids de & dansm , <¢’A1’ >& Q pour tout 1. Les poids de déterminés par
Z:(ln},...,Zé“) sont encore "rationnels”, notons ces poids 9qs-nesby (en omettant

n

£9!

les éléments Zgn) =0 qui ne déterminent aucun poids).
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N
L'ensemble des Xx={(x ,,..,xN)eZN::M tels que ,;xﬁ@?:{} est un sous-
1= ‘

-

module L de M. Par conséquent, i1 existe une base de M adaptée & L sous la

forme

(845000s8y 580 1500nsty) (o0 e;= (Xi,l”“’xi ,N)}

et des entiers oy tels que

(&181, &1&2&23\"03 Cﬂluat Otjeg}
soit une base de L.
Majs L est un Z-module divisible : si aeel, e aussi appartient & L, par

conséquent o; :mz;.. =a, =L

On choisit alors les éléments B, de & tels que

N
.432;; Xiﬂ@j ’Bk > :Si,i( pour T2 DR

et i1 suffit de poser :

i N
Ziu g

Xas
Lo

n) , ~ :
3(k) correspond au poids o

pour obtenir les nouveaux é&léments de base du centre :
}fi senn ,z;
et les nouveaux €léments de base symplectiques sont

L

Z;,‘{_}';“.;z& % P;*l’.'.’PN

=

ol b.=B

-1
2+1 i)

wi T
Par ailleurs, dans toute notre construction, on ne fait intervenir que des fonctions
du centre et des polynOmes de degré<2 en les Pi ’Q'i' La démonstration du Théoréme A
montre qu'd chaque pas on a une sous-algébre de R (r) correspondant canoniquement
& la sous-algébre ‘82( ﬁqKq} + ﬂ(q et les éléments supplémentaires de base que 1'on
construit sont toujours dans cette algébre. Donc cette construction peut &tre menée

parallélement dans R(r ) et donne le
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IV.3. THEOREME.

Soit v une algébre de Lie résoluble algébrique sur un corps k
algébriquement clos de caractéristique zéro.
I1 existe une base symplectique (ZO,Z ""’Zr’ Pl"“"’Ps ’Ql""’Qs)
d'une sous algébre b de X(r) telle que ’3;’(&) = 3{('?")
et un isomorphisme canonique T de cette base dans R (v ) telle que
T T .ptT T .AT T
(Z]w-aszr s P_ls-usps ? leo--sQS)
soit un systéme de coordonnées canoniques algébriques de r* .

Ce théoréme répond positivement & la fois & Ta conjecture de Gelfand et Kirillov [9’10]

et a Ta suivante pour % résoluble :

1.4, CONJECTURE. [11+4]

Soit (a‘, une algébre de Lie algébrique sur un corps algébriquement clos
de caractéristique zéro. I1 existe sur g,* un systéme algébrique de

coordonnées canoniques.
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V. REDUCTION DES PRODUITS SEMI-DIRECTS : % =Ted.

Le Théoréme B s'applique au radical résoluble v de cé, et fournit la
sous-algébre h = EnKn de H(v) qui est une algébre de Heisenberg sur le corps
K=lKn. Les algebres K et h sont caractéristiques et fi admet une base symplec-
tique sur K qu'on notera

(ZO ;Pl,...,PS\; Ql""‘ ,Qs) (en posant s =sn)
L'application ¢ est alors définie suivant 1I.8 pour cette base.
On note de méme t =t (donné par le Théoréme B) et on vérifie que
dim e(% Y=o+t+1l (ol o=dim 3 ). L'ensemble e(t}) contient le commutant dans
%!K+ ‘82(&) de K. Ce commutant (}1 est une algébre de Lie sur K qui contient
K et sa dimension est au plus égal & o+1 (puisque les &léments s(Yl),...,e(Yt)
donnés par le Théoréme B déterminent des dérivations indépendantes de K). On peut

encore décomposer %‘1 suivant le théoréme de Lévi-Malcev :%’,f?"i 9/51 ou ™ est

Te radical résoluble de (31. On a deux cas :

1) dim v =1, Alors 7y =K et K est central dans §,.
IT est facile de voir que /.51 est alors isomorphe & A bﬂ(ﬂ( et est une algébre de

Lie semi~-simple.

2) dim ™ >1, On peut recommencer avec T s appliquer le théoréme B etc... . On
a dans ce cas d1‘m/.'s1 <dimA , ce qui montre que notre itération est nécessairement
finie.

Enfin, si Z)_l commute & r'ys On voit facilement que la construction s'arréte au pas
suivant. On remarque que le Théoréme B s'applique a (321 = T“l&/!)l qui commute & K.
On peut prendre des bases de 1 et ’51 qui sont de degré 1. Dans ce cas, il sera
encore possible de prolonger 1'application du Théoréme B.

On peut regrouper ces résultats en le
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THEOREME C.

Soient % une algébre de Lie de dimension ¥ sur un corps k de
caractéristique zéro et Z =1le f}{(g,)‘

Il existe des &léments Zy,....2, e W(G)s Spsee s Su

i1 *
Pi"“’Ps’Qi""’Qséu(%)k(zl""’zr) et des e1ements( ) Yl,...,Yteg,

tels que

(1) Zys...,I, sont algébriquement indépendants sur k et IK=ik(Zl,.“,Zr)

est un corps commutatif caractéristique canonique.

(2) (Z,3P1seeesPg3Qpsensy) = ® est une base symplectique sur K d'une

algébre de Heisenberg h caractéristique et canonique.

(3) (Sl’“"su) est une base sur K d'une algébre de Lie semi-simple qui

commute 3 b .

(4) (ZO,Sl,,O.,Su) est une base sur K d'une algébre de Lie

caractéristique et canonique.

(5) La matrice

([¥;23D)

izl)tt-,t ;3}:1"0‘0 ’Y\
a coefficients dans K est de rang égal a t.

(6) Notant © 1'application définie selon II.8 par la base &,

e({é) admet (Zo,e(Yl),...,e(Yt) ’51"“’Su) comme base sur K et
e(g )+ h est une algébre de Lie bilatére canonique sur K qui admet
(ZO,S(YI)"."S(Yt) k-] Sl,aocygsu » Pl"“"PS ,ng:oo;QS)

comme base et son corps enveloppant réduit s'identifie & 3{(%).

(%)

-~

Ces éléments peuvent &tre choisis & partir d'une base quelconque de ta‘ .
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(7) 11 existe un homomorphisme canonique d'algéhre de Lie 1 de
o(GK) + &,(h)
dans &(‘g') et une graduation canonique sur e(%ﬁ() + 22(ﬁ) qui est

conservée par

(8) Ona y=r+s+t+u.

V.2. PRECISIONS.

Suivant de prés la construction qui a abouti au Théoréme C, on peut relever

des propriétés supplémentaires qui sont consignées dans les additifs suivants.

Les sous-algébres de Heisenberg que nous avons déterminées sont calculées

par étapes successives, chacune d'elle donnant lieu d une sous-algébre caractéristique.

On a donc

Additif au Théoréme C.

¢ (1) IT existe des entiers Py <Py <Pae..<r =r

§1<Sp <...<S, =S tels que pour tout p=1,...,n, kp_].=k(21,...,zrp“1) est un

sous~-corps commutatif caractéristique et la sous-algébre ﬁp engendrée sur Kp~1

par (Zo’zr ""’Zr ’Pl""’Ps ’Ql""’Qs } est une algébre 2-nilpotente qui
p-1 p p P

est caractéristique et admet (ZO,Zr i_l,...,zr 3P1""’Ps ;Ql""’Qs ) comme

p-1 p P P
base symplectique. De plus, tous les éléments de cette base appartiennent a

ep«l(gth-l)'* Ep~l (ol Op-1 est définie pour 'ﬁp;l suivant I1.8).

C (if) Les &léments Sl,...,Su appartiennent & en(gikn_l) .
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