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CONSTRUCTION ANALYTbIQUE DE LA TRANSFORMATION DE FOURIER

PLANCHEREL DES GROUPES DE LIE.

Le but de ce cours est de construire des représentations d'unvgroupe
de Lie simplement connexe sur R par des méthodes infinitésimales (et nouvelles)
et d'obtenir la Transformation de Fourier Plancherel de maniére globale. On a

évité de supposer connuela notion d'Algébre de Lie dans la partie 0.

Le cours sera organisé suivant le plan suivant :

O. ETUDE D'UN CAS PARTICULIER : LE GROUPE DIAMANT.

1°)- Le groupe : Produit semi-direct de R par le groupe de Heisenberg :
Réalisation matricielle du groupe, application exponentielle et algébre

de Lie ; algébre enveloppante et sous-algébres abéliennes.

2°)- Représentation de 1'Algébre de Lie par des opérateurs différentiels

sur R3.

3°)- Réalisation de la représentation du groupe par intégration de 1la

=~

représentation précédente : groupes & un paramétre et leurs représenta-
tions, représentations unitaires irréductibles et transformation de

Fourier Plancherel. Caractéres associés.

4°)- Prolongement analytique sur un domaine dense, résultats du type de

Paley-Wiener.
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I. LE CAS GENERAL : Détermination analytique de la Transformation de

Fourier Plancherel.

On se restreint au cas des Groupes de Lie résolubles G d'algébre de

Lie %,

La Transformation de Fourier Plancherel s'obtient en deux étapes.

1. Etape algébrique :

On met en évidence, aprés une localisation par un semi-invariant, une
sous-algébre E de 1'algébre enveloppante 1L(g), qui est caractéristique
et du type de Heisenberg et un supplémentaire algébrique 1 c g telle que les
dérivations définies par 1 sur le centre de la premiére algébre soient indé-
pendantes. On peut alors, en se servant du spectre d'une algébre commutative
maximale de WU( h), représenter fidélement (} par des opérateurs différentiels
formellement antisymétriques. Cette &tape se décompose en cing parties

I. Préliminaires algébriques.

II. Constructions algébriques.
II.1. La décomposition adjointe .

I1.2. Construction et propriétés des bases q pour pgi .

p,i

9§ Pour i<p.

I1.3. Construction et propriétés des bases
II.4. La partie non nilpotente .

I1.5. Le cas des algébres réelles.

2. Etape analytique.

En exponentiant Ta représentation de g, » on obtient une représentation
unitaire continue (non irréductible) de G . On démontre alors qu'elle permet
de réaliser la Transformation de Fourier Plancherel :

III. Transformation de Fourier Plancherel par le cas nilpotent .
IV. Transformation de Fourier Plancherel dans le cas résoluble (en projet

seulement).
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O. ANALYSE DE FOURIER SUR LE GROUPE DIAMANT.

1°)- LE GROUPE DIAMANT.

On appelle groupe de Heisenberg le groupe unipotent H de dimension

trois sur R formé des matrices 3x3 triangulaires supérieures et a
diagonale constituée par des 1 :

1 b a
H={|{0 1 c| = (a,b,c)eR’ .
00 1

Le centre Z de H est constitué par les éléments (a,0,0), o a€R et H/Z

est un groupe commutatif isomorphe a RZ.

La loi de groupe est donnée par
(a,b,c)(a'sb'sc')=(a+a' +bc' ,b+b' ,c+c').

=

Dans H/Z==R2, i1 existe un groupe d'automorphisme isomorphe au tore, & savoir

le groupe des rotations de R2

et le groupe R agit dans H/Z suivant ce
groupe des rotations. On en déduit une action de R dans W Tui-méme (c'est-
d-dire un homomorphisme de R dans le groupe des automorphismes de H) que
. 1'on peut décrire comme suit :
Réalisons H comme le groupe des matrices de 1a forme
1 2z 2a+i-%§
(a,2) = | 0 1 iz ol o€R, z=g+iyel,

001

avec le produit des matrices, il vient
(asz)(a's2') = (a+a' +7(22' - 22'),2+2").

Alors, en notant exponentiellement 1'automorphisme de H défini par G&§E€R,

on peut prendre

(0,2)° = (a,ze
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Exercice.
1) Démontrer que les réalisations (a,b,c) et (a,z) de H Vsont
isomorphes et un isomorphisme donné par :

_. _bc
o=a —2—

z=8+1iy=b+ic

2) Vérifier que (o,z) —> (a,z)G est un automorphisme de H et que
§y8' §+s!
({os2) )6 = (as2) 8

(on dit alors que 1'application § — (?)‘S est une représentation de R).

Le groupe Diamant G est le produit semi-direct HxR, o0 H est un sous-

groupe normal et R agit dans H par la représentation précédente ; la loi
de groupe est donc :

((052)58) ((a'52')58") = ((w>2) (a*52")° 648",
Avec z=g+iy et (osB,vs8) =((0,2),6) elle devient

(0sBsys8) (B 5y's8") = (ota' +(By'-yB')cos &+(BB'+yy')sin &,B+8' cos &-y'sin s,
y+8'sin §+y'cos §,8+5")

Exercice.

Montrer que
§

(asBsyss) — [ e 0 o 0
0 1 (3+iy)e16 %(32+y2)+2u
o 0o e (igty)
0 0 0 1

est une réalisation matricielle du groupe diamant.

Dans la suite, nous allons utiliser cette réalisation matricielle, en
particulier pour introduire heuristiquemen: 1'application exponentieile et

1'algébre de Lie. -alors que dans une théorie normale, on fait le chemin inverse.

4

Le groupe Diamant s'identifie @ R° comme variété.
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-

Groupes & un paramétre.

On vérifie sans peine que les éléments (a,B,y,5) ol 1'une seulement
des composantes (et toujours la méme) o,B,vy,5 est non nulle forment un groupe
d un paramétre et ce paramétrage est celui du groupe additif R. En tant que
sous-groupe du groupe des matrices GL(4,R), c'est une courbe analytique (réelle).
Notons Gl={(a,0,0,0) ; o ER}
GZ={(O,8,0,0) ; BER}
G3={(0m,ym) ; ¥ €R}
G, ={(0,0,0,8) ; § €ER}

4
Définissons
e; =& (2,0,0,0) ya =% (0,3,0,0)‘
o a=0 R=
p =& (0,0,1,0) hy =5 (0,0,5,0)1
Y v=0 §=0
et on a alors explicitement
000 0 000 0 000 0
. e.=]0 00 2| p,=]00 10| g={00 4 0
() 1 {000 o 1 1o o o0 i 1 10001
0000 000 O 0 00 O
100 0
hy= (0000
00 i 0
0000

et en utilisant 1'application exponentielle (définie sur les matrices, c'est-
a-dirc dans GL(4,R)), on peut écrire
(2,0,0,0) =exp ae; =1+ae; +0 .

2
(0,8,0,0) =exp Bqy =1 +8a; +57 a3 +0 .

2
(0,0,v,0) =exp ypy =1+yp+% pF+0 .

§2 53
(0,0,0,8) =exp shy =1+sh} +5 hi +37 hi+..

et
(1) (0sBsY>8) =€Xp g exp Bq,exp yp; exp ahl.
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Algébre de Lie.

Dans GL(4,R), on peut faire le produit des &léments el,pl,ql,h1 et

on a
P191791P1 7%
(2) hipy -Pihy = -4y
h1d1 -a3hy =0y

et les autres commutateurs sont nuls.

Nous allons introduire rapidement (mais sans aucune rigueur) 1'algébre

de Lie Q} de G :

C'est un espace vectoriel sur R dont une base est formée par

(e,p,q,h), dans lequel on a défini un crochet qui est une loi interne:

(x,y) — I[x,y]l et elle est antisymétrique et bilinéaire par rapport a

la variable x et la variable Y.

Cette loi satisfait & 1'identité de Jacobi :
[[Xsy]az] +[[.Y,Z],X] +[[st]’y] =0

et est entiérement déterminée par les relations

[p,q]l =e
(3) [hsp] =-q
[h,ql =p

les crochets non écrits étant nuls.

On vérifie facilement que le prolongement 1inéaire de (2) est une
réalisation de ces propriétés algébriques en posant [X,yl =Xq¥q1-¥1Xq
(calculé dans GL(4,R)). (En fait, on a déterminé G en exponentiant ey, p;»

qq hl, dans GL(4,R)).

Les éléments de base e, p, g, h engendrent une algébre sur R Torsque

1'on impose les conditions (et ce sont les seules)

pq-qp =¢
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hp -ph=-q
hqg -qh=p

et les commutateurs non écrits sont nuls.

Cette algébre s'appelle algébre enveloppante de % et se note u(g,).
Les relations (2) permettent d'obtenir "une représentation” de QL(Q}) dans
GL(4.R).

De plus, on démontre que ‘Uv(%) admet un corps des Fractions formé

"1 (ou =

d'éléments de la forme ab a) ot a,bell (}). Ce corps s'appelle
le corps enveloppant de g et se note 3{((5,). La donnée de %, détermine

(& un isomorphisme prés) un unique groupe de Lie G qui est une variété
simplement connexe dont 1'algébre de Lie est % . Nous renvoyons le lecteur

intéressé aux références classiques [1,2].

Algébres abéliennes.

La relation
[p,ql =e (les autres crochets sont nuls)
qui est celle de 1'algébre de Lie du groupe de Heisenberg sera trés importante

pour nous dans la suite.

Dans ’U.(%), on a
hp-ph= -q
hq -gh=p
c'est-a-dire que 1'action de h (infinitésimale) qu® est celle de l1a rotation,
peut se réaliser par la commu’ tion avec un polyndme en p et q de degré

g 2. En effet, on a

(p2+q2)p-p.5 (p2+q2) =-qe

NI—= NN
FOsk=  POl—

(p2+92)g-q.3 (p2+q?) =+pe.

Donc w=2h-% (p2+q2) commute & p, g, e et est un &lément central de ‘LL(%) 5

par construction, e est aussi central dans ‘U,(%).
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Une sous-algébre abélienne est engendrée par e,w=eh -% (p2 +¢2) et q.
On peut montrer qu'elle est maximale. On peut aussi remplacer q par toute

combinaison linéaire non nulle de p et q.

Ces relations permettent d'obtenir la

2°)- REPRESENTATION DE G PAR DES OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR R3.
3 :

Le nombre de variables correspond au nombre de générateurs agébriquement

indépendants de notre sous-algébre abélienne de ‘u,((a”,).

Soit (x,z,t) un élément de R3. On considére les opérateurs iz,
. d .
12X, ax’ it
agissant par exemple sur les fonctions C°°(R3) par multiplication ou
dérivation.
On a alors
d . . .
(Tx) o (izx) - (izx) o (Fz) =1z
a comparer avec pgq-gp=e ,
et on peut représenter % par les applications
e — iz

q — izx

d
péa}
d .2

. i 1
h — 1t+% (zx -3 (&) ).
(On a réalisé h'ilé (p?2 +q2) par it et comme h-élé (p?2 +92) contient e

en dénominateur, il a fallu se mette dans .’}{(9,) 1.

% Les opérateurs différentiels utilisés sont de degré <2 et & coeffi-
cients rationnels. Ceci peut se faire pour beaucoup de groupes résolubles,
comme on le verra dans le cas général, et pour tous les groupes résolubles si

1'on se permet une multiplication par une fonction analytique).

x On a introduit le nombre complexe 1 pour que les opérateurs correspon-

dants soient "antihermitiens", de maniére & obtenir des exponentielles unitaires.
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x La représentation de [p,ql=e par p= g&’ ge= izx, € =» iz est bien
connuedes physicients et s'appelle la représentation de Schrodinger des

relations de commutation canoniques.

3°)- REPRESENTATION DU GROUPE G.

L'algébre de Lie %, de G admet pour base (e,p,q,h) et (e,p,q)
est la base d'un idéal de g, correspondant au sous-groupe normal H de G.
L'application exponentielle permet de passer de %’ & G etona la formule
(5) (asBsy»8) =€Xp ae exp Bq exp yp exp sh
qui est conservée dans la réalisation explicite de G comme un sous-groupe

de GL(4,R) (vour les formules (1) et (1')).

Comme nous avons trouvé dans les formules (4) une représentation de
1'algébre de Lie, c'est-a-dire des éléments de base e, p, g, h o0 les rela-
tions de commutations (3) sont conservées, il nous suffit de prendre les
exponentielles dans 1'espace de la représentation pour en déduire une représen-

tation du groupe.

On appelle V la variéte R3 que 1'on paramétre par (x,z,t). On choisit
sur V la mesure |dz.dzx.dt| ; et on appelle df 1'espace de Hilbert des
fonctions de carré sommable sur V avec cette mesure. Les opérateurs définis
par les formules (4) sont non bornés dans 3t et a domaine dense : par exemple,
on peut prendre comme domaine commun 1'ensemble D des fonctions C 3 support
compact dans V et dont le support est disjoint de la sous-variété définie

par z=0.
On vérifie sans peine que ces opérateurs sont antisymétriques sur & :

_En ce qui concerne iz, izx et g;, cela est clair car bien connu et

-

facile & vérifier (pbur i1 faut intégrer une fois par partie et les termes

Q.IQ.
x

de bord sont nuls car les fonctions sont dans 33)



0.8

soit L=3 (2x% -3 (§7)

L'opérateur -iL n'est autre que celui de 1'équation différentielle des
fonctions de Hermite. I1 est bien connu en particulier des physiciens dans
1'étude de 1'oscillateur harmonique, c'est-a-dire d'une masse soumise a une

force de rappel proportionneled la distance ou & un potentiel attractif pro-

portionnel au carré de la distance.

On sait que iL est un opérateur positif et que Tes fonctions propres
sont les fonctions de Hermite avec les valeurs propres égales & n+1/2 ol
n EN. Nous allons expliciter ces propriétés un peu plus loin bien qu'elles
sont classiques. En particulier, les fonctions de Hermite forment une base
orthonormale de 1'espace des fonctions de carré sommable sur R et L est

bien antisymétrique (on peut aussi démontrer ceci directement).

I1 est bon de faire ici une remarque géométrique avant de continuer les
calculs. Les éléments e, q et w==he-+% (p2 +q2) sont représentés par les
opérateurs iz, izx, -tz. On a en quelque sorte pu les "diagonaliser" ensemble
car ils commutent ensemble. Mais pour ce faire, on a di introduire une inté-
grale hilbertienne d'espaces de Hilbert de dimension 1, ‘ie. C QUi est juste-
ment L2(V,dz edt e |z|dx) et dans chaque espace de Hilbert & Tles opérateurs
correspondants & e, g, w sont diagonaux, ie. opérent par multiplication

(par iz, izx, it !).

Par ailleurs, la mesure dzedte|z| dx correspond & la "mesure

spectrale” de e, h, et q.

Avant de donner les calculs explicites, i1 est bon de savoir que les
opérateurs définis par les formules (4) étant antisymétrigues et & domaine
dense, on peut alors définir leur exponentielles [3,4] et obtenir ainsi des
groupes & un paramétre d'opérateurs unitaires opérant dans 36 et que la

représentation correspondante, au vu des formules (5) est
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) ' . . d . 1 1 d?
(5") (csBsys8) —> exp iaz exp iBzx exp vy Tz ©xp 16(t-+§(zx2 - __;))

Calcul des exponentielles.

* IT est clair que exp iaz et exp iBzx ne sont autres que les opérateurs
unitaires agissant dans & par multiplications par les fonctions e'B2 ot
e'*?*  qui sont de module 1.

* En ce qui concerne exp vy g;, il est bien connu aussi que le groupe

correspondant est celui des translations

T f T 0 T f(x)= .

—y — _Yf ol -y (x) =f(x+vy)

Pour le voir, il suffit de prendre la Transformation de Fourier
f(z) = Je-zngf(x)dx.

si f estdansd, (& £)7(¢) = -2inef(e) d'on (exp y .ff = 2EVR() =
=(f(2+y)f

Remarque : Ceci est 1a démonstration classique de 1'existence du
groupe unitaire a un paramétre défini par son générateur infinitésimal A qui
est anti-hermitien & domaine dense ; on fait la décomposition spectrale de iA

(qui admet une fermeture auto-adjointe) et on peut alors calculer exp vA.

1d2

%  Calcul de exp & (1't+% (2x2 -2 ==)).
dx2
; 2
On pose L =%’(zx2 -% g—e).
_ dx2
Comme L commute & t, il vient
cexp §(it+L) =e16t exp SL.

Pour le calcul de exp &L, on fait la décomposition spectrale de L c'est-a-
dire que 1'on se met dans une base de vecteurs propres de L, dans ce cas

exp L est un opérateur diagonal.

On fait d'abord z=1.

Fonction génératrice:
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-u242ux-x2/9 _ — u
o(ux) =e ERPIn LR
n=o0

2 2 2
(X2 -3— )é(u sX) = X2(I> - cdi_X (+2u - X)e U +2ux-x /2 =
X

= (x2+1 -(2u-x)2)¢ = (-4u? +4ux + 1 )p= (2u ga-+1)®

d'ol en développant

© n © n

u u
};;: o (x2-d2 )H = z;;: a7 (2n+l)H
n=0 dx2 n=0
d
2 o =
On a donc (x dx2)Hn (2n+1)Hn .
2 2 2
-y2 2ux-.).(.— +)_(— +X
. _,d N TuTReux=5m 45T 4 —(u-x)2 77, d N —x2
‘Par ailleurs H '(aﬁ)u=oe =e (aﬁ)u=o =@ ('az) e X2
x2
=e “Q,(x)
ol Qn(x) est un polyndme de degré n et de parité n.
* Normalisation :
2 2
-~UZ42uX-5- -V2+2VX-3 ~x2+2 (u+v)x-(u+v)2+2uv
Ie 2 2 dx =Je dx =V e2UV

r—
o)
a
x
Ao
o
c'.
1)
—
—
™
w
-
o
=
3
)
o
o+
o
]
ot
o)
o
o
[0
s
o
=3
S
o
n
e
py
-
o
=]
0
o
®
o
pRe
S
o
el
)
o
)
—
-

i
NI —
———
x

N
1
o

LlHn/Cn =i(n+1/2)Hn/Cn

_ . 18(n+1/2)
exp 6L1 Hn/Cn =g Hn/Cn

~et on peut exprimer exp 1'6L1 par 1*intégrale :
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(exp 15L;-F)(x) = [ 3 H ()F(y) e”””/z)‘Hnu)/Cﬁdy

[ty

)8 Hn(X)Hn(Y)

s @ .
oil Kl(X,y) =5 e1(n+1/2
n=0 Cﬁ

Ce noyau est bien connu [5] en particulier des physiciens:

5 _ is/s je i -
Ki(xsy) = e " C\/orans e osms (~(X5ty?)cos s+ 2xy)

od par définition w — v est la racine carrée apartie réelle positive.

On vérifie que f -— JKi(x,y)f(y)dy=exp sLl.f(x) est unitaire car

composée de trois applications unitaires :

;
" 7sTngy €08 8
e

fly) — f(y)

. XY
i TS s . .
gly) — Tms & g(y) dy (transformation de Fourier)

;
- 7y X €0s 8
h(x) — e SIS h(x).

Enfin, pour s'assurer de 1'exactitude de cette formule, on calcule 1'opérateur

sur la fonction génératrice &(u,x) €L2(dx)

-3 i —(x24+y2 —u2+2uy-¥?
. is/p e~ 18 em (- (xZ+y?)cos <S+2xy)e uz+2uy 2d
- 2rsin § Y-

Cette intégrale est convergente et se calcule par un changement de contour

- 2y2
classique se ramenant & une intégrale fe WY dy=£—j o Rew?2 >0 et

Rew >0 :
. . . -8 .
L2y2 s (Lo dcossy o o 1 dicos & _ie LD = 1, ix
wryss (2+251n 5)y > 2+2$1'n s 2sin s’ 2uyp =2yw « (Zsin 6+u)
1, ix . 1 ix 2
ﬁa:_a(m'l'll), a2= ;—2 (?—s—ir'l'bl) .
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_§f(icos 8 1

. 1 iux
is — ~uZ(l-=)+ :
I =e"?‘ VERVAL: 18/2 o w2’ y2sin g 2 SIS o acineg
w ' 2 )

1- L c142isin se® =14 (10 -818)e10 =18
w ,

1‘ AL
2w2sin §
is
5 £0s 8 1 _ ;C0s8 _. e -1
SIN 8 5 26in2s sin § sin ¢

] = 2 218 1(5__ 2
RO ]/ie 18 Jomsin s UTe veuxe - x2
=e 5753 5 e
msin § ie'TG

c'est-a-dire
. . 1
®  is/2 (uel SN = " 16(n+2)
1= &% n_)Hn(x)=}:me (%)
n=0 n=0

Ce qui montre que 1'on a bien la relation cherchée :

J K3(xsy)H, (y)dy =S (M1/20y .

Pour obtenir le noyau dans le cas général z #0C, il suffit de faire le
changement de variable x —> /|z|.x pour voir que

(2x2 -2 Ly (2] x) =Zr (2n41) H (/2] %)

Z dx2 12|

et les fonctions normalisées correspondantes sont

1/4
ERARUEESIA
n
d'ol 1'expression du noyau en posant e=signe de z

K (xay) =3 el 0212y (/7] 3 W (V2] y)/g2
n=0 n

8¢ =3 12 (y24y2
) > je718e, 7S (-(x2+y?)cos &+ 2xy)
=€ 2nsin §
T gk (ben)cos s+ 2)

=V Z7sin 6
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(racine carréea partie
réelle positive).

ol on a posé /-7;5%%—5 =

On a donc le Théoréme suivant :

THEOREME 1.

L'opérateur m(o,B,Y,8) agissant par le noyau
7:2 _ 2 2
e?l(ocz+6zx+6t) \/T 2s81in § (=((x+y) "4y ) cos §+2(x+y)y)

K(a,B,Y,8 5 8,t,2,y) = oSN o

sur les fonctions ‘.f€ J'G = Lg(dz ® |z|dx 8dt) selon la formule
m(a,B,v,8)f(z,t,x) = JK(OL,B,Y,G s 3, ta,y)f(a,t,y)dy
est unitaire et l'application = de G dans l'ensemble U(H) des opéra-
teurs unitaives de I définie par
(0,85Y58) —> m(a,B,7,8)

est une représentation unitaire continue (fortement) de G.

On a par construction des exponentielles

7(asB,Y»8) =7m(a,0,0,0)n(0,8,0,0)r(0,0,v,0)n(0,0,0,6)
et chacune des exponentielles du second membre est fortement continue, ce qui
donne la continuité de =, compte tenu du fait que chacune des exponentielles

est unitaire.

En effet, si An et Bn convergent fortement vers A et B et si
fe 3@ , 0N a |
1A, f - ABF || < [IA (B,-B)f|] + [ (A -A)BF]]
< 11(8,-B)FI| + || (A, -A)B|

d'ol la convergence en norme de Aanf vers ABf.
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PROPOSITION 1

. Pour chaque 2 et t fixés (z2#0) la transformation de LZCE,dx)
définie par ,
| K808 5 2t Py =7 (0,87, 5 2,00 ()

est un opérateur unitaire dans 3& :LZCE,dx) et (a,B,y,8) —

8,

w(a,B,Y,8;2,t) est une représentation unitaire irréductible continue de G.

On a alors l'identification

®
3{’7 :Jﬁg %z,tl.ﬂdz dt

®
w(a,B,Y,8) = J 5 m(a,B8,Y,68 ; z,t) |z| dz dt.
R

Cette proposition est facile
La représentation m(o0,B8,vy;z,t) est irréductible de maniére évidente::

soit fe}ez ¢ hon nul. Alors 1'ensemble des w(0,8,v,0;z,t)f pour ([:'s,oc)GRZ
est déja total. En effet soit g appartenant & son orthogonal :

0

[eiszxf(xw)é(x)dxz Je"'ﬁzeiyzyf(y)é(y-v)dy
g e1B2Ye ()5 (y-v)dy.

Comme y —> f(y)g(y-v) est dans Ll(dY), on déduit de 1'injectivité de la
transformation de Fourier sur L1 que f(y)a(y-y) est nul presque partout

pour tout vy, d'ol la nullité presque partout de g.

THEOREME 2.

Y

Pour toute fonction © continue d support compact sur G.

On définit l'opérateur borné

() J 4 m(a,B,v,8)0(0,8,Y,8)dadBdyds
R
agissant dans % .

Alors =(p) est un opérateur de Hilbert-Schmidt dont la norme vérifie
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Into) || 2=1p w(0) n(0) = (2m) 5JG|wm, 8,v,8) | ®dadsdyds.

En conséquence, l'application ¢ —> ?5;%375 m(0) s'étend en ‘1sométrie de

’ (1) '
L2(G,dad8dyd8) dans 1'ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt de 3 .

(Th. de Fourier Plancherel).

Comme w{a,sB,y>8) est un opérateur unitaire fonction fortement continue de
(asBsys8)s la définition de =(p) ne pose aucune difficulté pour ¢ continue

a support compact.
L'opérateur w(w)+ﬂ(@) est alors auto-adjoint et positif. Pour ca]cuTer

®
sa trace dans 3ﬁ:=I 3@2 ¢lz|dzdt, i1 suffit de calculer

+
JRzlzledtﬁ <gpsm (@)1(0)E, >

ol gn=|z|1/4Hn(|z|1/2x)/Cn est 1a n% fonction de Hermite normalisée et

les gn forment une. base orthonormale de Hﬂi t: Comme gn est fonction

propre de L, il vient

i%S(2n+1)

)ei(az+ezx+6t)e 5 £ (X+y) ol e=m2r

()&, = JdadBdeﬁw(a,st,é n [z[
On voit apparaitre des transformations de Fourier ordinaires sur les

variables o, 8 et & que 1'on notera au moyen de variables accentuées :

n(0)E, = [@(2, 30y, the(n+1/2))5, (x+v)dy.

I1 vient
+ “moa -
L<Epsr (@)r{0)e, > = 2de[co(z,zx,yl,t+e(n+1/2))gn(x+yl)dyl.,
< J5(2,z‘x,y2,tie(ﬁi1/2))én(xwz)dyz. |
Soit
+

A= ij s <51t (@)n(e)E, > | 2]dadt.

(1)

"3E@r sa construction, dadBdyds est une mesure de Haar de G.
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Comme Ta fonction & intégrer est positive, on peut écrire

1

A==% % fm |z|dz JO dt‘fo.L?(z,zx,yl,t+m+g(n+1/2»gn(x+y1)dy1

pr(i,zk,yz,mm;g(ml/z))gn(x+yz)dy2
et on peut faire un changement d'ind?ﬁe de sommations :
m+e(n+tl/2) =p
n=q

ce qui nous donne aprés permutation des sommations

i - . o -
A=y J [z]dzJ dtde ij(z,zx,y 4P (xbys )dy

=

J@(isZAX:YZSt';p)éq(X"'Yz)dYZ =

=J |z|dz J dt J dx J é(i,i&,y,%)é(i,i&,y,%)dy
R R R R
(on a tenu compte du fait que Tes gq forment une base orthonormale), d'oi

A=[ 1@(z,2x,7,t) | Pdzdaxdvdt = (2m) Foo} 2
JRT 2
cqfd.
Sur la base des s Ta Transformation de Fourier Plancherel a une

expression simple.

-~ -

wp)g, (%) = [Rw<z,ik,y-x,tie(n+1/2))gn<y)dy,

faisant intervenir une transformation de Fourier Plancherel ordinaire

a o~

o(Z,ZX,y,t+e(n¥1/2)) par rapport aux variables a,g,5 et e=signe de z.

PROPOSITION 2.

Sotent tER et =z€R*. Pour toute fonction @ ¢® a support compact
sur G, l'opérateur
(@, zs,t) = r'n(OL, B,v,8 5 8, t)0(a,B,y,8)dadBdyds

J

est tragable et l'application
9w —> Tr w{p; 2,t)

est une distribution sur G d'ordre au plus un. Ona _
Tr T(e;2t)=  4m ficp(a,ﬁ,r,a)e‘»(“*“)-? (Y% 6) cotg 252 +28Y) g dsdr
nz>o

ek, par une antegration par frarle, on obtient wne densite localement integrable.
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On fait les calculs seulement z>0.

(P ;z,t)gn(x) = JRé(E,i},y,t1x+1/2)gn(y+x)dy.

La fonction ¢ &tant C° & support contenu dans un compact K fixe, par des

intégrations par parties, on obtient une majoration

82(0 x(y)
|0(Z,2X,y, t4n+1/2) | —| :
352 . 35352 L ﬂ+izx|(t+n+1/2)2

ol MK est une constante dépendant de K et x 1la fonction caractéristique
de Ta projection sur 1'axe des vy de K. Grdace a 1'inégalité de Schwartz, on

en déduit

M! 32 330
Intoz.t)eyly « —g (1221 1)

ol M' est une constante dépendant de K.

Les gn constituent une base orthonormale de 3@2 t et cette relation
montre que w(¥;2z,t) est tracable ; elle montre aussi que o —> Tr =(yp;z,t)
est une distribution d'ordre «<3.

; 2
Utilisant Tle fait que L =%(zx2-% Q_;) a pour valeurs propres i(n+1/2)
dx

(od n€N), on fait un prolongement analytique de exp 6L :
L'opérateur exp(s+in)L avec n>0 posséde les valeurs propres
exp - (i§(n+1/2) - n(n+1/2)) qui forment une série absolument convergente. Il est donc.
tracable. Comme précédemment, exp(s+in)L est toujours donné par le noyau
continu en (x,y) :
; S+in

— - iz Clw2au? .
= /ie i(8+1in) é???ﬁ(@FTET( (x2+y2)cos(s+in)+2xy)

€ " 2nsin{8+in

L 'opérateur

m(a,8,7,8+in 3 z,t)
est encore tracable et est donné par le prolongement analytique du noyau
K(asBsy 3 Z,t,x,y) du Théoréme 1 & &+in. Ce noyau étant encore continue, sa

trace est donnée par 1'intégrale diagonale [6].
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1.cs+1'n 1.Ze(6+in)/2
. r i(az+Rzx+(6+in)t 2
A:TY‘ TT(OHBsY’5+1T] ;Z,t) = Je (a 8 ( n) )e ————m—_lrn— .

27sin T

iz

ZSTR(ST (= ((x+7)?+x?)cos (S+in)+2x (x+v))

dx.

Figure ici une intégrale gaussienne convergente dont Te caicul est classique :

. §+1iN . S+in . . iz 2
A__e1——z—— ize —— T e1(az+(6+1n)t)-7r(28Y+(B +f§§3?2
- . S+in /. §+1in )-
2 sin —— iztg —— 2

Les racines carrées sont des déterminations a partie réelle positive et le

coefficient de 1'exponentielle vaut #*i/2sin Gi;n.

Comme le produit des racines carréesest de période 2w, il suffit de
le calculer pour &€ l-w,+nl, Te prolongement aux autres valeurs de § est
évident grace a la périodicite de
de e1$+lny2 et de sin é%;ﬂ. Le signe de A se calcule alors assez facile-

ment et on a

iz

i(az+(s+in)t)-7 (28y+(v2+82)coty é%;ﬂ)

=

Comme ¢ est continue a support compact, 1'opérateur
[ m(@.y,64in 5 2,t)0(a,8,7,8 ) dxdadvds

est encore tracable et de trace

iz

i(az+(s+in)t)-1f Stin

2402
J i (28v+(y*+8%)cotg ——)
2sin 6+gn

¢(a,8,v,8)dadpdyds =

- i(8+in) (t+n+l/5)
=) ©(z,zx,yv,8)e £ (v+x)E_(x)dxdyds.
neN J123 n n
On justifie alors le passage & la limite n =0 par une majoration similaire

a celle obtenue auparavant.

Le premier membre est la limite figurant dans 1a proposition et le

second membre n'est autre que Trn(ep; z,t).

Par ailleurs, le premier membre n'a pas de sens pour n=0 car la
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fonction '575%567 n'est pas localement sommable. On peut effectuer une

iz
intégration par parties en dB, et on fait intervenir %; e 2 et une
enp 1. i(az+(s+in)t) - £ (a2+82)cotg 210
primitive/de la fonction — 5= ©
2sin ——?fﬁ

Cette primitive est localement intégrable, et cela montre que la distribution

qui définit le caractére est d'ordre au plus un.

4°)- PROLONGEMENTS ANALYTIQUES.

2
Précédemment, faisant usage de la positivité de iL =%(zx2-%'g—— nous

dx2

avons défini  m(asBsys6+insz,t) pour 7230 et n(aspsy>832Zst) en est la

Timite au bord.

Le sujet de ce qui suit est de trouver un prolongement &3 z et t

complexes et d'en obtenir des propriétés d'analyticité.

D'abord, rappelons les représentations infinitésimales.

e — iz
q —> izx
d
P— dx
h-—eit+%ux2-%g£0.
dx2

Si 1'on complexifie z et t, clairement les opérateurs correspondant & exp ae
et exp sh ne seront plus bornés et ne seront pas partout définis. I1 se pose
donc le probléme de choisir un domaine dense ol ces opérateurs puissent étre
définis et composés. Ensuite, nous voulons obtenir une certaine analycité en z
et t, ce qui voudrait dire que 1'on doit choisir Tes vecteurs dans Sﬁz’t de
"maniére analytique"”. Pour nous, fort heureusement, la structure analytique en

Z, X, et t est déja sous-jacente & la construction de la variété V et 1'ana-

lyciticité en est une propriété naturelle.
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On rappelle que si T'on pose ¢ =Z/|z| et

1/4
g,(x) =421 h (/52 x) avec ¢ =(vr.2"1)}/2
n

on obtient une fonction propre normalisée de 1'opérateur
i 1.d .2

L=5(zx2 - 3(3z)")

avec la valeur propre die(n+1/2)

On prolongera analytiquement ces fonctions aux valeurs complexes de z

en posant e =signe Re z.

PROPOSITION 3.

=

Soit © une fonction de carré sommable sur G & support compact.

Pour tout n =0, la fonction

- o~

(@3 2,t)g (X) = LR (2, 2%, > t41+1/2) g, (xty)dy

est une fonction analytique de z, x et de t définiedans 1'ensemble des z
a partie réelle #0.

Pour presque tout B, on a

©(2,2x,8-%,t) =) w(0;z,t-n-1/2) (x)& (8)
n=o0
ol le second membre converge dans Lz(dp) et le type de Ta fonction &(i,ik,s,f)

est entiérement déterminé par le support de ¢ et réciproquement.

Cette proposition ne présente aucune difficulté et résulte directement
du théoréme de.Pa1ey-wiener classique. Elle n'est pas tout & fait satisfaisante
en ce sens que le support de la fonction est caractérisé par le comportement de
type exbonentie], non pas de w(e ;z,t)gn(x),_mais du noyau 6(2,2&,?,?) qui
vérifie

LS

(o ;z,t)zn(x)==(w(2,ik,?,%) xE)(-x).
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Par ailleurs, elle est aussi le début d'une formule d'inversion permettant de

calculer ¢ en fonction de w(©; z,t).

Dans cette proposition, on a choisi des fonctions propres normalisées
£ de L comme domaine des prolongements des opérateurs exponentiels. Un

autre choix est possible, & savoir les fonctions génératrices

2
-EZ(UZ-ZUX+%?)
@z(u,x) =g

ol e=signe Rez et uel
qui forment un ensemble dense de fonctions de L2(dx) et qui dépendent

analytiquement de z et de u.
Les fonctions génératrices vérifient
( zx+g—)¢(u X) =2¢ezus_(u,x)
€ dX z s € z )

c'est-a-dire que 1'on fait un développement en "fonctions propres" de (eZX-F%;)

qui représente p-ieq.

On a la

PROPOSITION 4.

Pour tout uel, 1a fonction
2

i(az+gzx+5(t+§)) 'EZ(U29216'2UE16(X+Y)+L§%IL )
m{asBsys8 3 Z,1)8,(U,X) =€ e

est analytique en z,x,t pour Rez#0.

Pour toute fonction ¢ continue & support compact sur G, on a
x2 ] _
2 7 ; 18, 0,416
ﬂ((p : Z,t)@Z(U,X) =€ € J'(p((’dB"YaG)eEZ{.Ias-uzez +2ue Y-Yz/z}

. is 5
ce2X(1ept2ue "-y) i(t+e/2)8 dadgdyds
2 i L
—ez X ez(-u2z*"%+2ue'%y-15)
5 e 2
=e I@(ZsZX’YSS)e

is ;
pezx(2ue "-y) T(tre/2)8 4o
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2

ez §

La fonction e 7 (¢ ;z,t)@z(u,x) est une fonction analytique de 2z, t, u,
zx, définie pour Rez >0 par exemple, admet un prolongement analytique a tout
z qui est de type exponentiel en z, t, zx & n fixé.

5°)- REPRESENTATIONS HOLOMORPHES.

La fonction

2
o n - ez (R=2ux+3-)
2, (u,x) =%£ﬁ—!—u—)—— H (Vez x) =e 2

est fonction propre de (ezx-+§;) avec la valeur propre 2ezu..Elle permet

aussi de définir un opérateur d'entrelacement entre 1'espace L2(dx) des
1/4
fonctions de carré sommable en dx, dont les &léments l%El Hn(/EE'x)

forment une base orthonormale et 1'espace C&(u) des fonctions antiholomorphes
de la variable complexe u et de carré sommable pour la mesure

. 2 ., 3/2 ,
du(u) = e 2ez]ul (23" idudu.

En effet, dans C&(u), Tes fonctions (vez u)" sont orthogonales entre

1/4

elles pour n€N, de norme dn = (£2) n!/2n et elles forment une base

~orthogonale.

La transformation T définie par

. 1/8 |
L2)7 7y s (ezi)"/d

n n

s : . e 2
sur les éléments de base est donc une isométrie de L

(dx) sur C{(u) et se
réalise alors par

fez(ﬁz-éﬁx+%;)
g(u) =Tf(u) = jR e £(x) dx

—ez(u2-2 +X2)
t00 =T 900 = [ e 2 gpe T ).

La premiére intégrale est convergente au sens de Lebesgue, alors que 1la
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deuxiéme est 3 prendre comme une limite dans Lz(dx) des fonctions

~ez(u?-2 X2
e-ZZ€]U|2 a(u)e z(u*-2ux+ 2) du(u).

JIUI~<R
Compte tenu de 1'action de m(o,B,8,8 3z,t) sur les fonctions génératrices

@Z(u,x), on calcule sans peine la représentation dans 1'espace Oé(u) :

N(G,B,Y,5 ;z,t)l-lg(x) =
X+Y) ( ')% 3/2
+._ZL

2168_2ue16€( . )
(7r) idu du

- 2
J Q(U)e'zluFezei(GZ+BZX+6(t+€/2»e ez(uZe

: iSe ieB vy x2,y2 ise « . c
218e, 2ezx(ue ~“+==-%1) -ez(=+-2ue i(az+s(t+s

- J g(u)e-EZ(zlu‘2+u2e €)e € _( 5 2)e ez( ) Y)e ( ( 2))
t

3/2 _
(%% idu du.

On fait le changement de variable :

- - - _y24p2 | - _ y+i
veue®t-p o = ITEE LY E g7 o xeR

2| v[2= 2| uf2+ 2¢% - 2ue' 0% - 20e” 1S = 2 uf2- 2ue'f - 2%z

X2
| - —ise, - 2 —ez(V2-2vxt+=y)
m(as8v58 5 2,t)T Fg(x) = [g((v+¢)e 8e)-2e2] V|2, 7).

sz(—29;-2uej€6£-2uei86;+g2-(5%5)‘+2ue16€(;+2)) 1(az+6 (t+3))

2 £2,3/2
e e - .(-F) .
.idv dv
. j - -
- iz(a+es)(2zz+c2-22)) . :
“(asB,Yaa ;Zﬁt)T lg(x) = J e ? e16(t+€/2)g((V+C)e16€

).

x2
-ez(Vv2-2vx+%) _, =
2 e 2ezvg d (v

).

. e

On a donc 1'expression de la transformation dans 1'espace O;(u) :

12(a+h( 265430 -T )+ (te/2)
m(osBrys8 5 Z,t)g(u) =€
e-2€ZUC g((u+c)e'16€)
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On peut aussi obtenir directement cette représentation avec notre méthode

d'exponentiation comme suit :

On prend la réalisation explicite du groupe G donnée précédemment et on
complexifie, ce qui donne la formule
exp ae exp g exp yp exp sh =
(10) 18 = 272 * - 81.(5 .
exp(at+= (2c0+z2-22)) exp ¢(ptieq) exp sh exp ze” =~ (p-ieq).

(E1Te peut aussi s'obtenir a partir des formules de Campbell-Hausdorf).
On réalise les opérateurs infinitésimaux par :
e —> iz
pticq — -2Uez

p-ieq —> —

(11) du
L. oL s
h —> it +55(p?+q?) =it +52((p+ieq) (p-ieq)+ice)

h — i(t+§) +icd &
du

et on les fait opérer dans 1'espace des fonctions antiholomorphes de ue€l et

de carré sommable pour la mesure du{u).

On peut choisir comme domaine 1'ensemble des fonctions antiholomorphes de

type exponentiel et on vérifie assez facilement que les opérateurs

sont antisymétriques sur ce domaine.

Par exemple, vérifions le pour q :

Si f et g sont antiholomorphes, de type exponentiel, on a

d(f(u)e 2529 5TVdu) =21 (2F - £.2¢20)e 252 Wg(0) iduadi
ou

d(F(u)e 252UY STRYdG) = -2iF(u)e 2529 (2 (q) - 26203)idu A dU
ou
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d(fe-zezua g(du - du)) = [21‘(?-§+2gzaf)§ - 2f(i%- g +2izag)]e'2““aidu Adu.
ou u
Compte tenu du fait que f et g sont antiholomorphes de type exponentiel,
on peut appliquer le théoréme de Stokes sur un disque de rayon R et passer
d la limite R= +«, les termes de bord dispéraissent et il vient
2<qgf,g> -2<f,qg> =0

ce qu'il fallait démontrer.

Le calcul est immédiat a partir de (10) et (11) pour obtenir les exponen-

tielles et 1a représentation :

. ie,, = -
iz( +(20g+52-t2)) _o- . -
m(a,B,Y,S 5 Z,t)g(u) =e 2 e 2usz':;gd(t+€/2)exp jedu Q: .

du
. g(u+ze €%
. ie - - -
1z(ot+5 (2cg+52-72))-2uezt . .
=e . 2 e16(t+€/2)g((u+c)e_]€6).

La représentation peut aussi se réaliser par le noyau
Kl(o"’B:'Y:(S s Zstsusv) =
. i - - - . .- -
1 e1;(a+7§(255+52—52)) -ZUezg+16(t+%)ezeze-1sa(u+;)v
Yez
ou 1'action est donnée par

m(0sB5Ys8 5 2, t)g(u) = Ja Kl(a,B,y,G s Z,tsu,v)g(v) du(v).

Preuve : on décompose sur les éléments de base ({¢z ﬁ)" dont 1'image

- —-—

.

. - 2_-2 - - o . - - _.
est e12(a+1€(2§§+§ C ) 2U€ZC+15(t+€/2)((u+C)e 156/22)“ et i] Suffit de
raisonner en tenant compte des normalisations. Cette expression analytique

est assez simple. La représentation obtenue est bien connue sous Te nom de

représentation induite antiholomorphe [6].
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I.T
I. PRELIMINAIRES

I.1. Dans tout ce travail, Cé est une algébre de Lie résoluble sur
un corps k de caractéristique zéro. Si k=R ou C, on note G Tle groupe

de Lie connexe et simplement connexe d'algébre de Lie g,

[.2. On note ‘u,((&) 1'algébre enveloppante de % et 3{((5,) le corps

enveloppant deg . On munit U(g,) de sa filtration naturelle u(g) =7 un(g).
n=o0

Un sous-ensemble de 3{((3,) est dit caractéristique lorsqu'il est globalement

invariant par tout automorphisme de C* . On désigne par <t 1'anti-automorphisme

principal de u(g) et de 3{(%,).

1.3. Soient NcM  deux %—modu]es. Un élément X de M est dit

"G-vecteur propre modulo N dans M de poids A(X)" Torsque

Ax) e g
Y.X € <x(X),Y>X+N pour tout Yeg.

On définit alors la fonction wu(?,?) 4& valeurs dans N par

p(X,Y) =Y. X = <a(X),Y>X;

la linéarité par rapport & la seconde variable se 1it sur cette formule.

I.4. Un %’—vecfceur propre modulo O est appelé un semi-invariant.

On note E 1'ensemble des semi-invariants de .’K(g) (muni de 1'action
adjointe de 3(). Les q,-modu1es considérés dans la suite sont des sous-

ensembles de f}[(%) ; ils seront de plus des algébres, des corps etc...

#
I.5. Onnote A" . antre de T'algébre A ; pour Ac{}(((}), on note

AE=AmE et AE le localisé de A par AE.

1.6. Une algébre de Lie m est dite 2-nilpotente si [n,[n,n]l=0

et une base de m est diteorthogonale et écrite sous la forme

(Zo’zl""’zr ;Pl,...,Ps ;Ql,...,Qs)
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lorsque les seuls commutateurs non nuls de ses &léments sont les [Pi’Qi]

2)

pour 1i=1,...,5 et ces commutateurs sont colinéaires & Zé [1]1.

I.7. Sur les bases, nous ferons les conventions suivantes.
Si s Bpseesly sont des bases de sous-espaces vectoriels formant
une somme directe, la base correspondante de la somme directe est notée

(21,22,...,2r).

Si 21 est une base, ses éléments seront notés Li i et ordonnés

b
suivant 1'ordre des j croissants ; on note encore % =(L1 J.).
1]

Parfois, on oublie Ta structure d'ordre de (21,22,...,2r) pour
1'identifier a LU0 ... U2 Certaines basesorthogonales pour une sous-
algébre 2-nilpotente sont notées (Zo’ql’q2""’qr ;qr+1""’qr+p) lorsque

les seuls commutateurs non nuls sont ceux des éléments deux & deux du type

de I.6.

I.8. Soit M un g-modu1e complétement trigonalisable. On dit que
0=M°CM1C c:Mn=M

est une suite de composition semi-simple minimale lorsque pour tout i=0,1,...

n-1, M1.+1 est engendré par Mi et par tous les %—vecteurs propres modulo

M; dans M. On dit qu'une base £ de M est semi-simple et associée 3 cette
suite lorsque
9% = (21,...,2n)

ou chaque %5 est formée de q-vecteurs propres modulo h“-l dans M.

Soient A une sous-algébre de X((é,) CLANE S PYRTRN cJ(,(g).

(1) On utilise Te symbole * pour désigner 1'espace dual et < , > pour
noter la forme bilinéaire canonique correspondant

(2) me'mutcetmde,ona ZO=1€X(%).
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On note
Alt),...,%. 1 Tla sous-algébre de X(G) engendrée par A et 9 U8 U L UL
A(zl,...,xn) le sous-corps engendré par A[zl,...,zn]

A{zl,...,zn} le A-module & gauche engendré par 2 UZpU wv.UR)

1

A v{zl,.,.,zn} le A-module symétrique engendré par UL U e Uy
i.e. 1l'ensemble des combinaisons A-linéaires symétrisées des éléments

de JZ,IUQ,ZU Uﬁn.

1.10. Notations matricielles.

Soient zl,...,zr, bl""’bs’ hl""’ht des sous-ensembles ordonnés
et finis de JC((}).
On note

(89502 s2y 3 Dyaneesbyd = ([L4:B51)

la matrice des commutateurs des &léments L, 6(21,...,2r) et Bj e(bl,...,bs),
1'ordre de (21;...,2r) correspondant aux lignes et celui de (b1’°"’bs)

aux colonnes de la matrice.

Le symbole éD[zl,...,zr ;bl,...,bs] désigne alors le déterminant de
cette matrice (supposée carrée) développé suivant sa premiére colonne, les
mineurs &tant considérés comme des coefficients et les produits avec les
éléments correspondants de la premiére colonne &tant des produits symétrisés.

Par récurrence sur le rang de la matrice, ceci détermine tous les déterminants.

Si H §(h1,...,ht), on note
[H 3 0qseeesly ;bl,...,bs]
la matrice dont la premiére colonne est formée par (H,zl,...,zr) (dans cet

ordre) et le reste par la matrice IH,zl,...,zr ;bl,...,bs].

En particulier, si [%;,...,2 3b;s...5b ] est carrée, (H S ITTRIN N

bl""’bs] est encore une matrice carréedont le déterminant
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S)[H;Jll,...,zr ;bl,...,bS]

sera calculé comme précédemment.
On utilise la notation
D hyseeeshy 38050008 5 bpsuensbl]
pour désigner 1'ensemble ordonné des & [H 389505, ;bn,...,bS] ou H

parcourt (hl"°”ht)' Dans la suite, cet ensemble sera dite une base

"transformée” de (hl""’ht)‘

I.11. Application : Diagonalisation symplectique.

Soient m une algébre de Lie 2-nilpotente et (ZO,&,Q) une base de n
suruncorps K telle que (Z, h) soit une base du
centre de n et que la restriction du crochet & K{2} soit une forme bili-

néaire alternée non dégénérée a valeurs dans K Zo'

Par un choix convenable de 1'ordre de 2,=(L1,...,L2n), on obtient une
base orthogonale de m sous la forme (Z ,h;q) en définissant q=(Q;,..,0p,)

ol
Q =Lys Qr=ty

et plus généralement pour i=1l,...,n-1 et k=1,2
QZ'i"l"k: [L21+k ;ng..-,LZ_i ;Ll,...,Lz_i]

(1a condition sur le choix de 1'ordre de 2 é&tant :

On désignera cette construction comme "la diagonalisation symplectique" de la

base 2.

1.12. Le degré et 1'antiautomorphisme principal.

Dans Tes applications de I.10 (dont on garde les notations) on a la
situation suivante :

sont formées d'éléments homogénes B,

1

{Hl}, zl,...,zrc:% et bl""’br

d'un corps commutatif gradué K qui est invariant sous 1'action de g, (donc

le degré est conservé par 1'action de %,). Soit d(Bi) Te degré de Bi'
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Alors HIH R SRR ;bl,...,bs] est une combinaison K-linéaire

symétriséed'éléments de % , dont les coefficients sont homogénes de degré
P . )

d =%_=_:1 d(B;) od (Bl"“’B.p) =(bys...5b,). Le degré de

O [H S SERERRY ;bl,...,bS] (ou de toute combinaison K-linéaire symétrique

d'éléments de % , a4 coefficients homogénes de degré d) sera alors pris égal

a d+1.

De plus, dans la suite les éléments B1. de la base (bl,...’,vbr) sont

des vecteurs propres de 1'antiautomorphisme principal < de SC(CJ,) avec
d(8;) |
(-1) comme valeur propre. On voit qu'alors LHI[H R T EREREL ;bl,...,bsl

d+1

est vecteur propre de t avec la valeur propre (-1) grace a la

symétrisation introduite en I.10.

1.13. §-homogénéiteé.

Soient A c.J{(%‘), a; € 5{((5,) et L;e 3(((3,) des G -vecteurs propres

modulo A. On dit que
m m m

E a;vLy  (ou 2 Liass E a,Ls)

est une combinaison G-homogéne (modulo A) Torsque tout a, est un semi-

invariant tel que
Aag) +a(l;) e g*

ne dépend pas de i=l,...,m.

I.14. Modules et bases symétriques.

Dans la suite, on a une sous-algébre commutative A de U{(q,) et
un A-module a gauche Fl~c R((}) tel que 1=Zoe5.~ et [k,AlcA. Alors k™

-~

est aussi un A-module & droite.

Mais h a aussi une structure de A-module symétrique Torsque 1'on

définit le produit d'un &lément acA et d'un élément Heh par

avH =% (aH + Ha)
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On vérifie facilement 1'associativité de ce produit.

Pour la commodité, nous dirons que 1'on a un A-module, puisque dans
les autres cas on dit déja explicitement s'il s'agit d'un A-module i

gauche ou a droite.

Une base a gauche contenant ZO est en méme temps une base a droite

m o4
ou une base (symétrique) et réciproquement. Par exemple, si X =) a%Zi € h
=0

o0 (Z,,Zy,...,L ) est une base & gauche de R, on a aussi

3
=

avec

3973 * %Zm: (245351 =a3'%£: (235351
i=1 i=1
Comme le produit symétrisé permet d'avoir une structure de A-module symétrique,
on peut parfaitement faire les changements de base avec les régles habituelles
de 1'algébre linéaire, avec de plus Ta licence compléte d'écrire les produits

avec les scalaires a gauche ou a droite.
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IT. CONSTRUCTIONS ALGEBRIQUES

Les objets et les notions abordés ici sont déja présents dans {2], en
particulier pour les sous-algébres 2—n1‘1potentes(3) caractéristiques et pour
Tes constructions afférentes aux algébres nilpotentes. La construction
exposée dans ce chapitre est plus globale et donne des résultats plus précis,

ce dont nous avons besoin pour la suite.

Dans un premier temps, nous groupons tous les résultats dans un long
énoncé de quatre parties, correspondant aux quatres étapes de la construction.
En vue des applications aux groupes résolubles réels, nous insérons aussi le:

cas du corps R.

La premiére partie du théoréme concerne les algébres de Lie résolubles
sur un corps k de caractéristique zéro. Les trois autres parties concernant
le cas ot Kk est algébriquement clos, ou, lorsqu'il s'agit de R, du passage

d 1a cloture € de R et du retour final 3 R.

3
) C'est-a-dire telles que [%’,[%,gﬂ =0.
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II. THEGREME. 1. Décomposition adjointe.

Soit (é une algébre de Lie résoluble sur un corps k de caractéristique

zZéro.

1.1. I1 existe un diagramme canoniqueA'idéaux caractéristiques de %

0= Eo,lcﬁl,lcﬁz,lc Y B’n-l,lcﬁn,1= %
N v u U

0= F‘o,zcﬁl,zc D, 2 0 En-l,ZCBnJ:%n

déterminé par les deux conditions suivantes

31' La suite des idéaux caractéristiques

0=b jchy ch, 1o ek ek =G
’est semi-simple (4) et minimale (5) pour 1'action de (5 dans % .

‘62. gn est Te plus grand idéal nilpotent de 4 (c'est-a-dire 1'inter-
section des noyaux des sous-quotients simples de 1a représentation adjointe

de G) et pour p=0,1,2,...,n, sz’2= gnnﬁp,l'

1.2. Pour toutes Tes inclusions écrites du diagramme I 1a représenta-
tion de Cé, sur le quotient correspondant est semi-simple.
De plus :

(1) r110,2 q,1

g=p-1,...,1, c'est-a-dire 1'intersection de ﬁp ] avec les noyaux des sous-

est le transporteur dans Ep,l de b dans &q-l,l pour

quotients simples de Ta représentation adjointe dans Bp-l 1°

(1) Thy pohy g1 byg g

(iii) Si LEY'LP’1 est un q-vecteur propre modulo B“p-l,l linéairement

Lo .
(4) ie telle que la représentation adjointe de %’, dans h_/h est
e r p,1° *p-1,1
semi~-simple pour p=1,2,...,n

(5) minimale pour la longueur et telle que sz 1 soit le plus grand possible.
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indépendant de F"p-l,1+ h, ,» alors [g,L1c h

ps2 p-1,2

1.3. Données de hase.

Associée au diagramme d , une base de g, est formée par la réunion

des bases partielles choisies pour chaque indice p=1,...,n comme suit :

- On choisit une base zp 1 d'un supplémentaire de ﬁp,2+ 5’p-1,1

s

4 ; _ (6)
dans Flp,l formée de g, vecteurs propres modulo &p-l,Z'

2 . .
- On forme une base zp d'un supplémentaire de F'*p-—l,Z dans &p,z
avec des représentants des éléments de bases de g,-modules simples dont la-

somme directe est Ep’z/ Ep-l,Z‘

Dans le cas ou k=0 et %= %0 eRm est Te complexifié d'une algébre

de Lie réelle (5,0, on constitue 21? de maniére plus précise comme suit :

Dans Ta construction précédente pour %’o :

- On incorpore des -vecteurs propres modulo FL . pour obtenir
0 i-1,2

la somme directe des g,o-modules simples de dimension 1.

- On choisit une décomposition d'un supplémentaire en somme directe de
C}O-modules simples de dimension 2. En complexifiant, chacun de ces %o'
modules se décompose en deux (5, -modules de dimension un, et donnent deux
%-vecteurs propres modulo R p-1,2 qui sont de la forme L,+il, et
Ly -iL, ol Ll’LZG%o' On met alors Ly+il, et L,-il, dans zg pour

(‘% et Ly et L, dans la base JLFZ) correspondante pour (}O.
Les bases partielles zg et Q’p,l sont invariantes par le groupe de

Galois de C/R.

() Ce qui est possible puisque tous Tes poids sont nuls d'aprés 1.2 (iii)
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Preuve de II.1.
1.1. Sous 1'action adjointe, % se décompose en une suite strictement

croissante d'idéaux caractéristiques et canoniques .:

(ﬁ'i,l) : 0= 50,1C51,1C52,1C ...crln_l’lcﬁnJ: C;,

qui est la suite simi-simple minimale de (; sous T'action de (5, » définie

par la condition : E’p+l 1/F‘p 1 est la plus grande représentation semi-

simple de (3_ dans lj /hp,l'
On a alors la propriétée 1.2 (ii) :
(1) 10 i€ by 1o

En effet, F). 1 estun idéal caractéristique de % . Passant & la cldture

p-1,

algébrique & de k,on note par le symbole ~ 1'algébre obtenue par extension

des scalaires. Alors sz+1,1 est engendré par F),p

—

1 et les g— vecteurs

-

propres modulo F).p 1 dans é’; . Pour deux tels vecteurs propres X et Y

L

on a

X, YT = <A(Y)oX>Y +u(Y,X) == <A(X),Y>X - u(X,Y)

et i1 suffit de démontrer que I[X,YlE€ FLp dans le cas ol X et Y sont

1

—

linéairement indépendants modulo V).p 1° Dans ce cas, nécessairement
E]

<A(Y)sX>Y = <-x(X),Y>X=0 et notre énoncé est vrai.

On peut encore définir une nouvelie suite décroissante d'idéaux
caractéristiques et canoniques de %,
% =§0=>§1= 422 2 %0179
par :
g,p est 1'ensemble des éléments X de %, tels que pour tout q=1,...,p
DGRy by -

——

Passant & la cldture algébrique, on voit que %‘p n'est autre que 1'intersection
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des noyaux des formes linéaires correspondant aux sous-quotients simples pour

1'action de @ dans Fxp 1’ c'est-a-dire des poids d'une base semi-simple
de ﬁp,l'
adjointe de % , c'est-d-dire le plus grand idéal nilpotent de L;( . Comme

[F‘n,l’ En,llc Fln-l,l on a %n= %’n-l' On a &videmment [g,g I § -

En particulier %’n est 1'idéal de nilpotence de 1a représentation

1.2. Le premier énoncé est évident et (ii) est déja prouveé.

(i) On a ﬁp,2=‘&p,ln%’n=5p,lng’p-l'

En effet, on sait que

Lhy 10y 0 hyg s
et
[Ep,l’apw,l]c hp,l pour tout r>1

donc le,l est annulé par tous les poids provenant de Q/pr-1,1 et
Bp,2= b1 Gpr
(ii) Soit L wun %, ~vecteur propre modulo B’p-l,l dans R

p,1°
Supposons L ¢ sz’2+ E‘p-l,l' On a

g 1e1g g,

et g L1ckieh

-

d'od
(g.Llc(kel 4 )n(G 0k, ;).

Ce qui implique

[4,Llc 59-1,1“ Go=hp1o -



11.2.1

I1.2. Construction et propriété des bases qp,i pour ls¢pgign+l.

Dans la suite, on suppose (5, compiétement résoluble (ou k
algébriquement clos).

IT existe des partitions 5L§=(9up’2,zp,3,.. pour p=1,2,...,n

o2y ne1)
satisfaisant & la condition %3 annoncée ci-dessous. De plus, lorsque g,

est le complexifiée de %0, on peut méme choisir chacune des"parties" st ;
9

invariantes par le groupe de Galois de U /R.

Pour toute telle partition, il existe un algorithme de "substitutions

Tinéaires triangulaires” permettant de calculer les bases q pour

p,i
p=1,2,...,n et i=p,p+l,...,n+l. Les propriétés suivantes sont vraies. Dans

ce qui suit, sauf mention contraire, p=1,2,....,n et pgigntl. On pose

psi"a - Y - (7)

9 =95,k 2 dep 5 reckei (00 €701 ,
isP,E - (7)
2= (e 3)2e5ep 5 Gresked

- i,p,e . p,'i,e
A'ispQE -a[g ’q ] 4
- (8) .
Ap,'i 'Ap_l’i[qp’n+1sqp’n,---3,qp,.i] (1>p) N
Kp,'i =Fract Ap,i .
_ (8)

Ap —Ap'l[qpsn‘*'l ’ qp’n > "qpsp"'l] ’
p=Fra¢t A, et

Flp = Kp_l{Zo,qp,n_*_l,qp’n,. .o 9qp,P+19q292’q3,3 Y D ,qp’p}

ou ZO=1€K(%) .

() 0n a donc Ao kigP> MLl P11

ot Ap =[k[qP,P+1,1] - A

ps p+li

P,i,c i,pse

(7) On utilise 1'ordre lexicographique sur le couple (j,k) pour g et 2
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Cpl' Pour i >p, Tes sous-ensembles Ap,i cAp de QA(Gip’z) sont des

anneaux commutatifs et 9} -stables. Ils sont engendrés par les éléments

des bases qui sont algébriquement indépendants sur k et qui sont munis

chacun d'un degré égal & leur filtration dans QL(q,).

Le degré que 1'on péut munir ainsi Ap est conservé par 1'action de g, (9)

et on notera ce degré par d(?).

6’2. Pour 1 >p, les sous-corps K_ .cK_ de I}{(F,,p 2) sont commutatifs

psi TP
et caractéristiques. Le crochet dans 3{(%,) définit par restriction une

application Kp-1inéa1re sur le premier facteur et k-linéaire sur le deuxiéme

et une représentation de K_ ﬁ dans

p pY ti,2
. Un conoyau de cette représentation ( =un

de Kp v ﬁi ) xk{qp’n+1’1} dans K

1'algébre des dérivations de K

P

K -espace vectoriel de dimension maximale ol la représentation est injective =
P du noyou

un supplémentaire dans Kp,v ﬁi 2»/de la forme bilingaire) est donné par

b
Kp{z1’p’1}. De plus, on a

E
4,p,1 €Pp-1,ne1 103
®,. Le commutant de Kp.p dans Koo Bp’z est une algébre de Lie 2-
nilpotente sur Kp_1 égale & ﬁp. Elle est caractéristique et admet
(Zg *9,n+1°%,n %"+ *9,p+1 * 9p,p* Gp-1,p-1° " ’q2,2)
comme base orthogonale, avec tous les commutateurs appartenant a Ap_g n+l*
. ’

d K K. s
Son centre engendre b sur K,

Le crochet définit une application Kp—l’ linéaire par rapport au premier

facteur et k-linaire par rapport au deuxiéme de Kp_1v ﬁﬁ » xm{qp’”+1’°}

dans 'Kp-l et une représentation de Kp_1 v 51’2 dans 1'algébre des
dérivations de E{;.
() i.e. transforme les éléments homogénes en éléments homogénes de

méme degré.
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(%3). Un conoyau de cette représentation est donné par Kp_1 v {zi,p,o}

et Ai,p,o#O’

ce A E
En fait Ai,p,o EAp-:l,n+1'

®,. L'ensemble Kp_1 v B’p,z est une algébre de Lie bilatére [3] sur Kp-l’

caractéristique et incluse dans 3€(E,p 2) et elle admet pour base

p,p-1,1
. (Zosqp’n+1aqp’n3- .o ,qp,p+1sq2’29q3,33 c e ,qp’p,z )

Le commutant de F"p-l dans K _; v F;p’z est une algébre 2-nilpotente

caractéristique sur K et admet pour base orthogonale

p-1
(Zo2%p,n1°% 0>~~~ %, pr1 > %p,p)

@_. soit Q

5 (psi). Alors

p,ik €%,i

1. Qp P est homogéne de degré &gal & sa filtration dans AU (%) et

est vecteur propre de t de méme parité que son degré.

2. Q

est un % -vecteur propre modulo

Pyisk
ArlJ-l,1’+1 =Ap—2,1'+1[qp-1,n+1] v {Zo’qp-l,n’qp-l,n-l’” ’qp-1,1’+1}
3. Qp,i,k commﬁte a Zr,j si r<i ousi r=i et l<j<p.
4 Qp,i,k transporte z? dans AP‘E' (10)
5. On a

(4) %, i,k = Pp,i,k v hp,ik PR TR R,

o E . . e
Dp,i,k eAp-l,n+1 s'exprime comme un produit de déterminants
du type Ar,j,g'

Ro EAB-l,i =‘(Ap—2[qp-l,n+1] ‘){Zo’qp-l,n’qp—l,n-l’”’qp—l;p+1})
v 202%-1,1*9-1,1-17 " *%p-1,p+1}

(10) Donc pour tout j=p,p+l,..,n, [qpﬂ. "Li,j‘] c AE et pour Jj=2,3,..,p-1

v p-1
tous les coefficients de cette matrice s'annulent d'aprés 62-3. La matrice
[Qp,p,l ;qp’p’ll est donc triangulaire par blocs et les blocs diagonaux
sont a coefficients semi-invariants.
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. p"‘lsp_lal
Ry €Ap-al9p1,nend v 192,200 35+ - 2051, p-12* }

(11)

E
R2 €Ap_1 V{Q sQ

pPsPs1°"p,p,2°° "Qpap’k'l’gpazsﬂpa:g,'.’Rpsp'l}

si i=p et

E L
Rp €Rp-1v g 5-129p,1-22- 2% poPp 22 %, 30 P p-1) ST TP
L'élément

vl R

Dok Lp,ik TR

est %-homogéne de méme poids et de méme degré que Qp,i,k’ et son poids

s'annule sur %Wx; R0 et R1 sont aussi homogénes de méme degré.

. < , L 2
[} =
(?6. Les bases partielles D,i étant ordonnées ainsi que Rp (lp,z,lp,3,--,

zp n+1)’ les bases q s'en déduisent donc par une transformation

p,1
triangulaire donnée par (4).

En particulier, on a

<Ap-l)E v F“p,2=(Ap-1)E v{Zo’qp,n+1""’qp,p+1’

p.p,l
qz’Z’Q3,3’-~-,qp’p’9/ }

ol le changement de base est homogéne et conserve le degré.

£P7. Le commutant de &1,2 dans Ap (resp. Kp) est Ap’1+1 (resp. Kp,i+1)
et E-K E
p p,n+l
E_ E
Ap"Ap,n+1

¢g. Les anneaux (Ap)E et (Ap ;)p et les algébres de Lie bilatéres
(Aoe1)g ¥ hp’z

(Ap~1)E V{Zo’qp,n+1’p,n""’qp,p+1}

(11) L'élément Qp b, k-1 ne figure pas si k-1 est impair (ceci est di a

la diagonalisation symplectique 1.12)
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(Ap-l,i)E v{Zo’qp,nﬂ’qp,n’”"qp,i}
sont caractéristiques (12)

Preuve de II.2.
Cas p=1.
- _ 2 B . .
On a 21’1-¢ et on pose I RET ql,i"¢ si ign.
On obtient

A=A

1:
=K

1,n+1 =¥I97 pyqd

K

1 "1,n+] =k(qlb,'n+1)

Cas p=2. On expose succintement la construction dans ce cas.
L'algébre EZ 1 agit dans El 1 par les poids d'une base semi-
simple de 51 1 (par exemple 2?) et Ez 2 étant dans le noyau de tous

ces poids commute & 51 1
. H)

L'algébre F)-2=K1 52’2=K1v52’2 est donc 2-nilpotente sur K1 et

admet (Zo,zg) comme K;-base. Le crochet est une forme K;-bilinéaire
alternée et on choisit 2 cz} tel que K, v{2%, o} soit un supplémentaire
2,2 72 1 2,2
du noyau de cette forme. Sur K1 v{zz 2}, la forme est donc non dégénérée et
] .
on peut supposer 1'ordre sur %9 9 choisi pour que la diagonalisation
>

symplectique de I.11 s'applique. On note 2n2 le cardinal de So 9-

D'une maniére générale, le crochet définit une forme Kl-bi1inéa1re

sur K1 ﬁ ><K1 EZ,Z' Les commutants dans Klﬁz,z des algébres 51’2

1,2
sont des Kl-algébres de Lie qui sont caractéristiques et qui s'identifient
aux noyaux dans KI&Z 2 de cette forme bilinéaire. On choisit une partition
de zg sous la forme

2 _
Ry =(2p, 208 30+ 2% nota, ne1)

et des parties %5 2<:2? (i=1,...,n) telles que le crochet soit une forme

i

(12) 0n a aussi des analogues de 6’3 et @,
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K1~bi]inéaire non dégénérée sur

K1{£2,2’23,2""’2i,2} x Kl{£2,2’22,3""’£2,1}
et tels que les sous-espaces facteurs soient de dimension maximale dans
Ky Ei,z et K 52’2 respectivement.
La matrice

[43,2°%3,20+ 244,23 #2,2°%2,37 242, 4]
est donc réguliére & coefficients dans Al'

Pour tout - Le 2%, il existe une unique combinaison Kl-]inéaire (symétrisé)

R(L) €K1{22,2’22,3”"’Z2,i} telle que L-R(L) commute a 51 0 Au facteur

A5 20 prés, on retrouve le déterminant introduit en I1.10 :

1:2+0 . 24150
ALva(L-R@))=$[L;2 3 & 1.
On peut alors poser

» i
PRREL JOPIET S Dt
. s o 19ls0 x
et on voit que q2,1.+1 commute & 2 *~, donc & &1,2'
Au lieu de vérifier les propriétés annoncées, nous allons aborder le cas

général par une récurrence, qui peut débuter @ p-=1.

Le cas général : récurrence sur p»2.

On suppose déja déterminés les q,. j pour r<p, rgjsntl et fixés les
bl

choix des lr,j’ zj,r vérifiant II.2.
2 2

isit ic¢i L sclo, L : 8 i .
On choisit ic¢i les n,j <% J’pczslJ et on détermine les qp’J pour

J=psp+l,...,n,n+l.
L'ensemble Kp._1 v EIJ 2==Kp_1 ﬁp 2 (x) est une algébre de Lie bilatére

sur Kp_1 qui est caractéristique et qui contient

- P'l,P'lsl
Kp-1hp-1,2=Kp-11Z0207 2293,32 - +29p-1, p-1°% }.

(%) Dans la suite, on omet le signe v Tlorsqu'il ne joue pas comme ici.
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On a
= 2
Kp-]_ Ep’z - Kp_]_ B’p‘l 52 ® Kp_l v {zp}'

L'algébre sz_l admet '{Zo’qp-l,n+1”"’qp-1,p;q2,2’q3,3""’qp-1,p-1}

comme base orthogonale sur Kp_2 et 1'algébre Kp—lﬁp-l admet {Z, 305 o>

q3,3""’qp-l,p-1} comme base orthogonale sur Kp—l'

a). Le commutant de F”p-l dans Kp_le

ps2°
Comme F;p-l contient Kp_2 et 9p-1,p°Ip-1,p+1°° "+ *%p-1,n41° le
commutant de F";—l commute a Kp_1 et est une algébre de Lie sur Kp—l’
Le crochet donne une forme k-bilinéaire notée CBp,p-l sur
Kp-1 v By <kgP im0y

a valeurs dans Kp_1 et ® est de plus K__,-Tinéaire sur la premiére

psp-1 =" p-1
variable puisque K, commute & ;"p-l'
Le commutant de E;-l est donc un espace vectoriel sur Kp_1 et c'est
le noyau dans K _; v Ep,z de 1a forme dsp,p-l‘
Par hypothése, K,_; v {2P>P71:9) est un conoyau dans Kp-1 v Bp’z de

®

., - 2 iavs
p,p-1 et Ap’p_l,o#o. En conséquence, pour tout Lezp, 1'élément

Y= &[L : zpsp-l,o : qp-l,p,O]
commute & qp—l,p,o. En effet, notons

p.p-1,0 _

g =(Lidiay, e
p-1,ps0 _
q =541, m
On a alors L [L,Qy]  [L.Q,0 ... IL,Q,]
Ly [LoQq] [L5050 .. ILp5Q]

Ly [LyeQqd [Lm’QZ]"" “‘m’Qm]

Les commutateurs sont dans A car tous les poids s'annulent et

p-2
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v {gPsP=1:0),

YEA vL+A

psp-le p-2

Par construction du déterminant, Y commute & qp-l,p,o et i1 appartient au

o~
noyau dans Kp-lv EiJ,Z de 'dsp,p-l’ i.e. il commute & Ep-l’

b. Semi-invariance et §-homogénéité.
U

Suppesons par exemple

(L1’L2,- . .,Lq) = (R,pszgzp’3,. XY ’Zp,p"l)

Y=AvL +§ A'iVL'i+R

le développement de Y, ol A et A sont les mineurs et R Ta somme des

et notons

termes restants.

Par un calcul, on montre que A est un semi-invariant et que la

combinaison AvlL + Ay vL1. est g,-homogéne. Cette démonstration est
%ﬂ;

typique et se répéte de méme pour les cas généraux, aussi on 1'omettra dans la

suite. Elle se décompose en quatre parties.

b.1. Soit Teg,. La matrice dont le déterminant est A est & coeffi-

cients dans Kp_1 (donc commutant ensemble). L'action de T sur K est

p-1
une dérivation et se traduit sur A de maniére classique par une dérivation

1]
.

"colonne par colonne

Or, on a de plus

et en notant 1'action de T exponentiellement, on obtient facilement

m
[T3A]“=Z_; gD[Lls---sL;!.ao--’Lm ;le--~,Qm]+
1=

) T
+-§D[L1,...,Lm ’QI""’Qi""’Qm]'

Autrement dit, tout se passe comme si on a dérivé dans chaque ligne la variable

L,i et dans chaque colonne 1a variable Qi'

b.2. Par ailleurs, on a pour tout TE %,:

[T:L.i]= < >‘(L-i)’T > L'I +“(L-i ’T)
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et
T
&)[Ll,...,L.,...,Lq $Qpae 0yl = <A(Ly),T>A+

;
[Lyseensi(LysT)snnnsly 3Qqs0-50y0
SioLy€ By > Bk-l,Z’ u(LisT) € 5k-1,2 et 1'action de w(L;,T) est

k-1,p-1,0 qui "représente" toute 1'action de

dépendante de 1'action de &
Bk-l,z dans Kp-l' Par conséquent, la Tigne des commutateurs ou figure
u(Li,T) est dépendante des autres lignes du déterminant, ce qui annule
&[ng-oo,u(LigT)’-..’Ln,Ql,. oo,Qm].

De méme, on a

[T.Q;1 = <2(Qq)-T>0Q; +1(Q;,T)
et si Q; €ay,4° u(Q.,T)EA k-1° 11 vient dans ce cas

[L su(Q T)] —Z [I- 9Q ]Tu( )

et la sommation porte seulement sur les indices s ol QSGEAk_l.
La colonne des commutateurs ol figure u(Q,,T) est donc Kk_l-linéairement

dépendante des autres colonnes restantes et la correction die a p(Qi,T) ne

contribuera pas non plus.

b.3. Tous calculs faits, on voit que A est un semi—invériant de
11(%,) et son poids est égal a
m
A(a) = Zl )‘(L.i) +>‘(Q-i)
1=

qui n'est autre que la somme des poids des &léments figurant dans
DraPeP1:0 gP-lupooy,

b.4. G -homogénéité.
]

N ~
Comme Ep-l est caractéristique, [T,Y] commute encore & Ep—l‘

On a
[T,YT€(<a(a),T> + <a(L),T>)avl +

1=»(<>\(L )s T>A +[TA 1) v, +Ap2VEp-1,2'

Or, les dérivations définies par L1,L2,...,Lq sont Kp_1-1inéairement
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indépendantes de celles définjes par Bp-l o - donc 1a combinaison liné-

aire est nécessairement pronortionnelle a celle de Y , i.e.

( <A(A),T>+<A(L),T>)A = cA

( <X(Ai),T>A{+[T,Ai])

CA1. .
Cette relation montre que Ai est encore un semi-invariant et que son poids
vérifie
M )*A(Ly) = A(AY+A(L) .
autrement dit, on a la g,-homogénéité.

Par ailleurs, comme les &léments Qj sont homogénes dans Kp_1 s

[Li’Qj} est encore homogéne de méme degré. Tous les mineurs du développement
de

Y = Dp;gPoP1s0,qP=1:P:0)
sont donc homogénes de degré égal a la somme des degrés des &léments de la

base qp-l,p,o .
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{1)

c. G -vecteur propre modulo Ap_1 " et homogénéité.
[4) H]

On a
q
[T,Y] = <x(a) +A(L),T>(avL + 1Z=1 hyvLly) +R

a\lec R€Ap_2 \'4 Bp_l’zo

Par (?6, il existe un semi-invariant m‘eAp_3 (par exemple Te produit des

Dr,j,k) tel que

Wy Ep_l’chp_g v1{201q§_1,n+1, eee ’qp-l,p’q2,2" ces
-1,p-1,
qp_lap_lsl ‘ }
et en conséquence

cA ’Qp-l’P'lso}.

m Vr’p-z,z p-2 ¥ {Zo’qp-l,n+1” ~+2%.1,p

On a encore

q
[Tomv Y] =<x(a) +a(L) +a(m),T>(mAavL + M v L1.)+R0+R

i= 1
avec
- A
ROEAp-Z Y {Zo’qp-l,n+1""’qp-1,p} 'Ap-l,p
p-1,p-1,0
RleAp_2 vi{s }.
Ici encore, mvY commute & Fz~p_1 et pour la méme raison qu'en b.4 on

obtient Ry =0 et

[Tomv Y] = <i(n) +2(a) +2(L),T>mw v Y +R)
i.e. que wvY est un %-vecteur propre modulo Aéi—)l,p' Les formules de
changement de base (4) et ® montrent que R est homogéne de degrd d(m.Y).

d) Commutation & pPoP-10

La commutation a E[:-l est déja acquise. On calcule un polyndme

v‘eAp_1 tel que wvY-v commute & Qp,p-l,l’ ce qui suffira puisque

2p3p-130c E;_l‘}'K ngp'l,l}.

p"l V{
Le déterminant & de la matrice [2P°P~1s1 ;qp'l’p’ll est un semi-

invariant non nul et ses coefficients sont dans A La matrice inverse

6-1

p-2

d'ol 1'existence de Pl,...,PqEAp_2

{zp?p-l,l} tels que si 1'on pose (Ql',...,Qq) =qp-1,p,1 , on ait

.

a ses coefficients dans Ap_2
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[P.ist]'_'(S,‘,J (i,j=1;...,q>.
De plus, (A )5_1 NETLEL A TR U AP h est une algébre de Lie
> p-2 p-2 p-1,2 g

bilatére sur (A, ;) et admet {Zo,qz,z,...,qp_l,p_l,zp’p'l’l} comme base.

Comme [Pi’Pj] commute a qp-l,p,l’ il n'a aucune composante sur lp,p-l,l

(qui est formé d'éléments dont 1'action sur Kp_1 sont indépendantes). Donc

. < -1 ~
[Pi’Pj] appartient & A V{zo’q2,2""’qp-1,p—1}c Ep-l et commutera

p-2°

a mwvY.

Les Pi se calculent & partir de 1'inverse de [lp,p-l,l ;qp'lapal]

et i1 est aisé de voir que chaque Pi est une combinaison (Ap_z)E-11néaire'

symétrique des éléments de zp’p'l’l avec des coefficients homogénes de degré

opposé a celui de Qi'

Grdce a la symétrisation, chaque Pi est aussi un vecteur propre de =t

-d(Q. )+1
de parité (-1) T, puisque ses coefficients sont vecteurs propres de =
] "d(Q-i)
de parité (-1) .
Par ailleurs, les Pi commutent & .5 si j>p et 1'action adjointe
de Pi dans Kp_1 n'est autre que la dérivation 3%7 (i=1l,...,q9, correspon-
i

dant & (Qys.--,Qp) =gPrhePedy,

Soit Ci =[Pi’" vYl ; d'aprés ¢c), mvY est un g,-vecteur propre modulo

-2 vi{Z s }, donc, grdce 3 la nullité des poids sur P.,

p (o} p-1 n+1"“’qp-1 p

CieA st v{Z s }. La forme o = 2%: €;dQ; admet alors une

p-1,n+1°"° p -1,p
primitive polyndmiale donnée par une formule de "Taylor-Poincaré"
. 1
v = Vq_ TQ1QJ+§Tf-_.k1_—Q"
1=
que 1'on peut vérifier en partant de la primitive donnée par la formule

q
intégrale de Poincaré et en calculant sur les parties homogénesde Z:; CiQi'
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On vérifie facilement que v est homogéne de méme degré que mwvy :

puisque chaque P1. a ses coefficients de degré -d(Qi), C. est homogéne

j
de degré d(m.vY) -d(Qi) et CiQi est homogéne de degré d(mvY).

On vérifie aussi que v est vecteur propre de t de parité

( l)d(ﬂ vY

Ql,..,Qq, soit en utilisant la relation adP1. = ﬁ;—-, qui permet de voir que

soit en décomposant X CiQi en ses parties de méme degré en

9 fait intervenir un changement de parité vis a vis de T qui est égal

Tood(Qy)
a (-1) - .
Comme 1'intégrale de Poincaré multiplie chaque terme de degré d par

le coefficient 1/4, v comporte les mémes degrés que zC.Q. et Cy4 €Ap—25-1 v

{Z sqp 1 n+13 . qp-l,p V{Z »g } {Z ,q

(2)
%-1,p7 “Pp-1,p°

est homogéne de degré d(smvY) et est un vecteur propre de t de méme parité

}son a alors 6v€Ap_2 p-1,p p-1,n41°° "

L'élément oSnvY-686v=0 commute aux Pi’ donc & g PoP- L 01

que d(smvY). Ona aussi AI(D%}’P C_A;-1,P

On sait que émvY est un %,—vecteur propre modulo Ap_2 v {Zo’qp-l,n+1’
(2) ctab]
p 1 p} et que Ap 1.p e;t % stable.

Pour tout Te€ (5,, on a donc

[T,Q] =[T,emv Y -8vl= <a(smvY),T>Q+u(Q,T)
ol

(2)
w(Q.T)eAZ] .

p-l,l} +(Ap_2)E "Bp—l,z =B qui est stable sous

-1_. Ps
1'action de (5, puisque [P P Ls1 pPeply Hp-l,Z' On aura [[T,P;1,Q1=0

(car [b,Q1=0) et par suite 0=[T,[P,,Q11=[P;,[T,Q11=[P;,u(QT)] et

u(Q,T) commute aux Pi'

. 3 < (2)
Comme chaque P. agit comme '3_017’ il en résulte que u(Q,T)EAp_l’p

ne peut pas étre fonction de (Ql,...,Qq) =qp-1,p,1' On obtient donc
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U(Q’T) €A p—l,p+1

p-1,p+l v{Zo”qp—l,n+1""’qp-l,p+1}cA

et Q estun 9}-vecteur propre modulo Ap_1 pHl"

Choix d ructi .
e) 0ix de zp,p et construction de qp,p

Pour chaque L.ezg, on note 6(L)=Q=8nvY-6v T1'élément précédemment
construit et on a

E
L 2R aseees
(5) o(Lyeomtv L+ Ry pv iy ootp 3000ty py}*
-1’ -1,0 (2)
+A v P P
p-2 v 14 PR 1L

ce qui correspond & une substitution triangulaire.

Compte-tenu de (PB’ (e(zg),Zo) est une base sur Kp_1 du commutant k

de Bp-l dans Kp-lv h or h est une algébre de Lie 2-nilpotente

p,2°

. p
sur Kp-l’ et on peut choisir une base lp,ptzzp telle que Kp_1 v{e(zp,p)}

soit un supplémentaire du noyau de 1a forme bilinéaire définie par le crochet.

On peut, en changeant éventuellement 1'ordre de &_ _, appliquer la

p,p
).

diagonalisation symplectique, d'ol la base qp b =0 (zp b

La diagonalisation symplectique n'utilise ici que des semi-invariants

P

de A
€ Sp- P

1° En effet, compte tenu de (5) on a pour L,L'€z

(1)
p-1,p+l

[e(L'),6(L)] =6ma vIL',6(L)]EA
et si Te % , 11 vient
[ToIe(L'),8(L)11= <a(e(L")) +2r(e(L)),T>[6(L"),6(L)]
+ [u(e(L"),T),0(L)I+[o(L")su(e(L),T)]
=<x(e(L")) +a(e(L)),T>[6(L"),0(L)].
Les déterminants mineurs que 1'on utilise comme coefficients sont donc dans
p-l,nil et les éléments de base de ep(sbp’p
I1s seront encore des vecteurs propres de 1, dont la parité est la méme que

-

A ) commuteront encore 3 gPeP-1,0,

celle de leur degré (car ils seront encore homogénes). Ils sont aussi % -

homogénes, et aussi des (%-vecteurs propres, mais seulement modulo

p-l,h+1‘v'Ap-1,p+1 5-1,p+1'
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f) Hypothéses de récurrence.

Nous allons construire les bases q pour j=p+l,...,n+1 par

Psd
récurrence sur 1'indice j. Soit GP==9.

Supposons déterminés pour tout i€ {p,p+l,...,j-1} les objets 2

4

Ps1

zi,p’ qp,i et 8- On pose
i+l 2
L =9 8 asd wsevople 5).
p %> (%p,20%p,3 p,i)
oP 2

i+1 7441 (2o bie1,3 %441, p-1)
Les hypothéses suivantes sont faites :

(F) e5(Ly 5,40 =Q, 5, Vverifie Pret P, .

(f,)  6:(L)=Q vérifie aussi ®; et C¢ pour tout Lez;“l .

(f3)  La forme bilingaire (B, ~ définie par le crochet sur

sP
i+l

p-1,n+1,1
,qp’p+1,...,qp,1,ei(zp )}

Kp_2 v h.i ’2 x[k{q
admet les sous-espaces Kp_1 v{z1’p’1} et k{qp’i’l} comme conoyaux (i.e. des

).

4 - - - -
sous-espaces maximaux en dualité séparante par 031 5
]

En particulier, on a A = [zi’p’l ;qp’i’ll #0 et c'est un semi-

Pl

invariant de Ap-l'

g) Commutation 3 Bj-l,z (Voir 0.3)

On sait que ej_l(L) commute a Ej-z,z et a 25-1,2°* " *%j-1,p-1"
Par ailleurs, compte-tenu de f3, il suffit de le rendre commutant aussi a

zj-l,p (on vérifie facilement que toute dérivation de hj-l,Z est Kp_1

dépendante de celles définies par gILepsl f.) est satisfait).
3

D'aprés f2 et 62.5, la matrice [ej_l(L),q ] a ses

coefficients dans Ag_l, donc commutants a 5.1 b° L'élément

p,j-13%%3-1,p

i . E )
BJ_I(L) - $ {eJ"l(L) ] qp’J_l ’ RJ'l,p] GAp_l v {eJ-l(L)’qp,J-l}
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est un déterminant dont seulement la premiére colonne est non semi-invariante.

Sous 1'action de tout L'ed. » €lle reproduit une autre colonne du

j-1.p

déterminant, ce qui annulera le déterminant. Ainsi 9‘ (L) commute & L -1,p°
b4

Compte tenu de son appartenance, il commutera encore a h . , 4. seees
j-2,27 *j-1,2

{ j-1,p-1 et par suite, il commutera a 5j~1,2‘

-

Une démonstration similaire a b) donnera encore la %-homogénéité et 6' 1(L)

est un % vecteur propre modulo Ap 1,i°

=

h) Commutation a WL

P 6.
j.p-1 et définition de j

3,205,300

Comme [gj,p—l’zj,p-Z""’zj,z ;qp-l,j’qp-Z,j""’qZ,j]
est une matrice carrée & éléments dans Ag_z dont le déterminant sjEEAg_Z
est non nul, on peut calculer son inverse et les &léments P1’--~’Pm€5AE-25§1

v

{zj,p-l""’lj,z} tels que si 1'on écrit (Ql""’Qm) =Gﬁ3-1,j""’q2,j)’ ils

vérifient [Pk’QzH =6k,z’

. E -1 E -1
Par ailleurs, [Pk’Pz]eAp-Z‘Sj V{lj,p-l”“’lj,Z}+Ap-26j v 5.‘]-_1’2.

Comme [Pk’Pg] commute a Ql""’Qm’ nécessairement

1

E - 5 1
[Pk’Pz]€Ap-26j v 53-1,2 et [Pk’Pg] commutera a ej-l(L)‘

On sait que e&_l(L) est un %,-vecteur propre modulo

Ao-1,5 = Pp-2,31%-1,ne1] v 202910+ 2%, 5}

donc

i 1

[} : ] Ay s 3 .
L'action des P2 sur Ck(L) n'est donc que 1a dérivation 53; 5
1'égalité [[Pk’Pz]’e (L)]-oassume que la forme Z:; C ( Qz est fermée.

Sa primitive
m

\)j(L) =;,L:T—v k(L ; (—Q" k(L))Q Qk

s'écrit encore par un polyndme de Taylor-Poincaré.

‘On pose alors
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ej(l—) =6j(93(|-) 'VJ'(L))

t o.(L 3 %y 5ol nseeeshs .
e J( ) commutera a 3,2°%3.3 ZJ,p-l

(i) %,—vecteur propre moduto Ap-l,j+1'

Par ailleurs
sjvj(L) eAp_zaj[qp_lan] v{ZO,qp_l’j} v {Zo,qp_l,n,...,qp_l’j}.
Si Te%,
[T,ej(L)] =<A(ej(L)),T'>ej(L)-+u(ej(L),T)

(6) w(ej(L)T)EAL 1 +AL )
1

}+A

=Ap-1,j'

1 .
Comme P, €A v{ v Ej-l,z qui est stable sous

zj,p-li""gj,z p-16j
1'action de q . [T,Pk] commutera encore & ©

p-1%;

j(L). En conséquence on a

0 =[T,[9j(L)st]] =[[T,6j(L)],Pk] =[u(6j(L),T),Pk]
ce qui implique, compte tenu de (6), que

H(e5(L)STYEA 1 5hp-

(i) Choix de

0.3 2j D et vérification des hypothé&ses de récurrence.
H b} .

Le crochet définit la forme bilinéaire G5j p SUr
. p-1,n+l,1 J
Kp_lv Ej,z xn({q ,qp’p+1’...,qp’j_lge\j(zp)}o

On choisit alors ca? et o i) pour compléter les conoyaux donnés

*5.p% P, <'p :
dans f3 avec 1i=j-1, ce qui est possible puisque ej(zg) commute a hj—l 2
et a 25,20 2%5 p-1" On pose qp 4 = 93 (.lP,j) .

Les hypothéses (fl), (fz), (f3) sont alors vérifiéespour i =Jj, sauf G%.4 que

5

nous verrons plus tard.

(k) Procédons & la vérification des énoncés de II.2.

Dy et Ap sont des sous-

anneaux commutatifs de %l(ﬁp 2) et ils sont g-stab]es compte~tenu de (i).
-

01. Par leur construction, les ensembles A
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L'indépendance algébrique résulte facilement du théoréme de Poincaré

Birkhoff-Witt et elle se conservera dans les substitutions triangulaires.

Chaque générateur Q a un degré défini en .12, Ta conservation

p,i,k
de ce degré sous 1'action de E% est constatée en c) et en d).

(92 : Les sous-corps Kp sont caractéristiques car ils ont une

caractérisation intrinséque : ils s'identifient auxcorps engendrés sur Kp_1

par le centre de Bp—l (voir (?3). La premiére assertion résulte donc de (P3.
La deuxiéme assertion a été vérifiée lors de la construction méme.

L'appartenance de A, A résulte de la méme démonstration que celle

< E

1,p-1,1a p-1
< L . E _ E
donnée en b). On démontrera plus loin en CP7 que Ap-l"Ap—l,n+1’

(P3 : Cette assertion se vérifie lors de la construction méme. Elle ne

présente aucune difficulté.

0)4 : On a reproduit encore ici des propriétés obtenues lors de la

construction.

@

été vérifiées.

5 ¢ 1, 2, 3 et 5 reproduisent les propriétés de récurrence qui ont

. . 2 .
@%.4.Sment Lexci,Qeqp,1 et Te%. On a

[ToIL,Q17 = <a(L) +2(Q),T > [L,Q1 + [u(L,T),Q1 +[L,u(Q,T)1.

=

Par construction, Q@ commute a h i1.2 (voir (fz)), donc a u(Q,T). Comme
u(Q,T)eA;,_ld-+1 (voir @5.2) on a aussi [L,u(Q,T)1=0, d'ol la semi-

invariance de [L,Q].

Cg : L'énoncé décrit encore une propriété de la construction méme.
I1 faut remarquer qu'il entraine en particulier que dans une transformation

inverse déduite par la formule (4), L s'exprimera comme un élément

p,i,k
homogéne de degré 1, et ceci permet de vérifier les assertions de c).
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(?7. Les propriétés énoncées sont purement fonctionnelles.

Ona K =lk(qp’n+1’1) et tout élément 'de Ta base q,. . est un g,-
p rsd
vecteur propre modulo Ar-l' Comme g;n s'annule sur tous les poids des
éléments de base, tout semi-invariant de Kp est de poids nul. On se raméne
en effet au probléme suivant :

Soient Xl”"’xm des indéterminées et

m-1
D=pP -9 4 > P S_-p 2 4+
moax, Gop 1 9%y m 3X, 1

un opérateur différentiel ol pour tout i, Pi est un polyndme en XyseeosXs 1

Alors D annule toute fonction rationnelle qui est une fonction propre de D.

Par récurrence, on peut supposer cette propriété vraie pour m-1 varia-
bles (elle est triviale pour une variable). Soit F une fonction propre
rationnelle, que 1'on peut supposer non indépendante de Xy On peut développer
F en une série de Laurent en X

_ r r-1
F(xl"“’xm)"arxm'+ar-1xm ...

ol chaque a, est une fraction rationnelle de xy,...,X et a #0.0na

m-1
alors, en notant A la valeur propre de D :

r-1
n

et par unicité du développement de Laurent, on a en identifiant le coefficient

P
AF=DF =x Dia +x (erar-+D1ar_1) +...

r
de Xn

ce qui entraine ) =0 par hypothése de récurrence.

"Donc F est un &lément central de ﬂ{(g}n).

Pour terminer la démonstration, il suffit de vérifier qu'un é&lément de Ap ou

de Kp qui commute & Ei o ne péut tre fonction de (qp’1’1). Comme

ispal [ : . .ispsl
% cyﬁ,z, on a vu qu'il existe P1""J%1€Kq-1 vi{s } tels que leur
3 p,isl

. s e s B - _
action dans Kp s'identifie a SQI"°"5Q; oil (Ql,...,Qm)-q
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Tout élément de Kp qui commute & Ei 9 commute aussi a Pl""’Pm et ne

dépend pas de Ql""’Qm'

(Pg. Cette propriété se vérifie par récurrence sur 1'indice p.

'I 1
. . sur{A P_g)y
Supposons (Ap—l)E caractéristique ; (Ap)E étant engendré/par (qp’n+1,...,

qp,p+1)’ il suffit de montrer que sous un automorphjsme de 5 R (Ap_l)Ev
{qp,n+1""’qp,p+1} est invariant, ou encore que tout élément de cette base
reste dans ce méme espace. Les éléments de base sont des éléments de
(Ap—l)E' Ep’z qui commutent a Ep,Z’ et ces propriétés sont invariantes

par automorphisme de g,.

D'aprés G%, un tel élément appartient a

Psps1
(Ap—l)E V{Zo’qp,n+1"'"qp,p+1’q2,2”"’qp,p’£ }.

- Comme il doit commuter & Kpczik( hp 2), il ne peut avoir de composantes sur

@P>P>1y 5 comme 11 doit commuter CPIPYRPRINIC ky,p)» 11 appartient

psp
en fait &

(Ap—l)E v{Zo’qp,n+1""’qp,p+1}

ce que nous voulions.

Les assertions restantes sont faciles.
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I1.3. La_base des qp'i pour 2s1i<p.

On note (g p.159p pa1ee+ 2%, ne1) = (222950 52p)

n,n,]. "1,' ,1
g =g e

01302,. . "QN)

n.n,1 _ _n,n-1,1 _

L =9 '(Ll’LZ""’LN)
[Lj’Qk] =35 €A

Jok=l,. N~ [t qmme

et son déterminant est un semi-invariant de A

La matrice (aj k) est triangulaire par blocs

n-2,n+l° Son inverse est encore

triangulaire par blocs, & coefficients appartenant a (An-Z)E et on la note
(05, k)5,k=1, ...,
Pour tout p=2,3,...,n, on écrit explicitement 1a base

qp,p = (stpsl’Qp’p’Z’ oo ’Qp’p’znp)

L = ’ ve s .
et on pose 0,+=(Lp o2 Lo,pis ’LP’P.»?-"p) » L, = ’%p,p\ 2o, s o

c. .=1Q JeAE

sz p9p’2j'1’0p9pszj p'l

W7 (Qp,p,Z’Qp,pA’”"Qp,p,znp)
=(c-1 -1 -1
pp - (Cp’lqp’p’lacp’qu’p’3,- . -,Cp’anp’p,znp_l)

(q23q3"' . Sqn9p25p3" .. Spn) = (QN+1’QN+29' . SQMSPN+19PN+2" "PM)'

1. Dans tout ce numéro, Lj Ezp j et J>j est T'entier tel que
= p_l,p-l,l (15)
(Ll""’LJ) (2 ,zp,z,zp,s,...,zp’i) .
i. Il existe un unique élément LJ.€Kn "{q2,2’q3,3”"’qn,n} =

Kn'{PN+1"'"PM’QN+1’“"QM} tel que LJ.=LJ.-L3 commute aux Pk,Qk pour
k=N+1,...,M. En fait

(7) . L3€(Ap_1)EV{q2’23q3’39-0-sqp_l,p_l}'

(15) »n,1 ot
1'ordre opposé pour q , ce qui contredit 1a note (7). Toutefois,

ceci ne cause pas de confusion et donne un exposé plus clair.

On a abusivement pris ici 1'ordre lexicographique pour &
n,n,l1
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N
ii. L'€lément P& =7 bj k'VLé est un vecteur propre de 1'antiauto-
k=1 2

d.+1

morphisme principal t avec la valeur propre (-1) 7 o dj est la valeur

commune des degrés des bj (#0 pour k=l,...,N et de le.
On a
' p-1,p-1,0

p,2’£p,3""’£p,1}

et il existe

v €(Ap_1)E homogéne de degré dj-kl, vecteur propre de T avec
d.+1
la valeur propre (-1) J tel que tous les
PJ =Pj - \)j

commutent entre eux pour j=1,2,...,N.

iii. On a une formule d'inversion :

J
(8) LJ =2k_=—_1 aj’kv(Pk+\)k)+Lj
oll aj,keAz—l,m+1 si leqz,m et s'annule pour g<i ou =i et m<p.

2. Avec les nouveaux &léments de base Pl”"’PN définis en 1, on a
les relations de commutation canoniques
[Pj,Pk] = QJ-,Qk =(
[Py Qkd =5,

(9)

pour Jj,k=1,2,...,M

et on peut écrire sur cette nouvelle base

(An)E gn = (An’n+1)E[01302:- . ’QN] \;{QN'*'].,. . ’QMapls- . ’PM’ZO}

(10) )G n = Ao e e 1000050y v L0902 Qag o+ oQys
Ppaeee Pyl

3. Rappelons que Kn,n+1 =k(21,22,...,ZR) et Kn:=Kn,n+1(Q1""’QN)

sont des extensions pures de k qui sont caractéristiques. L'algébre de Lie
cq s n,n,1

bilatére Kn(z"!,n admet pour base ~(Zo,q2’2,q3,3,...,qn,n,e ) et nous

avons "diagonalisé”" cette base pour obtenir



I1.3.3

»P

(Zys Qs> Qans -+ > QyePpo - Py

Soient 21,22,‘. cesZps Xl’XZ’ - ’XM des indéterminées.

Compte tenu des relations (8) et (9), on peut définir algébriquement une
représentation © de ann par des opérateurs différentiels en imposant

les conditions :

d(Z,
n(Z;) = V-1 ( J)Zj (3=1,....R)

a(Q;)

X . (j=1,...,M)

"(QJ)z V-1 j

-d(Q.) d .
n(P;) = V-1 J & (3=1,...,M).

On a.alors

‘ 3 9
n((}n)ck(zl,...,zR)[xl,...,xN] vl Xy g0 s Xy ‘axl""’ 3XM}

et 1'image de (}n est constituée par des opérateurs différentiels
formellement antisymétriques de degré <1, a coefficients fractions
rationnelles dont les dénominateurs sont des &léments "semi-invariants"

E
en(A1,ne1)-

4. Le centre de 'bl(gn) contient A ., et celui de Jf((;n) est
€gal & Ky \4q- L'algébre (A q)p W (G ) s'identifie a

(An,n_'_l)E[Pl’- .. ’PM * 019- .. ’QM]

-~

- qui est isomorphe & une algébre de Weyl & 2M générateurs sur (An n+1)E'

5. Soit Leg,.. On pose
aj =“-st] = .<)‘(QJ'):L >QJ+U(Q3-:L)°
IT existe un élément o'(L) € (A1 n+1)E[Q1""’QM] de degré <2 en

QN+1""’QM uniquement déterminé modulo (An—l,n+1)E tel que

8'(L)=L -y a, P.-o'(L)

J J

=
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commute & Pl""’PM ’Ql""’QM'

On pose

Z%: aaT
[L,P-] = vP, +e.
i =1 BQk. ki

et on choisit

M M de e
(1) b =2 ey ‘21‘l§: aQJQQk+?FZ: LT Y

Alors 6'(L) est homogéne de degré 1 et fonction propre de t de parité -1.

Preuve de II.3.

Chaque élément Q est une combinaison g-homogéne de la base

p-1,p-1,0

PsPsd

{zp’z,zp,3,...,zp’p}, d un élément de Ap_1 v{Zo,z } prés.

Les propriétés 2, 4 et 5 de (P5 permettent de vérifier que cp j est bien

£

par c¢_ ., on obtient une

un semi-invariant de A_ .. Divisant
p-l Q PsJd

p9p’2j"1
base orthonormale symplectique.

1.i. Par construction, Lj commute déja a qp,p’qp+1,p+1""qn,n‘
On vérifie que L; est unique et donné par
M
LY =%: [L:»Q1vP -[L.:sP 1vQ
j N1 9 K k N k

et que L; posséde les propriétés annoncées.

1.41. Par la definition, ona [P},Q ] =65 , pour J,k=1,2,...,N.

n,l1

Tous les éléments de qn’ sont homogénes et vecteurs propres de v , par

suite la matrice [xn,n,l ;qn’n’l] a toutes ses colonnes homogénes de méme
degré et vecteurs propres de v , avec la méme valeur propre sur chaque
colonne. La matrice inverse possédera encore la méme‘propriété ; de plus, elle
sera triangulaire par blocs comme la matrice dont on est parti. En ce qui
concerne les degrés, la je colonne de la matrice inverse sera de degré

opposé au degré de la je ligne de la matrice initiale, le produit des deux

matrices étant la matrice identique.
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On peut aussi calculer 1'inverse en utilisant le fait que [2"’"’1 ;qn,n,l]

est triangulaire par blocs, ce qui donne

1 P"l sp"]- »0
Eje(Ap—l)E"{Q ’lp,Z’lp,3""’2p,i}‘

Détermination des vj.

Les vy se calculent pour les valeurs sucessives de p=2,3,..,n

Supposons les vy déterminés pour tous les indices j tels que
Lj €2p-1,p-1,1, c'est-a-dire pour les zq ; ol ggp-1, 25i<q.

Les éléments (Pl,...,PJ“ ) correspondants sont donc déterminés, et ensemble
p-1

avec  (Q75Qps...,Qy 1) =qp-1,p-1,1, ils satisfont aux relations de commutation
p—

canoniques. Notons (Ql’Qz""’QJ ) =qpsp,1 et (LysLyseeesly ) =gp’p’1.

P p
Comme tout Qj pour j >Jp appartient a un 9 ol k>p, Qj commute
déja a zp,p,l et la diagonalisation au niveau de 2p’p’1 ne fait pas
intervenir les Lj 'pour J >Jp. Nous allons calculer les Vs pour Jj =Jp_1+1,

J_ 4+2,...,J , c'est-3a-dire correspondants aux L € (2 D, 2’£p 3+

p-1 p rofp p1)

a. Un calcul similaire a 1.i nous donne un élément

L'3€(A _Z)Ev{Pla-n,PJ 9Q13---:QJ }

p p—l p—l

tel que Lj -Lj -Lg commute a q2,2,q3’3,..., et aux Pk’ Qk pour

qn,n

kgd Comme L; commute & QJ

p-1" p_1+1"”’de, en inversant la matrice de

conmutation qui n'a pas changé, on obtient des &léments Pg =P3 -vj ol

\ﬁ e(Ap_l)E (on peut remarquer par exemple que les relations [Pj’Qk] =6j,k

déterminent les &léments H&elﬂlv{zo,ﬁn’"’l} a un élément de Kn prés, et
1'examen de ce "terme constant" -vj donne immédiatement son appartenance).
b- On a P E(Ap l)EV{Q/p 29¢Q/p 33 p’p_lng,z,o..,qn’n,Pl,--.,PJp-l,

Zo} et cet ensemble est une a]gébre de Lie bilatére sur (Ap-l)E que 1'on
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note h .. Donc Cj,k.=[Pj’Pk] € ﬁ . Comme les Pj commutent & q2,2""’

9, n° Pl""’PJ . Ql""’QJ , il en sera de méme pour les C. ,. Des

“p_ 1 p-1 Jsk
relations P“,Q 1= J pour k=1,...,Jp les identités de Jacobi nous
donnent [Cj,k’QQ] =0 pour 5L=1,...,Jp et par suite Cj,k n'a aucune

composante sur (q2’2,q3’3,...,qn n ,Pl,...,PJ s 2 ) et

seeesd
p-1 p>2 psp'l

C. ,€(A

ik )E ; commutant de plus a Pl"“’P
bl

p-1 Jp-l’ Cj,k commute a Ep-l,Z

et appartient a (A )p d'aprés 637.

p-1,p
La dérivation définie par PE s'identifie a aQ , 1'identité de

Jacobi fournit

[P",C5 I+ [P4,C  T+IPE.C, (10

et la deux forme

est fermée, d coefficients polyndmes (les dénominateurs sont des semi-

invariants et ne dépendent pas des Qj).
Par une formule de Taylor Poincaré, on obtient sa primitive :

2 " ECJ ka ‘z‘r}: [P" J k]Q Q +'3—|“: [P"’[P“ J k]]QkQQ

s%sM
On vérifie que V3 =v3-+v3 est le terme constant cherché :
1'homogénéité et la valeur propre de <t proviennent du calcul méme de vj et

”3 qui se fait par des commutateurs "invariants" par essence ! Les relations
de commutations sont vraies car on a calculé une primitive de « sous la

forme I vl dQ
jJ

1.9ii. La formule d'inversion est celle de 1'algébre linéaire, avec en
plus les conditions de nullité des commutateurs. Elle peut s'appliquer d'aprés

[.14. Par ailleurs, si Q €q, 1, [L;,Q1=0 si L€ h__1, ou. ce qui
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revient au méme, [Lj’QkJ =0 si Lj exp ;

3

et leqﬂm avec m>p. Par
ailleurs, si m=p, les valeurs & =p+l,p+2,...,p-1 donnent encore zéro

d'apres (?5.4.
D'apreés 1?5.2 et du fait de la nullité sur E;n de tous les poids, on a de

plus [Lj’Qk]EAz—l,mﬂ. si QqusL,m’
2. Ce sont des formules de changement de base.

3. La reprééentation n s'obtient par prolongement algébrique et ceci
est possible grdace & 1'indépendance algébrique des générateurs Zl”"’ZR’

Ql""’QM s Pl:---,PM.

Sous 1'action de 1, les générateurs sont des vecteurs propres et leurs
images sous n sont aussi des vecteurs propres pour le passage a 1'adjoint
formel, avec la méme valeur propre.

Comme tout &lément de % n est vecteur propre de 1 de valeur propre -1,
on conclut facilement que TI(SWJ est formé d'opérateurs différentiels
antisymétriques. Le reste de 1'assertion s'obtient par inspection des

formules algébriques de prolongement.

4, Cette assertion est facile. On prendra garde au fait que le centre

doi ali
n.n+l car on doit Tocaliser par un

semi-invariant. En fait, (Ah’ml)E contient le centre de Qk(%wﬂ et on peut

de U( %n) n'est pas toujours égal & A

méme se contenter de localiser par les multiples d'un méme élément semi-

invariant.

5. L'algébre
(A1) % = Aoy e Q- s O T vlay (g Quagoe- o0y o Praes 0Py L}

est caractéristique. Sous 1'action de Le¢€ g , ONn a

M
[L,Pi]= g ai,k v Pk+e_i
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00 e5say € (R g ni)ElQpse s Qyd viQyqse oo QyuZ 3
En effet, d'aprés (10} 1'algébre (An-l,n+l)E[Q1""’QNj V{QN+1,...,QM R
PiseeesPysZ ) est %rstablg, d'od 1'assertion.

On a a; =[L,QJ.] e(An-l,n+1)E[Q1""’QM] et d'aprés 1'identité de

Jacobi
M .
Oz[La[P.laQJ]] =[E a‘i,k"Pk+e1' st]"‘ [P1an]
d'ol
9 a a
8Q; 57 T
- On a encore
M M
0=[L,[P1.,PJ.]] =[§=__1_ ai’kka+e1. ,PJ.] + [P1. ’Zk—?—l' aj’kka+ej] =
Z%E: aai K aaj K aej aei
= (- = 4 = YvP, 4 -
=T an aQi k aQi an

et compte tenu des identités de Schwarz

de. ae,
.1 .9

aQi an !
M

la 1-forme Z:;; eidoi admet donc une primitive donnée par (11).
1=

L'unicité modulo le centre du polyndme R'(L) en Pi et Qi tel que

' (L) =L -R(L) commute aux Pi’Qi est bien connuepour les algébres de Weyl.

Enfin, la vérification de 1'homogénéité et du comportement sous 1'action

de T se fait comme auparavant.

Compte tenu du fait que les e; sont des fonctions affines de QN+1""’

QM la primitive est au plus fonction quadratique de QN+1""’QM'
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IT1.4. La partie non nilpotente.

On prolonge 1'application ¢' de 11.3.5 par Kn,n+l-1inéaﬁte a Kn,n+15;‘

On a

1. ei((%n) C:(An-l,n+1) v{Zo’qn,ml}

2. e'((An-l,n+1)E(5) est une algébre de Lie bilatére sur (An-l,n+1)E

qui est égale au commutant de Pl""’PM ’Ql""’QM dans

(An—l,n+1)E vg,+ (An-l,n+1)E[P1”"’PM ’Ql""’QM]' Elle admet pour base

(Zo,qn’n+1,e (22,1),9'(£3’1),...,e'(zn’1))

et tous les commutateurs des éléments de cette base appartiennent a

Zo} <k

(An-l,n+1)E v{qn,n+1’ n,n+l’

3. Le commutant de K dans e'(Kn,n+1g,) est une algebre de Lie

n,n+l

sur Kn nt1 €t Kn contient son algébre dérivée. La forme bilinéaire ®
b ]

Jn+l

a valeurs dans K définie par le crochet sur 6l(Kn,n+1E}) xk{Zl,..,ZR}

n,n+l

est K Tinéaire en la premiére variable. On choisit (Sl,..,s c

nyn+l g)
(zz’l,...,zn’l) telle que (e'(Sl),...,e'(Ss)) soit une base d'un conoyau
de ® dans le premier espace. Pour tout SE(Ry 1sevesty 1) on note 6"(S)

1'unique élément de e'(S)-l-Kn’n+1 v{e'(Sl),...,e'(Ss)} qui commute a Kn,n+1'

Alors 0"(S) est homogéne de degré 1 et vecteur propre de +: de parité -1.

Une base du commutant de Kn,n+1 est (Zo,e"((zz’l,...,zn’l)~\(Sl,..,SS)))

(16)

et par diagona1isatidn symplectique au sens de I.12 on obtient une base

(Z.,Z 2z

0’“R+1°""°"r ;ﬁ4+1’QM+1”"’Pm’Qm)
du commutant qui est symplectique, (Zo’ZR+1""’Zr) étant une base du centre
et tous les vecteurs de base étant homogénes et vecteurs propres de T avec
la méme parité que leur degré .

On a d(Pi)-fd(Qi) =1.

(16) I1 n'est pas nécessaire d'étendre le corps de base puisque 1'algébre

dérivée est KX .
€ € n,n+l
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4. On note R'(Si) =Si -6'(51) et ,R(Si) 1'unique élément de

. (17)
R (Si)'+Kn,n+l v{PM+1""’Pm’QM+1"'"Qm} tel que

e(Si) = S1. -R(ST.)
commute a Pl""’Pm ’Ql""’Qm‘
Alors, pour tout i,j=1,...,s

[<3(5.1.),e(sJ.)]EKn’n+1

et 6(51),...,6(35) définissent des dérivations de Kn,n+1 qui sont

indépendantes et qui commutent entre elles.

Les éléments e(Sl),...,e(SS) sont homogénes de degré 1 et vecteurs

propres de <t de parité -1.

5. On prend des indétemminées supplémentaires Zpp1re e s ZpaXygere e 2 ¥y

On prolonge n définie en I1I.3.3 en posant

d(Q;
n(Q;) = V-1 Q) X (i=1,...,m)

-d(Q;)
m(P) = VT 52—1
d(Z.
"(Zi) = /-1 ( 1) Z,.
On note 4(z.)
J

k -
‘3(31‘)”"%-_; m([84251) V-1

o
BZ_i

=~

Te champs de vecteurs & coefficients rationnels défini par Si‘

Alors les champs 6(51),...,d(ss) sont homogénes de degré O, commutent entre

eux et définissent des opérateurs différentiels formellement antisymétriques.
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6. On note ci,j="[e(si)’e(sj)J€Kn, . On suppose k =L.

n+l
En position généra]e,(d(Sl),...,d(SS)) définit localement une variéte
intégrale de dimension s et les équations

(17)

6(3.)0j-6(5j)0i=c. (1,3=1,...,s)

i i,]

admettent localement des solutions Gpseees0 fonctions analytiques de
ZyseeesZp-

On peut alors prolonger Tt en une représentation fidéle de E} en
posant
“(Si) =oi-+n(R(Si))-+6(Si), (i=1,...,s)
et m représente %, par des opérateurs différentiels de degré au plus 2 et
ces opérateurs sont formellement antisymétriques Torsque les "fonctions o
sont des fonctions propres de t avec la parité -1", ou, ce qui revient au

méme, lorsque les "“fonctions oF sont antisymétriques".

7. On note (Sl""’ss+2(m-M)+r-R) =(£2,1’23,1”"’2n,1)'
Soit “1(51) 1'unique &lément de G(Si) +"(Kn,n+1) viZp gseeraZpaXypgoeeesXyo

9 9
Jeoc e
axM+1 axm

} tel que "(Si) '"1(51) soit un opérateur différentiel en
ZyseensZpaXysesssXy
. Pour toute combinaison k(zl,...,zR)-linéaire des "1(51) qui annule

les dérivations G(Si), les coefficients des termes restants sont invariants

sous 1'action des G(Si).

La représentation linéaire m, est fidéle sur Kn,n+1' {22,1""2n,1}'

(47) o
Les fonctions o; sont calculées pour que les e(Si) -0, commutent

ensemble . Sur 1'exemple de 1'algébre de Dixmier [4], on voit que
les o; ne peuvent pas toujours &tre pris rationnels ou algébriques.
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Preuve de II.4.

1. On voit que 6' s'obtient encore par les mémes formules de I1.3.5

lorsque 1'on prolonge & K et 1a linéarité est évidente.

n,n+l
Comme €' s'annule sur Pl""’PM ’Ql""’QM’ 1'assertion résulte de (10).

2. Toutes les assertions, sauf la derniére, sont faciles.

Soient Si’sj 6(12,1,...,2n’1). On sait que [Si’sj] € %rr

On a donc en notant 6'(Si) =S -R‘(Si)

[6'(34)50" (53)1 =15;,8,1 - [S5,R"(S5)1+ [S,R! (S5)T+ [R'(S;),R" (S5) 1 €
€Ky e [ProeeeoPyy s Qg e syl

et commutant a Pl"“’PM ’Ql""’QM’ 1'é1ément [e'(Si),e'(Sj)] appartient

nécessairement a Kn,n+1'

Notons (Sl""’st) =(22,1""’Rn,1) et prenons pour i=1,2

t
T, =6T_Ixi’jve'(sj) (A5 €K%0 ne)

deux éléments du commutant de Kn,n+1'

On a
t

t
[T,,T,] = Ay sh, L v [0°(S.),0' (S, )1+ Ay s[8'(S:)sn, L1 v
1°°2 §§;=1 1,72,k J k %;E=1 1,3 J772,.k
6'(S4) "\z;k[e'(sk)’xl,j] v e'(SJ.)
et la derniére somme s'annule puisque T1 et T2 commute & Kn Nl

On conclut que [Tl’TZ] eKn,n+1'

La forme B et 1'application 6" vérifient bien les propriétés de

Tinéarité énoncées.

La diagonalisation symplectique dans notre cas n'utilise que des

coefficients dans K et partant d'une base convenablement ordonnée,

n,n+l
donnera directement PM+1’QM+1""’Pm’Qm puis ZR+1""’Zm en dernier. Elle

conservera comme auparavant les propriétés d'homogénéité et de t-variance.
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La relation d(P )-+d(Q ) =1 est générale et résulte de la

conservation du degré par % et de [Pi’Qj]=

4. Pour tout S€£’=(22,1’23,1’”"2n,1)
rappelons que
S
8"(S) =0'(S) +7_ u:(S) ve'(s.)
j=1 ¢ J

et les coefficients uj(S)€l< sont uniques lorsque 1'on impose a 6"(S)

n,n+l

de commuter & K Pour tout Si €%, on a

n,n+l’

[8'(Sh0"(S)1=T0"(S,),6"(S)] +: ['(S3),u(S)T v o' (S5) +u(S;) v L0'(S;),6'(S5)]
o1

nn+1+Z[6 RTOIRTHEN

et la commutativité avec K impose alors

n,n+l

(12) [0'(S;),0"(S)T €K s

I1 en résulte immédiatement que si S et S'€L%, ona

(13) [6'(S;),10"(S),6"(S")1k0

et Ta diagonalisation symplectique utilisée pour déterminer

ZR+1""’Zr ’PM+1""’Pm ’QM+1""’Qm

ne fait intervenir que des coefficients qui commutent a e'(Sj).

En conséquence, puisque (12) a lieu, on aura aussi

[6'(S ) P JeK

n, n+1
[el(si)’Qj] eKn,n+1
et
(14) R(S %1[6 Q 1 vP - [e'(S, ),PJ.] ij

convient. L'unicité est évidente.

) =S, - ) EB'(S;) + v{P
Comme e(SJ) SJ R(SJ) €o0'( J) K {

n,n+l ISERRERLEL VS EREREL

on voit que
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[e(si),e(sj)] € [9'(51)’9'(53')] +Kn,n+1{zo’PM+1""’Pm’QM+1""’Qm}.

et commutant & Py 4s...5P 5 Qy qs-.-5Q,, cet €lément doit appartenir & Kn,n+1'

L'identité de Jacobi donne a partir de

[06(54)46(5;) 1K, g =0

n,n+l

la commutativité des dérivations définies par e(Si) et e(Sj).

La derniére assertion ne présente pas de difficulté parce que R(Sj) se

calcule avec des commutateurs.

5. Ces propriétés se démontrent a partir de la transformation sous

1'action de <t comme auparavant.

6. Les e(Si) définissent des dérivations K indépendantes de

n,n+l

K donc les champs de vecteurs 6(51),...,6(55) sont Tocalement

n,n+l’
indépendants. On peut donc trouver un changement de coordonnées locales.

(zl,...,zr) — (.yls-'-’.yr)

9

qui est analytique localement et qui transforme G(Si) en 3y
i

Les relations de Jacobi donnent alors
)

9
5};'"(Ci,j) + Ssq-n(cj,k) y n(Ck ;) =0
et la forme
s
w = n(C. .) dy. ady

est fermée.
S * 3 3
Soit @ = Z Gidyi une primitive locale de w.

On a alors

3 :
D 5. -2 s =n(C.
X o5 ayJ o = (

Vérifions que m se prolonge alors en une représentation de e}

,J)

On a
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C 5= 85 = R(S;)58;7R(S )T =[S = R(S;),R(S;) 1+ [S;-R(S;).S,]
= -[8;-R(S3).R(S7)1 + 185,851 - [R(S;),85-R(S,)1 = [R(S)4R(S;)1.

Comme e(Si) =Si -R(Si) commute aux Pi’Qi’ la seule action de e(Si) sur
R(Sj) provient de 1'action de Si sur les coefficients de R(SJ.)EIKn’n+1
[PysevesP »Qy5...5Q 1 et s'identifie avec Ta dérivation définie par e(Si)
dans Kn N1’ et cette dérivation est justement représentée par G(Si). On a

donc

m (IS5 - R(S;),T(S)1) =8(S;).m (R(S,))

d'ol
"([Si’sj]) ="(Ci,j) +6(Si)‘n(R(Sj)) -6(53).n(R($i))+
+n([R(Si),R(Sj)])
= hr(R(Si))-rd(Si)-+oi,‘n(R(Sj))-+6(S

j) oj]

et w est bien une représentation de 3 .

Que m soit fidéle, on s'en convaint facilement.
Tous les autres termes étant déja formellement antisymétriques, pour que
"(Si) le soit, i1 faut et i1 suffit que les fonctions o Tle sont.

1

7. La premiére assertion résulte de (13) et (14).

La deuxiéme assertion résulte des changements de bases de II.4.3.



II.5. (as des algébres réelles.

Dans les constructions précédentes, on peut, en utilisant un changement

de base a coefficients semi-invariants, d'obtenir les bases & . et q

i,p p,i

globalement invariantespar le groupe de Galois de € sur R.

Reprenons la démonstration de I1[.2.

Le paragraphe a) introduit
Y= [L ;Qp,p-l,o ;qp—l,p,o]

Y= [L; gP»p-150 ;qp—l,p,o]
et Y sera conjugué de =Y si gPsp-1,0 et qp-l,p,o sont globalement

invariants par conjugaison complexe.

Les corrections de commutations (voir d) et h)) se faisant par intermédiaire

des polyndmes de Taylor-Poincaré n'altéreront pas cette propriété.

Le point central de la construction est donc le choix de zp o en e)

des & et en (Jj) et il faut pouvoir prendre 2 et

. 9. . 2.
Psd JsP Psd J»sP
globalement invariants par le groupe de Galois. Ceci pourra se faire lorsque

1'on se permet des changements de base utilisant des coefficients semi-

invariants.

' ix de &_ .
e') Choix de D.p

Par hypothése de récurrence, supposons que la construction a été possible

p-1l,n+l,0 Zn+1,p—1,o

pour q et

du commutant de E

I1 nous faut trouver une base sur K p-1

p-1
invariante par conjugaison et plus précisément, une base d'un conoyau de la
forme bilinéaire définie par le crochet et une base de son noyau, toutes
deux invariantes par conjugaison.

On 1'obtient comme suit :

Choisissons un sous-ensemble {Ql""’Qa} provenant de {Ll""’La}’
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stable par conjugaison complexe et engendrant un sous espace ou le crochet est

non dégénéré, et prenons le maximal pour ces deux propriétés.

Si 1'espace engendré nfest pas un conoyau de la forme bilinéaire il
existe Q et Q' tel que (Q,Q',Ql,...,Qa) soit encore une base d'un
sous-espace symplectique. Par une diagonalisation symplectique, on peut
supposer que Q et Q' commutent & Ql""’Qa‘ On sait que (Q,Q',Q,Q")
n'est pas la base d'un sous espace symplectique, i.e.

(Q,Q'1 [Q,Q']
[2,Q'1 [0,

et que Q et Q' ne sont pas tous réels ou wmaginaires purs.

=0

Posons Q =Ql-+i02
Q' = Q] + 10,
et [Qi’Qj] =a,i’j.
Notons X le poids de Q et A' 1le poids de Q'.
On a a a
11 12 ‘= 0.
41 222

Supposons Q1 et Q2 #0, avec par exemple a4 #0. On a alors

31213, _ Atiagpti(antiag,) .01
4517135,  app+iagmi(ay+idy,) 591

311139
17"

_ i
1

et cet élément est un semi-invariant de poids A-A.
On peut écrire

a11-+1a21 =AC,
3y -ia21 =AC

P-lontl et que

ot A,C sont des polyndmes homogénes en q
(A,A)=1 et C=C.
Alors

est de poids A -2

31 | x>

et en fait A est un semi-invariant. En effet, si TE€ %, on a
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T, 87= <(0-7), 752 SAIT,AT-AIT,AI= <(a-7),T > AR.
A A

Comme A divise Te second membre, il divise aussi [T,A]
Comme [T,A] est homogéne de méme degré que A, nécessairement
[T,Al=cA o0 a€l.

Donc

[T,=1=(a-a)

=TI 3~
p Il

=<A-XJ>§
A

et T — o est une forme linéaire ayant 1a méme partie imaginaire que A.

En conséquence, AQ est de poids réel. De méme, on peut choisir A' tel que
A'Q soit de poids réel, ce qui nous permet de compléter notre base en une

base d'un conoyau de la forme bilinéaire alternée(avec Re AG ,ImAG .. ).

Une base du noyau s'obtient alors par diagonalisation symplectique.

Cette démonstration se transpose facilement au cas de zp j et zj b et
) b b

nous omettrons cette traduction.
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Exemples et Applications.

[4] .

1°) Le Groupe de Mautner Base: (e,€q,- e

[e,>e,]=e [e,,e,] =06e
1772 3 1774 5 O irrationnel
[e13e3] =-e2 [elses] ='ee4

h1,2: (ez,ea,eh,e5)= Ja,pa—> (ix2,1x3,1'x4,1'x5>

Ez,i ‘» 6 fzﬂ"(eq)
.= d _ d d d
mle) F =Xy X Tt X X, O X4 dx
i@ X XpdX, = XodX
Orbites : On pose Xx,+ix,=p,e ! tg @ =3 ; do, = 23 372
277371, » 1 x 1 2. .2
1(92 X3+X2

2
x4+1x5=pze R tgcfz_-_é_::
d d
n(e)=-(g—+6 +—).
5 do, do,
Orbites : exp tn(el) f (pl,pz,el,ez) = f (pl,pz,el-t,ez-et)
= Counbe spirale sur le tore Ix I ; partout dense puisque. & est
irrationnel.

(41,

2°) Le Groupe de Dixmier Base: (e, - es)

[el,e4] =ep [ez,esl =e,

[e,,e,] =e
- _ 1°72 3
[e1995] "'e4 [ezae7] - 96
hi2 + (83724285286287) = Q4 mus
5'2,1 . g8 £211=@19e2)
. (e3,e4,e5,e6,§7) —_— (1’x3,1'x4,1’x5,1’x6,’1'x7)
e, — X d - X d +2
1 SW 48’% 1
| d d
& = X ax %6 qx; e
6 7
10y d
Passant en polaires : x4+1x5=p1ew e, —> _—dTpTl'H‘l
o 2
Xg *1x7= 28 e, — otk
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Pour avoir [el,eZ] = e, il faut prendre ng Xl - gwl Xz = 1x3 et la solution
avec Al,kz rationnels n'existe pas. Par exemple, si Xl est rag;onne? (i.e. fonc-
tion rationnelle de plcosel, ’plsinel R pzcose2 s pzsinez) —§Ei=R est aussi
rationnelle , donc
8A2 _
—§GI-= -iXg + R

et XZ ne peut pas étre périodique de période 2Il en @) -

En effet, intégrg;t sur une période, on a

. 2
0 = —— dp, = -i2 x4, + [“ Rdo
J, T8 “1 3 g

A
. 2 2T 2m 2m, 2 2

ix,dn" = Rdy dp, = [* [ —— do, do, = 0.
3 J Ry I, %2 =1 1 " 7o, 9% 99

( ce raisonnement laisse & désirer & cause des problémes de divergences ).

Une solution non rationnelle est possible avec : Aj = ix3 @, et Ap =0 .
3° Le groupe de Pukanszky [4]. Base: (el,ez,...,elz) I

[el’e2]=e3 s [elae5]=e6 s [e23e5]=e6 s [e4ses]=e6 > [el’ef]=68 s [61,68]=—e7 .

[323e9]=3e103‘[ezse10}=‘)e9 ’ [e4se11]=912 ’ [e4,e12k-e11 .

h 1,2 ° 91,41 = (e3:8g:87.€g.8g.810.8115€15) > (iX3,8xg,...51%) )

hoo © et = (&) ~ (ixg) 5 5 1 = (esep.ey).

S () . —n alo3 . n al@
On pose x,+ixg=pje "% , Xgtixg=p,e "2 5 X +ixq,=0,e 4,

17 "t YR M

La présence de la dérivation 5%— ne permet pas non plus de trouver une solution
. ' 5

rationneT]e; On peut prendre A2= —ix3®1, A1= A4= 0 pour représenter la relation

[el,ez] =e3 .
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II1. Transformation de Fourier Plancherel dans le cas nilpotent [5]

[IT.1. Soit G un groupe nilpotent réel connexe et simplement connexe
d‘algébre de Lie (g} . La construction II s'applique pour g’ avec %=gzn.
soit e=(s",07) ou

+

L =(2 s 2

N1 o+ e Lot e 12 fn-1,40 2 22, el 242 40 % )

L = (Q,n’_azn’n_ls- --’Qn,2>2n_1,_9-- -994”_1,29-’-922’_)‘

Elle permet le paramétrage de G par t eR* comme suit :

. _ %
S t"(tL)Lez € R”, on pose

g(t)= 1T exp tL.L
Leg

ol le produit m dans G est ordonné par 1'ordre de ¢
Les ’

et tL — exp tL.L est le groupe a un paramétre de générateur L.
Le paramétrage t —> g(t) est un difféomorphisme et la mesure invariante
de G peut étre prise égale au produit extérieur

A dt

leg L

II1.2. Les opérateurs différentiels n(L) sont formellement

antisymétriques, du premier degré@ par rapport aux variables XqseoesXys 8

coefficients polyndmes en X s- 05Xy et fractions rationnelles en
21,- “ .’ZR.

Soit A Tle jacobien du changement de base triangulaire
‘2 — (Zl""’ZR ’Ql""’QM ’Pl”'°’PM)‘ |
On sait que 4 est un semi-invariant (donc fonction rationnelle de Zl,...,ZR)
qui est égal au produit des facteurs Dp ik des formules (4) et du détermi-
nant Arun,o ; A est donc en fait un polyndme en Zl""’ZR et §=n(a)
est un dénominateur commun des w(L).



I11.2

Pour tout LE€E g, (L) est antisymétrique a domaine dense agissant dans
1'espace de Hilbert # des fonctions de carré sommables en les variables
ZyseeesZp s XqseensXy poOUr la mesure

[8]dz; .. . dzpdx. . .dxy.
Comme w(L) ne comporte pas de dérivation en Zqs---sZps pour tout z =(21""ZR)
qui n'annule pas &, on peut aussi considérer mw(L) comme agissant & z fixé
dans

L 2M
b, =L°R",dx,. . .dxy)

et nous Te noterons nz(L).

Dans les deux cas, m(L) et nZ(L) définit un groupe continu a un

paramétre d'opérateurs unitaires que 1'on notera
expt m(L) ou exptm (L).
Ces groupes seront donnés explicitement plus loin.

On a alors les identifications

®

A R AED

LRR z

et
-0
exp (L) = JRR exp tgé(L) du(z)

ol la mesure du(z) est égale & |5|d21---dZR-

Comme mw est une représentation de E} » on obtient une représentation de

G en exponentiant, d'ol la définition de

w(g(t)) (noté encore abusivement mw(t) en identifiant t et g(t))

comme le produit ordonné des exp th(L) pour LE€Qg.
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I11.3. Théoréme.

Pour tout z tel que &(z) #0, L est une représentation unitaire,

continue et irréductible.

Si ¢ est une fonction sur G qui est ¢ a suppor?t compact,
1 'opérateur
my(0) = (the(t)dt

M

opérant dans 3@z==L2(R »dx)

est donné par un noyau @ & décroissance rapide et & support compact en

y pour tout x fixe.

En particulier, nz(m) est tracable et on a la formule de

Fourier Plancherel.

(2n )™ Ro(0) = JRR du(z) Tr (o)
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I11.4. Calcul des opérateurs exp tm(L).

Les bases partielles Qp,i sont affectées de 1'indice p que nous
désignerons comme indice de ligne et de 1'indice i que nous désignerons
comme indice de colonne, alors que (p,i) sera désigné comme hauteur. Ces
mémes termes seront utilisés pour les éléments de la base, pour les paramétres
indexés par ces éléments comme en III.1, et méme pour les variables correspon-

dantes grdce @ la transformation triangulaire (voir formule (4)).

La relation d'ordre Texicographique sur les transposées des hauteurs

sera désignéen terme de hauteur : plus basse, plus haute, de méme hauteur etc..

La forme générale de w(L) lorsque L.Egp ; provient de 11.2 et II.3 :

P.i)
TT(L) =aL+ aJ—a‘)T

J J
ol chaque aj (J#L) est un polyndme en les variables Xy de ligne plus
petite que la ligne de x. et de colonne plus grande que celle de x

h| 3

1)
a) Lorsque p>i, ﬁf: est une sommation sur les indices j dont la
J

variable xj est non plus haute que (i,p) et 3 est un polyndme en les
variables X de ligne <p. (Bien entendu, on omet abusivement de mentionner

un dénominateur en Tes variables z, de Tigne <p (et semi-invariant)).

ps-)
b) Lorsque L Gzp s est une sommation sur les indices j tel
’ J
que xj ne soit pas plus haut que (p,-) et pour les variables Xj de
hauteur (p,-), seulement sur les indices j dont la variable X5 précéde

L(lg) pour 1'ordre de zp b 38, contient de plus éventuellement un terme

linéaire en ces mémes variables, & coefficients rationnels en 2y de 1ligne <p.

Pst) P,-)
¢) Lorsque L.ezp 4 est Te méme que pour s
? J J

(19) On &fra encore que X5 est plus basse que L.
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mais a contient un terne Tin&aire en les variables X5 de méme hauteur

que L et qui précédent L, avec un tenme non nul en Xx, variable

correspondant a L.

) 1,p (p»>p)
d) Lorsque 1 >p, est égal & > , seul a, change par
J J
adjonction d'un terme linéaire en les variables xj de colonne  <i-1 et

de ligne <p et d'un terme non nul en la variable x qui correspond & L.

Les cas a et b sont désignés par le qualificatif "de type 1" et les cas c et
d par celui "de type 2". Dans ce dernier cas, la forme de w(L) traduit Ta

substitution triangulaire de II.2.

L'act1on de exp tw(L) se traduit par le champs de vecteurs

Pl
g:: aJ 52—. Ce champs, que nous dirons de ligne p et de colonne i
J

comme L, Taisse invariant les variables plus hautes que L.

Dans le cas de type 1, on sait de plus que pour tout xj de colonne 1,

aj est un semi-invariant.

Ces considérations permettent de calculer facilement le groupe a un

paramétre de déplacement sur la variété définie par D, que nous noterons yD(t).

Soit x =(xj) (sous entendu : 1'indice j variede 1 & M).
Sur Tes variables X5 qui sont de colonne 1, Ta transformation est une pure
translation (car aj semi-invariant, donc invariant)
(vp(£)X); =x; +t ay.
Sur les variab]es xj de colonne >1i, Te groupe n'agit pas.
Comme pour les variables Xy de colonne 1i-1, les coefficients a, ne
dépendent que des variables de colonne >1, ak(yD(t)x) est un polynéme en t

déja déterminé qu'on note ak(t) et on a alors

3 2
(vp()X), =%, +ta, (1) - 37 ¢ ak(t)+§T§{Z a, (t)...



I11.6

et cette méme formule, toujours valable, permet de déterminer 1'action de
yD(t) sur les variables de colonne de plus en plus petite, et finalement

de calculer YD(t).

On vérifie que 1'on a pour tout f’ELZ(dx)

exp t D f(x) =f(yD(t).x)
(on a noté dx==dx1dx2 ‘i s dxM).
On calcule facilement 1'action supplémentaire diea aL.
t

Soit o(x,t) =I a (1p(s)x)ds. Elle vérifie & o(x,t) =a (v5(t)x)
0

d'ot finalement
(20)

exp t(aL+D)f(x) = eé(x’t) f(yD(t).x).

On peut vérifier par un simple calcul de dérivation, que ce groupe a un

paramétre a bien pour générateur aL-+D.

Un cas particulier qui sert pour la suite est celui ol le point x =x°

annule le champs de vecteurs D. Alors x° est un point fixe pour YD(t) et
o(x,t) devient aL.t d'ou

t

a
L f(xo).

exp t(aL-rD)f(xo) =e

(20) Nous noterons aussi yD(t) =yL(t).
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II1.5. Forme générale de ﬂz(t).

L'opérateur nz(t) est Ta composition des opérateurs unitaires
exp tL m(L) suivant 1'ordre de 2. On voit immédiatement qu'il est de 1la
forme
m(0F(x) =e? 2Py (1) x)
ol ¥(z,x,t) est obtenue par additions des phases partielles (sur lesquelles
des YL(t) agissent) et y(t).x est le point obtenu par action successive

des groupes a un paramétre :

Y(£).x = T 7y (t).x.
Lep, b L

i. Changements de repékes et de paramétrages.

Pour séparer les deux types d'action : déplacement sur la variété
et multiplication par une phase, nous allons faire un changement de variable
(de base et de paramétrage) que nous dirons 1ié au point (zo,x0)6152XRM fixe,
verifiant §(z°) #0.

Soit l.Ezp’i.

Si L est du premier type, on pose L'=L
Si L est du second type, il existe une unique combinaison &p_l-linéaire
d'éléments de base L" de ligne <p et de premier type tel que

L'Z a ||VL"
Lll L

commute a Kp. Evaluant en (zo,xo), on obtient
Vo 0 0y u
L —L f" aL"(Z ,X )L € hp,z.

On dit encore que L' est du second type.

Le changement de base de 2 en &' dé&fini par L — L', qui est 1ié

au point (zo,xo), définit aussitdt un changement de paramétrage de G au

sens de III.1. Pour tout t' er” » posons de méme

g'(t') = m exp tL..L'.
L'es!
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Pour tout tGRK, il existe un unique t' erR"  tel que g'(t')=g(t). La
correspondance t —= t' est analytique ; en fait, elle est polyndmiale et

définie par

t =8(zo

,xo,t)

ol B est un polyndme en zo,xo,t, hormis un dénominateur multiple de a(zo).

ii. L'&lément g(t) s'écrivant g'(t'), on peut alors calculer facilement

ﬂz,(g'(t')) au point x°.

En effet, puisque tout L' de type 2 induit un champs de vecteurs qui
est nul en x°, 1'action de exp‘tL. n(L') est simplement un changement de
phase. Comme tous ces exponentielles agissent en dernier, compte tenu de 1'ordre
de & (ou de '), on a décomposé 1'action de g(t) en un déplacement sur

1'espace des variables x suivi d'une multiplication par une phase.

=~

Compte tenu de Ta forme spéciale des groupes d@ un paramétres de
déplacement, 1'application

l) —_— n(1) YL.(tin)XO=Y(1)(t'(l))XO

L'eg!

g
définie pour t'(l) = partie de type 1 de t' et avec n(l) = produit
» L'es!
ordonné seulement sur les composantes de type 1,
est un difféomorphisme quel que soit x° verifiant a(xo) #0. Comme chaque
exp t . w(L') pour L' de type (2) introduit en plus un facteur, le

résultat final s'écrit

aL..tii +(I>1
n(9(8).F(x°) = e fyH e ()0

2) est une sommation seulement sur les L' de type 2 et 2 est la

phase provenant des exp tL‘ m(L') de type 1.
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Les fonctions qui interviennent ici sont toutes polyndmiales en zo,xo,t,
hormis un dénominateur multiple de é(zo).
Remarquons enfin que yl(t'(l))xo =y(t).x traduit 1'action de g(t) sur

la varijété RM.

II1.5. Preuve du Théoréme.

Soit ¢ une fonction C a support compact sur G.

L'action de = 0(cp) est donné par
z

Z(z)a .t
L L'"L
e

G

.+’(I>1

o (0).F(C) = J £y (D (£ (M0 () dt.

Notons t' =(t'(1),t'(2)) en séparant les parties de type 1 et 2 et posons

y=Y(1)(t'(1))xo.

On fait Te changement de variable

2) 2)

t — (t,t'(z)), d'odl t= (t(l),t( ) fonction de (y,t’( ) dans

1'intégrale, d'ol

2(2) a t',-+®1

et (1) 4(2)
JPOUCORS (et ol M) gy o)
z v s

et cette formule donne 1'expression du noyau définissant m 0((p).

Z
5(2)3

P )
o 0 _ K L' 1 2)
K(p(Z s X ,,V) - e

D(t(l);t(
p(y-t* (%)

o(t(1),£(2)yqp (2),

Les changements de variables sont analytiques hors de 5(20) =0 et le

Jacobien aussi, car 1 fait au plus intervenir des dénominateurs multiples
de §(2°).

Puisque ¢ est Cf a support compact, le noyau sera ¢” en dehors

de a(zo) =0.

La décroissance rapide en les variables x° et 2° (Toin de 8(20) =0)

du fait

provient’aﬁé les éléments Qi et Zj de 1L(%,) sont diagonaux dans la



d(Q.) d(Z.)
représentation et de “valeur propre" -1 1 X; et V-1 J zj, et
on obtient au moyen d'integrations par parties convenables

d(Q.)
0 .0 v i’ o 0.0
K WX sY) = V- . K WX YY) ...
Qiq)(z X ,y)=v-1 X; q)(z X75Y)

Revenant & 1'expression initiale
ma@)f 0 = | EX et at
v

on voit que pour X =x° fixé, les points +y(t)x pour t dans Te support de
¢ appartiennent & un compact dépendant de x°. Le noyau Kw(zo,xo,y) est

donc nul si y n'appartient pas a ce compact.

Donc nz(m) est tracable et sa trace est égale a 1'intégrale diagonale
de son noyau.

Cette intégrale s'évalue facilement :

(2)y ¢
X 't +
0 o 0 J‘eLl L L <I)]. D(t ) t(2)

2
K (z JXO,X0) = o, t'(z)) ] )

yat (2)

1)

Si 1'on fait y =x°, la relation x° =y(1)(t'(1))x0 implique alors t'( =0,

donc tous les opérateurs exp tL' w(L') qui sont de type 1 se réduisent &

a

1'identité et en conséquence, 2q5 qui est la phase diie & ces opérateurs,

s'annule. I1 vient ainsi
$(2)y 4 )
K (zo,xo,xo) = JeL| L D(t( ) ( )) w(t(l),t(z))dt‘(z)
| D(y,t'(z)

) y=x°
et ceci n'est, d peu de chose pré&s, qu'une transforamtion de Fourier ordinaire

en les variables t'(z), de la fonction
o(t(1) 4(2)
D(y,t"z))

) m(t(l),t(z)) oll t(l) et t(z) sont des fonctions
| y=x®
analytiques de (y,t'(z)).

La forme spéciale des fonctions a été rappelée en III.4.a) c) et

at.
d). En particulier, 3 est une fonction linéaire des variables de ligne
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1a plus grande.

Pour les variables de ligne n, on a donc une transformation de Fourier
ordinaire, d'autant plus que le jacobien et les fonctions t(l),t(z) ne

sont pas fonctionsde ces variables. En prenant 1'intégrale sur les dxi pour
X; de Tigne n on peut donc utiliser les théorémes de transformation de
Fourier ordinaire, ce qui donnera la valeur de @ aux points t avec les
paramétres de ligne n nuls. On se raméne alors au méme probléme avec le

groupe nilpotent d'algébre de Lie E ce qui permet de terminer la
n"l,z

démonstration par une récurrence sur 1'indice de ligne.

Le facteur (21ﬂM+R provient des formules d'inversion de Fourier
classiqueset Te jacobien disparait a cause des changements de variables du
type ai =D[1.x + termes correctifs plus bas o0 x correspond 3 . par la
formule (4) ol DL est le facteur semi-invariant que 1'on a di introduire.

Le produit des DL figure dans & par construction et son inverseapparait
dans le jacobien, ce qui permet justement de retrouver la formule d'inversion.

Les autres facteurs du jacobien correspondent au changement de variable

1)

t'( —> y et se retrouvent dans .
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