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CHAPITRE I

VARIETES DE GROUPE ET VARIETES ABELIERNES

Premidres propriétés

(Le cours de l'année 1964-65 : "Notions élémentaires de

Géométrie algébrique” est cité E ;

l. Veriétés de groupe.

Définition : On appelle variété de groupe une variété algébri

que G munie d'une structure de groupe vérifiant les conditions
suivantes :
(a)= La loi de groupe A de G est un morphisme G x C+G
(b)= L'application 4 : x » x~1 est un'morphisme GG .
(n.b. : on convient d'identifier tout morphisme V + W avec
l'application de V dans W qui lui correspond),
Dans le cas général (ol l'on ne suppose pas nécessairement
G commutatif), la loi est notée multiplicativement, i.e., on pose
A(x,y) = x,y ; & partir du n® 6 de ce Chap., les grouves consi=
dérés seront presque toujours commutatifs, et on emploiera pour
ceux-ci la notation additive A{(x,y) = x + y .

Soit k un corps., On dit qu'une variété de groupe G est

définie sur k, ou que k est un corps de définition de G i

G est définie sur k comme variété algébrique, et si les more-
phismes A et o sont définis sur k .

Il en résulte alors que l1'élément neutre e de € est
rationnel sur k . En effet, soit x un point générique de G
sur le corps k(e)., D'aprés (b), le point x'l est rationnel
sur k(x), Donc e = x x"l est rationnel sur k(x)., Comme k{e)

et k(x) sont des extensions linéairement disjointes de k

coo/‘sn



(EA, I, 9, th. S5bis), on a k(e)n k(x) = k . Donc e est ration=
nel sur k .

Pour a€G , on note T, {resp, Té) la translation & gauche

(resp. & droite) définie par ra(x) = ax {(resp, x;(x) = Xe8)e

Une telle translation est un isomorphisme de ¢ pour la struc-

ture de varidté slgébrique. En effet, il résulte de la condition

{(a) de la dé&finition que T, (resp. té) est un morphisme, ¢t
‘qu'il en est de méme de l'application réciproque i;l (resp. Té“l).
THEQREME 1,

Toute variété de groupe G est sans point multiple.

Démonstration., En effet, il existe s €6G , simple sur G

(E, Chap, III, 10, th, 8). Pour a€G , on peut trouver une trans-
lation 1 sur G teéelle que r(ao) = a , Comme 1T est un isomor=
phisme, & est simple sur G .,
Remarque : le couple de conditions {(a) et (b) de le défi-
nition d'une variété de groupe €quivaut & la condition suivante :
(a')= L'epplication u : G x G + G définie par
ulx,y) =y ="' est un morphisme,

2, Groupes algébriques.

Définition : On appelle groupe algébrique un sous-cnsemble

algébrique H d'une variété (abstraite) admettant pour compo=-
santes des variétés H, deux & deux disjointes, et muni d'une
structure de groupe vérifiant les conditions suivantes :

(a)- Pour tout couple de composantes (H_ , HS) de H ,
la loi de groupe A de H induit un norphisne XGS : Ha b Hg > KY

ou ﬁy est une composante de H .

{(b)- Pour toute composante Ha de H , l'application

t.’i’"!



oLt X > x~!  induit un morphisme o i H +H , , ol H, est

une composante de H .

La notion de variété de groupe est un cas particulicr de
celle de groupe algébrique et, plus précisément, s'identifie &
celle de groupe algébrique & unc seule composante,

-

On dit que H est défini sur k si les variétés Ha et les

morphismeé AGB ' 9y sont définis sur k .,
La notion de groupe algébrique posséde les propriétés &€lée

mentéaires suivantes, qu'on établira 4 titre d'exercice : si H

est défini sur k , 1'élément neutre e de H est un point

rationnel sur k ; toute translation (& droite ou & gauche) sur

H 1induit sur tout composantec Ha de H un isomorphisme Hc + HB

de H_ sur une composante HB de H ; chacune des variétés

Ha est sans point multiple (démonstrations calquées sur celles

données plus haut dans le cas des variétés de groupe); la compo-

sante H_de e est une variété de groupe ; c'est, de plus, un

sous=-groupe distingué de H , et les composantes Ha colincident

avec les classes de ce sousegroupe,

La dimension commune des Ha est appelée dimension de H

Remarque 2 : Comme dans le cas des groupes algébriques,

on peut réduire le couple de conditions (a), (b) & une seule
condition en utilisant, au lieu de la loi de groupe A . la loi
wix,y) =y x™1
THEOREME 2,

Soit G wune variété de groupe, définie sur k , et soit
H un sous-groupe de G qui est en méme temps un sous-ensemble

fermé (i.e. un sous-ensemble algébrique) de G , Alors H est

un socus~groupe algébrique de G ,

‘Ol/‘t.
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Démonstration. Montrons que deux composantes distinctes

guelconques Ka et H& sont sans point commun,. Supposons en
effet qu'il existe a € Ha{}ﬁg .

Considérons l'application ¢ : G x G + G obtenue en posant
(x,y) =~x.a'l.y + Il résulte des définitions que y est un more
phisme ; ce morphisme est de plus, défini sur le corps k' = k(a).

Soit X, (resp. xﬁ) un point générique de Ka (resp. HB) sur
k' , et posons z = ¢(xa . xB) =X, e a'l;xﬁ . Comme ¥ est un
sous=groupe de G , on a z€H . Comme H est fermé dans G , le
lieu 2 de 2z sur k' (i.e. la variété image wg(ﬁa x HS) au
sens de B , chep, I, 11) est contenue dans H . D'autre part, on
a w(xa,a) = x €2, d'olu B, = locy, x CZ . On a done H =12,
puisqgue H, est une composante de H , On a de méme ¢(a,x8) =

= x, €2 , et on en déduit H, = H =12, contrairement & l'hypothése

B B

Hc # HE .

Notons A 1la loi de groupe sur G , et A' celle induite
sur H , Comme H est fernmé& dans G , la variété Ag(Ha x HB)
est contenue dans H , doncvest contenue dans l'une des compo=
santes H de H . Donc le morphisme induit par X (i.e. par ')

Y
sur H_ x HS est & valeurs dans HY « La loi de groupe A' de H

a
vérifie done la condition (a) ; de la méme fagon, on voit qu'elle
vérifie (b). Donc H est bien un sous-groupe algébrique de G ,
Remarque 3 : Les composantes de H sont d3finies sur 1la
clBture algébrique k de k (donc sur une extension algébrique
de k), et sont permutées par tout keautonorphisme de kK » Un
tel automorphisme laisse invariant 1'élément neutre e de H ,

donc lasisse invariante la composante Ho de e ; celle~ci est

donc k~fermée dans H , et, par suite définie sur une extension

0!'/'.‘



radicielle de Xk ; elle n'est pas, en général, définie sur k .,

3, Homomorphismes,

Soient G et G' deux variétés de groupe. On dit qu'une

application ¢ : G' + 6 est un homoneorphisme (pour la structure

de variété de groupe) si ¢ est 3 la fois un morphisme et un
homomorphisme pour la structure de groupe.
THEOREME 3.
Soit ¢ : G' - G un homomorphisme de varidtés de groupe.
Alors
(a)= le noyau H = ker ¢ est un souseproupe algébrique de G',
(b)= L'image I = Im ¢ est une scus-variété de groupe G ,
(c)- On a dim H = dim G' = aim I ,

Déuonstration. L'assertion (a) résulte du théordme précédent,

et au fait que H = @“l(a) est fermé dens G (puisque ¢ est un
morphisme). D'autre part, l'image ¢(G') = I est un souswgroupe
de G . Pour prouver (b), il suffit de montrer que I colncide
avec l'image éu sens générique I = ¢g(6’) {(efs B, I, 11, et EA,
I, 11) ; comme on & ICT , il suffit de prouver que ICTI .
Remarquons d'abord que T est un sousegroupe de G : ¢n
effet, on a 18('1- » I)CT , et & fortiori MT x T)CT, iees T
est stable par A } on voit de mZme gque T est stadble par
ot x o xt,
Soit maintenant bET , Comme I est l'adhérence de I
(EA, I, 11), tout point générique de I sur k' = k(b) oppar-

tient & I . Soit u un tel point, et poscns v = u"'l b 3 on a

aussi b= u v , et u= b'l v 3 on & done k'{u) = k'(v), et v

est aussi un point générique dc2 I sur k' , de sorte qu'on a

""/Olt
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vel o Comme I est un sous~groupe de & , on & Db = u vET ,
On a donc bien montré que 1ICI , et prouvé ltassertion (b),
Scit x' un point générique de G' sur k . Alors x = ¢(x‘)
est générique de I sur k . L*inage réciproque ¢“l(x'), qui
est une classe de G suivant I cofncide avec le lieu lock(x)x' .
Donc on & dim H = deg, tr.(k(x')/x(x)). On a d'eutre part
dim I = deg. tro{k(x)/k)., On & donc bien @dim H = dim G' = dim I
Ce3eFaeD,
Signalons que le th., 3 sdmet la réciproque suivanﬁe, due
& Rosenlicht (dont nous n'aurons pas & faire usage dans la suite)
Soit H un scus~groupe elgébrigque d'une variété de groupe G .
On peut munir le quotient G/H d'une structure de variété de groupe
compatible avec la structure de groupe, et telle que l'application
canonique ¢ : G + G/H soit un morphisme séparable., Cette variété
de groupe est unique & un isomorphisme prés (on l'appelle varidtd
de groupe guotient de G par H),.
k &tant un corps de définition pour G, H et ¢ , la condi-
tion ¢ séparable de 1l'énoncé signifie que, pour x générique
de G sur k et pour y = $(x), llextension k{x)/k{(y) est
séparable, Cette condition est essentielle pour la propriétsd
3tunicité, En effet, si G est une veriété de groupe définie sur
un corps k non parfait de caractéristique p # 0, il existe des
isomorphismes ¢ : G - G pour la structure de groupe gui sont des
morphismes, mais non des isomorphismes, pour la structure de varictd
algébrique,Il suffit de prendre pour ¢ 1l'application induite par
l'une quelconque des puissences de l'automorphisme de Frobenius

x + xP du domaine universel,

QQ‘/.CQ
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b, Quelgues propriétés des variétés complétes,

LEMME 1. Soient V une variété&, W une variété compléte,
Z un scus-ensenmble ferns de V x W , Alors la projection pry Z
est fermée dans V ,

Démonstration. On peut supposer que 2 est une sous=-variété

de V x W , Soit k un corps de aéfinitiocn de V , W et 2 , et
gsoit x , ¥ un point génirique de 2Z sur k . Il suffit de prouw
ver que pry Z coincide avec sa ke-adhérence 3 or celle-ci est la
variété (prl} zZ = lack X + 8So0oit &€ (prl) Z + On peut trouver
une place gu domaine universel télle que p(x) = a . Connme
V est compléte, p sk finie en y . Posons op{y) = b . Conmme 2
est fermée dans V x W , on & =& xb€Z , On & donc a = prl(axb)€
€ pry 2 CeQsFD
LEMME 2, Scient V une veridté compléte, W une variété,

¢t soit ¢ un morphisme V + YW , L'image ¢(V) est une variété

compléte,

Démonstration, D'aprés le lemme 1,l'image ¢(V) = grw(?é) est
fermée dans W , donc colIncide avec son adhérence dans W , i.e.
avec la variété ¢3(V}. Soit k un ccrps de définition pour V ,
W et ¢ , et soit x un peint générique de V sur k . Alors
y = &(x) est un point génirique d¢ ¢(V) sur k . Soit p une
place du domaine universel § . Comme V est compldte, p est fini=
en x . Si, de plus, on gcsé p(x) =n , p est finie sur l'annesu
local o(a,V)., Or, puisque ¢ est morphique en a , les ccordon-
nées de y appartiennent & cet anneau, Done p est finic en y .
THEOREME &4,

Spient V une variété compléte, U et W deux variltés,

ti'/ﬁ‘t
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¢ un morphisme U x V » W , S'il existe aoe:U tel que Q(ao,b>
ne dépende pas de b , on a, quels que scient aelU et DLEV ,
¢(a,b) = y(a), ol ¢ est un morphisme U » W .

Démonstration., (extraite du Séminaire Chevalley, 1958/59,

Douady, exposé 9)s Pour b, , b,€V , l'ensemble E(bl,bz) des

a€U tels que ¢(a,bl) z.¢(a,bé) est un sous-ensemble fermé de

U « L'intersection E = M E(bi‘ba) est donc un sous~ensenble

by,

fermé de¢ U . Montrons que c'est aussi un ouvert de U . En effet,

soit a, un point de E , Alors le point ¢, = ¢(al.b) de W

ne dépend pas de b , Soit S un ouvert effine de W contenant

€y s et soit F = W « § le fermé complémentaire, Comme ¢ est un

morphisme, ¢"1(F) est un ferné de U x V , Comme V est compléte,

l'ensemble G = pfl ¢“1(F} est fermé dans U , en vertu du lemnme

2 «.0na aIQIJ- G , et pour u€U - G , l'application ¢y 3V W

obtenue en posant ¢u(y) = ¢(u,y) est un mcrphisme dont l'image

est dans S . D'aprés le lemme 2 , cette image est une sous=-variété

compléte de S , donec est une variété affine compldte, donc est

réduite & un point, On a donc U - GCE , donc E est un voisia=

nage de 8y o On a donc montré que E est un ouvert de U ,
L'ensemble E , non vide (puisque aéetE), est & la fois

ouvert et fermé dans U , done colncide avec U , Il existe donc

une application ¢§ : U =+ W telle que ¢{a,b) = ¢{a). En prenant

b= b fixe, on voit que f est un morgphisne,

5, Variétes abéliennes.

On appelle variété abélienne wune variété de groupe complite,

THEOREME 5, (Chevalley).

La loi de grcupe d'une variété abélienne A est commutative.

'!.f‘b.



Démonstration, En effet, considérons le morphisme ¢ : AxA - A

obtenu en posant ¢{x,y) = x.y.x-l « Pour tout x€A , on &

o(x,e) = e, D'aprés le th, 4, il existe donc un nmorphisme

v + A x A+ A, tel qu'on ait identiquement ¢(x,y) = ¢(y). En

faisant x = ¢ , on obtient ¢(e,x) =y = ¢(y) quel que soit

y , d'ol x.y.x-1 =y, CvQ.F.D,
LEMME 3, Soit ¢ wune application rationnelle V =+ W d'une

variété normale V dans une veriété compléte W , L'ensenmble

(fermé) E des points de V ol ¢ n'est pas morphique est de

codimension >2 sur V (i.e, chocune de ses composeantes est de

codimension >2),

Démonstration, Soit X une composante de E , Soit k un

corps de définition de V , W, ¢ et X , et soit x un point
générique de X sur k , Le sous-ensemble fermé F = ¢e(x) =

= pre(r¢;q(x x W)) est non vide, puisque W est conpldte, Soit
Y une k(x)~composante de F , et soit y un point générique de
Y sur k(x)., Posons n = dim V , et supposons qu'on ait

codim X = 1, i,e, din X = n-l , Alors k(x) est de degré de
transcendance n~l sur k , Soit Z 1le lieu du point (x,y)

sur k . Ona ZCT, ; mais conme pr; 2 =X , ona % #T

¢ ¢ °
Or dim P¢ = n , Donc le degré de tranécendance de k(x,y) sur Xk
est <n «1 . Par sujite y est algébrique sur k(x), i.e. on a
dim Y = 0 . Donc l'ensemble F = ¢e(x) est fini, Comme V est
normale, ¢ est morphique en x , et ceci contredit l'hypothése
XCE .
THEOREME 6, (Weil).

Toute application rationnelle ¢ : V - A d'une variété sans

Q../O..
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point multiple dans une variété abélienne est un nmorphisnme,

Conpte tenu du lemme 3, ce théoréme ge ddduit du suivant,
plus général :
THEQREME 7.

Soit ¢ : V + ¢ une application raticnnelle d'une varidté Vv
sans point multiple dans une variétd de groupe G . L'ensenmble
des points de V en lesquels ¢ n'est pas morphique est purew
ment de codimension 1 (i.e. toutes ses composantes sont des souse

variétés de codimension 1 de V),

]

Démonstration, Soit k un corps de d&finition Qe V , et

b

4 , et scit ¢ 1ltapplication ratiomnelle V x V -+ ¢ , d&finivc
sur k , telle qu'on ait

(1) wix,y) = ¢(x) o(y)™t,
o4 x et y sont deux points générigues indépendants de V sur
k o Soit b wun point de V , La loi de groupe de G 3tant un
morphisme, si ¢ est morphique em a , ¢ est mocrphique en (a,za).
Inversement, montrons que, s8i ¢ est morphique en (a,a2), ¢ est
morphique en a . En effet, on peut supproser x et y génériques
indépendants sur le¢ corps k' = k{a). La relation (1) s'éecrit
encore

(2} ¢(x) = ¢(y) v(x,y).

Comme ¢ est morphique en (a,a), ¢ est a fortiori morphiqus
en f{(a,y)s Le second membre de (2) est donc morphique en {(a,y).
I1 en résulte bien que ¢ est morphique en o , En outre, d'aprés
(1), on a elors nccessairement ¢{s,a) = ¢ .

Introduisons un ouvert affine U de G c¢ontenant e , ct

soient wi(x,y) les coordonnées de $(x,y) relativement & U .

Q‘l/t"
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Pour que ¢ soit morphique en (a,a) (i.e. pour que 4 le soit
en a), il faut et il suffit que chacuné des ¥, le soit en (a,a).
En particulier, si l1l'on suppose ¢ non morphique en a , il existe
un i tel que p; ©ne soit pas morphique en (a;a), donc (critére
de morphicité, E, Chapitre IV, 5, th. 8), t2l que (a,a) & supp
I(wi)' + En d'autres termes, il existe une composante X de Y(wi)“
éontenant (a,a)s Cette composante X ne peut contenir la diagon=ale
8, : dans ce cas, en effet, on surait (x,x)€ supp f(wi)- s €t
¥; ne serait pas morphique en (x,x) j; donc ¢ ne sereit pas
morphique en x , ce qui est absurde, Ltintersection xf7Av est
done distincte de Av ., Comme V est sans point multiple, il en
est de mé@me de V x V , D'aprés le théoréme de la dimension
(E chaps III), il existe une composante 2 de Xn4, contenant
(a,2), et de dimension dim 2 > dim V = 1 . Comme 2 # Ay » on 2
dim Z2' = dim V - 1, et 2 est nécessairement &e la forme A4, ,
od W est une sous-variété de codimension 1 de V , contenant
a . La fonction wi n'est pas morphique sur 8, » et per suite
¢ ne l'est pas sur W ,

On & finalement montrd gque, si E est l'ensemble (fermé)
des points de V en lesquels ¢ n'est pas morphique, il passe
par tout a €E une composante de E de codimension 1l sur V ,

Il en résulte bien que E est purement de codimension 1,

6, Application rationnelle d'un produit dans une variété abélienne,

(N.B. dans toute la suite, on utilisera la notation additive
pour la loi de groupe sur une variété abélienne),
THEOREME 8,

Soienmt ¢ ¢ V x W + A une application rationnelle, ol V et

W sont deux variétés quelconques, et A une variété abéliennec.

.../O‘Q
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Soit k un corps de dé&finition pour V, W, A et ¢ ; soient

x et y deux points géndriques indépendants de V et W sur

k + Alors il existe deux applications rationnelles a : V - A et
et B : W +» A4 telles qu'on ait ¢{x,y) = al(x) + B{y).

Démongtration, On examine successivenment les cas suivants :

a)« V est une courbe compléte sans poin%t multiple,

et W est une variété sans point multiple, Alors V x W est

une variété sans point nmultiple., Donec ¢ est un morphisme,
d'aprés le th, 5, Le morphisme 6 ; V x W - A d&fini par
8(x,y) = ¢(x,y) ~ ¢(x,a) prend la valeur constante O sur
Vxa , D'aprés le th, 4, il existe un morphisme B8 : W + A tel
que 8(x,y) = 8(y). On a done &(x,y) = ¢(x,a) + 8(y), et le
théoréme est démontré dans ce cas.

b)= V est une courbe quelconque, et W est une variété
quelcongue, Remerguons que la propriété de l'énoncé est tiratione-
nellement invariante en V et W , D'aprés E, chap. IV, b4, on
peut trouver une courbe V' normale (donc sans point multiple)
et compléte, birationnelle-ent équivalente & V ., On se raméne
au cas (&) en remplagant le couple (V,W) par le couple
(V',W')}, od W' est l'ouvert des points simples de W .,

¢)~ Cas générsl.-~ On peut supposer V affine, On rai=

sonne par récurrence sur n = din V , au moyen du lemme suivant :
LEMME 4, Soit V wune variété affine (VC sm), et soit =a
un point simple de V , Soit k un corps de définition de V et

h4 4 » a b4 3 § = m - =
de a . Soit L 1l'hyperplan générigue Fu{x) Zi ui(Xi ai) 0,

=1
ol les uy sont algébriques indépendants sur k . Alors, l'ine
tersection LnV contient une sous~variété 2Z de codimension

1 de V , passant par a , et telle que e soit simple sur 2

‘Q‘/tﬂ‘
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Si dim V ) 2, tout point générique x de 2 sur x{u) est

4

aussi un point générique de V sur k .

Démonstration du lemme., Posons n = dim V , D'aprés le

théoréme de la dimension, Luc:v posséde une composante W conte-

nant a , de dimension > n-l. Comme on a 2CL one Z #V,

u ]
donec dim Z = n-l, Comme L AV est un k{u)-ensendble algébri-
que, Z est définie sur k' = k{u). Si x est génirique de 2

sur k' , on a deg. tr. (k'(x)/k') = n-l, d'od deg., tr.(k'(x)/k)
=n + n-1 . 0n a de plus Zi u;(x; = a;) = 0 . Comme les x;-a,
ne sont pas tous nuls (car on a dim V > 2 , d'od din Z > 1),
¢'est 1a une relation de dépendance algibrigue entre les ug

sur le corps k(x). On & donc deg. tr. (k'(x)/k(x)) < mel

On en déduit deg. tro(k(x)/(k) > m + n-l « (m=1) =n .

Donc x est générique de V sur k .

Le fait que @ est simple sur 2 s'obtient en remarquant
que la différentielle (dFu)a n'apparticnt pas & l'uspace engen-
dré par les (dfu)a y ol {fa} €8t un systéme de généreteurs
de 1'idéal Sk(V), et en appliquant le critdre jacobien de sime
plicité.

Remarque : On peut nontrer en fait que, si dimn V > 2 ,
L,NAV est une varieté définie sur k{u) (donc que Z = L A V).

Fin de la démonstration du th., 8, Soient V affine quelconaue

W quelconque, et a8V , simple sur V , Introduiscns Lu s 2

et x vérifient les conditions du lemme 4 . Prenons y «aenérigue
de W sur k'(x)., D'aprds l'hypothése de récurrencu appligufe &
¢° t 2 x W+ A induite par ¢ , il existe une apprlicetion raticn=-

nelle a : W ~ A , définie¢ sur k{u), telle qu'on ait

¢$(x,5) - ¢(a,y) = a(x) .
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Le premier membre est un €lément du corps k{x,y), le
second un &lément de k?*'{x), Or, d'apréds EA. I, 9, th. 5 bis,
ces deux corps sont lindairement disjoints sur k(x). Done leur
jntersection est k{(x),et on & a{x)& k{x), i.es a est définie
sur k . Le théorime 8 est done démontré,

COROLLAIRE l.~ Soit ¢ : G > A une application rationnelle

d'une variété de groupe ¢ dans une variété abélienne, Alors
¢ est le composé d'un homomorphisnme ¢, ¢t G+ A {de variétés
de groupe) et d'une translation sur A , i.e. il existe a€ A

tel que ¢(x) = ¢ (x) + a ,

Démonstration. Comme G est sans point multiple, toute
application rationnelle 6 - A est un morphisme, d'aprés le
th.6, Notons e 1'&lément neutre de G , et posons ¢°(x) =
= ¢(x) - ¢(e). Appliquons le th, 8 au morphisme b, t G xG+A
défini par wo(x,y) = ¢°(x.y). Il existe des morphismes a et
g : G+ A tels qu'on ait

6, (xey) = alx) + 8(y)

En feisant y = e , puis x = e , on obtient les relations
0,(x) = a(x) + 8(e)
6,(¥) = ale) + 8(y)

En faisant x = y = e, on obtient
0 = afe) + 8(e)

On a donc
0o (xey) = ¢ (x) + ¢ _(v)

i,e, ¢° est un homomorphisme,

COROLLAIRE 2.~ Toute application rationnelle £ : sn -+ A

28t constante.

Gl./‘('
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Démonstration, Il suffit en effet de 1l montrer pour n = 1,

Introduisons la droite projective P; s et l'application ration-
nelle f*: ®, > A déduite d@e f . Comme 5, et P, sont sans
point multiple de f et f£* sont des morphismes (le second
prolongeant le premier), D'aprés le coroll, 1, appliqué & la
loi edditive sur §, , on a
(3) flx+y) = £(x) + £(y) + 8
ol & est un point de A , et od x,y sont des points généa
riques indépendants de $l sur k(a}. On peut trouver une rleoce
p de 0 telle que pi{x) = x et p{y) =« , On a clors p(xty)=
= » , En appliquant p aux deux nembres de (3), on obtient
£¥(=) = £(x) + £%(=) + &
dtodl f(x) = -2 , C.Q.F.D,

Théordme de réductibilité compldte de Poinccré,

8i A est une veriété abélienne, <t si E, F sont deux
sous—ensembles de A , on notera E + F 1l'ensemble des points
de A de la forme a+b , avec 2€E , ¢t DEF o, Si E et F
sont des sous-ensenbles algébrigues (i.e. fermés) de A, il en
est de m@me de E + F (car on a E+F = A(E x F), et Ataprds le
lemme 1 du n® 4), Pour tout entier n , on notera né 1l'hono-
morphisme x » nx de A dans A . Dans ce n°, nous admettrons
provisoirement le résultat suivant, qui sera démontré plus loin:

pour n # 0, l'homomorphisme né est surjectif, Il revient au

méme de dire que ker(nd) est fini,

THEOREME 9.
Soient A une vaeriété abélienne de dimension n , B une
soug-variété ebélienne de A de dimension g , k un corps de

définition de A et B . Il existe une sous-vari&té sbélienne

QQQ/QOS



- 16 =

C de A , de dimension r = n-q , définie sur k , telle qu'on
ait B + C = A , L'intersection B~C est alors un souse-groupe

fini de A .

Démonstration, Soit y un point générique de A sur k ,

et considérons la variété By déduite de B par la translation
T, Soit 2z un point générique de By sur k(y). Alors =z

est aussi générique de A sur k (car y est spécialisation

de z sur k(u), donc aussi sur k ). Posons k; = k(y)nk(z) .
Le degré de transcendance de k(z)/kl est égal 4 celui de
k(y,z)/k(y), donc & q = dim B ., Celui de 'kl/k est donec r = n-g
Comme l'extension k(y,z)/k(y) est réguliére, k(y) est algébri-
quement fermé dans k(y,z) (E, Chap. O, C, T, th. 19). Donc,

si w&Ek(z) est algébrique sur k, , il appartient 2 k(y)nk(z)=
| b autrement dit Kk, est algébriquenent fermé dens k(z).
Comme k(z)/k est sérarable, il en est de mEme de k(z)/kl .

=k

Donc k(z)/kl est réguliére. Le variété 1ock 2z est de dimen=
1l

sion q = dim B = dim By s et elle contient lock(y)z = By N

Donec on a lockl z = By y lee, By est définie sur kl ¢+ On
peut trouver sur By un point tl retionnel sur une extension

algébrique séparable de k, « Notons ¢, (1 <i<m) les conju-

gués distincts de tl sur kl .

de la loi de groupe de A ) est un point de A , invariant par

Lo somme t = ). ty (au sens
i

tout k,-outomorphisme de la cldture algébrigue El , done

rationnel sur kl « Comne on a klc k(z), t est rationnel sur

k(z). Donc il exicte une application rationnelle ¢ : A = A .

+

définie sur k , telle que t = ¢(z), D'aprés le coroll. 1 du
th, 8, cette application est de la forme

() o(x) = ¢ (x) + a ,

OOO/OOQ‘
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ol a €A, et ol ¢, est un k<homomorphisme A + A (pour 1la
structure de variété abélienne). D'aprés le th, 3 du n° 3,

$,(A) est une sous-vari&té abélienne ¢ de A . On a , pour
tout i, tié By s Clest=d=dire t; = y€B .« On a done sussi

):i t; =ny =t -ny = 4(y) = ny€B , On a donc o4(a) -« na€B
pour tout a€A . En perticulier, en prenant a = 0 , on voit
que ¢{0) = a_€B . Or nous avons admis {(ef. plus haut) que
l'endomorphisme né de A est surjectif. Done, pour tout u<a,
il existe un point Vv€A tel gque nv=u, On a

3(v) - nv = ¢o(v) +a = u€B , Puisqu'on a a €B , et éo(v)e c,
ona u€B + C . On a donc prouvéd que A = B + C , On a de plus
dim(B+C) = dim A(B x C) < dim B + dim C , d'od dim C > neq = r ,
Comme d'autre part le degrd de transcendance de k(t)/k est

au plus égal & celui de k}/k y ices &8 r , on adim C < r .,

On a donc dim C = r , Puisque le morphisme B x ¢ » A induit per
A est surjectif, son noyau est de dimension 0 , d‘'aprds (c)

du ths 3 du n® 3, donc fini, Or ce noyau se compose des points
(b, =b) , avec bE&BAC . Done B ,C est fini, C«Q.F.D,
8. Isogénies.

Soient V et W deux veriétés, et soit ¢ : W »+» V une
application rationnelle, Soit k un corps de définition de V ,
W et ¢ « Soit y wun point générique de W sur k , et posons
x = ¢(y). Si l'extension k{y)/k(x) est algébrique est de degré

fini, on dit que ¢ est de degré fini ; plus précisément, le

degré n = [k(y) : k(x)] est alors noté v(¢), et eppeléd
degré de ¢ . Les degré séparable et inséparadble de k(y)/k(x)
sont notés respectivement vs(¢) et vi(¢) et sont appelés

respectivenment degré séparable et degré insérparable de ¢ .,

60./.‘&



Remarquons que, pour gque ¢ soit de degré fini, il faut et il
suffit que 1'image inverse (¢-l)e(x) scit un ensenble fini :
cette image n'est autre en effet que le lieu de y sur k(x).,

En particulier, soit ¢ : A > B un homomorphisme de variétés
abéliennes, Pour que ¢ soit de degré fini, i2 feut et il suffit
que le noyau ker ¢ soit fini (cer ¢'l(x) est une classe de
A suivant de noyau). On dit gque ¢ est une isogénie si ¢ est

de degré fini et surjectif. On ait aussi que A est isogéne & B.

On a alors dim A = dim B, d'aprds (c) du th, 3 d&u n® 3 .,

(Remarque : deux gquelconqgues des trois propridtés : "¢ est de
degré fini", " ¢ est surjectif" et " dim A = din B " entrainent
la troisiéme, et suffisent donc & carectériser une isogénie).

THEOREME 10.

Le relation "A est isogéne & B " est symétrioue en A

et B

Démonstration. Supposons qu'il existe une isogénie ® : A - B . Il stagit

de prouver l'existence d'une isogénie B — A .

(a) Supposons @ séparable. Soient k, ., y comme ci-dessus. Considé-
rons le point x!' = Ei xi , somme des conjugués distincts de x sur k(y).
Ce point x' est invariant par tout k(y)-automorphisme de la cl8ture algée
brique ‘i?'?. Comme d'autre part & est séparable, x' est séparable sur
k(y)e Donc x' est rationnel sur k(y). Donc il existe un morphisme
¢ ¢ B- 4, défini sur k , tel que x' = ¢(y). Or on a, quel que soit i ,
@(xi) =y » On adone ®x') =ny, en posant n = v(®), d'oh @ o ¢ =nd .
Or, d'aprés la propriété admise au début du n® 7, le morphisme nd : A - A
est surjectif. Donc ¢ : B— A est surjectif ; comme dim A = dim B )
¢ est une isogénie.

(b) Cas général : compte tenu de (a), le cas général se ramdne & celui

oo fee-



ou ® est un morphisme radiciel. Ce dernier cas sera traité plus loin

(cours 66-67, lemme 2.1., p. 89).

La relation " A e¢st iscgéne & B " étant d'autre part
réflexive et transitive, c'est une relation d'équivalence. Il
est inmddiat qu'elle est cdmpatible avec le produit A x B , On
dira qu'une variété abélienne A est simple si elle n'admet pas
dtautre sous-variété abélienne que O et A elle-ndme, Toute
variété iscgéne & A est alors également simple, i.e, l&8 pro=-
priété " A est simple” ne dépend que de l1la classe de A pour le
relation d'isogénie, Notons aussi que s8i A et B sont sinples,
tout honmomorphisme ¢ : A - B non nul est une isogénie {en effet
le noyau de ¢ est nécessairenent de dimension 0, et l'image
de ¢ cofncide nécessairement avec B).

THEOREME 11,

Toute variété ebélienne A est isogdne & un produit de
variétés abéliennes sinmples, et celles-ci sont uniques & des
isogénies prés.

(Autre énoncé équivelent : toute classe pour la relation
d'isogénie s'exprime, d'une et d'une seule fagon, sous forme
d'un produit de classes simples),

Démonstration. Avec les notations du th, 9 , la variété

abélienne A est isogéne &8 B x C , L'existenee d'un produit
de variétés abvéliennes simples isogéne @8 A s'en déduit aussie
t8t, par récurrence sur le dimension de A .
Quant & l'unicité, supposons qu‘on ait une iscgénie
) S Al XeaeX Am hd Bl HaooX Bn )

ol les Ai et les Bj sont sinmples. Nous allons nmontrer,

‘!0/.0.
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par récurrence sur inf{m,n), qu'on & nécessairement m = n ,

et gu'on peut ordonner les facteurs de fagon que A soit iso=-

géne & B, pour tout i

Le résultat est en effet trivial pour inf(m,n) = 0 .
Notons Bi l'inage par X de Ay X 0 x 44y x 0 . Nécessairenent
A induit une isogénie Al - Bi « Il existe un J§ tel que le
projection de Bi sur Bj ne scit pas réduite & C « Cn peut,
par exenmple, suppvser Jj = 1 , Notons LB la projection sur le
prenier facteur dans le produit Bl X 444 X Bn + Comne Bl est
sinple, la relation "l(Bi) # 0 entratine wl(Bi) = B, , et

] induit une isogénie Bi -+ Bl .

1

Seit ¢C la composante de l'origine du noysau de xl =M€ A,

1
et montrons que C, est isogéne & Kl = A2 Xy 40X An + En effet,
soit k un corps de définition de toutes les vcriétés considéa-
rées, et soit 2z = (zl. Zys ,..,zm) un point générique de C

sur k) o On a A, (z) = x;,(z;, Oyeas,y 0) + A1(0y Z0000y z,) = 0.
D'aprés ce qui précéde, Al induit une isogénie sur Al X 0 X,44X
x 0 , d'image Bl +« Done 2, est algé%riqne sur le corps

klkl(zly Openey 0))C1k(22,.c.. z,)s Donc 2z est algébrigque sur
k(zz,**., zm). i.e, le morphisme c, » 3& obtenu par projection,
est une isogénie. De plus, A induit une isogénie Cl -+ Ci. ou

€1
done dim B, = dim A, , et, par suite, dim ¢} = din C; = dinm i =

est contenue dans §i ®= B, XeseX B4 Or on & din B, = dim A},

= dim 3& + On & done C§ = §l + Done Kl est isogdne & §l .
Il suffit d'appliquer & cette iscgénie l'hypothdse de récurrence,

CeQeFoD.



CHAPITRE II

COURBES ALGEBRIQUES., THEOREME DE RIEMANN-ROCH

1., Conventions relatives aux diviseurs.

S8i V est une variété sans point multiple, l'application

canonique D w ¥(D) du groupe des diviseurs sur V dams celuil
des cycles de codimension 1 sur V est un isomorphisme. (E et

EA, Ch, IV, 5), Sur une telle varidté, on conviendra d'indenti=-

fier canoniquement D et son image X = ¥(D), En particulier,

dans le cas o V est une courbe, tout diviseur 4 sur V
s'écrira sous la forme & = Zi m;, a, , ol les a; sont des
points de V ,

8i f est une fonection sur V , la convention précédente
conduit & identifier div(f) avec ¥(f). Les diviseurs sur V
de la forme div(f) forment un sous-groupe du groupe de tous

les diviseurs D(V), qu'on note J&(V). Deux diviseurs X et

X' congrus wmod J&(V) sont dit linfairement Equivalents, ce

qu'on dcrit X ~ X' , En particulier, J&(V) est composé des
diviseurs linfairement équivalents & zéro,

8i W est une souseveriété de codimension 1 de V , la
sveluation discr2te du corps des fonctions J(V) associée & W
(et normée de fagon que le groupc de ses veleurs scit 2 ) sern
notée vy, et non w, , comme dans E, Ch. III, 10, p. 46, pour
éviter une confusion fficheuse avec les notations utilisées pour
les différentielles. On nctera parfois sussi vy la restriction
de cette valuation & un corps de lo forme 3%(V), ol k est un
corps de définition de V et W , Rappelons que, pour fe:?(v),
le coefficient de W dans div(f) = ¥(f) est vw(f}s De méne,

*

si X est un diviseur sur V, le coefficient de W daps X
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sera noté vw(X). Si f est une fonction # 0 sur V, et si % est llup
plication rationnelle correspondante V - iP1 de V dans la droitc projeciive,
le diviseur de f s'exprime sous la forme diy(f) (f*)“t(O) (r*)~ Gw), ol l'on

regarde 0 et e comme des diviseurs sur . .
Si X est un diviseur sur une veriété V , et si W est

une sous-variété de V non ccntenue dans le support de X , le

diviseur induit par X sur VU est défini j per définition, cc
. s . . , -1 . .

diviseur est l'image inverse i (X)) de X per l'immersion

i ¢+ W+ V , On le désignera é€gnlenent par la notation X.W .

2, Valuctions associfes aux proints d'une courbs algébrigue,

Soit V une courbe, définie sur un corps k . Si a est
un point de V , rationnel sur k , la valuation correspendante
v, du corps ?}(V) est associle & la place p,  de ce corps,
& valeurs dans k , obtenue en posant pa(f) = f{a).

Supposons que V est compléte, sans point nultiple, et

que k est algébriquement clus ; donnons-nous, inversenment,

une valuation v du corps $k(v), triviale sur k ., On peut
trouver une place p de 3&(V), associée & v , et & valeurs
dans k o Soit x un point gfnérique de V sur k , Puisque
V est compléte, p est finie en x . Si on pose op(x) = a ,
la place »p coinéide nécessairement avec Pyt donc la wvalusticn
v avec v « On & ainsi mis en évidence une corresnondance biw
jective entre les points de V rationnels sur k et les volue

ations (ou les places) de 3£(V)‘ triviales sur k , On a de nménc

une correspondance bijective entre l'ensenble de tous les points
de V et celui des valuations (ou des places) de F(V) tri-
vieles sur les constantes,

3. Différenticolles sur une courbe.

Soit V une courbe d48finie sur un gorrs k  Los diffée

rentielles sur V , d&finies sur k, forment un espace vectoriel

'lt/u‘.



de dimension 1 sur le corps j%(v). Conformément aux notations
de E, Chap III, 3, cet espace est noté Dk(v), Si t est une
fonction E‘?&(V), non constante, cet espace est engendré par

la différentielle dt ; en d'autres termes, toute différentielle
nsGDk(V) s'€crit de fagon unique sous la forme o = g dt ,

avec g€ ?k(V)»

On a (d'aprds E, Chap III, 3, th. 4), un isonorphisne
canonique yu nk(v) — ZR(AV s V x V), Rappelons gque u est
caractérisé par la propriété que si o = 4af , son image est
représentée par 1'élément f(x) « f(y) de 1tidécl gk(év s VX V),

Rappelons d'autre part que si = est un point de V ,
on & un nonomorphisme canonique a @ Zk(a,v) ] Dk(v)a de
l'espace tangent de Zariski de V en a dans l'espace des
différentielles au point a . Cet homonmorphisme « est ici

surjectif, ise. est un isomorphisme, En effet, d'aprés E, Chap

III, 7, le concyau de a est l'espace Dk(&) des difflrentielles
sur la variété réduite au point a , donc est réduit & 0 .,

On identifiera canoniquement au moyen de & les deux espaces
Zk(a,v} et Bk(v}a + B8i, dans ces conditions, w est une dif-
férentielle sur V , définie sur k , morphique en & , représenw
tée par fe_rgk(Av, V x V), norphique en (a,a), sa valeur w,
n'est autre que 1'&lément de 2Z{a,V) représenté par la fonction
£.(x) = £(a,x).

LEMME 1, Soient V une courbe, & un point simple de V ,
et t un parandtre uniformisant de V en a . Alors la
diagonale A = AV‘ est représcntée au point (a,a) par la
fonection uw sur le produit V x V définie par u(x,y) =

= t(x} - t(Y)i

0'./.0‘
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Dérionstration. Soit en effet f une fonction sur V x V

représentant A au point (a,a). La fonction u est morphique
en (a,a), donc aussi sur A , ct de plus s'annule sur A .
D'aprds le critédre de norphicité, on a donc u=f g , ol g est
une fonction sur V x V morphique en (a,a). Il suffit de prou=-
ver que g ne s'annule pas en (a,a). Or, si g s'ennuleait
en (a,a), cn aurait u€:p_2 » en posant m = m(a x a, V x V),
Mais conme t(x) et t(y) forment un systéme de générateurs
de m , on en déduirait, en passant & le fonction induite sur
a x V , la relation tEIE(a,V)2 » ce qui est absurde,
THEOREME 1,

Soient V une courbe, & un point sinple de V , w une
différentielle sur V , morphique en a , représentée par
fe E(Av » V x V) sur le produit V x V , Soit d'autre pert
t un paramétre uniformisant de V en a , et posons = g dt.
Alors les trois propriétés suivantes sont équivelentes

(a)- w, #0

(b)= £ représente A en (e,2a) sur le produit V x V

v

(c)= g8 est inversible en & .

Démonstration,

(e) & (c), d'aprds la relation w, = g(a.)(dt)a .

D'autre part, on a

(1) £(x,y) = g(x) (t(x) = t(y)) (mod m°), en posant
m = g(Av, V x V). D'aprds le lemme 1, 4, est représentde
en (a,a) par t(x) - t{y) = u(x,y). En particulier, u est
un générateur de m , Puisque f s'annule sur A , le fonc-
tion f/u est toujours morphique en {(a,a). La condition (b)

signifie donc que f/u est inversible en (a,a). Compte tenu

0.0/...
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de (1), il revient au wéme de dire que g est inversible en
a . On a donc nontré que (b) &= (c). C. 0. F. D,
Lorsque les conditions &quivalentes (a), (b}, (¢} du

Th, 1 sont vérifiées, on dit que la différentielle u est

inversible en a .

THEOREME 2.

L'ensemble U (resp., U¥) des points de V en lesquels
w est morphique (resp. inversidble) est un ouvert non vide de

Démonstration., En effet, si w est représentée par

fen{dy o V x V), L'ensemble U (resp. U%) est le projection

sur V de 1lt'intersection de A avec l'ouvert complémentaire

v
du support de div(f)" (resp. de aiv(f) - a).

4, Diviseur d'une différentielle sur une courbe,

Supposons donnée une différentielle w sur une courbe

V , Soit & un point de V , simple sur V , et associons-lui

uhe différentielle w, sur V, inversible en & (on peut,

par exemple, prendre w, = dt , ou t est un peramétre unie

formisant de V en &), D'aprds le Th., 2, il existe un ouvert

U de V , contenant a, tel que w, soit inversible en tout

point de U . Posons alors w = f w, » &vec f€ F(V). Pour tout

autre point a'€V , et pour wg » U'y, ' construits de fagon

analogue, la fonction f/f' est inversible en tout point de
UnU' , d'aprés le th. 1, Autrement dit, les couples (U,f)

(u*, £') sont &quivalents au sens de E, chap., III, n° 11,

8i V est sans point multiple, la collection de tous les couw

ples (U,f) aéfinit donc un diviseur sur V . Ce diviseur est

appelé le diviseur de la différentiell: w, et noté divi(w).

si ‘uez&(v), il est clair que div(w) est rationnel sur k .

Qtt/!oo

v



- 26 =

D'aprds cette définition, on a, pour toute fonction f sur
Vv , la relation daiv(f w) = div(f) + div(w). Pour aeV , le
coefficient de & dans divi(w) sera noté va(“}‘

THEOREME 2bis.

Les ouverts U et U?¥ intervenant dans le th, 2 scat
respectivement les complémentaires des supports de div(w)™
et div(a).

Démonstration, Il suffit de se reporter & la démonstration

du th, 2, en tenant compte du th, 1, et de la définition ci-
dessus de div(w).

THEQOREME 3,

Seit V une courbe sans point multiple, et posons 4 = Av .
Soit w une différentielle sur V , représentée par femn(a,VxV),
Alors on a

(2) aiv{e) = PTy (aiv(f) - a) . &),

Démonstration. En effet, soit a &€V , et associons=lui

une différentielle w, sur V , invergidble en a . Soit g

la fonction sur V telle que w = g w_ , et soit fo la fonce

)
tion sur V x V définie par f(x,y) = fo(x,y) g{x). Alors W,
est représentée par fo sur le produit V x V , D'aprés le
th. 1, on a donc (a,a)¢ supp(div (fo) - A), Donc le diviseur
div(f) - A est représentéd par g(x) en (a,a) sur V x V ,
Donc la projection prv((div(f)) -« A)s A) est représentée par
g en & , Or 4div(w) est aussi, par d8finition, représenté@
par g en & ,

Les deux membres de (2) induisent donc,

quel que soit o, le méme diviseur sur un voisinage de a .

Done ils coincident,

“./ll‘
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5, Complétion de l'anneau local d'un point,

Soient K un corps, v une valuation de K , £ valaurs
réelles (i.e. telle que le groupe TI Jde ses valeurs soit un
sous=groupe orconné du groupe additif ordonnié des nombres réels),
et soit R 1l'anneau de valuation associé., Il corresrond 3 v
une valeur absolue de K , définie par lev = exn(- v(x)).

-

L'anneau R (resp. le¢ corps K) compléte de¢e R (resp. K) rele-

tivement & cette valeur absolue est dit comildté de R (resp. X)

relativement & v,

En particulier, soit V wune courbe définie sur un cocrps k
et soit a un point siuple sur V , rationnel sur k . Scit
ve=v, la valuation correspondantc¢ du corps de fonctions
K = $k(v); soient o = o(a,V) 1l'anneeu de valuation associé, m
gson idéal maximal, t un paramétre uniformisant de V cn a
(i.e. un générateur de m ). Considérons les complitis é et K
de o et K respectivement relativement & v ., Alors, tout

élément ade s'écrit, d'une fagon et cd'une seule,sous la forme

8 o

x =1 .08 t"

ol les &y appartiennent & k . En effet, on remarque gue tout
élément fE€o est congru (mod m) & un et un seul &lément de k,
& savoir f(e). On peut donc par récurrence sur n, construire

une suite

) By 0o B ese Q'éléments de k telle qu'on

ni

a
R-1 i n
ait X = Z &y t"(mod t°) pour tout n . Il suffit de
i=1 =~
n-1 i n
remarquer que X = ) a; t est un &lément de o t , done
i=1 -
n+l . oy n
est congru (mod t ) & un &lément de le forne an t s &avee

..

a,€k . (Cette construction a déjad été utilisée pour démontrer

le th. 1 de E, chap. IV, n®°l),

...[.‘O
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Autrement dit, l'anneau 3 est isomorphe 4 l'anneau

des séries formelles A coefficients dens k ¢t on peut fcerire

-~

o = k[[t]] , en ferisent l'identificetion cenonigue corrcsrone-
dante, De ménme, le corps K s'identifie & l'annceu de séries
rd -

formelles k((t)), de sorte que l'un quclconque de ses Cléments

gs'écrit sous la forne

avec noe z .

Remarque. On peut montrer que la néme propriété¢ est vala-
ble pour tout anneeau de velustion discrétc eyaunt méne curcctie
ristique que son corps résiducl.

Rappelons que, si k[[t]] est l'enneau de séries formelles
sur k , et si u est un génereteur de son idéal maximal, i.e,
un éléuent de la forne u = ¢, t + ¢, t2 + «vey oVec cy # 0,
il existe un et un seul ke-autonoryphisme de k((t)), pour 1z

structure de corps complet, appliquent t sur u . On 2it

que u est une uniformisante de k((t)). En particulier, tout

paramétre uniformisant de¢ V en a est une unifcrnisante du

-~

corps complété corresponcdant K

6. Complément : extension algébrigue 2'un corps valud.

LEMME 2, Soit K un corps complet rclativement & une
valuation v , & valeurs réelles, Soit L unc extension algc-
brigue de degré fini n de K . Il existc unc et unoe seule
valuation w de L prolongeant v . Cette valuation est donnde

par la formule

(3) w(y) =2 v(x y)

.

oi N est la norme relative & l'extension L/K. De plus, L c¢st

.../.Q.
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complet relativement & w .

Démonstration. L'existence de w résulte du théoréme de

prolongement (E, chap. 0, A, 8, th., 7, coroll,)
Pour prouver l'unicité, introduisons une base (ai)
(1 <i <n) de lextension L/K. Pour yE€L, exprimé sous le

orme = X. &.
£ y =} i

; (x;€K), ona Ny =P(x;,.0sy x.), of P

e

»

est un polyndme homogéne de degré n & coefficients dans K .,
Montrons que, pour yé€L , tel que v(dy) = 0 , on a néces=-
sairement w(y) = O . Supposons en cffet qu'on ait, par exemple,
w(y) < 0 . Alors, lorsque l'entier m tend vers l'infini, ym
absolue
tend vers zéro pour la valeurV | [ =~ . Or | |, définit sur
L une structure d'espace vectoriel normé compatible avec 1la
valeur absolue | |v de K . D'aprés les propriétés des espaces
normés, cctte norme équivaut & celle définie par [yf = supilxi|v.
8i, pour tout m , on pose y!n = 2, xmi ai s Chacun des Xn
(pour i fixé&) +tend vers zéro qu:nd m+ o , Done (Ny)® =
a P(xml,..., xmn) tend aussi vers zéro., Ceci implique |Ny|v<. 1,
i.es v(Ny) > O, contrairement 3 l'hypothése,
On a donc prouvé que v(Ny) = 0 implique v(y) =0 . Or
on a N(y“/¥y) =1 . On a donc w(y®/Ry) = 0 y d'0ol résulte
la formule (3). Le raisonnement précédent montre en outre gue

L est complet relativement & w , Cs Q. F, D.

Remarque 1, Le lemme précédent est valable en fait pour

toute valeur absolue de K , archimédienne ou non ; la démons-
tration ci~dessus de l'existence de w reste alors valable en
effet sans modification ; quant & l'unicité de w , elle résulte,
dans le cas archimédien, du théoréme d4'Ostrowski,

«

Si K est un corps muni d'une valeur absolue v , si L

‘.Q/.Ol
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est une extension de X , munie d'une valeur absolue w pro=-
longeant v , et si l'on note T et 4 1les groupes de valeurs
respectifs de v et w , l'indice e = [Ao : r] (&éventuellement

infini} est appelé ordre de ramification de¢ l'extension L/X

relativement & w (ou relativement & v , lorsque le prolon=-

gement est unigue). Dans le cas du lemme 2, on & n Ac I'ch.

8i v est
. . . . A est également cyclique
discrete, i.e, si I est cyclique,Yi.e., W _est discrite, et

1'indice de reamification e est un entier fini divisant n . Plus
précisément, on démontre alors la formule n =e f , od f est

le degré résiduel de l¥xtension L/K , i.e. le degré de l'exten~

sion L'/K' , oi K' et L' sont les corps résiduels respec-
tifs de v et w . Dans le cas plus particulier qui nous inté=
resse, les corps K et L sont regpectivement isomorphes |
4 des corps de séries formelles k((t)) et k((u)), de sorte
qu'on & K' = L' = k , d'od f = 1 , Bornons-nous & vérifier
que la formule a bien lieu dans ce cas, i.e. qu'on a alors
n=e¢ , En 2ffet, I' et A sont cycliques, et respectivement
engendrés par v(t) et w(u). On a done v(t) = e w{u), de
sorte que t/u® est un §lément inversible de k[[u]]. on en
déduit que tout &lément de k[[u]] (resp. dc k((u)) ) est ae
la forme x + x; u +¢..+'xa-l ue'l , Ol les Xy appartiennent
8 k[[t]] (resp. k((t)) ). En outre, la relation x_ + XU tees

gwl
gwl u

{sinon 1'un des termes du premier membre aurait une valuation

+ x = 0 n'est possible que si les X4 sont tous nuls

strictement plus petite que celles de tous les autres’)., Donc

1, Uyeeny w®"!  forment une bese de ltextension Xk{{u))/k((t)),

Q.‘/Q.t



et on & birn n = e .

Remargue 2. 81 on norme W de fagon gue son groupc de
valeurs A soit Z ,ona I =c¢ Z (et non T = 2). Si !
est la valuation de X équivalente & v , et admettant 2Z connme
groupe de valeurs, on a, d'aprés le lenme 2,
wiy) = v'(8(x))
d'old,en particulier, pour x&K
viy) = e v' (k).
Considérons maintenant un corns K muni d'une veluation
& valeurs réelles (ou, plus généralement d'une valecur absolue)

v , non nécessairement complet, Soit L wune extension algébrigue

de degré fini séparable de K , et soit w une valeur absolue
de L prolongeant v , Soient K et I 1les complétés respec-
tifs de K et L relativement 8 v et w , Le corps K est
cenoniquement isomorphe & un sous-corps de L ., L'extension

L/X #étant supposée séparable, on a L = K(z), avee 2z2€L .
D'aprés le lemme 2, le corps K(z) est complet pour la valeur
absolue induite par w , Comme ce corps contient L = K(z), il

- k3 - Lo + rd *
coincide avec L ., Par suite L/K est unc extansion algébrique

de degré fini. Son degré [i : ﬁ] est aeppelé degré local de

1'extension L/K relativement & w .,

LEMME 3. Soit KX ur corps, muni d4'une valeur absolue v ,
et soit L wune extension algébrique séparable de K de degré

fini n . Ilrexistegun nombre fini de valeurs absolues v, de

L prolongeant v , et on & n = X Ry ol n, est le degré
i

locel de ltextension L/K relativement § Vi

Démonstration. L'extension &tant géparable, on a L = K(z),

eveec z€L , Soit P le polyndme irréductidle de z sur K .

QQC/OIO
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Notons encore K le complété dec K reletivement 3 v , et
introduisons une cldture algébrigue K* de ﬁ « Sur le corps

§, le polyndme P se décompose en facteurs irréductidbles sous
la forme P = P, ... P, . Montrons d'abord qu'd tout facteur

P, (1 <i <r), il correspond une valuestion LA de L pro=-
longeant v ., En effet, soit z; une racine de Pi , &t posons
£§ = ﬁ(zi)¢ D*aprés le lemme 2, il existe une et une seule

valeur absolue wi de L prolongeant v ., De plus, ii est

!
i
complet, et, plus précisdment, est le complétéd de K(zi), pour
cette valeur absolue, Puisque P(zi} =0 , il existe un K-iso=-
morphisme a; : K(zi) -3 L , tel que “i(zi) =z , En trans-
portant wi per a; , on obtient une valeur ebsolue v. de L
prolongeant v ; de plus, @, se prolonge & un isomorphisme

(pour la structure de corps complet) de L! sur le conplité

™

correspondant £i de L . Le degré local n, correspondant
* ey b - ~
(L; : R] = [Li : K] est €gal & deg P, .
Inversement, soit w ‘une valeur absolue quelcongue de
L prolongeant v , et soit I 1le complété de L relativement

~

.3
& w , Comme on a vu, K est isomorphe & un sous~corps de L,

9

fod ol L -~ * «
et ona L * K(z), Il existe donec un K-isomorphisme o de
Rl e *
sur un sous-corps L' de K¥, L'image o(z) est ndcessairement
une racine z; de P , done de l'un des facteurs Pi +« De plus
S

& - e - * gt -
Pi est uniquement déterminé, car L' est unique & un Ke-isomorw

» - - - fogrd -
phisme prés, On a nécessairement L' = K(zi) = £! 3 par suite,

!

i
R

la valeur absolue w' de L' transportée de w par ¢ colin-

cide nécessairement avec w§ y» donec sussi w avec LA

On a donc montré que les valenrs absolues de L prolongeant

v ne sont autres gue les Vyoe On & de plus deg P = Ei deg Pi ;

0../0‘0
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ce qui donne bien n = | n. .
i

7. Revitements.

Soient V et W deux variétés complétes sans point mule
tiple, et soit ¢ : W » V un morphisme., Lorsque ¢ est de
degré fini, génériquement surjectif (ce qui implique dim V =
= dim W), et tel que l'enscmble (¢-l)e(a) soit fini pour tout
a€cV , on dit que ¢ est up revitement de V , En particulier
si A et B sont des variétés abéliennes, toute isogénie

B + A est un revétement de A , Autre exemple : tout modéle normal
canonique d'une variété V au sens de E, IV, 4 est un revétement de V .,

THEOREME 4.

Soient V et W deux courbes complétes sans point nule
tiple. Toute¢ application rationnelle non constante ¢ : W + V

est un revétement de V .

Dénonstration., En effet, pour =€V, l'ensemble (¢-l}e(&)

est distinct de W (car sinon on aureit W x a = r¢ , et

¢ serait constante, de valeur a), Donc l'ensemble (¢”l)e(a)

est fini. D'eutre part, pour bEW , l'ensemble ¢e(‘b) des

valeurs de ¢ c<n b est distinct de V (car r¢ est distinct

de b x V), donc est fini., Comme b est eimple sur W , ¢

est morphique en b , en vertu de E , chap. IV, 2, th., 3 .

Done ¢ est un morphisme. Donc ¢ est bien un revEtement de

V , car & est génériquement surjective, puisque non constante,
Conservons les notations du th. 4 ; introduisons un corps

k de définition de V, W, ¢ , un point générique y de W sur

k, et son image x = ¢(y), g€nérique de V sur Kk . Posons

k= F (V) = k(x), et L= 5. (W) = k(y). soit a€ Vv , et consi-

dérons la veluation discréte v = v de K , normée de fagon

que l'ensemble de¢ ses valeurs soit Z , Soit w une valuation

“'/'00
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de L prolongeant v , La place p = Pa de K , associée

a v = v, s peut &tre prolongée & une place A de L , asso=
ciée & w, 4 valeurs dans @ . Comme w est compléte, A

est de la forme p,, ob b est un point de W, donc équivalente

& v, . De plus, on a nécesseirement a = ¢(b), i.e. b est
1'un des composants de l'ensenble (¢~1)e(a). Soient K et L
sont les complétés respectifs de K et L relativement & v
et w . Le degré local [L : K] est encore égal & l'ordre de

ho ~ - - >
ramification de L/K (cf. n® préZcédent), i.e. & celui de

L/K. On l'appelle ordrc de remification de ¢ en b .

D'aprés le lemme 3, si on note bi les composants de l'ensentle

(¢"l)e(a), le degré n _de & est égal 3 J. e, , offt e, est

w— 1

l'ordre de ramificetion de ¢ en bi .
THEOREME 5.

Scient V et W deux courbes complétes sans point mul-
tiples, et soit ¢ : W - V un rcvétcment de degré n .
Pour tout point a de V , lc¢ degré du diviseur ¢'l(a) est
égal & n .

Démonstration. En effet, le diviseur ¢"l(a) est par

définition, représenté en 1'un quelconguc des points bi per

la fonction t o ¢ sur W , oi ¢t est un parenétre uniformi-

gsant de V en & 4, Or on a va(t) = v&(t(x)) =1 , Pour tout

i , 1c coefficient de b, dans le diviseur ¢'1(a) est égal

-~ b3

& vy {(t), donc & l'ordre de ramification e de ¢ en bi .
LFRRES

Le degré du diviseur (e.) est donc 2 . = n (dans le cas sépg
rable, c¢f.6, lemme 3;dans le cas général, cf. cougs 3@65—6“{, ch.I, th.7.2.).

COROLLAIRE. Si V est une courbe compldte sans point
multiple, et si f est une fonction sur V , le degré du

diviseur div{(f) est nul.

.00/00.
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En effet, considérons le morphisme re v o Pl dedull

de f . Ce¢ morphisme cst un revitement do P, oy ot onon
div () = ¢"1(3), od ¢ est l¢ diviseur 0 - @ do L
D'aprds le th. 5, on a deg(é“l(o)) = Gcr(Q-l(w)) =n , c&
posant n = deg{f*), On a donc bicn Jdeg(divir)) = 0 .,

B8, Résidu d'une Jiffdérentiellue,

I1 est commode d'introduire une variante de la notion de
kedifférentielle d'un corps K , particulidére eu cns od
K = § est complet relativement 4 une valuation v  triviale
sur k . Cettc notion sc¢ Qéfinit ccmme dens E, Chap, III, n°l,

nais en remplagent le Keespuce veetoricl D par un  Keosprce

'3

vectoriel topologique D' , et un exigeant que l'applicnticn
y : ~
(K) ost unique & un isonore

d soit continuce, Cet espace D' = Dé
phisme prés, pour la structure d'cspace vecteoriel topologiqu.

sur R .
d -

En particulier, prenons pour K le corps de siries fore-

Ui

melles k((t)), muni de la veluetion discréte ceanonique v ,
associéc & l'anncau 8 = k[[t]] . Un élément fEk((t)) ypcut

s'écrire sous le forme
f = X a, t?
nzno
La définition précddente entraine
ar = (] na t"hat .
n>n_

Dans ce cas, l'espace DQ(K) est done de¢ dimension 1
sur K , et engendré par dt . Une différenticlle weibi(ﬁ)

» £ 3 -
s'exprimc sous la forme g 2t , svee g€K, i.c, sous la fornc

-1

-q
w = (&-Q t oot 8.- t + fo) dt '

1l
avee f°€‘§ + Le coefficient ¢ = a_, est appelé le

0../’00
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- 3 . - . s » . Zz
riésidu de w relatif & t (terminologie proviscire), ¢t noté

-

Res w + C¢ symbole possdde les propriétés dvidentus suivantes

{a) « Res dépend kelincairement de o

¥

(b) = Res, stannule sur & dt , i.e. faézo => Res, foah=

(c) - fEK == Res, (df) = 0 .
THEOREME 6.
Res w  me dépend pes du cheix de l'unifornisante t

Déuonstretion. En effet, scit u unc ecutre unifermisante

-

de K . Ona u=gt, ol g c¢st un élémcnt inversible de & .

1 1

u~? ag + t - a4t .

On a done du = g~

Or on o 8-1 dged dt ., On a donce Rcst u"l du = Resctnldt =

= 1 , Puisque Rest et Resu s'annulent sur & dt = 8 du ,

il suffit de vérifier qu'on a

L]

Res_ t at = 0

u
pour tout m > 2 ., Cc¢ résultat cst immédiet en carsctéristique

-

0, d'aprés (c), car, daons ce cas, t At e¢st 14 Jifrérentielle

l-m - - : :
de (1l/1-n)t . Pour passcr au cas ol la caractéristique p

est quelcongue, exprimons t sous la fornme
2
t=u+b2u + so'+bnun+ (R}

De cette relation, on tire, pour tout m ,

- -
t "dt = u mdu(l*czu2 +eeot cnun * ees)
a

ol les c; s'expriment en fonction de b rrr des pelyndnes

i

P znuniversels, & coefficients dans 2 . Or on & Resu t™ e =
Mo

= Dlaprés ce qui éedde P ta ¢ u b k.
Cp1 prés qui précéde, | _, s'annule en { 1 2,.¢.}

lorsgu'on prend pour bi des €léments arbdbitrairces d'un corps

quelconque d2 caractéristique O . Done 2ﬁ lest iduntiquement

nul, et on & dans tous les céds €y < 0 . C.0.F.D,

00./"0
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Tenant compte de ce théordme, on supprimera l'inlice t
dans la notation du résidu, i.c¢. on édecrira Res w (cu Res  w
au lieu de Restw .

Soient & nouveau V une courbe, a un point simple de V ,
Xk un corps de définition de V ¢t de a , et t un paranéture
uniformisont de V en a , Soit v = Vo la valuation corrvs-
pondante, et posons o = gk(u,v), K = ﬁ;(v). Confornément
aux conventiocns du n® 5, identificne K 48 son imege canonique
dans son conplété ﬁ, lui-ndne identifié au corps k{((t)).
L'espace DR(V) - DR(K) des kedifférentielles sur V se
plonge ceancniquement dans l'espace Di(ﬁ), (et on a
Dﬁ(ﬁ) 3 Dk(K) G& E. convenons d'identifier canoniquement Dk(V)
avec son image dans Dé(ﬁ). Pour fE€K , la diffirentielle 4df
e alors la méme signification lorsqu'on regerde f comme
élément de K , et lorsqu'on le regarde comme &lément de R,

8i w est un &lément de Dk(V), le résidu Res w  ne

dépend que de w et de & , mais non du choix du corps Kk .

Pour cette raison, on l'appelle résidu de w cn & , et on le

représente &galement par la notation Resnw +« LOorsque w vcst
morphique ¢n & , on a Resa w =0, On voit sans peine que

Res, w est invariant par toute trensformation birationnelle qui
est bimorphique au point a ,

9. Fornule des résidus,

S8oit V une courbe compldte sans point multiple, et soit
weD(V), Pour tout §oiut a de V n'appartenant pas au suprport
de div(w)” , w est morphique en a , et on a donc res v = o,
Comme les composents de div(w)~ sont en nombre fini, la sonne

) res, © , étendue & tous les points de V , est définie.,
a

.../.0.



THEOREME 7.

On & la formule dite formule des résidue)

za Res w =0 .

Bornons-nous, pour l'instant, & démontrer ce théoréme
dans le cas particulier od V est la droite projective Pl .
Soit k un corps de définition algébriquement clos des
composants de div(w). Le corps K = TL(V) est isomorphe &
k(X), ot X est une indéterminée, et w est de la forme
f dX , avec f €K , Décomposons f en €léments simples sous
la forme

A.

f:z ....___].‘_y..._.q.f

. u o
l.u (X“'ai)

ol les a, sont les pbles de f , les Aiu des &léments de
k , et fo un polyndne.

En tout point A distance finie a distinct des plles

' =
a; , On a Resaw = 0 , D'autre part, on e Resaiw Ail .
Pour évaluer Res_ w , poscns X = % ; cele donne
A. uM
-1
£(x) = glu) = ] ~t. + £ _(u77)
. u )
i, u (l-aiu)
' S
d'ou uu_2
o= eglu) 8= (§ L + o (v))au
2 . u 2 "o
u i,u (l-aiu) u
On en d&duit Res_w = = ) Ail , d'ci la formule des

i
résidus , dans le cas particulier considéré,.

Pour passer tcu cas général, on va utiliser une propriété
de la trace d'une différentielle.

10, Trace d'une différentielle.

Soient K un corps, L wune extension algébrique de

degré fini., La trece a'un élément y €L relativement &

..‘/..0



- 30 -

ltextension L/K est notée Tr y , ou TrL/Ky « 81 v wust une
valeur absolue de K , et si L est une valeur absolue de L

prolongeant K on eppelle trace lccale de ¥y relativenmant

N

& w , et on note Tr_ , y , la trace de y relativement &

w/v

ltextension L/ﬁ , o R et L sont les cenplétés correspondants,
LEMME 4, Soient K un corps muni d'unc veleur absolue

v , et L wune extension algébrique séparable de degré fini de

K + Alorsy, pour yé&lL , on a

Tr vy = I Tr ¥
i vyl

ol la somme est &tendue & toutes les veleurs absclucs vy de

L prolongeant v , {cf. Lemme 3).

Démonstration. Comme dans le lcmme 3, introduisons un él&-

ment z€ L primitif sur XK , i.e. tel que L = X(z), puis le
polyndme P irrdductible ¢e 2z sur K , et sz découposition

P= P Pr en facteurs irréductibles sur K » Alors Tr 2z

l LN
est la somme des racines de P , tandis que Trw z est la sonne
i ;
des racines de P, . On a done Tr z = ) Tr, Jvi b i.2. la fornule
i i

de l'énoncé est savisfaite per 2z . On peut supposer K infini
(sinon X et L n'admettraient que la valeur absolue triviale).
Comme il n'existe qu'un nombre fini de corps intermédiaires entre
K et L, il existe a et a'€K , distinets, tels qu'on ait
K(y + az) = K(y + a'z). Désignons ce dernier corps par L' , On

8 y + az€L' et y + gz€&€LY , d'od (a=-f)2zE€L', d'ol zEL',
@'ol L' = L , Donc 2z' = y + az ¢st un él3ment primitif de L
sur K , La formule de l'énoncé est satisfaite par 2z et z'
done aussi par ¥y C. Q. F. D.

Boit ¢ :+ W= V un rev@tement d&fini sur k et posons

“0/000
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& nouveau L = 3L(W) , K = Fk(V) . La trace d'une fonction
fEL relativement & l'extension L/K est encore appelée

trace de [ reletivement 4 &

Supposons maintenant que ¢ est séperable. Seit 6 un
élément de Dk(V) = Dk(K), i.e. une différenticelle sur V , d&finie
sur k (ou encore une kedifférentielle de K). On a une injection
canonique Dk(V) +> Dk(W) obtenue en feisant corresrcndre & 6
sa transposée O o ¢ sur W (c'est d'ailleurs aussi l'injection
canonigque Dk(K) + Dk(L) considirée deans E , Chap.III, n®°2).

On conviendre d'identifier 6 avec son image par cette injection
canonique. Soit maintenant me:Dk(w) = Dk(L) . Pour BG'Dk(V)#O

quelconque, on & w = g 6 , avec g€L , On appelle tracc de w

relativement &8 ¢ , et on note Tr w , ou Tr,w » le différen-

)
tielle (Tr g)o . Cette définition & un sens, cer il est clair
quec cette différentielle ne @&pend que de w , mais non du choix
de 8 . On voit en outre que Tr¢w est linéeire ecn w et que,
pour f €L , on a Tro(df) = d(Tr¢f).

THEOREME 8,

Soit ¢ : W >+ V un revétement separeble, Soit a€VvV , et
notons b, les composants de l'ensemble (¢—l)e(a). Alors,
pour toute différentieclle w sur W , on a

Z. Resb. w = Resa(Tr w),

Démonstration., Pour tocut i , posons v o=V « Si t est

un paramétre uniformisant de V en & , et si w = f dt , on
a Tr w= (Tr £)dt , D'aprés le lemme 4 , cn a d'autre part

Tr £ = X. Tr, £ . Il suffit donc Qe démontrer qu'on &, pour tout i
i i
Reswi w = Resv(Trwi f) at

.l./..'
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Désignant par b 1l'un quelconque des points bi sy 11 est

naturel d'appeler trace locale de  relativement & w 1la

difflrenticlle (Trv/vf)dt, et de la désigner par Tr W

w/v
(on vérifie sens peine que cette différentielle ne dépend pes
du choix de t ).

Il nous suffit, dans ces conditions, de démontrer le lemme
suivant (ol l'on pose v = Ve » W = vb).

LEMME 5. On & Res w = Res Tr uw , ol Tr désigne la

trace locale Trw/v .

-

Démonstration., Soit t (resp. u) une uniformisante de K

(resp. L). Par linéarité, il suffit de démontrer la formule lors-

que w est de la forme w = u® at y ol mE€Z ., Si e est l'crdre

de ramification de L/K relativement A v (i.e. le degré
[L:XK] , on a une relation de la forme

(h) t = ue(l+a Ub, 0t anun ‘."00)

1
Dans le ceas ol la ceractéristique est O , tcut élément

inversible de 8 admet une racine e-iéme dans § ; en

. . . e
remplagant, s'il y & liecu, u par une soluticn u' de ¢t = u'",
on se remdne cu ces od t = u® . Le dénonstration de la formule

est elors é€lémentaire, En effet, on a2 m = eg + r , avec q€2

r

et O <r < e~l , ce qui donne w = t% o at s @'oi

0 gi r#0
er w = (Tr ur) £4 gt =
etth Si r=0,

On en déduit

0 Si mfee
Resv Tr w =

CTmpy 81 mTee

On & d'autre part
0 sim¢ae

mte-l
R W = e u =
esw Resw cu

exwll Si M=we ,

O.C/".
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et la formule est bien démontrée dans ce cas.
Supposons maintenant que la caractéristique est quelcongue,
t et u étant 1liés per (&),

On &

m
Res, u dt = -n
W ®etime *
_ en
D'autre part, comme on a vu, 1, U, ees U 1 forment une

base de l'extension L/K. Pour obtenir la trace de u" s On

- Ed - m
peut considérer l'endomorrphisme y »uy dans i.

-~
regardé conne espace vectoriel sur K . Notons Mm = (cm )

-

(1 <i<e,1=<j <e) 1la matrice correspondante, Les

sont des &léments de k((t)), donc de la forme | mijk t
k

iversels
S

ou les coefficients ¢ s'expriment par des polyndnBl

mijk
n

b3

6§ coefficients dans 2 en foncticn des 8, La trace de u
étant €gale & celle de la natrice M, » son résidu s'exprine

sussi par un polyndume universel Pm en fonction des a, .

D'aprés ce qui precede, ce polyndme Pm prend la valeur

-m a_ . lorsqu'on prend pour &;,¢¢4y 3 40+, des Eléments

arbitraires d'un corpys quelcongue de carectéristique 0O , Done
P (e) est identique 3 -m a_ o » et le lenmme est démontré

dans tous les cas.,

Fin de lu démonstrution du th, 7 (formule des résicdus).

Soit f une fonction non constante sur V ., Elle se prolonge

b-3

4 un morphisme f¥: V + B , qui est un rev@tement séparable de P

choisissant pour f un élément formant une base de transcendance de F (V)l
Pour tout a€® , on 2, d'eprés le th. précélent,

en

Z Res, w = Res_ Tr w
b/a b a
od Tr est le tracc relative & f, , et od ] désigne
b/a
la somme étendue aux conposants b de l'ensembdle ¢;l(a).

.Otll‘l‘



On en déduit

&~
=
[}
[
€

L}
~
t~

Py
1]
0
€

b a bla

= 7 Resa(Tr w) .
a

11, Répartitions.

Soit V une courbe compllte sans point multiple, définie
sur un corps algébriquement clos k . A tout point a €V , assce
cions le complété Ra du corps K = ?;(V) relativement & la
valuation Ve *

Une répartition & sur V est définie par la donnce,

pour tout a &€V , rationnel sur k , d'un élément Eael‘za .
avec la condition va(ﬁa) = 0 "pcur presquc tout a€V ", i.e.
pour tout a n'appartcnant pas & un scus-cnsemble fini de V .
Les répartiticns forment une algébre sur k , qu'on noteres
R, ou Rk .
On a un isomorphism~ cenonique de K sur un sous=-espace
de R , ubtenu en faisant correspcndre & f€X 1la répartition
définie par £, = f oquel que soit e . On identifiera ceano=-
niquemcnt K avec son image par cet isomorphismec,
Soit d un diviseur sur V . L'ensemble des repartitions
E€R , telles qu'on ait va(’F, ) >av,(d) peour tout &€V , avec la
convention v _(div f)=v,(f) prolongée & &D(v) d'aprés E,III,14,th.12).
est un souS-k-espece vecteriel de R, qu'on désigne par S(d).
Ltintersection S(Q)P\K se compose des fcnections f €K
telles qu'on ait div(f) > -d ; cette intersecticn est donc
l'espaece L(d) introduit dans E, Ch. IV, n°® 6. On sait que
la dimensicn de cet c¢space L(d) est finie (E, ch. IV, 6,
th. 12). On désignera cette dimension per 2(d).
Si a ¢t b sont deux diviscurs sur V , il est clair qu:

ooo/ouo



les relations & > b et S(a) Ds8{p) sont #quivalentes.

-

LEMME 6. On a, pcour & > b

w—

[s(a) : S(b)] = deg &a - deg b .

Démonstration. Pour tout diviscur d sur V , 5(4) est

somme directe des t& éa , regardés comme espaces vecto-
riels sur k (en désignant par t un peramétre uniformisant

a
de V en a , défini sur k ). Done l'espace S(a)/S(b) est
k-isomcrphe & le somme directe des espaces vsctoriels
-V
a8 o -~ o ' - ) vy
Fo (t 2&) 5, » ou 1l'on pose v, va(g) va(g, pour tout

& . Or Fa est de dimension Vo fone on a
[s(a) : s(p)] =] v_ = dega - deg b .

LEMME 7. On

e

ol
o
§
w

A
o

(5) deg a = deg &t = [S(2) + K : s(b) + K] + ¢(2) - 2(b) .

Démonstruticn. On o la proprieté géneéresle suivante des esno-

ces vectoriels : scient Fi + F, et G trcis sougs=-esprces ViCe
toriels d'un mime espace vectoriel E , tels que FlJ‘Fa 3 slors
cn &

: F] =[Fy + 6 F, v+ 6] ¢+ [FACG: Fyn6] .

En effet, on remarque que le diagramme suivant

G
i
Fy/FynG + G/C
F‘l‘//th — Fl + G/G

est commutsetif. D'aprés le "secend théoréme d'isomorphisme”

les fléches horizaontales du bas seont des isomorrhismes. Il
suffit de remarquer que les fléches abligques 4u Tas sont

injectives, et de comparer leurs coundyaux.

‘Ql/tb‘
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Pcur en déduire le lemm2, on prend F, = s(a) , F2 = §{t}
et G = K .
Corollaire., r{d) = deg 4 - £{(d) est une fonction croissante

de 2.
Remarquons que lcs entiers deg 4 et z{g) ne sont pas
modifiés lorsquton ajoute & 4 1le diviscur d'une fonction. Ces

deux entiers ne dependent donc que de la class: dc 4 suie

vant la relaticn dtéquivalence linéoire {ef. n® 1), Il ¢n
st donc de méme de r(d).

LEMME 8. L'entier r(d) sadmet une berné supérieure r, o

Pour 4 tel que r(d) = r , ona R =5(4) + K.

U

Démonstration, Soit f un. fencticn sur V , non ccenstante,

définie sur k , ot notons b 1le ~“iviscur des plles  div(r)
de f .

Commengons par montrer que, pour m  entier > 0 , le nombre
r(mn b) admet en majorant inddépendant de m o En effet, soit x
un point générique de V sur k , et posons y = f(x). Ltexten-
sion k(x)/k(y) est alzébrique de degré fini n . Introduiscns

une bese zjseeey 2 de cette extension, c¢t choisissons-la

a

de fagon que les 2; scient entiers sur l'eancau  kf[y] . Tout

pSle b® de 1l'un des zj est contenu dans  supp b, i.o.  ust

un pSle de f : en effet, il existe une place p ds k(x)
triviusle sur k , telle que p(x) =1b , ot p(zl) = « . donec,
d'apréds E, c¢h, O, B, 3, th., 2, on ¢ aussi op(y) = = , On peut

w—

done trouver um entier = 2 0 tel que -n b 2 ﬁiv(zj),

i.e. zjé:L(mavg} pour tout j . Pour tout couple d'onticrs
B, t tels que 0 <t <s , on 2 done “(mo+S)R < div(yt zj),
. t .

fees vz, EL((mo*s)g). Or, pour s fixé, le¢s yt’zi

"‘/Gtc
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&

(0 <t <8 ,1<j <n) sont linéairement indépendants sur
k « On a donc
t(m  + 8)b > (s+l)n ,
ou encore, en posant m ==m_+ s ,
t(m b)) > (n - m + 1)n
Oor (n® 7, th. 5, coroll 2), on & deg b = n , On a donc
r(md) < (m, -1)n
et on a bien montré que r(m b) est majoré,

Soit maintenant & un diviseur quelconque sur V , Montrons
qu'on peut trcuver un élément u de k[y] et un entier m >0
tels que div(u) +m b > d . Pour cela, posons 4 = I‘ s, + 4af
ou les 8 (L <i < io) n'appartiennent pas & supp i s €%
od 4d' est un diviseur sur b tel que supp g'*C:supp b
pour tout i , la fonction ui = f . t(ai) est morphique et
s'annule en &; 3 dtautre part, les p3les de u; et de £ sont
les mémes. On a donc div(ui) +b 2 a; ; il existe d'autre
part un entier q tel que g b 2.£’+ » d'0d g b > 4' ;

-

posant alors u, =ou, et m = i, + q , on 8 bien

n

i

div(u) + md > d .
On a, dans ces conditions, r(d)< r(divu + m d) = r(m b).

On a donc bien moentré que r(d) est majoré., Pcsons sup r(g) = Ty

et prunons maintenant pour & un diviseur tel que r(d) = rooe
Pour tout diviseur & sur v » on a B8(4) + K2s(a+d) + K>s(a)
+ K. Ona donc 8(d) + K2u (5(a) + K)2u, 8(a) = R, d'0i
8(4) + K = R . - -
COROLLAIRE. Pour tout divigseur & sur V , on a
[R: s{a) + k] <=

l.'/.‘.



12, Genre d'une cocurbe, Inégalité de Riemann-Roch.,

Pour tcut diviseur a sur V , on posera i(a) =
= [R : 3(a) + K] « Le relation (5) intervenant dans le lemme
T s'écrit sous la forme
- t(a) + deg a + i(2) = = 2(b) + deg b + i(b).
Autrement dit, le nonmbre entier - 2(g) + deg a + i(a)
ne dépend pas de 8 , mazis seulement de la courbe V , Le nombre
g = = 2(a) + deg & + i(a) + 1
est appelé le genre ae V . Comme i(&) est positif, on a
2(a) > ceg & + L-g

(inégalité de Riemann-Roch).

Pour a =0, 6n a dega =0 , et 2(e) =1,
On a donec toujcurs g > 0.

13. Le théordue <e Riemsann-Roch.,

el

On va meaintenant, pour calculer le ternme i(a), =ppel

’ . - - . . . . I3
indice ue specielité Cu Cdiviscur & , utiliser une propriété

de dualite entre l'evspace R des répartitizns et celui
D= Dk(v) des diffCrentielles sur V , définivs sur k .

A tcut couple (w,&) compasd Jd'une Jifférentielle we D
et d'une repartition €£€R , cn associe 1'lément

5o y R
< w,§ }, f‘esa@’ ga)
a
de k ; dans cutte formule, la seamme |  est etendue 3 tous
a

les points de V 3 cette scum:- & un sens, car Resam Ea est
nul pour bprasque tcut a

I1 est cleir que < w,§ > est unu forame k-bilindaire
en w &t & . On 8 de plus < wf,f > = < w,ff > quelle que
scit f€K . D'autre part cn & tsujocurs < w,f > = 0 , qualle
que soit w , lorsque E&€ K , dizprds 1o foraule des résidus.

.-o/.-.
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Pour tout diviseur a sur V , nous désignerons par
E(a) 1le sous-espace vectoriel de D composé des différentielles
w€D telles que div(w) > & « On & toujours < w,§ > = 0
lorsque w€E(a) et ¢€S(a) (cer alors wf, est morphique
en & quel que soit a , donc & un résidu nul en a),

Pour toute différentielle w € D , notons w* la forme
linéaire R + k définie par w*(f) = < w,& > + Pour we&kE(a)
wo* s'annule sur S(a) + K , d'aprés ce qui précéde. Autrement
dit, si 1'on note R*(2) 1l'espace vectoriel compcsé& des formes
¢ : R+ kx s'annulant sur S(g) + K , le k-homomorphisne
0 : wr w* induit un k-homomorphisme 6 : E(2) » R¥(a).

Soit R%Y 1la réunion des ecspaces Réz§), pour tous les
diviseurs & sur V , rotionnels sur k (i.e. le sous-espace
du dual de R composé des & qui s'annulent sur l'un su
moins des S(a) + K ) « Il est clair qu'on a Im 8CR* , de
sorte qu'on peut regarder 6 comme un ke-homomorphisme D =+ R" .

Remarquons en outre gue r* peut-8tre regardé comme un
espace vectoriel sur K : on feit opérer K dans R* en posant
(f 6)(g) = &(f &), pour ¢ € R*., De plus, le k-honomorphisme

@ : D+ R® est en feit un K-homomorphisme, cer on a

(£ w)*(E) = < fw, & > = < ,f§ > = w*(f £), a'0cd (f w)*=f u* .

THEOREME 9.

Le K-homomorphisme 6 : D + R* est un K-isomorphisme.,

Démonstration,

(e) = 8 est injectif. On utilise le lemme suivant
LEMME 9, Soit we€D . Alors
w* €R"(2) == weE(a) .
En effet, supposons que me(_g). Il existe alors ac¢V ,

.../...
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rationnel sur k , tel que yu_ = va(w) < va(g) « Soit t un

a
paramétre uniformisant de V en a , et considérons la répar-
tition & obtenue en posant

-(ua+l)

£, =t

§& = 0 pour b -

On & visiblement g€s8(a). On a d'autre part
va(w Ea) = .l , d'ol Resa(m ea) # 0 , et wg, = 0, d'od
Reab(w Eb) = 0 pour b # a . On a done < w,E > # 0 , c'od
contradiction, et le lemme cst dimontré.

L'injectivité de © en résulte aussitdt : en effet, la
relation 6(w) = w¥= 0 entretne wreR*(2), d'od wEE(a) pour
tout diviseur a8 sur V , d'od w =0,

(b) - 8 est surjectif, On raisonne sur les dimensicns :
on sait que dimKD = 1 , Il suffit donc de montrer que
dim RY <1 .

Supposons dimg R* > 1 , et soient a , &' deux éléments
de R* 1linéairement indépendants sur K , Si (x;4 sesy %) sont des
éléments liné airemertindépendants surk, X, ¢"‘J- (1\<i$m , 1\(35:1) sant
linéairement indépendants sur k .

Par définition de K¥® , il existe deux diviseurs a et
a' sur V tels que o et «a' s'annulent respectivement
sur S(a) et S(&'). Donc o et «' s'annulent sur S§(b),
en posant b = inf(a,2'). Svit maintenant d un diviseur
quelconque sur V , et scit y €L(d) . Les éléments oy et
x'y s'annulent sur S(b + div(y)), donc a fortiori, sur
S(b-4) (puisque div(y) ) =~d), i.e. appartiennent & R*(b-4d).
On & donc, compte tenu de la remarque précédente,

R¥(b=d) > 24{4)

dimk

Q‘i/“'
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D'autre part R™(b-d) s'identifie au dual de R/8(d-d) +K ;
sa dimension est donc i(bd-d), et on a
i(p - 4) > 22(4)
clest-d-dire
t(b - d) - deg(b - 4) + g = 1 > 22(a)
Si on prend 4 >Db , ona 2(b-d)=0, d'ol
deg g‘* € -1 - degd > 22(a)
D'autre part, d'apréds 1'inégalité de Riemann-Roch, on a
L(g)‘z deg d = g + 1
En comparant les deux in&galités ci-dessus, on trouve
que deg 4 est majoré par une constante, ce qui est absurde.
Le th. 9 est donc démontré.,

THEOREME 10,

Pour tout diviseur a sur V , rationnel sur k , le
k~hcmemorphisme

6, : E(z) » R*(a)

induit par & est un keisomorphisme. Autrement dit, la forme
< w,£ > met en duslite des deux espaces E(a) et R/S(a) + K .

Démonstration. En effet, 0# est injectif, comme induit

par 6 . D'autre part, pour ¢€;*(3), il existe, d'aprés le
th, 9, une differentielle w€D telle que ¢ = u* , D'aprés
le lemne 9 , on a w€R(g), et ¢ = ea(m). Donc 6, est
surjectif, - -

On peut maintenant calculer l'entier i(a). En effet,
i(a) est, par définition, égal & la dimension de l'espace
R/8(a) + K , donc aussi & celle de son dual R*(&). D'aprés
le th, 10 on a done

i(a) = dim =2(a) .

Q.*/.OO
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Puisque les différentielles forment un espacce vectoriel de
dimension 1 sur le corps JF(V), deux différentielles non nule
les quelconques w et w' sur V sont lides par w' = fu ,
avec f€F(V), et on a div(w') = aiv(f) + div(e), a'cd

div(w') ~ div(w). Par suite la classe de div{w) pour 1'Cquie

valence linéaire ne dépend pas de o , meis seulement de V

Cette clesse est appelée la classe canonicue., Tout diviseur

¢ sur V appertenant 3 cette classe est le¢ diviscur d'une
différentielle w : en e¢ffet, scit w, une différentielle
non nulle sur V ; on a ¢ v div(wo), done il existe fe F(V)
telle que 4iv(f) = ¢ = &iv(wo), et on peut prendre w = £ w_ .
Un tel diviseur ¢ est dit cegnonique. Remerquons que si ¢
est rationnel sur un corps de définiticn kl de V ; on peut
prendre wé‘Dkl(V) : en effet, ayant choisi w € DRI(V), il
suffit de prendre fﬁ‘.}‘;( (V), ce qui est possible d'aprds
E, IV, 6, th. 11, '

Soit ¢ un diviseur cancnique sur V , de la forme
div(w), avee w€D , Pour w'€D , de la forme uw' = gu ,
le relation w'€ E(g) é&quivaut & div(g) » &2 - ¢ + On & donc
aim E(a) = 2(c - a), d'ol

(5) i{g) = 2¢(e - a) .

Reppelons que si & est un diviseur sur V , rationnel
sur un corps de définition k de V , la dimension 2(a)
de l'espace L{a) ne dépend pas cu choix de k (ef. E, ch IV,
6).

On peut donc énoncer :

THEOREME 11. (RiemanneRoch)

Soit ¢ un diviseur cenonique.sur V , Pour tout divi-

C.Q/OQ.
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seur @& sur V , on 8
2(a) = dega - g+ 1+ £(c -~ 2)

COROLLAIRE, On & les formules

2(c) =g , et degc = 2g - 2
En effet, pour a = 0 , on a deg a =
et le théordme donne 2(c) = g .
En faisant & = ¢ , on obtient ensuite
2(c) = degc - g+ 2,

ce qui donne deg c=2g -2 ,

0, £(a) = 1,



CAAPITRE III

LA JACOBIENNE D'UNE COURBE ALGEBRIQUE.

l. Variétés de pré-groupe.

Soit V wune variété, et soit ¢ une application ration-

nelle Vv x V + V , On dit que ¢ est une loi de pré-grouve,

ou une"loi de coumposition normale"” sur V , et qu'elle défi=-

nit sur V une structure de voricte de pré-groupe gsi les condi=-

tions suivantes sont satisfaites.

(*) Pcur tout corps k de définition de V et de ¢,
et pour x, y geénériques indépendants de V sur k , on n,
én posant 3z = ¢(x,y), les relations

(1) k(x,y) = k(x,z) = k(y,z).

(**) Pour x, ¥y, u génériques indépendants de V sur k ,

on a
(2)  ¢le(x,y),u) = ¢(x,¢(y,u))
i.e. ¢ est "génériquement associative',

Exemple : Toute variété de groupe, ou encore tout ouvert
d'une variété de groupe, est une variété de pré-groupe.

La relation (1) implique que deux quelconques des trois
points x, y, z sont génériques inddpendants sur k , Si ¢
est une application rationnelle V x V + V , définie sur k ,
vérifiant (*), on note ¢ 1'application rationnelle, définie
sur k , obtenue en &changeant x et y , i.e. telle que
z = ¢{x,y) = $(y,x) ; on note ¢' et ¢" 1les applications
rationnelles V X V + V | définies sur Xk , respectivement tele
les que x = ¢'(y,z) ot y = ¢$"(z,x).

On note respectivement T, et x; les "translations géni-
riques™ & droite et & gauche, associde & x , i,e, les applica=-

tions birationnelles V =+ V , définies sur k(x), respectivement

t‘t/i.‘
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telles que ¢{x,y) = 1,.(y) et oly,x) = 12(y).
THEZOREME 1.

Soit V une variété de pré-groupe, Alors V est biratione
nellement équivalente 4 une weriet@ de groupe. Plus précisénent
il existe une variété de groupe G et une aﬁplicat&au biration=-
nelle A : V> G telle que la loi de groupe sur G soit transe
posée par A de la loi de pré-groupe sur V ,

Remarcue 1, On sait nontrer en outre que, si V est défini.

113

sur un corps Kk , on peut prendre G et A définies sur k .
La démonstration qui va suivre nécessite deux lemmes intcre
médiaires,
Bi W et W' sont deux variétés, et si 8 : W » W' est
une application rationnelle, l'ouvert de W comnose des points

en lesquels 6 est morphique sera appelé ouvert de morphicite

de 8 , et noté Uy (cf. E, ch, II, 11, th. 9).

LEMME 1, Soient V une variété dé&finie sur un corps k ,
¢ une application rationnelle définie sur k vérifiant la
condition (*), Il existe un corps k, contenant k., et un

4

kl-ouvert Ul de V tels que, pour tout point a& U , et pour
v générique de V sur kl(a), les conditions suivantes soient
satisfaites :
(a) « ¢ est morphique en (a,u)
{(b) « t = ¢(a,u) est générique de V sur kl(a}
(c) = $' est morphique en (u,t)
{ﬁ" est morphique en (t,a),

Cn & alors nécessairement &'(u,t) = a et ¢"{t,a) = u ,

Démonstration, Notons ¢' et ¢" 1les applications bira=-

tionnelles V X V + V x V , &&finies sur k , respectivement

Q‘l/".



telles que
v (x,y) = (y, ¢(x,¥))
et
P (x,y) = (o(x,¥),x)
Les ouverts UW' et UW” coincident avece U¢ « Notons
respectivement B' et B" 1los restrictions & U de ¢' et

¢

$" . Considérons l'ouvert

T o= s"l(u¢, P gt

(Uén)
de V x V , Soit (tl,ul) un point générique de V x V sur k .
Ce point appartient 8 T , donc l'ouvert

u, = prl(Tn(V x ul))
n'est pas vide (on note pry la projection sur le premier
facteur dans V x V), Posons k(ul) = K 3 il est clair que

U, est un k,-ouvert de V ., Pour s€U, , ona (a,ul)e T .
Si u est un point générique de V sur kl(a), on a & fore
tiori (a,u)€e T . Comme on a TC:U¢ » 6 est morphique en (a,u),
De plus, puisqu'on a (a,u)é€ B"l(U¢,), et (a,u)é€ 8"-1(U¢").

les applications rationnelles ¢' et ¢" sont morphiques en
p'(a,u) et p"(a,u) respcctivement, En d'autres termes si

on pose ¢(a,u) =t , ¢' et ¢" sont morphiques en (u,t)

et (t,a) respectivement, Le couple (kl’ul) vérific donc

les conditions (a) et (c). Puisque ¢ (resp, ¢") est définie

sur k, , le point ¢t (resp. u) est rationnel sur k(u,a)
(resp. k(t,a)), On a donc k(a,t) = k(a,u), et par suite t

est générique de V sur k(a), ce qui montre que (kl‘Ul)

vérifie la condition (bv).

COROLLAIRE : Les notations étant celles du lemme 1. il

exigte un corps k! contenant k et un k'-ouvert U vérie

fiant les conditions du lemme 1 relativement & chacune des

.../...
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six applications retionnelles by 'y 0", B, B, " .

On peut en effet, 4 chacune de ces applications ration-
nalles essocier une externsion de k et un ouvert de V ,
vérifiant les conditions du lemme 1 . Il suffit de prendre
pour k' 1le composé dc ces corps et pour U 1la réunion de
ces ouverts,

I1 s'ensuit que , gi & est un point de U , et si «x
est un point générique de V sur k'(a), chacune des trans-

lations genériques T, s r; est bimorphique en a , et a

pour valeur un point générique de V sur k'(a).

LEMME 2. Soit V une variété, et soit ¢ wune lci de pré=-
groupe sur V , Soit k' wune extension de k , et U un k'=-
ouvert de V vérifiant les conditions du corollaire du lemme 1.
Soit x un point générique de V sur k , ¢t considérons

le graphe T = PT de la translation générique T, Si a
x

et b sont deux points de U tels que (a,b)erl , l'applica-
tion T, est bimorphique en ea, de valeur b .

Démonstration. Introduisons un point ¥y générique de V

indépendant de x sur k'(a,b). D'aprés le coroll. du lemme 1,
la translation générique Y§ est bimorphique en chacun des
points a et b, et chacun des points u = t}(a) s V = t;(b)
est géneérique de V sur k'(a,b,x).

En vertu de la condition (®¥*), 1'application rationnelle

zva ! u o= r} o T, coincide avec T, © T; « Puisqu'on
u y
ﬁ"f\\\ e f(a,b)e€Tr =T » €t puisque 1! est nmor-
L 4 b 1 y
S AV x
a phique en b , de¢ valeur v , on a f(a,v) T .,

¥
Puisque y est générique de V sur k'(a,b,x), il en est

de méme de u , d'aprés le coroll. du lemme 1 ; donc x est

0-&/..0
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générique de V sur k*'{u) ; donc T, est bimorphique en u

done u = 1, o 1; ¢st morphique en a . On & donc nécussairc-

- -

nent v = u(a) = rx(u). En définitive :
T; ¢st binorphique en =n , de valcur u
big i " " "
: u v
7! -1 L 1] " v, " " b
Donc LI T§-l§ T, © t§ est bimorphique en a, de valcur

b, C. Q. F. D.

Nous allons maintenant aborder la Jdémonstration du th, 1,
¢t donner la construction Je la variété de groupe ¢ 4 Pour cul2
introduisons un entier m (l2 chcix de cet entier sere préecise
plus loin), et des points Upseony B génériques indépendents
de V sur le corps k' introduit ci-dessus., Pour tout indice

a (1 <a <m), on pose r@ = 1, . Pour tout couple d'indices
{(a«,8), l'application rationnelle aU + U , obtenue par restrictior
& U de Tg 0 r;1 est noteée Tay * Son graphe rtsa est en=-
core noté Pgo » On & Taa = rwsa , oOu Vg, ©5t le point

de V , nécesseirement génerique de V sur k , défini par
Voo = ¢‘“a'“s” en posant ¢ = ¢" , D'aprés le corollaire du

lemme 1, pour a et b €U, tels que (aa,bB)E Fag lt'applie

B B

Ba est bimorphique en a, de valeur bB + Donec, si,

pour tout a, on prend G = U, la fanille {Ga’ TBa} définit

cation 1

une variété abstraite G (cf, E et EA , ch., II, n®°l), On a dc
plus une apgliéaﬁion rationnelle X : V + G , définie sur 1lec
corps K = k'(ul.g,., um), obtenue en prenant pour image 4'un
point générique x de V sur K 1le point de @ représenté,

guel que soit & , par le point x, = Ta(x) de G_ .

o
Soit €@ 1l'application rationelle G x G + G trensnosde

‘l./‘!‘
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par A de& la loi de pré-groupe ¢ : V x V » V , Nous allons

d'abord montrer que 8 est un morpHisme,

Pour tout triplet d'indices o, B, Y, notons GGBY l'ep«
plication rationnelle Ga x GB > GY qui représente 8 , i.c.
' i = t = x) =
telle qu'on ait z eaBY (xa, yB), en posant x Ta( )

= olu,x)y ¥ = vgly) = olug,y) et zg =1 (2) = ¢o(u_,2),
pour x et y génériques indépendants de V sur K , et éen
posant z = ¢(x,y). On a aussi 2, = F(ua,us,uY s xa,ye). en
désignant par F 1la fonction sur V x V. x V x V x Vv , définiec
sur k' , telle que

(3) F(ua,uB,uY, xa,yB) = ¢(w(¢(w(uy,ua),xa),uB),yB).

Soient maintenant & et T deux points de V , respec-
tivement représentés par aaE'Ga et par bBE-G8 + Si on note
n le dimension de V , le degré de transcendance de l'extension
k'(ua,us, aa,bs)/k‘ est < Un ., Supposons qu'on ait rris
m > bn . Alors l'un au moins des uY est générique de V sur
le corps k' = k'(ua,us,aa,ba) : sinon, e¢n effet, on aurait
deg, tr (k"(uy)/k") < n=l gquel que soit y , d'oi
deg.tr.(k"(ul,..., um)/k") < u(n-1), et on en déduirait
deg., tr.(k"(ul,..., um)/k') < m(n=1) + kn ; or le prenier
membre de cette inégalité est
> deg.tr.(k'(ul,..., um)/k') = mn 3 on en tirerait m < Un ,
ce qui est centradictoire.

Choisgiseons donec Yy tel que u, soit génériqus de V
sur k" . En appliquant trois fois le lemme 2, on trouve suce
cessivenment :

(a) = que ¢ est morphiqﬁe au point (w(uy,ua).aa) =

= (w(way),aa), de valeur un point ¢ générique de V sur k",

ooo/ooo
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(b) = que ¢ est morphique au point (c,ts), de valeur
un pcint 4 générique de V sur k" .
(¢c) - que ¢ est morphique au point (d,ys)‘

On en déduit que F est morphique en (uu,ua,uy.a ,bB),

[+

done que 8u8¥ est morphique en (aa,ba), et per suite que

@ est morphique en (a,b). Donc & est un morphisme.

Puisque ¢ est une loi ¢e prée-groupe sur V , 6 est
une loi de pré-groupe sur G . En perticulier 6 est assoe-
ciative, Les points u € G représentent un mémec point ceecC ,
Montrons qué e est élément neutre de G . Soit en effet X

un point générique d¢ ¢ sur K . Pour tout a , soit X, le
représentant de x dans G, =+ On trouve pour tout 8 (par
exemple en eppliquant la fornule (3)), que les points 6(e,x)
¢t 8(X,¥) sont tous les dcux représentis par ¢(w(us,uc),xa)
= x, dans Gg . on & donc 6(%,%x) = 9(X,2) = X , donc on & bien
nontré que e est &léuent neutre de ¢ .

Soit encore x un point générique de G sur K ; on
n x = A(x), oi x ost un point générique de V sur K. Il
existe un point X'€ G , reprrécenté pour tout a vpar le point
x; = y(t ,x) de Ga , et cn a une application dirationnelle
g : G+ G telle gue c(;) =x' , On trcuve,par exemple en
appliquent la fornule (3), que le conposé 6(x,x') est repré-
senté dens Gg par t, . On a donme 8(X,x') = ¢ , i.c. x'
est inverse de x par 8 ,

Pour achever de prouver que ©C est une variété de grouye,
il suffit de montrer que o¢ 28t un morphisme. Or soit a€t ,
représenté par 2, dons 1l'un des G, o En raisonnant comue

plus heut, on voit gu'on peut choisir B tel que ug soit

Q‘./‘.'
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générique de V sur k‘(aa). D'aprds le lemme 2, § est more
phique en (ua.sa), i.e. 0 est morphique en & C.Q.F.D,

2. Construction de la Jjacobienne.

LEMME 3. Boit V une courbe définie sur un corps k
Boit 4 un diviseur sur V , rationnel sur k , et goit u
un point générique de V sur k . Alors

(2) - 81 2(3) =0, ona t(d-u) =0

(b) = 81 2(4) >0, on a t(d-u) = 2(3)-1 .

Démonstration. L'assertion (32) est évidente, puisque

L(d-u)C L(d).
Supposons donc £(d4) > O . Puisque d est rationnel sur
k , il cxiste une fonction f_ € L(d), non nulle et définic sur
k . Les z&ros de cette fonction sont des points algébriques
sur k , donc distincts de u , de sorte que tosz(g-u). On
a done
(4) t(d-u) < 2(d) .
De plus, pour f €L(d), la fonction h.-zf/fo est morphique
en u ; l'application £ + h{u) induit une forme linéaire sur l'es-
Pace I&g) dont le noyau colincide avec L(d-u) (comparer & 1la
démonstration de E, IV, th.12). On a donec dim L(d)/L(d-u) =
= £(d) - 2(d-u) < 1 . Ceci donne (b), compte tenu de la rela-
tion (k).
COROLLAIRE. Soient V , 4 et u comme dans le lemnme
ciedessus. Alors
(a) -« si i(d) =0 , on a i(d+u) = O
(b) = 8i i(d) >0, on a i(d+u) = i(d)-1
Boit V une varifté définie sur un corps k , et soient

Upseoosy B, des points génériques indépendants de V sur k .

"l/..i
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On appelle corps des fonctions symétriques & n variables
sur V , définies sur k , et on note k(ul,....un)s le sous-
corps de k(ul,...,un) composé des &léments inveriants par
le groupe des permutations des u; . L'extension k(ul,...,un)/
/k(ul,...,un)s est algidbrique, geloisicnne et de degré nl .
Dans le cas oiu V est une courbe, le diviseur u = Uy teootu,
est rationncl sur le corps k(ul,....,un)s : en effet, soit ¢
une fonction sur V, d¢finie sur k, et t€élle cue df# O. On
peut représenter u par la fonction g = ET(f-f(ui)) en l'un
quelconque des voints ui , et par la constante 1 en tout point
distinct des wu, ; comme g est définie sur k(ul,...,ug)s .
le diviseur u est bien rationnel sur ce corps.
THEOREME 2.

Soit V une courbe de genre g définie sur un corps k .
Soit a wun diviseur sur V , de degré O , rationnel sur k .,
Soient ul,...ug des points génériquees indépendants de V sur
k, et soit u 1le diviseur positif de¢ degré g sur V défini
par u = ujt.cetu Il existe un seul diviseur ¥ = Vi+...+ V

- 1
sur V tel qufcn ait ¥y v a+u. Les composants vl,..., v

g

e
sont distincts, et sont génériquer indépendants de V sur k .

On a de plus
k(uypenny ug)s = k(Vy4eae, vg)s

Cémonstration : Puisqu'on a deg. & = 0 , on a 2(a) =0

oul ., 8i 2(a) =1, on a d'aprds le théoréme de Riemann-
Roch, i(a) = g. Tenant compte du coroll, du lemme 3, on en
déduit i(g+ul) = g1l , i(3+ul+u2) = g=2,444, i(atu) = 0 ,
si 2(a) = 0, ona i(a) = g-1) et on en déduit encore

i(a+u) = 0 . Appliquant & nouveau le théordme de Riemann=-Roch

..I/‘O.
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on en d&duit ¢(a+u) = 1 , Il existe donc bien un et un seul

diviseur ¥ sur V tel que Vv ~ a+tu ., Posons K = k(u;,eev,u)
Y est aussi rutionnel sur K. ¢
Puisque u est rationnel sur KV . En appliquant le résultat

ci~dessus pour & ® 0 , on voit en outre que 1(3) = 1, donc
que u est l'unique diviseur sur V 1lih&airement &quivalent
4 yv-a . Puisque ¥ est rationnel sur k(v ,ees, va). il

en est de méme de u .Donc les composants Upsecesly sont al-
gébriques sur k(vl....,vg). Le degré de transcendance de
k(vl,...,vs)/k est donc > dug.tr. k(ul,....ug)/k =g ,

Done  Vi,eee, v8 sont génériques indépendants de V sur k, et
sont algébriques sur K . Tout automorphisme de K/K qui per=-
mute les u laisse u et v invariants, donc permute les
V5o» et induit 1'identité sur le corps L = k(vl,....vg). .
D'aprés lea théorie de Galois on a donc LCK , On a de méme
KCL ; d'od K = L C. Q. F. D.

Comme l'extension k(ul....,us)/k est régulildre, il en
est de méme de K/k . On peut trouver un moddle W de cette
extension, c'est~d~dire une variété W , définie sur k,
telle que ai(W) soit isomorphe &8 K : il suffit de choisir

X.g0sep an'K tels que K =mxl,.... xn). et de prendre pour

1
V le lieu sur k du point x = (xl,.... xn) dans l'espace
affine Sn e Il est ¢clair que W est de dimeneion g ., Nous
allons munir W d'une structure de variété de pré-groupe.
Désignons par vé 1e produit de g facteurs Vx,,.x V et
notons € 1l'application rationnelle v€ + W telle que
E(ul.....ug) = x, Cette application est de degré fini, &geal &
gl , et 1l'image inverse (E'l)e(x) se compose des points dé-

duits de (ul.....us) per permutation dcs indices dans V&,

Qtl/loa
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8si% g wn diviseur suy V , de degré g , raticasel
gur une exteansion kl de k , Conzidérons deux 2iviseurs aur

V de la formes u = u; 4...¢ ug et v ® V. ¢,,.* Vg o ol

1
Wyseess Vg o Visoees v‘ sont 2g points linbairement indépen-
dants de Y sur k, . Les points x = 5(u1,..e. us)

et Yy = g(vl..... vg) sont deux pointe gEndriques indfpendzznti
de W sur k; , tels que kl(x) = kl(ul"°°’“5). y o% kl{y; =
= kl(vl...., vs)s o« D'aprés le th. 2, il exis%e un ot un seul
diviseur ¥ sur V tel qu'on ait w v u + Vv eq , 2t saa
composants Wiseee, Ve sont g points générigues ind&pendants
de V sur k; . Le poiat 1z = e(wl.o... vg) est donc a8fini.
Puisque ¥-q est rationnel sur gﬁyd. on a, toujours d'apris

le th, 2, kl(y)(nl,....ug). - kl(y)(wl,..o,vgg, i,e. kl(xey) "

= kl(y.n). On vcit de méme que gﬁx.y) s {x,z), Donc sz est
rationnel sur k, (x,y), et l'application raticanelle ¢ : VxVs¥
définie sur Kk, , telle que z = ¢(x,y), vérifie la condition )
du 1°l , Puisque l'addition des Adivigeurs ast associative la

ioi ¢ vérifie également la condition (* *), donc d&finit

sur VW una structure de variété de pré-groupe, D'aprés le

th, 1, il existe une application biraticnnelle A : W - 7

de W gsur une varitté de groupe J de dimension g . Nous

montrerons &u n° 4 que J est une variété abdélienne, unique-
ment déterminée 3 un isomorphisme prés. On 1l'appelle la jaco-
bienne de la courbe V , Dans la suite, on désigners par 1§
i'application ratiocnpelle 7 = Ao f : vE + 7, 3i x* est
un corps de définition de V , q, A ot J , et si Upeesey U,
sont g points générigques indépendants sur kx , on a, d'arpria

ie construction qui précéde, f‘ul....us)s'k'(x). et posa:s’

."/.Q&
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x = 1(u1..... ug).

3, 8ymbole D(A). Diviseurs verticaux.

Soient U et V deux variétés, D un diviseur sur U xV
et & un point de U , Lorsque le symbole D,(a x V) est défi-
ni, on note D(a) 1le diviseur sur V , rationnel sur k(a),
D.(a x V), od pr

dérini par D(a) = pr désigne la projec-

Y v
tion sur V , On peut aussi exprimer D(a) sous la forme
i;l(D), ol ia est l'immersion V + U x V définie par

ia(y) = (a,y). On dit que D est une correspondance (diviso-

rielle) entre U et V , et que D(a) est la valeur de D
en a , L'ensemble des diviseurs D(a) est appelé une famille

algébrigue de diviseurs sur V , dépendant du paramétre a .,

Le diviseur °D sur V x U déduit de D par l'isomor=

phisme (x,y) + (y,x) est appelé correspondance réciprogue

de D , Pour b€V , tel que le symbole tD(b) soit 4éfini,

on a tD(b) = pry (Do(U x b)), On a aussi tD(b) = ti;l(D).

el tib est l'immersion U =+ U x V définie par ib(x) = (x,b),
En particulier, soient U une variété sans point multiple,

une cowrbe st @ une application rationnelle U»V, Le graphe I'. east une sous-

variété de codimension 1 de U x V , Comme U x V est sans

point multiple on peut regarder P¢ comme un diviseur sur

U xV , il résulte des définitions que ¢ est morphique en a

si et seulement si P¢(a) est défini, et gu'on a alors

Pe(a) = ¢(a)., De m8me, 8i b est un point de V , et si ¢

n'eat pas l'application constante, de valeur b , le symbole

tI‘e(b) est défini, et colncide avec le diviseur ¢°l(b).

(image inverse de b, rcecgardé comme diviseur sur V),

'Q./...
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Une sous-varifté d4'un produit U x V sers dite verticale
si elle est de la forme U' x V , o U' est une sous-varifté
de U , Un diviseur sur U x V gera dit vertical s'il est
de la forme prsl(D), ol D est un diviseur sur U ,

LEMME 4, Boient U et V deux variétés normales. Si D
est un diviseur sur U , on a {(pr&l(n)) = ¥(D) x V ,

Remarque 2 : Ce lemme entrafne en particulier que, pour

qu'un diviseur sur U x V goit vertical, il faut et il suffit
que ses composantes soient verticales. Dans le cas ol V est
sans point multiple, si l'on identifie D avec X=¥x(D) confore
mément aux conventions du n°l au Chap. II, la formule ci-dessus

s'écrit simplement pr;l(x) =X xV,

Démonstration., Soit W wune composante de 2 = f(pral(n)).
8oit Xk un corps de d&finition de U, V, D et W . Soit (x,y)
un point générigque de W sur k , et notons X 1la sous-variété
(pru)g(w) = loc, x de U ., Soit f wune fonction sur U,
définie sur k , représentant D au point x . Alors pral(D)
est représenté en (x,y) par la fonction g = f o Pry o Péur
fixer les idées, supposoas que le coefficient de W dans 2
soit > 0 . Alors g est morphique et s'annule en (x,y).

Done f est morphigque et s'annule en x ., Ceci implique

X 4 U, donc X x V#U©=*V , Puisqu'on a WEX x V , et puis~-
que W est de codimension 1 sur U x V , on a pnécessairement
W=XxV , et X est de codimension 1 sur U , donc est une
composante de div(r), de coefficient > 0 , Il suffit de montrer
que ce coefficient vx(r) est &gal & celui v'(g) de W = XxV
dans div(g). Par linéarité, on se ramine au cas ol wv,(f) =1
i.es ol f est un générateur de 1'idésl m (X,U). Soit alors

‘0.,0.0
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h un 8lément de gk{w, U x V)., Considérons la fonction hy

sur U , définie sur k(y), telle que hy{x) = h(x,y). Cette

fonction s'annule sur X , done appartient & 1'idéal gk{y)(x,v).

done est de la forme h, = f h§ » avec h;i‘gk(y){xiv). La fonce

tion h' sur U x V , définie sur k , telle que h'(x,y) =

= h§(x) appartient donc & gkfﬁ, U x V) 3 on a de plus

h =g h', On a donc montré gque g est un générateur de 1l'ideal

gk(w, U x V), i.e. que vw(g) a1 , CeQ.F.D,
LEMME 5. (changement de paramétre), Soient U, U', V trois

variétés, et soit ¢ : U' + U un morphisme., Soit Kk un corps

de définition de U, U', V, ¢, et soit ¢ le morphisme

U' x V + U x V , défini sur k , tel que ?(x.y) s (o(x) , ¥).

Soit D wun diviseur sur U x V , tel que D' = 3‘1(3) soit

défini. Boit a' un point de U' , ct posons a = é(a').,

Pour que D'(a') soit défini, il faut et il suffit que D(a)

le soit, et on a alors D'{a') = D{a).

Démonstration, Soit beV , Si h est une fonction sur

U xV , définie sur k , qui représente D en {a,b), la fonc-
tion h' = ho ¢ sur U' xV représente D' cn (a',b)
et h' est morphique en {a',b) si et seulement si h est
morphique en {a,b). Il en résulte bien que D'(a') est défi-
ni si et seulement si D{(a) est aéfini, S8Si y est génarique
de V sur k(a'), on a de plus h'{(a',x) = h{e,x), de sorte
que D'(a') et D(a) sont représentée par la m8me fonction
au point b , On a donc bien D'(a') = D(a).

LEMME 6, Soient U et V deux variftés normales définies
sur un corps k . Soit 2 un diviseur sur U x V , rationnel

sur k , et soit « un point générigus de U sur k ,

‘QQ/.“
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Alors le symbole Z{u) est toujours défini, Pour qu'on ait
) . . En _supposant V co Jte,
Z(u) = 0 , il faut et il suffit que Z soit vertical¥ pour

qu'on ait Z(u) ~ 0 , il faut et il suffit qu'on ait 2 ~ 2%,

ol 2' est un diviscur vertical, Dans ce dernier cas, pour
tout a €U simple sur U tel que 2Z(a) soit défini, on a

Z(a) v O .

Démonstration, Pour qu'on ait 2Z(u) = 0 , il faut et il

suffit qu'aucune des composantes de 2 ne rencontre u x V ,
i.e. que chacune de ces composantes soit verticale, donc,
compte tenu du lemme 4, que 2 soit vertical.

Supposons qu'on ait 2Z(u) ~ 0 ., Soit x un point génériquec
de V sur k(u). Il existe une fonction f sur V , définiec
sur k(u) , telle que div (f) = Z(u), Soit h 1la fonction
sur U x V , définie sur k , telle que h(u,x) = f(x)., Si on
pose Y = div(h), et 2' =2 ~ Y , ona 2Z(u) = Y(u), d'ol
Z'(u) = 0 , Donc Z' est vertical, d'aprds le prenidre partie
de la démonstration, et on a 2' ~ Z , Réciproquement, supposons
qu'on ait 2 ~ 2', avee Z' vertical, i.e, 2 = Z' +'Y , avec
Y~ 0, On peut supposer que u est générique de U sur un
corps de définition k' de 2' contenant k . On & alors
Z'(u) = 0 d'cd 2Z(u) = Y(u), et la relation Y ~ O entrafne
Z{(u) = Y(u) v 0 ,

Soit a un point simple de U , Posons 2' = X' x V , on
peut, en modifiant X', s'il y a lieu, par l'addition du divie-
seur d'une fonction convenable sur U , supposer que & $’supp.
X' . Dans ces conditions, le symbole Y(a) est défini, et on
a 2'(a) =0, d'oll 2(a) = Y(a), et la relation Y ~ 0 entraine

Z{a) = Y(a) ~» 0 ,

..'/.0.
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LEMME T. Socient U et V deux variétés sans point mule
tiple, définies sur un corps k . Soit u un point générique
de U sur k , et soit X wun diviseur sur V , rationnecl
sur k(u).

Alors il existe un et un scul diviseur 2 sur U x V , sans

composante verticals, rationrel sur Xk , et tel que X = Z(u).

Démonstration. (a).Unicité de Z., Si 2Z et 2' vérifient

ies conditicns du lemme, et si on pose Y = 2' « Z , on a
Y(u) = 2*'(u) - Z{u) = 0 . De plus, Y n'a pas de composante

verticale, On a donc Y = 0 , d'eprés le lecmme 6, d'oll 2' =2 .

(vb).Construction de Z. Définissons le divie

seur X par un nomdbre fini de couples (Ui,fi), ol les Ui
sont des k(u)-ouverts de V recouvrant V , et les fi des
fonctions sur V , définies sur k{(u). Pour tout i, soit Fi
le fermé complémentaire de U; dans V , et soit F; il
k~adhérence de u x Fi dens le produit U x V , L'ensenmble

F! est un k-fermé de U x V , tel que Fi(\(u x V) = u X F. o
Le complémentaire Ui de Fi dans U x V , est donec un ke
ouvert ncn vide de U x V , Puisque les Ui recouvrent V
lt'intergection F' = M Fi ne rencontre pas u X V , Cette
intersection est donc iverticale", i.e, contenue dans un keen=-
semble algébrique de la forme E X V , ol E est un souS~&n=
semble k-fermé de U . Le conmplémentsire 8 de E dans U x V
est un keouvert non vide de U , tel que S % U soit recou=
vert par les complémentaires U§ des Fi + Pour tout i ,
introduisons la fonction g; sur U x v, définie sur k ,
telle que gi(x,y) = fi(y). La réunion des composantes vertie
cales des diviseurs div(gi) est de la forme H x V , ol H

Cli/’;’
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est un sous-ensemble k-~fermé de U , Notons T 1l'ouvert

de U intersection de 8 avec le complémentaire de H .

Les couples (gi, Q;;}(T x V)) définissent un diviscur sur

T x V . En effet les Ui recouvrent 8 x V, denc a fortiori
recouvrent T x V , D'sautre part, soit (a,b} un point de
3{(\33{}(? x V) ; la fonection fiffj est inversible en tout
point de (Siryﬁj}, done le support de div {fi}fj) est cone
tenu Gans Fi\fFj + Toutes les composantes non verticales de
div (51/85) scnt done contenues dans Fi\jFi « Par suite,

le point (2,b) ntappartient & sucune des composantes de

div (gi!gj). D'aprds le critére de morphicité, (gi/gj) est
‘inversible en (a,b). Ceci prouve notre assertion : les couples
(gi, U{r\T x V) dé&finissent bien un diviseur Y sur T x V ,
On a de plus Y(u) = X , Il suffit de prendre pour 2 1lo divi-
seur sur U x V admettant les mémes composantes (prolongées

& UxV) que Y , affecties des m8mes coefficients.

b, Spécialisation d'un diviseur sur unc courbe.

LEMME 8, Soit V une variété affine (VC'sm) de dimen-
sion n , Soit a = (al,,.¢, am) un point de V , et soit k
un corps de définition de V et a , Soient uij (L<iz<m,
1 <j <n), des éléments du domaine universel algébriquement
indépendants sur k , et soit K 1la cldture algébrique du
corps engendrg sur k par les “ié . Pour tout entier r
(1 £ r <n), considérons la"variété lindaire générique" L. s
de dimension ner , passant par a , définie par le systime
d*téquations

n

Zm 4y (X5 = a3) =0 (1< <r)
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Il existe, quel que soit r , une composante Z de
er\v contenant a , et de dimension na-r , De plus, tout
point générique de Z sur K est aussi un point générique
de V sur Xk :

Remarque 3 : Dans le cas particulier r = 1, ce lemme
est un renforcement du lemme 4 du n® 6 du chap. I ; il en
diffédre par le fait qu'on abandonne ici l'hypothése que a
est simple sur V ; pour le démontrer, on ne peut donc plus
utiliser le théorédme de la dimension.

Démonstration., Soit x wun point générique de V sur K

et, pour 1 < j <n , posons y; = Xi uij(xi-ai). D'aprds la

démonstration du lemme de normalisation de E, Noether

(E, I, 4), les x; sont algébriques entiers sur l'anneau
K[yl..... yn] . Notons y le point (générique sur K) de §
ayant pour coordonnées les yj » €t ¢ 1le morphisme V » 'n ’
défini sur K , tel que ¢(x) = y . Considérons les points

y' = (0,004, O, Ypapdeees yd) et O = (0,404, 0) Ade 8,
S8oient p et 0 deux places du domaine universel & , &
valeurs dans Q , triviales sur K , respectivement telles

que p(y) = y' , et o(y') = 0 , Notons t 1la place composée
T = 0 e p « D'aprds le lemme de relévement des spécialisations
(E, 111, 6, lemme 2), on a t(x) = a , of X est l'un des
conjugués de x sur X(y). Le point X est générique de

V sur K , et ses coordonnées sont entiéres sur K[y] « Donec
p est finie en x , et x' = p(x) est un point de V , tel
que ¢(x') = y' . De plus, x' est algébrique sur K(y'). Donc
le lieu Y de x' sur K est une variété de dimension

> deg. tr. (K(y')/K) = n-r . Ce lieu est contenu dans LAV

.../...
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et puisque o(x') = r(x) = a , il contient le point a , Boit
Z wune composante de LAV contenant Y , et soit & un

point génerique de 2 sur K , Puisgu'on a dim Y = per

K(z) on a dim 2 = deg.tr.(K(z)/K)>n-r
\ on a donc deg. tr. (K/k) = mn
>ner \\\fpn-r a'od deg. tr. K(z)/K > mn-r
Puisque 2€L , on a les relations
K k(z)
Zi uys (2; -2, ) =01 <j<r)
mn n
X Puisqu'on a supposé r < n, on 8

dim ¥ > 1 , d'0d dim Z 21 , et
par suite, z ¢ a . Pour j fixé (1 < j <r), on peut donc
regarder la relation ci-dessus comme une relation de dépendance

-

algébrique entre le uij , &8 coefficients dans k{(z) . On en
déduit

deg. tr., (K(z)/k(z)) < mn-r . On a donc nécessairement
les égalités deg. tr. (K(z)/k(z)) = mn = r ,
deg. tr., (k(z)/Xx) = n , et deg. tr. (K(z)/K) = ner . La
seconde de ces relations entraine que 2z est générique de V
sur k ; la derniére entrafne dim 2 = dim Y , d'od 2 = Y ,

C.Q.F.D.

LEMME 9. Scit V une variété dgfinie sur un corps k et
goient x et & deux points de V tels que a soit spécia-
lieation de x s8sur k . Il existe une extension X de k , une
ecourbe U compléte sans point nmultiple définie sur K , une
application rationnelle ¢ : U+ V , et un point be€U tels
que les conditions suivantes soient satisfaites

(a) - Pour u générique de U sur K , le point
x*= ¢(u) est spécialisation générique de x sur k (i.e,

Il existe un ke-isomorphisme o : k(x) =+ k{(x*) tel que o(x)=x*).

¢
s e/ s 8o
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(b) = ¢ est morphique en b , de valeur a ,
(Ce lemme permet de ramener l'@&tude d'une spécialisation
quelconque & celle d'une gpécialisstion d'unm point sur une
courbde).,

Démonstration, Posons W = loc, X , et notons wW* 1'une

des composantes de W contenant a . Cette variété WwW* est
définie sur la cldture algébrique k de k . D'aprds le lemme
8, appliqué en prenant r = n=l, on peut trouver une extension
K de X et une courde U*, définie sur X s contenue dans

W* et contenant a , telle que tout pcint généricue de U®* sur
K socit générique de W* sur k . Par normalisation d'un moddl:
projectif de U* on peut trouver une courbe U compléte, sans
point multiple, définie sur K , et une application bdiration-
nelle ¢ : U » U* , définie sur K . Scit alors u un point
générique de U sur KX , Alors x*= ¢(u) est un point géné-
rique de U" sur K donc de W* sur kX ., Comme x*¢W , et comme
k(x® et k(x) ont m@me degré de transcendance sur k , le
point x* est aussi générique de W sur k , i.e. est spé=-
cialisation générique de x sur Xk , D'autre part, puisque

U* est compléte, l'ensemble (¢'1% (2) n'est pas vide ; soit

b l'un quelconque des composants de cet ensemble ; puisgue

U est normale en b , ¢ est morphique en b , et nécessairencnt
de valeur o . C.Q.F.D,

Remarque U, 8i l'extension k(x)/k est régulidre, on a

W* = W | donc on peut choisir K et U* de fagon que x€ U™,
puis choisir u générique Je U sur X tel que x = ¢(u),
de sorte que o est alors l'identité,

d:o/o&.



S8oit V une variété définie sur um corps k , et soient
r r
a = J m., a, ,a' =] m, a! deux cycles de dimension
- . i 7id - . il
i=] i=]
0 sur V (ai, a{e:V). On dit que &' est une spécialisation

de a sur k si (si.... a;) est une spécialisation de
(al..... ar) sur k ; il revient au méme de dire qu'il existe
une place p de @ , triviales sur k , telle que p(ai) - af
pour tout i ; on pose alors a' = p(g).

LEMME 10. Scient U et V deux courbes sans point multie
ple, et supposons V compléte, Soient Z wun diviseur sur
UxV,a un point simple de U tel que le symbole Z(a)
soit défini, k un corps de définition de U, V, 2 . Alors
s8i u est un point géenérique de U sur k , le diviseur 2Z(a)
sur V est l'unique specialisation de 2Z(u) compatidle avec
la spécialisation u + a sur k .

Démonstration. On peut supposer 2Z positif., Le diviseur

¥ = Z(u) #etant exprimé sous la forme v = If- £ (vie.v),
remarquons gque le lemme est trivial lorsque ;;i vs sont raticne
hels sur k(u) : dens ce cas en effet, Z est la somnme des
graphes Pi des applications rationnelles ‘i : U+ V , Tesw

pectivement telles que ¢i(u) = v, et il suffit de remarquer

que l'unique spécislisaticn le v compatible avee u + a spur

k est le point b, = ¢i(a)

i Pi(a). On va maintenant nontrer

que le cas général sc raméne au cas ci-3dessus, en utilisant

le lemnme 8 ., Soit en effet (vl...., vr) -+ (bl"°" br) une
spécialisation compatible avec u * a sur k ., Puisque chacun
des v, est générique de V sur k , l'extension k(vl,..vr)/k

est réguliére. D'apréds le lemme 9 , et d'aprés la remarque bk,

‘lo/‘tt
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on peut trouver une extension K de Kk , une courbe Uf
conpléte sans point multiple <iéfinie sur K , des arplications
rationnelles ¢ : U' > U et b, 2 UV (1L <1 <r), et

un point générique u' de U' sur X , tels qu'on nit

${ut) = u , ¢i(u') = v, pour tout i , @t tels de plus que

.

les fencticns ¢ , &i(l < i < r) scient morphiques en a' ,
de¢ veleurs respectives ¢{(a') = & et ¢.{a') = b, . Hotons
¢ l1ltapplicetion rationnelle U' x V = U x V , d&finie sur ¥ ,

qui, au point (u',x), fait corvespondr: {u,x) = (¢(u'), x).

Posons 2' = 3‘1(2). Alors, d'anrés le lemne 5 , le symbele
Z{a) est defini, et on.a les rolations
2{u) = 2'(u") 2{a) = 2'(a").

On a donc remcndé le probléme au cas dejd traité, C.Q.F.D,
THEOREME 3.

Scit V une courbe définie sur un corps k . Soit
)2

i»

un diviseur sur V , ot soit s' wune spécielisstion de a

sur k . Sione avO0O, onasussi a'~ o0,

-
e |

Demonstration. Posons a = Z a

de fagon que (ai,‘.., a;) scit

Y,

(8y0000s ar} sur X . D'arrds le lenue 9 , il cxiste un corps
K contenant k , une courbe coupldte U sans point nultinle,
définie sur K , un point u'€ U ¢t des annlications ratinne
nelles 95 U=V , définies sur K , tels que, pour u giénce
rique de U sur K , et en posant éi{u} = ag » le point
(ai;... a;) soit une spdeiulisation géneérique de (al,;“, ar}
sur k , et tels de plus que éi soit morvhique en u’

pour tout i , et de wvaleur ¢i(u*} = a! , Puisqu'on & a8 ~ 0,

!
i

Q‘O/QQ‘
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AV 4
¥

& est le diviseur d'une fcnetion f sur V , qu'on ;out
prendre definie sur k{a) (E, IV, 6, th, 11, corecll,), Il
existe un keisomorphisne o du corps k{a) cur le corrs

x(a¥) = k(ai,..‘,‘aﬁ). tel que a(ti) = az rour tout i . Cet

isomorphisme se¢ prolonge cancniquenent & un iscmorphisme O

du corps de foncticns ?%(a)(v) sur le corps 32(3,}{v), ot

de telle fagon gque f* = o(r) ait pour diviseur av = Zi me &l
Considérons la fonetion h sur U x V , définiec sur K , telle
que h{u,x) = £ (x), On a liv(h).{u x V) = u x div(f™) = uxa¥,
Notons n 1l¢ coefficicnt de wu' x V drns le diviscur divih).
Soit t un paramdtre uniformisant de U «n  u' a-fini sur

K 3 on peut asussi regorder t  conme un parandtre uniformisant
de UxV en u' xV (ef, 3, III, )., La fonction h' = he~"
est alors telle que u' x V ¢ surr (div(h')), decne {eritire

de morphicité@) telle que h' soit gendriquement inversibdle

sur u' x V ,Soit aloers f' 1a fonction sur V , d<finie sur
K{u'), telle que f£'(x) = h'{u',x). Nous allons nontrer au'cn

a aiv(f') = a', En effet, pour tout i , notons X, 1le granh:

de ¢. » Om & u x ag = X;o(u x V), et u ox 2l = X (ur x v)

1

»

(L <i<r), Sil'on posc X = Z. mi X. 5 lu rrenmiédre de ces

i
relations entraine (div(h') = X).(u x V) % O & Done tcutes Ius
composantes de div(h') - X sont verticaloes. Aucune 2'c¢llus ne
coincide aveec u' x V , donc aucunc d'elles ne rencontre u'x V.

Donc on & div{h').(u' x V) = X.(u' x V) = u' x g' , ce qui

entrafne bien aiv{f') = a' , d'ol a' ~ o0 , C.Q.F.D,

5. Le théoréne dos fonctiocns symitriscucs,.

LEMME 11. Soient V et ¥ deux courbes sans puoint mule

tiple, et soit ¢ : W - V une anplication rationnelle de

!'O/“‘
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degré fini (non nécessairement stparable)ssoicnt respectivement
n, et pl les Jegrés séparable et inséparadle de 4 (cf.
ch. I, n® 8), Alors, pour x générique de V sur X , l'un-

roints distincts

%
T
m
]

semble (&Qi)e(x) sz composs

n
e s -1 : ~ o
yl,‘.., yn s €t le diviseur ¢ {x) eost ¢gal & ?u z Yi .
o i=1
Démonstratiocn, Soit y 1l'un des compesants de llensemble

[

W sur k , et (¢"1) (x)

(¢~l)e(x)¢ Ce point est genéricus d .
colncide avec l'ensenble des conjuguds le y sur k(x) ; le

nombre de ces conjugucs est a . Botons F 1le morphismpe de

Frobenius ¥ + WP (inlduit par l'autemsrrhisme e rrobenius
2rooheniis

P N . PN som s a B P .
X * x de Q), ¢t consicdéreas son p=idme itlre Finew . Lo

F”(y) est algebrisue séparsble sur k(x) 3 i1l

H]

point z
admet pour conjuguds les noints distinets zi = Fp(yi), done

2 o¢st algébricue séporable de degre n, sur k{x)., Lle¢xtenas
sicn purement inséperable k(y)/k{(x,z) est Zoac du degre pp.
Soit n une founction sur W , ncon coustante, et constitusnt

une bese d¢ transcendance séporante de l'a@xlunsion F;(N)/k.

Posons t = h{y) , et wu = R « Les extensions kix)/k{t)
et k{z)/k(u) &teant séparables, on 2 [k(y) : kx(2)] =

i
= [k(t) : k(u)]i « Comme t est transcendant sur k , le

second membre est égal 4 ¥ . On a done [kiy) : k(z)]i = pF

I1 en résulte k{x,z) = k{(2z), i.e. x ost retionnel sur k{z).
On peut done factoriscer ¢ : W + V scus 1la forn:
2o R
QLN wf v

od ¢ est 1l'application rationnaolle W » ¥V &

s

finie sur k

#

x . 0na §H(x) = (FM)7F (o7 (%)), or

n

-l o # K

b (x) =Z S Eg e Diautre part g = b - ﬁ{z} est un peramatre
i=1

telle que ¢(z)

00‘/‘0!



uniformisant de W en z ., Donc le diviseur (r")‘l(z) est
u
représenté en y par 5 © PY = (n - h(y))p . Or g’

est un paramétre uniformisant de W en y . Donc le coeffi-

-l( W

cient de y dans ¢ x) est p C.Q.F.D.

THEOREME 4, (théordme des fonctions symétriques).

Soit V une courbe sans point nultiple, déefinie sur un
u
corps k . 8Soit a = ) a. un diviseur pcsitif sur V ,
i=1
de degré ®m , rationnel sur k , Pour toute fonction symétrique

P & m varinbles sur V , définie sur k , on a P(al,..,an)ik.

Démonstration. On remargque d'abord que si le th€créme

est vérifié pour deux diviseurs positifs b et ¢ sur V ,
rationncls sur k , il l1'est aussi pour leur somme
a=Db+c (carsi b =Db, 400 b , et ¢ =c;

s Zyreen zs) est symétrique en IEEEL M

+.00t c‘. 1a
fonction F(bl...., b
donc prend une valeur raticnnelle en (cl,..., c'». D'autre part
i & est un diviseur sur V , rationnel sur k , on peut le
représenter rar un couple (U,f), composé d'un k-ouvert U de

V , et d'une fonction fE€ Jk(V)j tel que U contienne 1l'un

au moins des composants de & . La restriction a' de a

4 1'ouvert U est alors le diviseur de le foanction f,U » et
comme &' #0 , ona a=a'+b, ol b est un diviseur
positif sur V , tel que deg b ¢ deg a . Compte tenu de la
remarque précedente, on s¢ raméne, par récurrence sur le degré,
au cas cu V est une courbe affine (VcC Sn), et ol a est

le diviseur d'une fonction f sur V . Comme a est positif

£ est morphique sur V (critére de morphicité, E, IV, S5, th.%)
Il suffit d'autre part de ccnsidérer lc cas ol F est induite
par un polyndnc sur smn = 'n XyooX 'n s Qu'on désignera par

.../...
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P = P(Xl""’ Xm} ou, plus explicitecnent, par
P(xllgvtgg Xln‘.“' ;{“1}.;.”" an}n [l X un I}Qint gi:n:‘riquﬂ

d¢ V sur k , 2t pesoms wu = f{x}). Oun »eut suproscr que f

-

n'est pas constante (sinon a = 0}. On n zlors = =,f'1(0)
de plus, d'apré@s le lemme 9 du n® b, si on rose v = f"l(u), le
diviseur a est l'unique spicicelisetion de ¥y compatible

avec u~ 0 sur k ., Puisqu'on a deg 2 = w , On & 71ussi

deg v = m ., Done f , regardéc ccume une application ration-
nelle V ~%S3.! est d¢ degrié m . Dxplicitens v sous la ferme

v = Z?zl Vs (vie V), et considérons le noint 2z = F(vl,..., Vm)o
Ce point 2z ecst algébrique sur k(u), ¢t inveriant par tout
k{u)~automorphisne de¢ Lk{u) ; il cst donec purenent insépearcble
gsur k{(u). Nous allons nontrer gu'en fait 2 est rationnel sur
k{(u), Le résultat est immédiat si [ est éé;arable 1 cn effut
dans ce éas, les v, scat séparecbivs sur k{(u) ;3 cone 2z wst
séparable et, par suite, rationnel, sur k(u). Il suffit denc

d'exaniner le cas oi f est insé&perable, Pour 1 < j <n ,

notons v les coordonnées do vy o On a

ij
2 = P(vyaeeey V) = PUvigaeeny Yigaeeny Viiheeey v ),
M Ao
dtcu ”
Ip
(5) dz:z """"""'"'"'"(V ger ey V)dv..
i axi’j 1l w i

a ltextension

v

A

[A]

oi d représcnte ls différenticlle relat
k{vyyeee, V&)fk(u)‘ Soit d'autre part o 1ltune ouclcon-iue
des parmutations des enticers 1, 2,.4.4 me Puisque P induic
une fonction symétrigue sur V , ¢cn a

P(v ‘es = :
( ll » Vm) P(Vg(l),.,., vd‘(;:’:))‘

ll‘/.t.
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On en ddduit, pour tout couple (i,j)

3P . 3P
O Ty e @ TG T Yoty

Soit T le groure des permutations de (1, 2,..., m)
telles que Vo(i) = Vi Pour tout i . D'apris (6), pour
g&T , les dérivées partielles de P d'indices respectifs
(c(i), j) et (i,3) prennent la m&me valeur en (vl...., vn)a
Les termes correspondants du second membre de (S5) sont done
égaux ; chague terme figure donc un nombre ¢ de fois égal &
l'ordre de T . Or si p»" est le legré inséparadle de ¢
(> 1, par hypoth&se), chacun des composants de ¥ figure
p“ fois dans la liste Viseees V5 en vertu du lemne 10, Qn
‘en déduit que q est une puissance de (p")! . En particulier
q est multiple de p . Il s'ensuit que dz = O , Donc
(g, 1XI, 1, th. 2), 2z est séparadle sur k(u) ; donc =
est rationnel sur k(u).

On peut poser 2z = gl{u), avee g6 ?kw’}. D'aprids ce qui
précdde, Flay,.cey a) = Plaj,eee, am) est l'unique spéciali-
sation de 2z = g(u) = P{vl,.‘., vm} compatible avee u + O

sur k . Donc g est morphique en O , et on a ?(al,.g., au}'

- 6{0) dtold F(algc-‘a; am)ﬁk s C.Q.F.D.

6. Propriétes Jde la Jacobienne,

Commengons par montrer que ls jacchienne J dfune courbe

V (compléte sans point multiple) est une variété abélienne.

Comme dans la construction «de J (a® 2), intrcduisons un divie
seur ¢ Qquelconque de degré g sur V , et considérons l'ar=
plication rationnelle m: vE& + g correspondante, Soit Xk

un corps de définition gquelconque pour V, 2, J et 1 .

*l‘!!ti
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Soit x un point generique de V. sur k o Il nous sufe

fit de prouver quu toute place p_  Jde k{x), & v=aleurs dans

k , est finie en x . Iatroduiscns un roint y poenfrique de

V sur k , indépendant Le X . On reut prolonger s 2 une

~

place p de Xx(x,y) leuissant invariunt y , D'aprds les
-3 -1
resultats du n® 2, 1l'enccuble qe*(x) (resp. N (y) ) «st

conpuse de g roint gencrigues indépendants Ujseons u8

(resp. vl,..., v) de V sur k , respectivenent tels que

i

%]
[4d

k(ul,..., u k(y) ; il exi

L 8 S
de plus un et un scul diviseur w sur V , rositif, dJde degr

—

= k(x), et k(vl,..-. Vg)s

(e}

g, tel qu'on 2it ¥ % u + v -« ~ |, 2t dcnt les composcants
Viseess Vo scnt encore g points géneriques indépendants

de V sur k ; le pcint =z = Q(wl,..., wg) coincide nvec

le ccuposé de x et y ypcur la lci de groupe de T . Puisque

y est invariant per p , o1 a e(v) = v . Posons p(u) = u'

+

et p(w) = w' , Puisqu'on 2 v ~ u

¥ - 5, Oon 2 zussi,

d'aprés le th, 2, w' v u' + v -a,0r u' -3 est ratienncl

sur k . Puisque les conposants de Vv scnt génériques indépen-

dants de V sur k , il en ost de m3me de ceux wi...., v,

de w' . Donc 7 est moryhigue en wi,.... w! , ¢t, si on

Pe:

pose z!' = ‘(wi,..., wé), la place p ect finic en 2z , du

onnelle J X I > J

o
ke
he]
t
[N

valeur 2z2' . Notons y 1'=2pplicztio
définie sur k , telle gue x = ¥(yyz). Puisque J est une

»

variété de groupe, ¥ est un morphisme, Fuisque p ost finie
en y et z , p est finie en x , de valecur x' = P(x,2')
On g donc bien montré que J =2st conmpléte, done gue J  est

une variéte abéliennce.

.00/000
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De plus, d'aprds le th. 6 du n® 5 du chep. I, l'anpli-
cation rationnelle LE v8 + 7 est un morphisnc. D'oprés le
th, 8 du n® 6 du chap. I, il existe des norphismes
Pyseses ¢g : V+J tels qu'on ait Q(ul...., ug) =
= @1(u1) et ¢8(ug) quels jue soient uj,.ee, uge'v . Ccs
morphisnes ¢; sont égaux a deos translations prés. En effet,
pour u , aEV , on a ¢i(u) - ¢;(8) = qle,eee, a5 u, 84000, 2)
~ N{&yeeey a) ol le premier terme du seccnd membre est obtenu
en remplegant u., par u et uj par a pour J #1i . Comne
7 est symétrique, ¢i(u) - ¢i(a) ne dépend pas de l'indice i,
En d'autres termes, on & montré qu'il existe un morphisme
¢ ¢+ V-+J , uniquement céterminé & une treanslation pr3s sur
J , tel qu'on ait q(ul...., ug) = ¢(ul)*...+ ¢(u8) +c
oi ¢ est un point de J ,

En récapitulant les résultats qui précédent, on obtient
1'énoncé suivant

THEOREME 5.

Soit V une courbe compléter de genre g , sans point
multiple, Il existe une variété abélienne J <de dimension g
et un morphisme ¢ : V + J tel que,si k st un corps de
définition de V , J et ¢ , et si Ujseseys us sont des
points génériques indépendants de V sur k , on ait, en.
posant x = fi ¢(ui), la relaticn k(ul,*l.; ug}s = k{x).

On & vu gque toute application birationnelle A + B , ol
A et B sont des variétés adbéliennes , est un isomcrnhisme
(pour la structure de variété algébrique) ou encore est le

conposé d'un isomorpnisme {pour la structure de variété abée

lienne) et d'une translation, Il en réesulte que le courle (J,8)

‘G‘/OQE
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est unigque, & un isomorphisme et une translation prés, et que le théoréme

ci-dessus fournit une caractérisation de la jacobienne.

Remarque 5. Pour V donnée, définie sur k , on peut montrer qu'on
peut choisir J définie sur k . Mais on ne peut choisir J et & dé-
finies sur k que si V posséde un diviseur de degré g rationnel
sur k ; en particulier, il en est ainsi lorsque V posséde un point ra-
tionnel sur k .

Remarque 5 bis. Si V est une courbe quelconque, il existe, comme on a

vu, une application birationnelle a : V- W , ou W est une courbe compléte

sans point multiple. Scit J 1la jacobienne de W ; socit @ un morphisme

canonique W =+ J , et considérons l'application rationnelle
¢=ao0d®:V->J.

Alors le couple (J,4) est encore uniquement déterminé, & un isomorphisme

prés, par la donnde de V . On dit que J est la jacobienne de V , et

que ¢ est une application rationnelle canonique de V dans J .

7. Caractérisation de la jacobienne par une propriété d'application univer-

selle.
THECREME 6.

Soit V une courbe compléte sans point multiple. Le couple (7,2)
est caractérisé, & un isomorphisme prés (pour la structure de variété
algébrique), par la propriété suivante : si ¢ : V- A est une appli~-
cation rationnelle (donc un morphisme) de V dans une variété abélienne
4 , il existe un et un seul morphisme a : J = A tel gque le diagramme

vEs g

N /e

¥ 3
soit commutatif.

Démonstration. L'unicité de (J,®) & un isomorphisme prds résulte

trivialement de l'énoncé. Soit g 1le genre de V . Montrons maintenant
que le couple (J,@) construit plus haut, vérifie la condition de 1'énon~
cé. Soit k un corps de définition de V, J, A, @, ¢, et soient

u1,..., u_ des points génériques indépendants de V sur k . Considérons
les points x = Zi @(ui) €J et y= Zi ¢(ui) € A , et les morphismes

coifeen
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o V8 —>J et v : V8 —5 & aéfinis sur k , respecti-
vement tels que u(ul,..., ug) = x , et v(ul,.... us) =y .
Le point ¥y est invariant par toute permutation des us
donc est rationnel sur le corwps k(ul,..., ug)s = k(x), et il
existe donc une application rationnelle a A+ J , qui est
nécessairement un morphisme (I, 5, th, 6), telle qque le diane
gramme 8 y 5
S~
A
soit commutatif, Considérens 2€A fixe, et u€A variadble,
En comparant les imeges du point (u, G,.e4, a)€ v® par v
et par @ 0 U, On trcuve une relation 2e la forme
a (¢(u)) = p(u) +c

ol ¢ est un point fixe de A . On & done ¢ = a o ¢ , O
a est lc¢c morphisme J =+ A d&fini par oaf(x) = ao(x) - ¢

Remargue 6. Le genre g de la courbe n'intervient pas 2ans
1'énoncé précédent, Le relation g = dim J peut dcne 3tre

regardée comme une nouvelle Jéfinition du genra g .

8. Symbole S(a). Caractirisation des diviseurs linianirenent

équivalents & z&€ro sur une courbe,

Soit V unc courbe compléte sans point multiple et seit
$ : V> J un morphisme cancnigue de V dans sa jacobienna,
Si a = zi m, a;, est un diviseur sur V , le point Ei a ¢(ai)
est noté 5(a), ou S¢(i)m
THEOREME T.

Soit 2 un diviseur de degré O sur V , Ona &~ O

si et seulement si S(a) = 0 ,

00./.0.



(Bn J'autres termes, si Jg est le groupe des diviseurs
de degré O sur V , le noyau de l'homomorphisme Z% +J
induit par 8 , coincide avec le groupe é{ des diviseurs
linéairement €quivalents & O sur V),

Démonstration. Supposons d'abord a ~ 0 , Soit k un

corps de définition pour V, J, ¢ et a . Il existe une fonce
tion f sur V , définie sur k , telle que 4div(f) = a .,
Considérons le morphisme ¥ : V » Pl déduit de £ . On sait
que f* est un revétemant de la droite projective Pl s @t On a
div(r) = (r’)‘l(o) ~(t*)'1(~). Notons u un point générique

de P sur k , et posons u -@ffl(u) = (f )'l(u). D'aprés 1le

1
théoréme des fonctions symétriques, le point w = S(u) de J
est rationnel sur k{u), Il existe donc une application ration=
nelle 6: Pl +J , définie sur k , telle que w = 8(u).
Dteprés I, 6, th, 8, coroll, 2, @ est nécessairement constante,
et x est un point rationnel sur _k , D'aprés le lemme 10,
l'unique spécialisation de u = £=1({y) .
compatible avec u + O (respr. u + =) sur k est a = (r*)"*(0)
(resp. u_ = (f‘)-l(')). L'unique spécialisation correspondante
de 8(u) est S(u ) (resp. S{u,)). On a s(u) = 8(u) =
= S{u,) = w , d'cl S(a) = s{u ) - 8(u,) =0.

Réciproquement soit & wun diviseur sur V , de degré O,
rationnel sur k , tel que S(s) = 0 . Boient Upseors Uy
des points géneériques indépendants de V gsur k , et posons

BoTUy oot ug D'aprés le théordme 2, il existe un et un

1
seul diviseur v positif de degré g sur V tel gue
¥~ u+a ., Puisqu'on a S(a) =0 , on a s{u) = s(x).

D'aprés le th. 5, ceci entraine u =y d'od a "~ 0 .



CHAPITRE 1V

DIVISRURS SUR LES VARIETES ABELIENVES.

1, Le théoréme du carré,

THEOREME 1.

Boient U, V, W trois variétés définies sur un corps k,
et soit T un diviseur sur U x V x W , rationnel sur k .
Considérons quatre points u €U, uev, VEV , vEV géné-
riques indépendants sur k . Alors le diviseur

(1) D e T(u,v) = T(uo.v) - T(u.vo) 4T(u°,vo)
sur W est linéairement équivalent & zéro.

Nous allons d'abord donner & cet &noncé une autre forme,
dans laquelle U, V, W jouent des r8les symétriques., Les
projections de U x V x W sur V x W , U xW , et U x V
sont respectivement notées a, B, Y.

THEOREME 1 bis.,

Soient U, V, W,T comme dans le th, 1. Alors il existe
des diviseurs X, Y, Z sur V x W , U x W et U x V res-
pectivement tels qu'on ait

-1(

(2) T~ a"(x) + 87L(Y) + v 1(2).

Commengons par pouver l'équivalence des théordmes 1 et

1 bi.o
Soient d'abord U, V, W, T vérifiant les conditions 43u

th. 1. Posons K = k(uo, u, v v), et soit w un point

o.
générique de W sur k , Il existe une fonetion f sur W ,
définie sur K , telle que div(f) = D , Comsidérons la fonction
B sur U =x V a W , définie sur K = k(uo,vo), telle que

h{u,v,v) = f£(w), On a div(f) = E(u,v), en posant E = div(h)

d'old
E(u,v) = T(u,v) = T(u_,v) = T(u,vo) + T(“o"o)

000/.0.
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D'aprds le lemme 5 du n® 3 du ch. III, appliqué au chane

gement de paramdtre défini par le morphisne i“ : V+UxV
°

tel que iuo(x) - (uo,x), on
T(uo.v) = xo(v)
ol X, est le diviseur sur V x W d4&fini par X, = a(T‘(uoxVxW)).
On a de méne
T(u,vo) - Yo(u)

ol Y, est le diviseur sur U x W défini par Y = G(T.(vaoxw)).

o
Toujours d'aprds le lemme 5 du ch, III, appliqué su change-
ment de paramétre défini par la projection U x V+ V , on a
X (v) = fs(u,v),
en posant f; = u'l(xo), et de mé&nme
Yo(u) = ?o(ugv),
en posant Ys = 8'1{Y°). 8i d'autre part on pose T = T(uo,vo)
et D = U x V x To = a-l(v x To) = 8'1(0 x To). on a
To - Do(u,v). Donc, 8i on prend (par exerple) X = X, et
Y= Y, - U x T, » OB obtient
D(u,v) = T(u,v) = X(u,v) = Y(u,v),
avec X = Yo = a"l(x), et T = Yo -D, = 871(y).
pone (III, 3, lenme 6), T « E = X = Y est un diviseur verti=
zal 4u produit (U x V) x W , i,e, est de la fornme
Z = y'l(z), od Z est un diviseur gsur U x V ., On a donc
TeE+a"(x) + 8”2y ¢ v (D),
ce qui donne bien le th. 1 bis, puisque L ~ 0 .
Réciproquement, soient U, V, W, T, X, Y, 2 vérifiant 1:c
relation (2) du th, 1 bis.

Il suffit de montrer que la relation D~ 0 du th. 1

0“/.’.



a lieu lorsgue Ujs Uy V v sont des points génériques

OS
indépendants sur un corps de définition k' de U, V, W, T, X,

“Liv) et T = y"Y(2).

Y, 2, Posons X = o >(X), ¥ = 8
D'aprés III, 3, lemme 5, on =
X{u,v) = X(u) , et TF(u,v) = Y(v} ; d'aprds III, 3, leume
6, on & Z(u,v) = 0 , On en déduit
Tlu,v) ~» X(u) + ¥(v).
En combinant cette relation avec les relations anslogues,
respectivement obtenues en remplagant le couple (u,v) per

(u,,v), (u,v ) et (u,v ) on trouve bien D ~ 0 .

Dénmonstration des thécrdmes 1 et 1 bis,

12 Cas ou W est unc courbe : On peut supposer W compléte

et sans point multiple, Soit J 1la jacobienne de W . Le point
s(X{(u,v)) est rationnel sur k{u,v), et il existe donc une
application rationnelle X : U x V + J , d&finie sur k , telle
que
Alu,v) = 5(T(d,v)).
D'eprés les th. 6 et 8 du chap. I, A est de la fornme
Aluy,v) = u(u) + v(vh
ol ¥ et v sont respectivement des norphismes U = J et
V=+J . En combinant cette relation avec celles respectivement
obtenues en remplagant (u,v) par (uo,v) (u,vo) et (no,vo).
On obtient D~ O ,

22 Cas général : Le fait que U, V, W Jjouent des rlles

symétriques dans le th. 1 bis centralne que les th. 1 et 1 bis
sont vrais lorsque U est une courbe, V et W &tant quel-
conques, Pour passer de 13 au cas général, considérons un point

générique u, de U sur k ; d'aprés le lemme 8 du n® b

‘QQ/.!‘
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du ch. III, on peut trouver un corps Kibk(uo), une courbe

U' sur U contenant u_, définie sur KX , telle que tout
point générique u de U' sur K soit cussi un point géné-
rique u de U' sur K soit aussi un point générique de U
sur k(u°)¢ Le lemme 5 de III, 3 appliqué au changenent de
paramdtre défini par l'injection U' + U , permet de remplacer
U par U' , et on est ramené au cas 1° .,

THEOREME 2. (analogue au th., 1, mais avec des points ﬁcn néces=
ssirement génériques).

Soient U, V, W, T comme dans le th. l. Soient a, s 2y
deux points simples de U , et bo s bl deux points sinnles
de V tels gue T(ai’bj) soit défini quels que soient i ect
J « Alors on a

(3) zi,j (‘1)i+5 T(aib,}} N0,

Démonstration. Reprenons les notations de la démonstrae

tion précédente, en supposant de plus que les points Uy Uy
Vosr ¥V sont génériques indépendants sur le corps k(ao,bé).
En modifiant 2 par 1'addition du diviseur d'une fonction
convenable sur U x V , on paut supposer (ac’bo} & supp T
Puisque le symbole T{ao’bw) est défini, il en est de nime
a fortiori de T(“o’bo)‘ Dene d'sprés III, 3, lemme 5, les
symboles Xc(bo), Yc(aé,hﬁ) sont définis, et on a
(ugsby) = X (b)) = ¥ (a_,b,)

On a de nénme

i.'/‘iﬁ
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On en déduit que E(ao,bc) est défini, et que
- - - T
E(ao,be) T(ao,ba) T{uo,bo) T(ac,vc) + x(ug,vo)

Puisqu'on a E A~ O , on a aussi E(ac,bo) A~ 0, d'old
T(&e‘bo) “T(uc’bo) - T(aa,ve) + T(uO,vG) ~v 0

La relation (3) s'obtient en combinant cette relation

avec celles respectivement obtenues en remvlagant (ag,bo)

par (ao’bl}’ {al,bo} et (al‘bl)‘

2, Application du théordme du carré aux variités de groupe.

THEOREHME 3.

Soit G wune variété de groupe {(non nécessairement ccmmue
tative). Soient V wune variété arbitraire, X un diviseur
sur le produit G x V , Pour a, 2', b, B*'EG , tels que

-1 "1l ot tels que les smboles X{a'), X(a), X(v'), X(b) ,

a'e = b'b
soient définis, on a.
() X(a') ~« X(a) = X(b') + X(b) ~ 0 .

Démonstration. Soit Xk wun corps de définition de G, V,

X, et soient wu, v deux points génériques indépendants de

¢ sur k , Notons ¢ 1le mcrphisme G x ¢ - G d8fini par
v(u,v) = wl D'aprés III, 3, lemme 5, on a X{uv>) = Z{u,v),
en posant 2 = § *i(x§, od ¥ est le morphisme

1

G x G x V->0G xV aéfini par $(u,v,x) = (uv " ,x),

v de G tels que

On peut trouver des points Uos Uyy Vo vy

u_ v =8

<
#t

t
1 o &

b

fod
B
L]
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Posant en effet a' a~t = b' ™t = ¢ s il suffit de pren-

dre u =1 , v = ol v, " b=l et u, =c . Toujours
d'aprés III, 3, lemme 5, on en déduit

Z(ugyv;) = X(ug v35)
quels que soient i et J . Pour obtenir (L), il sufrfit alors
d'appliquer le théoréme du carré C.Q.F.D.

Soit G une variété de groupe commutative, et soit E
(resp. X) un sous-ensemble de G (resp. un diviseur sur G).
Pour a&¢G , on notera E_ (resp. Xa) le transformé de X
(resp. X) par la translation T, + On notera E- (resp. X7)

le transformé de E (resp. X) par la symétrie x + -x .

Corollaire 1. Soit & une variété de groupe commutative,

et soit X un diviseur sur G . Alors, quels que soient a,
P€G, on a
(5) Xpop = Xy =Xy, *+ X ~O .
En effet, considérons le morphisme % : G x G » G défini
par ${u,v) = v « u et l'immersion G + G x G définie par
-1

i&(x) = (a,x). On =& o= i,

f 223

°o ¥ , d'od X = 7 (X) =
i:l($-1(X)). ie. X = Y(a), en posant Y = y'l(x), et il
suffit d'eppliquer le th. 3 .

Corollaire 2. Soit G wune veriété de groupe commutative

et soit X wun diviseur sur G , Soient a; (1 <i <r) des

points de G , el n; (1 <di<r) des entiers, tels que

Zi n, = 0 et Zi n;, a, = O . Alors on a

(6) Zi ni xai N 0 L]

En effet, un reisonnement €lémentaire montre que le premier

membre de (5) est la somme d'un nombre fini de la somme

Xoep = Xa - Xb + X , et on est ramené au coroll, 1.

Ql‘/“.



3. 8ystdmes linfaires.

Boit V une variété compléte, st scit D un diviseur
sur V , Rappelons que l'espace vectoriel L(D) est de dimen-
sion finie (E, IV, 6, th, 12). Par d&finition, L(D) se compose
des fonctions f sur V telles que 4div(f) soit de la forme
E «D od E est un diviseur positif sur V' , L'ensemdble X
des diviseurs E obtenus lorsqu'on fait parcourir & f un
sous-espace vectoriel L de L(D) est appelé un systime
linéaire sur V et, plus précisément le systéme linfaire
sur V asgocié & L . Pour tout diviseur D'~ D , le systédme
linéaire £ est &également assccié 3 un sous-espace L' de
L(D') : en effet, il existe une fonction g sur V telle gque
div(g) = D=D', et il suffit de prendre pour L' 1'espace
vectoriel composé des fonctions de la forme fg , avec fe L .
Le nombre dim L' - 1 ne dépend que du systdme linéaire & .
On l'appelle la dimension de o . L'ensemble de tous les divie
seurs positifs sur V qui sont linfairement &équivalents 2
D n'est autre que le systéme linéaire associé & L(D). On le
note (D). Tout systéme linfaire de ce type est dit complet.

o &étant le systéme linéaire associé au sous-espace L
de L(D), posons n = adimd et soit SRR fn une base de L .,
Tout corps k de définition de V , D, fo""’ fn est appelé

un corps de définition de & . En particulier, tout corps k

de définition 3¢ V et D est aussi un corps de définition’
de (D), comme il résulte de E, IV, 6, th, 11, Soit x wun
point générique de V sur k , et considéroms le point y de
l'espace projectif Pn ayant pour coordonnées homogénes

0../..!



v, = fo(x),..‘, Yo = fn(x) « L'application rationnelle
¢ VP o, définie sur k , telle que y = ¢(x) est

b3

dite associée 3 & (ou & L), La donnée de &£ déternine

¢ & un isomorphisme prés (défini per un changement linéaire
de ccordonnées) de l'espace Pn .

Inversement, socit ¢ : V > Fn une application retione
nelle, Supposons, pour fixer les idées, que ltimage V¥ = ¢g(V}
n'est pas contenue dans l'hynerplan KQ de Fn défini par
l'équation Xa = 0 . Le synmbole &"l(ﬁo} est alors défini,
Posons D = ¢'l(30)» Pour toute forme linéaire homogeéne
F(X) = F(Xo,..‘, Xn), la fonction F(X}/KO sur P se relédve
& une fonction f sur V , L'ensemble de ces fonctions f
est un sous=espace vectoriel L de L(D), de dimension n+l,
et l'application rationnelle ¢ wst assocife au systéme li-
néaire o correspondant. Dec plus, £ cofncide avec l'ensemble
des diviseurs sur V de la forme ¢ (H) , ci H est un
hyperplan de Pn tel que ce symbole ait un sens, i.e. tel
que H P o (V). |

Suppogons la vari&té V normale., Si &£ ost un systéne

linéaire sur V , ot si ses &léments E ont une composante

gommune EQ s On dit que Ee est une conposante fixe de f .

L'ensemble des E = E, est alors encore un systénme linéaire,
asgocié & la méue application rationnelle 4 . On pourra donc,
pour &tudier ¢ , supproser que £ est sans conposante fixe.

On appelle alors point de base de & un point commun cux

supports de tous les diviseurs E€ #£ . Pour gue ¢ soit more

phigue en a €V , il faut et il suffit que & ne soit pas

‘.0/0..



- a3

un point de base de X . En effet, soient £ seeey £ comme

plus haut, et posons div(fi) = Di - D . Supposons ¢ mor=-
phigque en a . Il c¢xiste alorsk un 3'.0 tel que fi/fi soit
morphique en a pour tout i , donc tel que f‘/f‘j1 zoit Bor=
phique en a pour toute fEéL ., 8i a est un poi‘x}mt fixe de
£, 0ona ac€supp Dic s i.e. i1 existe une composante Z de
Dio contenant a . D'aprés le critére de morphicité, 2 est
composante de E quel gue soit f , i.,e. 2st une composante
fixe de ¥ , contrairement & notre hypothése. Inversement,
aﬁpposons que & est sans point de base., Il existe alors
f €L telle que, en posant div(f) = E - D, s on ait a ¢ supp E.
Alors fi/f est morphique en & pour tout i ., Puisque f €L
le k-espace vectoriel engendré par les fi/f contient 1 , et
par suite il existe io tel que i‘i /f ne s‘ﬁnnu}.e pas en
8 . On a donc a € supp Bi « Donc ;i/fi est morphique en
a pour tout i , donc ¢ oast morphique :n« a8

V étant toujours supposfe normale et compléte, on dit

gu'un systéme linéaire ¥ sur V sépare les points si, pour

tout couple (a,b) de points distincts de V , il existe
Ecsd tel que a€Esupp E et b ¢ supp E . Dans ce cas, &
n'a pas de point de base, donc ¢ est un morphisme, Ce nore
phisme est de plus injectif, (donc applique bijectivenent

V‘ sur W = ¢(V})), En effet, soient a, beV distincts j il
existe E€X tel que a€supp E , et b & supp E « Le divie
seur E est de la forme ¢'1(H), ol H est un hyrpeorplan de
P, + On a done ¢(a)eH , et ¢(b) £ H , a'od é(a) # é({b),

Remarquons que l'injectivité de ¢ n'entraine ras que 3§

"’/‘i.
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soit bimorphique em tout point, Lorsque cette derniére condi-
tion est reuplie, i.e. lorsque ¢ est un isomorphisme de

V sur une sousevaridté de @n s On dit encore que ¢ est

un plongement, ou une immersion de V Jdans Pn « On dit alors
que le systéme linéaire & est ample. Lorsyue ¥(D) est
ample, on dit que D est ample,

THECREME L,

f1:149

variét

[

Soient V une varidté normale ccmpl3te, W un
projective, et soit D un diviseur sur V appartenant au
systéme linéaire ¥ sur v’ associé é}un revitement ¢ @ VU ,
Alors il existe un entier n > 0 tel que ¥(nD) soit ample.

Commencons par démontrer le lemme suivant :

LEMME 1, Soient V wunc variété nermale conpldte, et D
un diviseur positif sur V , Alors

(a) «A =  L(n D) est un sous-anncau intégralement

n>0
fermé du corps de fonctions JF(V).

(b) - Pour L€L(D), tel que le systdme linéaire ¢

associé 4 L soit sans point de base, l'anneau A colncide

avec la fermeture intégrale de l'anneau k[L] dans F(V),

Démonstration, A se compose des fonctions sur V

n'admettant pas d'autres pdles que les composantes de D .,
Ceci entraine que A est un sous-anneau de J(V).
Soit t€F(V), entildre sur A , et montrons que %t €A .

En effet, t est racine d'une &guation de la forme

1 )

avec a;€A (1 i 2m), Il existe un entier g > O tel que

(6) tm + &8 tm‘.l +ioaet &m = Q0

8 € L{g D) pour tout i . Scit 2 un pSle de ¢ . Soit k

0../!.0
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un corps de définition de A, L et 2 , Soient x un point
générique de V sur k , ¢t 2z un vnoint générique de 2
~sur k . Soit p une place de N telle que p{x) =2 ., On a
p{t) = » 3 a'aprds (6), on ne peut avoir p(ai/t) = 0 bpour
tout i . Il existe donec un i tel que p(ai/t) # 0, ou
encore tel gue vz(ai} i_vz(t}, ol v, est la valuation

de F(v) associée & 2 . Puisque aﬁ’€14q D), on a

div(ai) > - q D. On a done aussi div(t) > -q D, donc
teLl(q D), d'od t €A ., On a donc dénontré (a),

Il reste & prouver que pour n > O , dans les hyrothdses
de (b), tout élément u€L(n D) est entier sur k[L] . Or
soit op une place de k{x) telle que p{u) = , Le point
a = p(x) de V appartient au suppoert du diviscur des plles
de u , donc appartient & supp D . Puisque L est sans point
de base, il existe E€ & tel que a ¢ supp E . Soit feL
telle que div(f) = E - D , Cette fonction f cst définie
en & , de valeur « , donc on a p(f{x)) = ® , D'anrrds

E, Chap, O, B, 3, th, 2, u est entier sur k[L], C.A.F.D.

Démonstration du théoréme L, Scit %k un corps de défie-

nition de V , Det ¢ , Suppcsons ¢ dé&finie au moyen

d'une base fo""’ fm de l'espace vectoriel L . Soit x

un point générique de V sgur k . La variétéd W est le li=u
sur k du point y = ¢(x) de ®_ 4 admettant pour coordonnées
homogénes les y; = f.(x) (0 < i < m), Posons &iv(f;) = D,~D .
Pour 0 < i < m , notons Uy l'ouvert de W induit par le
complémentaire de l'hyverplan Xi = Q0 de ?m + Introduisons

pis

un mod&le normale cancnigue (W*, 2) de W au sens de

'o‘/acc
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E, IV, 4, th, T. Rappelons qu'un tel moddle peut &tre obtenu
par recollement de mod&lu% as asux canoniques (w; . xi) des
ouverts affines W. .+ Le point générique =z = A'l(y) de W*
est représenté par un point ziefwz dont les coordonnées

Z53 (1 <J§ < si) sont des générateurs sur k de la cl8ture
intégrale B; de l'anneau de coordonnées Bi - k[(yolyi),
cees (ym/yi)] de W, . Or ona yj/y}.elibi) (0 < j <m),
D'aprés le lenme 1, on a done, pour tout Jj , zi.esAi , ol

J
A; est 1l'anneau A, =y L{n Di)' Pour tout i , il existe un

i
entier Qy tel que 1esn zij appartiennent & L(qi Di)’
D'aprés le lenme 1, Ai est la cl3ture intégrale de Bi dans
k(x). Or Bi a pour corps des fractions k(y) ; puisque @
est un revétement, l'extenéion k{x)/k{y) est de degré fini.
bcne (E, c¢h. O, B, 3, th, 2, coroll,. 1), A est un B§~moaule
de type fini, nécessairement noetherien. La suite croissante
des B, -modules B;[L(n p)] (n =1, 2,...) est donc sta=
tionnaire, et il existe un entier r; tel que B;[L(riD)}s A
donc tel que k[L(riD)] = A; . Posons n, = sup(q,,r;) pour
tout i, et prenons n = sup; B, . Soit ¢' : V » P . une
application rationnelle, cdéfinie sur k , associée au systéme
linéaire £(n D). Posons y' = ¢'(x), et W' = ¢'(V) = locky' .

Puisque k[b(n Di)] = A, & pour corps de fractions k(x),

on a k(y') = h(x), i.e. ¢' est birastionnelle, Puisque ¢

est un morrhisme, £ est sans proint de base ; il en est de
méme & fortiori de (m D), dcnc ¢' est un morphisme . Pour
tout i, le diviseur n D; est de la forme (¢'”l)(H’i),

ou Hi est un hyperrlan de ?m' « Nzctons wi l'ouvertda W'

ogt/ctc
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induit par le complémentaire de Hi » Les Wi raccocuvrent

W' 4, et l'anneau de coordonnfes de wi est Ai = k[L(n Si}},

donc est intégrelement clos. Done W' est nornale, Connme dJde
plus les 255 appartiennent & A s, il existe un norphisme
0 : W! ~—3 W* | défini sur k , tel que 2z = G(y‘); On & lec
disgremme commutatif suivant de morrhismes

4
vV —— ¥

o [

WY ——— g
Puisque ¢ est un revétement, tcus les morphismes intere
venant’dans ce diagramme sont des revétenments. Donc ¢' est

un revétement birationnel de W' ., Cemme W' est nornmale

¢' est nécessairement un isomorphisme, d'aprrés &, IV, 2,

th. 3 C.N.F.D,

*

Corollaire 1, Soit W une variét? nrojective., Il

existe un modéle ncrmal canonique prcjectif de W .

Il suffit en effet 3'appliquer la construction précé-
dente en prenant pour (V,¢) un modéle normal canoninque
arbitraire de W .

Corollaire 2, Soit V une variété normale, et soit D

un diviseur sur V , Si 1le ayétéme lindaire ¥(D) sérere
les points, il existe un entier n > 0 tel que ¥{n D) soit
ample.

En effet, dans ce cas, toute arplication rationnelle V=Y
(Wc:Pm) assocife & J3(D) est comme on a vu, un morphisne

bijectif, donc est un revétement de W .

ttt/t;u
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4, Plongement projectif d'une variété abélienne.

THEOREME 5.

Toute variété abélienne A admet un plongement projectif.

Démonstration : Il revient au méne de dire qu'il existe

sur A un diviseur ample, D'aprds le th., b, il suffit
de montrer qu'il existe un 3diviseur D sur A tel que
L(D) sépare les points.,

Si a et b sont deux points distincts de A , on
peut trouver une sous-variété de codimension 1 de A contcnant
a et non b (on se raméne én effct, par translation, au cas
ol a et b appartiennent 4 un méme ouvert affine de A ,
auquel‘cas la solution est triviale)., Donec, si E est un
sous~-cnsemble fermé de A contenant l'origine O , et dis-
tinct de {0} , on peut trouver une sous-variétd X de A ,
de codimension 1, telle que O0€X et E € X . Il en résulte

qu'on peut trouver un nombre fini de sous=-variltcs X

i
(1 £i <m) de codimension 1 de A telles que M X, = {c}.
V : i
8i u et v sont deux points de A , et si X est
un diviseur sur A , on a Xu + Xv + X“u~v ~ 3 X , en vertu

du coroll. 2 du th. 3 du n® 2. Donec, quels que soient

u;y v.€A (1 €1 <m), le diviseur 2 = | ((X,) + (X.,) +
+ (Xi) v } est linéairement &Squivalent & D = 3~Z X

Nous allons montrer que &$(D) sépare les points, En effet,
pour &, b€ A , il existe i tel que b~z g Xi + Buproscns
per exemple i = 1, Pour u, = a , et pour U,y.ve;, U

Viseses vV, gEnériques indépendants sur k(a), on a vé(%, )

n ¥

e E(Xl)u ; les autres composantes dz 2 ne contiennent
1

Q../‘ll
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aucun des deux points & et ©b.. Donc on & a€ supp 2 , et
b £ supp 2 CeQsFeD.

5, Variété abélienne engendrée par une sous~varidté de ’

A

SBoit A wune variété abélienne, et soient Ejseeey By

des sous-ensembles de A, Conformément i le notation dé&ja
utilis€e au n° 7 du chap. I, on note E; +.se+ E_ 1'en-

semble E des points de A qui sont de la forme & toaete

1
avec aieiEi « Si les Ei sont des souse-ensembles fermés
{resp. des sous-variétés) de A , il en est de mime de E .
. (r)
La sonme E +.,..+ E (r termes) est notée E'° 7,

THEOREME 6.

Soit A wune variété abélienne et soit V une sousw
variété de A contenant l'origine. Alors

(&) = Il existe une plus petite sous-variété evélienne
B de A contenant V ,

(b) =~ Il existe un entier r tel qu'on ait B = V(r).

(On 4dit elors que B est la sous-variété abélienne de
A engendrée par V).

Démonstration.

(e) ~ Notons 8 = S(V) 1l'ensemble des sous-variétés
abéliennes de A contenant V . Soit BGS de dimension
minimum, et soit B'€ 6 , La composante de l'origine Bo
de Bn B! appartient &8 8 . On a B,CB , d'ol dinm Baggim B,
ce qui entraine dinm B = dimn B , d'ol B, =3B, et B*S>B .

{b) « La suite croissante VCLV(E)C‘L ces & V(n)

de sous=
variétés de A est nécessairement stationnaire, i.e. il

existe un r tel que v(S) = V(r) pour tout s > r .

.“/.ti
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var) _ ) () | () (r)

En particulier, on a o Donc V
est un sous-groupe de A , et par suite une sous-veriété

abélienne de A ., D'autre part B'€E€ S (i.e. VCB') entraine
V(n)C‘B' pour tout n et, en particulier V(r)CZB' s On a
done V(r) =B ,

6. Une propriété des translatés d'un diviseur positif sur A. .

THEOREME 7.,

Soit X wun diviseur positif sur une variété abélienne
A, et soit V une sous-variété de A contenant l'origine.
Soient k un corps de définition de A, V, X et u un
point générique de V sur k ., Si on a X, ™ X , ona
X =X, et on a aussi Xb=X pour tout bEV ,

u
Dénmonstration : Pour que la propriété soit vraie pour

vV, et Y, (avec X donné), il faut et il le suffit qu'elle

le soit pour v, *+ V2 (d'aprés le fait que u = u, +ou,

entraine X, - X~ (Xu - X) + (X« X)). Par passage & la
1 U2

variété engendrée par V , on se raméne donc au cas ol

V=3B est une variété abélienne,

§i X, ™ X , il existe une fonction g, sur A, définie
sur k(u), telle que div(gu) = X, = X . Pour tout autre point
générique v de B sur k , le keisomorphisme
o : k(u) - k(v) tel que o{u) = v se prolonge canoni=

uement 4 un k~ison hi F g
q orphisme k(u)(v) — fk(v)(v)‘ On

par & , On a nécessairenment

note -3 lt'image de &y

dlv(gv) =X, =X,
Soit f£€L = L{(X) non nulle, et posons div(f) = ¥-X,
Le fonction Au(f) = {f o I;l) g, @ pour diviseur

(Y, = X)) + (X, - X) = Y, - X « En particulier, on a

OQQ/O.!}



- 101 -

div(ku (gv)) = Xu+v -~ X . 8L u et v sont génériques
indépendants de B sur k , utv est aussi générique cde B
sur k , et on a div A, (gv) = div{gu*v) « I1 existe done
une constante c¢(u,v)é€ k{u,v) telle qu'on ait

rgley,) = clu,v) g o

On en déduit, quelle que soit f €L ,

(1) A, 00,(£)) = ¢ (u,w) A, (£).

Posons dim £(X) = aim L - 1 = q . On peut regarder
ltapplication Au t L = L comme un &lément du groupe linéa
aire d'ordre q+l , et lui associer canoniquement un élénent
a{u) dAau groupe linéaire projectif G d'ordre gq (en passant
au quotient, dans ¥ =1 - {0} s, par la relation d'equivalence
définie par la proportionalité des coordonnées), La relation
{(7) entraine que l'application a : B~ G ainsi définie
est un homomorphisme., Tout &lément de G peut &tre regardé
comme une matrice d'ordre ¢+l , inversible, déterminée oau
produit pré&s par une constante non nulle., Si on 1ui associe

le point de l'espace projectif [P =[P ayant pour

(q+1)2-1
coordonnées homogénes les €léments de cette matrice (ordonnds
de fagon srbitraire), on obtient un isomorphisme 1 : 6 + U

de ¢ sur l'ouvert U de P cémplémentaire de lt'hypersurface
H des zéros du déterminant de M , Or ltimage 1{a(B)) est
une sous-variété compl@te de l'ouvert affine U , donc est
réduite & un point. Donc a(B) est rdduite & un point, et ce
point est nécessairement 1'é€1l8ment neutre de G , On a done
éiv(ku(f)) = div(f) pour toute f€L , En particulier, en

prenant f=1, on obtient Xu = X

‘00/000
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Soit maintenant bgB , et prenons u générigue de B
sur k(b). Considérons une k~composante Y de X , et soit
¥ un point générique de Y sur k{u,b). Le point y+b est une
spécialisation de y+u sur k , autrement dit on a Ybe'z s
en posant 2 = lock {y+u) . Or on a y+u e€supp X , done

Yuc:Zc:supp X 4, et la considération des dimensions montre que

#

Y, =Y =2 .Ilen résulte X, = X

b o 0 =5 C.Q.F.D.

Corollaire : Soit A wune variété pbélienne, Pour n # 0 ,

l'homomorphisme n § ¢ A —=>A est surjectif, i.e. de noysau
fini.

(C'est le résultat qui avait &té annoncé au n® 7 du
chap, I ; rappelons que né est aéfini par né(x) = nx) .

Démonstration. La composante de l'origine de ker(n &)

est une sous-varisté abélienns B de A , Supposons dim B > 0,
On peut trouvur une sous-varicté X de A , de codinmension 1,
contenant O et ne contenant pas B , Soit k un corps de
définition de A, B, X, et soit u un point générique de I

sur k . On & nu=0, d'od n(Xu - X) ~ Xpy = X =0

D'aprés le théordme précédent, ceci entraine nX, =n X, atci
X, =X . Onen tire ugX , dfot BCX , ce qui est contra=-
dictoire, On a donc montré que dim B = 0 , Donec ker(n §)

est fini,

7. Diviseurs non dégénérés sur une variété abélienne.

Soit A une varidté abélienne. Considérons le groupe
D(A) des diviseurs sur A , et le scus-groupe D, (a) de
DH(A) composé des diviseurs lindairement éguivalents 4 zéro
sur A ., Pour X €D(A), on note Tx lt'application

Tx © A = D(2)/D,(A)
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qui, & tout pocint a €A , fait correspcndre la classe de X

X, X0

module l'éguivalence linéaire, La relation Xoop = X, = %,

du coroll. 1 du th., 3 s'derit encore Xopp = X 7 (x_~X)+(X _~X},

et s'interpréte par le fait que 'QX est un homomorrhisne
pour la structure de groupe.
On dira que X est d&scnéré si  ker Mg est infini,

THEOREME 8,

Soit X un diviseur positif sur une variitéd abflienne
A . Alors ker My est un sous-groupe algébrique de A .
De plus, les conditions suivantes sont &quivelentes :
(a) = X est non dégénéré (i.e, ker |, est fini),
(b) - Le groupe des translations sur & qui laisscnt
X invariant est fini,
(¢) = Pour toute sous-varilté ab&liecnne B de A non
réduite 4 un point, il existe DEB tel que Xb £ X .
(d) -~ Il existe un entier n > 0 tel que n X soit ample,

Démonstratioh. Scit k un corps dc définition algébri=-

quement clos de ‘A et X . Commengons par montrer que ker i,
est un sous-censenble k-fermd® de A . Scit v un point de

ker Ty et posons W ==‘10ck ¥ o I1 existe {cf. démonstraticn
du coroll. 1 du th., 3) un diviseur Z sur A4 x A tcl qu'cn
ait X - X = Z(a) pour tout a€4A , D'aprds II, 3, lemme 5,
si ae¥W , on a aussi X, = X = T{a), en posant T = Z.(%W x i),
Or on a,’par hypothése, T(w) = Z(w) = ¥, = X~ 0 . 0n a donc
également, d'aprés II, 3, lemme 6, T(a) = 2(a) = X, =X~ 0.,
On a donc WCker 71, , et on a bien mentré que ker My est

un sous-ensenble k-fermé de A o Conmme c¢'est un sous=groune

a.o/on.
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de A , c'est un sous~groupe algébrique de A .

I1 est clair que (a) == (b) et que (b} == (c).

(c) == (a). En effet, si ker Ty est infini, la compo-
sante de l'origine B du groupe algébrique ker x est une
sous-variété abélienne de A non réduite & un point, telle
que X, " X pour tout be3B ., D'aprés le th. 7, ceci implique

X, = X pour tout b , contrairement & l'hypothése,

b
(d) = (c). D'aprds le th. 5, on peut supposer que A

est projective, et que Y = m X est une section hyperplane

de A . Soit B une sous-variété abélienne de A non réduite

& un point, et supposons que, pour tout bHEB , on ait

X, = X, d'ou Yb = Y : On peut trouver une section hyper-

b
plane Y' de A telle gque O€supp Y' et B £ supp Y' .
Puisqu'on a Y'A Y , on a Yg A~ Y' ., D'aprés lc th. T, on
a donce YQ = Y', d'oll bEsupp Y' . On c¢n déduit BcC supp Y',
ce qui est contradictoire,

(b) == (d). Notons G 1le sous-groups de A composé des
points a €A tels que supp Xa = supp X , et H 1le sous-

groupe de G composé des a€A tels que X, =X . Il est

clair que G est un sous-cnsemble k~fermé de A ; done & est

un sous-groupe algébrique de A . Montrons que H contient
la composante de l'origine GQ de G « Bn effet, soit Y uns
composante de X , et soient y€Y , teGO génériques indé=-

pendants sur k . On a y + t €supp X_ = supp X , donc

t
WCsupp X , en posant W = loc, (y+t)., Puisqu'on & 0€ Gy s
on a y&€W , d'ol YCW , La considération des dimensions

montre que ¥ = W , Pour tout point bEG, , on a de néme

Q../C.’
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ch:w , d'ou Yb = Y =W , On en déduit Xb = X « On a donc
bien montré que G CH .

Puisqu'on suppose H fini, Go est réduit 4 un point,
done G est fini, Pour a €A , tel que a &€ G , on a
supp(X_,) # supp X ., Soit wu€A , tel que u€supp X , et
u é’supp(xga). c'est-d-dire tel que OGSSRPP(X‘u); et
a ¢ supp(xﬁu). 8i v est un point générique d¢ A sur k(u),
et si on pose Y =X +X_ _ + Xu+v , on voit qu'on a
O€supp ¥ et a &€ supp ¥ , On a dtautre part ¥~ 3 X ,
dtaprés le coroll. 1 du th. 3, Done 1le systdme linéaire
J(3X) sépare les points O et a , De méme (3X) sépare
deux points a et a' de A pourvu qu'on ait a' -a & ¢ ;
en particulier M¥(3X) est sans point de base. Donc toute
application rationnelle ¢ : A —> A! (A'C'?n) associée
3 $(3X) est un morphisme, tel que l'image inverse de tout
point de A' soit composée de points de A congrus (mod G).

Cette image inverse est donc un ensemble fini, i.e, ¢ est

un revétement de A' , Il suffit clors d'appliquer le th. b,

8., Le théoréme de Chow.

Remarque 1 : D'aprés (d), et d'aprés le th, 5 il existe

sur toute variété ab&lienne un diviseur positif non dégénéré.

THEOREME 9.(Chow)

Soit A uhe variété abélienne définie sur un corps Xk .
Toute sous-variété abélienne B de A est définie sur une
extension algébrique de degré fini de Xk .

(En d'autres termes, il n'existe pas de "famille algébrigue

infinie" de sous-vari&tés abélienncs de A ).
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Démonstration, Soit en effet K un corps de définition

de B , de type fini sur k , contenant la cldture algébrique
k . Choisissons un moddle U du corps K , défini sur Xk ,
i.e, une variété définie sur k , telle que K = k{u), avec
u générique de U sur Xk .

Soit u' un point générique de U sur k ind@pendant
de u ., Posons B =B , et notons B, la sous-variété

abélienne de A transformée de B par le Kkeisomorphisme

g

-5

k{u) =+ k{(u*t) tel que o{u) = u' ., La sous-variété

B, *+ B,y de A est une variété abélienne € , Si x et

x' sont deux points génériques indépendants de Bu et

B respectivement sur L = k(u,u'), la variété C est le
lieu de y = x + x' sur L . Soit 2Z 1la sous=-vari@té de
UxUxA lieu de (u, u', y) sur k , et considérons
l'intersection & = 2 ~(u x u x A), Soit bEE , La spéciaw
iisation (u, u*', y) =— (u, u, b) sur k se prolonge &
des spécialisations x = a et x' = a', ou ‘a et a' scnt
deux éoints de B , etone a+a'=5b, d'0oi bPEB , On

en déduit Zn(u X u x A)Cu x u x B , Le théordme de la
dimension appliqué & Xnf{w x u x A) dans le produit UxUxA,
entraine dim B > dim Z = dim A - dim(U x U x A), et comnme
dim 2 = dim C + 2 dim U , on en 4éduit dim B > dim C .,
Puisqu'on & BCC , ona B =C , d'ou B = B, = B,+ « Done
B est définie sur k(u)ak(u') = k . Done B est difinie
sur un sous-cerps k' de k qui est extension de type fini
de k , donc algébrique de degré fini suf k .

Remargue 2 : On peut montrer en fait que B est d&8finie
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9, Relation = . Equivalence nunérigue.

Soit A une variitd abélienne. Notons (provisoirement)
D1{A) le groupe des diviseurs X sur A tels que My = 0 .

La relation de congruence suivant H'(A) sera notde par le

L

gigne + La relation X = 0 équivaut donc & My = 0, cu
encore & X_ ~ X pour tout =& EA

LEMME 2, Scit A une variété abdéliocnne, et soit X un
diviseur 2 0 sur A , Alors, si X : A x A + A est la loi de
groupe de A on 8

A X)) v A x X 4 X XA

Démonstration. Posons Y = X“l(x).chur a€A , on o

*

T, = ho i, oi i, est l'immersion x » {a,x) de A dens
A XA, dtod X_, = iTH(Y) = ¥(a),
Puisqu'on & X__ ~ X , on a Y'(a) ~ 0 , en posant
Y* = Y - (A x X), Done (III, 3, lemme 6), on =
(8) Y' ~ X' x A ‘
ol X' est un diviseur sur A , Pour b€A , on a de méne
X, = tY(b). Si on prend b & supp X , on & (A x b)(A x X) = 0O,
done tY‘(b) = tY(b) = Xy . Lz relation (&) entraine d'autre

part tY’(b) = X' , Puisqu'ona X_ v X, ona X'~vX, d'cl

b
le lemme,

Ce lemme admet la généralisation suivante :

Corollaire : Soit A wune veriét: abdlienne. Pour tout
entier m > 0 , notons AE l2 morphisme A X (.¢ X A {(m fac-
teurs) —+ A défini par xm(xl,..., xm) = Xy teedt X Soit

X un diviseur £ 0 sur A . Alors on a

-1
A (X) v TLox,
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avec Xi = g;l(x), ol LT 2 est la projection de A X..x A
sur le idme facteur.

Démonstration : Procédons par récurrence sur m , Le

résultat est trivial pour m = 1, D'autre part, on a

Rm(xi"”‘ xp) = X(la-l(xl"“* xm~1), xm}e

En d'asutres termes, si yu est le morphisme A X..e% A
(n facteurs) -+ A x A obtenu en posant u(xl...., xm) =
= (A, 1 (xys000 Xpo1)s Xpleonad = Aoon dtold
gty = wtath),

Notons ﬁ& la projection de A X,4ex A (m facteurs)
sur le produit des mel ‘premiers facteurs § notons wl et
*2 les projecticns respectives de A x A sur le premier et
le second facteur,

On a, d'aprés le lemme précédent

AHX) v (X xA) + (A xX) = IR + 3t
dtou

Sl I Ut 6 DI T I DI

Or on o wl o B = ﬂm‘l‘g u& s et weo " o= LI On en déduit

St ST T CAN € S DI ¢ S U £ O BV Sl ¢ O

Il suffit alors d'appliquer l*'hypothdése de récurrence,
Boit A wune variété abélienne, et soit V une courbe
sur A , Soit a'autre part X un diviseur sur V , tel que
le diviseur induit X.V soit défini, et que ses composants
gsoient simples sur V , Explicitons X.V sous la forme
X. V= 2‘ m, (ai) (ol 1'on met des parcnthdses pour signifier
qutil siagit de 1l'addition au sens des cycles). Le point

a=], m 8 de A (eddition au sens de la loi de groupe)
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est alors désigné par la notation SA(X,V).

La courbe V et le diviseur X &tant maintenant supposés
quelconques, on peut, d'aprés E III 13, th., 12, trouver un
diviseur X' A~ X sur A tel que le symbole >X"V soit
défini ; on peut en outre choisir X' de fagoen que son support
ne contienne aucun des points multiples de V . La classe du
diviseur X'.V pour 1'équivalence linéaire ne dépend pas du
choix de X' , mais seulement de X ot de V , Tenant compte
de II, 7, the 5, corcll,, on en d8duit, par pessage & un moddle
sans point multiple de V , que le degré deg(X'.V) ne dé&pend
que de X et de V , mais non du choix de X' . On désigne
ce nombre par deg{X # V), De méme, le point a = SA{X’.V)
ne dépend pas du choix de X' : considérons e¢n effet deux
choix possibles X' et X" ; posant Y = X' « X", on a
Ya O, d'od Y,V = 0 et deg(Y.V) = 0 3 introduisons la
jacobienne J de V, et soit ¢ une application rationnelle
canonique V + J ; d'aprés la propriété d'application univer=-
selle du couple (J,¢) (III, 7, th. 6), On peut factoriser
¢ sous la forme ¢ = v » i , oi i est l'inclusion V »+ A ,
et ol v est un morphisme J + A , d'aprds I, 6, th. 8, coroll,
1, v est de le forme Vv = To b, ol 1t = T, est une trans-
lation sur A , et o ¥ est un homomorphisme J =+ A 3
d'aprés I1II, 8, th., 7, on =& S¢(Y‘V) = 0 ; on a done
8, (Y.V) = V(SéiY.V}) = n{s¢{Y.v) + deg(Y¥.V)c = 0, ce qui donne
bien SA(X'.V) =SA(X“’V)¢ Le point & est donc déterminé par
la donnée de X et de ? + On le désignera par SA(X * V), 11
est clair qu'on a SA(X *# V) = SA(X.V) “lorsque ce dernier
symbole est dé&fini,
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THEOREME IG.

. Soit A wune veriétd abélienne de dimension n . Il
existe une courbe V sur A contenant l'origine 0 , telle
que V engendre A {au sens introduit au n°® 5). On & alors

V(n} = A . Pour tout diviseur X ¥ 0 sur A , on a

éeg(X %V) = 0 ,

{n-1)

Posons d'autre part W = V Il existe deux entiers

q 2t »r positifs # 0 tels gque, pour tout diviseur X O

sur A , on ait \
(9) aXx ~ r(w, - W)

en posant a = SA(X * V).

Démonstration, Soit k un corps de définition algébri=-

quement clos de A, On peut prendre pour V 1l'une quelcenque
des courbes sur A contenant l'origine, et contecnant un pecint
générique u de A sur k : une telle courbe V existe
d'aprés I, 6, lemme 4 (ou d'aprés III, 4, lemme 8) ; la sous-
variét@ abélienne de A engendrée par V est définie mur
k , dtaprés le th., de Choﬁ, et contient u , donc coinecide
avec A . |

Soit m le plus petit entier tel que V{m) = A o, Clest

(m) o lme1)

aussi le plus petit entier tel que , et on e

done une suite strictement croissante de variédtés

se:ch(‘?}c‘..cv(m) = A . Pour 1 £€1i <m=1, ona

(i+1) < dim v oy, Puisque

(i+1)

ylitd) o (1) oy , don¢ dim V

(i+1)

din V > dinm V(l) s ceci implique dim V = din V(l)él.

On & donec m = dim 4 = n , Il en résulte que le morphisme

n d * - - - > * »
s Vo=V X,,ex ¥+ A induit par ln s ise, d&fini per
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g(xl,..., xn) = x) teoot X, est génériquement surjectif ;
puisque V est compléte, u cst surjectif et de degré fini q .
Soit maintenant X un diviseur = 0 sur A ., On peut
supposer que X.V est défini, D'aprés le lemme 2, on a
n

AgAx) v JL o, (X)),
ou LA est la projection A X,..x A + A sur le i-&me facteur
On en déduit

-1 1,

u (X) L Zi (ﬂi (X)).(V XeoaX v)

d'ol compte tenu de la commutativité du diagramnme
V XeaeX V =—b A X,,.% A

Lk

v —) A
(oil les fldches horizontales désignent les inclusions, et ol

chacune des fléches verticales désigne la projection sur le
i-&me facteur),

(20) whx) & I wihxav).

Soit x = (kl...‘, xn) un point générique de

v‘n

m V x,,,%xV sur k . LeVpaint y = An(x) = u{x) est
générique de A sur k, et on a [k(x) : k(y)] = ¢ . Pour
tout point bEV , et pour tout i (1 <i <n), on a

ug(V3 (®)) = w(yite)) = W,
et si t est un paramdtre uniformisant de b sur V , la
norme N h, de h = frT (¢; t) relativement & l'extension
k(x)/k{y) stannule sur1 wb +» I1 est clair que l'enticr
r = r{b) = vwb(ﬁ ht) ne dépend pes du chois de ¢ . Nous

allons montrer qu'il ne dépend pas du choix de b ., En effet,

soit u une fonction sur U telle que {au)b # 0 . Lo fonetion
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tl = u - u(b) sur V est un paranétre uniformisant de b
sur V ., Alors r = r(%) =est l'unique entier tel  que lao
fonction
(x) = n(TT d
£ (x) = B! (ulxg) = u(®))/(slx +cvet x = b))
i
soit génériquement inversible sur &;l(h) pour tout i

s5i v est un point géndérigue de ¥V sur k(b), la fonction

fv(x) est alors a fortiori génériquement inversible sur

ook
£
gor

~§;l(v) pour tout i , Autrement dit, on a r(b} = r{v), ce
montre bien que r ne dépend pes de b .

Soit maintenant 2 une sous-veriété de codimension 1
quelconque de V , définie sur k , et soit =z un poiht géné~
rique de 2 sur k . L'ensenmble (u“l)e(z) est nécessairenent
fini (car sinon (p"l)e(z) aurait une¢ composante de dimension
n = dim V" s €2 qui est impussible), Scient u = (ug reealy )
les composants de (p"l)e(z) (1 <2 <q). '

I1 existe une fonction # sur A » définie sur Xk ,
qui représente X au point z . La fonction f£' = £ ¢ p
sur VO représente alors u'l{x) en 1l'un guelconque des
points u, . D'autre part, on peut trouver une fonction g
sur V , définie sur k , représentant X.V en l'un cuel~
conque des poirts gy (L<2<q,1c<i < n). Le diviseur
w;l(x‘v) est alors représenté par gi(x) = g(xi} au point
u, quels que soient £ et i . Exglicit&ns le cycle X.V
sous la forme X.V = Xé ms (aj) (avec la m3me convention
d'écriture que plus haut), D'aprds ce qui précéde, la norme
ﬁgi de g, relativement & 1l'extension k{x)/k(y) représents

le diviseur 7T Zj w& au point 2z .,

J
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Compte tenu de (10), 1l existe une fonection h sur
Ve , définie sur k , telle que

aiv(n) = v"Hx) - I yitx.v).

n . .
est inversible en

La fonction h f"l(iT gi) sur V
i
chacun des points u . Donec sa norme (Nh) £~ TT Ngi} est
i
une fonction sur A inversible en 2z , et on a
vZ(Nh) - q Vz(f) + Zi Vz(ggi) =0,
d'ol
- . ‘. =
vZ(Nh) q vz(x) +rov, (XJ 433) o .

Cette relation ayant lieu quel gque soit 2 , on a

aiv(Nh) = qX = r J, Wy v 0

: Jd
Tenant compte du th, du carré (th. 3, coroll, 2), on en

déduit

gX - r(Wa “« W) =« dW v O

en posant d = deg(X.V). Orona X =0 ,et W -VW<zo0,
On a donc dW = O ., Comme W est positif # 0 , ceci impligque
d =0, d'aprés le th. 7T, d‘oﬁ‘

QX ~ r(W,_ - W), C.0.F.D,

Corollaire, Soient A et V comme dans le théordne

i

précédent, 8i X est un diviseur £ 0 sur A , tel que

SA(X ¥ V) = 0, il existe un entier m > 0O tél que nX ~. 0 .,
Deux diviseurs X et Y sur A (ou, plus généralement

sur une variété sans point multiple quelconque) sont dits

numériquement équivalents si on a deg(X » V) = deg(Y % V) rour

toute courbe V sur A , L'ensemble dzs diviseurs numériguecw

ment &guivalents & z&ro sur A {(i.e, tels que deg{X % V) = 0

quelle que scit V) est un sous-groupe $n(A) du groupe
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JHAY de tous les diviseurs sur A , admettant comme souse
groupe le groupe D (A) des Qiviscurs linéairement &quiva-
lents & zéro.

THEOREME 11.

Soit A une variété abélienne., Tout diviseur = 0 sur
A est num@riquement #quivalent & zéro,.

Démonstration. Soient V, W, a, r, X comme drns le th.

10, et soit Vo une courbe quelconque sur A o Posons

d, = deg(X » Vo). On a, d'aprés le th. 10, g a, = r deg{(waﬂw)
* vo). On peut trouver un diviseur W' A W sur A tel que

le synmbole (W; - W’);VO ait un sens ; on a alors

Qd =r &eg((w; - W’).Vo). Désignant par Yy le norphisme

Ax A A tel que yY(x,y) = x-y, on a, quel que soit bEA,

WY = Z(b), en posant 2 = w'l(w') (Cf, Démonstration du coroll,

b
1 du th. 3)., Compte tenu de III, 3, lemme 5, ocn en déduit

b
deg((wa - W) Vo) = deg Zo(a) - deg ZO(O}. Or si k est un

vy v, = Zo(b). en posant Zo = 2.(A x V), On a donec

corps de définition d2 V, W, X, et si u est un point généw-

rigue de A sur k , on s dag Zo(u) = deg Zo(a) =\deg zo(o),
d'aprés III, 4, lemme 10. On a donc d, =0 C.OF.D.

THEOREME 12, |

Soient A et V comme dens le th, 10, Pour tout divie
suer Y sur A , ltapplication a = Gy A + A obtenue

en posant
s(a) = 8,((¥, = ¥) v V)
est un endomorphisme de A, pour la structure de variété

ab8lienne. Pour que a soit surjectif {i.e. soit une isogénie)

600/‘0.



- 115 -

il faut et il suffit que Y scit non dégénérée.

(n-1) intervenant

En particulier, le divissur W = V
dans le th., 10 est non 4égénéré,

Demcnstration, Le point & €4 <tant fixé&, soit k un

corps dJde &éfiaiticnkda A, V, Y , a, et considérons deux
points u€A et VEV génériques indépendants sur X .

Il existe comme on sait, un diviseur 2 sur A X A tel
gqu'on eit Y, - Y = Zz{bv)} rpour tout bLe& A, Scit 1 une
fonetion sur A x A , a&finie sur k , qui représcnte 2

au point (a,v), et posons 2Z' = Z - div(h), Alors on a

v ¢ supp 2'(a), Denc le symbole 2Z'(a),V est défini, On 2
d'autre part 2'~ 2 , donc d'aprds III, 3, lemme 6,

z2'(a) v z(2), a'od S, ((Y_ = ¥Y)» V) = 5,(2'(2).V}, Ccmme %
est encore représenté nar h au point (u,v), on a de méne
8, ((Y, = ¥)» V) =5,(2'(u).V). Le point y = 5,(2'(u).V)

de A est ratiomnnel sur k(u), et il existe donc une appli=-
cation rationnelle & : A » A , définie sur k , telle que
a(u) =y . D'eprds III, 8, th., 7, on voit, en utilisant la
jacobienne de V , gque & ne dépend pas de & ni de h ;

on & de plus a(0) = 0 . Dcne,d'aprés I, 6, th. 8, ccroll;l,
% est un endomorphisme pour laz structurc de varidté abélienne.
Compte tenu de III, 3, lemme 5, on a 2'(u),V = T(u), et de
méme 2'(e).V = T(a), en posant T = 2'.{(4i x V), Dtaprds III,
L, lemme 10, le diviseur T(a) sur V est l'unique spicin-
lisation de T(u) conratible avee u = ak sur Kk . Dong
SA(T(a)) eet l'unique spécialisation de S(T(u)) = alu)

compatitle avec u »+ & sur Xk . On en déduit S(T(a)) = a(a),

‘&‘/0"



*

i.e. aflz) = ala)., On a done @& = a .

Scit maintenant c¢é&€ ker o« , et posons Y!' = Yc - Y .,
Ona Y' = C, et SA(Y!‘* V) = 0 . D'aprés lc coroll, 1 du
th. 10, il existe un entier m > 0 tel que n Y' A~ 0, et on
a done m(Y_ =~ Y) ~ Yo=Y~ 0, d'oll meccEkerqy + On a
done montré que m ker aYCZker QY o Il est clair d'autre part
que ker QYCZker Gy Puisque Xer{m §) est fini, ker ay
est fini si et seulement si ker @, est fini, i.e. si
Y est non dégéniré,

Remarquons enfin cue, pour tout diviseur Y sur &,
on & Yb - Y 2 0 pour tecut HE A ; on a donc, avec les notee
tions du th, 10, q(Yb - Y) r(wa," W) w~ W .. =%, en posant
a = aY(b). En passant aux diviseurs induits sur V , on en

déduit ¢ Im aYCZIm @, + Prenons Y non dégénéré, Alors

dy est surjectif, Puisque g8 est surjectif, il en ecst de
néme de Gy s i.e. W est non dégénérd C.Q.F.D,

THEOREME 13,

Scit A wune variété abélienne, et soit Y un diviseur
non dégénéré sur A . Si X est un diviseur sur A , les
conditions suivantes sont &quivalentes

(e) - X =0

(b) « I1 existe un entier m > 0 tel que m X

"
o

{c) = I1 eaxiste un entier m > 0 ot un point & A tels
que m X v Ya - Y

Démonstration., Il est eclair que (e¢) == {(b) et que

(v) =b (a)., Montrons que (a) == (c). En effet, % est surjecw

tif, d'aprés le th. 12, On peut donc trouver un point DEA

‘Q‘/‘t‘
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tel que SA(X x V) aY(b) = gA({Yb - YY)+ V), ona X =0
par hypothé@se et Yb - Y = 0 d'aprés le théordéme du carré.
D'aprés le coroll. 1 du th, 10, il existe un entier m > 0

tel que mX v n Yb « Y , d'om m X ~ Ymb - Y 3 CeQ.F.D

10, Complément : &quivalence algébrique :

Scit V une veriété sans point multiple, On dit que

deux diviseurs X et Y sur V sont algébriquement &ouiva=

lents s'il existe une variété U , un diviseur 2 sur le
produit U x V , et deux points a et bEU , simples sur U,
tels qu'on ait X = Z{a) et Y = Z(b). On montre qu'on obticnt
une définiticn équivalente en exigeant de plus que U soit une
courbe, ou en exigeant que U soit la jacobienne d'une courbe.
On montre en outre que 1'enscmble de tous les diviseurs plpf-

briquement &quivalents 4 z&ro sur V forment un sous-groupe

@a(\') du groupe PD(V). I1 est elair que ,Z):{,(V)C oDa(V) ; en
raisonnant comme dans la démonstration du th. 11, on voit sussi
que P, (V)CD (V), de sorte qu'on a B(VIcD (VICD (V)CD(V).
Dans le cas d'une voriété cbélienne A , on a en outre
zk(ﬁ}C:a'{A}CIJ&(ﬁ); La premidre de ces deux inclusions résulte
du th. du carré (th., 3, coroll., 1) 3 la seconde résultc du

th, 11, Le th. 13 stinterprétec par le fuit gue le groups
quotientvgﬁ‘(ﬁ)/@g(ﬁ) est de torsion, i.e. que tous ses élé-
ments scnt d'ordre fini, On sait en fait dSmontrer aue géa(é) =

abé e

m

D {A) =‘i%(A). i.e. que 1l'équivalence # sur una variét

it

i

L3
=4
oo
¥

lienne coincide avet 1'3auivalence algébdbrigue et avee 1'¢

valence numdrigque,
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