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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES SOLUTIONS

DE CERTAINES EQUATIONS DE CONVOLUTION

Yves MEYER
1. Enoncé du probleme. Soient X4 < Xy < ... < X, m nombres réels (m = 2)
et Qiy oeop@y, M coefficients complexes non nuls. Posons T = T

Nous étudions 1'équation
m
(1) ;akf(x-xk)=0
ou f:R -»C estdéfinie sur toute la droite réelle.
Désignons par §(x-a) la masse de Dirac placde en a et posons

m .
g o= 21:‘ a, S(X—xk). Alors (1) peut étre écrite

(2) fxp =0

et, quitte a remplacer pu par une mesure translatée, on peut supposer que X, = 0 ce

que nous ferons dans tout ce qui suit.
L'objet de ce travail est d'étudier la relation existant entre la régularité locale d'une

solution de (1) et sa croissance a 1'infini. Plus précisément, pour tout p € [1 ,+oo] , posond

x+T

(3) wp(x,u) = sup(j |f Ip dt)1/p lorsque f:R -+, solution continue de (1),

X

T
est normalisée par (J If Ip dt)1/ P<1; onne change pas wp(x,u) en calculant
o

cette borne supérieure sur toutes les solutions £ de (1) appartenant a Lfoc(R) et



et wp(x,u) détermine la croissance a 1'infini des solutions f € L{)oc'

Nous dirons que nous avons estimé une fonction ¢: R ~»]O,+o<> I: si nous avons
déterminé ¥ : R -»]O,+oo [ telle qu'il existe Cy > C1 > 0 de sorte que, pour tout x
réel, on ait C, P(x) < olx) < C, O(x).

Nous nous proposons d'estimer pour tout choix des x a

TIRTOUE S TR

pour tout p € [1,+oo] , la fonction Wy définie bar‘ (3).

Une solution de (1) de 1a forme f(x)= X0 eizx’ z=0+1iT, JEN est appelée une
solution élémentaire. Les combinaisons linéaires des solutions élémentaires permettent
d'approcher toutes les solutions continues lorsque la topologie est celle de la convergence
uniforme sur tout compact et 1'on peut espérer estimer Wp(X, i) al'aide de la quantité
correspondante calculée sur les solutions élémentaires.

Posons donc
4) W(X,N):SL!pIXj e—TXl et T =infrT,
la borne supérieure et la borne inférieure étant étendues a 1'ensemble des solutions
Slémentaires x) ei(cT HT) X de (1).

Cependant, méme si p=2, W(x,u) n'estpas une estimation de wp(x,u) s il
existe deux constantes C1 >0, C2 >0 etunentier N=O0 tels que, pour tout
pcE [1,+oo] etfout x= 1

(5) C, Whe,u) = wp(x,u)s‘ C, W, 1) X

-T X T X
o)

(6) ce ° swp(x,u)s Cye N,

X

Les preuves de (5) et (6) sont trés simples et ne nécessitent pas 1'étude qui suit.

Notre but est d'estimer Wp(x,u) ; les inégalités (5) et (6) découleront au § 10 des



résultats précis obtenus. Au § 11 seront données des applications numériques ol
Wp(x, ) dépend effectivement de p.

L'estimation de Wp(x,u) est facile si p =2 et sera donnée, sans démonstration,
au § 2.Si p#2, -cette estimation nécessite 1'étude d'une algdbre de Banach B
d'opérateur's sur 1'espace E des solutions continues de (1). La description détaillée de
B est faite au théoreme 3 du § 3 : on obtient alors 1'estimation de wp(x, i) si p =+,
La preuve du théoreéme 3 est assez longue et occupe les § 4, 5,6, 7, 8et9. Au § 10
nous appliquerons le théoreme 3 au calcul de Wp et en particulier de W, Des exemples

numériques seront iraités au § 11.

2. Lecas p =2 ; énoncés des résultats.

Nous avons signalé que, méme si p =2, W(x,u) définie par (4)n'est pas une
estimation de W2(X,/J ). C'est le cas par exemple pour 1'équation f(x+a) - f(x-a) =
f(x+1) - f(x~-1) et pour presque toute valeur du parametre o> 1: W(x,u)=1 mais

C xswz(x,u)sc

] ,X. Ce paradoxe disparaft dés qu'on associe a 1'équation (1) la

famille des équations conjuguées que nous allons maintenant définir.

Soit Tc R le Z-module engendré par Xy eoes X 5 T est libre et 1'on désigne
par n<m lerangde T etpar Xyy +-vy O UNE base du Z-module TI. On peut
supposer que 0 < oy <...< o -

Soient T le groupe des nombres complexes de module 1 et A=Hom(I',T) 1le
groupe dual de T.
Pour toute mesure atomique v portée par T ettout x€EHom(T,T) le produit

XV est bien défini ; c'est une mesure atomique portée par T.



THEOREME 1. La fonction s'upA W(x,xu4) donne une estimation de wz(x J4 ).
X<

Deux cas se présentent en appliquant le théoreme 1. Si n=1, il existe un ensemble
fini de nombres complexes et, pour chaque AEF un entier k(A)= 0 tels que les

fonctions xkemx, 0<k=<k(A), AEF, soient solutions de (1) et que toute autre solu-

tion continue f de (1) s'écrive f(x)=) fk A(X) % eﬂx : les fonctions continues
H

f sont périodiques de période x, et la somme est étendue aux AEF et a

k,\

0<ks< k(x). Alors W(x,u)=sup lxk IR | , 0<k=<k(A), AEF et W(x,xu)=Wx,u)

pour tout X€A. Enfin Wp(X, L) peut éire estimé par W(x,u) pourtout p€ [1 ,+oo] .
Ce cas étant réglé, le reste de ce travail sera consacré au cas général n= 2.

L'injection T < R définit une injection continue et d'image dense Hom(R,T)c Hom(T,T).

Si f*u =0 etsi f:R-C estcontinue, pour tout ¥x€Hom(R,T), (xf)x x4 =0 ;

donc W(x,u)=W(x,xu).

Appelons équation conjuguée de (1) toute équation

(2) f*(xug)=0 ou x € Hom(T,T).
Si x n'estpasdans Hom(R,T) les solutions continues de (2) ne s'obtiennent

pas immédiatement & partir de celles de (1). Nous montrerons cependant au § 4 que

(3) Wk, ) =w 0, XK)

p
pour tout x réel, tout X € Hom(I',T) ettout pe€ [1,+oo] . Le rdle des équations
conjuguées est de compléter la collection des solutions élémentaires de (1). La croissance

ennorme L~ a l'infini de toutes ces nouvelles solutions €lémentaires donne alors la

croissance en norme L.~ des solutions de 1'équation initiale.



3. Lecas p=+0o (énoncés des résultats).

Soit E 1'espace de Banach des solutions continues f:R -+-C de f+ U =0 E
est normé par Hf“oo = sup If(t) | .
o=t<T
L.'algebre de convolution (/‘(D est composée des mesures o, a support compact,
atomiques et portées par T.

Enfin B est 1'algebre des opérateurs L. : E »E définis par convolution par les
éléments de d% ; pour chaque LEB, il éxiste au moins une O€ (/% telle que pour tout
f€eE, L({f)=fxo. Lanormede L estpar définition celle de 1'endomorphisme corres-
pondant dé E. Nous montrerons au § 4 que B estune algebre de Banach.

* .
Appelons € le groupe multiplicatif des nombres complexes nonnuls et G c (C*)n

le sous-groupe d'équation

1/oc1 )

1/
(1) IZ1] =...= Iznl "

#0.

Soit J, : Hom(T',T)x € +G 1'homomorphisme surjectif défini par

’ -icx1z , -iocnz
(2) J'I(Xyz)':(X(o‘])e 9 *c X((xn)e )'

Le sous-groupe O < Hom(T',T) est défini par x(osn) =1 etla restr‘iction J de
J 1 3 O x€ estencore un homomorphisme surjectif a valeurs dans G. De plus
J: & Xx€ »>G est un isomorphisme local.
Soit A =A(Q) 1'algébre de Banach des fonctions continues f: . -€ dontla
série de Fourier est absolument convergente ; la norme de f€A est notée ”f” , ctest
égale a la somme des modules des coefficients de Fourier de f.

Le faisceau d'anneaux c% de base G sera un sous-faisceau du faisceau des

. . . . hY / » .
germes de fonctions continues surr G. De plus, le fait d'appartenir a JZ'J sera invariant



par translation sur G. Enfinsi 1=(1, ..., 1), f appartient a la fibre de e
au dessus de 1 siet seulement si f estle germe d'une fonction F, définie au voisi~
nage de 1, a valeurs complexes et ayant la propriété de régularité suivante : il existe
) o0
i ' e Ky, I
un €>0 etunesuite 7y, , k>0, defonctionsde A(G) telsque 5 e ||y < 400
k S kK'A
o0
et que (FoJ)w,z)=3 2 'yk(w) au voisinage de 1'élément neutre de § x .
En écrivant = > alk,j) e, 1Tsk=sm, qlk,j)e€ Z, ondéfinit M:G~C
m q(k,3) ,
par M(z., ...,z )=)  a ] 23V op véritie sans peine que M €45(G) de
1 n 7 k j
sorte que Mdb est un sous-faisceau de u% défini par la condition que toute section de

MJ% au dessus d'unouvert U de G estle produit par M d'une section de A au-

dessus de U (§ 5). Enfin, toute mesure V€c/%) est une somme absolument convergente

E_—‘_,va(pw ey pn) S(X—p1oc1 - - pnocn) &tendue A une partie P c Z" telle que
sup | | . A
sgp P{&q +oeot PO < 400, Nous poserons alors fg(v) = Z: a(p1 yonn ,pn)z1 e 2

et 1'on vérifie sans peine que % est un homomorphisme d'algebres de d’lé dans JZB(G).
Deux mesures - v, et v, définissent le méme opérateur de E si et seulement si
V,-V, =k *0, 0E M de sorte que g(vz) et %/(v1) sont congrus modulo Mdb{(G).
Soit & le faisceau quotient ob/Mdb, debase G etsoit $(G) llalgébre des
sections globales de & . Nous venons de montrer 1'existence d'une application
I:B~&(G); ilestfacile de vérifier ( § 4)que I est injective.

Soit K< G 1'ensemble compact des zéros de M. Le faisceau & = J%/MJ% est
supporté par K si bien que parler des sections globales de ce faisceau revient a décrire
ses sections éu—dessus de K. Nous conviendrons désormais que I est définie sur B,

a valeurs dans F(K).



THEOREME 2. L'algebre B des opérateurs de E définis par convolution avec

les mesures vedlb est isomorphe & 1'algdbre des sections au-dessus de K du faisceau

8; = (%/M(f%}.

Nous allons enfin définir une norme sur F(K) qui permettira le calcul des normes
des éléments de B.
Pour tout g = J(wo,zo) €K, wer et zo€€, nous appellerons q= q(go)
‘1'ordre du zéro Z de 1'équation MoJ(wo,z) = (wou )A (z) =0. Nous montrerons au § 7
1'existence d'un voisinage compact U de g dans G et d'une application linéaire
surjective
(3) A% £ Fu)—r0,
La semi-norme “ ”U sera alors définie sur &(U) par HS”U = inf(”f1_” At
.o # ”fan) lorsque ,o(f1, vy fq) =S.

Le théoréme 3 ci-dessous permet de calculer les normes d'opérateurs des éléments

LEB en étudiant localement leurs transformées dans & (K).

THEOREME 3. Pour tout recouvrement ouvert du compact- K, il existe un sous-

recouvrement fini formé par les intérieurs des compacts U1, «nny UN de G tels que

(3) ait lieu ainsi que la propriété suivante : la norme d'opérateur d'un élément L de B

et la quantité.  sup ”S”U , calculée sur la section s€ &K(G), imagede L par I,
ISJEN i ‘ - "“

sont deux normes équivalentes sur B.

L'étude de woo(t,u) revient a calculer la-norme de 1'opérateur de E défini par

convolution avec la masse de Dirac en -t. On est réduit a appliquer le théoreme 3 a la



fonction eltZ : G »C et a calculer les semi-normes HeltZHU , 1=<j<N. Cesera

J
fait aux § 10 et 11 et nous allons d'abord prouver le théoréme 3 ainsi que les remarques

faites aux § 2 et 3.

4. Preuve du théoreme 3 (description de 1'algebre B).

Désignons par Ep' 1'espace des solutions de (1) qui appartiennent localement a
P (R). Deux solutions f1 et f2 appartenant a Ep sont identifiées si elles sont
égales presque partout. Pour tout a€R, soit T a Ep ->Ep. 1'opéraateur de translation
défini par (Taf)(x) = f(x+a). Le lemme ci-dessous montre'que Ep est un espace de

Banach canoniquement isomorphe & LP [O,»T] de sorte que (Ta) devient un

=00 g<4-co

groupe d'opérateurs continus sur P [O,T] dont il s'agit d'estimer la norme.

LEMME 1. Toute fonction g€ L.P [O,T] est presque partout égale a la restriction

a [O,T:l d'une et d'une seule solution f€Ep.

La preuve est immédiate. Posons 4 = Xy - Xy Quitte & modifier g(T), on peut

n
supposer que » a g(T - Xk) =0. On définit alors f al'aide de g en utilisant (1)
1

pour Xm =T < x < T+4£ ; puis de proche en proche, on définit f sur les intervalles

[T +34 , T+ (G+1) 1&] , J=0. Laconstructionde { montre qu'elle appartient localenx
a LP. on procede de fagon semblable sur | :I—oo , O] .

Soit a unnombre réel et TS LP [O,T] »>1P ['a,a+T] 1'opérateur obtenu en
‘pr'_olongeant d'abord g € P I:O,T_] en une solution f€Ep que 1'on restreint ensuite
a [a,a+T:| .

La construction de ce prolongement montre que si a, Xps ooy X sont fixés ainsi



9.
que la1 | geeoy Iam [ , supposés non nuls, 1'opérateur Té et sa norme dépendent

continliment des arguments de Appeee, Q.

LEMME 2. Pour tout a réel, tout x€Hom(I',T) ettout peE [1,+oo] ,

wp(a,u')=wp(a,xu).

En effet wp(a,u) est la norme de T} et donc wp(a,xpc) est une fonction
continnede x € A. Si x€Hom(R,T), Wp(a,x/.z) = wp(a,y) ; puisque Hom(R,T)
est dense dans A, cette égalité est vraie pour tout XxC€A.
Appelons pour tout k= 1, d”()k 1'espace de Banach des mesures atomiques portée
par I'N [—k,k:l ;  la masse de VG(/Iﬂk est la somme des modules des masses de V.
Munissons la réunion c/% des (/{'(Jk, k=1, de la topologie de limite inductive ;
alors </%> est une algeébre topologique ol le produit est le produit de convolution.
Appelons Hom(aﬁ), C) l'enseﬁlble des homomorphismes unitaires et continus de

1'algebre o’% dans C.

LEMME 3. L'ensemble Hom(a*ﬂ), €) estisomorphe & G ; plus précisément a tout

X € Hom(o%,‘e:) on peut associer de facon biunivoque un acG de sorte que 1'on ait

(1) @G v)a) = x(v)

po{m tout ve d{/{.

Soiteneffet x € Hom(o%, €). La masse de Dirac placée en o est inversible

dans r/'“.), 1<k<n; donc x(5(x- ak)) =z #0. L'ensemble des masses de Dirac

) . Yk
placées en Qo +ee e+ oo € [—1,1] est borne dans c//{) En posant ]Zk, =e ,



10.

on en déduit que P +...+qnynsc<+oo lorsque |q1oc1 Fou ot qncxnlsL i}

1
en résulte que Y= ’coc1 RPN A tocn, tER et que (z1 g eeey Zn) € G. La réciproque
est immédiate.

Nous appellerons transformée de Gelfand de la mesure ve(/fb, la fonction
gu : G +C.

Pour tout caractére yxE€Hom(T',T) et toute mesure atomique v€</'i’6, v est portée
par T etle produit Xv appartient a J{J; c'est encore le cas si ﬁom(l‘,'l’) est
remplacé par le sous-groupe & < Hom(T',T) défini par x(« n) = 1.

La transformée de Fourier complexe de vedb est 1a fonction entidre
V(z) = [e av).

La transformée de Gelfand (31/ de v et sa transformée de Fourier complexes

sont relides par

N

(2) [%voJ] (wv) = (wv) (z).
Cela revient a dire que la transformée de Gelfand %,V fournit toutes les transformées
de Fourier complexes des mesures wv, w€ Q, intervenant au théoréme 1.

La vérification de (2) est immédiate et laissée au lecteur.

m
Rappelons que 0=x,<x,<...<x =T etque ﬂ.=; akS(x-xk).

LEMME 4. Toute mesure vEdb peut étre écrite, de fagon unique

(3) V=W xp+0

oll p€</¢(, cedb eton o est portée par [O,T l: L 'endomorphisme de Jb  détini

par v -0 est continu.

(4) Enfin l'opérateur de E défini par f~f* v etlamesure o vérifiant (3) sont

en correspondance biunivoque et leurs normes sont équivalentes.
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La preuve de (3) est é1émentaire et laissée au lecteur.

Puisque E estdéfinipar fxu =0, v et ¢ définissent le méme endomorphisme
de E. Ilresteaprouver que si o définit 1'endomorphisme nul, alors ¢ =0.
L'implication fx 4 =0==>f %0 =0 pour toute fonction continue entrai‘ﬁe, par un théoreme
de Schwartz ( [6:[ ), que pour tout polyndme P 1'on puisse trouver une distribution 7
a support compact telle que (Pu)* o = * T. Parun choix judicieux de P, Pu est

une masse de Dirac, inversible dans J{J, etl'ona o=4=*T1T

73 puisque o est

portée par [O,T [, g =0,
Montrons enfin que la norme de ¢ dans A est équivalente a celle de 1'endomorphis-
me de E défini par convolution avec ¢. Cela résulte de ce que toute fonction continue

m ,
f: [O,T] +€ telleque ) | a, f(T -x, )=0 estlarestriction a [O,T] d'une
1

)
solution continue de fx M =0,

A ce stade 1'algebre B des opérateurs de E dans E définis par convolutions
par vedh est devenue une algebre de Banach et 1'espace de Banach sous-jacent est
isomorphe a 1&1. |

11 reste a préciser, gréce au lemme 5 ci-dessous, 1'homomorphisme injectif

I:B+ &(K).

LEMME 5. Soit ug une mesure de Radon complexe dont le support est une partie

finie de R. Les trois propriétés suivante d'une mesure V€ c/%) sont alors équivalentes

(5) v=p«p, pedb

3 VS

(6) il existe une fonction entietre E(z) telle que v(z)=pu(z) E(z)

(7) g,v est le produit par % {4 par une fonction de (76((3).
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Comme dans la preuve du lemme 4, 1'équivalence entre (5) et (6) est assurde par le

théoréme de Schwartz et le lien avec (7) se fait 4 1'aide de (2).

5. Preuve du théoréme 3 (extensions algébriques d'une algébre de Banach).

Ce pafagraphe joue un rdle important dans la preuve du théoreme 3 ; les notions
introduites et les résultats obtenus peuvent cependant avoir un intérét en eux-mémes ef,
pour cette raison, seront présentés dans un cadre plus général.

Soit A une algebre de Banach unitaire, commutative et semi-simple, de spectre
compact £ ; les éléments de A seront toujours écrits, gréce a la transformation de
‘Gelfand, comme des fonctions continues sur &, & valeurs complexes.

Soient =1 un entier et

(1) P(w,X) =x3 + a1(w)Xq—1 oot a(w)
un polynéme unitaire, de degré q, a coefficients dans A.
'Appelons A [X] 1'anneau des polyndémes en X, a coefficients dans A, 1 1'idéal
PA [X:[ et B 1'anneau quotient A/I.
Tout élément de B possede un représentant et un seul de la forme
2) b, (w) Xq_1A+...4-bq(w) ol b, € A.
Cette remarque permet d'identifier A et 1'espace vectoriel sous-jacenta B ;
la norme d'un élément f€ B sera, par définition la norme ”b1 ” At ;+ ”bq” A
dans Aq, du représentant (2) de f.

On vérifie sans peine que le spectre K de B est la partie compacte de  x€

définie par P(w,z)=0.
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Nous allons maintenant faire 1'hypothese supplémentaire que A est Péguliére et
définir un faisceau d'anneaux d[ﬁ de base i X €. Ce faisceau J% sera un sous-
faisceau de celui des germes de fonctions continues sur & x € et sera caractérisé par la

propriété suivante.

DEFINITION 1. Soient u, = (wo,zo) € axc¢ et ¢ ungermeen u, de fonctions

continues sur & x €.

Nous écrirons (p€<7%(uo) pour exprimer l'existence d'un € > 0 et d'une suite

fk’ k=0, d'élémentsde A tels que

[ee]

D ka”A < oo

K fk(w), définie si Iz--zO I< g, soit un représentant de ¢

. (o]
et que &(w,z)=) (z—zo)
0

en u._.
- 0

Une seconde facon de définir le faisceau J% utilise la notion d'algebre de restric-
tions.

Pour toute partie compacte V < {2, soient IV 1'idéal fermé composé de toutes les
fonctions de . A nulles sur V etsoit A(V) 1'algébre quotient A/IV munie de la nor-
me quotient. Alors A(V) est semi-simple, son specire est V et les éléments de  A(V)
peuvent étre identifiés aux fonctions f:V »€ qui peuvent se prolonger a § tout entier
en une fonction appartenant a A() =A.

Si D est une partie du plan complexe, toute application F : D +A(V) définit
canoniquement une fonction f:VX D » € dont la valeur en (wo,zo) est la valeur prise

en w_ par F(zo) € A(V). Par abus de langage nous emploierons ci-dessous la méme

notation pourr f et F,
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Soit V (resp. D) une partie compacte de  (resp. €). Alors ¢ €db(Vx D)

signifie qu'il existe un ouvert D, DD, un voisinage compact V., de V dans

1 1

et une application holomorphe F : D, -» A(V1) telle que, pour tout u€ VxD, o(u)

1

soit le germeen u de F, regardée comme fonction de deux variables w et z,

w€\/1, z € D1.

PROPOSITION 1. Soient A une algebre de Banach commutative unitaire, semi-

simple et réguliere de spectre &, q= 1 unentier, P(w,z) = 79 4 aT(w) Zq—1 ..

.ot aq(w) un polyndme unitaire, de degré q, a coefficientsdans A et Kc ixC€

1'ensemble compact défini par P(w,z)=0. Alors 1'algébre des sections, au-dessus de

K, dufaisceau quotient &= J%/P(fb et 1'extension algébrique B de A par P

sont isomorphes.,

Ce résultat sera prouvé dané un instant. Il est incomplet car il ne dit pas comment la
norme d'un élément de B peut é&tre calculée lorsque cet élément est regardé comme une
section s € ¥(K). Voici le complément de la proposition 1.

Appelons pavé toute partie compacte Wco @x€ quiestle produit VxD d'une

partie compacte V de § par une partie compacte D de C.

DEFINITION 2. Pour tout pavé W =Vx D, 1'algébre de Banach T(W) est définie

par complétion de o%(w ) pour la norme ;lépD ”f('. ,z)” A(y) due 1'on notérg ”f”r(w)'

Si D estundisque compact de € 1le specire de T(W) est W. Dans tous les
cas, TI'(W) peut étre identifide & une algébre de fonctions sur W.

Les notations de la proposition 2 sont celles de la proposition 1.
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PROPOSITION 2.Soient N = 1 un entier, W1, ey WN N pavésde &x¢€
et f1 g ey fN N fonctions a valeurs complexés définies sur ces pavés. Supposons que

o)
(1) K soit recouvert par la réunion des intérieurs Wj des Wj’ 1<j=<N.

(2) chaque fj appartienne a 1'algébre I‘(Wj) de la définition 2

0 o
(3) pour tout couple (j,k), 1<j<N, T<k<N et W, W, #0 entrafnent

0 o) Q O
s . : A -f =

1'existence d'une fonction gj,k € Jb(Wj N Wk) telle que, sur Wj m\ﬁ(, fj fk _ ng,k’

Alors on peut trouver q éléments ao, ceey aq_1 de A et N fonctions

o) o)
gje(f%(wj), 1<j<N, tels que, sur chaque . Wj’

- q-1
(4) fj(w,z) = ao(w) + a1(w) Z 4.+ aq_1(>w) z7 4+ P(w,z) gj(z).
De plus
(5) H || <C sup Hf” pour k=0, ..., g-1
WaATE 25 iy B

ou C nedépend quede A, P, Wiy ov.et WN mais pas de f,, ..., f.

La partie (4) de la proposition 2 n'est que la paraphrase de la proposition 1.

La preuve de la proposition 2 est simple. Nous en esquisserons les grandes lignes.

Si N=1, K estcontenudans 1l'intérieur de W=VxD. Celaentraine V ={.
Considérons 1'élément X de B, extension algébrique de A par P. Le spectre

de X estlaprojection K. de K sur €. De sorteque f€ET(W) définit une

1

application, encore notée £, holomorphe au voisinage de sp(X), a valeurs dans A(Q).
Le calcul symbolique peut donc étre appliqué et permet de définir f£(X) € B. Deés
lors on vérifie sans peine que f(X) = a, + a1X +.. o+ aq_1Xq"1 posséde les propriétés

requises ; (5) résulte de la continuité du calcul symbolique.
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Pour terminer la preuve de la proposition 2, nous allons montrer que tout woeﬂ
bosséde un voisinage compact Vo tel que, au dessus de VO, la situation soit celle
décrite si N = 1. En recollant, grice a une partition de 1'unité formée de fonctions de A,
les solutions locales obtenues, on obtient ao(w) oot aq_1(w) 74" , solution de notre

probleme.

LEMME 1. Pour tout 'woeﬁ, soit F 1'ensemble des zéros de P(wo,z) =0.

Alors on peut trouver un voisinage compact Vo de wo dans £ etun £>0 tels

que

(6) les disques D(L,e) définis par |z - I <eg CE€F, soientdeux adeux
disjoints

, . o
(7) les pavés VOxJD(C ,€), CEF, soient contenus dans tous les Wj -auxquels

(wo, ) appartient.

.(8)51_ weV, et Plw,z)=0, ilyaun E€F telque Iz-Clge,

Le lemme 1 résulte simplement de ce que 1'ensemble des racines de P(w, z) = 0
dépend de fagon continue de w € Q.

Revenant a la preuve de la proposition 2, soit D la réunion des D({,e), C(€F,
et soit f€<ﬂ‘:(\/o>< D) la fonction défihié comme suit : pour tout CE€F, choisissons un
entier j tel que (wo, Z) abpartienne a \%% et décidons que f estégale a fj au
voisinage de  V_x D(Z,e). Alors pour tout u = (w,z) tel que WEV , P(w,z) =0

o
et u€W , lesgermesen u de f etde f sontcongrus modulo P#(u). Cela

k K

résulte de la définition de f et des relations de compatibilité entre les fj.

Par le procédé du calcul symbolique du cas N =1, nous formons un polyndme R,
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de degré < g-1, a coefficients dans A(V O) : pour tout u=(w,z) telque w appar-

: o)
tienne a 1'intérieur de Vo, que P(w,z)=0 et uew les germesen u de R

k’

etde f, sontencore congrus modulo P (u).

Enfin recouvrons { par les intérieurs de voisinages Vs, 1<s<8S, detype
VO ; appelons Wis ooey Wg des fonctions de A telles que le support de chaque W
soit un compact contenu dans 1'intérieur de VS etque 1= Wyt ot Wg désignons

par R .y R s les polyndmes R construits ci-dessus et posons R = Z WSRS.

17 -

On vérifie sans peine que R possede toutes les propriétés désirées..

Dans le méme ordre d'idées nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 2. Soient V une partie compacte de £, D un disque compactde C,

a q ¢€lémentsde A définissant un polyndme unitaire

g= 1 un entier et a1,..., q

P(w,z) = z9 .+ a1(w) 241 ot aq(w).

Supposons qu'il existe une partie ouverte W de £ contenant V et telle que pour

tout w€ W toutes les racines z € € de P(w,z)=0 appartiennent a 1'intérieur de

D.
Alors pour tout f €(fl’;(Vx D) les deux conditions suivantes sont équivalentes

(9) e PA(VxD)

(10) z >f(w,z)/P(w,z) est holomorphe au voisinage de D pour tout w appartenant

a un certain voisinage de V.

L'implication (9) = (10) est immédiate.
En sens inverse, désignons par D1 un disque compact dont 1'intérieur

contient D, par V1 un voisinage de V dans {2 tels que f(—:a@(v1x D1) et que,
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si w€V, toutes les racines de P(w, z)=0 appartiennent a 1'intérieur de D

1 1

o)
Posons si w € V1 et z€ D1 , glw,z)= 2.1..7” ______f(w_,_ C.) dc.
oD, (£-z)P(w,T)

On vérifie sans peine que 1'intégrale de Bochner g ed(vxD) et que f=Pg au

voisinage de Vx D,

6. Preuve du théoréme 3 : 1'algebre & (K) est une algébre de Banach.

*
Nous revenons aux notations des § 3et4. Legroupe G de (€ M est

1/o:1 1/
T P

défini par l Z4 a

£0; T estle Z-module libre Zo, +.. o+ 2o,

i c Hom(T',T) est défini par x(an) =1, A(Q)=A estl'algtbre des fonctions continues

sur §& dont la série de Fourier est absolument convergente et J:Q x € »G est

—io:1z —iocnz
défini par J(w,z) = (w(o(1)e y ey w(ocn)e ) avec w(ocn)= 1.

Enfin M est une mesure complexe dont le support est une partie finie de

T= Zoc1 +...+ Zocn et M:G»€ estlatransformée de Celfand de g ; pour tout

n

WEQ ettout z€ €, MU(w,z))=(wp) (z). Lefaisceau F est Sb/Mb et
K c G estl'ensemble compact des zéros de M,
Nous. allons faire 1'étude locale du faisceau K(K).
Pour tout wove Q ettout €€ ]O,Z [, V(wo, g) est le voisinage compact de

w, dans 2 défini par Iw(cxj) - wo(ocj) | <eg 1=<j<n-1. De méme si z €C,

n >0, D(zo,n) est le disque compact lz—z0 [ <7. S'ﬂ n'y a pas d'ambiguité, on

écrira V  pour V(wo,e) et D pour D(zo,n).

DEFINITION 3. Une partie compacte Q de G estun pavé ajusté s'il existe

acK, e€]0,2|:, n >0, woeﬂ et z,€C tels que
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(y J: V(wo, €) X D(zo,n) +Q soit un homéomorphisme et que J(wo,z =a,

o)
(2) ilyaitunentier q=1, q fonctions al(w), ceey aq(w) de A(Q), nulles
en w, et un élément inversible H €J°6(V>< D) de sorte qu'au voisinage de Vx D
onait MoJ=(z%+ a1(w) PARLI aq(w)) H = PH.

pour' tou w outes les racines ae w,Z) = appartiennent a mnterieunr
(3) tout wEV toutes 1 ines de P(w,z) =0 apparti t & 1'intéri

de D.

L'existence de pavés ajustés résulte de la preuve du théoreme de préparation
de Weierstrass ( [2:] , Ch. II, sec. D).

Les éonditions d'application du théoreme de préparation sont remplies : si pour
un o, € Q, M(wo,z) était identiquement nulle, il en serait de méme de la transformée
de Fourier complexe de wou et ausside u.

Appelons B 1l'extension algébrique de A(V) par P. Par simple transport de
structure, on peut définir une algébre B(Q), de spectre KN Q, dontles éléments

, q-1 ,
'seront représentés par des fonctions f:Q +€ tellesque folJ= ; aj(w) zJ,
aj € A(V), (w,z)€ VxD, Lanultiplication dans B(Q) ne coihcide évidemment pas
avec celle des fonctions f associées ; il faut réduire modulo M.

. o v
Remarquons enfinque si f et g€ B(Q) etsi f-g € MAB(Q) sur 1'intérieur de

Q, alors f=g.

PROPOSITION 3. Pour tout pavé ajusté Q, on peut définir un homomorphisme

: o
d'anneaux p : F(K)+B(Q) tel que, pour toute section s €FK(K) ettout x EKNQ,

s(x) soit 1'image, modulo MﬂS(x), "dugerme en x de lafonction p(s).
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Si nous arrivons a définir un homomorphisme Pyt F(Q) ~B(Q) ayant les
propriétés décrites dans la proposition 3, p sera défini par le diagramme commutatif

ci-dessous
FK) = F(G)

p 1 | -
Py
B(Q) «— F(Q) .
Dans ce diagramme, la premiere identification s'obtient en prolongeant s € %(K) par 0
horsde K et 7 estlarestriction canonique.

Une section s € X(Q) est définie par un recouvrement ouvert W , W de

1 - N

Q et par des fonctions fj e (Wj) relides entre elles par les conditions de compatibilité
fj—fk € Mﬁ,(w:j N Wk) sur W;i NW, supposé non vide. On transporte les fj par J

et 1'on est ramené aux conditions d' application de la proposition 2.

DEFINITION 4. Un recouvrement ajusté de K est, avec les notations précédentes,

la donnée de N pavés ajustés Q1 y owuy Q‘N tels que K soit contenu dans la

réunion des intérieurs des Qj'

On désignera par p‘_j . 8(K) +B(QJ.)' les homomorphismes correspondants au p
de la proposition 3 ; B(Qj) est isomorphe a 1'extension algébrique de A:i = A(VJ.)

ar P..
P j

Pour toute section s € %(K), posons ”s”: sup ”p .(s)”

1=jenN 3 By

PROPOSITION 4. L'anneau $(K) muni de la norme sup Hp .(s)” est
e 1=j<N 4 By =

une algebre de Banach.

Il s'agit de prouver que F(K) est complet.
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Pour alléger les notations, écrivons Bj au lieu de B(QJ.) et formons

N .
p: FK)> T Bj définie par p = (p 12 s pN). Cette application est évidemment
1 N

injective. Son image est 1'ensemble des suites (f1 g ceey fN) c HBJ. telles que pour
1
o o)
tout couple (j,k) pour lequel Qj N Qk est non vide, on ait, sur cet ensemble ouvert
0O o0
t-f € MJb(QJ. nQ).

Cette derniére condition peut éire écrite plus simplement en utilisant le lemme 2
du § 5 ; gréce i la représentation paramétrique J: Qx€ +G, fj et fk deviennent
des polyndmes dont les coefficients doivent, pour tout « appartenant a une certaine
partie ouverte de {2, satisfaire aux relations exprimant la divisibilité par un polynéme
fixe Pj(w ,Zz).. L'image p(&(K)) est donc définie par une famille de formes linéaires

N

continues sur ﬂ Bj ;- cette image est fermée et complete.

En utilisant a nouveau la proposition 2, on montre que ' )

PROPOSITION 5. La structure d'algébre de Banach de %(K) ne dépend pas du

recouvrement ajusté choisi.

COROLLAIRE. Soit s k= 0, une suite de sections appartenant & &(K).

k’

Pour montrer que s

h >0 (k »400), il suffit pour tout a€K, de trouver un voisinage

Q de a dans G quisoit un pavé ajusté et tel que les restrictions de Sy a Q

tendent vers 0 dans B(Q).

(Ces restrictions sont définies a 1'aide de la proposition 3).



7 . Preuve du théoreme 3 : la structure locale de 1'algebre B.

Soit Q< G unpavéajustéet II:B -+ B(Q) 1'homomorphisme obtenu en compo-
sant 1'injection canonique de- B dans &(K) avec 1'opérateur de restriction de

- &(K) dans B(Q);

PROPOSITION 6. Tout point a€K possede un systeme fondamental de voisinages

compacts Q qui sont des pavés ajustés tels que les homomorphismes correspondants

Il :B+B(Q) soient surjectifs.

Pour démontrer ce résultat, nous pouvons supposerque a =1 =(1, ..., 1)
et nous allons utiliser la représentation paramétrique J: QX € +G.

Soient €€ ]0,2 [:, n €]O,&W— [: ; ils permettent de définir un voisinage compact

n

V de l'origine dans’ Q par Iw(onj) -1 I <g 1<j=<n-1 etundisque compact
Dc € par lz I <n. Alofs Q sera l'image J(Vx D) et grice au choix de 7,
J est un homéomorphisme.

Appelons g= 1 l'ordreduzéro z=0 de ;(z) = 0. Par un choix judidieux
de € et 71 >0, Ilethéoréme de préparation de Weierstrass fournit un polynéme

P(w,z) = z9 ¢ a#w) LI aq(w)

ol1 les aj, 1<j<q, sontnulsal'origine, analytiques au voisinage de V et
appartiennent donc a A(V).

Au voisinage de VxD, MoJ estle produit de P{w,z) par un élément

inversible de J%) (Vx D).

En composant 1'homomorphisme canonique de (/{(7 sur B et 1'application II,
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on obtient un homomorphisme que nous allons décrire.
\veﬂv s'écrit,

Toute mesure / v = F, c(q1, ceiy qn) 8(){—0:1q1 - . .- ocnqn)
Q0+ - mnanlse
etl'on a
q q -, 9, +...+x.q )z
1 n-1 11 n'n
(1) F,2)= grailw,z) =37 ey e
Q. g o S

avec  w, =wl(a), ..., w g =wlo ).

Supposons que 1'on sache écrire
(2) Flw,2) = t(@) +...+ 2975 () + P(w,2) gl,2)

avec des f, €A(V), O0<k=gq-1 et gedb(vxD).

-1

Alors fo(w) T— fq_1(w) sera 1'image par Il de 1l'opérateur de E

défini par convolution avec V.

Nous allons expliciter la décomposition (2) lorsque Q est un pavé ajusté puj.é nous
prouverons que 7 étant fixé, 1'application de B dans [:A(V)]q définie par (2)
devient surjective quand € > 0 est assez petit.

Appelons, pour alléger les notations B 1'algébre extension algébrique de A(V)

\Y

par P et notons H ”V la norme des éléments de By/-

En laissant fixes 7 et D, nous allons étudier 1'influence de € (et donc de

V) sur By,

LEMME 1, Pour tout o> 0, on peut trouver un voisinage V de 1'origine dans

Q) assez petit pour que

(3) ”Zj”V <qa« ]‘-j/q} pour tout j=0

( I:t] désigne la partie entiere de t).
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Partons d'un V pour lequel le théoreme de préparation peut étre appliqué et
remplagons V. par V., pour assurer (3). On opére comme suit. Appelons S(w)

la matrice 0, ..., 0, - aq(w) et considérons la matrice S%:les 1 ont tous

q-1(@)
0, ..., 1, —a1(w)

1, ..., 0, -a

disparu et les coefficients dé s9  sont des sommes ou différences de produits des aj.
Appelons norme d'une telle matrice la somme des normes dans A(V1) de tous ses
coefficients. Puisque tous les aj sont nuls en 0O,  on peut trouver \/1 cV de
sorte que HSqH < .

Posons maintenant j=mgq+1r, m=0, O0<r<g-1. Alors le vecteur
(2™,

qu+q—1) € B% est 1'image par S  du vecteur (1,... ,zq—1) € B% .

1 | LY

cey

Il s'en suit que

Ilzﬂ'll\,1 < lmally +s !lzmq+q"H (1 Iy oo 7 = 0o

Dans (1) développons 1!'exponentielle en série pour obtenir
F(w,z) = F1(w,z) + F2(w,z) oll
B (—iZ)j . q1 q
F1(w,z)_z: el 2, (oc1q1+ g )Jc(q1, q)w1 ce. W

n
]
0<j<g-1 ¥ Iq1oc1+ A0 <B

n-1
n-1

q-1 f

=f (W) +. ..+ z q_1(w)

et ol Fz(w,z) est la somme correspondante étendue aux j> q.
qa,

Nous allons prouver que, si £ = -5 F1(w,z) peut, par un choix judicieux

des c:(q1 y eens qn) € 61 , représente n'importe quel élément de B I1 y aura

v
alors une constante C telle que 1'on puisse satisfaire en outre a

Y lc(q1 peeesdy) S C(HfO”A Fouot ”fq-—1”A)’ Le nombre ¢ étant maintenant fixd,

nous remplaceroﬁs V par V, assez petit pour que la norme de 'Fz(w,z) dans
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7 1 (] ré Ve
BV1 ne dépasse pas TCE Ic(q1 e ,qn) \ . Finalement tout élément de BV1 pourra

étre écrit F,=F-F, ol F= %,v, v. est portée par [—E, E]m T,

”v” < CHF1HV1 et ”F2”V1 < %“F1 ”V1 . Par approximations successives, on obtient

alors la proposition 6.

q q
o _ 1 n-1
Ecrivons fj(w) = E :fj(q1 g vy qn__1) w1 .o wn_1 et appelons, pour chaque

. c =1
suite .(q1, ey qn_1)€Zn , F(q1, vees g

o qd
L _°n . »
Iq1oc1 ot Qo IS £ ; si E= - F(q1, cey qn—l) est composé d'au moins

n—1) 1'ensemble des qnez tels que

q entiers consécutifs. I1 s'agit de trouver c(q1 yoeees G ,1) € b de sorte que,

pour 0<j<qg-1,

(4)” > (oc1q1+...}.+ocnqn)j C(q1,...,qn)=(i)jj! f.(q1,...,q ).

] n-1
TS 1 PPN A

Si nous décidons que c(q1 yooo ,qn) =0 si Q=...=q, 4= 0, q= 2qn (seul cas ol

Card F(q1, ey qn_1) = q+1), (4) est un systéme de Cramer de q dquationsa q

inconnues, lorsque Aqs ++s sont fixés. Le déterminant du systéme est un

n-1

déterminant de Van der Monde ; au signe pres il vaut ocg 11 2., .(g=-1)! ; tous les
mineur's de ce déterminant sont bornés car les coefficients de <:(q1 g veesy qn) le sont.

Il existe donc une constante C telle que, pour tout

1.

-1 g-1
(q'l"",qn_‘l)ezn b 2 lc(q’l""’qn)lscjg_o:‘f‘]‘(q‘l,""qn_‘l

q CF(q,,... ,qnf1)

En ajoutant toutes ces inégalités, on obtient

= letag, g = edifly +x bl

Nous devons maintenant vérifier que la norme de F2 dans BV peut &tre majorée par

1. n \ ‘ - 3 3 3 3 .
5C E ]c(q1 yoeees 9y) l gréce & un choix judicieux de V. Il suffit de majorer
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1], . |
Ih&vzllVT par (T —2 o35 lelay, «ovy a)-

Bqa j!

ZCZ)IC(QV ceey ql’l)l

| I O(I:J/q:}ej
<37 lelay, a0 28

J=q Je

si o estassez petit. Gréce au lemme 1 on peut choisir V1 pour qu'il en soit ainsi.

8. Preuve du théoreme 3 : un lemme sur le calcul symbolique.

PROPOSITION 7. Soient m= 1 un entier, f1, cony fm € #HK) m fonctions

définies au voisinage de K, a valeurs complexes. Appelons Gys oees Py les

images canoniques de f,, ..., f =~ dans $(K). Supposons que @qyeees 0 €B.

Soient Sc €™ 1l'ensemble imagede K par (f,, ...,f ) et HEO(S)

une fonction holomorphe au voisinage de S.

Alors H(f1 g +eas i m) € A(K) et a pour image canonique dans &(K) 1'élément

H((,o1 y ey <pm) de 1'algébre de Banach B défini par le calcul symbolique holomorphe.

Soit Uc €™ un ouvert contenant S et tel que H soit holomorphe sur U.

On peut, grace au lemme d'Arens et Caldérén, compléter Pqs eeey P €N
(cp1, cees P ), m'=m de sorte que la projection sur c™ ge 1'enveloppe
polynomialement convexe S de S' = (<,D1 ey O XK) soit contenue dans U.

On définit H € ©(S) par

H(ZT’ ceey zm,)=H(z1, ey zm).

2
B

Le théoreme d'Oka-~Weil permet de trouver un voisinage compact W de S dans C

TR

et une suite H, de polyndmes uniformément convergente sur W vers
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Appelons fm ., f m'-m &léments de db(G) dont les images dans & (K)

+17 m'

soient ¢ s P et soit Q1, cees Q un recouvrement ajusté‘de K par

m+1’ °° N

des pavés assez petits pour que si 1< j<m,. fj appartienne a 7 (Q1 U...U QN)
et pour que 1'image de chaque Q. par (1‘?1 y ey fm,) soit contenue dans 1'intérieur
de W (1<r<N).

Formons la fonction Y, =H (f., ..., I

K k( 10 ), définie sur QuU...U QN’ Le

m'

théoréme du calcul symbolique holomorphe peut étre appliqué a chacune des algébres

I‘(QP), de specire Q. , définies au  § 5. Au sens de la norme de T(Q r)’

Y, Y= ﬁ(fi’ ey fm.)= H(f1, ... ,fm). Ainsi Y €db(K). D'ailleurs, pour chaque

k, 1'image modulo Mdb(K) - de Y, est Z = Hk(<p1, .. .‘, P ) € Z(K) et, pour

1a topologie de  &(K), Z, tendversl'image Z de Y modulo Mdb(K).

Enfin le théoreme du calcul symbolique holomorphe peut éire appliqué a B elle-
méme : Z, ->H(<p1, ey (,om) (k ++00) et H(@V ceey <pm), regardé comme élément
de &(K), appartienta B.

La topologie de B est plus fine que celle de F(K) et H((p1 y eeey <pm) est

1'image, modulo M (K), de H(f1, NP S

m

9. Fin de la preuve du théoreme 3.

La premiere étape est de construire un recouvrement de K par des pavés ajustés
possédant toutes les propriétés décrites ci-dessus et de former une partition de 1'unité,
associée a ce recouvrement, a 1'aide d'éléments de & (K).

Pour tout a € K soit Qa un pavé ajusté auquel s'applique la proposition 6.
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I1 y a un point waeﬂ, un z €C, un €>0 etun 7>0 tels que Qa soit
1'image par J:OxC -G du produit V(wa, €) X D(za,n) décrit dans la définition 3 ;
pour alléger.l'écr‘iture , notons  V_ = V(wa , €) et D, = D(za , M) et appelons
¢, Qa -»Vax Da 1'application inverse de J.

Soit a : & [O, 1:[ une fonction appartenant a A(Q) Végale a 1 en w q ©t
dont le support est contenu dans 1'intérieur de Va' Définissons f at Qa > [O, 1]
par f a= % 0P, et prolongeons fa en une fonction, encore notée fa : G > [:O, 1:1 y

égalea 0 sur le complémentaire de Qa.

LEMME 1. Le germe de . fa au voisinage de K appartient a a%(K).

11 suffit, pour tout x€K, de trouver un voisinage V de x tel que, restreinte
a v, f, appartienne a b (v).

Trois cas se présentent. Si x appartient a 1'intérieur de Qa, -on prend
V=0Q_ etla définitionde f, montre que f, e ).

Si x£Q a? il existe un voisinage V de X ne rencontrant pas Qa et sur
lequel fa. est nulle.

Si x estdans l‘intér‘section de K et de la frontiere de Qa’ on pose
<pa(x) =(w, z); gréce ala condition (3) de 1a définition-B, w appartient a la frontiere
de Va et z al'intérieur de D, . Orle support de o, est contenu dans 1'inté-
rieur de Va ; donc f a est encore nulle au voisinage de x et le lemme 1 est prouvé,

Appelons QE'l un voisinagé de a assez petit pour que fa = % sur QE‘I’

Formons un recouvrement de K pér’ Qv -en Q) et écrivons alors Qj = Qa et
1 N J
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N -
fj =f, (; £, y ' e db(K). Appelons Cj 1'adhérence de 1'ensemble des x € K pour
Jj k
lesquels 'fj(x) #£0. De la méme maniére que nous avons construit les f 4 hous
pouvons construire une suite g 1<j<N d'éléments de &b (K), & valeurs dans

I:O, 1] , telle que gj = 1 au voisinage de Cj' et que le support de gj soit contenu

dans 1'intérieur de Qj' Soit Kj l'ensemble des x € K ol g = 1.

LEMME 2. Il existe unentier N= 1 et N éléments de 1'algebre de Banach B,

représentés par des fonctions hj €ﬂ§(G), 1<j<N, tellesque, pourtout j=1,.., N

' o
(1) hi- 1€ (grb@) surlintérienr Q de Q;
(2) pour tout X€EK, ona lhj(x)|_<.1
(3) !hj(x)|=1 Squivautd x€K; et hyx)=1.

Les homomorphismes Hj :B > B(Qj) sont surjectifs grace a la proposition 6 et

au choix des Qj' On peut donc trouver N éléments Uy, «ooy Uy de B, que
0
nous allons considérer comme des éléments de b (G), tels que, sur chaque Qj’ uy
o)

et gj soient congrus mod Ma‘b(QJ.).

Regardée comme fonction sur le spectre K de 1'algebre de Banach B, uj
a un maximum local, égala 1, sur Kj' . On est amené a utiliser le principe du
maximum Jocal de Rossi pour définir les hj a partir des u;.

En reprenant mot pour mot la preuve du théoréme de Rossi ( [2] p. 62, Chap. I,

sec. H) et en utilisant la proposition 7 on construit les hj , 1=<j<N, vérifiant

(1), (2)et (3).
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LEMME 3. Chaque fj’ 1< j<N, estlalimite, au sens de la norme de F(K),

'd‘une suite d'éléments de B.

: )
Soient, en effet, F., ..., F_€B cA(G) tels que Fj = fj mod Mcﬂ'.a(Qj) sur

o)
chaque Q i

Formons h;'{Fj = ZkeB. Nous allons prouver que fj est, au sens de la fopologie

de JF(K), 1lalimite des Zk (k »+0c0). 11 suffit de montrer que tout a€K possede

un voisinage Q qui soit un pavé ajusté et tel que, dans B(Q), la restriction de Zk’

définie par la proposition 3 tende vers celle de fj (k + 400).

Deux cas se présentent.

o _
Si a€K mais n'appartient pas a 1'intérieur Qj de Qj’ alors Ihj(a)l <17

{

et 1'on peut trouver m € ]O , 1 [ et un voisinage ajusté‘ Q de a tels que lhj(x.) IS m
sur KN Q. Laformule du rayon spectral montre alors que h? Fj +0 dans B(Q).

Par ailleurs fj =0 auvoisinage de a et par un choix convenable de Q, fj a pour
restriction 0 dans B(Q).

(o] 0
Si, au contraire, aeQJ. , onchoisit Qc Qj'

N\ O k k"‘1‘
o) h. - 1=(q.~ 1)0. e, . - (e - 1) F.=(1 A Y h1F
na J (qJ )QJ ou & 'S Jlb (QJ) et (hJ ) j (1 + hJ ot h;l )(hJ )

Or, dans 1'algébre B(Q), Fj et fj ont par hypothése, méme image canonique. Par
ailleurs, par construction de fj et gj, on a fj(gj—1) =0 dans ob(K) et donc dans

B(Q). 11 résulte alors de (1) que, pour tout k= 1, la restriction canonique dans B(Q)

de (hg.{ - 1) Fj est identiquement nulle ; il en est de méme de la restriction de h;.( Fj - f..

J

Nous pouvons maintenant terminer la preuve de &(K)=B. Fixons une fois pour

toute une partition f ey By de 1'unité dans 1'algébre &(K), subordonnée a un

17
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recouvrement ajusté Q1 g ccey QN de K et construite comme il est indiqué ci-dessus.
Appelons l'Ij :B > B(Qj) les homomorphismes surjectifs définis par la proposition 6 : il
existe une constante C >0 telle que, pour tout j, 1'image par Hj de la boule de
rayon C dans B contienne 1a boule unité de B(Qj).

1a norme sur

Notons Hs” la norme sup ”S'”B(Q.) sur F(K) et H ”B

1<j=N  J

B. 11 existe une constante C1 telle que, si sEB, ”s” < C1||SHB.

Soient alors Y , Y. N éléments de B regardés comme des fonctions

TR N

appartenant & Jb(G) et tels que

1

2CC 1N

Partons d'une section s € $H(K), définie par une suite sj, 1<j<N, de

- ¥

o © o O
fonctions de B(Qj), telles que, si Qj N Qk n'est pas vide, SJ. - Sy € Mﬁ?(Qj N Qk).

Soient Z1, cees ZN’ N éléments de B tels que HZj”B < C”Sj”B(QJ.) < C”s”

o 0
et que, sur Qj’ Zj - 85 € Mcfﬁ(Qj).

Une premiere remarqgue est que ijj et ijj sont deux éléments de ﬁ‘a(K)
congrus mod Mﬁs(K). Naturellement, sjfj est défini en iui donnant 1a valeur 0 au
' 0
voisinage de tout a€K, ag Qj . La vérification de la remarque est semblable a celle
du lemme 1 et laissée au lecteur.
( N
Ceci fait, ona s=3 ijj dans 1'algebre &K(K) ; 1a encore la vérification est
1
immédiate : au voisinage de tout a€K, certains fj sont identiquement nuls et pour les

o]
autres, on utilise les relations de compatibilité entre les sj car alors a € Qj'

Toujours dans 1'algebre $(K), on a les égalités

N N N N
= £, = Zf. = £.-Y.)Z. + Y.Z.=8"+s',
s=2 o sfy=2 o Afy= 2 (- Y2y g Yy 2
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Posons C!' = 1 ;;21\] ”Yj”B

N
Hs"” < Z ”fj - YJ.H ”ZJH < 1”5” . 11 suffit alors d'itérer la décomposition précédente
1

et remarquons que s'€EB, Hs‘ HB < CC'IISH et

de s pour montrer que tout s € F(K) appartienta B.

10. La théorie LP des solutions de fx p =0.

Les partitions de 1'unité que nous venons de construire permettent d'estimer la
croissance, en norme P , dessolutionsde fx pu =0.
Pour tout pavé ajusté Q de la définition 3 du § 6, désignons par V' 1'ensemble
des w€ Q tels que lw(ocj) - wo(ocj) IS 2¢ et par D le disque lz -2 ls 21M.
on définit . Q" = J(V*x D*) etsi € et m sontconvenablement choisis le "pavé double"
* o
Q  est encore ajuste.
. , * *
Soit alors Q1 g eoey QN unrecouvrement ajusté de K telque Q,, ..., Q

N

soient encore ajustés et appelons

(1) P.(z)=(z - zj)q(j) +ay

()-1
; ) (z-zj)q =0+ aq(j),j(w)

’

*,
les polyndmes correspondants de la définition 3, a coefficients dans A(Vj). Pour tout

- *.
X réel, nous définissons bO,j(w>’ ey bq(j)—1,j(w) (—:A(Vj) par
izx . * %
2) e Cab. (@) 4..tb o (@)z-z) 3T (moda P.AN XD,
@) = Do, () -+ gy, (@)E-2y) (mod Pyt (v xDy)

Posons, pour tout f € A(Q), H 3‘(f)”p =0 IE()/) IP)VD, la somme étant étendue a
tous les cbefﬁcienté de Fourier de f. Définissons la norme dans Mp(Q) d'un élément
f€AR) par supl]ﬁ(fg)l!p, g € A(Q2), H Si(g)llp < 1; cette norme sera notée

Hf”M Q)" Enfin, pour toute partie compacte V de et toute fonction f € A(V),

nous définirons Hf”M (

5 V) comme la norne inférieure des Hf”Mp(Q) etendue aux
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prolongements T de t dans A(R).

Avec ces notations, on peut énoncer

THEOREME 4. Pour tout x réel, formons la somme Gp(xo) des normes

*,
O0<k<q()-1, 1<j<N de toutes les fonctions b, .€ A(Vj)

ku,jHMp(Uj)’ K, j

intervenant dans (2). Alors Gp(xo) est une estimation de la norne supérieure

x 4T '
wp(xo) = sup(J ° ’f ]p dt)1/ P &tendue & toutes les solutions £ continues {ou dans
p "o
Lloc) de fxp=0.

Le théoreme 4 s'obtient en localisant le probléme gréce a la partition de 1'unité
construite au § 9. Ensuite une banale méthode de perturbation donne le résultat. Nous
allons d'abord présenter le matériel utilisé pour ces perturbations.

Soient q= 1 unentier, p 17 crer M qQ’ g mesures de Radon complexes sur: T
définissant, pour tout z€C fixé, la mesure P(z)=5(x)z% + My AL g dont
les coefficients de Fourier, notés Pk(z), sont z% + ;1(k) LI, ;tq(k).

A tout k€Z associons l'espace vectoriel Fk, de dimension complexe ¢, engen-

dré par les fonctions xJ emx telles que A soit zéro de Pk(z) =0 avec une multipli-
cité = j+1. Si 3lu, Il +...+37 |u , tous ces zéros vérifient .
ité = 1. si 3| ]H 397 q_1H<1 t sros véritient k< 1/3

Formons alors 1'espace vectoriel, noté S, des sommes finies

) () = 3 5,00

telles que f =0 des que }kl est assez grand et que fkeFk pour tout kEZ.

k

L'écriture (3) est unique.

PROPOSITION 8. Pour tout entier g = 1, il existe un nombre ofq)> 0 tel que
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si ”u : ” < u«lq), ..., ”uq” < «(q), 1les propriétés suivantes aient lieu

(4) pour tout z € € de module 1 la mesure AT 1zq"1 Tt By est inversible ;
on notera d)\z(x) son inverse

(5) pour toute fonction fE€S on peut trouver une suite unique 8ys +v+9 8 de

q-1

polyndmes trigonométriques 2w -périodiques telle que

1 -1 T
f(x)=-277-i- jlzl=1 [(go+zg1 - gq_”*dkj(x)emz dz.

De plus,

©) LY R

o p

sont deux normes équivalentes sur S.

Pour assurer (4), il suffit de supposer que Hl—t 1 ” At ”u q” < 1. A toute fonction

f, €F, on peut associer un polyndme unique Qk e [XJ de degré <q-1, telque

fk(x) = ——l— J Qk(Z) eiZX dz comme on le vérifie sans peine gréce a la formule des
271 ]z l___1 Pkizi

résidus. On pose alors go(x) + zg1(x) g 28] gq_T(x) =y Qk(z) KX Finalement,

on peut développer d)\z ~ en série de puissances et 1'on obtient

LT M A
L4+

4+... ol Z:E”Tj“£155 si ”u1”+...+lluq{]£e.

Une nouvelle application de la formule des résidus dormne

. \q-1 Y
) =g )+ g ) b B g 3 B g
X) 8q11X) + Ixg 5 X) 4.t Y ‘g1 x) ; . x)
. \qQ—~1
oll SJ.(x): (gq__1 * ’rj)(x) oot (i) (g1 * 'rj)(x,‘;.

G+1)...(G+qg-1)

On utilise alors la remarque évidente.

LEMME 1. Pour tout entier q= 1, on peut trouver 5(q)> v(q)>0 tels que,

pour toute suite ho(x), cey hq_1(x) de fonctions continues 2w -périodiques, on ait
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2
vl ||+ i [1) < Joq”|h )+ 1ty 0+ i 0 [Pa)/P <

).

S(q)(l]hOHp oot ”hq_1 p

2 .
Ainsi par un choix assez petit de ”NTH Fonot Huq__1”, J a lf Ip 1/D est
o

l et la proposition 8 est démontrée.

équivalent a ”g1“p +. ”gq 1'p

Montrons alors 1'existence d'une constante C > 0 telle que Wp(Xo) <C Bp(xo)
dans le théoréme 4 ; C ne dépend pas de p nide X, mais seulement de g et du

recouvrement ajusté Q1', ey QN de K.

La preuve donnée au § 9 permet de construire N mesures atomiques Vv 17

VN portées par TN [O,T [ et jouissant des propriétés suivantes

7) S5(x)= dv1(x) ot va(x).

A -ia, L -ix ¢
(8) Si € estunzérod'ordre k de u etsi (e ! ,...,e ) n'appartient

pas a Qj’ ¢ estun zéro d'ordre au moins k+1 de '1\/3.

(8) si KA X f(x) estsolutionde f=*u =0, pourtout j,

£ % VJ~—v ) K X,

Ces mesures sont obtenues a 1'aide de la partition de 1'unité 1= f1 +...4+ L
construite au § 9 ; la transformée %I/j et fj sont congrues mod MA(K).
Oubliant ces notations du § 9, nous allons, pour toute solution f€E de fxpu =0,

ser f.=fxvV..
po =Y

11 suffit de prouver le théoreme 4 si o =T. Soit alors, pour tout k € Z,

e, € Q@ le caractere défini par ek(ocj) = e_2kﬂ 19 , 1<j<n.

Finalement, prolongeons les fonctions a,-

K€ A(V’.&) de (1) en des fonctions,
2] J

encore notées a, i appartenant a A(). La propriété de Ditkin est vérifiée pour
’
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1'algébre A(§). Elle permet de choisir les pavés ajustés Qj assez petits pour que

les normes, dans A(Q2), des 3 j ne dépasse pas oc(qj), défini par la proposition 8.
. b

Pour calculer wp(xo) , il suffit de se limiter aux combinaisons linéaires f de

solutions de la forme (9).

iz.x
Supposons que f soit une telle somme finie et écrivons fj =f * VJ. ~e J <pj(x).

Soient g i les mesures portées par I/Z c R/Z et définies par
b

o Ba(),i

la condition que la masse de e en pyo, +...+py 1% g est la somme des coefficients

7]

de Fourier de a, . en tous les points P& +...+P +1r, rcé. Alors

. =a, .le our tout cl.
My, {P) =2y jlep) p P

On vérifie immédiatement que qoj appartient a 1'espace Sj des sommes (3},

défini par “1,3” ceey “q(j),j'

Soient o € A(Q) et N, € Z : appelons I(NO) 1'espace des sommes trigonomé-

idx

triques finies ay e’ = s(x) et M_ 1'endomorphisme de I(N ) défini par
=N « o
o
‘ iAx iAx

Si No =2£, la nérme de « dans Mp(Q) et la norme de 1'endomorphisme de

L.2(T) défini par Moc coihcident ( [3] ). On en déduit aussitdt que si N, estl'ensem~
*,
ble Aj (resp. Aj) des entiers re€Z telsque e € Vj (resp. V:_);), la norme de «

dans Mp(vj) est supérieure ou égale a celle de 1'opérateur Moc de I(‘Aj) , ce dernier

espace étant muni de la norme LP ; par ailleurs la norme de « dans Mp(vj) est

majorée par C fois celle de Mcx opérant sur I(AY), toujours muni de la norme LP,
i A

Pour majorer wp(xo) , on peut supposer que X, € 214 et il suffit de savoir

o1 1p 4y 1/p T 1p gy 1/p
majorer, pour 1< j<N, (J ]fj l dx) ; en effet (J ‘fl dx) P <1

X 0

o
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T P4\1/P TP 4y1/p
entraine successivement (J {f 1 dx) 'V < C1 et ( j !fj l dx) ‘P < C,. On peut
-T 0

toujours, en multipliant fj(x) par e

-iz.x
J" se ramener au cas ot Zj =0,

L'effet de la convolution par Vj de £ a été de "tuer tout ce qui se passe en
dehors de Qj" . En supprimant pour alléger 1'indice j eten écrivant donc f au lieu

de f. et ¢ aulieude <pj, on a

j
R 1 %) iax, ikx
=060 2 (i J1 1, Ty o0

Pour tout k€A, e € Vj c V§ et les congruences (2) peuvent étre utilisées. On obtient,

toujours si k€A,

izx
o

e = ;Jo(k) +o.t ; (k) 291 (mod Pk(z))

g-1

ol les mesures pp sont construites a 1'aide des fonctions bp i comme les up a
) b

ltaide des a_ ..
P,

On a donc, puisque X, €c2né,

Q(2) R, (2)

£ - 1. | izx, ikx
g m 1

2qm
et la proposition 8 montre que (J If(x+xo) |p dx)1/ P est contrdlé par les normes des

(o]

endomorphismes de LP (f) définis par convolution avec po, cees P Ces normes

g-1°

sont elles-mémes majorées par ” bo,j”M .
p

En sens inverse, on veut minorer Wp(XO) ; on se limite donc a des solutions

particulieres f€E de la forme

1 eiZX ikx
f = —
(X) %;\‘* ak( 57 Jl , |=1 Pk(z) dZ) e

(12 encore 1'indice j est supprimé et z; = 0). Alors
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1 3 R (@) v i
f(x + xo) = EA* (ﬁ_i J‘z }=1 '_1'51;(_2'7'- %Xy o

et la proposition 8 permet de majorer les normes des opérateurs de convolution sur

p ré . 3 Ve
I(A?Jf) c LY(T) définis par les mesures pp. I1 en résulte que ” bo,j”Mp(Vj) Foue
. . . <C .
* ”bq(a)—1 ,JllMp(Vj) WP(XO)

11. Applications a la stabilité et exemples numériques.

Notre probleme de stabilité sera le suivant : trouver une condition nécessaire
et suffisante sur la mesure complexe K, a support fini, pour que toute solution continue
f de £ =0 tendevers 0O quand X >+,

La réponse est trés simple. Deux cas sont possibles : ou bien il existe un €> 0

)

tel que, pour tout nombre complexe z=x+iy, zérode K(z)=0, onait y=e.

Alors, il existe un entier N = 1 tel que toute solution continue de f¥ 4 =0 soit

O(XN ™) quand x >4 ; ily a stabilité.

A
Ou bien, les zéros z=x+1iy de u(z)=0 appartiennent tous au demi-plan
y>0 mais O estla borne inférieure des parties imaginaires de ces zéros. On pose
dans ce cas

du(x)=> a(p1, cey pn)g(x-p1 {oe e pnocn) et

: ip X +... 4. X ,) -ilo,pi+...+0p )z
™1 -1"n=-1 11
F(x1,...,xn__1,z)=§ :a(p1,...,pn)e =in=te nn

La conditién nécessaire et suffisante de stabilité est alors la suivante. Pour tout

( o o n-1

x1,...,xn_1-)=xO€R et z°€ €, Ilapropriété
(1) F°, 2% =0 et z° nrdel

a les deux conséquences (2) et (3) ci-dessous
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@) Z&°, 2240

(3) il existe une constante C > 0, une boule ouverte V c Rn"1 de centre x° etun

disque ouvert D de centre z° tels que la fonction analytique z = <p(x1 yooo ’Xn—1)

définie sur V par F(x1, ceer Xy ,2)=0 et z €D ait la propriété suivante :

pour tout T =1, elT(p coincide sur V avec une série de Fourier absolument conver-
i(k1x1 oot kn—1xn-—1) ' I

gente ) | aT(k1, ey kn-1) e telle que E aT(k1, - ’kn-T)

< C.

Nous allons d'abord prouver ce résultat pour ensuite en donner trois applications
numériques.

Si u(z)=0 implique z=x+1iy et y= e€>0, onutilisele lemme suivant.

LEMME 1. Soient q=1 et n>=1 deuxentiers, A 1'algebre des fonctions

. n - .
continues sur T et ayant une série de Fourier absolument convergente et CITRRRRR:

q

q fonctions de classe €¢* sur T". Soient Kc T" une partie compacte et €>0

un nombre réel tels que w €K et Pw,z)= 23 4 a1(w) 291 oot aq(w) =0 impliquent

Jmz=>e. Appelons B 1'extension algébrique de A par P. Alors, il existe un .
" e

entier N =1 tel que H eitZHB = O(’tN e_Et), T & +oo,

Soit T le contour {—R <xX<R, y=¢- %} U{z =i(z-:—,[1)+Reie , 0< GSW}.
Soit A 1le compact dont T estla frontiére. Appelons R(w,z) le polyndme de degré
< g-1 tel que eitz = R(w,z) (mod P(w,z)). Supposons R assez grand pour que A
contienne en son intérieur toutes les racines de P(w,z)=0, w€EK. Dans ces conditions,

pour tout  z fixé n'appartenant pas a A, R(w,zo) ‘est un élément de A donné par

P(w,'ZO)AJ' eitC ae
T

Vl 'intégrale de Bochner oL .
(zo—c ) P(LO’ C )
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Toute majoration de la norme dans A de R(w,zo) pour q valeurs distinctes
de z, permet de majorer les normes dans A des coefficients de R(w,z) et donc la
79,

norme de 2 gans B. Sur T, Ielttlsc "€ tandis que lP(w,C)IZC

1 2

On major*e.la norme dans A de 13@1_,27 , CET par la norme correspondante dans
g™ c'est—é—d]'re‘ par C3 t", Le lemme en résulte.

La conclusion du lemme 1 serait la méme si A était remplacée par n'importe
quelle algébre de Banach de fonctions continues sur T" telle que ‘Gn(Tn) c A.

La premiere partie du théoréme de stabilité résulte aussitdt du lemme 1 et du
théoréme 4.

Dans le second cas, il s'agit de savoir si woo(t, ) =0(1) en reprenant les nota-

tions du 1. Or pour tout X € Hom(I‘,T) w (t,p)=w (t,xp). En particulier,
J oo o

)
si F(x%,z°) =0, z° estréelet %g(xo,zo) =0, non seulement glt mais
.00 '
teltz sont solutions de £ % xou =0. Donc lwoo(t,x o“ )IZ t: X & est défini par
_ i0x
xo(ocj) =e 7 1<j<n et xo(ozn) = 1. La condition (2) est nécessaire pour assurern

woo(t, p)=0(1). La condition (2) signifie qu'en tout point a€K, 1l'entier q vaut 1.
Pour calculer Woo(t,,u) il suffit, d'apres le théoreme 4, de savoir majorer les normes
locales de eitz dans les algébres quotients dé A(S). Le lemme 1 montre qué 1'on

peut se restreindre aux a€K tels que z soit réel. Ainsi woo(t ,u)=0(1) équivaut

a (2) et (3) réunis.

Applications numériques. Un premier exemple est fourni par

(4) f(x + o) = (£(x+1) - £(x~1) + £(x))

L
V5

oli «> 1 estirrationnel.
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On est amené a poser

(5) F(z,u) = el(cxz+u) - L (2isinz + 1), UER/271Z = Q.
| V5.
On vérifie par des calculs tres simples qu'en définissant ¢ € [_—O R 127] par cos @ = %
5
sin ¢ = 2 , 1'équation F(x,u)=0 possede deux séries de solutions réelles
Vs
xag(modz'n) et ox+us=s¢@ (mod?2m)
ol xg-g(modZ'fr) et ox+us=-¢ (mod2m).
Il reste a étudier F(z,u)=0 au voisinage de chacun de ces points (xo , uo).

Dans la premiere série, on obtient

1 2i - 1 2
z-xo-—&(u—uo)+(509 )(u—uo) o
et dans la seconde
_ 1 204+ 1y 2
z—xo_—&(u uo)+(50? u uo) + ...

En faisant le changement de variables (u—uo)\/T =X on montre sans difficultés que la

norme de e1tz(u)

est bornée dans A [uo—s , u o+s] pour €> 0 assez petit. Enfin,
F(z,u)=0 implique Imz > 0.

Il en résulte que toutes les solutions continues de
f(x + a) = —L(f(x+1) - f(x-1) + £(x)) sont bornées quand X »+w. Pour voir qu'elles
tendent toutes vers O, il suffit de s'assurer qu'il en est ainsi pour les solutions
élémentaires. Ce sera le cas si et seulement si
(6) o5+ 2km) # ¢ +2€7 pour tout kEZ ettout L€ Z.

Dans notre premier exemple, si la condition (6) est satisfaite, il y a stabilité des
solutions de (4) en norme 1P pour 1<p <4, ; c'est-a-dire que pour toute solution

fell  de(4),

loc
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1
(7) JX+ l£Pdt — 0 (x —>t o).
X

En revanche, si (6) n'est pas satisfaite, il n'y a stabilité en norme P pour aucun

p.
La situation est tout-a-fait différente pour 1'équation
(8) £(x+a) = nr £(x-4) + % £(x = 3) - + £(x - 2)
16 8 4

-2 £(x-1) - 3 £x) + 2 £(x¢1)

- 7 Hx+2) = L H(x - 3) + o £(x + 4).

p

Dans ce cas, si « estun nombre irrationnel assez grand, les solutions f € Lloc’

/8- 1/4p],

1< p<+w ontune croissance en O(x quand Xx + -+ et cette estimation
est la meilleure possible ; il n'y a stabilité que si p=2. Les solutions continues de (8)
ont une croissance en O(x1/ 8) ; cependant toutes les solutions élémentaires de type
polyndme exceptionnel tendent vers 0 quand x tend vers +oo,

Pour étudier (8), on considere 1'équation
) eizoc+iu = i(z)
ol f(z) = sin4z -1+ SiI’IBZ.

Posons w(y)= sup lf(x +iy) l . Un calcul immédiat donne p(0)=1. Par

XER

ailleurs u'(y) est localement bornée et u(y) est équivalent & S l ¥y I /16 quand
y >+, Ilenrésulte que si « estassez grand, e = p(y) implique y=0
et toutes les solutions z de (9) appartiennent au demi-plan supérieur. Il reste a étudier

z(u) au voisinage d'une solution réelle (xo,u 0) de (9). Un calcul immédiat donne

| u-u_ (u—uo)3 (u—uo)4
Z-X_ =- + y i 5 + ... et apres le changement de variables

o x -
« «

X . +.,1/4.3, 4 4,5
t1/4(u itz iAv =ity /« oV /o

-u0)=v, e s'éerit e ft(v) olt Ift(v)l =1,
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lft'(v)] <=C(1+ IV ]), les mémes conditions étant satisfaites par 1 /ft. On est ramené,

: . 1/4.3, 4
par application du théoreme 4, a calculer la norme de el)c v /a dans Mp [—17 , 'ﬂ] .
11

On applique les méthodes de [4] pour trouver t & 4p

Un dernier exemple est fourni par 1'équation

(10) fx+a)-f(x~a)=¢ Ef(x+1) - f(x—1):]

ol a> 1 estirrationnel, €#0 estrdel.

Si Iel < 1, les solutions continuessont 0 |x I 1/ 2) quand Ix |++oo. En

|

Nl —

1
norme P la croissance a 1'infini est 0( lx I i P ) et c'est la meilleure estimation
possible.

Si - le l =1, la croissance a 1'infini est O( lx l) et clest indépendant‘de la
norme LP choisie.

Si lel > 1, ondéfinit >0 par cha?n-= lelch n et la croissance a

1'infini, indépendante de 1a norme LP choisie est o(e” 1X l ).

Le théoreme 3 a encore d'autres applications.
Soit K une mesure complexe dont le support est une partie finie de [O,T] .
On peut alors montrer 1'existence d'un procédé de sommation des séries de Fourier
géndéralisées de fx p =0. C'est dire qu'il existe une suite bornée ;.aj, iz 1,
de mesures de R-adon, portées par [:O,T] et telles que, pour toute solution continue
f de fxu=0, f=x “j soit une combinaison linéaire finie de solutions élémentaires
de 1'équation de convolution et que £ * uj +f (j »+) uniformément sur tout compact.
LA encore on procéde a un découpage de f puis on applique a chaque morceau

les techniques de perturbation de la proposition 8 ;( [4:[ ).
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Enfin, les méthodes employées d'adaptent au cas plus général ot y = gt f dx,

u1 ‘éStant une mesure complexe, A support fini contenu dans [O,T] , changeant O

et T et f€ L} [O,T] , étant nulle hors de cet intervalle,

[+]
[2]

5]

[4]

5]
6]
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