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REMARQUES SUR UN THEOREME DE J. DELSARTE

par Yves Meyer

1. Soient §(0,0), €(1,0), 5(0,1) et §(1,1) le‘s masses unités placées
aux points (0,0), (1,0}, (0,1) et (},1) de RZ. Désignons par C Ie’ca}t*"ré
0=<x<1, 0< .ys 1 et par (,o'1 et ¢, deux fonctions de L1(R2) | nulles hor's
de C. Enfin a;, b?" Cys d‘:’ a,, bz, Ch,y d2 sont huit nombres complexes tels que
les mineurs c,d, - C,d;, Dbyd, =byd;, aby-ab,, a;c,-axc, soient tous
: dﬁférents de O. |

On pose alor's‘ |
(1) yj = aja(o,o) + 536(1;0) + cja 0,1+ dj o(1,1) + @, dx dy
si j=1,2 et Delsarte dtudie dans [1] le systeme désdeu;c ééuatibns
(2) | f_*uf.:o', frp,=0
ot la fonctién‘inéonnqe f :R2 -+ € appartient lo‘caler‘nentjé LZ(Rz).‘ i px*buvé éue ,

si le spectre de (2) est simple, les solutions exponentielles de (2) forment une partie



totale dans 1'espace de toutes les solutions £ € Li

2
oc)

(R®) de (2) ; 1a topologie étant
celle de la convergence en norme L2 sur tout compact.
Nous allons montrer que 1'emploi de méthodes hilbertiennes permet de simplifier

la preuve de [1:' et de préciser les résultats obtenus.

2. Le cas L2 : énoncés des résultats.

Soit H 1'espace vectoriel complexe des classes de solutions f de (2) qui
appartiennent localement a LZ(RZ) ; deux solutions presque partout égales définissant
la méme classe.

Soit d'autre partt D le rectangle 0<x<2, 0=<y=<1.

THEOREME 1. L'espace vecioriel H, muni du produit scalaire

(f1 , f2> = J f1(x,y) 'f'z(x,y) dx dy est un espace de Hilbert. Dz plus, toute fonction.

geE LZ(D) est la resiriction & D d'une et d'une seule solution f€H de (2).

*
Nous désignerons par €  le groupe multiplicatif des nombres complexes non
*
nuls et par Hom(R2 , € ) 1le groupe multiplicatif des homomorphismes continus de R2
* s as . 2
dans € , c'est-a-dire de la forme £&(x,y)=exp i(zx +wy), (z,w)€ C".
Appelons Ac Hom(Rz,C*) 1'ensemble des £ précédents qui sont solutions
de (2) et, pour tout £ € A, désignons par H ¢ c H 1'espace vectoriel des solutions

de (2) de 1a forme P(x,y) £(x,y) out P estunpolyndmeen x et y a coefficients

complexes.

THEOREME 2. Si le systéme des deux équations




(3) | ; aj+bjg+cjv+djuv:0 G=1,2)

posséde deux solutions distinctes (u,v)€ € Xx€ , alors dimH £ < +00  pour tout

E€CA; deplus dimH £ = 1 pourtousles £ € A & 1'exception d'au plus une

partie finie F < A. B

La somme hilbertienne directe des H £ ECA, et H sont isoniorphes :

~ toute solution f de (2), appartenant a I’foc’ s'écrit de facon unique

@ ,y)= B Py 6y B cle) £y
 teF | © EEAF

(5) | P EEH, et T le(£)12 < + w.

£ ECA\F

Réciproguement, toute série (4) pour laquelle les conditions (5) sont satisfaites converge

'd_ans LZ

vers une solution de (2).
Ioc - 2)

La situation est un peu plus compliquée si le systéme (3) posséde une racine
) ‘ | - . V *® * 7 Ve " | v
double ; le cas d'une secule racine simple (u,v)€ € x €  est écarté par les conditions

c,d, - c2d1 #0, b,d,-byd, #0, ab,-ab,#0 et 1230y - 2ycy #0.

THEOREME 3. Si le systéme (3) posséde une solution double (u,v)€€ x€,

alors dim H{g <4+ pourtout £ € A; deplus dim Hg < 2 pour tous les EEA

a 1'exception d'au \plus un ensemble fini de £ € A.

Dlautre part, il existe une suite E

. k=0, desous-espaces de H, inva-
k, s b4

riants par translation et de dimension 2 et une partie finie F de A telles que toute

solution f de (2) appartenant & L?oc s'écrive, de facon unique,

z £ (x,y)

6) - fx,y)= = Pg(x,y)«i(x,yh
~ EEF. =



(7) Py E€H,, fEE, et k§OJD|fk(x,y)| dxdy<+°é-

Récﬁiproquement, toute série (6) pour laquelle les conditions (7) sont satisfaites, conver-

ge dans Li}é vers une solution £ de (2).

‘ ‘II résulte des propriétés des E, que chaque E, est soit1'un des sSous-

k k

espaces H 'S pour lequel dim H £ = 2 soit engendré par deux caracf‘eres distinéts
‘ &k et g € A. Nous verrons cependant qu'en général H et la somme hllbertzenne

directe des H £ EQA’; ne sont pas isomorphes.

Les théorémes 2 et 3 impliquent évidemment 1'énoncé du § 1. Leur démonstra- |
tion occupera les §3 & 5. Au § 6 nous compldterons cette étude en examinant le cas

1P, p#£2, etlecas d;=d,=0.

3. Preuve du théoreme 1.

~ Elle est divisée en trois étapes décrites par trois lemmes.

LEMME 1. Si ab, -a,b, #0, ilexiste deux constantes poSitives C e T

telles que toute fonction g€ L (D) soit 1a restriction 3 D d'une et d'une seule
fonction fv: [O;ZJ'X [O ,+co] »C vériﬁant

(8) (f*uj)(x,y)zo si j=1,2 et 1<x=<2, y=1.

De plus f est telle que

9) o j j e, ) 12 &Y ax ay) /2 < cllglL,.
4 0<x<2,y=0 ‘ 2

~ La preuve du lemme 1 est trés simple. Nous exprimons 6(0,0) et 9(1,0)
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alaidede 5(1,0), §(1,1), ¢ dxdy et p, dans (1) et les relations (2) deviennent

(10) f(x,y)zATf(Xﬂ , y—1)+B1f(x , y-1) + jj f(x+1-s , y-t) 4)1(5,1”) ds df

et

(11) f(fc,y)=A2 f(x , y-1)+132 fx-1, yf1)+ 'UC f(x-s , y-t) zl)z(s,t) ds dt
o ¥ et yerl().

Pour toute partie borélienne E de RZ, désignons par Lz(E:) le sous-espace
de L2(R) formé des fonctions nulles sur le complémentaire de E. Soit >0 un
nombre réel qui sera précisé dans un instant. Le reétangle D, -est détini §ar 0 <x<
1<y< 1+€ tandis que D, est »1 <x<2, 1< y< 1+8. Soient g€ LZ(D),

| g€ Lz(DT) et g, € Lz(Dz) ; lasomme g+g;+eg, vérifie (10) sur D

1 et (11)

sur Dz si et seulement si

(12)  g&,y)=Agk+1, y-1) + Bk, y-1) + ﬂc glx+1-s , y-t) ¥ (s,t) ds dt

+ ,[ g (x+1-s , y-t) ¥.(s,t) ds dt + g, (x+1-s , y-t) ¥ (s,t)ds dt
dJo BT 1 - % 1 |
: et

(13) g,(x,¥) = Ayelx , y-1) + Byglx-1, y-1) + f fc glx-s , y-t) ¥,(s,t)ds dt
+ chg1(xms , y=t) zpz(s,t) dé at + ch gz(x-s , y-t) zpz(s,t) ds dt

2 2, 2, 2, 2 v 2
Appelons T, : L (DQ) > L (D‘i)’ T,:L (Dz) > L (D1), 'I‘3 s LS (DT)‘,""L (Dz)

et T, :L%D,) »LX

4 Dz) les opérateurs respectivement définis par les deux dernieres

intégrales de (12) et les deux dernidres intégrales de (13) ; ces intégrales peuvent toutes
quatre &tre restreintes 3 0<t< € car sinon la fonction & intdgrer est nulle. I en

© présulte que IITJ“ <1/3, si 0 estchoisiassez petit, pour j=1, 2, 3 et 4.



6.
Finalement (12) et (13) s'écrivent g, =Lg+T,g, +‘ngz et g,=Mg+ TBg‘T + Ty8,
qui entrainent g1 = ng et g = Mzg ou ‘LAi et M2 sont continus.

Nous venons de prolonger g € L (D) en une solution f de (10) et (11), defmxe
sur 0<x<2, 0<y< 1+£. Les équations (10)et (11) sont invariantes- par transla-
tion paralleles a y‘Gy ef il suffit d'itérer la construction précédente pour obtenir le
prolongement a E),ﬂ X [O,-l«oo:[ . L'unicité est assurée par la preuve que nous avoné

donnée.

LEMME 2. Si cjd -C d1 # 0, toute fonction g¢€ Lz( (D) est la restriction &

D d'une et d'une seule fonction f: [0 2] x J-—oo l_I »C . vérifiant (f* [T )(x,y) 0

§32_‘j==1,2‘§_§ 1<x<2, y<1. Deplus,on‘a

2
(ffw , y<01f(x,y)lzeTydxdy)1/ < clell,.

La preuve est identique a celle du lemme 1.
Les lemmes 1 et 2 montrent que toute foni:tion gc Lz(D) est la restriction a
D d'une et d'une seule fonction f: LQ,Z] X]-oo,+co[->€ vérifiant (f » p 1)(x,y) =0
et (fx gz)(x,y) =0 surlabande 1<x<2, -o<y<i4ow, De plus
JJ lf(x,y) 12 exp(-T ly i ) dx dy < +e. Le lemme 3 permettra d'étendre f a x3_> 2
O<x<2 :
ou x<0. Puisque a,c,-a,c, n'estpas nul, on peut résoudre (1) en $§(0,0) et

obtenir
(14)  5(0,0) =‘A3 8(1,0)+ By S(1,1) + p3dxdy+Cqpq+Dy Ko
o Y, € 1Y ). |

Posons 44 = 5§(0,0) - A4 §(1,0) - By §(1,1) f‘zp3 dx dy.



LEMME 3. Soit T > 0 un nombre réel. Toute fonction mesurable

f: [0,1] X]—w,wo [—»C }telle que
- (13) jj }f(X,Ay)Alz e;'T ;y ldx dy < 4o
O<x<1 :

est 1a i‘estr'iction a [O,W] XJ =00 400 [ d'uné fonction mesurable F‘: | [O),’-eoof [x:f —00 , 00 [.,.

C teli_ie que

(16) (F * MB)(X,y) =0 pourtout x=1

et : : ,

(17). JJ | !F(X,y) lz e T xy !dx dy < 4+ pour tout x> 0.
; Osx<x : ‘

'En outre, soient X, >1 et Fj : [O,XO:I X:I-oo,-soo L«»G‘: deux fonctions mesurabiesi4

vérifiant (F:i * I-tg)(X ,¥y)=0 pour 1<x<zx o coihcidant avec f sur la bande

0<sx<1, ét satiéfaisant a la condition (17). Alors ’E‘1 = Fz surlabande 0<x <

x'o.

La preuve est semblable & celle du lemme 1. On appelle X 1'espace de Hilbert
des élasses de fonctions mesurablesy f: [O, dxj =00, 00 ['—»C, scumises ala céndiﬁon ;
de croissance (15). Alors X est invariant par translations pax‘allélés a | y‘Oy | et auséi
par convolution avec toute mesure de Radon portée par uné partie cémpacte de y'0y. -

On définifde mémek Y ‘en remplacant la ﬁande 0=sx=<1 par 1= x < 1+0;
€>0 sera pfécisé dans un instant. Convenons que f€X (résp., g€Y) sont prolongées
par O endehorsde 0=<x<1 (resp. 1<x< 1+é).

Les fonctions f et g vérifient (f+g) *fy=0 sur 1a bande 1T<x< 1+

siet seulement si g+ T,lg = Tzf ; T1

:Y +Y estdéfini par



8.
(T,e)x,y) = j Jo | g(x-s ,y-t) zJ)B(s,t) dsdt et T, XY est un opérateur linéai-
. < 8< . ; .

re continu. Par un choix approbr‘ié de @, H T1H <1 et g= (I+T1)"?T2f. On procé'de

alors de proche en proche pour construire F sur x=1 et I‘argument utilisé assure
1tunicité. ; ‘ ;
Retournons a la preuve du théoréme 1. On commence par construire, a 1'aide des

lemmes 1et2, f: [0,2:1 X]~oc,+oo [—»C vérifiant £ % By= 0O et £ *‘“2 =0 su:b-la
- bande 1<x<2 et Acoi‘ncidant avec g sur D. Gréce au lemme 3, on prolonge
la reétricﬁon de £ ‘alabande O0<x<1 en uhe fonction F : {}),4«00 [ ]-ocf,%oo E’”C
vériﬁaﬁt F*ﬂé =0 sur x>1. Or (f‘* pB)(x,y)==0 si 1 <x<2 etdonc F=t¢
sﬁr 1<x<2 comme le montre le lemme 3. | |

Il reste & vérifier que F *;”1 =0 sur x> 1. Posons, a cet effet,
F1(x,y) ={(Fx% i i)(x+1,y). Alors (P‘1 * pVB‘)(x,y) =0 si x=1. De plus,
Fl(x,y} =0 si 0<<x<1 comie nous venons de le constater. L'unicité établie au
lemme 3 en{rai‘ne F1 =0 pour tout x> 1.

Pour terminer la preuve du‘théoréme 1, il reste a prolonger £ a x<0. OCn

procéde comme au lemme 3 et cette derniére étape est laissée au lecteur.

4, Preuve du théoréme 2.

 Le systéme a, + bju +ev+duv=0 (j=1,2) possdde deus solutions

J J ) )
X ' ' X . = = .
(ue,vo) €€ xC et (uo,vo) €€ x¢ | Nous poserons u_=e y Y =6 ,
-iz(‘) -iwé : - :
ué =e , Vv 2) =@ ; les quatre nombres complexes z o’ W(‘> ’ zé, W(‘} ' ne sont pas

déterminés de fagon unique mais cela est sans importance dans la suite et nous les

. supposerons désormais fixés.



PROPOSITION 1. L'ensemble M des couples {z,w) 6}632 “tels que

E(x,y) =explixz + yw) soit solution de (2) est discret et est Ia réunion d'un ensemble

discret adjacent a (z O,WO) +(272Z)x (272Z) et d'un ensemble discret adjacent &

(z"),wé) + (2mZ)x(272). De plus, pour tous les (z,w)EM & 1l'exception d'un ensemble

fini, dimH, =1,

3

L'ensemble M est appelé le spectre de (2).

La preuve de la proposition 1 débute par un lemme.

LEMME 1. Soient F1(z,w) et F‘Z{z,w) deux fonctions de deux variables

complexes, analytiques au voisinage de (z oW 0)‘.} Supposons que les courbes F1(Z,W) =(

et P‘z(z,w} =0 aient une multiplicité d'intersection finie en (z W o) égalea p.

11 existe alors un voisinage compact 4 de (z o'W 0) et un nombre £> 0

tels que, si fi(z,w) et fz(z,w), analytiques au voisinage de - A, xférifier;t

sup!f3 l <eg et sup }le < g, les courbes I‘1 et .I‘z d'équations Fx(z,w)+
A A — - S ‘

fx(z,w)mo et FZ(Z,W)+f2(Z,W):O ont p points d'intersection dans A. Soit 71

1a borne supérieure des distances de ces p poinis &' (z O,WO) ; alors 71 tendvers O

avec ¢ uniformément par rapport a f’i et f2 lorsque F., F, &t A sont fixés.

Naturellement, un point d'intersection (2;,§ ,,W,!) EA de 1‘1 .et’ L, est
compté m fois si la multiplicité d'intersection de I‘1 et T, en (zi,w;i) est m.
Pour démontrer le lemme 1, on pauf sﬁpposer 2y =W, = 0 et quitte a faire un
chaﬁgemen‘c d'axes, ciue ni F](Z;O), ni Fg(z ,0} n‘est. identiquement nﬁlle au voisinage:

de 0. Onpeutalorsirouver r>0 et R>0 tels quesur A, déterminé par A



O IRT et que la condition analogue sur () soit satisfaite.

10.
pé}:* ]z i <R, 1w} <r, les courbes F1(z,w)= 0 et Fz(z,w)xo soient définies
par deux polyndmes de Weiersirass

P(z,w) = 2N a,1(w)zn“1

oot an(w)=0 et

Qz,w) = 2m + bi(w) 701 doust am(w) =0 ; les 3 et les bj sont analytiques
au voisinage de 0 etnullesen 0. Le discriminant D(w) de ‘P et Q est auési
analytique au voisinage de 0, nul én 0 évec une‘ multipﬁéité égale a la multiplicité
d‘intersection p de nos deux courbes.

Quitte a remplacer ':t:‘ par un nombre plus petit, on peut supposer que 0 estle

seul zéro de D(w) dans }W , <r, que Sup Iaj(w) IRn—T +.. o SUp 1an(w) [ <
‘ : ' wi<r W <1
1 .
3 7 »
i e<gxi , et suplf, |<e, sup < g, la preuve du théoréme
Si e< ; infR™ , R") et lf1 l ffz f 1 du théord

A A o

de préparation de Weierstrass (telle qu'elle ast exposée dans [41) montre que les courbes

F1 + f1 =0 et FZ': f2 =0 sont définies sur A . par deux polyn&mes de Weierstrass
P1(Z,W) =724 cx1(w)‘z“"1'+. ot (xn(w) =0 et Q1(‘z,w) =z 4 ,81(\3&7)2.}5’3“T oot Bm(w)z 0
. i .
les ocj et ‘63; analytiques au voisinage de lw }g r, ne sont plus nécessairement
nulsen O. De plus, su lcx.(w) - a.(w) { < n(e), fonctionde € ne dépendant
w f):s‘r*’ J J ' ~

pas des fonctions f, ‘et f, et tendant ver's O avec €; la méme indgalité relie
les Bj(w) aux - bj,(w); Le théoréme de Rouché montre que si € estassez petit, 1€ ’

discriminant di(w) de P, et Q. aleméme nombre de zéros, dans lwl <,

1
que le discriminantde P et Q.

Une preuve différente m'a été indiquée par H. Cartan.

Appelons & un ouvert borné de e de frontidre 08 réguliere, tel que les



fonctions F1 et F, soient analytiques au voisinage de {I,
nément nulles sur 2§ et que les courbes F1(z,w) =0 et Fz(z,w) =0 kn'aien’i que
| deé points d'intersection isolés dans 2. Alors le nombre de ces points d‘intersectién
(comptés avec leur multiplicité) est

(_FT‘dFj - FTdFT)sz A dF, + (deF2~F2dF2) AdFT /\dF}

= \2
+F2F2)

N(F,,Fy) == [ -
87 JoQd (F1 F

1

Tant que F, et F, ne s'annulent pas simultanément sur 2, cette intégrale est

une fonction continue du couple F_,F, (normé par sup 1F i+ supIP‘ l). Or
12 22 ' o 2

N(F,‘,Fz) €N ; donc N(F1,F2) est localement constante.

Nous poserons Fj(z,w) =a;+ be 4 cje—lw + d’.e"l(z+w), j=1,2 et,en.

J

conservant les notations du lemme 1,

fj(z,w) = *UC exp [—i(Zp??x + 2q?7y)] exp [—-i(zx + Wy)] goj(x,y) dx dy
(G=1,2 et goj sont définis en (1)).

‘Le théoréme de Riemann-Lebesgue assure que ‘fj(z,w) tend vers 0, uniformé-
ment sur tout compact de Cz lorsque 1)2-f-q2 tend vers 1'infini. On peut appliquer le
lemme 1 pour compter le nombre de solutions au voisinage de (zo,wo) de
;:-j(pr +2,2qm +w)=0 (j=1,2) ce quis'écrit aussi Fj(z,w) + fj(z,w) =0,

11 existe donc quatre suites de nombres complexes  1{p,q), s(p,q),‘ kr‘(p,q) ot
. s‘(p‘,q), définies sur Z2 , tendant vers O él‘infini et un nombx*e R>0 ’;els que,
si p2 + q2 > Rz, Z=2z_ + 2pm +r(p,q), w= W+ 2qm + s(p,q) ,§érifient ;& }(Z,W) =0
et‘ ;&2(2‘,W)v= 0 ; il en est de méme pour“: z=2z)+ 2pT + r‘(b,q), W= W(') +2qT + s‘(pk,q‘
Enfin pour tous les £ (x,y) = exp(i(zx + wy)) correspondants, dimH £ = 1.

Désignons par A1 1'ensemble des £ que nous venons de construire. Pour
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montrer qué A est la réunion de A1 et d'un ensemble fini, nous aurons encore
besoin d'un lemme.

Dans le lemme 2 ci-dessous, « ‘désigne‘ un nombre réél positif et x‘(p;cj), |
s(p,q), r; (b,q), s'(p,q) sonthku‘atre suites cémplexes érbitraires vérifiant, pour tout
(v,0) € Z,

(1 lep,q) | <« , ls,(p,q)l <a , v (p, q) <« et lvs'(p,Q) < «.
| Soient Zyr Vo s z(‘) et Wé quatre nombres éomplexes tels que: z, et z(‘)
ne soient pas congrus mod 27 .

A 1'aide de ces quatre suiteé, on forme deux suites dans chn(R2 ,C*) :

gp’q(x,y) =expi [zox + W Y + 2PTX + 2q7y + r(p,q)x + s(p,q)y]

et V
'xp q(x,y) =expi [z(’)x + W(‘)y +2pmx + 2qmy + r'(p,q)x + s'(p,q}y] .
4

LEMME 2. 11 existe un nombre « > 0 tel que si les conditions (1) sont SatiSﬁaites,

toute fonction f € LZ(D) s'écrive, de fagon unique,

() fx,y)=7_ alp,q) ﬁp,q(x;y) +7 _, blp,q) xp,q(x,‘y)
9_\2 .
- (3) | - |a(p,q) |2 +) [b(p, ) 2)1/2 <t

Réciproquement toute série (2) vérifiant (3) converge dans L2(D) vers un élément

€ L2(D).

La pfeuve du lemme 2 est une application trés simple de la méthode de perturbation

| exposée dans [3] p. 205.
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On pose g(x,y) = exp [i(zox;+ woy)lz a(p,q) exp [i(2p7rx + ZQWY)] +
exp [i(zéx 3 wc')y}] > _blp,q) exp [i(2p7rx +2qm y)] . La condition z} -z gééwZ entraine
que HgHLz(D) et le premier membre de (3) sont deux nbrmeé équivalentes. De plus
g représente n‘ixﬁporte quelle fonction de L2(D) comme on le vérifie immédiatement .
I1 reste & prouver que, par un choix appropri¢ de «, ona
) R ”f-gnz siﬂgllz ;
L°(D) L°(D)
il en résultera que i'application linéaire transformant g en f est un isomorphisme

de LZ(D). Pour obtenir (4), on-développe en série chaque -exp [i(r(p,‘q) x + s(p,q) y)]

et chaque exp [i(r‘ {p,q) x +s'(p,q) y)] . I vient

k. ¢
1 X y
(5) f=g+ = £, (%,Y)
,REZO‘,IEZO koer ke
ot ' signifie queleterme k=8€=0 estomis dans la sommation. Chaque f , a

k,e

la méme forme que g(x,y) ce qui permet de majorer ka e” par
:

L2(D)

C1ock+e(2 la(p,q) 12,5 Ib(p,q) %2)7/12 < ¢ &g Alors (4) résulte de (5) si «

| L)
est choisi convenablement.

Nous revenons maintenant & la preuve de la proposition 1. Les lemmes 1 et 2
réunis montrent qu'il existe une constante A > 0 telle que, si p2 + q2 = A2,

!I‘(p,q)lﬁ o, IS(P,Q) IS X, II"(D,Q) [S x et ls'(p,q) ls & ;‘ « est défini par

le lemme 2.

'Désignons par A, 1'ensemble des» Ep,q et dés Xp,q,‘ associés (p2+q2 > AZ)
et paﬂv v H1 c H 1le sous-espace fermé de H engendré par -A,i

Tout f€H, s'écrit de facon unique comme une série (2) ol | a(p,q) =blp,q)=0

si pP+q® < A? et ol (3) est vérifide.
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Il enrésulte que H, est de codimension finie N dans H.

1

LEMME 3. L'ensemble A estlaréunionde A, et d'une partie finie dont le

1

cardinal ne dépasse pas N. De plus, pour tout £€A, dimH £ < +oo,

Soient 61, ceey "’.m’ m > N+1, des éléments de A n'appartenant pas a A1 .

Modulo H1, &1, ...,£m sont liés :

(6) a § +...+a £ E€H,.
Parmi toutes les relations non triviales de la forme (6), choisissons en une de longueur

minimale. Quitte a changer 1'ordre des £j, cette relation de longueur minimale s'écrit

(7) b+ b f €H ol T<sr=m et c1;éO,...,cP;40.

Deux cas se présentent alors : r=1 ou r=2,

Soit, pour tout (a,b)€ Rz, T a.b ' H »H 1'opérateur de translation défini par
b

(Ta’bf)(x,y) = f(x+a , y+b).

Le théoreme 1 montre que Ta b est défini sur H et est continu.
b4

Si r=1, (7)s'écrit, en posant £ = €1

(8) ¢(x,y) = Z alp,q) ’ép’ + 2 b(p,q) Xp,q"

q q

En appliquant T _ aux deux membres de (8), il vient

,b
£(x,y) £a,b) = Z alp,q) é'p,q(a,b) £y, +2 b(p,q) xp’q(a,b) xp,q(x,y).
L'unicité du développement (8) de &(x,y) entraine

a(p,q) é;p’q(a,b)=a(p,q)£(é,b) et b(p,q) x_ (a,b)=Dblp,q) x(a,b)

p;q

pour tout {p,q) € 7 . Tousles alp,q) ettousles b(p,q) ne pouvant étre simulta-

nément nuls, il vient £ = gp q ou § = Xp q pour un certain couple (p,q). C'lest
1 ’
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contradictoire avec £ ¢ Aj.
Si r=2, on ‘épplique a (7) les opérateurs T a;b : la nouVelle relation obtenué |
doit étre pr'opor‘ticnnelle a }‘énc:ienne sinon (7) ne serait pas minimalé. 1 vient
gT(a,b) =,..= Er(a,b) en cpntrfadiction avec r=2,
| On prouve de fagon analogue que dimH £ < +oo . pour tout 'E € A.
Soit H, le sous-espace de H engendré par tous les H ¢ ou €€A Al‘o‘rs

- I—I1 c H2 < H, H2 est fermé dans H, de codimension finie dans H et tout f€H2

stécrit de fagon unique

9) fx,y)= 2 Pg(x,y) Ex,y)+ T c(§) Elx,y)
ECF | EEANF |
ol ; ‘
(10) > lee))? scj l2(x,v) 1% ax ay
 EEAF D

et réciproquement toute série (9) pour laquelle z ]c(g} 12 est finie conver'gé dans
AF '

2 2 Ve rd
Lloc(R ) vers un élément f€H,.

Prouver le théoréme 2 revient a prouver H= H,.

Soit E 1'espace quotient H/H2 : E est de dimension finie sur C. Sﬁpposons
(en raisonnant par 1'absurde) que E ne soit pas réduit a {0} . Les opérateurs |
Ta,b :H+H laissent H2 invariant et déﬁnissent, par passage au qu‘oti’e’nt, un groupe
continu, a deux parametres, d'opér*ateurs de E, notés r, p- U existe donc un

$

, M .
élément V#0 de E etunhomomorphisme ¥ de R? dans € tels que

| (11) ' r, V= x(a,b)V  pour tout (a,b)€ RZ.
s .
ReVenanté H, V est I‘iniage, modulo Hz, d'une fonction f€H n'appartenant

pas a H,. La relation (11) devient
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(12) o, yib) - x(a,b) £(x,y) € H,.

Soit g€ Lz(D), nulle hors de D, orthogonalea H, et telle que"

9

J f(x,y) glx,y) dx dy = 1. ‘Multipliant (12) par glx,y) et intégrant sur D, il vient
D ‘ |

X(a,b) = j

f(a+x , b+y) g(x,y) dx dy € H. Le lemme suivant permettra de supposer
D .

X =1,

LEMME 4. Soient by et ko deux mesures de Radon dont les suppqrts sont'des

'S ‘
parties compactes de R2~ et A un homomorphisme de R2 dans € . Pour toute

fonction f€ LfOC(RZ) les conditions (13) et (14) ci-dessous sont équivalentes

(13) | f*uxzo et ;f*uzz()

(4) (D x(p)=0 et (AD)x(Ap,)=0.

La preuve est immédiate et laissée au lecteur,

Un tel cﬁangement simultané de 2 17 Ko et ' n'affecte pas les cb_nclusions du
théoreme 2 Choisissant A= x“}, on pourra désormais supposer X = 1- déns_(nTz}
etque 1€ A. | |

Soit @45 i=o0, vune approximation de 1'identité composée Xcie fbnctiohs de
@(Rz). Puisque | A H, etque H, est fermé; fx @y £H2 dés que  j est assez.

grand. Par ailleurs fx <p:j vérifie (12), est indéfiniment dérivable et sera appelée f

dans toute la suite. De plus lim fx+a,y) - £x,y) = g-i (x,y) ausensde 690(1?22)

a-»0 a
S 2 2
et a fortiori au sens de Lloc(R ).
. of N of
11 vient 3% € HZ et, de méme, 3y € HZ‘

Nous allons, grédce au lemme suivant, en déduire que f=P+g ol P estun
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polyndme et gEH,. Mais’ f€H entraine PCH et donc P€Hz. Ona f€H, | ce qui_
~estla contradictiqn désirée. |
Il reste a trouver P et g.

Ecrivons %—f~~ (,y)+ o £€+ Z a(¢) ¢
ECF ECA\F

ol T fa(g) 12 <400 et X' signifieque £ =1 estomis dansla somme.

De méme %—ng(x,y)+ o R£'£+' T b(g) £,
y  ECF EEAMF

LEMME 5. Il existe un p‘olynf‘)me P (x,y) et une série

ez DU P g+ B E)EedRY) tlsque (P ot =2k et

EEF ECA\F
'Sgy (P +g)= g;

Ia disposition géométrique de 1'ensemible M c c? | des (z,w) tels que
(15) | é(x,y):exp [i(zx-x«wy)] €A

est décrite par la proposition 1. De cette disposition et de (10) résulte qu'une série

(9) appartient 3 € (R ) siet sealement si les ccefﬁc:.ents c(¢) ontune decx‘omsance

rapide a 1'infini lorsqu'ils sont indexés par (z,w) € CZ.

Pour prouver le lemme 5, on écrit d' abord les relations de compatibilité résultant

. of .
de 5—-&(—5-5{)-——(.—-) II vient

‘ d R
(16) ﬁQ_?P

(17) (08 =R E) si £EF, €41
ef finalement

(18) . wa(é) =2z b(£) pour tout £ € AN F

| | | ' 2P
La relation (16) montre 1'existence d'un polyndme P o telque 5= "6'559" et
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oP
o

Po=55-

Si z#£0, 1'opérateur 5%( définit un automorphisme de H ¢ ;  de méme
si w#£0, —g—y est un automorphisme de H g'. Pourtout £ €F, £ #£1, cesdeux

remarques permettent de trouver un polynéme P ¢ telque P ¢ EE€H ¢ et que
O(P,£)=Q,6 et = (P, £)=R,E.
ox" & 3 oy & 3

Finalement tout (z,w) € M, différent de (0,0), vérifie soit lz ]2 B>0
soit Iw I > B >0 ol B estune constante. Cette remarque et (18) permettent de

trouver c(£), A& décroissance rapide, telle que izc(€)=a(€) et iwc(£)=Db(£).

5. Preuve du théoreme 3.

La preuve du théoreme 3 est semblable a celle du théoreme 2 et ncus n'en donnerons
. %

que le plan. Quitte a multiplier /.11 et M 5 Par X € Hom(RZ,C ), on peut supposer
que la solution double de a + bju oVt djuv =0, j=1,2, est (1,1). Onpose

iz -iw -i(z+w)

cje +dje ; lescourbes F.=0 et F,=0

alors Fj(z,w)=aj+bje' 1= )
sont tangentes en (0,0) et 1'on vérifie facilement que leur multiplicité d'intersection en
(0,0) est 2.

Donc les courbes I‘1 et I‘z définies au lemme 1 ont soit deux points d'inter-
sections distincts voisins de (0,0), soit un seul point d'intersection voisin de (0,0) ol
elles sont tangentes.

Dans le cas de deux points d'intersection distincts (r(p,q),s(p,q)) et

(x'(p,q),s'(p,q)), on pose encore

£p’q(x,y) =exp i [21f(px +qy) + r{(p,q)x + S(p,q)y]

et xp’q(x,y) =exp i [ZW(DX +qy) +r'(p,q)x + s'(p,q) 'y]
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et r{p,q), s(p,q), r'(p,q) et s'(p,q) tendent vérs 0 2 l‘inﬁni.’
On pourré supposer que 1r'(p,q) = r(p,q) et 1'on définira alors
«lp,q) € E—g, ;-’] par |

s'(p,q) - s(p,q)
L (p, ) -r(p, @))* + (s'(p,@)-s(p,@))*] /%

sin a(p,q) =

T

Dans ces conditions o(p,q) tend vers une limite «€ [-f g ' 5 al'infini et tg x est

-iw 1(z+w)

1a pente de la tangente commune en (0,0) aux courbes a3 + bje"lZ + Cje + dJe

0 (G=1,2).
- De méme si I, et I, sont tangentes, on obtient les solutions élémentaires

3

P, q et (xcos alp,q) + y sin «l(p,q)) !-;p q et ofp,q) tendencore vers o & l'infini.
’ : 4
Dans les deux cas ces solutions élémentaires existent pour tout (p,q9) € 22
2 2 2 .
telque p~ +q = R~ et nous désignerons par H le sous-espace de H, de

psq

~ dimension 2 sur €, engendré par les deux solutions élémentaires d'indice (p,q).

Pour base de H nous choisirons, dans le premier cas,

pP,d
Xo ot & | - €
_2.’._9.5...}3_’.9 =0, 4 [ p,q o - . .
+1 (®'(p,q) - r(p,q)) + (s'(p,q)-s(p,q)) !
et, dans le second cas, nous poserons o p,q"= 3 £, et T,q= (x cos alp,q) +
; ’ ’ ’

sin «
y ) &5 g
Nous reprenons alors la preuve du lemme 2. Il existe une constante A >0

telle que sur 1'espace vectoriel des sommes

)

+blp,q) 7

»q

Six a o
( yy) 2 A ( (pr) p p,q

p+q

les normes ”S”LZ( \ et (EIa(p,Q)f +Z*b(p,q}}2)1/ 2 soient équivalentes.Lé
D | : |

méthode de perturbation consiste & approcher Up q
. . H

par ezm(p X+qy) et T par

p,q
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(x cos o + y sin «) eZm(px + qy)‘

L& encore la fermeture dans (R2) oudans H des solutions  S(x,y)

Lloc:

ainsi construites est de codimension finie dans H.
Dés lors la dernidre partie de la preuve du théoréme 3 suit les mémes pas que

celle du théoréme 2.

6.Compléments.

Que deviennent les énoncés précédents si L2 est remplacé par 1P 1< p <+t

ou par 1'espace €(R2) des fonctions continues sur R? , avaleurs complexes ?

Le théoréme 1 reste valable en remplacant geLz(D) par gcLP(D) ol
1< p < +w». Sil'on s'intéresse aux solutions continues de 1'équation (2), il faut (et il

suffit) d'ajouter les conditions (f * p,j)(x, 1)=0 pour 1=x=<2, j=1,2.

Les théorémes 2 et 3 ont une version faible et une version forie. Désignons

- par B 1P

P 10C(Rz) liespace de Banach des solutions de -f x ”j =0, j=1,2, -

normé par ”f” .
LP(D)

Si 1<p< +00, les solutions exponentielle-polyndmes forment uhe partie totale
 dans Bp (si p =40, il en est de méme si L°°(R2) est muni de la topologie |
o>,LMy).

Mais on peut préciser comment les solutions élémehtaires approchent les fonctions
fec Bp. Placons nous d'abord dans le cadre du théoréme 2. Appelons A(22 ) 1'algdbre
‘de Banach des coefficients de Fourier ﬂ‘c exp(-2pmix - 2qmiy) f(x,y) dx‘, dy des fonctions

fe L1(C) = LI(R2 / z° ). On montre sans peine, en appliquant le théoréme des fonctions



21, .
impliciies a l‘alg‘ebre de Banach A(ZZ) é_t aux équations ;j(z ot 2PT + r(;ﬁ,q) ,
W+ 2qm + s(p,q)) =0, j=1,2, que ‘les suites r‘(p.,q) et S(p,é), fdur?nieé par la |
proposition 1, appar*fiennent a A(22 y; ilen ést de méme de r'(p,q) et s‘(;;j,q).
On reprend alors la méthode de pér*tﬁrbation du lemme 2 pour étudief I'espaée dés

sommes : N
f(x,y)é T a(p,q) é‘p,q(x,y) + 2 b(p,q) xp,q(x,y)-

En utilisant les notations du lemme 2, on montre 1'existence d'une constante A >0
. ~ 2 2 2 | - '
telle que, si a(p,q)=b(p,q)=0 pour p” +q <A”, lesnormesde f et g dans
LP(D) soient équivalentes (g estobtenue & partir de f enremplacant r(p,q) et
s(p,q) par O0).
Cette équivalence de normes conduit & deux conclusions.

11 existe une partie finie Ao c A etune constante A >0 telle que toute

- conclusion. f € Bp possede une séiie de Fourier de la forme

(1) fx,y)~ 2 Pgé: + Z alp,q) Ep’q(xf,y) + Eb(p,q) xp,’q(x,y) ;

g€A,

a(p,q) =b(p,q)=0 =i p2 + q2 <A® otla convergence du second membre de (1) vers
f(x,y) estassurée par tout procédé de sommation convenant aux séries de Fourier des

fonctions de L1(’E‘2). Par exemple, si nous posons pour T > A,

: IP QI !
@ = B Reee | By G- B 2,06, q(x,y)wp )
alors
) o eyl s 0 mae
loc

si p=+w cette convergence a lieu dans la topologie O‘(LOQ,L1) ‘amoins que f ne

soit une solution continue.
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' La situation est un peu plus compliquée dans le cadre du thécréme 3 mais nous
- obtenons le méme type de conclusions. En reprenant les notations du § 5, on montre cette

fois que r(p,q) +r'(p,q) € A(Z%), r(p,q)r'(p,q) €A(Z") et olp,q) - a€A(Z7);
mais en général, ni r(p,q), ni r'(p,q) n'appartiennent & A(22 ). Deés lors on peut
utiliser une variante de la méthode de perturbation du lemme 2 du § 4 ( [2] ) : il existe
une constante A >0 telle que HS(x,y)H

LP(D)

27 1(pX+qy)h ot

Iz latp, @) + b(p, q)(x cos « + y sin 0)Je D
‘ L"(D)

HZ} a(p,q) e21ri(p X—x-qy)}{ + “E b(p,q) eZ?Ti(px+qy)l’ sont tx‘cﬁs normes équiva-
LP(c) LP(c) | | | :

N
lentes quand alp,q) =b(p,q)=0 pour p‘?' +q° < A2 (les notations sont celles du § 5).

On en déduit que toute sclution f€ Bp possede une série de Fourier de la

forme

(4). flx,y) ~ Z Pyt +Zalp,q) o _+blp,q) T
- ECA «

0

P:q P,d

et cette série converge vers f au sens suivant. Pour tout T > A, posons

a(p,q)(1- l—%—«—?( !q l QY

5 k £ ( s Y= z P >
(5) X ) ger g£+ pI<T Iq]S
ol laly.
|p ls'r, lqlg b(p, a)(1 ""‘T“‘)(‘ -) Y q(x,y),
Alors
L?ocR )

~ On peut enfin examiner le cas ol d.; = d2 =0 dans la définition des mesures
Ky ( § 1). Quitte & multiplier g, et g, parun méme ¥ € Hom(Rz,C_ ), on peut
supposer que

i, =5(1,0)- 50,0040, dxdy , w,=50,1)-5(0,0)+¢,dxdy,



"11 est alors facile de voir que, sans hypothese supplementaxr'e sur | <p1
le théoréme 1 ne subsiste plus. En effet une chdition gécessaire ala conclusion du
théoreme 1 est que le spectre M soit contenu dans un ‘tubke de la forme II,sz l =C,

lIm Z ! < C et cette condition est par exemple violée si 0, = ¢2 =1 sup C’, 0
ailleurs.

En revanche, appelons T le triangle x 2"0, y = 0; x+y =1 | et supposons
que ¢, € Lim), 0, € L‘(T}, ¢, =0,=0 horsde T. Alors les théordmes 1 et
2 restent vrais a cette différence prés que C doit étre remplacé par T et D dans
C dans tous les énoncés ; de plus I‘ensemble M, défini dans la proposiﬁoﬁ'1é ést‘
adjacenté (er2)x (27?2;') et z =w =0. | |

| Cet exemple montre 1'importance de 1'hypothése faite par Deisérte : ‘*‘i'enveloppe

convexe des deux distributions est la méme. ... De plus les deux dist“x*ibutionsfsont |
formées 1'une et 1'autre de masses de Dirac placéeé éux 'sommets et d'une d_ensité

suffisamment réguliére épandue a 1'intérieur",

[13 DELSARTE, J. ’I‘heome des fonctions moyenneupemodlques de deux vamables
Ann. Math 72 (1960), 121-178.

[2] MEYER, Y. Théorie Lp des sommes tmgonometmques apemodlques Ann
Inst. Fourier 24 (1974).
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