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INTRODUCTION,

La plupart des espaces fonctionnels de l'analyse classigque sont, dans
le cas métrisable, des espaces séparables.le plus souvent, les espaces
fonctionnels métriques séparables posstédent une sulte dense ayant de
"bonnes propriétés! en.particulier des propriétés consiructives, Clest
" ce qui permet de construire, en analyse constructive, des analogues cons—
tructifs de ces espaces fon;tionnels. La méthode conéiste a4 construire
un espace métrique & partir de la suite dense du "proﬁot&pe" classique
de l'espace considéré, puis & le compléter par un procédé qui, formellement,
rappelle le procédé classique de complétion d'un espace métrique par les
suites de Cauchy. C'est ce complété consgructif qu'lon interprété comme
l'analogue construcfif de l'espace fonctionnel envisagé et qu'on utiliée
pour étudier les propriétés constructives de l'espace. Il importe de
souligner que cette méthode ne constitue pas en fait un simple décalque de
la situation classique. Dans presque tous les cas concrets, un méme espace
classique peut-€tre défini de diverses maniéres dont on établit classique=~
ment 1'équivalence. Constructivement, ces diverses approches peuvent &tre,
et sont le plus souvent, non équivalentes. I1 s'ouvre ainsi un éventail de
possibilités qui va en ;'élaTQQSSant au fur et a mesuré querles notions
mises en oeuvre deviennent plus complexeseTrouver un ®chemin intéressant"

dans le dédale des constructions possibles n'est pas chose aisée.

Les espaces métriques constructifs séparables ont des propriétés parti-
culiéres sans équivalent dans lfanalyse classique. Ainsi, tous ces espaces
possedent la propriété que tout opérateur du complété de 1'espace dans un
espace métrique est continu en chaque point ot il est défini (voir [35] ,

[20] ’ [28] ). Cette propriété, appelée propriété de continuité, est

elle-méme lide & des propriétés constructives de séparation d'ensembles



disjoints.

La situation, dans le cas des Espaces topologiques cénstructifs non-
séparables est beaucoup plus complexe que dans le cas des espaces séparablés
et bien moins connue, La technique mise en oeuvré dans cé travail dans le
cas d'espaces non-séparables particuliers, les espaces de fonctions presque
périodiques, permet de donner‘quelques résultats sur le cas "non-séparable”

dont on reparlera plus loin,

rand
Les espaces de fonctions presque périodiques jouent un /rdle en analyse

classique et ils constituent un exemple important d'espaces fonctionnels
nétriques non-séparables. On he trouve jusqufici, aucune trace, dans la

littérature d'une tentative de "constructivisation" de ces espaces.

Dans ce travail se trouve esquissée une approche d'une théorie constructi#e
des espaces_de fonctions presque~périodiques. A partir de propriétés cons-
tructives déji connues concernant la presque périodicité des polyndmes
trigonométriques (voir [31]) on obtient une démonstration simplifiéde d' une
vefsion constructive comue d'un théoréme &u type de Kronecker au éens de
[14] (voir le‘paragfaphe 4027 du chaﬁitre’l); Un renforcement, en un cer—
tain sens de ce théoréme du type de Kronecker (dans sa version constructive)
permet de construire, par un procédé de complétion, proche dans sa forme
du procédé traditionnel, des analogues constructifs des divers espaces de
fonctions presque-périodiques généralisées de 1l'analyse classique : espace
des fonctions uniformes presque-périodiques, espaces de Stépanhoff, de
Weyl, de Bésicovitch (voir [1], [3],[9]) (ce procédé de compiéfionvainsi que
les consfructions préalables quile justifient font 1l'objet du chapitre III).
Le cas des fonctions analytiques de la variable complexe n'est pas examiné

dans ce travail,
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Dans 1'étude des propriétés des esPa¢eé constructifs ainsi obtenus
l'éccent est porté éssentiellementAsuf les propriétés topélogiques.‘Ces
. espaces sont non-séparables. Ils~constituént des éxemples d'une ciasée
d‘espaces topologiques constructifs, plus large que la classe des eSpaoés~

‘métriques complets séparables, classe introduite dans ce travail avec la

notion de séperabilité vague locale. (voir le paragraphe 1 du chapitre II)»
Une des propriétés 1es plus marqﬁaﬁtes‘des eépaces topologiquéS'loealement
 vaguement séparables réside dans la propriété de continuité d'une lérge

' claése d'opérateurs de ces espates dans éertains esQaceS topologiques, en
particulier des fonctions numériques définies suf ces espaces (paragraphe 1
du chapitre II). L'existence des analogﬁes‘constructifs des espaces de
fonctions presque-périodiques construifs ici montre que la classe des esﬁaces‘
"~ topologiques localement vaguement séparabies contient des espaces.donﬁ
certaines propriétés topologiques sont contradictoires. Ainsi, pour les
analogues constructifs des espaces de W;yl et des espaces de Bésicévitch,

la propriété de continuité se réduit & une propriété de constance des
fonctiong numériques définieS‘Sur‘l‘es§écé (voir le paragraphel 3 du chapitre.
IV), Pour les analdgues des autres espaces, l'ensemble des fonctions numé-
-ri§u¢s est au contraire assez riche pour'permettre d'éfablir uﬁe propridté

de séparation conétructive dfun point d'une boule fermée (voir le paragraphe

4 du chapitre IV).

Les propriétés établies dans le travail présent conduisent a un
certain nombre de remarques tant au sujet des‘espacesfcoﬁStrucfifs dé‘
fonctions presque-périocdiques gqu'au sujet deé'espaces nonnsépéfabies; Sur
le premier-point, les propridtés établies‘permettent d’expliquér les Pro=
priéﬁés déja connues au sujet des polyndmes. trigonométriques : l'impossibilité
de définir léS‘coeffiéiénts de Fourier et 1'impossibilité de &éiiﬁirvla

norme constructivement, Elles mettentfégalementfen‘lumiére le fait que les
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géhéralisations successives‘de‘la notion de fonction presque périodigue,
généralisation de Stépanhoff, puis de Weyl, puis de Bésicovitch n'ont pas
‘ la méme signification du point de vue constructif que dg point de vue
classique et, malgré le théorépe de constance des fonctions numériques
sur les analégues conétructifs des espaces de Weyl et de Bésiéovitch,‘ily
- doit &tre possible de déveiopper uné théorie proprement constructive des
fonctions presque-périodiques contenant au moins la généralisation de B
Stépanhoff. Sur le second point concernant les espaces constructifs nonw
géparables, 1'étude faife présentement fait apparaitré,queléues particulariw
tés de cette situation comme par exemple le rapport entre nonesépérabilité
et non-métrisabilité (voir le paragraphe 2 du chapitre'II) et donne une
technique permettant d'étudier certaines~propriétés toéologiqueg d'une classe
d'espaces nom-séparables, pour la premidre fois semble~t=il, Un résultat
important réside dans le fait que ia propriété de continuité n'est pas ﬁne

conséquence de la‘séparabilité de l‘espace de départ.

Ce travail se place du point de vue de.1l'école constructivisté de Léningréd
"dcnt les particularités sont bridvement indiquées au début'dufpremier:chaay

; pitre. L'école de Léningrad se situe dans le prolongemgnt des travaux de
,A.Aa Markov dont elle se sépare au niveau de l'intérprétation sémantique
de‘l‘implication (voir [27] et [6]). Le lecteur familiarisé avec un point
“Qe vue constructif établi & partir des fonctions récursives ou des machines,
retrouvera le principe de ce constructivisme dans celui de A.A. Markov

(l'infui%iognisme introduisant certaines notions plus larges de construction),

Ce travail prolonge et approfondit notablement 1'étude exposéé dans [24]
réalisée, en partie, au cours d'un stage que j'ai effectud a l‘Instiﬁﬁt

Stéklov de Léningrad dans 1'équipe du professeur Chanine,
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CHAPITRE 1,

PRELIMINAIRES.

1. La mathématique constructive selon 1'école de Léningrad,

Les théories mathématiques &évelbppées par l'école constructiviste de
Léningrad sont caractérisées par les traits suivants (ef. [4], [7], [27],

[17] ) s

1. Les seuls objets d'études sonﬁ les objets constructifs auiquels on
peut appliquer 1'abstraction de 1la réalisabilité potentielle et elle seule :
1'abstractibn de la réaliéabilité potentielle consiste & ne‘éonsidérer que
.‘1'applicatiqn'de processus finis aux objets constructifs en ignorént ies:
limitations dans le temps et l'espace que comporte la xéalisation pratiqﬁe’
:d'un tel proceésus, Ainsi 1'infini n‘apparait‘en mathématique cdnstfudtive

que sous la forme. d'infini potentiel.

2. La notion intuitive d? "effectivité" est identifide, dans la théorie ,
& une notion précise d'algorithme, en 1'occcurence, la notion d'alsorithme

normal de A.A, Markov, ou toute autre notion équivalente.

3. Une interprétation particuli®re des assertions mathématiques ainsi
~qu'une logique particulidre sont mises en oeuvre pour rester dans le cadre

des objets constructifs et de l‘abstragtioh de la réalisabilité pcténﬁielle,‘



To

La’notionu?objet constructif constitue une notion primitive, Ces objets
se construisent selon des reégles définieé a4 partir 4! objets élémentairgs qui-
ne sont pas modifiés par le processus de construction., Dans les théories
mathématiques développées dans cet espfiﬁ, les objets constructifs se

présentent comme des mots dans un certain alphabet (toujours.fini)°

La notion précise d'algorithme prise iEi n‘est pas pertinente. Ce qui
est pertineht, c'est de prendre une notion de procédé constructif, que ce
soit helle de fonction récursive, de machine de Turing, de calcﬁl”de Post,
etc... qui toutes, comme on saif, sont équivalentes (voir [8],’[16],3[15],
[37] ). Le principe général d'équivalence de tous les procédés éonstrﬁctifs
est énongé dans la thése de Church, Pour la classe des algorithmes normaux,
il s'agit du principe de normalisation de A.A. Markov., Dans ce’travail,
techniquemegt parlant, on utilise la notion d'algorithme normal donnée dans
[25], Le lecteur qui n'est pas familiarisé avec cette notion peut considé-
ref, d'aprés ce qu'on vient de dire, que les algorithmes utilisés sont des
machines de Turing (ou donnés par des fonctions semi-récursives), ce Qui 1luil
permeftra de saisir les raisonnements fondés sur les mécanismes de 1'éxécu-

tion du travail d'un algorithme,

Pour la mise en oeuvre de l'interprétation constructive des énoncés et leur
traifement par la logique constructive, qn utilise un langage formel,
adapté & la théorie développée, Le'pointide départ est constitué par un
alphabet fini (qui dépend de la théorie mathématique traitée) sur lequel
on définit les mots (assemblages dﬁeiconques de lettres), On définit ies
variaﬁles, les termes, les formules élémentaires du langage (dans |
lesquelles entrent les aspects mathématiques de la théorie considérée),

puis les formules, qui sont les mots "bien formés" d'une sorte d'alphabet
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élargi. On donne enfin des axiomesi(logi@ues et mathématiques) ét les
~régles de déduction permettant de formulér,‘de proche en prochg; les théo-

remes de la théorie,

Les axiomes logiques utilisés soht ceux du calcul propositionnel et du
‘calcul des prédicats intuitionnistés (cf. par exemple [12] ) avec le prin-
cipe de Markov exposé plus loin. Les régles de déduction sont celles que

1'on trouve par exemple dans [10] .

1L'interprétation constructive des énonéds (cf. [4]) se caractérise
par une intérprétatién‘raéicalemént différente de l'iﬁterprétation tr&di;
tionneile dé;cetfains symboles logiques § par exempie le symbole de
kdisjonction V et le quantificateur existentiel 7 (pour‘d‘aufres auteurs,
ltimplication oD, la négationgj é etc,é,), Sur la base d'une ﬁormalisation‘
conpléte des énoncés .(dont on peut en fait se passer dans‘la plupértides o
cas), cette‘interfrétation conduit & wune iréduction des formules du langage
"en deux classes :Vla classe des formules normales qui, par définiﬁion ne

contiénnent pas les symboles V ou 3 et la classe des formules compldte—

ment régulidres  qui, par définition, sont de la forme JSA: ou A

est une formule normale et S une suite de variables. Les formules qui se

- réduisent é une formule complétemeﬁt régulidre posent ce qu'on appelle un
probléﬁe coﬁstructif.‘bémontrer la formule initiale revient a démontrér

sa rééuctioﬁ qui esf de la frome 4SA , ce qui consiste & construire un

objet 8 pour lequel la rela%ion A‘ est satisfaite et & démontrer que S

vérifie 4 .

En ce qui concerne la disjonction, une démonstration de A V B | doit
donner soif une démonstration de A ., soit une démonstration dé B . Ainsi -
une démonstration constructive de A v B  doit indiqueeraquelle de ces

deux assertions est vraie, De la méme facgon, }x A signifie qﬁ‘on dispcsé
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d'une iconstruction d'un objet x vérifiant la propriété A et d'une

démonstration de ce fait.

On peut illustrer cette interprétation sur la formuie Yx Jy A(x,y)
oW A est une formule normale, xi et & des vafiables pour rép;ésenter
les mofs d'un alphaWet donné. L'intérprétation conétructive rédult cette
fo:mulb Y la§f§rmule I Vx A1(x,%(x)) o f est une variabiw pour

représenter les algorithmes sur 1'alphabet de x’ et A1(x,f(x)) la formulie

tr(x) & alx,f(x)) , ou !fix signifie que llalgorithme f est

applicable au mot x , c¢'est-a~-dire que le processus d'éxécution du travail

de 1'algorithme s'achéve quand on applique l'algorithme & x , Cette inter-
prétation S'explique par le fait que le rejet de 1'infini actuel empéche

de considérer toutes les vaieurs,possibles de x pour démontrer }yA(x,y) o
De telle sorte que la seule possibilité est de trouver un procédé général,
ne dépandaht pas dés valeurs concrétes de x qui permette de construire,

& partir d'un X quelconque un Yy : tel gue Alx,y) soit vraie.

Dans la suite. il apparaltra des formules d'un type pius compleie que
celui qui vient d'étre décrit. En effet, les variables que 1l'on rencontrera

ne seront pas toujours des variables de base, c'est~d~dire représentant tous
J

les mots (ou algorithmes) dans un alphabeti On aura affaire & desivariaﬁles

vrestréintes, clest-d~dire assujetties & nel prendre pour valeurs que ies
éléments d‘ﬁn certain ensemble de mods. En logique constructive, un ensemble
est la donnéé d’uné formule & un parémétre; ¢'est-i-dire uné variable l}bre,‘
les éléments étant les valeurs possibles du paremdtre, Doncbune form@lé

yi 3? A(i,§) ‘oh ‘X et §¥ sont des variables restreinfes_est uné
abréviaﬁion;de la formule Yx(Eg(x)k:> Iy (& éy} & Alyy))) ov x et
y sont les variaﬁies de base assocides & i‘:et‘,§~ resp;ctive&ént,‘,E

1
et EZ définissant le dqmaine,des v&riables X et v .



Pratiquement, on sera en définitive conduit 4 n'interpréter des form:les

que du type donné dans le tableau di-dessous (cf. [f?}) :

Tormule

(1) Vx WAy

() Vel ) > I b))

() Jxl Ik, Gy) o 3n a,(x,2)
(ORI O RN I

) el 2 k) v a0l
(6) ¥xl I 4, lx) > () V a5(0))

Réduction

(1) 3@ E Ar@)

(2) e ila, () ot 2(x)2 aet ()

(3) I Yol Goy) 2 (o) & alxe9)))

W ¥ plreE e s a0, a6) & @64 454 00)
(5) 3t Vxla, () 2 £ & (£() 5 42 4,GNFEE) £ a2 )

(6) 3t Vavla, () > 15l * & (loy) 2 25 4,6) &

& (eloy) £ a2 45)

sont

Dans ce tableau, les formules 4, A /  supposées normales, X,y

TR

; ’ 3
‘et z des variables de base et f désigne 1es,algprithmes sur-l'alphabet de
"X (én peut sSupposer que X,y et 2 représentent les mots d'un mdme alphabet.

Il ressort de ce tableau que si X est une variable restreinte, 1'interpré-

tation d'une formule Y¥x Iy A(X,¥) et VE(A1(i7 y/~A2Ci)) est la méme
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que l'interprétation des formules Vx Jy ‘Alx,y) et VX(A,‘(X) V A,‘/f\'x))
Z
avec x variable de base. quand X prend ses valeurs dans un ensemble

défini par une formule normale,

On remarque que la définition de la notion constructive d'ensémble
permet de considérer un ensemble comme uh objet constructif et de le

tralter comme tel,

Les notations adoptées suivent, dans 1'ensemble, les nofations des
travaux cités et sont explicitées & chaque fois. On suppose admises la no-
tion constructive de nombre réel exposée par exemple dans [5] et la

notion de fonction de la variable réelle (cf. [5] ou [26]).
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2. Le principe de Markov.

Soit & un algorithme sur un alphabet A. et P un mot dans A . Le.
principe de Markov s'énonce @

(1) Pour tout mot P dans A ~7!0(P) D 1OLP) .

‘Intuitivément, sl le processus'd‘applicaﬁion de l‘algorithme‘bcb‘au mot- P
ne peut se prolonger indéfiniment, ce propessus‘s'arréteraAeffectivemenﬁ
et le résultat de l'application de 1'algorithme & au mot P s'gbtient

en effectuant pas & pas le processus jusqu'a son achévement,

Le principe de Markov est équivalbnt 3 la formule :
(2 {fn @@ vIF@) 2 (13 Pl) 2 T @)

o F est une formule contenant une occurence libre de la variable 0

représentant les entiers naturels,

Le principe de Markov est indépendant dées axiomes du calcul des prédicats
intuitionniste {voir [12]) comme cela est établi dans [fS}a En méme
tempé, il est compatibie éﬁec ces aiiomes (voir [19]) au sens défini dans
“,[34]{.

La formule' (2) est quelque fois appelée principe du choix constructif,

Par la-suite on appellera principe de-Markov 1l'une ou l'autre des

assertions exprimées par (1) et (2).

Un coroilaire immédiat du principe de Markov est :

(3) "Soit (X un algorithme sur l'alphabet des entiers maturels. On a 3

"

AT}}n! (Ck(nﬁj ot (n) "

~ Un autre corollaire est donné par :
(4)  "Soit f wune fonction réelle de la variable réelle x et A un pré-

dicat & une place de paramétre x 'y vérifiant les propriétés suivantes i



}30
(1) fo‘z(xx =x, & Alx,) 2 alx,))

(11) Yxo((fa 7a(p@)) & x 1im ¢(n)) > 714(x))

n - 4 oo

(ii'i) on peut construire un algorithme H sur l'alphabet des ndmbfes

réels tel que | Vx(A(x) =1 H(x))\:
Alo§rs 11 dx a(e(x)) > Jx ale(x)) " .

La propriété (4) est wn corollaire de ! (3), de la continuité des fonctions
réelles de la variable réelle sur leur domaine de définition ét de la
densité des rationnels dans les réels. Dans la suite, on appellera "principe .

du choix constructif" 1'une ou 1l'autre des propriétés (3) ot (4).

Un gorollaire important du principe de' Markov est l’énoncé’ suivant
(ef. [17]) :

(5) ™ 80it¥ un ensemble énumérable de méts dans un alphabet A . dont

e

le complémentaire ¥> n'est pas énumérable., Soit 3‘6-1 un ensemble énumérable _"i
de mots dans A contenant 37(’,‘ Alors on;peut construire un mot! P dans

A appartén‘lmt a 3 et A 3&’;1 "
En effet, X N 3'(:i est énumérable. On sait gu'on peut construire un
algorithie ¢ énumérant F0 3{1 et tel que Vn(!(p(hﬂ) > 1g(n))

(cf. {35}) . 51 Tiglo) i ﬂ}()‘ est vide et donc, 3’[,1 zg(,lia Orv_%
n'est pés énumérable. Donc 1 !q;(O), c'est~a~dire !(p(()) en vertu

du principe de Markov o B

Dans la suite, on appellera la prdgrié‘té (5) "principe de pri‘se“

On donnera plus loin d'autres formulations de ce principe dans ie cadre

de certains’ es?aces topologiques constructifs,
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2o Quelquesfnotions de topoldgie cénstruétive,‘
Oﬁ ra?pelle qu'un ensemble de moks estila donnée d'un prédicat 3 un!
parametre, ia variable correspondahte étant une variable représentant les
mots danéAlxaléhabet ou on les écrit. Dans certains cas, il peu% étre;plus

simple de définir un énsemble 34 1'aide d'un schéma inductif. C'est ceiqui

sera alors fait, On dira souvent "ensemble" au lieud' "ensemble de mots",

Unefrelatibn d'égalité sur un engemble;est une relation binaife, ré?lexive;
symétgique et transitive. On appe}lera espace tout couple constituéipar
un ensemble et une relation d'égalifé suf cet ensemble. La rélation‘d?égalité
sera notée = si aucune ambiguité nlest ppssible dans le contexte ol elle
‘se tfpuve. i‘ensemble sur lequel est définie la relation d’égalité est aussi
éppe1§ suggbrt dé 1’espace5 Les él¢émentsdu support sont encore appelés
Eointé de l'espaéea

Soient B, et E. deux espaces,vc‘es%*é—dire B

i 2 TS

1
: o . o
E, = ¢ F, =5 > ol F, et F, désignent, respectivement le support

. Soit @ un algorithme sur 1'alphabet de 'ng; on

i

de E; et celui de E
1 | : -2

dit que @ lest yne application dej E1 dans E2 si:

' Cat) 200) € x) & HfE) (G = 5 & 1o () >

5 (e & o(x!) = ox])
| 2

ou E? représente les éléments de ~F§ .

‘ . YR ;: . . . !
Le pius souvent, les définitions topologiques constructives consistént
. i
en une certaine traduction des définitions classiques. On procéde de la
facon suivante : bn écrit la définition classique considérée dans un langage

formel, ce qui conduit & uhe formule ¥ , On remplace tous les termeside @
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par des analogues constructifs des objets classiques représentés| par ves

termes, On peut traduire la formule &, lainsi obtenue de deux fagons. Une

i
premiére ﬁréduCtion consiste & appliqﬁer a4 la formule F1 1'interprét$tion
constructive décrite au paragraphe 1 du dhapitre I '(p.§1)¢'Une autre
‘tradﬁction consiste & appliquer:cetterméﬁe interprétation é la formule F§~
en considérant les variables de W% liées par un quantificateur univédrsel
comme des variables de base, Lorsq@e cesitvariables sont restreintes & un
ensemble défini par une formﬁle normale (voir paragraphe 1 du‘phapitré I),
‘ées deﬁx interprétations coincident, On remarque ainsi qu'a une méme'défiﬁi*

tion classique peuvent correspondre plusieurs interprétations cunstructives,

Dans la suite; on explicitera dans chaque cas la traduction adoptée,.

3.1« Espaces métriques constructiﬂs;

Soit 04; un ensemble de mots dans un alphabet A . On aypelle metrlgue
sur 5‘{ un algorlthme p transformant tout couple &'elements X et 1

de b“&A en réel non négatif tel qué :
(1) VxoxoXx)=0
(i) VXYZ olxn 2) < o(Xxa 2) +p(Y n 2z

. v . i
ou X,Y,Z sont des variables représentant les éléments de &4& o

Le courle <M% »p > est appele ‘espace métrique constructiz ‘ou, simple=

‘ment, espace metrlqne ,(vozr [5] et {21] s [28] ). Conformement a la

conventlonvutlllsee 101, il convient de ‘donner un sens au»mot "éspace" .

On définit une felation~d‘égalité = sur(é( par :

X=Y = sxnt)=0 .

On vérifie sans peine qu'il s'agit bien d'une relation d'égalité sur J{ .

i
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Lorsqhi'on parlera des points de 1l'espace métrique, il s'agira donc des
points de l'espace <¢l{4 = > ., On définit, comme dans l'analyse classique,
les notions de boule ouverte et de boule’ fermée, de densité, dé convergence,

de complétude, Ces notions doivent &tre interprétées constructivement.

Ainsi la boule de centre X et de:rayon 2—n est le mot X *n , 1la
- boule fermée correspondante le mot X ¥ pn 3 un point Y appartient a
‘ ‘ _ (resp.p(X Yl$2“?)
la boule X *n (resp. X**n) si on a p(thY) ¢« 2 2{ « Une suite de puints
E j ' ,
de vbé ® , (c'est-b~dire un ensemble énumérable de points de LL(’) est
dense dans UQ, si on peubt construire un algorithme f qui transforme
toute boule X *n en un point Y appartenant & la suite et & la boule
X * n, Dana le cas ou (jijest déf%ni par une formule normale, ceci est
i

. i i
équivalent & la formule : VXn. Jn(e(m} € X * n) , Une suite & de

points de QLL, gonverge vers le poﬁnt X? deglb si tous les points de la

suite se trouvent, & partir d'un certain rang, dans une boule centrée en
X donnée arbitrairement. C'est-a~dire au'on peut construire un algorﬁthme
¥ trénsforﬂant toute boule X * n:en un entier naturel m tel, que pour

tout entier k , 81 k > m , alors W(k)le X*n,

Une:suite ® de points de'dC est appelée suite de Cauchy si, & pantir

d'un certain rang, la distance mutuelle entre deux points de la suite iest
inférieure & une valeur donnée arbitrairement, c'est-a-dire si on peut

construire un algorithme Y , appeié régulateur de convergence de la suite

& , transformant tout entier =n én:un entier m tel :que pour tout P
.. ‘ : -1 . .
et g on ait : p,q > m> p(@(p)EIQ(q)) < 2 . Une suite de Cauchy est dite

convergente si on peut construire un point X de 0*(~vers lequel lé suite

converge. Un espace métrique est dit complet si on peut construire un

algorithme, appelé algorithme de passage & la limite, qui transforme tout

couple < ®,¥ > ou & est une suite de Cauchy de points de l'espaée et
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¥ un }égulateur de convergence de la sulte @© en un point X de

l'espace vers lequel la suite & converge,

Dans le cadre d'un espace métrique complet on peut formuler le princips

de prise de la fagon suivante :

de
" Soit <5L(.,p > un espace métrique complet et £ wune a‘pplicatiorlj clL

dans l'espace réduit & un point, Soit X wun point du domaine de définition
de f et & une suite de points de L%qu; converge vers X . On peut
alors construire un entier n tel que @(n) appartienne au domaine de

définition de £ "

BEn effet, on poceéde de la fagon suivante : soit¥s un ensemble énumérable
d'enfiérs dont le complémentaire ne soit pas énumérable, défini par la.
formulé ne ko f:; 1 U (n * n) oi U estun algdrithme universel asso-
cié & un codage fixé des schémes des algorithmes dans 1'extension standard
de 1‘alphabet A (ob est défini€L( ) par des entiers naturels, On
construit un algorithme W tel que W(n * m) soit ie mot vide si le
travail de l'algorithme U appliqué & n ¥ n est achevé 3 la miémetétape
ou avant, et soif un mot différent du vide dans 1e cas confraire; On pose

alors 3

x*xk  si Vi (1¢ei¢ko wnxj)4a)

h(n;k) ‘
o(e(r(n))) *x 81 J5 (1 ¢ 5 k& W *3) 5 )

o ¥ est l'algorithme associé & @ paf la définition de la convergence

de @g vers X et T est défini @ar o(n) * B j(W(n * 3) = A) . Soit

un algorithme de passage b la limite dans ¢4, Si 'ﬁn , désigne la fonction
qui & k ‘associe h(n,k) , on pose : e(n) = fQL(pricxn))) ol pri(ﬁ#)(k) =
prj(h(n,k)) est 1la premiér§ composante du mot 4, *B, défini?pér_ hin,k).

Alors si n € ¥, pour tout k hin,k) =X *k et donc tt.(p;z-1 (b)) = x
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et, comme f est une application, on a donc !g(n) . Par conséquent
Domn g33}<* . D'aprés le principe de prise, Dom g contient un élément de
3( soit n . Mais alors m(pr1(hn )) = @(W(T(no))) et done, si

0

m
m o= y(T(no)) , on a !f(@(mb)) , ce qu'il fallait démontrer .

3,2, Espaces topologziques constructifs,

Soit M. un espace et I wun ensemble. Soit B une partie du produit‘
direct de I x "M . Pér la suite, on utilisera la lettre X, éventuellement
indexée, en qﬁalité de variable des éléments de M et la lett?e i, éven-
tuellemént indéxée, en qualité dd variable des élémenté de I .81 1i€1,
on note (B?i l'ensemble des X de 4“, tels que < i,X > € B .‘Pour:tout

ide 1I, (B)i est une partie fidele de M , c¢'est-a~dire

. ; 5V _ V N S e 5
VX1X21(X1 € (B)iik' X1 = XZ:D X2 € (B?i) ’ ol = est la relation d'égalité

définie sur le support de M . On dit alors que < I,B > est une famille de

parties fiddles de/wL_ou encore, une famille de parties de. 471f.

Soit < I,B > une famille de parties fiddles de ML . On définit, pour

X ¢ M fixé, Iy comme l'ensemble des i de I  pour lesquels

X € (B); . On dit que la famille < I,B > est une base de topologie sur

si la famille < I,B > vérifie les prop?iétés suivantes :

(1) Vidx (xe (3)))
(11) ¥x 35 (x € (3),)

(1i1) Wx.i.i.(3i, € Ixf, i, €1

. o N
17172 = ]3-_3(13 € Ixa\—_-b/xn(x,\ ¢ {»}, =)

1 4 & 3.3

S, ¢ ,(3.}3;1& B € B) ) .

On dit alors qu'un ensemble E de\points de MM est ouvert si
Vx(x ¢ 2311 ¢ I & (B)i CE)). Si X'¢ (13):.L , (B)i est appelé voisinage
de base d'indice i du point X ou enéore; voisinage de X . Cette

définition d'un espace topologique ne différe de celle de [30] que par
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la présentation.

On dit gi'une suite @ de points de M converge vers l‘e voint X de
w_si on peut construire un algorithme V¥ transformaﬁt tqut vqisinage (B)l ’
de .X (c'es‘c—-‘a—-diré tout indice 1 tel gue X € (B)i) en un entierf‘ n
tel que pour tout entier | m,si m>n, alors a(m) € (B)i . On hote:éa

®(n) » X dans ‘M ou encore X lim ®(n) .
1 (<I’B>

e

On dit qu'un sous -ensemble ”mT de points de ’WL est dense -dans '/TYL
; qui o o
81 on peut construire un algorithme & j transforme tout mot Xpi pour

lequel X € (B)i en un ¢lément ®(X n :i.)i tel que o{xoi) € ‘(‘B’)i et

e(xoi) emM, .

Un espace topologique est séparable si.on peut y construire une suite

dense d'éléments. On dit gqu'un espace topologique <’H’L, < I,B > est
Phge 5 si ; ) X iix = - : | s

Tsiparé si ¢ VX1X23.(X1 €(B)i X, € (B)l) > X, XZ) et q il est\‘
T-sépard iz PEX,(X, A%, D Y(x, € (B)i&;(xz ¢ (8),)) . sion

pose X, = X2 quand }7:‘*.()(1 € (B)i =X, ¢ (B)i ) , alors l'espace est

<I,B%

T'—séparé si et seulement si la relation == coincide avec =
<1,B>

relation d'égalité définie sur le support de M .

% la

Soient <<’WL1 , < 11,}31 > et </YY1_2 , <1{2,B2 >> deu;c espgces
topologiques, et f wune application de. /YT\_1 dans "TQ2 . On dit que f
est continue au point X1 ou f est définie si yiz(f(Xﬁ) 3 .(B )i >

2 2

ENCAE ) & V(! ¢ B); & 12x!)) > £(x) ¢ B, 0)

ol X représente les points de M) y » On dit que f admet uné disconti-

nuité constructive auw point X oi f est définie si on peut construire

de f(Xz) et une suite & de points de ’m_y telle

un voisinage (}32) ig
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we (n(i£le) X 4 (fle) € (81 ))& X 1in @ ). on dii que

400 <I1,B1>

f est non discontinue au point X1 ou elle est définie si elle n'admet

pas de discontinuité constructive en ce point.

Soit m,un espace et <(I B1> et <«I.,B.> deux bases de topologies

272
sur MU . On dit que la topologie <I1,B1> est plus fine que la topolo-

1,

gie <I2,B2> si 1l'application identique sur /m, considérée comme

applicétion de <’YY\,, <I1,ZB1

¢haque point, ce qu'on notera <« m <I1’B1 » G« m, <IZ’B2>> les

- >> dans < /YYL,<12,B2 est continue en

topologies < I1,B et <I_,B.> sont dites équivalentes si

1 2’72
<A, <185 & < LIL0B, > ot <M, <TpBy» < M, <18, 5>

sont toutes deux vraies.

i

Un exemple important d'espaces topologigues est fourni par les espaces

uniformes. On appelle espace uniforme constructif tout couple de la forme

' N fas Jbroi ros s
< M\)_S> ouw M est un espace et B un prédicat a rois places défini sur

une partie de 7 xM_ x M tels que

(1)  Ymx s(m,X,X)

(i1) }/}(1)c2)(3x4111(x1 = X, XX, = x, % s.(m,x1 ,xz) o) S(m,X3,X4))
(iii:) VX,‘X? m(s(m,x1 ,XZ) o) S(m,X2, 'x1))

(iv) Vx1x2m(s(m} +1, X, ,xz) o s{m, x1.x2))

,X3) o 5(m, X, x3)),.

(v) VX1X2X3m(S(m + 1, X1 , XZ) % s{m+ 1, X2

Comme cela est établi dans [33] , on montre aisément yue la définition
"classique" d'un espace uniforme constructif (cf. [29]) peut se ramener
&4 celle~ci. En posant I égal & l'ensemble des couples <X,m> ol m €7

et X ¢M et B l'ensemble du produit I x M| défini par
K< Xw_.m’) s X2>€ B = S(m1, X1’ X2 ), on remarque que </Yyl, <I,B >> est

un espace topologique : c'est de cet espace qu'il stagit lorsquton dtudie



les propriétés topologiques d'un espace uniforme,

Un espace uniforme est métrisable si (ef, [291) on peut construire
une applicétion p de ﬁV{ X ﬂﬂsdans 1l'espace dés réels non‘négatifs
‘qui soit une métrique sur /M et telle que l'on ait :

(vi)  ¥a,dm, Va2, (50, X050 2 ok g x) <2 1)

-

(vii) Ym, ;3m2}/xix2(p(xi n XZ)’ <2 2

> s, X,,%,) .

On définit la complétude d'un espace uniforme comme on 1'a fait pour

~un espace métrique.

3. 3. Espaces t0pologiques gerbés,

Soit M| un espace et <I,B> une famille de parties fiddles de 7L .
Comme précédemment, on utilisera la lettré X , éventuellement iﬁ&exée,
en qualité de variable des points de M_ et la lettre i , en qualité

de variable des élements de I .

Une relation binaire o sur I est appelée relation de succession indi-

ciaire si elle est transitive et si i, o i_. D ((B)_ T (B). )
Liaire : | 1 2 i i
1 2
Soit ¢ une relation de succession indiciaire, Uné suite g d'éléments de
I est appelée gmsuite si Yn(a(n+1)o a(n)). La suite o est dite

o-fondamentale pour le voint X  si a. est une og-suite et si

n(x ¢ (B)a(n))ﬁ/ Vilx ¢ (B)':,L 2 Jnle(n)el)). on dit que la suite g

est g-fondamentale si on peut construire un point X de M pour lequel

elle soit o=fondamentale,

On désigne par € 1l'ensemble des g-suites. La lettre © ’ événtuelle-
ment indexée, représente la variable des éléuents de 6 o On définit sur 6

deux relations binaires Get = var : 815 92" si et seulement si
¢ o |

/n }m(e1(m) o ez(n)}, gt 6?2 6, s§‘et Seulement si  3§3 ?22&'92 g ?1*

La relation -
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“5 est transitive et la relation = une relation d'égalité sur. 6 . On
note 8 l*eSpace <8, = >, 1llensemble des suites o~fondamentales et
o

I'* 1'espace < Ty = >
4]

Définition.- On appelle espace topilogique gerbé un 6-uplet de la forme

<M, s I,B,0, C*;aﬂ > ol M =st un espace, <I,B> une famille de parties
fidéles de |, ¢ une relation de succession indiciaife, }Lg’uﬁe‘applis
cation de qﬂ.’dans r= partout définie, ﬁf; une application de I' ™
dans M| partout définie, telles que pour tout X; & (Xx) soit une suite
s ~ fondamentale pour X et Qe( GL(X)) =X (pour la relaiion d'égali%é dé

m) .

L'espace ’ﬂlpest appelé le fondement dejl’espace toprlogique gerbé.

On observe que la famille <I,B> est la base d'une topologie de 1'espace
topologique gerbé, et qu'une suite o-fondamentale pour X converge vers
1le poiht X .+ Lorsgu'on parlera de la topologie de 1‘espace‘,<fﬁ[ I,B,c,éﬁ23>§
on aura en vue l'espace topologique < ’hl,, < I,B>> . Le tripleﬁ

< 0,633 ¥> est appelé structure gerbée de 1'espace.

On remarque gue la classe des espaces métriques complets entre dans
la classe des espaces topologiques gerbés. Dans cette classe entre également
la classe des espaces uniformes complets (cf. [29]), et, en particulier,

celle des espaces vectoriels topologiques'constructifs localement convexes

(ef. [31]).

On appelle partie d'appui de MU le domaine de définition d'une ap‘pli-

cation de /Ml dans 1'ensemble réduit & un élément (cf. [32]) .

Dans le cadre des espaces topologiques gerbés on a aussi un.grincigs de

e

prise analogue & ce qui a été ¢noncé pour les espaces méﬁriques compléts H

*
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"Soit < -’a’YL, 1,B,0, f}’, o(g > un espace topologique gerbé et ﬁj une
partie d'appul de ’WL-, Soit X € ‘? et @ une suite de points de "“L

convergeant vers X . Alors on peut construire an entier n el gue

o(n) € @’/" .

La démons‘crétion est identique Ta"celle?que l'on a donné dans le cas &es
espaces métriques complets. Il suffit de'remplacer X *k et ®(¥(T(n)))*k
respegtivement par & (x)(k) et 3’(@(\?@(1'1))))(1{) dans la définitidn de
n(n,k) et L par "g qui joue wn rdle d'un algorithme de pasgage & la

limite,

Un sous-ensemble B du support de /7. est dit non vide si.

17 3%(X € B) et habité si 3X(X € E).

Soit A une partie fideéle de MY et {K, &'> une famille de parties

fiddles de fYYL . On dit que A eslt (¢ K,D 5y -tracable si, quel gue soit

: ; | _ _
‘w dans K i, si A& N 60})!(. est non vide, alors A 0 ('@)K est

habité.

Soit maintenant <T’YL, T un espace ’cbpologique. On dit que ¢cet es{pace
est M-régulier si, quel que soit le point Y de 7 et 7% un voisinage
de base de Y , on peut construire des parties d'appui ’E1 et E2 de ’rL

telles quefh\, \ E2 c 1 et E1 sépare Y de Ez‘ , ¢'est-h~dire
Y € 81 et iE,l AN E2 =@ . Un exemple important d'espace fcbpolégi‘que7

M-régulier est constitué par la classe des espaces métriques.
On dit qu'un espace topologique < 7(\,, T> a sa topologie M-majorée si
quelque soit le point Y de ’Y\ et‘lﬁm voisinage de base du point Y ,on

peut construire une pértie d'appui E “de ’TL telle que (Y¢E &(E c?)“)).

Le principe de prise est & 1a base de la démonsiration des théordmes
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Théordme 1.~ (Tchernov (cf.[32])) ."Soit <M,I,B,q, fi'j,‘ﬁ} un.
espace topologique gerbé dont toutes les partiés’f d'appui sont <(I,B>-
tragables. Soit < T_,T> un espace topologique M-régulier, Alors toute

application de Y\ dans 7\ est continue en chaque point ol elle est définie,

Théoréme 2.~ (Tchernov (ef. [32])). "soit- <M,I,B,0, O, £ un espace
topolqgique gerbé et </q','_{.‘ > un espace topologique dont la topologie est
M-majordée, Alors toute application de ﬂdans M est non discontinue en

chaque poin‘& ol elle est définie",
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4. Préliminaires sur les polyndmes trigonoméiriques.

4.1, L}eépace des polyndmes trigonométrigues (éf. [24]).

Définition.-" On appélle polyndme trigonométﬁique toute suite finie de la

forme a1

(constructifs); et A

TALKE wee 2 A TA - OU  , seeey & sont des nombres complexes
1 aq 17777 g P

§ 1oy hq des nombres réels (constfuctifs) et T,¥

des symboles de séparation.

On désigne par E° 1'ensemble des polyndmes trigonométriques. On utilise—
ra les lettres P et I , éventuellement indexées, pour représenter les =
variables des éléments de E  , Si P s'éorit a1¢x1*ﬁ..; *aqzx; » qufon

q ‘ R L] . » ‘
écrira encore X 0T 5 Gy genes @ sont appelds coefficieats du

k=1 4 :
pQlynbme trigonométrique P (on dira "du polynbme P" si aucune confusion

n'est & craindre) et k1 yosuy hq ses frégquences.,

On ¢éfinit une relation d'égalité sur |E° de la fagon suivante : au
polyndme trigonométrique P , on associe la fonction @p de la variable
‘ - - P ;
’ C 3 . 17\ N : .
réelle x par la formulg @P(x) = 555; akg K* ou %y seves O sont

les cdefficienté du polyndme P et h1 slawesy hq ‘ses fréquences,

On gosera P, =. P. si et seulement si Vx(é‘ () = @ (x)) .
g 2 Py By

On désigne par Ei‘l?éspaoe < E?,»t > ;
5
L L, la ‘
On définit des opérations sur E +dey fagon suivante :
‘ £ * .
P1 + P2 représente le mot P1 P2. H

si 'p z'azxx1 x L. * Ay et est‘un‘nombrg complexe, alqrs uP
st le mot  pa, A, ¥ .. ¥ e
e e mo ux1Tk1 | ““quq.’

Si P, oth, ¥ ouw. * t Bl * .. ¥ B84y . T
: 1‘3 g11K1‘ ;Qq?kq e P2 ® 511ﬁ1 ees T Bsmps ’f-PT'PE
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q s
A
est le motl %(’ akﬁjm(hk + pj) .

et e
On vérifie aisdment que ces opérations sont stables par rapport &

1'égalité dans E qui devient ainsi un espace vectoriel.

On sera ameéné & distinguer, par la suite, quelques classes particuliéres

de polyndmes trigonométriques,

Soit P = a,TA

i * . *aquq un polyndme trigonométriqaea

1

On dft‘que ses fréquences soﬁt localisées si
Vac (1giddkga @ rg=ig v A EN)

gqu'elles sont géparées si

Vit g akga & ddk D A dn) .

On dit que le polyndme P est rationnel si ses fréquences, aingi que
les parties réelles et imaginaires de ses coefficients sont des nombres

rationnels,

Un polyndme rationnel a ses fréquences ldcalisées ainsi qu'un polyndme
4 fréquences séparées. On dira gqu'un polynéme est propre si c'est le
polyndéme O ¢ O ou-si ses fréquences sont séparées et les coefficients
correspondan£$ non nuls, On établif sans difficulté que deux polynbmes
propres sont égaux (au sens de = ) si et seulement si leurs coefficients
et leurs fréquence3»cdirespondantis sont"égauxf Ilest clair qu'il n'exiSte
pas d'algorithme traﬁsformant tout polyndme en un polynbme propre qui lui
smif égai. En effet, & 1l'aide d'un tel algorithme on construirait un.
algorithme permettant de distinguer, parmi les nombres réels, ceux qui ne
sont pas nuls. Cependant,"pour‘chaque polyn@me triggnométrique ~P il‘n;est

pas vrai qu‘il n'existe pas He polyndme propre qui lui soit égal,
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L'ensemble des polyndmes rationnels, qui ‘est évidemment ¢numérable,
est désigné par la lettre %50 . onfutilisera la lettre Q@ , éventuellenent’

indexée, en yualité de variable des polyndmes rationnels,

— v

de2e ?;opriétés de presqne~périodicité des polyndmes trigonométrigues z
Soit f wune fonction & valeurs complexes de la variable réellé X  ;
Soit a’ un réel positif. Suivant Ia tefminoibgie de l'analyse classique

ef. [17],[18] et [19]) on dit que le réel ¢ est une £-presoue-—
période de £ si Vx(|£(x + ¢) - f(x)h <€) . On dit qu'un ensemble:

S de nombres réels est relativement dense si on peut construire un réel

i . .
positif L , appelé intervalle d'inclusion, tel que l'intersection de 8

avec tout intervalie de longueur I soit habitée.

On dilt que la fonction f est pfe%que périodique si pour tout . ¢

positifﬂ 1’ensemble de ses e-~presque-périodes est relativement dense,

Ce qui peut encore s'éfrire :
(1) Vele>bdo >0 WVxde (x<gexs+l %
e kﬁxi(}f(x1+ g) - f=x)] <e DN

Par abus de langage, on dira yu'un polyndmé trigonométrique P est

presgueépériodique sila fonction @_  1l'est.

Lemme 1.~ (cf.[??}) " Soit f wune fonction complexe de la variable réelle
" X. On suppose f uniformément continue sur la droite réelle et presque

périodidue, 33 on pose ‘.Gh = sup {f(x)} ; la éuite.des 'gn_ est une
[x|gn

suite dé Cauchy et, par conséquent, converge vers wm nombre o qui est

la borne supérieure des |[f(x)| pour 'x parcourant la droite réelle" .
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Démonstration, {cf.[1?]) Soit ¢ wn réel positif. Soit L wun intervalle
d'inclusioniassocié 3 f et 5/2 "au moyen de (1) . On peut construire
un entier N, tel que N > L et un réel, y tel que Iy{ & n 6u anN
cet |£(y) - cn{ ¢ g/2 var aéfinition de . o, . On peut alors construire
un réel ¢ avec ]g - yl( g tel que, epn vertu de (1) on ait
N
+ . . 2;
if(y) -~ f(x)] <¢ef2 & En‘particuligr | £(x)] >‘lf(y)} - g/2 , et done

Vx1([$(x1 + L) - f(xj‘)} < gf2) o 8L x :iy - ¢ , alors Ix} < et

— ' 1o} - @
oy >0, ~€ o Come n3N, o go @0k Jo-gl<e B

i

Lemme 2, (cﬁo [1})"6 Soit f une fenctién complexe de la variable réelle X
On suppose f ‘uniformément continue sur la droite réelle et f presque

; : : A .

. P :
périodique. Si on pose /ﬂ}»x(f) = %"f, £{t) at pour £ réel pasitif, on
peut construire un réel A tel que A ‘iim';yn£(f) qui est gppelé moyenne

b e A ‘
de la fonction f sur la droite réelle et gu'on note RUEILR

Démonstratiog,{cf.[?])o Soit ¢ fixé. D'aprés le lemme 1, oh peut construire

Cun réel M fel que  Yx (J£(x)] ¢ M) . Soit L un intervalle d'includion

pour f“et gﬁ s Cl'est-a=dire

(2) Ex }z;(i p tcx+L & fo(lf(% +¢) - f(x1)i'<A§ﬁ 3.

ng, . | (e1) 2
c 1 VR ‘
Ona: - f £(t)dt a’% T -21 f - £(t)dt ol £ >0 est fixé,
70 Yo k=1 7o k ‘ ‘
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Geet) g Uer)) 4t
or, j o f(t)dt = ] (¢t + ck)d—t o T provient de (2)
ki, . | kg =t ;
avec kzo < ;k < kﬁo + L .
| (k+1)£0-t;k - -
On peut écrite J o f(t + Ck)dt = 11 4 3[2 + 13 + 14 "ol
) k kg =G E .
° °x Ao ; : o - .
I, =] «t(t)at, I =j (£€t + ¢ ) = £(t)at, I, =] £lteg Jat
! 2 o ' k > kg - k
0 | ‘ oG
'(k+1)£¢“Ck
et I4J it + gk)dt .
¥ 2 :

Comme .k,eo < {;k(kxo +L ,ona k,@o;é Ck < 0 et (k+ 1)£0 - ?;k < ,80; .

Par ailleurs. 0 - (kzo - Ck) = t;k- k,ga <L et 'goﬁ Ak + 1)30 - Ck) =

¢ =ki <L . Dono 113] ML et I

. & ML + En vertu de (2) on a

4!

. (k+1) 2 s e -

iIZI \< 5 ,30 . Donc Ij f(t) ....j f\(‘{;)dt! < __é_- + 2 ML, dtodw lfon )
kg °

tire ‘
D x_n,gev A .
(3) Itl«i [ e(nat- -4 ( f(t)dtl< £,
V L , ) ‘ 8 L.

o Yo . ] o ‘ 4 o}

Csoit 4 =18 oy g >4 . De (3) on tire
, e g o s} ‘ :

.

g omE o h .
{4 Igazj £(t)at '“Izj £(s)at] ¢ 7

Soit £y s un réel positif. On peut alors comstruire un entier m, tel que

(5) moE< A < (m1 + 24 avee 43,4 , & fixé,

.
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. e e
(Y 1 TRV TEE I
Alors, |=- | f£(t)dt - ——= £(t)at] ¢ | == | £t)dt =
Y m, } : % y/
1 o o o ' 1Yo
L ) m1,g ) ‘ "gi’ .
- Biz j £(t)at | + | «;élj £(t)as | g
1 0 § i m1£ . ’
AML .
< 3 < 4 5

Donc sé on pfend ﬂj, j A

5 b/

: ~">s
m associes a £,
* T2 1 %2

N ' on ? youf m, ,

et g ypar (5):

| L . 1 2 L 8M
(6) | " J £(t)at - ""‘I £(t)as | < mompm———
£ o % 0 :

) 5 @1n(m13m2
De la relation (6) on tire la conclusion du lemme'ﬁa;

Dans ~[§ﬁ] Gilson donne une conditioﬁ-nécessaire et»Suffisaﬁte pour
‘qu'un,ﬁolyném@ ﬁrigonométrique a fré@uenceg séparées soit preSque#périodi~~
que, Il faut et il sﬁffit pour cela‘que 1l'bn ait 1a'pr0priété suiyante } si
‘ N ,;;.,‘ké | désignen# les fréquenceé du»bolynéme P‘, on:doit.a#oir
Vf1 s fx(rix1'+';.. + rqﬁé = Oy r1h3 T rq}é~# O) oh r, ’;f" T

q
sont des nombres ratiomiels.

En modifiant légérement légdremént la'terminologie de [11] , on

dira que la suite finie des x1 ,o;.;‘ké _ est rationnellement discrdte si
' ym1 gov ey mq(mf}\i F s mq}\q = 0 Vm‘]?\; + "a-‘ + mq}\q# 0),

ol m, el mq désignent des entiers relatifs..
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On va donner une autre démonstration que dans [11] de la sulfisgnce
et la discrétude rationnelle pour la pres?ue périodicité‘des polyndmes
trigonométriques, déwonstration gqui sera feprise plus tard pour etablir
d'autres propriétés,

Suivant:. [11], on dira que lesinombres réels A

1 ,c;b, )\.q éOHJG

en phase si., paur tout ¢ positif, c¢n §eut construire un réel ‘positif

L appelé intervalle d'inclusion tel gque l'intersection avec tout ihtér-
valle ouvert de longueur L de 1'ensemble des cffPOur‘iesquelsyon;eut‘
construire des entiers relatifs P, oes Py tels que lkk:cﬁ gﬂpkL < &

pour k = 1,040, ¢ so0it habitée, c'est-d~dire si :

(7) Yele » 0> uln > 0X ¥x }§p1 p (x<c<x+L X

& V| (A(k q:lxkr,uzi@k e))))

Lemme é,m (ef, {11]) " Soit L un intervalle d'inclusion relatlf aux
~ a ; kki? tel que

nombres A, evns A, et ele > 0)a So—d/vmk ;=5 h1 * oo+ SN OB

v,s? reis ey Sk sont des entiers‘relatifs,\; # >0 ,‘Aldrs vL est un
intervalle d'inclusion relatif éux nombres h1~,;.*, xk i et ¢ ¢ ol !

G =v 4+ [31[ b oeen ot s, |

Demonstrd+10n. (ef. (111 51 Ce€]x, x+ L[ et Vérifie‘ kj - 23931 < £

pour 3 1,0..,k s alors ]vx L~ znvp } < EV & ¢ C pour j = 1,..¢, k
k
-2l E s.p.] <cegC o
JPJI £

et Iv A .
3 k .
AT j=1

En mo&ifiant légdrement la démonstration d'un théoreme du type 6

*

Kronecker qui figure dans [14] (Appendice V, g1) on‘peut~énoﬁcer"
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Lemme 4.-"Soient Kl seees Aq des nombres réels non nuls et N un entier
ppsitif.'dn suppose gque pour itous emtiersv mi‘,...,mQ’ avec {m31‘$ N+ 1.
pour‘»j‘; 1,.5.,q‘ , on a (m1h1 + e + 1 x 0‘3 m, = ,;, m m =0) .

On peu% éiors construire un réel poszﬁlf tL tel qué pour tout x‘ on puisse

: i , ' . Ll ‘
construire un réel [ et des entiers p?,,..., pq tels que

x<C<x+LB(Vj(’lgqu;:i;\ie;-'g@p < 4 3"..'3.

Démonstration, Soient Oy seees aé des nombres complexes non nuls, On va tout .

d'abord étabiir que l'on peut construire un réel 1L tel que pour tout
s ; Coe ¢
-intervalle, 1 de la forme [x,x4L] on ail

i
(8) sup Ii + 3 (t)] > ( i - ~} (1 + la | #oeeo + { !) o P = ﬁxﬁ akmkk

€ 1 k—1

Sdit alors KN(t) =1+2 (1~ ﬁ:%) cbs t 4+ v + 2(1 - ﬁgi)éos Nﬁg et

} q ‘ .
* . o : igd 5 \
R(£) =1 KAr.t+ g.) ol . provient ‘de g, = Je™? . # 0). On
Y Bt e % P ‘ 5 = gl Cay % ). o
| remarque que Vt(R (t) > O) et que les fréquences de R (t) soht de 1la
forme mih1 f ces + mq}q ‘avec lﬂgi < N pour J = 1 vosey Qo D'apres
l’hypoﬁhése,;bn ne rencontre qu'une fois les nombres O,k1 sovey N parmi

ces 1reqQuences, Si ) f est une fonctlon uniiormément contlnue sur

« : 1 ‘
[x,x +;L} =1 , on pose 4&1-(f) =5 ‘[ f(t)dﬁa Alors ?

I
S, { §&
My @ e = (- 2L G eyl v v

ol h est le plus petit des nombres ‘tm1x1 + ose + qu l. pour
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}mjl <N+ 1 et mj non tous nulé et {e i l I < 1 . Donc, oh peut
. : . =
fixer L assez grand pour que (1 = gﬁg%%%~)(1 ~~~) > (b—~)' . Dans ces
: : ‘ ‘ e
i 2(men)® 1 2(Ne)”
conditions, 1 - Smot (1 - ﬁ;?)(l | vee + la I)(% SLh ‘) <

< }ﬁfti,(R*(i +,®P))}$ £2§? ‘Ii + @P(ﬁ)l °/WL1.(R*) puisque R*'a_o .

. Pai ailleurs, 4ﬂ,1(g*) =

< ,{d'oﬁ

2(me1)?
sup |1+ (t)[.m1 R*) < (1 -:?Z»_«-)sup 1+ <1> (t)b,‘
ser tex

1t en,%ésulte que (8) est vraie pour I assez grand, L ne dépendant que
1 S

de N,;h et' {a‘ll + ok o+ t(x

o

q‘

=%, 8i P déss.gne le polyné‘mé» 1'{;}; * .'..""*'11;}\

FiXOI’lS o = ewe = (O . .
1 q ’ 1 v q’

ia formule (é) devient
sup |1+ e (8] 5 (1= D) (a 1)
t eI P N |
D'aprés le principe du choix constructif, en parcourant les rationnels
de Jx, x + L [ on peut calculér un ¢ tel que x <L <x+L K
[1+ @, (t;)l > (1= -)(q-4» 1). Alors 1 + & (l:) = V(g + 1 =1n) o

o0& ( gﬁl’. Dio 11 + & (C» = e 1o +ooee + e Yq ou g = -y et

Yj = h;c - Yy pour ‘3 = yeeey G o S0it iko ‘avec 0 kb\f q tel que

iy ik ' S
le k - 1 >ZV Q+ . Mors |e = 11 >y 22%1” et donc

iy | o
Z e ;I >4 =n+ 3%1 >4 ce qui est impossible, Done
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ivk g+1
Vk(O < k ga>|e ™. 1[ < 2 J 5 ) .

On peut dunc construire des entiers pé sos ey p'q tels que

. g+1 - : _ - .
lYk - Zﬂplk! < 2 « 5 ¢ Alors si p, = pé pé (; = 1?...,q) on a

J
- J a0
lxjc Zﬂle < 4 e

En reprenant 1'idée générale de la démonstration faite dans .[11] et

en s'appuyant sur les leumes 3 et 4, on obtient :

Lemme 5.~ "Une condition suffisante pour Que les nombres réels A sosry A

soient len phase est qu'ils soient rationnellement discrets",

Démonstration, Si les nombres A, yoeey Mq sont rationnellement discrets
N 7

1
ils sont en particulier localisés et localiisés aussi par rapport & O .
On peut donc supposer qu'ils ne sont pas nuls. On définit un algorithme dant

le travail est fractionné en étapes du type suivant :

- & 1l'étape k , on dispose d'un nombre C 1 et de la suite

by "'é"*q;k+1 de nombres réels rationnellement discrete ; lﬁalgorithme

constrhit un entier N tel que 4 g§1 4 Crrq puis 1l'algorithme cher-
che parmi les M u, + ... + W By et avec ]mﬁllg.N +1 et

mj nbn tous nuls si une de. ces combinaigons est nulle,
/7

- 81 aucune de ces combinaisons n'est nulle, l'algorithme calculeun I

donné par le lemme 4 et donne le schéma de calcul de ¢ et des p. tels
d

que IHPiC - anj! <o _, »etil termine son travail & cette étape ;

- sl une des combinaisons est nulle, il prend la premidre qu'il ren-
| V20 et
contre qui s'écrira, par exemple, Vu: =ZI  S.p. avecY v,s.

° i,

entiers

relatifs vérifiant
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v,!sji ¢ N+ 1 ; 1l'algorithme passe'alors & 1'étape k + 1 avec le nombre

= ;;ETéTT et la suite obtenue & partir de la suite Bireees By

%k g~k+1

‘& layuelle on aura retranché by

I1 est clair que le travail de 1'a1g0?ithme s'arréte 3 une étape ,k'
3
avec 1'¢ k ¢ g - 1 sur une application du lemme 4 & la suite
p1,...,'pq5k+‘ , car le lemme 4 s'éppliqﬁe évidemment aﬁ cas d’ﬁh nombre

iz'l .

Lalirecherche d'un intervalle d'inclusion relatif a k1,..‘t Xé‘tet
25 e‘> ¢ domné s'effectue comme suit : & la premidre étape , on applique
1‘a1gor£thme dderit cindessus,avec Co = ¢ et la suite k§ ,;;.,'}q .
‘gulo on attend que l‘dlgorlbhme achéve son travail. On obtient aiofs une
sous-suite des h1 sesey kq - que l'on peut aprés une éventuelle rénuméroba-

tion des A, noter A, j;oe., A, , ung suite de nombres ¢_, ..., C,

B G G Gy
(avec ¥ + j=a+ 1) et d’entiersk v y B sovey S - de telle
‘ o k41
sorte que (3) R L= ; (5 1)31 | etc.., et -
3Nk+1 h~ hh 5~&hk+2 et p 7“h ’
B . e e 1i le 1 L
qué c}} (31) (31) (31)3 On applique alors le lemme 3
vt lsy s, |
; , 34 ,

successxvement aux suites h1 sevesy Ak . h1 seevy % +2 s etc*‘o jusqu'd

~k1 :
i

trouver, & partir de l'intervalle d'inclusion associé i h? yosesy Kk et

’retrouver la suite k1 seces Aq . La relation entre les ¢, = permet éef

Cj , un intervalle d'inclusion associé & x1 sesey xq et & . D‘oh;lé;kl'b

lemme @&,

I1 #és&lté‘trés facilément de 13 qﬁ‘un pqun6me trigohbméﬁfiqﬁe dont

la suite.des fréquences est rationnellement discréte est presquéepériodiquem
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Soient A, joees A des nombres réels, L'ensemble des entiers relotifs
' q -

1

m1 yoves mq tels que m1h1 + see + quq = 0 est un groupe qu'on app=ilera

groupe engendré par les A, ,oe., hq « Si les h1 gseay Aq sont les

1

fréquences du polyndme P , on appellera aussi ce groupe, groupelengem@ré

par les fréquences du polyndme P .

Soient @TL1 ses ey 01TS (1 RIS q) des élénents du groupe ‘f engendré

par les kt teesy Kq . On dira que les (ttq gesey ULS forment une base de

]

I si pour tout €lement g de ™, on pewt trouver des entiers ®latifs

1 1

+gsﬂs:03g1=“.=g =0°CMWq®8@jpw£§®ﬂm

g1 ff':’ gs tels que g = g1 611 + ess + gs g et si g, 0L, + ous

8. geee &, 0'aue, O avec a. £ 0 . 0n dira que les 9L ,..., ¢l
34T T, T Jag # 1700805
¢ nombres

forment une base régulidre de [ s'ils fbrment une base et si 94 < avs £ 4o

. . ; s , N i ly
Lemig 6.~ "Si on peut construire une base réguliere du groupe engendrg
‘ ; . : L ;

par les nombres h1 yoeesy Aq , la suite de ces nombres est rationnellement

discreéte".

Démonstration, Si g ¢ ' ou r est le groupe engendré par les

h1 seevy Aq de . base régulitre JLW soesy vLs , alors an doit trouver

des g1 seeny gs tels que g = g{ 511 + oee + gs 513;, Or, si on écqit

. = 4a, veey 8, O 4046y O avec a, 0 on sait que C weedy =
oL j 31 » Biq. ’ ’ Ja. 7é ) g : q1 . qs
‘s—«——————'a—-\:l/"_—-_.) J
q nombres

Donc 81 . g = bee nécessairement =g 0L . =

BT e Yy ¥ #1785 5q 41y B0

s=1 S=1 s s
t ‘: = see = = ° - & : B

e qu+1 Yq 0 Alors g g, 0L, Se trouve dans le sou

grouye de T engendré par oL NETERY 5Ls—1 puisque 611 youoy dZys 1
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3Ti

g S€. au i 0 n d . R
est une base. Donc gs est le quotient commun des qu—1+1, vy yqd

Cveens aéq . En gecommengant avec 07, ’;"’61“3*1
8

par les  ai .
sqs“1+1

on constate le caractére décidable de l'appartenancé d'un élément
m1 ) mq é Tﬁ¢

Du fait que NV Vx{x=0v x #£0), il est clair qu'on ne peut pas
construire d'algorithme transformant une suite finie de nombres réels en

‘une base réguliére du groupe qu'elle engendre, Cependant on a

: e ‘ L o . e ‘ ,
Lemme J,=~ "Soit A, se.sy A_ - une suike finieé de nombres réels. Ilin'test
pas vrai gu'on neipuisse pas consirhire uhe base régulidre du groupe ehgen-

dré par les Ay 2oy lq "

Démonstration, On suit la démonstration plassique (cf., par exemple,
[22]) .. On introduit pour cela les groupes ‘Ph obtenus & partiridu grbupe
T engendré par les A1‘,...,'xq en prenant les é1léments de %‘ dori't ies

composantes d'indice supérieur & h sont nuiles- Ainsi T, = {0} efi

Considérons, pour h fixé, h&gqg=1, J 1l'ensemble des entiers
relatifs a pour lesquels on puisse construire des entiers m1 ,,,;,_@h '
tels que &?1 ,...f‘whfa,o,a.;,o E/ T ou encore, My yees My a € Th+i

N
q nombres

J est un sous-groupe de Z , 1'ensemble desVentiers.relatifS. Si g mg{O} s

I, = Ty + On suppose J £ {0} , c'est-a~dire J\§{0} non vide. Cela
équi#aut 3 W 3 ala ¢ 7 X a £0) (a est une variable parcourant les en-

tiers relatifs), On suppose ‘J”\{0} habité, c'est-s-dire ja(a €,JZ?'§ £0).
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On peut Supposery a > 0. Considérdns‘leé entiers 1,,..,3,..,a§° on d
; . A o ‘
(G eT v 3 T),etdone Y K (€T v jET) sion
: ' B =1
o 8 o o :
suppose é%k (j € JV3j £J) on obtient que le plus petit entier positif
S qud aypartient 3 J { etyui donc est plﬁé petit ou égal & a) dlivise .tout
élément de J . On a donc %
. - = . m‘ . 1 V”. . . ) ] ‘...."-.; )
(9) 1y3a (@ 2 0.% Yaed=aa)) on ala, signifie & divise ay.
Le cas J ={0} correspond & a =0 . On suppese maintenant
lafayo® V%K(a1€"J = a}ai)) .81 a=0, J={0jetdonc T, =T .
Sinnn,fon peut congiruire des entiens relatifs m?,..., mﬁ tels

que  Miseee, My, 8 €T, . < SLMpseeesm g€ Ty
avec m‘_i_1 #:0 , alcers almh+1 . Donc qh+?f# ad avec¢ d ,entiér:naturel‘

h

Lo «-FO’ -’ ! { .
Alors m @1d sovey mhd}E Iy = On suppose que Ty admet une base

1 h
P . : ' o 0 o .
régulidre GL1T...,E(S . On pose alors {Ls+} =y sesey mhfa . Alors
&y f"“’»gls+§' est une base réguliére de Fh*i‘:611 ?"'301~s+; est

générateur d'aprés ce qui .récéde. Si gyﬁt 1 + aes 4 gs+1 5L ;+1 =0 ,

g

51 =0 puisque a # Q .

‘On se retrouye alops aveé V‘gi Ui,i’+ ves + gs qts:O.

d'ou g? = aae = g1 =0 ( €L1 ,e%o, Gi*s; est une base de‘:rﬁ) ;

I1 résulite donec de (9) qué si on peﬁt construire une base régulitre
de~rh ,. on ne peut pas ne pas cunsirulre une base réguliére de I£+1 .
Donc, comme (4> B)> (11 AD7B), si on ne peut pas ne pas construire
une base régulidre de I, » on ne §aut§pas,ne pas construire une base reégulidre

Comme P& = {0} , on obtient par récurrence que ‘Pq~= I ne peut pas

ne pas avoir de base régulidre H .

Corollaire,= ”Sbit P un polynéme trigonométrique. Alors on a 3
(10) V1 Vele > 0oL >0 & VxJelxcgcx+'n &

eVl Gy w0 el <o)
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CHAPITRE II, -

ESPACES LOCALEMENT VAGUEMENT SEPARABLES,

{. Définition et propriété de la séparabilité vague locale.

‘ ‘ . PP 0.
- Soit 4&? un ensemble, = et 5 des:relations d'égalité sur ﬂl.,

T, et T, dés bases de topologies dssocides, respectivement, auX espaces

<‘WK?, ?> et. <9ﬂvo, 5) - On uti}isera l% lettre X , éventuellement in~

 dexée, pour réprésénter les éléments de Aﬂ? . Soient A1 et A2~ deus
i : ’

- sous-ensembles de ﬂnf avec A c:A%2 o Oé dira que la topologie T

1 1

'abSOrbe‘vaguemeﬁt la topologie T2 (ou gue la topologie T2 est vagﬁemént

absorbée par la topologie Tf) dans A sion a :

5 ipar rapport & A

1

(1) Vx(xea,o 113x,8(x, 5 X & Vie(e(x) : A B x1 lim o(k))) .
k ‘ Tenpoo T2

oi @ désigne les suites d'éléments de qnf -

soit ¥ .= <M,I,B,0,0,%,> un espace topologique gerbé et i ¢ I .

On dira que X: est vaguement separable, dans! (B)i si on peut consfruire

un espace topologiqde gerbé X, et une application v de 531 dans :(B)i

1
tels que
(1) w(k,) soit dense dans (B)j'_v
(ii} ‘on puisse construire un'énsgmble énumérable %3 défpoints de X:1
Ctel queyla topologie ihduite sur 351 par l‘appliéation lW absorbe va-
guement la tgpolpgiefde )&1 dans le fondement de %

1 rar rapport & € .

On dit.qu5un eSpacevtOPOIOgique gerbé est localement vaguement séparable
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's'il &st vaguement séparable dans chaque élément de la base de la topoiogie.

(cf. T241) .

AOn remarque gu'un espace topologique gerbé séparable dont les éléments
de la base de la fopologie sont des parties d'appui, ce qui est le cas,d‘nA
espace métrique complet‘séparableg est un espace localement vaguewent sépa-—
rable, De méme, si pour tout élément de 1& base de la topologie de 1'espace
topologicue gerbé % on peut constriire un espace topologique gerbé séparable

)Q1 et une applicétio& de %:1 aa;s cet element de ia base .de la topo-
logie e X tels %ue 1'image de X:1 par. cette application soit dense dans
cet élément de la base de la topologie, ajors ¥ est un espace iocalement

vaguenbnt séparable.

Dans la suite on s'appuiera sur le théordme suivant

- Théoréme 3.-, (cf.]24]). "Soit % un espace localement vaguement, séparable-
et <A, > un espace topologique*‘M-régulier. Alors toute appl}catidn‘deX5;

danEN\,est continue en chaque point ou elle est définie",

‘Démons%ration' (c£.[24])e soit % =" <¢M,I, B,o, 07, L > « D'aprés le ‘théo-

réme | , il suffit de montrer que toute partie d'appui;de an est
< I,B> -~ tragable,

Soit %i une partie d'appui de M. et 1¢I5 On suppose quk 1'on &
@ rkeg no ).
o X , éventuellement indexée, est utilisde en qualité de variable des
points de ﬁTL’&

Scit;>¥;i et "y 1'espace topologique gerbé et l'application provenant

‘de la définition dd;la'séparabilité vague locale.
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Soit © une Buite de points de X, telle que ¥ o @ convérge vers
le point X . D'apres le principe dg prise, on peut construire un entier

n te;*que‘;woe(né) € Ciﬂ,, Donc de; {2) on tire 3

(3)  Jr(re % & (uly) e f‘«‘;’;n(n)i)) ’

o ¥ est une variable pour les points de }11 o

Oﬁ suppose gu'on peut construire un point Y, et une suite ¢ de =

i
points de %§ ‘ telle que :

&) Y(Y1) = WKY) (égalité par %appoﬁt>é_la relation induite?par- ¥)

© limy ®(k)
1 kﬂ+a{§%

(ii) ¥

Comme éw est une application de X 1 dans X , W’1(<§;) -est une pariie

d'appui de X, . Comme Y, € \y“’((e}) et que Y, limy a(k), on déduit
k : kespoo " _

.du principe de prise qu'on peut consiruire un entier ko -tel que.

‘ Y(@(kck) Eq%ﬁ'l\ (B)i » Donec, si on peut construire Y, et & wérifiant

1

(1) et (ii) ona:
@ Rzze e X 6@ ea n 6)))),

ou Z est une variable pour les éléments‘de l'ensemble & ., ia formule

(4) ‘éguivaut & la formule

(5) 320z €% &P o v () ,

ou € est l'algorithme‘définissant’ffz . Comme 3& est un espace loca-

lement vaguement séparable, il résulte donc des hypothéées faites que

{6) 1M 32z e & ! @ow(z))
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Mais ls formule 2 €%g& ! lGo\y(Z)‘ “est équivalente 3 une formule du
type '{K(Z) pour un certain algorithme K . Il résulte donc du principeg du

choix éonstructif gue les formules (5) et»(G)’ son‘b équivalentes,

On a vu plus haut que (6) eé‘t uﬁe consé uence de (1)¢ Donc. de
1'hypothese G? n (B)i # @ découle la formule (6). Comme {5) et (6).

“sont équivalentes,':on a s
M k& ed n @) Iz eg g )¢ fgm (8),)

ce qui tablit la <I,B> - tragabilité de 1'ensemble Uj qui est une

partie d'appui.B
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2, Quel@ues remarques sur la non—-séparabilité et la non-méirisabilité,

On a vu au paragraphe I.2. la définition d'un espace topologique

séparé ¢t celle d'un espace uniforme,

Gﬂ dira gu'ﬁn‘espaee topologique ‘<4ﬂ_,‘< I,B >> est non-séparable

51 pour toute suite & de points de M or peut construire un point X de

M. et un élément i de I tel que X € CB)ig( Vn(a(n) £ (B)i)“’

Uniespace uniforme est dit sufflqamment non-séparable si on peut cons-

truire yne famille {X de points de'ﬁﬁ. paraméirée par les nombres réels

R
telle qde s

ap,( =2, ox

£, = X?\ )X am V)\‘i)\z(}‘:‘lfé }\2 > S(m,X}\, Xx )) .

1 2 T2

n a @

Lemme 8,~ “Un espace uniforme suffisamment hon-séparable n'est pasimétri~

sable,

Démonstﬁaﬁion. Supposons qu'il existe Une métrique p sur M définissant
une topologie équivalente b celle de § . En vertu de la relation (1.2(vi1))
Cnbﬁeut’construife un entier m el que Vx1x2(w‘s(n X, oK, ) )

:>p(X Q X ) 2 ) »» O n provient de 1a deflnltlon de la nonﬂsopaablllte

sufficante,

On définit alors une fonction YV .de la variable réelle A & valeurs
réelles par v(r) = kp(X 0 X ) ¥ est bien une foncion, car
x? x :>W<K ) W(x ) . I1. est rar ailleurs bien clair que pour. A = 0

v(r) = 0 et que Sl»xk % O s A % = A et donec, on a ‘IS(n,X ,X ) ’

d'ol Y(K) ia fonction ¥ admet donc unediscontinuité constructive

en 0, ce yui est ihpossible (cf.[zé}),é
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On sait d'aprés [33] qu'un espace uniforme complet peut &tre doté
d'une structure topologique gerbée ne modifiant pas sa topologie (& équiva=

lence prés ).

On a

Lemme 9,- "Soit = {W,I,B,c, 0/,3&) un espace topologique gerbé
tel que <I,B> définisse une structure uniforme sur M (c'est-a~dire I

‘de la forme 2 X Mlet B défini par << mX > X, > €BS s(m,x,xﬂ»

1

ot S définit une structure uniforme sur ML ), On suppose gu'on paut
construire uhe suite d'éléments de I  telle que,(B c(B), .\ et
] 9 : g ,( )cp(n) ( )(p(n_ﬂ} :
M= J (B)q)(n) . On suppose dgalement que pour chayue n , on peut
=20

e
5

" construire un espace topologique gerbé séparable £ - uhe application v

de " ~dans ‘(B)q’(n) et un ensemble efnumérable € de pointg de }gﬁ ,

dense dans ﬁ’} A tels que \y(f{) soit dense dans (B‘)@{n) et que

la topologie induide sur % par V¥ soit métrisable, Alors, si 1'espace
X est suffisamment non-géparable, §é topologie n'est pas M-majorée ;

4

si la topoldgie de I, est M-majorée, alors ¥ est sépafable".

Démonstration, On suppose tout d'abord 3¢ . suffisamment non séparable.

Soient ?s,§ et 2\2 deux nombres réels. On peut construire un entier k

tel que X},\ € (B)(P(k)‘ pour i = 1,2 opuisque M= ﬁ (B) L. »Dfaprés

M | wo ple)
la défihition de la famille {X}\} , on peut construire un entier n, ‘tel

que. Pt £ ! ™ 1 S(no‘ , X X)\,)) . Comme la topologie induite par

)\' ?

Y sur % est métrj‘isable,“ on & donc une application métrique P ‘telle que :

Vo du¥ 2, 2,(5(0,%(z,) , ¥(2,) 5 o(z, 8 3,) < 27 et
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Vn Im V¥ Z1Z2(p(Z1DZ2) <2 "o sy (Z1), \1/"(22))), ol Z avec ou sans
indice est utilisée en qualité de variable des éléments de & . Dlapris
1'interprétation constructive des formules, on peut construire deux algo-

rithmes f et g tels que

(1) ¥nz,2,(s(c@), ¥(z,), ¥(z,)) > olz,m z,) <27) .

() fn2zza 2) « 75 55wz, wz)) -

. . “ . - 1 .
On note 4}1 le voisinage de X}\.(B)<’m X s O o f(g(no+1)+ )t
i 0 A
i
On observe que si k1 = xz ,/@’1 eteﬂg représentent le méme ensemble de

points de M . Soit Ei une partie d'appui de 4 telle que XK € Eiﬂﬂk
X B C:1T; . On sait que si la topologie de Mlest M-majorée, on peut

construire de tels Ei . Comme Y(%i1) est dense dans (B)W(k) . on peut

construire un point Y, de ¥i1 tel que W(Yi) € Ei en vertu du principe

de prise. Or, Wﬁ1(Ei) est une partie d'appui de }a . Comme Yi € Wr1(Ei)

et que € est dense dans 3ﬁ1 , on peut donc construire un élément Zi de

%E,te; que W(Zi) € Ei»’ toujours en vertu du principe de prise.

: di : a . i = =
Btudions alors p(Z1 22) S; k1 h2 , alors X}\1 sz et ddnec,

comme on a S(mo, Xh1’Y(ZT)) pulsque Zi € Ei , On a

s(t(g(n+1),:%(z,), ¥(z,)) a'ou l'on tire oz, 2,) < 2~ (gng#)e1]

 d'apres (1)

Si K1 % xz , alors XX # Xk . Comme on peut supposer f et g
1
strictement croissantes et f(n) >n et g(n) > n pour tout n , on a donc
9 s(a, + 1, ¥(z,), ¥(2,))  d'on 1'on tire o(z,52,)) >/2"g(n°‘”) d'apres

(2) eﬁ donc p(Z1F° 22) > 2-[g(n0+1)+1]:' Donc, on a construit unFntier
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: ' _— 2
pO tel que ')\1 >\2 o p(Zia Z2) <

o

P PARY
et 7\1 # 7\2:’3 p(Z1n ZZ) >.2 .

Done, pour tout entier n on a construit une métricue [ sur @n-,

un entier Py et un algorithme Kn tels que

e B) gy 2 BN KD €EDF VA0 € B) ) &
. ' y ; =% > '
Se vy € B) oy 2 (ROG) F KDL )& K e € D&M e g & (=2,
o ol®(r,) 8 k(A,)) < 2hpn)& (7\’ #n, 2 o®(N, )P K(A)) > zhp“))) .
P he | 2 1 2 P ™ n2
I1 en résulte gqu'on peut consiruire un algorithme A ter cue
b A (e ; » Ao h ‘ N "
},#;51;\2(: A <}‘13}‘2) B (hyn,) 3 420, »7\2)& (8l on,) £ 82 04A))
ce qui est iix;po‘ssible d'aprés [36]o
On suppose maintenant que 1l'espace ¥ B sa topologie M-magjorée. La
COHS{?I‘I);.CtiOI’l ‘gprécédente, montre que dans chacun des (B)cp(n) , 1‘ensemb1;a des
v(z) ou Z parcourt < , qui est énuméra_]ble, est dense déns (B)op(n) »

Comme une réunion {constructive, ce qiii est le cas ici) d'ensembles énuméra-

~ bles est énumérable , on a le résultat cherché¢ ®,
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CHAPITRE 3.

CONSTRUGTIONS.

1. Suite de polyndmes rationnels associés & un polyndme trigonométriyye.

1.1. Soit F wune suite de fonctions presque-périodiques, c'est—éédire,un
algorithme transformant tout couple n * x ol n est Un,entier'naturel et

X un hombre réel en un noubre complexe, tel que pour dhaque n , ltalgorithme
P soit une fonciion de la variable réelle x qui soif présque pé:iodiqué,~

On dit que la suite F est également e-presque-périodique. si on peut

construire wun nombre réel positif 1 appelé intervalle d'inclusion commun

-aux F£ pour e tel que
(1) Voo (e crex+ 1 & Yo (7 (e 4 0) =7 ((x) <))o

On dit que la suite P de fonctions presque périodiques est relative-

‘ment dgalement presque périodigue si pour tout e > 0O on peut construire un .

entier m  tel que la suite des F, pour m 3 m  soit égalemert

g~-presque périodique. On a :

Lemme .{0.~ "Soit F une suite relativement également presque péfiodidue
de forctions yreSque—périodiques uniformément continues. On pose
‘ , : 2 ;
’ - _1 . . )
Oy, p = U [Fm(x){ et _qﬂZFFm) = .[0 Fm(t)dt o 4 est un nombre

I?lsn

réel positif, On a 3
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(2) VYele>oo ﬂNmG Yom (n >NE m o, iy D icn,m - GN,ml < €))

(3) Vele>ooizm Ym (452 & mym o] M F) =~ M, (5)]<c)"

- pémonstration, On considére d'abord la premidre assertion,
soit g fixé, e > 0 » On peut construire un entier mo tel qu'on
puigse construire un intervalle d'inclusion I commun aux Fm pour

m > m et pour g/2 , clest-d~dire :

(4)  Vox(m é,me Se(x << x+L & Vﬁ(iFm(X;*C) -7 (=) < e/2)))s

Si on remplace L par L1 avec I > L dans (4), la formule reste valable,

1

on pedt donc y remplacer L par N avec N

> L et N enfier,,un tel en=

tier étant réalisable, D'aprés la démonstration du lemme 1, pour chague m

-'g

avec m»%ﬁpmrnle%m -n$
’ ; | S

< e car N est un intervalle

d'inclusion pour F = et e/2 . D'olh la formule (2),

‘Pour la seconde asseriion : soit e fixé, e > 0. On tire de (2)

qu'oni peut ¢onstruire un réel positif M, tel que 'me([Fm(x)Lg M1)’; il.

i
suffit pour cela de passer & la limite suivant n dans (2) et de fixer

¢ .ef% m, commée on le fait pour montrer qu'une suite de Céuchy est bornée,
Dans la démonstration du lemme 2, on remarque que la formule (1;4;3) reste

vraid si on y remplace M par M, et si on prend poUr'_L un intervélle

1
d'inclusion commun aﬁx Fm pour m z,mo et pour ggf » Donc,! si om prend
ﬁo ==, la formule (I ; 4 ; 3) est vraie pour chaque P~ avec

m >,mo 3 11 en est de méme de la formule (I; 4; 4) et des suivantes,

d'ol ‘l'assertion (3) annoncée, @

On a vu au paragraphe 4 du chapitre I la définition de la notion
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d'intervalle d'inclusion relatif & des nombres Ay soeoy )\q et ¢

avec g > 0 &

On dit que la suite 4 de g-uplets de nouwbres réels est e~éqii phasée,
o & >0 est fixé, si on peut construire un intervalle d'inclusion L. avec

L > 0 %el cue
‘Vhi 3(;13‘i e;t pq(x £ g <x+ L 29 Vk(1 < k( q:DfAim)cé ankf < e))

. m
ou £k) = prkmm ®

On'dit que la suite A de q-uplets de nombres réels est relétivement
équiphaééé si, pour tout ¢ >‘O‘, on peut‘@onstruire un entier o tel que

la suité des 1A§ pour m z,mé soit e-équiphasée,

On remargue que si les nombres X1 yo s Xq . sont en phase, tout poly-

ndme P = a7k, ¥ eeo ¥ @ Ty est presque-péricdique, car

q
}@P(x +C) - @E(x)vl $ ‘k; lo 178 - 2up, |

De cette remarque on déduit 3

Lemme 11.~ "Soit A une suite de g-uplets de nombres rdels relativement
équiphasée,‘Soit I une suite de polynbmes trigonométriques telle que Aﬁ%
soit la sulte des‘fréquenCes'du polyndme Hm et telle cu'on puisse construi-

, o . m) - )
re un réeel M > 0  pour lequel, si qg ) seney a(i) sont les coefficients du

: q ‘ : :
: " - - m ) N o . :
‘P01YH0m9~1§m on ait 12 aé ) ! < M . Alors la suite des fonctions pregque—
) : k=1 ‘ : ’ v
périodiques wniformément continues @n est relativement également presgue-

: m
périodique",
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On a

Lemme 12.~ "Soient ‘A‘ sosesy kq des: nombres réels pour lesquels on puisse
construire une base rigulidre du groupe qu'ils engendrent., On peut alors
construire uné suite A de q-uplets de nombres réels relativement équi=~

vhasée telle que 3
; = *obo*- nk e : e :
ynla, =1, A& Vil Kk gam A, o€ 0)
oh Q désigne i’ensemble des nombres. rationnels et telle que 3

3 g
Vet ¢k ¢ g 22 lin pry A) .
o0

Démonstration, De la démonstration du lemme 4, il résulte que;l'infer?alle
deinclus;ion' L ass‘oc:iée aux 7\1_ soesy xq et 4 "ﬁl ne dépend‘pas'des

hi ;o.e,ihq dans la mesure ol reste vérifide 1'hypothdse

Vm ..a_m(VJ(1<a q:)lm{ N+‘L),X1m;\+.“+m>\q 0>

Dm, = e mm =0)

Soit 4 § reevs OOy une base régulitre du groupe engendré par les

_ pld)

| o (3) o
v by 0y 2o B 0 0, e
3 enthers relatifs, q nombres
(3) | U
q # 0 et q1 wne £ q o Les nombres h qrener k dépendent lindai-
J ~ 4. S

rement sur les ratiomnels des autres nombres de h1 sooey A » BN renuméro-

tant au besoin ces nombres, on peut supposer que A, = A soosy A = A
‘ ,91 17 44 s
’ ) . g5 )
et on obtient .= Q.
MR Gy Ry

1 = 1,04048 avec Cij rationnels,
J ‘

On pose alors 3
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. T .
= L) il= 1,000, q=8
s+3'n . .
(5) i
(n) &F -

0n a alors

( )

(6) Yo, wer m (an P )

TR NI +‘mq)‘ =0D /n(m

‘car d'aprés (5) Oy sevsy oL appartiennent, pour chague n , au groupe

()  (n)

engendré par les nombres 277 eeey zq Ve

On définit la suite cherchée par ¢

POV B et A2n+1 (n) see ¥ z(g) .

Dlaprés (5), il est clair que

(1) W1 g ,k<q3 Ao limoopr, 8 )
X oo ' ’

I1 reste & montrer que la suite A est relativement dquiphasée,

D! apres le lemme 6,p0ur chaque n , la suite des nombres m est
ratlonnellement dlscrete, Examlnons l'appllcatlon‘de l’algorlthme decrlt dans‘
la demonstratlon du 1emme 5 L& la sulte K1 sooo g Aq N SOit e fixé et
soit k le numéro de l’etape 3 laquelle le travail de l'algorlthme s'achéve
par une a; pllcatlon du lemme 4 & la suite By rooes uh qui est une sous-
‘suite de 'Ni yoas s xéV ‘ob%enﬁe par k ‘ektréﬁtions éuCceséives dfun des ‘Xi

restant & chaque:fois, Considérons les nombres ( ),,,,, zﬁ(n) définis



: si | c 1¢h, ~alors
par si pj eat de la forme }h ave | kS 3 P

J
ﬂs(n) = zﬁn) . On a construit un entier N tel que {Eéi < Ck—1
J.

(cf, démonstration du lemme 5), Comme le lemme 4 s'applique & la suite

By seees ph avec N on a

Ym1 .o.mh((lmi)[ <N + 1% ... & t[mhl <N+ 15 m1g1 4 oee + mhp'h =0) D

Un intervalle d'inclusion L associé aux By reees by et & ck~1 est

alors défini . par

(N+1) T o | )
(1 - I )(1 - N+1) > 1 - § ou 0 < h°_ < mln{l‘m,“ﬂ + oo mhph[ 5

|n | ¢N+1@ B |m| <N+ 1% [n]|+. .00+ |m|fo}.
D‘apréé (7) on peut construire un entier n0 tel que pour n z,no on

ait min{[m1,e§n) + oes +mh,g;1(n)[;im1[(<1\7 +i[g, ..‘X, !mh] N +4X;fjm1l+ .o

"*Imbn! £0}>h .

Donc le lemme 4 s'applique également & la suite zén),,,.; z‘i) et

ck_.1 pour n z,nb , avec le méme N . Donc on a un intervalle d'inclusion
o (a) (n) .

commun a z; sosey zﬁ (pour n g,no) et By rooes Wy relatif

-1 Crq ® On a vu, dans la démonstration du lemme 5 qu'on "remonte" & la
suite h1 resey kq par application itérée du lemme 3. En vertu de (6},
le le&me (3) s'applique aux mémes combinaisons lindaires sur les rationnels

j :
quand; on "remonte" de la suite z%n) sosoy z'(n) a la suite g(n).,,:.,z(n),

q
Donc les intervalles d'inclusions obtenu§ & chaque application du lemme 3
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restent des intervalles d'inclusion pour la suite correspondante quand
nyn . Ilen résulte que la suite des # pour n > 2110 est e=équi-

phasée. Donc la s\iite'~ B est relativement équiphasée %,

Corollaire 1.~ " Soit P = a,h, *'ee ‘*:ocq'ckq un polyndme trigonométrique

pour léquel on puisse construire une base régulidre du groupe engendré par
ses fréquences, On peut alors construire yne suite &/ de polyndmes rationnels

ayant fous exactement q fréquences et q coefficients telle que . si F
est la suite de fonctions définies par les conditions FZn = @(Q‘ et
F2n+ )= Q‘P , la suite F soit une suite relativement également presque-

périodigue de fonciions presque-périodiquesuniformément continues. De plus,

si on éderit

cé?n‘:a*(zn) ’Wégn) ¥ ¥ aén) T ,2((;1) on a

‘ | A € YU € IO
V(1 ¢k ¢q o @ lim  a X A Limoog ) "
Tr~poo oo

Démonstration. A la suite 7\,1 Cyesesl )\q' des fréquences du polynéme‘ P ,

on associe lg suite A construite au lemme 12, Si 2z est un nombre complex

avec z =X 4 iy ,.Dn pose znzﬁ('%(n+1})+lgf; (s (n+1)) on

S (n) ~ max(‘x(‘n), T(n) . On pose alors ay "= (ak)n . Sl,
M=(z {q,kl) + 1, il est clair gu'on peut supposer pn( £ |a /| ¢ M) .,
Ak ~;
k=1 k=1
" On pose t@n = agn)wgn) ® .. % a;n') W;n) ou ',ggn) * ., * g(n)n A .

q 2n+1

Le cordllaire résulte dw lemme 11 eb du lemme 12 & .

On dit qu'une suite F de fonctions presque périodiques mn‘i;formém,eni;
- continues converge Stroitement vers la fonction presque périodique unifor-

mément continue I si
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(i) 1la suite g1 définie par Féi) -, b G D

‘ . est relstivement
t 2n+1 n ’ '

également presque périodique.

(i1) sur chaque intervalle [-n,+n], la suite P  converge uniformément vers -
la foriction f .
On note la convergence étroite f e-lim F_ .
r ! C; :,
Soit £ une fonction wniformémeént continue. On appelle module de
continuité uniforme de f tout algorithme transformant}tont réel

g en un réel positif ¢ , ‘ ,
positif tel que inxé(qu - XZ{ <1 :Dif(x1>-“ f(xz)fi< &) .5 o

est un module de continuité uniforme de f on notera cette relation

Q__(_j (w’fz) 7°

Soit f wune fonction presque périodidue. On appelle module de preéque~

périodicité de f tout algorithme ¢ transformant tout réel positif en.un

réel positif et tout couple x *y oh x iest un réel et y  un réel positif
‘en un réel, tel que ‘Ye x{e >0 (¢ @(e)éb !@(x * )% X{@(X*s)<x+@(é)£%
X th( f(X§ + ¢(x %,g)),~'f(x1) ] < é)))o Dans cette formule,'correspoﬂdant
2 (1345 2; (1)) , les deux algorithmes provenant de 1'interprétation
‘constructive de (I ; 43 23 (1)) ofit été condensés en un seul. Si ¢ est

un module de presqué périodici%é de f, on 'note cette relation PP(p,f) «

on appelle chiffre complet de fonction mesque-périodique uniformément

continué en abrégé chiffre complet de fonction wu.p.P., tout triplet dé~la'

forme £ fywpp > o I est une fonction”presque*périodiqﬁe.unifdrmémeﬁt
continue,  wun module de continuité uniforme de f et ¢ un module de

‘presque périodicité de f . On dit que le chiffre <f,w,¢ > est un chiffre
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complet de la fonction f

Soit (U wun algorithme transformant tout chiffre complet de fonction

UePePo €n un nombre réel, On dit que G est étroitement s—continu en.
< £,0,9 > , chiffre complets de fonctions wu.p.pesi, pour toute suite iﬁf
de chiffres complets de fonctions w.p.p. oL la suite, pr,o i.convergé
étroitement vers f on a OL(<f,w,q>) limCL(S? )
n»oo n

Oﬁ remarque sans difficulté qu'on peut construire un algorithme trans-
formant toute paire d'un polyndme trigonométrique P dont les fréjuences sont
relativement discrétes et d'un algorithme déterminant la discrétude rationnelle
de ces fréquences en un chiffre complet de la fonction @_ . En particulier,

on peut construire un algorithme @Bitran§formant tout polynbme rgtionnél

Q en un chiffre complet de la fonction éQ -

Di lemme 12 et de son corollaire 1 on tire ¢

Corollaire 2,~ ™Soit (X un algorithme transformant tout chiffre complet de

fonectidn u.?D.P. -en nombre réel, étroitement s—-continu en chague chiffre

complet de fonction w.p.p. Alors om a.

43 ‘1‘\ Ix cA)Vwcp(gg(w,@,P)Zf ;E}’(CPT%,) -2, z:jo‘f @@f i‘l}ilqu/(B‘_(@l)) )

ou QQ) désigne les suites de polynfmes rationnels",

Démonstration, Supposons qu'on puisse construire une base réguliére du groupe

engendpé par les fréquenfes du polyndme P fixé., P étant un polyndme tri-
gonométrique, on construit aisément un module de continuité uniforme de @ .
A partir de la base réguliére du groupe engendré par les fréquences de P

on peut, en Vvertu des demmes 5 et & construire un module de presque-pério-

dicité de Q? o Soient w et ¢ de tels modules, Alors si
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X .—.Q ( < cp?,m, P >) et C,GQ est la suite du corollaire 1 "du lemme 12,
on a CQ? e-lim @ et x lim v (@@)D, En éfi‘et, la premiére assertion

oo cé:?n -0 ’
résulte de ce que, en vertu du corollaire § du lemme 12, la convergence uni=-

forme des &g vers @? sur [—n,.-g—n] découle de la condition

(1 ¢k ¢ 9> o lim a](im).gf M 'lim ﬂ}({m) ) ol o s aﬁm) gont les
b

T-»oo : ‘
coefficients respectivement de '1’ et ng. et Ak’ z}({m)‘ respectivdment, les
fréquences correspondantes, D'aprés 1'hypothése de confinui’cé ;ie | & , la
seconde' assertion est bien claire. Par définition de la convergence étroite
et de lfa s—continuité, les relations obtenues ne rdéper‘xdent yas de @ et ¢

vourve que 1'on ait  CU(w, @) ot EP(g, 2.) @,

1.2,  Soit [Nq 1'ensemble des entiers naturels de 1 & q . On appelle

partie de (Nq le mot vide ou tout mot H le la forme ~a1* ouv * a o

14&rga , aj € ﬂ\l’q et ; a1< can < :;a.r s Si H1 e’c H2 .sont les parties
de N n définit .H, M H., et H d H qomme des parties de W . Si
A . R S - T ' q

B, N H, estle aot vide, on éorit H N E, = . On définit de méme
B, <H, . Si H est une partie non vide, c¢'est-i-dire différente du mot
vide‘, onh note b ;4;5 j?5 a

Soit H wune partie non vide de Nq‘ . On peut écrire B =.~ra1*: oo ¥ 8

On pose alors déb H = a?'.‘. I1 est clait qu'on peut construire un'algorithme

transformant en déb H toute partie ‘non vide de Nq (on prend wne notation

. N . .par . S ,
des entiers ou zérc n'est pas notf,/ e mot videl.

** {
s

On appelle partition de {Nq tout Mot (\P de la‘forme‘ H,**

,% o e

ou les HJ sont des parties de. Nq vérifiant les conditions :

(1) 1¢sga

AN
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(ii) Ls_') H.zlf*ono*q
'==£1

(111) V(13 <k geDH N =6 )

{iv) déb H,

1<go° <deb HS

On pose s = deg {YD et Hj = pr,jg:) en convenant que pour ;}_‘>:deg 53,

I‘..J = A .
P 503

Soient 331 etffg deux partitions de W, o On dit que (F; eét‘
plus fine que Jz , et on note di}" V.} 3k(pr c:: p:t' JQ) ’

On obtient ainsi un ordre sur les partitions de &\Iq o

Soient '}\.1 yesoy. )\q des nombres; réels’ donnés dans cet ordreo Soit &
un algori“chme tel que Vk(é(k) max(—;1 K+ 1) ye00, (k + 1))) Alors
3 est un regulateur de convergence Commun ux nombres Ak et h,. - )\,kI o

d

Si g désignd un des nombres Ayroosis Kq‘ » mopose E {é (n + 1))

On peut construire un algorithme W , tel gque si gi, et £, désignent

deux nombres parmi les Myrooos xq , on ait s

W(‘(;I o '52{3 n), jé A si ]Kg}m - ?1:2].'1" \< 2~n
(g, o gon) = = [Byn = Bonl > 27

D'aprés la définition de O dn a
®)  Vim WGjonon) s e VLR n+1) = 4)

(9)  Wae(( Vn(w(x a kkD n) # A) A xk)& (3n\ Winang n) 54) = xj‘;{% MDD
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On définit sur Nq une relation d'équivalence par

- IUi - B i —4 & = &
si a,b € Nq a(n)b } a1 oes aP(Z <P g1q¢ﬂ’ a1 a ap b Vj

(g5 ¢p=12 W oA n n)£n)
J J+1

11 est clair que la relation est réflexive et symétrique., Montrons)gu'elle
est transitive. On appelle n~chaine allant de a & b une suite 1a1,..u,ap
d'éléments de | ¥ tels que a,=n et a =b et WL o 2 o:n) £ A

q 1 P a, - a, : v

J 1

pour J =1 40eey P= 1 , P étant quelconqxfe° Supposons gue ai = aj avec

i ¢ j e Alors la suite a, yeeey a, y

1 5 feousy ap est encore une n-chaline

a,

J+1
siiant %e aab ., Donc si on peut joindre a & b par une n~chaine, on
paut les joindre par une n-chaine dont les éléments sont deux & deux dis-

tincts et qui a donc au plus q é1éments, fe qui démontre que la relation

a,”.b est transitive.
(n)

Cette rellation ‘d'équivalence est' décidable et définit ainsi une parti-
. ; . ' ot 33(. ) L
tion de Nq que 1l'on représentera par An ; X1,-.-, xq ou simplement

an. si aucune confusion n'est & craindre. On peut construire un algorithme

i ' &0 .
3 tel due Ynk(k e,,prq’(kan)d n) . Ona:

(10) ¥h (&2 »33) .

n+1 n

11 suffit de montrer :

(11)  Yavn(a,b ¢ WiqD & (;;:1) b= (EI‘VG/) 0))

En effet, si la formule (11) est vraie, la classe d'équivalence de a dé
rang n + 1 est contenue dans prkéﬁ; ol k = @(aczn), ce qui établit

(10). Or établit (11) comme suit : si’ a ~ b , on peut construire
' (n+1)
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a1 yesoy ap avec. 2< pga , a %?a,a '=b et

Win, = m n+l) £# A pour j=:1,,..], p~1 » Dtaprés (8)
a3 aj-m :

M()\é.nka an)£AA , d'oh a ~ t ,

i i (n)

On construit une suite /S de qii-upletfs de nombres rationnéls‘;par $

v ~/ .
Vn(/% (n;?\1 P ?“hq) = zin) * oea™ /zén)) ol Zgn) = D\d;(.j n)]n avec

)(@n O'h @lzi@(n;h s0e sy }\.q).oona:

Wjon) = déb ‘pr .

@(j\jn

{12) Ve(1 ¢k ¢ a2, lin 'ﬁ({n) ) o
i I>»joo

En effet, comme k(;) \y(ko n) on peut: donc construire une n~chaine

a1,°.,, ap allant de k a \y(an); avec 2 { p £ 9 - Donc
160) = 216 o 1] ¢ G =G0 -
hkn ’zk ' ukn \y(kan)n N a1n az’n '

‘ - 1 1oy °
Foeeo + l(kap_‘ﬁ)n. (xap)nl & a2, dtou’la formule (12) .

Soit ‘P wun bo;ynéme trigonométrique, avec P = a1'c>\1 * oheo ¥ aq’:)\q °

On définit une suite KT de polyndmes rationnels, appelée suite adjointe

du polynfme P , telle que @‘;Pl = a[n)'c ,zsn) LR ac(ln)fc,z((ln) avec

1
al({n> - %(?k(n+Q+1)) pour K = 1,000,0 ot

(n) .

k‘et

‘z(n) ¥ es ¥ z(n) =é (n HED W o ) o Ii est clair que lim a
1 q 1 q o e
, : n—oo

A lim /z]in) pour k=1 ,...,9 . On notera zin)* ces ¥ z(n) s 3 (n; P
oo ' . : ‘ ~q
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On jappellera vecteur complexe tout mok de la forme z, *oeo® ZP.

ol 133;‘33 scnt des nombres complexes et 'p un entier naturel non nul,

On ulbilisera la lettre [z] pour repﬁésenter les vecﬁéurs compiéxeso On
définit la 1§ﬂguéurﬁd?un vecteur [z] = zy ¥e..¥s par ‘3?(21*,;?'*zp)'a P
et ses composantes par prj(z1*>.q.,k* zp) =%, pour J = TyesesDy ’é{iant |

entendu que si J > P , prj(ZT*..,% ép) =

complexes [2]1 et [3]2 sont égaux éi' ’eé[zjia AR [z]gvék

. On dit que deux vecteurs

2» VJ(PrJ[Z:lj = PI‘j[Z]Z) y C€ é@ton HO%efa {Z]1= {:512 °

On ‘appelle fondtion numérique sur les Vecteurs complexes tout algorithme
©  transformant chaque vecteur complexe auquel il est‘applicable‘eﬁ nombre

complexe et tel que:

‘V[zj1[z}2g(!f(&z]i)ﬁP [z]? = [z];) :}(éf([z]z)ﬁﬁ f([z]T) = f(éz]Qg)))v;

on dit que f est partout définie si;'V[2] (t£([z])) .

Soit f une fonction numérique sur les vecteurs complexes partout
§éfinie, Soit P un polyndme trigonométrique. On pose [z](n,P) =

m'agn‘) ‘*“.,‘* a(z) o asn),,.p, éc(ln) sdnfb les coefficients du polyhﬁmé

Qg . On note encoré J(n ; P) la pa'r'titq{on sur Ng définie paif'_

;Qﬁ(n H k1 ,;..; Aq)ﬁ, ol Kirc-y kq sont, dans cet ordre, les fxéqueﬁges

du pblynéme ?‘. si [z} est un vectéeur de longueur q et gaﬁuné:partition
Blen) ’
g

de Nq ; on pdsei [z] =;c1*°,° *Cé; avec p = deg 8? et

g

=% o .z, = pr [z] .
J kepra@zk k kt o

On a3
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Lemme 13,- "Soit f wune fonction nuh_ériqué sur les vecteurs complexes par-

tout définie., On a :

el 1n (5 P, .

n»oo

Démonstration, Soit P = o ?57\1* 000y ¥ aqvﬁxq un polyndme trigonométrique

fixé., Supposons que ses fréquences sont localisdes, On définit une partition

GD* sur mq par 1%3. relation : Vl (1 RS ‘J s k a o

o (3 g"")k = A, = )\_k)B , Ou jfp"‘ k l'signi;i‘ie que j et k appartiennent
- i :

4 une méme partie de {Nq définie par L=, Soit [a] =

)
pose X = f(J[q]) °

Soient k, et k, deux entiers tels que 1€ k1 ’ kn < q o Supposons

1 2 2
-\(k ~k ) o Soit ,nk1k ——pm(\W(}\kr: }"k o m) = Ao D'apres le principe de
i

‘lgbw?

Markov on peut construire l'entier nk Xk » Soit alors

:k € pr. g)*’k € pr UJ*};1<J1<32 degj*}

nkrkz | 3 277,

On a :

(13) /o (nywo J =)

ol 5 (n ; P) . En effet, si J}§h ;';2 Z alors
Vn(w(n:a A, o n) 44 et done Vpo(j, ~ i.)e Supposons j, ~ j. avec .
300" 1 2 1,y 72
‘1 2 n (n)
> N o On peut construire des entiers a1,,.°, a €W tels que

2&PLas j1=a1’ 32=ap et‘pours""l‘"n”P"‘ls

W ; f rindts | . )
(n T}m has+1:n n) # A . Par définition de N ‘l(l«:1 Sy k2):n

-,
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:)(W(xk1a Kkéa N) = A) Donc on a as 5;¥as+1 f et par conséquent

31 . Dlou 31 pour n » N . Donc QFKn.;?P) = f?k

j =3j, =3
T P
P (n

i
|
2
' ;

pour n 3 N, d'ou a3 ND £( )[z](n P)) = fcj [z](n P))d 1L

est clair que, par construction de g}? y V.(pr.( [a] lim Kpr,CJ:[z](n,P))),
| A6 R A MU D

Si on pose —w% [a] et si on considére la fonction f restreinte aux
vecteurs complexes de longueur p , on a ainsi une fonction numérique sur

l'espace métrique complet séparable GP des vecteurs complexes de‘longueur
p et donc, en vertu du théoréme de Tseltlne (cf,[35]),:la fonctiqn f est

o -
continue sur cp dtolr 1'on tire. f(l [a]p lim f(J [2]1(n,P))s D'ou le
T co -

G g ! A
lemme puisque les fréquences d'un polyndme ne peuvcnt pas ne pas étre loca~

lisdes,.®



63 !

2. Topologies sur l’espace‘deS'Qolynﬁmes trigonoméiricues,

2e %0 Seit P un pdlyn6me trigonométrique On peut dcrire

P = a1§k1 ¥ oo ¥ dqqu + On pose, par analogle avec les vecteurs complexes,
) .2%(]?) = g et pgur . J = 1 $ voo0 ’jﬂ(P) * ( )P = 0‘.3 et Pr§ )P = ;\.3 s On

peut construire des algorithmes tran$formant tout polynSme P en, respec-

tiVemenﬁ, 2%(?), pr( )P ’ pr( )P avec la convention pr(1)P = pﬁ§2)P = %

pour i > £h(P). On-deflnlt wne relation d'égalité sur EO par

ie

P2 ®, = (BR(2,) =R(2,)% 15 <pr§”p3= R R

- p))

1'égalité dans le membre de dr01te de la conjonckion &tant l'egallte sun les

) () quant 1 ¢3¢ 4h(2,)
réels. pour pr y Sur les complexes pOur pr- quand ?‘5 J g A Pf et

3'1dent1te graphlque pour 3 >ﬁR (P ) s On de51gne par ¥ l'espace

< E°, => . On définit la différence dans E* de deux pdlynﬁﬂes‘ P1»et 58

de mémé longueur, c¢'est-a-dire avec ,fﬂ(E%) xlka(Pg) , notée PTV'Pz par 3

20 .y | ‘ 3 .
_ 1 (1), (1), (2) (2) , :
PR =k et m ey W e B - m TRy ) A tout

polyndme trigonométﬁique; P on associe le nombre

) . ) ,
IIP}} ([ (1)P} 2 rgz)P§2))§ko On peut construire des algorithmes
\ : ‘ .

transformant tout polynéme P en le nombre l]PllR et tout couple de poly-

. ndmes P1D Pé en le poiynéme P1V'P2 . On considére donc dans B les

: : 1 " PoT e :
polyndmes comme des vecteurs complexes “dont certaines composantes sont
réelles et on leur agsocie leur normé euclidienne dans un espace ﬁp adé- -
quat,

On'désigne par 'I_ 1l'ensemble des: couplés < P;m > oi P est un

R
polyndme trigonométr@que et m un entier relatif, On définit une partie

R de ‘IR x E*  par i
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i

‘ ' : . =M,
«P,m>, P, >€R (m(p,) = m(p 3| PP, g <2 )

1’

I1 est clair que pour tout < P, m > € Iy % (r) est une partie

<P,m>

fidéle de BE*, On définit une relation de succession indiciaire I suxr

IR par :

< P1 , I

>0, <P s W

;> oy < By >= (n(p) = m(p,) %

2

- -

& “P1V P2 ”R + 2 1< 2 2 ) °

On définit un algorithme o tel que O (P)(n) = ¢ P,n > pour tous P et
n (n entier naturel). Soit q une gR—Suite. Si on pose Pn = pr1a(n) y

cn a Vn(zh(Pn) = gp(PO)) o Soit. q =:£h(F6)‘° Si m> n., a(m)oﬁ a(n) et

done IiPm§7 Pnl]R + 2" < B s c'est—é—di?e llev7Pnl[< o, < 2?{n+1)°

Comme “E}lv IE.“R est la distance suclidienne entre les vecteuns Pm_ et

3q

, il enirésulte que la suite des

3q

Pn de R Pn est une suite de Cauchy
dans l'espace R gui, muni de la &istance euclidienne est métrigue

complet, Soit!dfq un algorithme de bassage 4 la limite dans cet éspace,

Soit P‘mLZA(pr1o a)o Alors la suite o est GR-fondamentale pour le point

| P . On pose $ (a);=&%

T, O . Alorso\@ est une application

h(pr1° a(o))(Pf1 a) : pp

de 1l'espace des suf&es GR-fondamentales sur IR (doté de 1la relation_,g )
R

dans E¥* telle que V?(&@( GP(P)) = P) ° 5@ est bien une application en

vertu de l'unicité, & égalité pres, dé la limite dans RBq

- On a donc

établi :

Proposition Ja—(ch{16])" o Le 6-uplet <B¥ , I_ , R, o, ,O , %> estun

R

espace ‘topologique gerbé séparable",
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La séparabilité découle de la densité de €0 dans 1'espace ainsi

construit et du caractére énumérable de Gt ,

Dans la suite, on-désignera l'espace qui vient d'étre construit par
' !

2.2. Dans toute la suitfe p désigne un nombre réel avec p >1et £ un

nombre réel positif,

Soit P un polyndme trigonométrique, ﬁlP sa suiﬁg adjointe,, On définit’
des fonctions numér?ques fp et fu’ sur les vecteurs complexes, partout

définies, par

/ f[z] 1/p
'fp([ZD = (;ki | or, (2] | p)» et
{”([g]) = max fpr.[z]”} .

1< 3¢ mfz] Y

]

X+ J
) 1 P
sup |@_(x)] , w  (n,P) = sup {—f Jo_(t)] “at},
x[<n p Z,p : xj¢n £ x + P

On pose cn(P)

‘(@ (n;p). 9 (n;P)

S a,2) = 1 [2)(a,2)) ot P(0,2) =2 (  [a]n,B))'s

kY
Dans la Suite,lla lettre G  désignera un des prédicats suivants

U(f,P) =11 3x (x lim o (P)& x gr)
: n n ),

Si(r,P) =1 Jx (x¥ 1in w

(n9P) X’ X < I')
P \
—>400

£y

Wp(r,P) =13x (x¥ 1im linw - (n,P)& x <r)
f4od—npoo ﬁ’p, :

i

T
Y . 1
N Ix (x° 1lim —__‘[ ) (t)lp it& x (1)
. 2T Jp P <

Bp(r,P)
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[

Np(r,P) 1 9x (x lim Q%p(n,P)2§ X < r)

=>4

Nw(r,P) =11 §x (x lim )?“m(n,P)& x < r)
T>400

o r désigne un nombre rationnel positif,:

On remarque que G est de la forme
¢(r,P) = 01 3x (G1(X,P) & xgr)

ou G1 est défini & partir des formules données ci-dessus.

On 1it que le nombre réel A est une G-norme du polyndme P =i dn a

Gﬂ(h,P) . On remarque que si A, est une G-norme du polyndme P: ét si

17 alors KZ est une Grnorme du polyndme P . Si Kj

. i .
et KZ sont des G-normes du polyndme E}ialors x1=x2 .

KZ est iégal & A

1Y
]
£

peut définir G(r,Pf dans le cas ou on remplace P par une fonction unifor-

© On remarque que si G est un des prédicats U, ’ WP ou Bp , On

mément continue £. La notion de G-norme d'une fonction uniformément continue

se définit de la méme manidre que celle de ' G~norme d'un polyndme trigonomé—

trigque. On peut énoncer :

Lemme 14.,- Soit G wun des prédicats U, Si ’ Wp ou pro On peut construire

ﬁn algorithme CLG_ applicable & tout chiffre complet de fonclion uep.pe
et transformant chaque chiffre complet de fonction u,pop° <f;w,¢>. en un
nombre réel A qui soit une G-norme de la fonction presque périodique uni-
formément continue f, et tel que CLG soit étroitement s-continu envdhaque

13
chiffre complet de ~ fonction wu.p.p.",
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Démonstration, On examine les différents cas i

1e Cas dés prédicats U et Si o Leylcmme 1 montre qu'on peut consiruire

un algorithme CUU applicable & tout chlffre complet < f,m,¢ > de
fonctlon presque périodigque unlformement continue qu 11 transforme en un
réel A . tel quek‘G1(A,f} . Soittﬁ une suite‘de chiffres complets de font=

‘ ot _ ; : .
tions u.p.p. telle que la suite prfﬁf converge étrcitement vers £ . On

pose = pr, 1) (n) . S:. }5'( ) désigne; la suite associde & F ‘&ans 1a
- définition de la convergence etr01te ron peut appllcuer le lemme 10 la
suite~ F( ), Donc, si 6, o= sup IF(1)(X)] , on a
7 xlga

R.m

() Ye Jm Yo (38 & mym Do) - ol <o)

On a CLU (u’em) iim; o . o Donc Ym(m > m ICLU (Cf)-

o n,2m+1 N N, 2me1t

Or, sur l'intervalle. [-N, + N], la suwite F converge uniformément vers . f,
d'aprés la définition de la convergencé'étroita- Par ailleurs, si

o, = Tup }f(x)] , d aprés la construgtlon de F(1) on a
- xl¢n

O"U (<f(ug,:p >) “i'llm CH car‘ Ym (0 =g ,2m) et donc on a

(1)

{ (<f,w,@ >) ~‘c { {€o Donc, comme F converge uniformément vers

f, on en conclut que CLU(< ,w,v >) lim & (Cf ) .
Imnoo

Dans le cas du prédicat Si on rémarque que si f est une fonction
presque périodique uniformément continte, on peut construire un réel M >0

tel que - Vx (]?(x)i § M) 'ét‘

l<ee.
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(2)  Yxx, el )P = [5G | ¢ w2 (%)) - £(x,)]

X+ 4
On pose w (x,f) = 1 J, lf(t)]p dt o La fornction w (.,f) 15t une
£,P £ x _ £,P
fonction presque péricdique uniformément cohtinue puisqu'on tire de (2) b

X, 44

: 1 _
p-1 1 _ .
£) - wﬁ,P(xa,f) [ ¢ M. -'é‘[x | £(8)-1 (b4, =x, )| dt).
1

(3) Vx1x2(lm£’p(x

1?7

Donc, si <f,w,p> est un chiffre complet de la fonction f, on construit

aisément un chiffre complet de la fonetion mz p(o,f) . Par conséquent, on
?

déduit de (3) qu'a partir d'une suite F de chiffres complets de fonctions
UeDPePe telle que prib 33 converge é%roitement vers f, on constriit aisé—

ment une suite Qg de chiffres complets de fonctions UePePo telle gue
, .

pr1o Q£ . converge étroitement vers wg p(o,f) . 81 A désigne un
’l ’

algorithme transformant Cﬁ en Qz p (c'es%—é—dire toute suite de chiffles

complets de fonctions u.p.D. fn en une sulte de chiffres complats des

fenctions b(. £ )), ltalgorithme L  =Q4 s Ov est un algorithme
s, £sP
répondant aux exigences du lemme dans ie ca$ des prédicats sz -

2, Cas du prédicat ”BP » La formule (2) montre qu'en utilisant l'assertion
(3) du lemme 10 et le fait qu'on peuf construire un algorithme transfor-
mant un lchiffre com?let d'une fonction u.pPop. f en un chiffre cdmplet’de
la fonction If[P dui reste une fonction presque périodique uniformémenk
continue, on peut cénstruire un algorithme {LB répondant aux cohditions

| P
du lemme pour le cas du prédicat Bp o

3., Cag du prédicat ‘Wp o On sait qu'on peut construire un réel positif M

tel que Jmx: ([F(1)(x)] $ M) ou F( 1) est associde a F . On a donc
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V‘mx ({Féﬂg(x)ip\( Mp) . Les majorations effectuées au lemme 2 m‘onj;rent

que si L €st un intervalle d'inclusion commun aux }3‘( ) pour. m >;, me

17

et ——&-‘g—i;-{ , grice & la formuie (2), 1a f;ofmule (13 4, ) @evien?t;,
8 M '
P

en reniplagaht lt'intervalle [0, ,EO] nar {x,x + ,eo]

..

> 5iy

(4) me (m)ngm)m :D[ 1f§j ii)(t)l
£

(1)

o D € PLy
_ﬁ.fjx 1%1 (6)]Pas ¢§ vam®) .

®

‘ p |
Donc si ,e :13? et £ ’go q’n ’croﬂve

o x+m}g

(5) me (m s OX’ m>m > } JQF (J(t)

S .
STICRCIETRES

Comme la formule (5) est vraie pour tout x , on a 3

L)

(6) Vnmm,[(m? 0 Zr'ﬁ]‘ m1>,§105*}wm (n, F(T)) (n F(”)l ) .

&

)Z, S 4
D'aprés le point 1 on sait que les nozﬁbrés ﬁzm‘ (n,}s"“)). et w (n,F’IEf))
. : , .

ont une limite (coﬁfstructivement) quand n tend vers 1tinf ini, On noté;

mg,p(FrEx”) et ﬂ.D(inn)) ces iim:ﬂtes ,resvectiv‘efs., On a .
(1) Yon, (> 0% n,> n, 5y, é’)? (F(” )| < §>,
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Comme on le fait ay lemme 2 , on en déduit! par l'intermédiai:e de la
formule (I ; 45 (5)) :

(8) i.epmo V242 (m SR gy > B Ehy Y 4D

ne
) {Fé }) gy
»1;? 2,

o |w

(Fg))[ <€)

(1)

On remarque que pour chaque m, F, ' est une fonction presque périodique

.
t

' ) St : * . ¢
uniformément éontinue, Donc on peut construyire, pour nm fixé, un inter-

valle dlinclusion relatif & Fé*) et -§~-? de sorte que la formule (8)

SpH”
est vraie aussi pou} chaque m , mais alors le ﬁo de la nou#ellé?formqla
dépend de m , Ceci permet de montrer que pour chaque m , la JIinite des

z p(Féi)) lorsque - £ tend vers 1tinfini peut &tre construlte. On vient
b

donc dermontrer qu'pn peutb construiréfmn aligorithme CLW ’ épplicable é
. ; b
tout chiffre complet de fonetion w.P.Ds <L,09,¢> , transformant <f,u$¢>

en un réel A qul soit une Wywnorme‘de f . Si on fait tendre‘zii vers

(1) |
12’ (F2m+1)f et

1'infini dans (8) on obtient }CLW (F}f)l~ w

,_l&,W (<f,w,'q>>) - W£% P é;l))] (1) =f et <f,u,9 > est un
P ) ,

chiffreicompleﬁ &e;,f . Comme au point: 1, la ccnvéfgence uniforme1des E(i)‘_

vers f permet de conclure que ‘Ck,w ((f,a,@})‘lim va Qﬂjm) . Ce qui
P Troo P .

achéve la démonstration du lemme

Corollaire 1,4 "Pour chacun des prédicats G on a /P '11‘§XGA(X,P)V“§;

Démons tration, Pour’ les prédicats U,ssi ' WP et B_ cela résulte du lemme
14 (ét du corollaire du lemme T, Pour les prédicats N_ et R¥ , cela

résulte du 1emmé 13 et de la définition de ces prédicats @,



Tie

Corollaire 2.~ "Pour chacun des prédibats G, on peut construire wn
‘algorithme 64% applicable & tout polyndme rationnel et iransformant les
g ;

N : . X Cot
polynémes rationnels en nombres réels ‘tels que Y@ Gj(CL;(Q),Q) e -

La démonstration résulte de ce qu'on peut construire un algorithme
transformant touyt polyndme rationnel_ Q en un chiffre complet de la fonction

@Q'(voir paragraphe;?)a‘

On définit des topologies sur l'espace des polyhdmes trigcnométriqués‘

3 1'aide des prédicats G de la fagon suivante 3

On désigne par I l'ensemble deégcoaples‘de la forme < P,r ¥ ol TP
est un polyndme trigonométrique et r un rhtionnel positif, On définit une
- P ) « I1 est claér-
1 10

partie G° de I xE par <K Po;ro > e 6= G(rb, P
est une partie fiddle de B

S o *
que pour out < ?,§ >el (G )<P?r>'

On conviendra de noter '(G‘)r les voisinages de 1'origine (G‘)<O‘r>
: 0 | , é

o
Les voisinages, de l'origine vérifient les axiomes d'une base de topologie .

d'un espace vectoriel topologique congiructif localement convexe (cf,[Bﬁ]) :

(1) : v 31%“’12 P, & Pe(el), o sz e (@)

(1) y::;‘,‘i'z Yoy YRR € (@) o P ¢ (¢ ):r;z« Pé (G‘)I}zi

(ﬁﬂk WPFé§§U§H}%f#1%?£(§%w; %e@gg‘ﬁ
K3

(v) Ve Pl (xbo8 xpc ("))



¢ (@), > p +P,¢ (¢

o

(v) V?ﬁ"z VPFZ(Px ¢ (G..)rg & f}Pz )

) o

1
L’%xiome (iv),-appelé‘axiome d‘ébscrpéion est équivalent & la formule

VP*rxkax (G1(X,P));, Ilfést-donc‘vérifié'en vertu du corollaire 1 du

lemme 14, La vérification des axiomes (i1), (1ii) et (v) en déconle

aussitﬁ%. L'axiome Ki) n'est autre ghose que la fidélité des - voisinages,

Comme VPiPZr <P2 é (Gf)<P},r> E‘Pg ;LP1€ :G‘)r).,.on vérifie que;l'eépace

< By < I;G 5> est un espacé topolog&@ue aﬁ sens défini plus haufl On ncﬁera

cet espace 'Eé °~On;remaiQue sans difficulté que cet espace topoloéiqug

étant un espaée'vedforiel tppologiquefvlocaiement convexe, il est égglement

un espade uniforme constructif,
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3, Bspaces constructifs de fonctions presgue-périodigues

: les esuaces 3oﬂo
¥ i

on établit sans-difficulté qu'aucun des espaces EG n'est complet au

py

sens du paragrarhe 3. du'éhapitre;I o Cénsidérons en effet la suite'des
' N
polyndmes Pn

:;;— £ 1 ., On pose HN = ngo Pn . Pour chacun des prédicats
G, ona G(—-lﬁ- , Pﬁ) et donc la suite i est une suite de Cauchy
T+n ‘ '

de pointé de 1l'espace uniforme EG o Soit alors P(1)

un polynéme propre et
soient A, yooos A

ses fréquences. Soit A\ un nombre réel tel que

s

jms(k = xj fo # Kj):o Alors la'sulte‘des nombres ﬁqz(éix-k @?(1)) converge

vers un nombre noté 7“11®11 A Yo (ef, paragravhe 4 du chapitre 1),
- ? + i ¢ v

Il est clair que ,WL(@1T‘N @P (1)-) £0= }43 (1¢ 3 $a & A= Kj) . I

EG‘ Qe‘l;

est alors clair que si P est un polyndme propré, limite dans
s ), Or un polynéme n'a qu'un
1+n ' '

sulte Hn , On a ,yp Qﬂl(®1$~n ?P)fz-

nombre fihi de fréquehces. Comme tout polyndme ne peut pas ne pas avoir de

n'a pas de limite dans E

po;ynéme propre qui lui soit égal_dans‘,g y 11 en résulte que la suite ‘Bﬁ
e

..
..

Par ailleurs on g

Lemme 150* ® Pour chacun des prédicats G , l'espafe tbpoxogique: EG
est T'=séparé %,

Démonstration, D'aprgs les rematiques fajites éuAparagraphe 3 du chapitre'l,
illﬁuffit de montrer @ YP (P F0= Vr(? € (G')r)) . L'implication de gauche
3 droite est évidente, Suppoéons Vr(p E;(G')r)~, Soit II un polyndme propre

égal & P dans B 'ﬂpour lequel on puisse construire une base régulitre
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du groupe engendré par ses fréquences, On peut donc, G étant fixé, cons~-
trpire une Genorme A. du polynbme P , D'aprés l'hypothése on a done

GT(O,P) . Pour les prédicats N et Np s 11 en résulte que 1II = 010

et donc que P 5 0 o Pour le prédicat U , on retombe sur la définition de

= , Donc, pour le prédicat Si, il résulte que la fonction W, 5 (o,P) west
B ' ’

identiquement nulle, 8i on suppose ’}(P;= 0) , en vertu du principe dn

-

choix constru¢tif, on peut construire un réel X tel que @P(xo) % 0.
Toujours en vértu du principe du choix constructif, du fait que la pro-
priété x>0 est algorimhmiquement,vérifiable sur les nombres réels

(cf. [35]), on peut construire un réei posﬁtiﬁjiel que dép(xo)[ N é R
Comme II est presque périodique, on peut construire un intervalle d'inclu—
sion I relatif & o et /2 , et un peut supposer L >']x0] o Donc

g - presque période
de @ , %, , telle que (3 k+1) L é g < (% +2)L Si on pose

pour tout entier relatif k op peut construire une

. . .
yk =xo + ck , ON & ZkL < yk 4 3(k+1)L et I@n(yk)[ > 3 e Par ailleurs,

1

@n est_unifo%mément continue. On peut donc construire un réel o > O tel

que

¥y - v | g a2 Jo () - @I}(yk)[_' ¢ -ff ) dtou

Vyyk([y - ykl RS a D l@n(y)l > § ) » 81 g est fixé,on a

Y L Y0+£
[ e (¢)Fat =ff: lo_(t)P at 5 (g)f’ mina,2) o D'olr
Yo y P
ho]

D .
W, (y ,P) >, ~E min(a,l) > 0 o Donc, dans le cas du prédicat Sp ’ on
£yp 70 4Pz ' £ :

déduit,:comme’ II ne peut pas ne pas &tre construit,

1(P=0)>77 Jr e'(s§°)r) = (e (s2).)
B - , ‘ : o A
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B

or, le prédicat 5, est aéfini par ude formule équivalefite & sa double

, ‘ ' . | -
négation, d'ou W(P = 0)> 7 Ve (Pe (Si )r)o Donc comme P = O
R | \ : . ; B

est défini par une formule normale (équivalente & sa double négation), on

a établit le lemme dans ce cas, Dans &e caévdes,prédicatsv W et B,

) ‘ . ‘ _ P
'si on prend g ~3mL s On remarque que w}m& p{x,P). >, 2%5% 2a fgz i
P :
c?est—é~dire @w3mL,§( x,P) z,-—§ > 0% De la méme fagon
. § 204
1 3mL ( P : o) ; _ '((xep ) L
Zo ~iji®§ t I dt > ~——§ I1 en résulte TG ;5;??P - avet

G=W_ ou ‘Bp o Donc, comme II ne peut pas ne pas étre construit,

P = 0) D 17 ar 3‘1‘(13‘ € (G'%;) o Comme dans le caé‘de ES? , le prédicat
z

G est défini par une formule normale, D'ol le résultat 3 Yr(P G‘gG )fﬁ:

On désignera pér, o

o , construit

le PR - complété de l’espabe};EG
comme dans [14] o On utilisera la lettre X , éventuellement indeXée;‘pOur
represenjer les points de l'espace EG;. On:rappelie*queéles po?ntg @é ﬁ;
sont les FR~ construits de B, ,‘ c'eétnéraire,que K est un mot de la

forme ;:°ELQ¥1 3¢ €qa,3 ou o, est'ﬁneksuité deinlynémes trigonOmén"

trigque et CL2 une suite d'entiers téls que &
.'; - : _n 4 i _ t
Vn mmi(m Zjlz(n) o a2 ,CL?(m + mz) CLx(m)),)‘,

Suivant les notatiods de [5} , on desfgnera par K l'algorlthme QV
par K 1 algorlthmeﬁahz et on posera K(K (n +1));, La relation d,ega-

1ité sur B est définie par :
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K=k, = frInfn (m 3 n > 6(r,K, (m) - K, m)) ).

It

On pose :‘GJ((r,K} }K‘} m (K1 aK & ‘f/k(k >m. D G(I‘,&(k)))) » On

définit comme précédemment <<K1, r>, K €6 =ax(r,x, - K1) ‘en

2 2

trénant ¢ette fois comme ensemble d'indices 1l'ensemble des couplés < ‘K,‘i' >
On vérifie aisément que les voisinages de zéro dans Eé 5 (G?')r vérifient
les propriétés (i) - {v) dénoncées au paragraphe 2 pour les ensembles

; . I L -n "~
(G’ )r « On remarque d'autre part, que VKr(G*(r,K) ~:’=Vn@(r +2 n’ Kn)) °
; ! PP ' T e . ;
En effet, par définition de X , on 4 V nm G{2 ' Kn - Km) d%ou, par

-t~ ‘ ,
définition de G¥, Vn G*(2 o §, Kn‘ = X) ., On vérifie sans peine que

, - . .y . .
Vr1r21‘§1}£2 (G (r,‘? K1) X G (r2 , Kz) D (r*\(l‘{" r2 + K +_I§2 )). Donp on

1
8 . . - A . .
a: 64z, k) D ¥ne (r+27 , k), piisque (cf.[14]) le prédicat ox

i 5 ‘ P N ) ) - o o
est équivalent & G "sur E. . On suppdse maintenant Vn(}(r + 2 n ,Kn} -

G
Soit alors K, défini par K,(n) = ==K et K.{n)=n+D ob D egt
1 : 1 - I 1 I
Aand r+2 f
o ages s ‘ D r+d ' s ., :
un entietr défini par 2 > -5~ o Alors K1€ EX . On vérifie aisément que
r v -
) i . . » A ) ] . .
K, =K' o K'(n) =X et K'(n) £n . Gomme X' = K » K, =K% ‘et én

@*(z,K) . I1 en résulte

1t

outre f/n;G(r,}\IEL(n)) . D'ou‘ Yn 6z 2 » K )
éen particulier!que G* est équivalente & sa double négationo On utilisera

par la suite ces remarques sans réf érerﬁce,
D'aprés [31] on sait que 1'espace topologique Ef est un espace
'véctorieél topologiqué localement convexe T'-séparé, qui, . 'en tant qu’éspyce

; miforme,-.ést complet, EG est dense dans Eé et pour tous P et .r .on a

| ¢*(r,P) = a(r,P) (ef. ci-dessus), On sait d'aprés [33] qu'on peut doter

Eé ‘d‘une;structure;‘d'espéce’ t@polbgique gerbé définissant une topologid
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équivalente & la topologie initiale,

Prenons pour ‘I 1'ensemble des:'couplés < P,r > (p polynéme trigo~

nométrique, I noﬁbre rationnel positif),'On pose ¢

(8,= PX K K %

. { L5 : . o=
<< P,r > 3+ K) € G -——3}{1000 Knr1ohoirn~ ,‘G n G

1

o L
orgeetr v A Pl gign- 1206 k) =k ).
: e W A=

x » - .y - 0 “x 0 " - N
On d&finit une relation de succession indiciaire Oy par :
) ' ;

it

I ‘ S | - 2 P o
4 Pf“ 2 GG <P2 : TZ > = ]H‘}ooo Hnrﬁeoo I’n“1 (H1£ ‘91 X/Hn P2 gr

nj))); .

¥ s 0 » ! l - p i ] ‘ hd : ! ¢ x
Titees # T 1< Ty T ri%\y’.}(? Igm=-1i3 G(rj P I

. . s ‘r .~ ) -l e R oA . ) 2w i
On pose ﬂ(&j(n) = g Kn+1 y 2 > . Boit q une o; = suite d'éléments, -

de I . On note g, un algorithme tel que ’Vgﬁga(n)4g gﬁﬁ(prz‘o %) (m) k 2~n})

On peut construire un algorithme transformapt toute %

-~ suite g, en ‘ga o
On pose &i(a)i £ PﬁTo a3d EgdB o On a alors, si SﬁG désignefl‘espéée

-
*

des TFR-construits @e) EG doté de la relation =
G

Proposition 2, " Le 6-uplet <X e ,‘I, e ’ GG , O, B> rest un -

espace tppologique gerbé dont la topoldgie‘ést équivaiente a celle de lfespace

'DémonstratiOHO (cf, [24]).. La seule chose & démontrer est quelé6‘4e3t une -
applicaticn de l’eSpéce des suites ggéfondamehtales dans ggé‘i telle que
;yk;(;ﬁ;(éf'(x)) = K2~,  On remarque tout d'abord que si o est une suite
. G i LS

cb‘- fondamentalei,lé suite or, 0 « 4conVerge»~verSk 0 . Si « eSﬁ'une..qji
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suite telle que pré 0 o converge vers 0 , alors l’élgérithme gaf est

applicable & tout entier n et est uﬁ‘régugateur de convergence de la siite
pr, 0 o« Alors o est bien une suite oc—;fondamentale ponrlle point

‘ig(a> . Par définition, (~(X) est une suite - fondaméntalezﬁogr le

point K et (k) est aussi une Sui&é gé«fohdamentale:pour HEK)) .
Comme ‘Qprgo ﬁp)(K} converge verslie point K et qué; Eé‘ étant
Ttegéparé, il y a unicité de la limite, & égalité preés, dans Eé , on a donc

bl (K) P K . D'oh le résultat annoncé @,

Dans la suite, on désignera par Z’G 1'espace topologique gerbé

- g .
<3’(}G, I,G' ’ O.G.TV’,& ,£> o
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CHAPITRE IV,

PROPRIETES DES ESPACES CONSTRUCTIF$ DE FONCTIONS

PRESQUE~PERIODIQUES,

1. Comparaison entﬁe les topologies des espaces XOG o

On établit tout 4'abord un lemme de comparaison entre les topologieé

&s espaces B

G

Lemme 16,~= "Pour tous réels £ et D , 1>0 et p>1 on a 3

(1) Yer (v, (x,2) 2 U(r,2) 2 85, 2) 5 W (2,2) 2 B_(z,2) 2 1_(r,P).).

[

Pour tous Py P, réels avec 1¢ p1< P, on.a:

P2 P1 , .
(2) yeel(s” (z,2) 2 s, (r,P))&(wP;(r,P): wpi(r,P))a X

(r,P) DNPZ (r,P)))

& (Bp2(r,1?) = Bp1(r,P)) X (NP1

Démons tration. Soidnt r wun rationnel positif et P wun polyndme! trigono-
métrique, Comme G '@ est équivalente & sa double négation, on peut supposer
que l'on peut construire une base réguiiére du groupe -engendré par'les

fréquenées de P ef que P est propfe. Soit P'z'a11 k1*..q * agr Kq‘°
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: q . . ;
Soit M;: E .[akl » Alors %/x([@P(x)l RS M), et , comme P est Propre,

M est une N1— norme de P , Donc ‘Vpr(N1(r,P):D U(zr,P)) » Soit A
une U-norme de P , que l'on peut construire d'aprées le lemme 1, Pour

et p fixés, £>0 et p>1.0na Vx([wz P(x,P)! < xY) et donc
) . / ,

Yor(o(r,P) o Si(r,Pﬁ) . S1 A' est une Si - norme de P on a

X+0.4 e x+(k+1) 2
- 1 : P 1 1 D
Yo(w (m,P) ¢ AMP) L Mais == f 1o (¢)]" dat == = —j lo_(£)F at,
A ni oy e fe Fdyadt

X+ng ;
1 ' £\ P . ) s e
Donc ﬁ} .[X ]@p@t)[ at 5 wz’p(m +nnO,P) si ]x]~5 m et no vBrifie

j
' P . . .
AR no . Donc anfp(m’P>“$ w (m +\nno,E) é A o« Donc si on fait

£,p
‘ _ uis n »
tendre m et n vers 1l'infini, d'abord m;lﬁon'trouve Jue sl pu est une

W%r norme de P , QP < Y, Done, {pr (Sier,P)ID Wp(r,?)) . on a par

ailleurs l— J‘ ]@F(t)pdt < W (n,P) queique soient n et T . Donc &i-
2T p P N T,p X - S

est une wp—norme de P , par passagé & la’'limite sur T on obtient que-si

B est une Bp—norme de P , By Y p'y d'ol VPr(Wﬁ(r,P) :)Bp(r,?)) o

D'ou les quatre premiéres inclusions de (1) . La formule (2) résulte»dé ce
que. si 1 < p1 < pé on a :

*o p, 1/
VX1X2(X1 <X =2 (E“é“ f l@p(t‘)’ lat) g <
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| e p;z‘i/p2 ERES /2y
sz,,. zq(( kiq ,1‘2'];:} ) e (L«E. {zk] ) ) avec Zyreess 2y

complexes, quel que soit g . On termihe la démonstration de (’i)

‘ areeo
montrant yPr (B (r P) DN (r P)) . Comme P a ses. frecuencesjon a pour

U I (4)]4 (T "ﬁg"‘-z’t» (+) ~» |
tout } p— ] % R gp— k T l Ot
out T Y0 7 J'...T |@ Idt f le @p t)] at ol ,}‘j est

une des fréguences dé P . Soit donc p uné B

i~ norme de P . On a don¢

f ' - \ 1 ("T,""i?\v._ﬁ -
7 f !%(ﬁ)f at 3 ¥.§§‘}_T ° E é?(»t)'&tii =

-

J { 1(?\};% )t] I 1 ; ,‘Siﬂ(?ik‘*j)'f l L
2‘ e Y'at] = e, + T @, ——qoommedes |,

37 J L9 '," . % % oo

oy 3 ids (Ak?\a:f_

, B ; s:m(h “A.. )’I‘ N _
car k ;é j oA 1J= ?\. o Comme O 13.111 --—--—-—-~Q-- pour k£ j, ona
| kY o e (g

done > lajl . D'ol V‘pr(Bﬁ(r,P):)}\l;d(r,P)) . Ce qui achdve la démonstra-
; 0

tion du lemme O

,Considérons;f(}‘ et G deux prédicats G tel que

() Yere'e,m) 2 Ee,p))

Soa.t K ¢ )’0 K est un regulateur de convergence de K;« par rapport au

prédicat ¢! , Dais aussi par rapport au prédicat e d'ép“r‘e's (3)0: Donb

K €ﬁ2 » Donc le support de X 1 est contenu dans celui de }(’)2 o
| ’ 4 e R | 3

Par ailleurs, de (3) on tire également Kf1 = Ké = Ki = K d'od il
S



résulte que 1'identité est une application dé X

dans | 3{2 » Dlaprés’
G : k

? ¢

(3) e'est une applidation continue de 50 1 dans 'jzz . De ce fait, on
. “ |

a. )ﬂ 1‘C?5y2 o On remarque que cetté relation est trahsitivé, ce qui, en
G G

‘vertu du lemme 16 , permet d'énoncer @

Propasition’ 3o« "On a les relations su;vantes»:

W Wy s c;—«g/%a h, oh h ) X

[

s (Fys fy s f))

. pP ®. T
() ¢p <mo( 52 sPshx &, P, s
) ' P2 : pi'

s P M.
P

2P, s ) )&,
R | PP

Py
Par la suite, on.utilisera égalemert le'lemme suivant :

‘Lemme f7°-';"0n peut donstruire une suite C de nombres réels posiﬁifs
tels que l'on ait : pour tout polyndme trigonométrique P dont les fréquences
sont, avec le nombre 1 linéairement indé%endantes sur les rationnels, si

X, 1 Xys x2 désigneﬁt respectivement des Bz-norme, - B, =norme et

2m

- V‘ A 5 ‘ = ;é =~ 4
’w2m ncrme.du polynome P, alors ;x1 X2;$ Cm xb (m > 1)'¢

Démonstration, D'aprés l'hypothdse faite sur les fréquences'dﬁ‘polynéme Py

il est clair que 1'on peut construire des nombres xo s x1~, X5 quiféoiént,'

res§ect1vement,,des’ §é~norme, ‘BZm-ngrmé et Ngm—norme duipolynome P,
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m étant un entier naturel positif. Soit P)= a7 A Foee¥ @, T AL

i q q
Alors |& (“E){ = I Ieck‘ + I O & e s On pose
? k=1 k=1, 32 k4]

q ,
X 2 4 ~ a . . : s .
B = z{ak! et Bk:akaj,%sz)\k-}\j‘_pour:k#;;‘o Dol 3

k=1
2m _ }{J m"‘h
I§?(t)i =z h’Tm*h7‘ kga Py © /
s s . i —_— e ‘ ] ‘t‘ " + ' — * o * I ; ‘
Désignons par s it g\g=1-uplet d entiers naturels s 32’1 ‘831 83,2

‘*._.. *s 1,<que 1fon notera s=‘k§j Sléj étant‘ 'entzendu'que k et J

9,9~
. i = ! -
varient entre 1 et g . On posera .s ki ,s - Skg et
ﬁ}
s Sk L . -
87 = 1 By avec la convention s 0:‘3 Vz(z -1|) ou z

k£ |
désigne un nombre coplexe, On désigne: 'par. v un  g-uplet d‘entieirs naturels

s

jr = v1*°;. * vq ; qu§ yl‘on no‘cexfay. ‘v '§ ; vk‘ avec k = f;fno,q » On 'posera
vl = i ]vk , v 1 =11;1v1§‘g et a’ ‘= z icxkl . On notera (s,p) xk:zb%{:} e
ot s “‘::kzj' skj et ==k:j' Mes (on d{éfinit é.iSémenfc kﬁ,}pk ) et (v,x)g =
=}§ M vg' o v;:.z&; v, et A= ; A + On a alors :

(6) e, Ol 5 Lm___gn 8° SE:Elim ei(sfu)?_ .

O

k=¢ h!(m-h)! |5|= m-n

la fonctlan
Si f est une fonctlon presque perlodmue, soit f__/ def:.nle par
Vx(f(x) =f(-x)) o Ti est pres‘que-pério‘dique. ‘On écrira T ”"x“(mod/WL)'

chaque fois que x =4 (f +f) (cf. lemme 2), ce qui équiwé.ut‘ a

T ,
x lim -2-§f £(t) dt; I1 est clair que si f1 et f2 sont presque=périodi=~
trpoo -7 ~ o

q&es ainsi que f1+f~f2 et si :E’a ~ ‘xj‘(mdd "le) (3 ‘31;2),‘-‘3101'3
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f1+f2 -~ x1 +x2(mod Jﬂ), BEn raison des hypothéses faites toute somme

partielle des termes de la somme (6) est presque périodique, En effet,

(S,p) =X s, . . =L 8 .( - A.)o Si on pose w,_= % (s . = 8 ') on a
. ki M . Me k.7 Yk X/
iy 0 gy ’ #x

(s,u) =(w,n) oW W=7* w_, La discrétude rationnelle des k1,o..; A

*
k k q

implique donc celle des fréquences de toute somme partielle de (6)° Comme
les kﬁ sont linéairement indépendants sur les rationnels et non nuls,
(s,p) = 0 EVk(LS k g qDWk =O) o So0it xs un réel tel que

el(s’p')t ~ xs(mod ﬂﬂ\) (un tel nombre est réalisable)o Alors

(xs =1=(s,u) =0) % (xs =0 =(s,p) +O); Eu vertu de (6) on a done :

(7) l@p(ﬁ)!?m ~ hni ET%:;:ITJ' B by iﬁi‘l' Bsxs (mod /TYL) o
=0

On remarque que si W, = 1 (mod 2) pour un des indices 1900034 alors
I :

(W,x) # 0, c'ést-a-dire (s,u) % 0 , et donc Xs =0 , Donc,'dans (7) on ne

tiendra compte que des termes & pour lesquels yk(wk = O-(mod 2)), qu'lon

appellera mul ti-entiers pairs. On remarque aussi, que

Sy q wﬁ1) (
3 N 1)
8] = 01 (Jo_Jjas]) =1 Ja] o w'''=3% (s, :+s..), et
ki3 % ey |k VAR S
que wé1) = Wk (mod 2) car 1= 1(mod 2)° Comme on suppose s pair, on
peut écrire wﬁi)= 2v§s) ou Wgs) est un entier nafurel, D'ou
o _v®) | (s) (s) N
[5 [ =a pour- s pair, et v o= *. Ve o Comme par définition de
K :

X, l@P(t)jzm ~ &?m(mod/ﬂL), on a's
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m ‘ *(s)
; m! h (m~h)! v
(8) 132 oo RES L % e
i ! h=0 h Tm h7 ° ls‘:mmh sl
‘ s pair
S-S O
On remarque - que T w T %Qi + s ) = 2|s | .
k=t Tk g;ék
D'al Iv(s)l‘ﬁ [s] o On considére maintenant v fixé avec |v|] =m - h,v

é¢tant un g-uplet d'entiers naturels. On cherche un madorant du nombre

(s)

de multi-entiers s. tels que v = v , Soient Gyroces cp les Si3 . non

wls de s . Soit Yzlyaec, i, 1a réunion des indices figurant dans les :kj

pour chacun des 65?' Soit s!' un autre multi«entier, c;,;.;, qﬁ,‘F et

3V yeeey J° al définis comme pour s. Si l'ensemble Gasevss j diffé;e'
1 ‘ . (s) L e
de l’ensemblel 31,..,, 3t ot alors a ;cantient,un lak [ gue he conﬁient
e | R | | .

pas a l . Par ailleurs, m - h se décompose, & 1l'ordre prés des termes
fixé, pér.exemple, par la condition n, ;}nz % +v+ , en au plus

(z-n) (m=n=1) | ,
2 2 sommes de m~h eniiers naturels qu'on appellera décomposi-.

(s)

tions canonigues. $oit 8 tel que Vv = v , Aux eniiers Oyreess gp

correspond une sedle~dé¢omposition canoniques 61,..., c -~ définissent

. . i R : o - 1 . ) ) o
~ l'ensemble d'indices - 31 yosey ju o I1 y a au plus (2£§,§ll_ eqsemblesf

' : (mrh)I o

d'indices doubles k

diese KO3 dént la réunion des indices soit,
11 PP o . ‘ '

aiioo‘,fju o Four un tel ensemble d’indices;doubies ktj1 g., kPjP
il vy a au plus = p! @ermuﬁatiéng pbésibies

des Girevss dp . Comme p & m~h , on a. donc au plus:
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(m=h >(m-h-n

%égi%ll 2 multi~entiers s pairs tels que v(s) =V, ou v

est un, q~upiet dtentiers naturels donnés.: Par ailleurs, pour tous s et v

4

avec %sf = kIvI =m-h, ona s‘ < (m - h)! ., D'ou
mgé?zi < (m= n)t ﬁgf22' + De (8) on tire donc
o ({ﬂ:ll_)..(,?.‘i{l:.%l
! - - -n))! v
SECICE: o h)-(fzh)-<?§fh§?) s -
. h=o o 1 "’"‘m—h '
n (o) : ( . {m-n) (n-p-1)
h b )} ! v ‘ m! {(2{m=h) }!
= X d B I =yt avec d it Semprvia t e °
heo | DR O;I } . h,m h!  (m-h
o (m-n)! v  mh ‘ ) em %\ om
Comme - § Smgpira =@, omobtient x ¢ (3% ‘dh,mi B, °
fvfm—h ‘ ' h=0
’ 2
n
. o "‘*2‘ . n - : o
Or B = x‘(cf.[16]) et (om!)2 est on majorant de I d «D'olt en
‘ o o] o o M , h=0 h,m .

prenant par exemple C, z((2m)§)2m 2.0, ga construction d'une suite de réels

tels que x,¢ C.% (m 3 1)e

. . ) : b - L
Il reste & montrer que X, =X, o 'D'aprés (6) et 17), l@p(t)12m~=

2m . iw

= X, + I cj e jF avec . 0 #0 , j parcourant un nombre fini:d‘indices;
N :; N ' V . . )
X4 ‘ L . Iw. b
; : ‘ iwsx iy

' 1 ! 2m  2m 37 ©.
11 v1egt ~ jj; Iii(t){ = x1‘\ + g cje’ Y <
4 xzm + b c [ — . Les Ic;[ sont bornés et les !m}l bornés’

1 \ 3 a I T . Jz J .

1nfer1eurement par une constante p081i1ve. Donc pour chaque n
21

W,e,.?m(n’P) \< _'x'_1 ¥ .'.é T;_T . Comme X2 ’ est une Wz ~norme &e‘ P,

qui esh réalisable en vertu des hypotidses faites sur P, par passage & 1la

limite sur n , puis sur £, on trouve x%m < x% .. D'apres le
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lemme 16, Xx,{ X. o D'ou x =X, , Ce qui acheéve la démonstration

Y 2s 1

du lemme R o
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2. Propridtés communes des espaces 60

G°

Théoreme 4.~ "Pour chacun des prédicats G , l'espace 3u a ‘est non-séparable

et suffisamment non séparable ",

Démons%ratiohw}}'avpr‘es le lemme 16, paur chacun des prédicats G ona S

(1) Yer(ele,p) > 1 (x,2)).

Soit % une sui’cei d'éléments de pr . On peut construire un rée}f . ‘tel '
que A. soit distinct de toutes les fréquences de chacun des polynﬁmes‘

9’6 (k) (c£+[5]). On pose X =11\ o Soit ¥ (k) = a,t A ¥oeo¥a 1A o Alors
n 1L, 1 1 a7 q
0 (k) = K = a,7h,%oeo *a_thq *= 19A « A est distinct de chacun des A ..

8i P est un polyndme & fréquemes séparéeés égal 2 %n(k) dans B, ses
fréquences figuremt parmi les A, . Il en résulte —N (}- ,3(» (x)-x) d’*oiz,

: ' it 0’2 ='pn ;

. N - 1 . . . . .

d'apreé? (1) ' ank 1 G('é' ,3(, (k) - K)., Si on fixe n et si on fait ftendre

k¥ wvers l'infini on en déduit 7 G*(l ' '%n - X) . D'ou la premidre asgertion.
Si on gonsidére maintenant la famille K?\ définie ) ?ar »KA = 17N 5 comnfi'e on a

N (2 » Ky »K}"é) si MF A, » dapres (1), onadone Af A, D

1

A 3

p *;-G(-;- y K. =K ) . D'ou le théorémé- L

Corollé}ire ‘!;B Pour chacun des prédicats G , 1'espace ‘32 n'est pas
métrisable”,

Cé corollaire découle immédiatement du lemme 8 °

Corollaire 2,= " Péur éhacun des prédficats G, la topologie de ‘l'espac"eﬁ

30(} n'est ni M-mdjorée, ni M-régulitre ",
= i,
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1

Démonstration, Soit K un point de ” et (G“) . un voisinage de base
G {P,r>

de K. Suppoéons la topologie de f; M-majorée, On peut alors construire
une partie d'appul Q? de X/(}) s telle que K € ﬁ? X VKT(K1€ l? o

o K1€ (¢9) ). D'aprés le prinipe de prise, on peut construire un

<P,y
. . B vy ) . A 3
entier n tel que Kn € kj/., Donc on peut construire un polyndme P tl que

P €°<'j .: On remarque sans difficulté que

@ I ERAB

27 Fyz B,

Donc (,3 N B es‘d:‘ une partie fiddle ide E!R o Donc,~ en vertu du principe
- de prise (E ) est un espace ﬁopologzque gez;-be dtaprés la proposition 1),
on peut construire un polynéme ratlor&ﬁel Q ; tel que Qi€ Q;/ o Donc Eo

est dense dans \ij ° Ce qul contredlt le theoreme 4, D’ou le corollalre »c’

On peut obtenir ce corollaire corﬁme conséquence dub iemn;é 9 et du %héd-—-' :

réme suivant.

L g , : ; va
Théorsme 5.-  "Pour chacun des prédicats: G , 1'espace ,/)G est un

~espace localement vaguenant séparable',

Démonstrationi, D'aprés la définition; il suffit de se placer dans un

a . . . .
élément (G ) P> ou P est unppolyndme trigonoméirique et r un
) , . Lo . . : . -

&

rationr{él positifa Désignons par v“}.l'ensemble Eon(c®)

! KP,r>

D‘apréé (2) et le lemme 15 on a :

(5)  Vep, (7 = P, ® P,

Donc J(? est une partie fiddle de ,{E*, On notera /ﬂ?i l‘*esp‘ace ¢ 5[(1“'3 S e
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On désigne par 9{’1 1l'espace tgpologique gerbé dont la structure topologique

gerbé est induite par celle de ER , puisqu'on obtient un espace topologiyue

gerbé en prenant uné partie fiddle de cet espace (cf.[32]). On désigne par
€ 1'ensemble des mSAts' de la forme P *Q ou G E€E° tels gque

. .
PxQe( )V<P,r>

forme PxQ avec OL‘(Q) <1 (cf, le corollaire 2 du lemné {4 pour

.11 est clair que €  ést 1'ensemble des mots de la.

la définition de a ). Comme €0© est énumérable, & 1l'est aussi. On ddsigne
par ¥ 1‘identité, sur f(} « D'apres (3) ctest une application de ,%1

dans- ((_}n) o Comme les polyndmes trigonométriques sont denses dans

{P,r>
’ b \y()(— )  est dense dans (G°)<P v Il reste & montrer que la topo=-
i tx) ) .

logie de- )&7 est vaguement abserbée, idans. son fondement, par la topologie

de fG , relativement & & . En'effe‘c%,‘; s0it P1 € 3&1 . D'aprés la définition
‘de  G°, on peut construire r, avec r<r , tel que P.€ (¢P) o

; 1 1 M <P,r1> :
Si on suppose ciu'on peut construire une base régulidre du groupe engendré par

les fréquences de P,~ P, on peut cons'truire une suite QQ de polyndémes

[

rationnels tels que la suite CQ converge vers P 1~ P dans }3fR et

telle que% pour tout réel A qui soit une G-norme de P1-‘ P, on ait

A lim qz}(@n) . Une telle suite est donnée par la sui’cei‘- CQ construite

au corollaire 1 du lemme 12, dans le cas des prédicats U,S};, ‘ Wp et

‘Bp : ‘d.'aprés‘ ce corollaire, la suite cA) converge vers Pﬁ“ P dans }{'}lR

et vérifie une certaine propriété d'égale presque~périodicité relative,
Or, comme la convergepce de eé? vers. PT- P dans - ER impiique la cbnvergence

de %Q vers §P‘~-“-}? uniformément isur tout'i’ntervalle’ [»m,fm.] la
n - 11

suite des fonctions s e Pe @,/9 : Conv;ergé étroitement vers la fonction
Ay

U Po . V@Pf - P w11 résul_te du corollaire 2 du lemme 12 : que

kY
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A lim OO é(J?IJ » Dans le cas des prédicats Np et N ,on utilise
>0 o

P1—P
la suite sz ' et la démonstration du lemme 13 montre que

x-liKICLé(%QL) . On a donec IR r1 done A {r ., Donc, on peut construire
N-xpoo

. | | 1 | : :
un entier n, tel que Yn(n 3 n, :)OVG(“§Q) < r) . Donc, si on p?ut

construire une base régulidre du grouge engendré par les fréquences; de P1~ P,

on peut construire une suite @ d'éléments de & , les mots P*faég pour
n 3 n1 telle que !@(n) converge vers P+ (P1- P) dans %R R
P +(P1— P) étant égal & P dans E , donc dans 7{2 o Comme on ne peut pas

ne pas construire une base réguliére du groupe engendré par les fréguences
: ‘ i

de P1- f’ , on ne peut ne pas construire.la suite @ , d*ou le théoréme &,

Gorollaire.,~ "Pour chacun des prédicéﬁs G on a : toute application de‘XZ
dans un espace topologique M~régulier est continue en chéque pointjoh elle

est définie",

On établiia, au paragraphe 4 , comme corollaire d'une propriété du pré;

dicat N, et du lemme 16 quevtous les espaces E

1 sont 7 T=séparés,

G

On a également,

Proposition 4.- (cfﬁ [24])“ o On peut construire une forme linéaire f sur

E. qui admette une discontinuité constructive en 0 pour chaque espace

n
E o °

Démonstration. L'exemple de la fonction donnée ci-dessous est dfi & -

2

V. P, Tchéernov : Soif P =0, T )\1* 000 ¥ aq—; >‘q » On pose

g

¢(P) sz1 hkak o ¢ est une application sur B et ¢'est une forme
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linéaire. En effet, YP(¢(P) = @é(o)) . Soit B 1la suite de polyndmes

e 2 1 y- 1 :
trigonometriques ’t,/n(ﬁn =T n +1). Pour tout G, nel est une
G-norme de B, et, par ailleurs, Vn(@(ﬁn) =1)s Dol 1'assertion L

Corollaire.~ ' * Pour chagque espace. EG on peut construire une fonction nu-

mérique qui n'admet pas de prolongement & f; ",
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%« Propriétés des espaces EDB 5 {QW s ‘7{; (p > 1) et fN e
P r - P oo

Dans tout ce paragraphe G désigne un des prédicats suivants :

Bp(p;jw), Wy {p 3 1), Np(p>1) et N_ .

3, 1. Densité des parties d'appul non vides'dans )AG .

On a en effet le théo‘réme suivant

Théortme 6,— ™foute partie d'appui on vié;.e de DbG s pour G = Bp (p > 1),

WP ‘(p > 1) ’ Np (p > 1), N& , est (iense‘ dans 256(;

Démonstration, Si on consideére G‘l et G2 deux prédicats G pour les

i

valeurs de G  admises dans ce paragraphe avec VPr(G%r,P) o Gz(r,P))i, o

d'aprés la proposition 3 on a f% G dpai . Supposons gue toute partie
&" '

« Alors cette propriété est

d'appui non vide 250? soit dense dans ZA1

vraie aﬁssi pour Xéz . Soit en effet Cg/ une partie d'appuli non vide a
G ¢ , '

de YQ2 « D! aprés le pr:.nc:Lpe de prlse EN ‘? est non vide, gomme
« a2

l'identité sur };Di est une application de 3’(.1 dans 3{2 © et que
- G G

E < _‘)’((; pour ‘touﬁ.‘ G, )ﬂa N uj est une partie cif'appui non vide' de
: G

501 . Soit K € (GQD) . On peuf; trouvéz‘ un polynﬁine trigonométrique

a <P, r> |
, 2n .
T tel que II € (G ) > puisque E est dense dans )’G , Quel que soit
G . Comme on a [ o ‘ c;. b’ ¢ ron peut construire <P, > tel que
. _!» 2 : N N . : N -
1 . i ;.20 o 1o
1 % S ' -
‘3(?1’ > soit contenu dan KG1;(\ (_G )<P,r> avec . IT € (G )<P‘t’r X
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Comme k‘/?ﬂ X{ est dense dans ’l(/),! » on peut construire un

G
3 . - . [ . A
X € u}kﬂ ) g e KE (G 7@1”1) Dot X € (?ﬂ (¢ )<P’r>

On remarque également qu'il suffit de montrer gue toute partie d'appui.
‘non vide de EG est dense dans B, puisque, d'aprés le princi;fb de prise,

G

si C% est une partie d'appui non vide de DPG R C? i1 B est non vide.

Démontrons 1l'assertion pour le p&'édicé‘t Np (p > 1)

Soit dorie C{,} une partie d’appui de B, (done de E), ¢/ non vide. ‘g, est
u principe dé prise et

aussi une partie d'dppui de E*(cf (2 (2)) Ve En vertu_jdu principe du ¢héix

canstruot;f appllque,aux _polyndmes rationnels, , (% est habité, Soit donc

P U-’j et P, un polyndme trigonométrique, On pose P = P,-.f?a .

On pewt éerire : P = a,7\, *... *a i . On pose alors

1M q |4
ai . o a o
SRS SRS . *, T A
1 m T}“‘t a '57\.? 1'7} q - 'qu
n fois n fois

I1 est clair que Yza(P P + I ). OB & donc &
(1) fa (e, eﬂj)

puisque (g est une ‘partie d'appui. On;peut construire une suite Bn de
- . , ;

polyndmes trigonométriques définie par $.

: o Q. 3 o
1

(2) ﬁ = 1 % ;e( ) *nob * "l T .3(n) *ooo "'g (1) °. . ""g' (n)

n,u n thu n fyu "7 n q,u n q,'u
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G) D+ "
i,p S MM
ni+4
(rF9)
u

a

cu {

R .. ] h
Alors, pour tout u , si {(i,j) # (k,h) , ziai # gi {1 . Donc Bn,u
! - 1 ¥

a ses fréquencds séparées, Ge telle sorte qu'on peut calculer une
{

. N_ = norme de B o En 1l'occurence :
P n,u

/p

! Bn,u

| . ) ; q oo
(3) Yudp (p>1 o (NP)1(-E1( 'ki Loy |™ ) )) e

n

En particulier i3

q!
() ¥m(ay1 D () \rl (2 JV2 L e

Pour n fixé ,i n 3™ on considére la suite des B, u o Il est clair,
b

Vaophs (¢ : ! A
d'apres (2) que sn,u converge vers I dahs %R et donc P, + Bnﬁu

converge vers P2 + Hh dans QR o Comme Gat est une partie fidéle de E¥,

en vertu du principe de prise, on peut construire un entier un tel que

PZ + Bn, u € Q:f( » On pose Sn = Bn,;ﬁ . Alors .Vn(PZ + Sn € Lff)o

n

Cooa . o 1/p
~ N . ? . 1 . Yt
D'aprds (3) onadone Yapin )1 A& p> 1o (Np)1 (:?:7-(1{51]%[?) 18,00
Il en résmlté quellazﬁuite P2 +'Sn converge vers P2 , dans EG o
D'ol le théoréme dans le cas NP (p>1) et N, .
f:
Soit G un des prédicats Bp ou Wp avec p >,1 . On remarque

que. s1 P  est un polyndme & fréquences sépardes avec
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; RPN 74 |
P = ayt A; * eos ¥ gqx hq ’ (k21 Iakl ) est une 32 -norme .de P .

Soit donc (fz une pértie d’appuiknon vide de B et ‘P& € %?‘ (cf+ précém

(¢]

‘demment)pSéit, P2 EB et Pe P1~ Pér avec P = amex*o.; *aqx xq . On
défimit I et B comme ci-dessus. De (2) on déduit que pour tout
n et w les fréyuences 311 u sont, avec le nombre 1 , lindairement

' *

indépendantes sur les rationnels, Soit ' p fixé et m wun entier positif
tel que ‘p.g 2m . Si C désigne la lettre B ou W , suivant que G = BP
ou WP respectivement, on peut construiré‘une sz - norme xﬁ du

polyndme Sﬁ . D'aprds le lemme 17. et d'apres (4), la suite ?é +5

=4

converge vers P, dans E% . D'olt' le théordéme . B
2m ‘
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3.2, gonséyuences,

On déduit de ce théoréme des corollaires importarnts 3

Théordme T.~ "Pour G = B, {p 5 13, Wé(p > 1), Nijp >1), N, ona
‘la propriété suivante : toute application non constante de l'espace EGi
dans un esyace topologique T-séparé et M—réguliérvadmet une discontinui té

constructive en chagque point ol elle est définie®.

Démonstration, Pour la simplicité de 1'exposé, on se placera dans le cas

d'une application numérigque f définie sur By o Il est clair yue si f
n'est pas constante,son domaine de définition n'est pas vide. Donc, en vértu
du principe de prise et du principe du choix constructif appliqué aux poly=
némes rationnels, on déduit que le dosaine de définition de f est'habiﬁé,_
Seit dond P1 tel qﬁe‘ !f(P1)° Comme f n'est pas consﬁante,ben vertu du
principe de prise etidu principe du choix constructif, on peut cbnstrﬁire-uh‘
polyndme P, tel que !f(Pé) et tel que £(P,) 4 f(pz) . (On utilise que
l'espace d'arrivée est Téééparé)o Soit (U wn algorithme>transformant tout

rationnel en le nombre | et Bﬁ.'un algorithme tel que

Velx 021 gg(%) & |x| > 2 e (x))“ On trouve dans [35] la description

d'un tel -algorithme. 'On peut construirve.un rationnel positif r  tel que
lf(?j)" f(Pz)l > T | puisque f(Pi)g% f(P2)~.'0n pose

g(p) = 2(p). R(B([r(p) - £(2 )= 3 )" 11 est clair que  ~11g(P) R 1g(p,).
g - est une application numérique définie dans: EG a Oh‘béu£‘dong,construife

une suite . @ ‘de points de Ey. telle que ‘Vn(!g(éh)ﬁé Piglim‘yééﬁ}",
=00 )
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c'est~a~dire une suite de points @n gui converge vers P1 dansﬂ EG et
telle que Vn(!f(@h) 3 ‘}f(@h) - f(?i); > g) , Donc f admet une discon-

 tinuité constructive, au point P1°“

Corollaire 1,~ "pour G = B {p > 1); Wi(p > 1), Nj(p,> 1), N. on a
p P p %
la propriété s@i#anté : toute application de l‘éspace fz ~ dans un espéce4

topologique T-séparé et MN-régulier ést constante",

Démonsiration. Comme toute appiication f de _Xii dans un espace
li-régulier est continue(corollaire du théoréme 5), sa restriction 2 128

‘1'est aussi. D'aprés le théoréme T‘} f ne peul pas ne pas étre non eonstante.

Donc /P Pz(!f(Pi)é? !f(Pa) :}f(P1) zif(P2§) o Donc f est constante sur
1 ! : !

'

‘kfé. par continuité»“

On remarque que ce corollaire se déduid également des théordmes: 7 et 2 3

en effet, si f est une application non constante de 342 dans un esﬁace

‘gopologique T-séparé et N-régulier, en veriu du‘principe de prise, la

restriction'de; f é Eg- est égaleméat non cohstante, Donc, en vertu du

théordme 7, elle admet une discontinuité constructive en un point, Donc f
admet la méme discontinuité comstructive au méme point, ce qui contredit

le théoreme 2,

L o o o S ‘
Corolla}re 2o~ "Pour G = BP(P 2.}}, WP(P > 1), ND(p > 1), K» on a la-

propriété : les applications non constantes de EG dans un espace uniforme
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T-séparé et M-régulier ne peuvent &tre prolongées en dds applications

de 5£Z ' dans le complété de cet espace uniforme",



1G0.

4. Propristés des espaces XA_ , Xﬁ, fﬁ .

Soit - (fW1, ¢I,B >> un espace topologique constructif, On dira que
1l'espace <4ﬁ},<I,B‘>> est fortement séparé par rapport & <I,B> =&l on

peut ccnétrﬁixe un algorithme §  tel que Fri (X ¢ (B)i) =1t (xoei)je.

On dit que l'espace <, <i,Bi>> gst fortement séparé si' on peut
| : ,
construire une base.de topologie <I{;B1>'»équivalente a <I,B> telle gue

<Aﬂb,<lj,51>> soit fortement séparé par rapport a <I,B> .

Proposifion S~ "Soit ¢ un des prédicats U ou S, (2> 0et . p i
- fixés), On peut construire un algorithme ﬁc transformant tout couple
xo K du X estunréel et K un élément de Xﬁg en un nombre réel ron -

négatif tel que :

i

(1) Vx1x2 K1§2(X1; X, % K, - Ky > f (x1 K1} -fG(X2 ’»KZ))

(11) Ve (7 6x(xk) = Ix(r (x@K) > r )"

'Démonstiaﬁionoe “Soit P ¢ EG ‘et x un nombre réel, On peut construire
; i " .

-

un algorithme @G transformant x 0 ? ‘en un réel non négatif par .
. R o . : . : R .

Py (xd p) = lez;p(x);{ ot @ng o P) & (w’g’?(?,P))1/P @ Soit K€ s‘

2
Comme KX  est un régulateur de convergence de <§J on a
fon(lg,(x 0%, ) < glxo K| < 257N, car
> . ’ ~ ; 7V S ..."‘_.1, .
) . ” 3 A - i ,
’ lvG(x:J m+n) ; q f m‘Kn‘}i $ ¢G(x ”(Kn+m -Kn) N 2 ° Qﬁ
s C - ‘ > o~ e e
(définit alors £, ‘par fG(x:G K) lim ¢G(X‘D' Kn)1’b fo ‘est défini

¢

i
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comme un algorithme ‘puisqu'il y a un algorithme de passage & la limite. dans
o ~ L o N ' i
i'ensemble des nombres réels, L'assertion (1) en découle aussitdt.

On remarque tout d'abord que

{1) Vee{n6(e,2) = Rxlg,(x0 ?) > ).

Supposons gue .P  est presque périodique ion peut construire un r‘éel A

gul soit une G-norme de P ,

31 on poke o, = sup ch(xm‘P) , On a )%11111 o, et Vn(gnﬂ}, c};) s
xjgn find ol

Done 3$(¢G(x 0 P)5z)oA>r> 7 ‘elr,p) Par construction de A on

tire a(r,pP) = A {r T—.Vx(q;g(x g P) <l f‘DonC' 16{zr,P) =

i

1 %x(ch(XOfP) >'r)  puisque 1'indgalité sur les réels est équi?alént‘e

[l

sa double nég;a’cion:; En vertu du pridcipe du choix consiructif
76(zr,p) > *}x(cpg(x @P) > r). Hais P ne peut pas ne pas &ire presque-

périodique. Comme G' est équivalente 4 sa double négation, on a la formile (1)

¢

Soi’? maintenant® K ¢ bb@ . 5i Bxf‘(fg(:e; a%)>z), domm

T G(X Q Ké lim @G(xﬁ Kn) le principejdu choix constructif montre que
(. (xa &) > 1+ 2
nlgpix Kn} >r o+ 2
, .

puisqulon a  G¥*(2 ; Kn -XK) .8 ona 16%(r,K), on a alors, en revenant
¥ ‘ . :

e ; ) - s g
%) . ona-done  G(r +2 K) d'ow 6x(r,K)

Y . . . - ,\; - - ;‘A" N / C . . . -
& la-définition de Krn , 7 }n "‘&G(r + 2 n,Kn) o D'apreés ;(?), en utilisant
le principe du choix constructif on a donc- in 16(r + 2 vn, Kn), Done,

i’ 7 ~ o '-.. . )
dlapres (1) Jxkcpg(xl Q Kn) >ro+ 2 n)~ . Par construction méme de

i'G“(‘x‘ﬁ K) on a fc(xﬁ,K) >r . D'ol. la proposition @& ,
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Inéoreme 8, "Les espaces Xi; pour G =N

Tt-U , si (p‘;‘i , g?} 0) : sont

fortement séparés'..

Démoastration. Pour G'=\U, Sp , cela résulte de la propoéition 5 et du

£

principe du choix constructif et du féit que la .topologie de )ﬁG : est

dquivalente & celle de Eg . Reste & examiner le cas du prédicat; e

On rappelle que “;%(n P) =7 (J (n; p)[z](n p)) (ef. paragraphe 2 du
‘chapltre I1I). On remarque tout d'abord que si q est un entier positif

;1Xe,ei cf represagte 1es;part1tlons de Nq' on & 3

’2) - %/53, @Z[Z](ﬂh[z} =q& 63 ¢ > 532 2
[3 gb S
Ty .

A . g i ‘ P 5y . ! Caw oo
puisque pour tous . zT, 52 on a }21*221 $ {z}[ +| 2, '« Si on considére

'52? la suite ad;oxnte de P, il resulte de (2) | que

‘%m

Yl (mlz) =0 o2, (7 ])pfﬁ<%ﬂhfﬁld#@@)

e£ @n = 53 (n,P) .

Par;construciioh:de : (lp, si Czl{ngP>5# 

. ) (), eneteg
e Ya on a ‘Iak Tlear ¢ 2

(n) S '@?' o :
= ag } % * ( ) pOur k = 15,9-)’(?&0

o , RO .
Il en,rboulte ';Q(n + W P) = {R}gn ](g~; m:P>)52' fi(J n[Z}{n +mP)) >

~'>"f§( - Q[Z}KH;P)i~u 2“(”*’>j, D'oli &
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() Yl ame) - Pa,e) s - ),

31 on a 1N1(r,P§ et si on peut construire une N1 - norme x de P s

: . . : ’ : -n
comme X > r , on peut construire un entier n  tel gue '%i(n,P) >or +.2

\

Donc '7N1(r,P) DM an(yg1(n,P) >y r +2Tn)c En vertu du principe du

choix constructif., -3 N1(r,P) - ]n(yg1(n,P)‘> T +2—n)°_Si on suppose

jn(yg1(n;P) >ro+ ZTn) d'aprés (3) oﬁ a Vm(m > n + 1 :>'¢a(§,P) >'b

>r +2—(n*1)) . Donc toute N,~ norme x de ‘P, si on peut en gonstruaire

1

une, vérifie x > r . D'ol *\N1(r,P) et 3

s

N ’ i £
() (R = () > 22
En suivapt la démonétration de la propositiqn 5 . on obtient, par applications

successives du principe du choix constructit :
(5)  AN(eK) = (A () > r w2 w2

Le théor&me résulte de l'application du principe du choix constructif

& la formule (5).9‘,

i _ 0 o
corollaire 1,—'"Pouﬁ G=N, , U, spig les espaces YO

: : {
‘ sont T-sépards"
1 P G Teséparés",

Démonstrhtion, Dédignons par ?LP un algorithme tel qub

(6)  Vrr ( Aex(zrk) =t N G(K 0 r)3 o

La formule G#* est @quivalente & sa deuble négation (cf.lparagrapne 5 du

chapitre;III)ofL'espace XpG est ;T'—séparé, donc (K = 0) = ‘T}}fﬂG*(r,KL
G .
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D'apres la formule (6), il en résuite -WK = 0) =11 4rify G(K ar)=
¢

= Jr! hiG(K o r) en vertu du principe du choix constructif., @.

Corollaire 2.~ "Pour G = N1 ’ si + U on peut construire desb‘f‘o‘nctions

pumériques non constdntes sur fG et:des formes linéaires sur XOG nofe

triviales".

Démonstration. Pour les fonciions numériques, on peut prendre f G(x,,)

dans le cas de U et de Si . Comme XaN G XDU , il est clair que pour
. , 1

chague X , fU‘,(x',o) « est une fonction numérique non constante sur 5’;‘{ ' e
| / ‘1

Pour les formes ;-linéaires,‘ posons - (x mP) =0 (X):\ et

: Xk :
¢ Sp (xg P) = -:éfx @p(t)dt o Il est clair que l(;;U‘(x 0o Pi) - »‘(;’U(;X 0 Pz)l RS

< @U(x 0§P1’-— Pé) ‘pour tous polynbmes P?, 5?2 " et que
lo p(X o 31) - p(x; a Pz)l £ y f I@P —p (ﬁ)id’ﬁ <9 pj(x o ?1—1’2)5 o
Sz Sz ‘ X 172 : Sle :
b . : i

De la proposition 5 et & 1'aide d'un algorithme de passage 3 la limite sur

les nombres cOm‘pl’exe—s!; on voit que 1lim q,G(xO Kn) est défini, Oﬂ inote‘ra
gG‘ cette limite, ‘Coinme précé&exmnent, ' gG(jc,.,) est un ékemple de forme
1iiiéaire ron triviale pour G =U ou Si « Comme ‘XON st j(% y gU - est

définie sur }’9 .
N,

L]

Un corollaire de‘cette proposition est constitué par 1'énoncd suivant s
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Proposition 6s= "Pour G = Na,‘ v, Si on a la propridté : on peut construire

une application f dé ,YZ

et admetbant une discontinuité constrictive en chague point ol elle est dé-

dans lui-méme, de domaine de définition non vide

finie",

Démonstration. Onrposera, pour simplifier 1'écriture : .

o al ‘ :
i.i Kdt =g _ (0,K). Dans le cas de ‘U -et de N}, comme la fonclion

gU(.,K) est wniformément continue comme‘li&ite wniforme de fonétiéns
;uniformé@ent continues, on peut définir la fonction de K:% gU(t,K} dt pour
£ £ ‘ '
On posera '}af £ dt = -}J’gU(t,K)“dt. Soit £ fixé, £> 0 (qn prendra
(o] Q
£ =1 pour simplifier les notations),‘On pose & f(K)§L1$ Re‘g K dt ;ohf

381 3z =x +iy'ﬂ Rez = x , I1 est clair,que" i est une appllcatloq de xb

dans lui-méme, partout définie, Soit 'K e‘fg et & la suite de §01nts,de .

3* T 0)

fé 29 =K+4250.0na-50= & K. Comme. VnN& n+l ’ bl

1 G

on a , ﬁ?apréslle,l%ﬁme 16 Vn G(——w e x O) et done V G*(

+17 n+1

n+1’ n+1 K} *

Donc la suite o converge vers K  dans ;YO

o D'autre part,

: 1 :
1 1 . co . ‘ 1
‘ 3 1 : : : X
N '= ' . e - . ] ) ) ' ’ :
R?.f @h&t Re}f; Kdt + 3 ° Donc _j{n(R?[; ®h+1fd? P %i[ _Kdt) . Dol

o Yo o
yn '1N (- ’ f( ) - f(@ ))o 11 en résulte Vn<’19*(%(éf(K)i; f(¢;¥1)))°
'Dfoﬁ i‘éhoncé,;ﬂ

On a par ailleﬁrs”:i
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Proposition 7e=  "Pour tous les prédicats § 1'espace EG est T-séparé”,

Démonstration,.D‘apxés le lemme 16, il,Suffit d'établir pour l'espace B

N °
oo»~
On sait par aiileurs,'que‘quelqueisoit:le'pﬁédicat‘c
; o - _ erbu dd Lei : .“0  L
Ve, (p, = P, = P, = P} envertudu lemme 15 , Soit donc
E G
1(P = O)a' Alors ﬂ(P‘: O)o En vertu dﬁ principe du choix coﬁstrucﬁif,
N E
=]

ﬂx(léy(x)j > 0). En appliquant encore une fois ce principe, on peut construire
i rationnel positif T 'teIVQue‘ lﬁé(x)[‘s T On’a alors '”}U(E;P) d'ol,

!

d'aprés le lemme 16, ‘?N&(g ,P) . Soit gq = (P) . Soit T wun polyndme

e

q

1~

propre, égal & P  dans E . Alors fh (1) ¢ q , puisyue les: fréquenfes

de T figurent parmi celles de P , On peut dcrire H‘=pa1mk1 ¥oos*a Thq o
. = AR VR

a4 . | .
Donc I |a| estiune N -norme de I, donc de P et max |o |1~ une
k=1 ' - 1gkqa
, | 6, SRkl
N_ - norme de I . Or vkif || ¢ ap max o | . Comme 4,¢ 4 il en

;ﬁékQQQ}

résulte ; VPT(Xw (rgP):b N1(r7£h(P),P)) » On iemarquerafqdioa a lh
ls meilleure majoration possible. Donc He 8 Nl(ggP) on tire
B I (- ,P) . C{‘?mme pour tout. prédicat G - VPI'( : Nw(r,P) o TtiG(ri{,P;)}',

la proposition est ddmontrée.
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5., Gonclusion,

On peut résumer les résultats obtenus par le schéma suivant,

. sSéparation

s Séparation forie

» fonctions numériques non

: ~ | constantes
N | W } N ‘ P sl
24 L , ‘ et formes linédaires nuu.
d S N " triviales.
.2—" 3 ‘ ' . .
s densité des ,
parties d'appul '
N4 B non-vides, ' :
. constance des fonctions

numériques,

Dans ce schéma, un trait oblique joignant @ , ¥ G, signifie que
la relatidn f; S ﬁ} a liew ol G, est 5 1lextrémité supérieure
g, ¢, °

‘ du}?rait,‘

Remarque 3 “Les relations XZ G ,ﬁ: indiquées sur ce schéma ne sont

pas'pérmutébies,?sauf‘pour les relations jf; C;*iji; ol tla‘queétion ,
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’*)
reste ouverte‘\ °

Pour les autres relations, la classification selon les propriétés

O x%}c; \AI N | - ) fgcqafp (ii1) VA

topologiques permet de restreindre 1'dtude aux cas suivanis i

(iv) "qu‘: ¢§ 30,9;; ; Pouf‘ 1§ ??% Py W) fg . ca_,3¢84

P Py

i

W) A, s by ) P,
ey n, 52 i n
3 i

< bpp‘ | y(viii)r v‘é c;/% vk
g 1 N "By
(ﬁ)pourp},ééc;-f) .

P v P T

Aucune de ces'rglations ntest permutable sauf, 'pour p :. 2, (13:) et; i(x)y,
| Po*ur (3.:&) et (x) céla résulte de la non pé:;rmutabilité‘ des relatiéhé (v) B
ot  (viii) ,

La‘aém5nsgratio§ est triviale pour, (viii) et (iv). Pour les
autres relations, on:transposera en analyse ‘constructive dgé démonstrations

de ‘i'anaJ;yse_ classique :

Pour. (i) ;kqn trouve dans [13] ,' les contre-e:ievmplr‘!e du "c;ype:

P sinnx 3

L ~=—-== . qui sont constructivement valides,
n>)2 nlogn

(%)

La réponse & cette; question est positive : voir la démolistration en

‘appehdic&,
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Pour (iii}; les noyaux de Dirichlet permettent de construire un contre-

: ‘ : . > -n. N
exemple en considérant une série de la forme L 2 DN ol DN ‘est' le
=1 n

noyaux de Dirichlet d'ordre N et la.suite d'entiers Nﬁ choisie de telle
sorte gue la norme L1 de DK s Qui est sa BX" nqrme puisgue ?N esﬁ»

périodique,soit de l'ordre de log N & Constructivement cette»démoéstration »

est valide,

© Pour les relations restantes, on peut procéder comme‘Su;t : p étant
fixé, soit p' > p 4 On sait'qué si f ebt fine fonction f~périodique,
i B H . ‘ !

ﬂnﬁf) z‘z‘[ f(t}dt guel que soit x + Il en resg&ﬁe que si ‘k1, 12 ’

. X . -

AB sonit reSpectiVément-des BP“”WPQ* ’ ’Si -normes de. £ , on a

M= A, = Ay = (%‘[; lf(t)lpdt)1/p' . 0n peut supposer f: 2n-péricdique '
x -

- R ) . DPrmy S LI
on utilise les notations classiques, Soit f € L (T} et f.ﬁ L ,(T) ,
‘par exemﬁle f(x) :~$“~V sur ’]0,2 n‘[é‘-avec - % <a = 5; o Ohicohsidére
£, o Ky est lé noyau de TPFéjer d'ordde N . f *KN“est un polynéme

trigonométrique et H§*KNH pSHf“p " pour tout N . Par ailleurs, sur
L R T

l'intervdlle I = [ =1 2n] (my Q), £ *K converge uniformément

Nllu ne sdnt pés

vers f o Il en résulté,qﬁe‘{{f-* KN[} 3~ et Iif * K
L
bornées., On pedt‘donc‘trouVer une suite d'entiers Nh ~telle que
"‘* n . o 1” n ) . +°°"'fl : o
“f; KN{{LP,- > 2 ‘(resp. l[f * KNHHu > 2 }457La sé:ie L2 f o+ KN:
‘ . : n=1 n

est alors convergente dans Lp et divergente dans I,:p (resp& dans U),
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On peut adapter ce raisconnement constructivement : on peut, en analyse
constructive, définir l'intégrale d'une fonction uniformément continue sur un
intervalle fermé borné, On peut définir 1'intégrale sur [O,Zn] d'une fonction

définie sur  10,2%), qui est uniformément continue sur tout intervalie

] 2%
[a,2n] (O <ac< 2n),~pourvu que la suiﬁe j‘ f(t)dt converge,
' 1

n
2n
On écrira alors ‘f £(t)dt cette limite, Si f(x) = x* avec
0

B 2T i
< ag = (p > 1), c'est le cas, On pose f(n) = E%.[ f(t)e int dt

o

e B
L= B

| N A |
et £ *k (t)=12 (1- 1%911. ) £(n) &%, En utilisant la fofmule de Holder,
o ' n=N ° + - ‘

on peut établin comme dans [2] que

2 , I 2m
G [ e rx@Fanr ¢l fo’ [£()] Pa) P car

o]

1-j anlé (t)at =1 ob X (%) —-1; (1- L%)eint Pour établir 1
Z b =1 KN =iy VI7Nptle - ur établir la con-

vergence uniforme de la suite £ * KN- vers f sur Im», on peut calquer
la démonstration classique en utilisant 1l'artifice suivant pour "prdlonger"

f par périodicité hors de [0,2n]. Oh'considdre des fonctions constructives

définies sur J~2n ,0[ , J0,2n[ et J2n,4n[ déduites les unes des aufres

. A 21 i
par translation, Comme J‘ ]f(t)lp dt tend vers 1'infini constructivement,
1

—

m

:' . : § 2 O [ “ : !
ceci permet d'établir 1 3c Vn(xn < P) ol G1(anPn)? avec
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! . . .
G = Si ou U !et @P =f ¥ K Dohe  Y¢ 1 3n(xn > C) . D'aprés 1é

n

principe du choix constructif, on obtient, comme les X sont réalisables,
VC ]n(xn > C) ° Eﬁ prenant pour C 'les npmbres ZJ , on termine la

démonstration suggérée comme on le fait en analyse classique,

Ce méme argument permet de construire un élément de f% qui ne soit
3 1

‘ _ . 1
pas dans. X61 + Bn effet, on a “130. VK(WT(L}K) po SZ*(C,K)), Qu encere

Sﬁ

VC 17 3K(W:(3,K)§% 1 SL*(C,K)) puisque G* est équivalente % sa

dowble ng’gatioh° Le théoréme 8 et la propriété de séparabilité vague logale
montrent, qu'en se‘restreignant 4 des polyndmes rationnels, on pegt ter 1.
double négation dans la derniére formule, Ceci permet de reproduire dans be

das le réisOnnement.évoqué plus haut,
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APPENDICE,

Comme cela est indiqué en note au paragrarhe 5 -du chapitre IV (p, f),

- on peut établir 1'inclusion topologique i{; o 72 . Onaz
‘ b Y

P£Opositidn 8¢~ "Quel que soit le réel p, p 1 ,‘onVa':

yPr “(BP(TZP) = wp(r’P) )ou

Démonstration, On sait que (voir [24])s

() (=x)Y = 3 (=1)¥ (ff ) £
k=0 o

uniformément sur [0;1] pour v >0 . P > 1 étant‘fiXé; on pose v'%

3%l La]
v e

P~ est un polynbme trigonométrique fixé dont on suppose les fréquences

rétionnellement diserétes, On dcrit P =.a11k1*soo * g o5 Xq -« Soit

g I la)) ' O o) o
M ér(kio lakf);+ 1 o Ona. Vx(}@p(x?}ts MZ « On pose %P % { -

o

Po= &1¢ = A Foeo¥ T = Kq avec sin z =X +1iy , G =x = iy

on a yx((l@n(x)'lpe M (1 - o, V(x))\’)rf'&,'(e $e, (x) ¢ ') On tire de

({) que,pour‘tout £E>0 on peut construire un entier W t91 que

: - 4 N Tk o
@ Px(l-8 @)Y -z 0°6G)eX )] cede
) Y= (] @&P )Y - E 1) (v) @gp (x)] ¢ e)

.

Il enfrésulte que pour tout T et z’\positifs et pour tout x 6n as

. . e . S ka‘ ] : 7 o K ) B
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L { X+ £ , N x K Mp X4 £ k
(32) t}‘fx [@P(t)fpdt - Eo =07 ) ~2.£ 2, (t) qti < e M

Soient 'XB et X, - respectivement une Banorme et une Wp~norme. de P

’(gui peuvent &tre construites puisque] @P est presque périodique). Soit

un réel limite, lorsque T tend vers 1l¥infini, de

‘51\:

T | - |
g () ‘{i; @~ (t)dt. On peut construire un tel nombre. En passant
k=0 ZT Lo ’gP ' ; o

& la limjte dans (BT) on tire &

(4),i§_ | cenf,

N

On remarque‘que les fréquences du polyndme g§ sont des ccmbinaisbﬁs

linéaires rationnelles des fréquences de P , Donc

(@t

(%) = a + 2 c()

avee- &ék) #0 . On sait qu'alors
'? ‘ ‘

k ¢ . : N p k. iﬂj?\
& (£) ~ a (mod.m) , Comme on a = (~1) (v e (t) = g, + 2 c.e

.oﬁ%’s est un entier positif et pﬁ # o on tire de (32) que'pour tout

£>.0 et tout x on a

b 2[31n {Emf' ;
| I%.yg ié (t)I av = CN} $¢€ MP + 2 [c | ’*y*““T~~* d‘ou :

(ﬂ

§~al-‘

P, _wP L O

t - -

J. @ ( ) at: GN l«é e M +‘£‘
X

ol ‘C > 0 est une constante que ne dépend que de N . Comme
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\ X4 f
sup ~‘[? {@ (t)lp dt est calculable constructivement (®? est presque~
X £dy P
périodique}  si xg est un nombre égal 3 ce supremum on tire de (5)’qﬁe
‘ ‘ P G ~ . s o s
[xzw UN} ¢ ; M o+ 7 Comme XW est la_l;mlte quand £ tend ver;il 1nfmn;

des x, on en déduit

(6): ixafé 'GNl gle wP o,

De (4) gt (6) i1 résul te que XB = X& . Comme les fréquences du polyhlme P -

ne peuvent ne pas 8tre ratiommellement discrdtes, on a bien 1'énoncé cherché,®

- Qorollaibre.~ "Les espaces X% ’ et:'yﬁ? sont.'idehtiques pour tous
iy P
EOR RN

Ainsi, le schéma indiqué au paragraphe 5 V&u chapitre IV doitl 8tre

remplacé par 1lé¢ schémia suivant :

N\

£ . séparation
¢ sSéparation forte
. fonctions numéfiques noxt constantes

et formes linéaires non triviales,

. densité des parties d'appui non
vides, ' ‘

.- constance des fonctions numériques
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On notera que ce résultat est vrai en analyse classique au sens suivant 3

(i) 1a norme 'BP et la norme WP cofncident qur les polynbmes t?igonogétri—
ques ;
(ii) 1les espaces de fonctions Bp et WP sont deux représentations
fonctionnelles distinctes de la complétion métrique de 1l'espace des polyndmes
trigonométriques doté de la norme Bp o En Effet, les espaces BD et WP
dont digtincts en tant qu'espaces de fonctions : on peut construiré des
fonctions nulles au sens BP qui ne le sont pas au sens WP o En}voidilun
+4c0.
=3z 1

exemple signalg par TJ.-P, Kahane : f(t) =L noon o Le'calcul
‘ = [107,10 4n]

montre que ||f = 4. et ||f =0 , Par ailleurs on sait que pour
WP Bp i -

€

toute fonction £ £ ”B < [!f[{* >
: P

(ii) résulte de Qﬂ) du fait que les espaces Bp et WP  sont complets
pour 1eu}s normes reépectives. La complétude de l'espace pr a été établie
par Marcinkiewicz dans - [23] . Une modification adéquate; de cetteidémonétra~
tion permet d'dtablir la complétude dé%l'esﬁace W? . La densité dés poljnﬁmés
trigonométriques est un des résultats’ imporiants établis par Bésicowitch

dans [1},
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