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INTRODUCTION.

Soit D ledisque unité de € et A la mesure de Lebesgue sur le bord 3D
de D. Soit H°°(D) 1'algebre des fonctions analytiques et bornées dans D. On
rappelle que pour 0< p <, HP(D) estl'adhérence de H (D) dans LP(L).

Soit alors {Zj 5 jeN} une suite de points dans D ; L. Carleson [1] , pour
résoudre un probléme d'interpolation associé a Hoo(D) a démontré et utilisé le

théoréme suivant :

THEOREME . Soit {Zj ; j€N} une suite de points dans D. Alors les condi-

tions (a) et (b) sont équivalentes :

(a) 11 existe une constante S positive, 0<p< o, telle que pour toute fonc-

tion f€ HP(D) ona

p 2y ¢
Z l1(z)) | (1-1sz >_cprHHp.

ok (- 1z, 12)0- 1z, |2
(b) sup ’f\: ZJ *K
K jEN |1~ z, 7, |°

< 40,
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On va géneraliser ce théoreme au cas de la boule unité B de € . Définissant

les Hp(B), 0 < p<® de maniére analogue, on va démontrer le théoréme suivant :

THEOREME. Soit {zj;jeN} une suite de points dans B. Alors (a)et (b)

sont équivalents :

(a).11 existe une constanie S >0, 0<p< = telle que pour toute fonction

f € HP(B) . on ait

5 If(zj)lp(]—]zjlz)m <c, ”f“Hp(B)

JEN
54k (\—Iz.lzj(i—]zkiz) m
(b) sup X ( J 5 ) < 4o,
k jEN ]1-<zj,z ]

Utilisant le théoréme de Hormander [_21 , il suffit de démontrer que la mesure

2\m
(1) u=j€2N 6Zj(1 . lzjl )

ol Gz est 1a masse de Dirac au point Zj’ est une mesure de Carleson si et seule-
J
ment si la condition (b) est satisfaite.

§1. NOTATIONS.
1. On appelle A 1la mesure de Lebesgue normalisée sur le bord dB de B

et, si E est un ensemble mesurable de dB, on notera lE l =A(E) sa mesure.

2. Achaque z dans B on associe 1'ensemble suivant, pour une constante
c fixée :
E;: = {CEZZ)B : l1-—(z,C M < c(1- lz [2)}.
On remarque que l E; I est équivalente a (1- lz lz)m’ 1'équivalence étant uniforme

en 2z.



On utilisera les propriétés suivantes des ensembles {Eg ; Z€B} . [2:[ .

(i) I1 existe une constante C_. > 0 telle que si Eg N E;, # ¢ et lz ’2 Iz‘ I ,

1

C

alors E DEZ, avec z,z' € B.

c
C‘z

(ii) I1 existe une constante C, > 0 telle que pour tout z € B on ait :

2

IEE1Z| sc2|E§’.

3. Soit {zj ; jeN} une suite de points dans B. On dira que la mesure u
associde par (1) est une mesure de Carleson si pour tout ¢ > 0 suffisamment grand,
il existe une constante K = 0 telle que pour tout z dans B, onait:

p(ES) <K IE;:‘.
On voit facilement que cela équivaut a : il existe K > 0 tel que pour toute partie finie
J de IN onait B]

> IE(Z: | <kl u Eg
j€J j j€Jd J

§ 2. PREUVE DU THEOREME.
(a) » (b). D'aprés le théoréme de Hormander E2] , M estune mesure de Carleson
Donc on a, pour ¢ >0 suffisamment grand, qu'il existe une constante positive K

telle que, pour tout J fini

@) z |eS | <klu EC .
A BN j€J 7

Fixons k. On définit BE:

BE: {ZQB : |1 -<{z,z )l_<_ c(1- Izklz)}.



La condition (2) entraine que pour J = {jGN ; Zj € BE} ona:

> (- ]zjlz)m <K@ - |z |20

jied
Donc ) .
2y v
> ((“‘IZJI )(1—121(! )) < ¥ (1—|.Zjl )m <K
I (g b2 jeJ 1-Izkl2
J’

i
On définit pour i €N, B.=B°C.

1 k En

Supposons maintenant que z £ BE.

explicitant les calculs on obtient :

5 (1—|Zj|2)(1—lzk\2))m OEO 5 ((\—lzjlz)(1-izk|2))m
szZBk( |1—<zj,z > |2 ) ,\ B

. 2
i=0 ZjeBi+ i1-<zj,z N
2.\m
< 020 (1-‘ IZkI ) - - (1_ |Zji2)m
i=0 [21C(1_|Zk|2ﬂ zj€Bi+1\Bi
(e o]
1 1 i+1\m m 2\m
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§=0 2m 221m(1_{Zk|2)m k
o m
<™ im0 2M

Donc (b) est prouvé.

(b) 2 (a). Fixons la constante ¢. Pour prouver cette implication on considére
un ensemble fini J d'entiers positifs. Sans perte de géndralité, on peut supposer que
J= {1 s 2y euey N} et que les ensembles {E; ; jGJ} sont numérotés selon leur
j

mesure décroissante

;lZ...EIE

IS | = |E
z 2 N

1

@, On fait d'abord 1'hypothése supplémentaire que tout ensemble E<z: est
J

contenu dans 1'ensemble D; . Dans ce cas, on obtient que :
1



4+ >sup XL
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2 §[ON] ]z
1
Donc JE (1—!2.'2)m SK(I-IZ1|2)m
j€J J
@. On revient au cas général. Soit {11, . I} 1= n<N une parti-

tion de J ainsi déterminde :

1

= {jeg : E ngj,l.cﬁ }

Si I1 =J on s'arréte. Sinon, on appelle r, le plus petit entier dans J qui n'est

pas dans 1 Et on pose ensuite :

={je:J\11 : ES m«:;';é ¢ }
r, b

1

n-1 c
{JeJ\U L: ES NES £4}.
I‘n J

1=

‘1Si$n} o C

Considérons les points suivants : {Zi = C1 Zns est donné par la
i

1

condition (i) de 2, page. 3 . C'est-a-dire C, est choisi de fagon que tous les

ensembles E; soient contenus dans E% pour jeli. De plus, il vient
3 .

(3) sup z

it 0=z %=1z %)\ m
( J 1 ) < 300,

1<i<n je&J 2
|1- <zj,zi>|
i# 0=z 12) a- |z, |2
En effet s & ( ;12) -z ))m <
1<i<n j&J

12
l] - <Zj’zi> I
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Considérons alors X |E§ l . Ceci s'écrit
ieJ J

z el = = [e°].
jeJ % i=<i=n jer 2

 Gréace a @ et a la propriété (3), il existe K' avec

s eS|l <x [ES |.
€. Zy
1

Mais la propriété (ii) de 2.entrafne que

£ S | =k ¢, lEC |,

€I, Zj Zn,

J&Yy i
d'ou

> |ES lsx-cz =z e |

j€J h| 1=<i<n R

Utilisant maintenant le fait que les { E;

r.

i

z eSl<kc | u ES

7{ sont disjoints, on obtient :

i€ % ?isisn ’r
Donc a fortiori :

g IS sk [u ES I

ed J NSV

Ce qui prouve (b).

§ 3. GENERALISATIONS.
Ce théoreme se généralise aisément au cadre abstrait défini par Hormander dans
|_2:] . Les démonstrations consistant a se ramener a des mesures de Carleson et a appli-

quer le théoreme de Hormander 1_2] .



1. Soit D un domaine de classe C°~ borné dans R". A chaque point z&€D
assez pres du bord pour qu'il n'ait qu'une seule projection ¢ sur 2D, on associe
1'ensemble, pour c¢ fixé,

B(Z,C)=E(C s Cp)ﬂ oD

ol p ‘est la distance euclidienne de z a dD et E(f, cp) estlaboule euclidienne
de centre .{ etderayon cp. A toutcouple (z,w) dans DxDon associe la
distance" :

p(z,w) = inf {’B(t,c)l ; B(z,c) c B(t,c) et B(w,c)c B(t,c)}.
tebh

Soit PZ(C) le noyau de Poisson de D associé a la mesure d'aire X sur ?D.
La classe des intégrales de Poisson de fonctions de LP (X), 1<p< w, seranotée

uP (D). si {Zj ; JEN } est une suite dans D on peut énoncer le

THEOREME. Les deux conditions sont équivalentes :

(a) 11 existe Cps 1<p<ow telque Vi€ HPD) ona

p ' <
7 lf(zj)! . la(zj,c)l < cpl!fHHp

|Bz.,0)|. IBz ,0) |
6) sp T (ZJ‘c) (22k c)
A PR

< 400,

2. Soit D un domaine strictement pseudo-convexe de (Em. A chaque point

z €D de projection € sur ?D on associe

B(Z;C) = E(i ) Cp) Nabh
avec p ladistance euclidiennede z a oD et E(L, cp) laboule de

Hormander L2:[ de centre C etderayon cp. A toutcouple (z,w)EDxD on



associe 1la "distance! :

p(z,w) = inf { |B(t,c)l: B(z,c) < B(t,c) et B(w,c)c B(t,c)}.
€D

Soit A la mesure de Lebesgue aubord de 3D et HP(\), 0<p<w 1'adhérence

dans LP(L) des fonctions analytiques et bornées dans D. On a alors :

THEOREME. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(a) 11 existe cp , 0<p<ow telque V tcHP(D) on ait

;;lf(zj» P, Bz, ) = c [kl .

HD
IB(z.,c) I . lB(zk,c) |
(b)sup T J < oo,
i 12
ko o]
Bibliographie

[_-1] CARLESON, L.. An interpolation problem for bounded analytic functions.
Amer. J. Math. 80 (1958).

[2_' HORMA(NDEI?, L Lp eétimates for (pluri-)subharmonic functions. Math. Scand.
20 (1967).

[3_] VAROPOULOS, N. Sur un probleme d'interpolation. C. R. Acad. Sc. Paris
274 (1972). "



	Introduction
	§ 1. Notations
	§ 2. Preuve du théorème
	§ 3. Généralisations
	Bibliographie



