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CHAPITRE I

n 2
Le probldme de Dirichlet pour A= 2 'é-i'
i=1 6xi

R e

I.1.~ Introduction. Problime de Dirichlet.

Soit {1 un ouvert de R de frontidre bfl, trouver une fonction £ vérifiant
Af=0 dans (L et £=g sur b{dle.. On ne précise pas pour l'instant le sens donné

3 la 2tme conditiona

L'idée de Riemann était de prendre, parmi toutes les fonctions vérifiant f£ = g sur

n Y 2
b{k, celle pour laquelle j‘...f Z:l } dx

fﬁc—_ g o0 dxn est minimum,.
i=1 i

En considérant les fonctions f + )d? (ou o = 0 sur b{l, A réel), on est con=

duit, pour rendre j:

2 .
of oY . _
a«-}—{; + kax.} dx minimum pour A= 0, A& poser s

2. Do
E(%\P*’M‘?)dx = 0
i (')xi Ox.

pour toute fonction k? nulle au bord. On a donc, en prenant parties réelles ot imaginaires:
Af = 0.
Cette méthode qu'il convient de préciser peut se généraliser A& dlautres opérateurs

(Soboleff, Visik, H. Weyl).

I.2. ESQ&«CGS H1 (“), Hz)(ﬂ)o
Soit {} un ouvert de R°.

Définition I. H1 ({)) est 1'espace des distributions qui appartiennent & Lz(.ﬁ.)

ainsi que toutes leurs dérivées du premier ordre.

On a done : féH%ﬁ)@(f eD (L) et QgeLz(‘{},),' BgieLZ(.ﬂ.) 1£ign
telles que 3 VLP&;D(.Q) : {2 ,P) = S'g\Pax ot <5?c-f- , PO ==-42, g_:ﬁ) =
£ i i
5 gitpdx)-g
foN
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Remarquons que g est absolument continue sur presque toutes les droites paralldles
aux axes de coordonnées et admet les g; comme dérivées au sens usuel presque partout.

(voir Schwartz s Théorie des distributions. Tome I page 54, th. III et tome II page 41 th.XV).

df dg

n
1 1 3 3 ° —
Munissons H ({}¥) du produit scalaire ¢ (f/g)1 = g “bxi S-;:—J{

d'ol la norme : !\fﬂ,‘ = V(f/f)1 o

Théoréme I. H1 (£}) muni de la norme || il 1 est un espace de Hilbert.

ax-:-S fg dx
fof

Démonstration. Il suffit de démontrer qulil est complet.

of
Soit fp une suite de Cauchy dans 4 (L) Les fp et les («-}-{-2) forment des suiw
i

tes de Cauchy dans Lz(@:). Lz(,f\;) étant complet, il existe n+l fonctions : £, g,

of *
(1€ign) tellesque ¢ 1lim £_ = f (dans L2) lim axp =g, (dans Lz)a
P ~» P = o i
De plus on a d¢
' - OY ax = P .
Y e (@) Sﬁfp o, = e

Soit en passent & la limite

,,.X f--—-gi dx.-:j gigi)dx, 0
o 9% o
Ce qui exprime que 52—:6 =g (au sens des distributions). Les fP convergent donc dans
H1 (\(1)) vers‘ £, C.Q.F.D,
Définissons un sous-espace du précédent qu'on appellera sous-espace des éléments "nuls
au bord" de H1 (L)«

Définition II. Hz(ﬂ) est 1ladhérence de oD({)) dans Ht(.ﬂ,) muni _de la norme

.

1
Définition III. Hz(‘ﬂ,) est 1'adhérence de &' (‘Q,)(\H‘: (L) dans H‘t (£}) muni de

la norme n n,sn

Montrons que ces deux définitions sont équivalentes. Démontrons pour cela que ¢
D) = Q) NE W),

Nous avons évidemment : D{((¥) C &1 (W) N 4 Q).

Montrons, par régularisation, que :

£ NE () € D) .
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Soit ‘?P une suite de fonctions de ) nulles en dehors des boules Hlxll £ %,

positives, et telles que S L P dx=1. 8i g 6L2, lim @ xg=g (dans Lz).
R P p~> ®© P
En effet, cette convergence a lieu pour g & &, oD est partout dense dans I.a2 et 1l'en~

semble des applications g —> l{)p % g est équicontinu dans L2 puisque

g, sHLz <l \?P“ﬂ e \l.Lz .

Soit £ & £'({W N H1 (£k), pour p assez grand, le support de \PP % £ reste dans

LY done l{)P*fecD(.(),) et on a

©o

lim P * £f=1 (dans Lz(.n,))
p—oo P
. of of 2
et lim F o T g (dans L°(LL))
p—aw B 9% 00X
on a donc lim k? s £=1F (dens FI1 (Lu))e
pP— o

On a bien f € D(LL). Ce qui démontre 1l'équivalence des définitions II et III,
Etudions les relations entre H.i () et Hl(ﬂ,). On a @

Théordme II. H (R®) = Hl(Rn).

Soit f € I-I1 (Rn), démontrons que £ est la limite d'une suite d'éléments de Hl(Rn)
qui est fermé dans H1 (Rn), ce qui démontre que ¥ e.Hl(Rn)e
Considérons une suite de fonctions &p telles que :
o, & D
Otp =1 sur la boule [Ixll {p
dat
o{p et -5;]3 sont des fonctions bornées.
(Prendre par exemple s olp(x) =, (%))°

Si féH‘(Rn) otpf éHl(Rn) (définition III) et lim o £ =if (dans H‘(R“)).

P => 00
En effet O‘p f > £ (dans Lz)o
(On peut appliquer par exemple le théordme de Lebesgue 3 la suite lotpf - flz).
o B(OLPf) of 2
De méme > (dans L)
ox, Qx,
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o _f) da
. P p df dotp 2 df df
puisque %, 5%, OLP 5, e 3%, — (dans ) OLP 5, ~----)axi

(dans L2) (théoréme de Lebesgue) C. Q. Fo Do

Mais, en général H (Q) # H (Q).

- £(x) si xe)
Posons f(x) =
0 si xg
Nous avons
Théoreme III. 8i £ est dans Hl(.ﬂ,), T est dans H1(Rn)°
En effet, f est limite dans 1 ({y) d‘'une suite fp de  D(L). Fp est une suite

de Cauchy dans u' (R"), elle converge donc vers g G.H1 (R®). En particulier FP converge

dans L2 vers ; et g On a donc

g = ¢ (au sens des distributions).
of Jt
Remarquons, que nous avons en plus 5;{2 = 53-{-13) et en passant & la limite s
i i

dg_ (of
ox, ox,

On démontre que la réciproque de ce théordme est vraie si le bord de () est assez
régulier.

GrAce & ce théordme nous pouvons citer un exemple pour lequel H1(ﬂ) £ Hl(ﬂ«). 11

suffit de prendre pour ) une boule de R, On a bien 1 & H‘l (1) et 1 ¢ Hl(ﬂ-)o

I.3. Probléme de Dirichlet pour A -~ A (A > 0).

*
Nous cherchons f &€ H;(Q;) telle que (D « A)f =0 dans D (Q) et "t =g
sur bfl ol g est une fonction donnée sur bdk". Nous poserons ainsi le probléme 3
Supposons qu'il existe h en' ({}) prolongeable en un certain sens sur () et telle que

h/b{l = g« Alors, par définition, £ - h G.Hl(ﬂ) signifie que £/b{k = g.

Nous pouvons donc poser le probléme en termes dlespaces déjd étudiés et avoir le

Théoréme IV, Etant donnée h E.H1 (L1), il existe une distribution fo et _upe seule

appartenant & H1(Q,) et _telle que 12) (A-}\)for-o dans D '(L)
20) h-2 @H(Q).
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Démonstretion. Prenons sur H' (£3) 1a norme suivante, équivalente & la norme initiale ¢

Wel? < X& s ; . )\S

Elle est associée au produit scalaire

n
((2/g)) = S > abf 2 , XS £g 2,8 €H (1)

i=1

et, on a pour tout Y € D (L))

= {(A=N2 , B Y= (2, ).
Les £ de H‘( ) qui vérifient £ -~ h GH;(.Q:) forment un sous espace affine fermé et
complet. Nous cherchons donc une fs orthogonnle & HZ(Q) et contenue dans h + H:)(Qj)o

H.‘g (L)) étant un espace de Hilbert, il existe une telle solution unique & savoir s la pro-

jection de llorigine (dans H (£1)) sur_le sous espace affine h + Hi(ﬁ:)a Ona £ =h-%

avee £, en';(‘o,).; CoQuFoDs

Probléme de Dirichlet homogéne.

Nous avons; en fait, résolu le probléme suivant 3

Etent donnde h €H'({)), trouver f’i & H};(ﬂ) telle que

(A..>\)f'1 ={A~A)
f‘t est obtenue en projetant h sur Hz(\()))o
Comme oD ({}) est un sous espace dense de Hz((h_)p avec une topologie plus fine gque
la topologie induite, le dual de Hz(.ﬂ,) stidentifie canoniquement & un sous espace de
D(Q) (1'imege de 1'application transposée de 1ltinjection oD{({)) — Hi(ﬂs))e
Remarquons alors que la distribution (A = X )b apparticht au dual de Hi(‘ﬁa) 3

Vg éﬁl(ﬁ,) -<( Ao N, g )z ({t/g))e Plus généralement on & ¢

Théordme V. Etant donné ¥ appartenant au dual de HZ(-Q:), il existe une distribu=

tion unique f1 appartenant & Hl(.ﬂ) telle gue ¢

(8- =Y.
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Démonstration. On va déterminer f1 par la condition suivgnte

1 - -
Veer () s+ -{(A-XN)2, ,g)=((£,0)=<-9, g
PToute forme linéaire continue sur un espace de Hilbert est représentable par un élément

unique. Ce qui prouve llexistence et l'unicité de £ CoQoFoDs

1 &
Ce théordme; plus générnl que le théordme IV peut 8Stre énoncé sussi sous la forme ¢

L'opérateur A N définit un isomorphisme entre Hl‘(ﬂ.) et son dunl.

I.4, Probldme de Dirichlet 'pour A (X =0).

Posons S . e u est une semi-norme sur H:(,Q.). Soit pr,
0 i= 1
1'opérateur de projection sur le 1éme axe de coordonnées,

Théoréme VI. Si () est borné dens une direction (ctest & dire pri(n.) bornée_pour

un i aun moins) alors 3

12) | I est une norme Squivalente 3 | || sux Hz(.f},)

2?) liopérateur A définit un isomorphisme entre Hi(ﬁ,) et son duals

Démonstration.
12) Supposons pry{({k) C {-—-a R +;]o I} faubt démontrer qulil existe une constante C
ne dépendant que de L +telle que pour toute £ de Hz(ﬂ), on ait
el  clell’
Pour fED(N), ona f(x oes X ) "fia (t, x Xyp eos X )l dt. En applicuant 1'iné-

galité de Cauchy Schwarz :
. +8,
2 0f 2
If(xi seo xn)l \(2&‘/; 15-;{;()(_&9 xaya.a,xn)] dx

J‘Mz a, 2J"l 32 .

En intégrant par rapport & xzy cesy X OD B H

Jﬁma ax £ 4 o2 flﬁf}z

soit s || £ H 2l aton [igll  (2a+ 1) I£ 1" . Cette dernidre inégalité est

soit

valable dans H ({),) puisque oD (k) y est denseo C.Q.F.D.
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!
29) HZ(\Q,) muni de la norme || || et du produit scalaire associé ( ) )t est

un espace de Hilbert et on a 3
~<Af,gd=(z)g) VZEH(Q) et Yged().

Il n'y & plus qu'd reprendre la démonstration du théordme V pour démontrer, dans ce cas,

1'existence et l'unicité de la solution du probldme de Dirichlet pour A,

QR L e

TR



CHAPITRE 1II

érateurs fortement elliptiques i Probléme de Dirichlet

=
=

II.1. Espaces (), If:(ﬂ).
Notations : si p= (p‘;, seny pn) eN" ; = (E,‘, sesy En) €R’, on note

{»l =Py "‘P2 Feset B ordre de p
P

P
P _ 1 n
§ = 21 cee En

S R
P P
1 n
axl sec &xn '

Définition I. Etant donnés un ouvert (), de R" (extension facile aux veriétés),

m un entier positif, H ({}) est 1'espace des distributions f£€ D'({)) telles que @
(Vo' €8%)  (Im'] ¢ m) == D™ ¢ € 13(().

Pour m =1 on retrouve la définition de H' ({y)« On munit H'({)) du produit scalaire

(#/g) = 31 pofde

ipigm
Lo norme correspondante est notée : I f” n’

Définition II. a) H:,({L) est 1l'adhérence de (k) dans Hm(.O,) muni de la norme

b) HK:(&'L) est 1tadhérence de 5'(Q)Q‘Hm(.ﬁ,) dans H(0).

De 1%équivelence des définitions II et III du chapitre I, on déduit aisément 1'équiva-
lence de ces deux définitions. |

Nous avons les résultats suiimnts, dont les démonstrations sont immédiates & partir
de celles des théordmes I, II et III du chapitre I.

- HNQ) muni de la norme I ﬁm est complet (cfest donc un Hilbert)

- H () = B2

- si f&lf:(ﬂ), £ € (R®) (Réciprogue vraie si b est régulier)

Définition IIT. Soit m un entier positif, H "({}) désigne le dual topologique

de Hx:(;ﬂs) muni de la norme || nms

[ = 5.
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Cette définition est convenable pour m= 0. On s HZ(.O:) = H'(Q) = Lz(fb) et

” HLz = u “OD
Signalons les deux injections continues et denses

D(Q) = B(Q) — D)
obtenues par transposition des injections continues et denses of) ({)) ---‘9Hx§(ﬂ) — DL

Théortme I. H (L) est 1'espace des distributions f qui s'écrivent s

f = zz P g, avee g E.Lz(»&'l:)a {La décomposition n'est pas unique).
jpigm

Démonstration. ngp avee gp GLZ(.O,) définit une forme lindaire contimue sur & (L)

muni de la norme “ un’ puisque

VLPGJD(QJ) 1<ngp ’ LP>! = Kgp ? DP\P)}\< “gpuo uLle

Elle est donc prolongeable en une forme continue sur H:(ﬂ,).

Récirpoquement, soit T wune forme lindaire continue sur H:(\Q,). Démontrons qu'elle
est de la forme indiquée. Soit M 1'ensemble des multi-entiers p G,Nn tels que |p| £ me

Considérons liapplication M

Q) —s [13()

S

Elle est continue et injective. Ltimage de Hm(,fb) par cette application est fermée, elle
lui est done isomorphe (théordme de Banach !). T est donc prolongeable en T sur [L (ﬂf
(théoréme de Hahn-Banach). L2 étant identique & son dual, il existe M fonctions OP ap-

partenant Lz(a) telles que ¢
M

Vg e [Pa)] P (P = T K8, e

lpigm
On a donc pour f € (L)

{1, Y= 37 <6, Fey= 2L ()P <P, 2.

Iplgm (K m

Comme oD{{k) est dense dans Hx:(\ﬂ), T est bien de la forme enoncée. C.Q.F.D.



Pour ¢ 6ﬂm(.ﬂ;), posons ufu: =J‘Z ‘Dpflz dx. Cl'est une semi~-norme. Nous

Pl=m
avons 3

1
Théordme II. 12) Si (), est borné n ﬁm est une norme sur HI:([L) dquivalente

I

m

29) $i ) estuncube docbté €: VI EK(Q) ona:

el < € fel e fel, < Ellell,

pour tout entier positif k  m.

Démonstration. 12) La premidre partie a été démontrée pour m =1 (th, VI, ch. I).

La démonstration pour m positif quelconque, s'en déduit aisément par récurrence sur m.
22) On o déjd démontré (th. VI chap. I)

1 of
Ve e (Q) HfULZ £ &H&;u 2
On a de méme, pour tout p, tel que lpl {m et £ GH‘:(@)
a’p} '4f < £ | a}p{ f
P1—1 P2 })n N p‘l, pn

ax,! axz oao‘bxn L2 ax_s ew o Dxn L2
On en déduit tout de suite :

“f“}i_1< ell fﬂ; ot Hell , <€lell

De proche en proche, on a le résultat énoncé, C,Q.F.D.
Remarque 1+ Il aurait suffit de supposer dans la premiére partie du théortme précédent
£ borné dans une direction ; dans la 2e partie b d'épaisseur & dans une direction.
Remarque 2. Si 4 appartient & oD ({3), on peut le proloxiger par O en une fonce
tion de o@(Rn), on pourra alors faire subir & LP la transformation de Fourier

$(’§)= fﬁf)(x} oL EX gy

et on aura la formule de Planchevel

W’”i - f}@(g)iz aE.

(2w)"
En appliquant cette formule aux dérivées partielles d'ordre m, on obtient :

xwu;t 1 (7 £ [$p)]? ax.
P=m

(2re)®
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II1.2. Opérateurs fortement elliptiques @

Soit L = zz a,p(x)DP,

un opérateur différentiel ¥ coefficients indéfiniment
ipI<m
différentiables, et d'ordre pair

inégalité de Gérding.

(m = ZP-)e

Définition IV, L est fortement elliptique au point x si

03
®

YE €r"-{o} R > () B> 0
\pr=m P
Exemple ¢ = A

Supposons L fortement elliptique en x et soit C

3{(-1) 2 8 (x) EP sur la variété ZZ EZP =1,
ip|=m

Ipl=}Q

Rt }:} o ()57 ¢, T3 E

ipl=

le minimum (Cx > 0) de

On obtient aussitét 1'indgalité

Théoréme III., Si L est fortement elliptique dans (),

(ieses en tout point de (i),

on peut associer, & tout point & de ),

un voisinage ouvert O
de HH(O ) on ait
P de HNOy) onalt:

R<u9 §> yxe el -

Demonstratlon. Elle se fera en deux étapes

et _une constante K

positive tels que pour toute distribution

-3
3

12) Supposons d'abord que les coefficients - soient constants et nuls sauf pour

ip[ =me Il existe alors, une constante C ) 0 +telle que

VE er"-{o} &(-1) 57 a E")c}: g

. ipl=m Ipl= |
Pour tout l.? Qﬂ)(Rn) ona

L B>=&R Ddx = a PO ax = Rt aP'A\(C(“)
SfRimp tp) SLU?\de &S‘;‘:;n 9P ax R(-1) (zn)n‘j‘(l%p‘g)tpg)tpgdg

&<pr Lp)}, S}:{ EZP\(ﬁ]zdg =C llk?ll;f

22) Plagons nous maintenent dans le cas général. Soit oL € (Ve

Utilisons le "Truc
de Korn" en posant @

La = Z; ap(Ot)Dp Ll = Zz (ap(x) - ap(O())Drp Lt = Z a (x)D%,
|pl=m ipl=m Ipl <m
On a 3 L=Lu+L' + LY,
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I1 existe une constante C, dépendant de & , +telle que

VKPQ@(Rn) "(R<LO{.\P’§>>’C l“P"':

(application de la {dre étape).

Soit V1 C £} un voisinage ouvert relativement compact de . Il existe une constan-
te C' telle que 3 V\PQO'D(V1) 3 H\Pll;f )/c' “‘?”; (the II). Posons CC' =C,.
On a donc s

Ve R<uo 9oy y o Il
On a pour V‘Pée@(vl) s
— — P -
KU1,y = 57 (e (x)=a ()0, P)= 7 {(a_(x)-e_(0))oF.D 29, D>
S PP PP
avec !p1] =[p2\ = Po Py tPy=DP

_ P, D, _
Soit ¢ <119, By = (<) 7 < (a(x)-a (@)D 20,0 o) + 57<L 9, DY
Lyd

|p|=m

Le 2tme terme de droite est une somme finie, les opérateurs Li sont d'ordre au plus e

et Lﬁ d'ordre au plus L= 1. Il existe une constante 02 ne dépendant que de L et

de V., +telle que ¢

1
Voed(v,) lZZ(Li\P, Lj'@] ¢, U&pnplhpllﬁq

On traitera de méme IM

Soit 6 un nombre réel positif, il existe un voisinage ouvert V2 de O contenu dans )

tel que 3

S7  sup lo_(x) -8 ()] < &.
|p]=mx€V2 P P

Finalement on a, pour toute \PESZ)(\G 0 Vz)

R o9y Yoy I9I% - SlglE - (e, + o) Hghlioh,

c c
Prenons O = 2 et soit V_, 1le cube de centre oL et de c6té ¢ 1 « D'aprés le thée
3 3 3 024-03

réme ITI che II on a 3

c
Voedd(V,) ol —1 el
? 3 ? p=1 \<3(cz+c3) ? H



2
Posons K ==— et 0 = v1 n v, nva. On a alors @ leéo@(om)

ol
3
Q¢ LP,@) p3 K i LP“ i. Cette indgalité se généralise & Hg(oa) puisque o@(Od? y
est dense. C.0.P.D.

Théordme IV, (Inégalité de Ggrding). Soit L fortement elliptigue, d'ordre m =2y,

dens un ouvert () de R". Pour tout ouvert O relativement compact de ), il existe

deux constantes réelles positives A et A ielles que l'on ait ¢ 'v'(? e HE:(O)

- 2
&(Ltp+ AP, 9> ) A lh{\li e
Démontrons d'abord le lemme s

Lemme. Soit O un ouvert de Rn; pour tout g> 0, il existe une constante

10€) %0 telleaues Vyer (o), unpu;_t_,i < Elgl,+ qeripn,.

Démonstration du lemme : Nous avons

Ve,37% 0 telaue VEER® Y7 ¥ CE2TT £F 4l
P11 IPIC
En effet, il n'y a qu'd considérer le polyndme

P(¥) =57 2?9(1- %) - 257 %,

P =t Ipl=p ,
11 tend vers ~ oo quand {E( tend vers + . Donc pour HE{ > K, P( E) £ 0.

Soit 112 >/ sup P(E)a Nous avons 1'inégalité annoncée pour tout ‘g €R®, Soit
&l LK
, (pf-,o@(o). on a ¢

ST BRI R T BRGNP e
{pig p~t PR

et en intégrant, on obtient ¢

gl < \/82”?”&4- ol Celol +miql C.Q.F.D.
Démonstration du théoréme IV. Soit 0].L un recouvrement fini de 0 extrait du recou-
vrement par les O, du théordme précédent (th. III ch. II). Soit p; une partition
de l'unité indéfiniment différentiable, subordonnée & ce recouvrement. Posons 3’1 = --»—-3---,

2
de sorte que ‘3? définit une autre partition de 1'unité subordonnée au méme ZZ Bi

recouvrement. Pour (?E (0), onas



<L‘p'¢>=§—;<7ﬁ“?’ Xi¢>=;<L(XiLP)’Ki§>+; <29y 5,97
avec 6’1LkP=LX'i¢P+ DikP. Di est donc dfordre m=1., Soit C

4 = inf K (K

COnS=
o
tantes définies par le théoréme III pour le nombre fini d'ouverts Oi)° On a

i i

Re ;@( AU DR AL ; leixpil;.

La formule de Leibnitz montre que 3

X AL A gl gl _,

C, ne dépendant que de O et de la partition de 1l'unité

2

@io On a aussi

<D1W’Xi?> =Z<DkkP,De\P> avec k M % p=1.
I1 existe donc une constante 03 ne dépendant pas de LP telle que

]};@ikp, ﬁ@)[ £ 0 "\PHH“\PUH-P
Finalement on a 3
R<u g, § ¢, Igl? —c gl gl
avec 04 = 0102 + (33.

c
En prenant dans le lemme précédent !

£ = o

204, il vient

C
BLuyp, 6y Y .lz QIS ~ ¢, q gl Wl

Or pour tout O > O on a 3

oL 2 1 2
gl ol 5 Il\pllp_ + '2_6[“50”0
C C 2.2
Prenons = 5(-31— A= --1 A= C—‘*l o On obtient ¢
4 4 c,
Vkpe D(0)

R g, § > ya ligh2 - Xlgu? .

Cette inégalité se généralise & Hr(O)o C.Q.F.D.

Corollaire. Application au probldme de Dirichlet. L + A

est un isomorphisme de
H':(O) sur H;P(O) (avee les hypothdses du théordme précédent).
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Démonstration. Si l'expression <L, @) est réelle, {LP+Ap, L?) est une
norme sur HI:(O) équivalente & l“P"m et il suffit de considérer H:(O) muni du produit
scalaire nf,gu = < Lf + Af ’ §> et dfappliquer le théordme de représentation d'une

forme lindaire continue dans un espace de Hilbert (méme démonstration que celles des th. 5

ox

et 6 du cho I pour A). Exemple : L = Z -an(a,ij(x)é%-) + C avec (a'ij) matrice hermi-
i, 71 3

tienne positive.
Plus généralement on utilise 3

Lemme, Soit B un espace de Banach réflexif muni d'une involution isométrigue

X =3 X, Soif w une application lindaire fortement continue de B dans son dual B!

telle qu'il oxiste une constapte € donnant lieu b 1Vipdgalité s
Putx) , % yolxl®

Alors u est un isomorphisme de B sur B'.

Démonstration du lemme. On a §

clxl? ¢ Reubp) » T lul 1)
lu@) | Y o l= -

Ce qui montre que u est injective et que u(B) est une partie compldte done fermée dans

diol ¢

B,

Supposons que u(B) soit distinet de B!, l'hypothése que B est réflexif permet
de trouver dans B wun x non nul orthogonal & u(B), alors 3

0= R¢uki) x> Y ellxl®  soit  lxl=o0

ce qui est absurde. C.Q.F.D.

Ce lemme est en particulier applicable dans un espace de Hilbert, L + A est une
application contimue de HS(Q) dans H-P(0) (voir th, I Ch, II), Elle vérifie
R+ 20092, 8> Y alipl-

précédent d'ou le corollaires C.Q.F.D.

Nous sommes dans les conditions dfapplications du lemme



II.3. Application de la théorie des opérateurs compacts.

Nous avons entidrement résolu le probléme de Dirichlet peur 1'opémteur L+A (L
fortement elliptique, )\ suffisamment grand pour vérifier 1l'inégalité de Gg,rding). Nous
allons voir maintenant ce qui se passe poui‘ 1topérateur L et plus ‘génkérs.lement pour L + )\’
( N complexe quelconque). Nous utiliserons pour cela des résultats de la "théorie des |
opérateurs compacts® {voir appendice).

Théoréme V. Soit O un ouvert borné de Rn: pour tout entier m positif ou nul,

1'injection canonique de H:H(O) dans }f:(()) est compacte.

Démontrons d'abord les deux lemmes.

Lemme I (Weil). Pour qu'un ensemble ¢ de fonctions appartenant & 12(R") et de

support dans un compact fixe K, soit relativement compact dans L2, il faut et il suffit

gque les deux conditions suivantes soient vérifiées

1e) CIJ borné dans Lz(Rn) (clest & dire qu'il existe ume constante M telle que
pour tout Y de P "\?”o <M.
29) Vero, Im tellegue Inlg 1= l!zh\?aptlﬁ € VL?E‘?y avec
h = (hi, “eey hn) h, €R
'thL?(x) = k}?(x‘s o+ hﬂ suey X+ hn)o
Démonstration du lemme I. |

. » L4 ‘ - » $ Fd 2
Conditions nécessmires, C‘? est relativement compact, il est donc borné dans L .

Considérons les appliéations de L2 dans Lz ¢ P — "ch\{) - « Elles sont équicontinues
(“'thk}’—- \{)“0 £2 Nk? llo) et convergent simplement vers O, quand h tend vers O, dans
1fensemble des fonctions continues & support compact; qui est dense dans ifz(Rn). Elles
convergent donc simplement vers O dans Lz(Rn). - Par conséquent, elles convergent unifor-
mément vers O, sur tout ensemble relativement compact de Lz, et, en particulier sur &9 »
Ce qui démontre 29).

Conditions suffisantes. Montrons que 1'on peut recouvrir é dans L2 par un ndmbre



fini de boules de rayon ¢ arbitraire, ce qui démontre que @ est relativement compact,
Soit Qp une suite de fonctions de D(R") telles que ¢ fOP =1 et Qp(x) = 0

pour Ml x|l b3 %., Supposons p, assez grand pour que

Voed ¢ = => o= ¢l
O

[ 38 Fe )
-

Alors on a 3
0, * 9= P)=) = [0, ()(QLe-th-gllas
ot pour toutb W (=4 L (&Y

(O.PO * - \p/(p) = fop (t)dtf(k?(x-t)—-q)(x))q,(x)dx
€]
Sl g- il gl ¢ £ i
(en appliquant 1'inégalité de Cauchy-Schwarfz).

N £
Soit ¢ NOPO *x P~ i \<§‘
Considérons les fonctions Qp * P (po fixe, Y& @7_), elles gardent leur support
o ;
dans un compact fixe K et elles sont uniformément équicontinues, en effet

i"c (o *QP)—Q *L{){ ('t 0 -Qp)* ?i\(“’thgp‘% I RLF”

{leo -0 || M.
0o hp, Ps o
Enfin, elles sont bornées dans L , puisque 3

o, % @iy, = surlo, x gl <o, | 19l < loy )

Elles forment donc, d'aprés le théordme d'Ascoli, une famille relativement compacte dans

L® (Ko)o I1 existe donc, un nombre fini de fonctions Y, de 1® (Ko) telles que

. % £
Vkpe@ 3i  tel que s liopo \?-“PiuLOO(”.W;T

v(KO) désignant le volume de Ko
, .ot
. * 2 TP
On aura alors @ n@p‘ﬁ kPi“ o N 3 dlol s

Ve, Yoe &, 3 telaue [lg-y,], <[y-0 *“PU b, *\? ol (5+5=¢.
C.Q.F.D,
Lemme II. Pour cu'un ensemble P de fonctions appartenant 3 H(R") (m % 0) et de

support dans un compact fixe soit relativement compact dans Hm(Rn), il faut et il suffit

que les deux conditions suivantes soient vérifides 3
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12) & borné dans H (R")
22) Ye> 0, 3m, telgue |hig M = ll'chxp~ Y € pour towt ped.
Ce lemme découle du précédent en considérant H'(R") comme sous espace fermé de
{Lz(gn)] M, M étant le nombre des multi entiers p = {p,s, seey pn) avee |p| & m
(voir démonstration du the I cho II)o C.Q.F.D.

Démonstretion du théoréme V. Appliquons le lemme précédent et montrons que 1l'ensemble

‘3‘? des § de H:+1(0) telles que uLP”

o 1 vérifient les conditions 12) et 29)

de ce lemme dans I-fn(Rn)u En effet, de telles fonctions peuvent &ire prolongées par O
en dehors de leur support et appartiennent alors & Hm(Rn)o Elles gardent leur support
" dans un compact fixe O,

Le 12) est immédiatement vérifié.

Vérifions le 22), Prenons h = (h1, 0, 444y 0)s Pour L})ééD(O)', on a 3
lP(x-#-h)-—({)(x) j1 aq’(x-ﬁ»t)

diol 3 }Q(x,-;— h) - LP(x);z h IE\’%[ ax1 {Cauchy-Schwerg ).

Soit A le diamétre de O ¢

2
Jlpte s m = 9ol axy g [I 2 o

et
2
ﬂkp(x+h)- ky(x)l qoeedx \{Ahﬂ ; dx, aX, oee dx
soit
e, @~ @l & Vami Bgn,
et pour m et h quélconques, on démontre de méme 3
9=l L2 am g
Par passage & la limite, cette inégalité est vraie aussi pour ¥ GH’:(O).

Pour ¥ e? s on a donc

e, @ = pll_C VLT avee €= VZX
Le 22) est done vérifids C.Q.F.D.
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Gorollaire. L'injection de H'(0) gans H™1'(0) est comsete (phy1).

En effet, elle est la composée des deux injections HS(O) ------»,'E[tm1 (0) —-AH"P’(O),
La preéiére est compacte d'aprés le théoréme précédent. La 2tme est fortement continug,
puisque si Y € H‘;‘“‘ et PEH: U\p Y| < Mgll Mqﬂ!oglltpuw,! ll\pllPL
atan Bl < gl

La composée de ces deux injections est donc compacte. C.Q.F.D.

Appliquons ces résultats, dans les hypothtses de 1'inégalité de Ggrding, en utilisant
le théoréme suivant de la théorie des opérateurs compacts (cf. appendice).

Soient E1 et E, deux espaces de Banach, u wune application compacte

2
de E1 dans E2 et v un isomorphisme de E1 sur Ezo Alors W)\ = Au+v
{ X €C) est un homomorphisme de E, dens E, tel que ¢ dim(noyau W}\) = codim(image Wk)

= dx; &>\ est toujours fini et d Y 0 sauf pour un ensemble discret de valeurs de \ &

Théordme VI. Seient L un opérateur fortement elliptique dans (k, d'ordre m = 2!_;.,

i
et; O un ouvert relativement compact dans (). Pour tout nombre complexe k) y L+ X

est_un homomorphisme de H‘tl(O)f dans H M (0);, ayant un noyou de dimension finie, une

imoge de codimension finie et ces deux nombres sont égaux ; ils sont nuls sauf pour un en-

semble discret de valeurs de N o

Le théortme est immédiat en appliquant les corollaires des théordmes 4 et 6 (ch, II)
et en berivant ¢+ L+ W =L+ X+ (Ne)) (A donné par 1'inégalité de Garding) .
Ce résultat est, en particulier, applicable pour résoudre le probléme de Dirichlet

pour L.

T
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Appendice. Opérateurs compacts

L

Nous ne démontrerons pas ici les résultats les plus généraux sur les opérateurs com=
pacts, mais seulement ceux que nous avons eu & utiliser.

Commencgons par un lemme algébrique.

Soit E un espace vectoriel, et v un_endomorphisme de E. Soit En le noyau de vn,

et Fn son_image. Alors ¢

a) ou bien la suite des sous espaces En est strictement croissante, ou bien cette

suite est strictement croissante jusqu'ds un _ecertain rang }.a, & partir duguel elle est
stationnaire.

b) ou bien la suite Fn est strictement décroissante ou bien elle est strictement

décroissante jusqu'd un certein rang v 2 partir duquel elle est stationnaire.

c) 81 p gt Vv existent, P=V 3 E est somme directe de EP‘ et FP‘ R 4

est nilpotent dans EH- et _cfest un automorphisme de FHe

En effet, la suite En est visiblement croissante, et ona E

=1 .
41 =7 (En) s si done

=1 -1
E ona E _=v (En+1)-v (En)-.En

B =B n42 4 3 dfol Ep-=En pour P )n, ce qui

démontre a).

On démontre b) de la méme manidre, en remarquant que Fn

T v(Fn) °

Supposons meintenant les deux suites stationnaires. Montrons d'abord qu'on a B Ve
Sinon, on aurait
E #EP=E

pet =R
. . . pe=t o fas
Par suite, Vx €E, il existe y&E tel que v x=vI"y, dlel x = vy EEP""‘.
=vtty 20 ator =
Prenons x EEH, x ¢EP"'1 s onas vPx=vl"'y=0 dlod vly=0 et
vy GEH_l § done x EEP““ ce qui est absurde.

D'une manidre analogue, si l'on avait '.L £V, on aurait



Evaq =5

Fo4 FFy =F

Soit XEFV_1, ng § il existe y tel que x=v yi; ona vxeF?= v 417

donc il existe 2z tel que vx=vvy=vvwz3 done y-vzeEV =EV 37 et
x.---ﬂs"’"*s y:vvz; done ::E.Fv, ce qui est absurde. On & donc }1.==? .

Montrons enfin ¢) § il suffit d'établir que E est somme directe de EH et de PH‘ s
Posons v e $ Vx &E, 3y€E vérifiant wx zwzy, dioh x - wy GEH 3 done

EP— et F}L engendrent E j soit maintenant x éEMﬁ Fl*' tona xX=wy et wx=03

done ,way =03 dlol wy=x=0 et EP'('\F = {o}o C.Q.FoDo

Définition. Soient E et F deux espaces de Banach ; une application linéaire

continue de E dans F est dite compacte si l'usage de la boule unité B de E est

relativement compacte dans ¥,

Remarques. Si E est réflexif, il revient au méme de dire que u est continue de
B faible dans F fort 3 en effet, si u(B) est relativement compact dans F, la topolo-
gie faible et la topologie forte coincident sur wu(B) : comme u est continue de E faible
dans P faible, u est continuede B faible dans F fort (ceci ne suppose' pas la refle-
xivité de E) j réciproquement, si u est continue de B faible dans F fort, et si E
est réflexif, B est faiblement compact, done u(B) est compact ; u est uﬁe application
compacte,

Dans toute la suite, les termes "continu®, compact™, etco.. sont entendus au sens de

la topologie forte.

Théoréme 1. Soit u un endomorphisme compact diun espace de Banach E ; l'endomorphis-

me v=I4+%u est un homomorphisme et son noyau est de dimension finie.

Soit E1 le noyau de v, pour x EE1, on a x =-u(x) ; done BﬂE,‘ est compact

E1 étant un espace de Banach, est de dimension finie.
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Soit H un supplémentaire de E3 dans E ;3 E est isomorphe & E‘t ® H ; pour démone
trer le théordme, il suffit donc d*établir ceci : si une suite X, de points de B (VH
vérifie v(xp) —3> 0, ona xP -3 0, Comme xp':: v(xp) - u(xp), il suffit de dénontrer
que h(xp) -3y 0 3 si cette assertion était fausse, il existerait une suite extraite
qu telle que la suite n(qu) converge vers y # 0 § comme x + u(xp) —> 0, les
x, convergeraient vers -y § et l'on aureit v(y) =y +u(y) =0, y€H; d'od y=0,
eeqqui est absurde.

Dans 1'énoncé suivant, nous gardons les hypothdses du théordéme 1. Remarquons que ce
théortme sfapplique & v = (I + u)n‘ puisque (formule du bindme) v° =1 + uw, o wo étant

compacte

Théordme 2. Les notations étant celles du lemme algébrique, les suites E ot F

s D n

gsont stationnaires.

Supposons d'abord que la suite En ne soit pas stationnsire 3 en o alors, Yn
E #E . Comme E est trivialement fermé, il existe x € E [\B véfifient
Tiwt n n n n

1
d(xn ' En-—'i) >/ 2°

Pour m {n, ona u(xn) - u(xm) =x + v(xn) -X - v(xm) ex + E

et done

uu(xn) - u(xm) I }, %9 ce qui est absurde puisque la suite x & un point d'accumuletions |
Montrons maintenant que la suite F‘n est stationnaire. D'aprés le théordme 1 eppliqué.
3 vn, Fn est fermé, Si la suite Fﬂ n'était pas stationnaire, on aurait Vo
. . ‘s 1
Fn # Fn+1 $ il existerait alors X & Fn N\B wvérifiant d(xn ? Fn +1) }, 3

Pour m ) n, on aurait u(xn) - u(xm) =x_ -+ v(xn) ~X = v(xm) Ex + Fn

done
+1 :

1
“u(xn) - u(xm)" >/ 3¢ ce qui est absurde.
Des théordmes précédents, et du lemme algébrique, on déduit auyssitdt que Eco = UEn
est de dimension finie; et que F__ = 1P est fermé ; en outre sy B et F_ sont
00 n o 00
stables par u et v induit un isomorphisme de Fos sur lui-méme. On en déduit tririale~

ment les résultats que nous avons utilisés ou chapitre II, théordme VI (aux notations prds).
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a) dim vm‘l (0) = codim v(E) (puisque v(E) = Fm® V(Em ), on est ramené b établiy ce
résultat dans Emg qui est un espace de dimension finie 1).
b) 8i A €C est nssez voisinde 1, et si \' £ 1, 1'endomorphisme I + Nu
est un isomorphisme E —-3) E (en effet, il indui%‘un isomoxphisme sur Eco puisque Em
est de dimension finiey, eb il induit un isomorphisme sur Foo" puisqu'il est “assez voisin"
d'un isomorphisme). En appliquant ce résultat & Ju au lieude u (A€ C), on voit que

1'ensemble des \' pour lesquels I + \'u nfest pas un isomorphisme est discret.
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CHAPITRE III

Opérateurs elliptiques —~ Régularité & l'intérieur

III -~ 1 - Espaces H‘:(a), }fg(ﬂ).

Distinguons les deux cas ¢ m entier positif et m entier négatif.

ler cas ¢ mp 0

Définition I ¢ H:((L) est 1llespace des distributions b support compact et appartenant
x H(Q).

0n & done + (D) = ENQINEYN) = ENQINELQ) = E1(Q)NEE.

8i (WC ', on a évidemment E1(L1) C (L)), on en déduit H‘:(\Q) C HI:(Q')-

8i K désigne un compact de )i, HX:(K) est llespace des distributions de If:(fl} S
support dans XK. ﬁ:(K) est un espace de Banach, sa norme étant n I n (i1 est fermé dans
E*((,)). Nous dirons qu'une suite ( (Pp) d'é1léments de H?(Q), 3 support dans yn compact
fixe X, converge vers 0, si elle converge vers O dans HS(K). (On munit, en fait, H: )
de la topologie limite inductive des Banach H?:(K) en prenant une suite exaustive de compacts K)o

Remargue 1. Dans Hm(Rn), la norme \l({)ﬁ o ©st équivalente Y ﬁ{{\?(z Y1+ | Elz)m/ 2“ s

L
puisque ¢

I = s 3 1R ar.

(21)" 1ky

LS

On peut donc avoir la caractérisation 3 .

(9 € PE & (9e 1 et G(R)+1ED? e1?).
On en déduit s

o
(9 eEE) e (ge & ot p(D0+ER? e1d).

Définition ITI Hné(.ﬂ,) est l'espace des distributioms qui appartiennent localement &

Lz(,(),), ainsi que leurs dérivées jusqu'd llordre m.

On a donc @

(9 € H(0) &= (g€ D) 5 YaeD (Q) =yx¢ € H(Q)).

Si (G‘i) désigne un recouvrement localement fini de () par des ouverts relativement



- 24 -
compacts, et (Oti) une partition de l'unité indéfiniment différentiable subordonnée 2 ce
recouvrement, on & évidemment 3
(¢ eH(Q) = (QED D) 5 Vi of EH(O)).
Une suite (LP ) de Hné(&) converge vers O si pour tout ouvert relativement compact
& de b, ((? ! o) convergent vers 0 dens Hm( 0). (En fait, on peut considérer una suite

&; tels que 6‘ 1.C C O et tels que tout compact,
d'ouverts relativement compa,c,%‘v’&e o) so:.t “contenu, & pa,r‘bn.r de ¥~ &S8éz grand, dans G;, .

On peut alors munir Hm(ﬂ:) des semi normes 3 ﬂ \Ff &\,Y n® ng(\ﬂ:) devient ainsi un espace

b

de Fréchet).
Etudions les relations de ces espaces avec les espaces ordinaires de fonctions différen=
tiables s on a évidemment 3
D) ¢ B Q) £%(0) cHa).
Théordme I : (Cas particulier du lemme de Scbolev).
12) 8i A st un entier positif tel que A g-, sna s HI:‘F)\ () ¢ Q)

Hm"')‘ (Q) € E™(Q) pour toub entier m positif.

2
2) e+ BY(Q) =D(Q) ot HP(O) = E(Q). [on pose B (0) = M HI(A), et
' »o0
B0 = 0 )] "
4 myo
Démonstration 3
12) Soit ¢ € HY:{-X Q) pour |01 £ m, démontrons que DQLP est continue. On a ¢
E EQ m+A
A A 2.3
EY = 2m+?\/2'LP(1 +lE[%) 2
) (1+ {E[7) .
or 5 Y £ ! N éLz (X\> %) et (?)(14*\212) 2 ‘E.Lz'(voir remarque I)
a+1gl® 2 (e p®?

A
E P  est donc intégrable ;

Q f i.:hE

D = — (=1 ) e (g)a

| ¢ = HE) SRR
est done continue.

On en déduit sans difficulté la démonstration pour Hm“\ (L1) -

b
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22) Applicaiion directe du 12,
20me cas ¢t m <O
Définition III H‘;1 ()} est llespace des distributions i support compact appartenant ¥
Zh).
On & dono : H:(;Q:) = H'(Q) 0 E1(Q).

H’:(&) est un sous espace de H(R°) = [H"m(}in)}t, En effet, si (9&3:(\0..) , LEHT(RY,

seenant A€ D (L) égele d 1 sur le support de \p et en posant
<‘?¥. £ = <\P: af}
on définit une forme linéaire comtimue sur H (R") indépendante de & »
On en déduit 3 H ) = £1(Q)n B'®")
et, par suite, si ([JCU} ; on a3
E(Q) C E ().
De la ceractérisetion de K (R°) per la transformation de Fourier (Remarque 1), vn déduit
(ye PENes (Ped o PurigP?erh) <o)

puisque si ¢ EH‘m(Rn), on a 3

[ S15- 0

<, 9> = [, “j GurEld? Qs ig® ag

et, on en déduit les deux caractérisations

oL E

(p & HEY) &= Heer o P+iE? e1?)
(0 € ) = (ge £ ot PuslEdV? er?)
Nous pouvons définir eussi K (K) (K compact) comme étant égal & £1(K) Q) o
& ost un ouvert queleonque contensnt K. K (K) est un espace de Banash. (n peut, en effet,
définir dans cet espace deux normes équivalentes $
a) norme induite par i Q)
(Hy(K) est alors fermée dans H'({}))

b) norme définie par la transformation de Fourier, en prenant i

1 153H™? I 2



- 26 -
H:(\(L) peut 8tre muni de la topologie limite inductive des .If:(K).

Remarque 2 1 8i £ €& Hz(@)g elle peut s'éorire sous la forme

P = E : DQ g
1 g o 9’2 .
ol les gB sont _des distributions eppertenant 3 L ((}) 2 support dans un voisinage arbitrai-

re du support de f.

En effet, nous savons que f s'éerit t (théordme I ch. II)

p

2 X
? = Dh h, € L))
P T

Soit [36‘ D), velant 1 sur le support de £ (qui est compact)e On &'z pr=2=
2. @DB hB  En utilisant la formule de Leibnitz, on peut écrire ¢
g T8
po"n, =20 Ay, DR, (N

les (Dsﬁ)h ) sont bien & support compact contenu dans le support de ‘3 ‘

des constantes)
r,s

Per ailleurs, on vérifie facilement ceci ¢ si oL ED (L)) et £ EEH:(J},) alors
ot € 5 ().

Cela justifie la définition suivante

Définition IV & qu(\ﬂ,) est 1'espace des distributions f appartenant & D'(Q) et

telles que pour tout o €D(Q) oL en’zm,) (m <0).

Définition IV bis 3 Hné(&) .&st 1'espace des distributions de la forme

9 2 _ 10
:.{zxz.;-mn gg ave g, eLP’(Q) (-‘-\ HQ(J):))

Le définition IV entraine IV bis. Considérons en effet une partition de l'unité subore

donnée % un recouvrement localement fini de ). £ = Z: L o, f G.Hl:(.ﬁ) ; done
i N

b
o fmz:' D g,
T T SR

les gig eppartenant & L2 et ayant un support arbitrairement voisin du support de

i
{Remarque 2). En posant gg o= Z gig ;, ona s
i
¢ o
£ = D g avee g. € H ({¥).
talzg-m e b
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11 est facile de voir que la définition IV bis entraine IV (reisonner comme & la remarque 2).
Indiquons enfin, que Hz(\ﬂ,) (m <0) peut 8tre muni d'une topologie de Fréchet. Il est le
duel de H_"({)).

Comme dans le cas m » 0, indiquons bridvement quelques relati¢ns entre ces espaces
et les espaces de distributions ordinaires.

Nous avons évidemment 3 0@3.@ D H‘;( ) (m ¢0)
(puisque ﬁ B est llespace des sommes finies de dérivées dlordre -m de mesures).
On a de méme @ Hﬁé(ﬁz) 3{2 dérivées d'ordre §-m de fonctions continues}.

Dlaprés ces deux inclusﬁgz, et, ce qulon connait sur les distributions dtordre fini,

on aédnit + U H“é(-@,) = H"ém(a.) = DF(Q) (aistributions d'ordre fini)
m<o ‘

En appliquant le théordme I (lemme de Sobolev) et en ubilisant la dualité de Hué(«ﬂ;)

et H;m(.{'},) on obtient s

JTocEt @) s A

Signalons enfin, que les définitions données pour m ) 0 et m {0 sont convenables
pour m =0 et colncident (cela résulte imméidatement du fait que Lz(,.Q;) est son propre

dual)e

III - 2 - Régulnrité & 1lintérieur pour A ~ 1.

Théordme II : 8i £ est une distribution appartenant 3 D'((}) telle gue
(A-1)2 € ng(\ﬂ.), alors, £ & I'llé+2(£};).

Démonstration ¢t Elle se}f‘a.i'b en deux étapes.

i¥re Stape, Ajoutons l'hypothdse : £ ¥ support compact. Ona 3 (A = 1)2 E-HI:(D)

soit 1 (voir III - 1) 2 g PN 2
1+ (A=t &L

ou encore ¢ (1 + t%]z}k‘/z(‘lﬂgzz)?t‘ELz

et on a bien te H‘:m(n).

Le théordme est démontrdé dans ce cas,
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2tme étape. Démontrons d'abord le

Lemme ¢ Soit ¢ un ouvert de Rn, 2 €D1(0) telle que

Isez 2 €Hy(O)
ik €2 (A -t)? eség(&) ‘

alors £ € H2(e).,
19

Démonstration du lemme $

8L s ) k+2, il n'y s rien & démontrer. Supposons s-1 { ke Pour tout & e (o)
ona 3 (A1) ) = A(A-1)E + ¢
avee 3 3¢ vazo(
8=200 3% W Tyt
3 i T 9x{
g EH:"‘ (0) 3 o(a-1)e éﬁlz(&) $ On en ddduit (A-~1){ct F) 'G.H:"“!’ (0) et dlaprds la 1dre

étape ¢
at ez

(0, soit 2 eEN(O),
81 s 4 1=k+2, le lemme est démontré, Sinon, on applique de nouveau le résultat
obtenus Le lemme est done démoﬁtré par récurrences C.Q.F.Ds

Démonstration du théordme II.

k2
Démontrons que pour tout o € D (L), AL € H

un voisinage du support de o, relativement compact dans (}. £ considérée comme dis-

(\Q,). Soit done un tel O et O

tribution dans @ est dlordre fini. Il existe dome s, tek que £ € HZ(G'), on o
(A=t)2 GHE(&) (puisque © ¢ ),)s Nous sommes donc dans les conditions d!application
du lemme précédent ; soit & £ ealg*z(a) ot of € }I§+2(G) c}f:+2(a,) (voir ITI = 1)
o étant quelconque dans D (()), on a bien £ € H’I;z({),). C.Q.F.De

Théordme II bis. Lo théordme IT resbe vrai en remplacant A par un opérateur L de

la forme L= A +D

ot D est un opérateur du premier ordre ¥ coefficients indéfiniment dérivebles.

Démonstration ¢

Ona:s L= (A ~1)2+ (D+ 1)L,
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Soient o € ({)) et © un ouvert relativement compact dans (), contenant le suppert
de ™, Il existe &, tel que f‘é’.HE(G). Supposons s-1 { ke On a3

L? € Hk(&) . (p+1)2 5 Y(0)
dlot s (A ~1)P E HS“ (0) et, d'aprds le théordme II £ 6Hsg+1( 0).. Le raisonnement
peut &ire continué par récurrence joma s £ € H]E*'Z(G)a Dol 3

at EHH(0) CHL Q)

et t e I‘Ilg+2(&)n A COQQFQ})O

Application ¢t En appliquant les théordmes précédents nous pouvons énoncer 3

Toute distribution harmonique est indéfiniment dériveble ¢ clest donc une fonction

harmonique ordinaire.
Toute 'distribution S yérifiant aa S + 1 -5-}; = 0 est une fonection holomorghe au

sens ordinaire.

III =~ 3. Régularité b 1fintérieur pour un opérateur elliptique. '

Soient ) un ouvert de R° ot .L un opérateur différentiel

L= :I ak(x)Dk avec 8 € £ ()

Ikl {m _
Définition V. s L est appeld opérateur ellipbique si ¢+ Vx ¢f), VE gr® (E # 0)
onas S ak(x)s # 0.
| ki=m
On voit que tout opérateur fortement elliptique (ch. II définition IV) est elliptique.
La réciproque est fausse 3 par exemple, les opérateurs 1A et Ba o + 1 —Q;; sont ellipti«-

ques et ne sont pas fortement elliptiques.

Si L est un opérateur différentiel on définit 1l'opérateur L*, qu'on appelle epére=

teur adjoint de Lagrange de L, par la formle s
; | M —
Veed), Yyed ) <U9,p) =<9, Ly,
# ,
8i L est elliptique, l'opérateur L L est fortement elliptique, En effet, si

Lf = a(x)Dk £, L¥(£(x)) = (=1 )ka(s(x)f(x)) $ donc, pour L quelconque



¥ = 1;2 ()" a.k(x) o + H (ordre H ¢ m)
I &)=m

— 14l

et, Ay A (-1)m Z 81 Byn Dk e
tkY =m
1R =m

(ordre M < 2m), Le polynome qui lui est associé est dome ¢

=1)" & E ]

kfr—'m
Ce qui prouve qu'il est bien fortement elliptique.

Dteprés le théordme IXI du che IXona s Y&l v 3 9'“ (voisinage de o )
3 Co, tels que Vo EH:(G'm) on ait 3 {L'LY ,'({}} Y Cx ‘H\?Hi
soit hugn2y o g 2

Nous pouvons donc énoncer.

Théoréme III (Friedrichs)e Si L est un o}géra‘beur elliptique dlordre m dans (),
pour tout o €2, il existe un voisinage 6’0‘ de o et une constante C ” tels

que, pour tout en’:(om) on alt 2
Nl e QU
(Ce théortme o été démontré historiquement avant 1'inégalité de Ggrding)o

N ous arrivons meintenant ou théordme fondamentel de régularité & 1ltintérieur

Théoréme IV. Si L est un opérateur elliptique dlordre m dans (), et £ une

distribution dans ) telle que g=1LfE ng(\ﬂx), alors £ € Hné&(‘ﬁ,)o

Démonstration. Elle se fera ea deux étapes.

ldre étape. Démonstration du théordme avec les hypothdses supplémentaires s £ éﬂné(ﬁ)‘
et k entier > 0. Nous distinguerons, au cours de cette étape, les trois cas suivants t

a) k=1, £ ¥ support compact potit

b) k=1, £ ¥ support quelconque

¢ k >0 quelconque



a) Lemme I ¢ En ajoutant les hypothdses suivantes, & celle du théordme IV 3 k'= L

1
£ER(0. ) ma: e (0,)

(o

o étant 1l'un des ouverts donnés par le théordme I1II).

Démonstration du lemme I.

Démontrons que of ed(e,) 1 £1i ¢n. Soit i =1, par exemple.
axi o O

Posons X ('thi‘)(x,&, osey 'xn) = f(x1 +h, Xat seey xn)c
mas T (LE) ~Lf=(T,L)(%,2) -1
= ('ChL-L)(‘thf) +L(T, L - £)e

L) — -c -y
Soit s y T, ? f) T ( L L)t .
h <.g h 2 h h
h = est borné dans HO(0 oL) quand h varie et reste

assez petit. [On pourrs dfabord le montrer pour une fonction k? de ‘@(%K) ]

(P(x‘-%h, xz.uxn) bl LP(X_;;QOXn) a} 3(9
b B J, 0%,

g €H i(ﬁ'“), on en déduit que

(x ‘l‘t, s .xn)d‘b

h
si Yer’(o ) ©n 8y en appliquent Rubind

h -
< hL? ?, ) ‘-P) ~—-- J dtj 29 e (X %,xz,...,xn)\})(x)dx
o

2

0%,y
o < ety iy,
Y
On en déduit {I;----—-I;------Ho < Uyl |
I1 suffit de prendre, alors, une suite ((?p) tendant vers g dans Hz(e'd )}a
i Tt T %k
( 5 )'chf = = Lo
tkigm
est aussi borné dans H° (0- ), puisque les By sont indéfiniment dérivables. Si h est
Y A
suffisamment petit, on en déduit, dﬁa.prés le théordme III que = reste borné dans
T.fw?
h . Of
Hf:(ﬁ‘u)e Or — ? 3% dans ,@‘(6— } quand h >0, t‘l‘;uiefboule dans

Hﬁ(ﬂ'a) étent faiblement relativement compacte, on en déduit que converge fai-

h

f . oF
blement dans K:(Oot.) Vors ==, et, par suite FTR EH’: (&0&)' CeQ.F.D.



b) Lemme II s En ajoutant les hypothéses suivantes & celles du ;thé'oré}me IV: k=1,
£ &H’S(Q) ona f ex-x‘é‘*’(g).

Démonstration du lemme II.

On considdre un recouvrement de (), localement fini plus fin que celui des (0‘“)

donné par le theordme III, Soit (&? i) une partition de 1'unité subordonnée & ce recouvre=

ment, On & ; o
Kp,2) = O L + D2 {ordre D {m~ 1),
Ona s ,
. I DY ol
RES Hc(oai) D G_Hc(&a.i)e

On en déduitb 2 1

et, dlapres lo lemme I 3 @ .° G'I‘fjﬂ (GOK ) Cﬁl:ﬂ (Q)). Cela suffit pour démontrer que
i

PE Hgﬂ () (voir paragraphe 1)s C.Q.FiDe

¢) Lemme IIT 3 En sjoutant les hypotl_;éses suivantes & celles du théordme IV ¢

£ eH(a), kyl. et i.’EHn;k(ﬂ).

Démonstration du lerme III,
Démontrons ce lemme par récurrence sur k. Supposons k )/ 2 (pour k =1, voir lemme
II). Admettons le lemme pour k~1, et, démontrons le pour ke Montrons, alors, que

? a.-;—)-; appartient b H‘;’KA (). Onas

: v 12, =0 OF = O g 4 pe (ordre D ¢ m)
i -a-i;:-axi orare S »

Par hypothdse de réeurrence 3

L en‘gcm cs‘g"‘(m — 1 an";“"‘(a)

arod 2, € " %Q) CHIQ)  (puisqwe k2 0)

b Df 6315"1(\0,)
'.55?. Lf-eﬂla—,‘t(ﬂ) (puisque LfGH}g(m)- |

i
On o done t
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L2, € H‘g"(.ﬁ,) ot £ € K‘é‘(a).
En eppliquant de nouveau llhypothdse de récurrenqe, on a 8 fi e !fgm-‘ (£1), on en
déduit done £ € a’g"‘(m. CoeF.Ds

2kme_¢tape. On so débarasse des doux restrictions k)1 et £ éﬂg(ﬂi)u

I1 suffit de démontrer que tout point de ) est contenu dans un euvert & relati~
vement compact dans ) et tel que £ € Htgﬂi(e'}‘

Soit €& un ouvert relstivement compact de {do £ considérée comme distribution
dens © est dfordre finlo Il existe donc un s tel que £ SH(@). Suppesons s+ lim
(sinon, on n'a rien b démontrer {). Soit h un entier positif tel que

hyn by is| (donc,kona m 8+ 2h).
Par un procédé analogue & celui u‘biliéé ‘dans le chapitre I, on démontre que gh est

un isomorphisme entre Hf;(&) ot H“h(O)a Comme H () C H‘h(e), ona t

h
2= A2, £, eHE(e*).‘
D'aprés le théordme II bis, on & 3

+2h ;..
ge@-@c%m»

On o d'autre part s A'L2, =LA% +Df,  (ordre D g 2wim-t)

1

soit Ahi.«f = Lf + Df1
Lf €Ky 7(0) puisque s-wil S K)
2, € Hsé““”" (®) (puisque 2, e (e)),

P
Diaprds le théordme do régularité pour A (the II bis) en & .Lf, € BT T4y,

1% |
Nous sommes dans les conditions d'applieation des résultats de la 1dre &tape (lemme III
puisque s+ 2h +1=mD»P 1 et 2, ea‘g(e)). On a donc f1 eH?&+1(&) ot par suite
te H;‘“ (0).
8i 8 +1=k+mn le théordme est démontré, sinon on recommence le méme raisonnemend

pour un ouvert plus petit que O. Le théordme est ainsi démontré par récurrence.
CeQeFeDs
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Remarque ¢ Indiquons rapidement quelques variantes des théordmes de régularité (sans
démonstration).
i+« On peut utiliser P {1<{p<40) & la place de Lz {¢fo séminaire Schwartz 59-60),
ou aussi Lipoa (0 {x < 1), mais non 602 L1, L% i
20 81 les coefficients de L sont analytiques ot si Lf ost analytique alors £ est
analytique (Analycité ¥ 1lintéricur).
3 Ré@la.rité au bord, Soient L wun opérateur fortement elliptique dlordre m = 2mf,
0 relativement compact avee un bord suffisamment &ifférehtiable, alors en o
£ en’;"(o) ot LE €H(0) =2 € xkf”“(o) (~m! {k)o On peut utiliser peur cola

1inégalité dthrouszejn + 2 € H" O K Lz || gretelie] ,yolel .
L L

4y Il y a aussi des théordmes dlanalyticité au berd.
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